
 1

Глава I.  Элементы линейной алгебры 

Линейная алгебра – часть алгебры, изучающая линейные пространства 
и подпространства, линейные операторы, линейные, билинейные и квадра-
тичные функции на линейных пространствах. Но исторически первым раз-
делом линейной алгебры была теория линейных уравнений. Именно с этим 
разделом линейной алгебры мы и познакомимся в этой главе. 

Построение общей теории систем линейных уравнений потребовало 
введения новых понятий – понятий матрицы, определителя и ранга матри-
цы.  

§ 1.  МАТРИЦЫ  И  ДЕЙСТВИЯ  НАД  НИМИ 

1. Определение и некоторые виды матриц 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Матрицей размера  nm × 1)  называется таблица, 
образованная из элементов некоторого множества (например, чисел или 
функций) и имеющая  m   строк и  n   столбцов. 

Если  nm ≠ ,  то матрицу называют прямоугольной, а если nm =  – 
квадратной, порядка  n . 

Элементы, из которых составлена матрица, называются элементами 
матрицы. Их обычно обозначают маленькой латинской буквой с нижним 
индексом из двух цифр. Он указывает положение элемента в матрице: пер-
вая цифра индекса – номер строки, в которой стоит элемент, а вторая – но-
мер столбца.  

Например, 24a  – элемент второй строки и четвертого столбца,  13a  – 
элемент первой строки и третьего столбца. 

Матрицы обозначают обычно большими латинскими буквами и при 
записи заключают в круглые или квадратные скобки: 
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Используются также следующие сокращенные записи:   
)( ija=A , ,,1( mi =  ),1 nj =  – для прямоугольной матрицы размера nm ×  

и   )( ija=A ,  ),1,( nji =    – для квадратной матрицы порядка  n . 
Две матрицы  A   и  B   считаются равными, если они одинакового 

размера, и элементы, стоящие в  A   и  B   на одинаковых местах, равны 
между собой,  т.е.  ijij ba = . 

                                           
1) Читают: «размера эм на эн». 
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В этой главе будем рассматривать матрицы, элементами которых яв-
ляются числа (их называют числовыми матрицами). В дальнейшем нам 
встретятся матрицы, элементами которых являются функции (функцио-
нальные матрицы). 

Укажем НЕКОТОРЫЕ ЧАСТНЫЕ СЛУЧАИ МАТРИЦ, которые в 
дальнейшем будут часто встречаться. 

1) Матрицу  
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A )( 1ia= ,  размера  1×m   называют матрицей-

столбцом длины m . 
2) Матрицу  ( )naaa 11211 …=A )( 1ia= ,  размера  n×1   называют 

матрицей-строкой длины n . 
3) Нулевой матрицей называют матрицу, все элементы которой равны 

нулю. Ее обозначают обычно буквой  O , т.е. 
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4) Пусть  )( ija=A ,  ,,1( mi =  ),1 nj = . Элементы  11a , 22a ,  …,  kka  (где  
},min{ nmk = 1))  будем называть элементами главной диагонали матрицы.  

Квадратная матрица 
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у которой все элементы, стоящие вне главной диагонали, равны нулю, на-
зывается диагональной.  

Диагональная матрица   
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у которой все элементы главной диагонали равны 1, называется единичной. 
Единичную матрицу принято обозначать буквой  E  (или  nE , если требу-
ется указать порядок матрицы). 

5) Пусть  )( ija=A  – квадратная матрица порядка  n .  Элементы  na1 , 

1,2 −na , 2,3 −na ,  …,  1na   будем называть элементами побочной диагонали 
матрицы. 
                                           
1) },min{ nm   обозначает меньшее из двух чисел  m   и  n . 
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Квадратные матрицы 
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у которых все элементы выше (ниже) главной или побочной диагонали 
равны нулю, называются треугольными ( A   и  B   называются верхними 
треугольными, а  C  и  D – нижними треугольными).  

6) Прямоугольную матрицу размера  nm ×   будем называть трапе-
циевидной, если все ее элементы ниже главной диагонали равны нулю, т.е. 
если она имеет вид 
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2. Линейные операции над матрицами 

Линейными операциями над матрицами называется умножение мат-
рицы на число и сложение матриц. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ.  Произведением матрицы  A )( ija=   на число  α   
называется такая матрица  B )( ijb= ,  элементы которой равны произве-
дениям соответствующих элементов матрицы  A   на число  α ,  т.е.  

ijij ab ⋅=α . 
Произведение матрицы  A   на число  α   обозначают  Aα .  
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Частным случаем произведения матрицы  A   на число является про-
изведение  A)1(− .  Так как все элементы этой матрицы противоположны 
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соответствующим элементам матрицы  A ,  то матрицу  A)1(−  называют 
противоположной матрице  A   и обозначают  A− . 

Например,  если  ⎟
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Суммой двух матриц A )( ija=   и  B )( ijb=   одина-
кового размера, называется такая матрица  C )( ijc= ,  элементы которой 
равны суммам соответствующих элементов матриц  A   и  B ,  т.е.  

ijijij bac += . 
Сумму матриц  A   и  B   обозначают  BA + .  
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Частным случаем суммы двух матриц является сумма  )( BA −+ . Так 
как все элементы этой матрицы равны разностям соответствующих эле-
ментов матрицы  A   и  матрицы  B ,  то матрицу  )( BA −+   называют раз-
ностью матриц  A   и  B   и обозначают  BA − . 
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СВОЙСТВА  ЛИНЕЙНЫХ  ОПЕРАЦИИ  НАД  МАТРИЦАМИ 
1. ABBA +=+   (коммутативность сложения матриц); 
2. )()( CBACBA ++=++   (ассоциативность сложения матриц); 
3. AOA =+ ; 
4. OAA =−+ )( ; 
5. AA )()( αββα =   (ассоциативность относительно умножения чисел); 
6. AAA βαβα +=+ )(   (дистрибутивность умножения на матрицу отно-

сительно сложения чисел); 
7. BABA ααα +=+ )(   (дистрибутивность умножения на число относи-

тельно сложения матриц); 
8. AA =1 . 

Заканчивая этот пункт, введем еще одно понятие, которое будет часто 
встречаться во многих разделах математики – понятие линейной комбина-
ции. Пусть  M  – некоторое множество, элементы которого можно склады-
вать и умножать на числа (например, множество матриц одинакового раз-
мера, множество векторов, множество функций с одинаковой областью 
определения и т.д.).  Пусть  1m , 2m , …, km  – элементы множества  M ,  
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1α , 2α , …, kα  – числа. Элемент  kk mmm ⋅++⋅+⋅ ααα …2211
1)  называют 

линейной комбинацией  элементов  1m , 2m , …, km   с коэффициентами  1α , 
2α , …, kα . 

Например, если   
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то их линейная комбинация с коэффициентами 2 , 1− , 3−  есть матрица 
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3. Нелинейные операции над матрицами 

Нелинейными операциями над матрицами называются умножение 
матриц и транспонирование матриц. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Пусть )( 1ia=A  и )( 1ib=B  – матрица-строка и 
матрица-столбец одинаковой длины  n .  Произведением матрицы-строки 
A   на матрицу-столбец  B   называется число  c  (т.е. матрица размера  

11× ),  равное сумме произведений их соответствующих элементов,  т.е.   
11311321121111 nn babababac ⋅++⋅+⋅+⋅= … . 

Например, если  ( )321 −=A ,  ⎟
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B ,  то произведением  A   на  

B   будет число  114)3(32)5(1 −=⋅−+⋅+−⋅=c .  

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Пусть )( ija=A  – матрица размера  nm × ,  
)( ijb=B  – матрица размера  kn ×  (т.е. количество столбцов в матрице  

A   совпадает с количеством строк матрицы B ).  Произведением матри-
цы A   на матрицу  B   называется матрица  )( ijc=C   размера  km ×   та-
кая,  что каждый ее элемент  ijc   является произведением  i -й  строки 
матрицы  A   на  j -й столбец матрицы  B ,  т.е.   

njinjijijiij babababac ⋅++⋅+⋅+⋅= …332211 . 
Произведение матрицы A  на матрицу B  обозначают  BA ⋅   или  AB .  
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число столбцов матрицы  A   равно  числу строк матрицы  B , то  A   мож-
но умножить на  B .  В результате получим матрицу   
                                           
1) Выражение  kk mmm ⋅++⋅+⋅ ααα …2211   кратко обозначают  ∑
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Последний пример показывает, что если произведения  AB   и  BA   
существуют, то в общем случае  AB ≠ BA  (умножение матриц некомму-
тативно).  Но для некоторых матриц равенство  AB = BA   возможно. На-

пример, если   ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛= 11

11A   и  ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛
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11B ,  то  =AB ⋅⎟
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⎝
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00BA  Матрицы  

A   и  B , для которых  AB = BA ,  называют перестановочными. 
СВОЙСТВА ОПЕРАЦИИ УМНОЖЕНИЯ МАТРИЦ 

(при условии, что все записанные произведения имеют смысл) 
1. AEAAE == ,  OOAAO == ; 
2. )()( BCACAB =   (ассоциативность умножения матриц); 
3. BCACCBA +=+ )(    
4. CBCABAC +=+ )(    

дистрибутивность умножения матриц  отно-
сительно сложения матриц.   

ОПРЕДЕЛЕНИЕ.  Пусть  A  – матрица размера  nm × .  Матрица 
размера  mn × ,  полученная из  A   заменой каждой ее строки столбцом с 
тем же номером, называется транспонированной к  A   и обозначается  

TA .  Операция нахождения матрицы  TA   называется транспонировани-
ем матрицы  A . 

Например,  если  ⎟
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СВОЙСТВА  ОПЕРАЦИИ  ТРАНСПОНИРОВАНИЯ  МАТРИЦ 
1. AA =TT )( ; 3. TT AA αα =)( ; 
2. TTT BABA +=+ )( ; 4. TTT ABBA ⋅=⋅ )( . 
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