УРАВНЕНИЯ МАКСВЕЛЛА

Уравнения Максвелла – это вершина человеческой мысли в построении естественно-научной теории, это ориентир, к которому стремятся в попытках окончательного научного осмысления некоторого круга явлений все физики-теоретики, понимая, что именно в таком виде должна быть оформлена окончательно разработанная научная теория.

Собственно Максвелл получил воплощение идеи математически строгой непротиворечивости, достаточности и полноты для системы электромагнитных уравнений. Теперь для решения любой задачи электромагнетизма необходимо лишь выяснить известные экспериментальные параметры, подставить их в систему Максвелла, а анализ всех возможных технических и научных следствий становится делом математической техники. 

Все уравнения в системе Максвелла нашли другие ученые-экспериментаторы и теоретики. Но именно Максвелл проанализировал и отобрал в систему некоторые из множества уравнений электричества, магнетизма уравнения электромагнитной связи и показал, что, добавив в выделенные им уравнения идею тока смещения, можно получить такую систему уравнений, которая была бы достаточна для решения любой задачи электромагнетизма. 

§ 1. Идея Максвелла о токе смещения
До Максвелла было принято различать два основных вида электрических токов: ток проводимости и ток переноса. 

Током проводимости называется ток, образованный направленным движением свободных зарядов в среде под действием электрического поля. Типичный пример – электрический ток, образованный направленным движением свободных электронов.
Ток переноса (или иначе, конвекционный ток) создается движущимися заряженными макрочастицами или макроэлементами вещества, например, заряженными каплями дождя, струей ионизированного газа или потоками свободных заряженных частиц, например потоком ионов в ускорителях или электронным лучом в кинескопе телевизора. 

Ток смещения, введенный Максвеллом, не связан с движением свободных зарядов. Этот вид тока весьма специфичен. Рассмотрим подробно ток смещения на одном простом примере.

Представим плоский конденсатор, подключенный к источнику переменного тока. Как известно, по такой цепи проходит переменный ток. В соединительных проводах и в источнике он представлен током проводимости. Однако в конденсаторе электроны не могут проникать через диэлектрик с одной обкладки на другую. При прохождении тока по цепи конденсатора имеют место два физических явления. С одной стороны, между обкладками существует переменное электрическое поле, создаваемое переменными зарядами на обкладках. С другой стороны, действием этого поля создается переменная поляризация диэлектрика в конденсаторе.

Очень важным обстоятельством здесь является то, что, как показывает опыт, между обкладками, помимо переменного электрического поля, имеет место переменное магнитное поле подобно тому, как оно имеет место вокруг соединительных проводов. Следовательно, переменные электрические поля и переменная поляризация среды создают магнитные поля так, как их создают обычные токи проводимости. В силу этой физической общности переменные электрические поля и создаваемую ими переменную поляризацию рассматривают как особый вид тока – ток смещения. Еще одна важная причина для принятия такой точки зрения заключается в том, что построение физически обоснованной теории электрических токов требует замкнутости токов. Введение понятия «ток смещения» обеспечивает такую замкнутость в рассмотренном примере: в источнике тока и в соединительных проводах электрический ток представлен в виде тока проводимости, а в конденсаторе – в форме тока смещения. При этом из соображений непрерывности следует принять, что сила тока в обеих формах одинакова.

Возникает естественный вопрос: почему два физических явления, образующие ток смещения, создают магнитные поля? В этом и состоит один из важных законов природы, ухваченный гением Максвелла и нашедший свое выражение в идее о «токе смещения», а затем и в системе уравнений Максвелла. А именно: переменные электрические поля создают магнитные поля и существуют только совместно с ними, причем такие поля существуют даже в вакууме, где нет смещения электрических зарядов внутри молекул. Идея Максвелла позволила развернуть в вакууме пластины конденсатора и выпустить в пространство электромагнитную волну. Что касается переменной поляризации, то она создает магнитное поле потому, что в ее основе лежит возвратно-поступательное движение связанных зарядов молекулярных диполей. Как и всякое движение любых зарядов, оно создает магнитное поле. 

Получим математические выражение для плотности тока смещения 
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. Будем  считать, что сила тока смещения через площадь конденсатора равна силе тока в соединительных проводах: 
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Так как заряд, перемещенный через сечения проводов, выносится на обкладки конденсатора, то заряд q в (1) можно рассматривать как заряд конденсатора. Используя определение электроемкости конденсатора С=
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 и однородность поля в плоском конденсаторе φ=E·x, причем С=
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 (здесь х – расстояние между пластинами), получаем
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 где 
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– напряжение между обкладками конденсатора, 
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 – напряженность поля между обкладками, 
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– их площадь, 
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– расстояние между обкладками, 
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 – поверхностная плотность заряда на обкладках, D=εε0E; D – вектор смещения. Используя определение плотности тока и выражение (2) получаем, что ток смещения равен
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откуда следует
	
[image: image12.wmf]dt

d

см

D

j

=

.
	(4)


Здесь необходимо сделать два замечания. Вектор смещения в общем случае является функцией времени и координат D=D(t, x, y, z). Поэтому возможны два способа его изменения. Во-первых, изменение от времени самого поля. В этом случае изменение D характеризуется частной производной 
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. Во-вторых, изменение D при переходе между двумя точками поля. Очевидно, что это изменение имеет место, как в переменных, так и в неоднородных постоянных полях. В электродинамике символом 
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 принято обозначать так называемую полную производную по времени, включающую оба способа изменения.

Поскольку магнитное поле создается исключительно изменением во времени электрического поля, а изменение за счет перехода между точками к этому процессу не имеет никакого отношения, то в (4) должна фигурировать только частная производная D по времени. Второе замечание состоит в том, что плотность тока и смещение являются векторными величинами, поэтому (4) записано в векторной форме.

Вектор смещения D связан с напряженностью внешнего электрического поля E и вектором поляризации P соотношением 

	D=((0E+P.
	(5)


Подставив (5) в (4), получим выражение для двух составных частей плотности тока смещения:
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В данном уравнении первый член выражает  часть плотности тока смещения, обусловленную переменным электрическим током, а второй член – часть, обусловленную поляризацией.

Таким образом, введение Максвеллом понятия «тока смещения» позволило говорить о наличии взаимосвязи между электрическим и магнитным полем, а впоследствии расширить эту взаимосвязь на существование электромагнитного поля.

§ 2. Структурные уравнения Максвелла                                 в интегральной форме

Существует четыре так называемых структурных уравнения Максвелла, которые в интегральной форме выглядят следующим образом
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Использование понятие «ток смещения» дало Максвеллу возможность перейти от закона полного тока к некоторому общему уравнению, которое впоследствии получило название первого уравнения Максвелла.

1. Первое уравнение Максвелла – обобщение  теоремы о циркуляции напряженности магнитного поля

Первое уравнение Максвелла представляет собой обобщение теоремы о циркуляции вектора напряженности магнитного поля Н (закона Био-Савара-Лапласа) на случай переменных полей, оно учитывает токи смещения 
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 через поверхность, охваченную контуром циркуляции l.

	
[image: image21.wmf](

)

S

D

j

l

Н

d

dt

d

d

S

l

ò

ò

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

пр

,

.
	(7)


Теорема о циркуляции вектора напряженности магнитного поля в курсе электромагнетизма доказана в виде 
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, т. е. циркуляция вектора напряженности магнитного поля по некоторому замкнутому контуру l равна сумме токов, охваченных этим контуром. 

Из определения вектора плотности тока jпр имеем 
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. Индекс «пр» обозначает плотность тока проводимости. При взятии интеграла от тока проводимости по поверхности, охваченной замкнутым контуром циркуляции, внутри проводников с токами плотность тока будет иметь ненулевое значение; в тех точках поверхности, где проводников с током нет, jпр  будет равна нулю. В результате получаем значение, равное алгебраической сумме токов. В отсутствие переменных электрических полей, когда 
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, мы имеем обычную теорему о циркуляции для магнитных полей, создаваемых элементами электрических цепей, как в домаксвелловском электромагнетизме: 

	
[image: image25.wmf](

)

(

)

å

ò

ò

=

=

k

k

S

l

I

d

d

S

H

l

Н

,

,

.
	(8)


Ток, создающий переменное магнитное поле, эквивалентное тому, которое создается вокруг силовых линий вихревого переменного электрического поля в электромагнитной волне по Максвеллу, будет равен 
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). Если в пространстве распространяется электромагнитная волна и электрических цепей (и, соответственно, токов проводимости) поблизости нет, то 
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, и такое уравнение представляет собой уравнение связи силовых характеристик электрического и магнитного полей в некоторой точке пространства, содержащего электромагнитную волну. 

Если замкнутый контур циркуляции охватывает как токи проводимости, так и пространство, содержащее переменное электрическое поле, то применяется полное уравнение Максвелла (уравнение (7)):
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Первое уравнение Максвелла представляет собой расширение теоремы о циркуляции вектора напряженности магнитного поля Н, которое (расширение) учитывает токи смещения 
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 через поверхность, охваченную контуром циркуляции l. 
2. Второе уравнение Максвелла – обобщение закона электромагнитной индукции Фарадея

При переходе от закона магнитной индукции Фарадея ко второму уравнению Максвелл постулировал, что вихревое электрическое поле порождается переменным магнитным полем в любых средах и в вакууме, не только в проводниках. Согласно закону электромагнитной индукции Фарадея: циркуляция вектора напряженности электрического поля Е по любому замкнутому контуру l равна скорости изменения потока вектора магнитной индукции В через произвольную поверхность S, натянутую на этот контур:
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Выясним физический смысл этого интеграла для различных случаев создания электромагнитных полей. 

В случае электростатического поля, когда поле создают неподвижные заряды, 
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 –напряженность электростатического поля равна удельной силе (отнесенной к единице заряда), тогда как U = 
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 – разность потенциалов между двумя любыми точками пространства равна удельной работе (отнесенной к единице заряда). По определению, элементарная работа переменной силы равна скалярному произведению силы на элементарное перемещение 
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. Вспомним также, что если электростатическое поле потенциально, то работа электростатических сил по замкнутому контуру равна нулю: 
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. Следовательно, и падение напряжения в замкнутом контуре для электростатического поля равно нулю: 
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Первое уравнение Максвелла ничего не говорит о структуре и величинах постоянных электрического и магнитного полей. 

В случаях электрических цепей
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падение напряжения во всей цепи равно сумме падений напряжения на участках цепи, не содержащих ЭДС (
[image: image42.wmf])
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Поскольку напряженность сторонних сил в источнике направлена против поля, U и ε имеют разные знаки, получим U= ε
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Последнее равенство выполняется только в том случае, когда в выражении для потока магнитной индукции переменной величиной является единственно индукция магнитного поля, т.е. цепь с током не движется относительно линий индукции магнитного поля и переменна лишь величина магнитного поля, но не его направление. Тогда
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Итак, второй интеграл во втором уравнении Максвелла равен производной от потока по времени для случая, когда конфигурация и положение контура в пространстве, а также направление переменного магнитного поля относительно контура неизменны. С учетом закона магнитной индукции Фарадея: 
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, и для случая электрических цепей второе уравнение Максвелла показывает, что падение напряжения в цепи равно суммарному действию ЭДС источника и ЭДС магнитной индукции.

Второе уравнение Максвелла также показывает связь силовых характеристик вихревых электрического и магнитного полей в электромагнитной волне в заданной точке пространства 
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. В пространстве, заполненном распространяющимися электромагнитными волнами, можно мысленно выделить любой контур и падение напряжения в этом контуре может быть найдено по закону электромагнитной индукции Фарадея, причем в этом случае меняется только модуль В, но не площадь поверхности, охваченной контуром, и не взаимная ориентация линий индукции магнитного поля и поверхности, охваченной контуром.

Но второе уравнение Максвелла не учитывает вращения токоведущих контуров в магнитном поле и изменения площади контура в магнитном поле (не решает задачу о вращении рамки в магнитном поле).

3. Третье уравнение Максвелла – теорема Остроградского – Гаусса для электростатического поля
Третье уравнение Максвелла 
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 представляет собой наиболее полную формулировку теоремы Остроградского – Гаусса для электростатического поля. Здесь V обозначает объём пространства внутри поверхности S. С помощью этого уравнения мы узнаем структуру электростатического поля во всей возможной полноте. Поверхность, по которой суммируется скалярное произведение (DdS), может быть любой, то есть она может быть взята в любом месте пространства. Таким образом, чтобы построить такой интеграл, необходимо знать картину силовых линий индукции D или напряженности E  электростатического поля (D=εε0E), созданного некоторой системой статических зарядов. В третьем уравнении Максвелла ρ – это объемная плотность заряда, сосредоточенного внутри поверхности S, в частном случае, такой интеграл может быть равен сумме точечных зарядов, сосредоточенных внутри замкнутой поверхности  
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4. Четвертое уравнение Максвелла – теорема Остроградского – Гаусса для учета постоянных магнитных полей
Четвертое уравнение Максвелла представляет собой уравнение Остроградского – Гаусса для магнитного поля  
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)

0

=

ò

S

d

S

B,

.
Эта теорема подразумевает необходимость построения силовых линий суммарного магнитного поля, включающего в себя как поля токов проводимости и токов смещения, так и постоянные магнитные поля. Другие уравнения Максвелла не учитывают существования постоянных магнитных полей.
§ 3. Структурные уравнения Максвелла в дифференциальной форме
Перечислим уравнения Максвелла в дифференциальной форме, пояснения к которым дадим ниже:
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Dn1=Dn2.  Eτ1=Eτ2. Bn1=Bn2. Hτ1=Hτ2.
1. Первое уравнение Максвелла в дифференциальной форме

Чтобы получить дифференциальную форму закона полного тока, применим соотношение (7) к малому замкнутому контуру 
[image: image57.wmf]L

D

, ограничивающему малую площадь 
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, умножим на единичный вектор положительной нормали 
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 и перейдем к пределу при 
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 в условиях, когда ориентация контура соответствует максимальной по величине и положительной по знаку циркуляции H (
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В теории векторных полей такой предел дает векторную характеристику поля, называемую  ротором  поля.
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С учетом вышеуказанного, а также того, что 
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Данное уравнение и является дифференциальной формой закона полного тока или первым уравнением Максвелла в дифференциальной форме.

О ситуации, когда циркуляция поля по контурам в малой окрестности точки отлична от нуля, говорят как о завихренности поля в окрестности этой точки. То есть, модуль вектора 
[image: image66.wmf]H
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 характеризует степень завихренности векторного поля H. Направлен этот вектор по нормали к плоскости, в которой имеет место максимальная завихренность, причем так, что при наблюдении с конца вектора завихренность направлена против часовой стрелки. Применительно к неоднородным средам закон полного тока преобразуется в форму для циркуляции вектора индукции. Действительно, подставив в (12) 
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 и учитывая, что для однородной среды проницаемость может быть вынесена из под интеграла, получим формулу для циркуляции вектора B.

Таким образом, физический смысл первого уравнения Максвелла состоит в том, что оно выражает закон создания магнитных полей действием электрических токов и переменных электрических полей. В правой части этого уравнения представлены создающее магнитное поле факторы – токи 
[image: image68.wmf]пр
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 и переменные электрические поля. В левой части представлена напряженность магнитного поля, созданного этими факторами.
2. Второе уравнение Максвелла в дифференциальной форме

Чтобы получить второе уравнение Максвелла (9) в дифференциальной форме, вновь рассмотрим замкнутый контур, площадь которого  пронизывается переменным магнитным полем с вектором индукции B(t), образующим переменный магнитный поток ФB(t). Применим к некоторому контуру закон электромагнитной индукции 
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С учетом, что ЭДС источника обеспечивает падение напряжения на замкнутом контуре 
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 и  по определению потока магнитной индукции 
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 это уравнение преобразуется к виду 
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. Применим данное соотношение к малому  контуру  
[image: image73.wmf]L

D

,  разделим  обе  части  на  
[image: image74.wmf]S

D

, 
умножим на единичный вектор положительной нормали n и перейдем к пределу при 
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 в условиях, когда ориентация контура соответствует максимальной по величине и положительной по знаку циркуляции Е (
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Это второе уравнение Максвелла в дифференциальной форме. Его физический смысл состоит в том, что оно выражает закон создания электрических полей действием переменных магнитных полей. В правой части уравнения представлен создающий фактор 
[image: image79.wmf]dt
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, а в левой  – созданный фактор E. 

Таким образом, переменное электрическое поле создает магнитное поле, а переменное магнитное поле создает электрическое поле.

Такая система неразрывно связанных и непрерывно порождающих переменных электрического и магнитного полей называется электромагнитным полем.

В общем случае электрическое и магнитное поля уже не являются самостоятельными полями, а выступают как взаимосвязанные и взаимообусловленные компоненты электромагнитного поля.

3. Третье уравнение Максвелла в дифференциальной 
форме

Выведем дифференциальную форму третьего постулата Максвелла 
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. Применим эту формулу к малой поверхности 
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 и содержащей малый заряд 
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Такой предел, если он существует, определяет величину, называемую дивергенцией поля в точке А. 
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[image: image152.png]


Смысл дивергенции состоит в том, что она характеризует расходимость и сходимость линий поля в окрестности точки А. Такие точки называют источниками поля.

                                       

                                          А                                    А
Если дивергенция отрицательна, то точки называют стоками поля. 

Таким образом, дивергенция характеризует интенсивность (обильность) источников и стоков поля. Учитывая вышесказанное, получаем 
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где ( - объемная плотность свободного заряда. 

Физический смысл третьего постулата Максвелла аналогичен смыслу теоремы Гаусса – Остроградского. Он выражает закон создания электрических полей действием зарядов в произвольных средах.

Практический аспект постулата состоит в том, что с его помощью рассчитываются симметричные электрические поля в неоднородных средах.
4. Четвертое уравнение Максвелла в дифференциальной форме

Дифференциальная форма четвертого уравнения Максвелла 
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 может быть получена аналогично тому, как мы проделывали в предыдущем пункте. Для любой замкнутой поверхности 
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– объем, заключенный внутри поверхности 
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. Учитывая это, получим дифференциальную форму уравнения:
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Векторные поля, у которых дивергенция равна нулю, называются свободными от источников (стоков) соленоидальными или вихревыми. 

Таким образом, уравнение 
[image: image96.wmf]0
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 в дифференциальной форме отражает соленоидальность магнитного поля.

Физическая причина соленоидальности магнитных полей состоит в отсутствии свободных магнитных зарядов, аналогичных электрическим зарядам. Это делает электродинамику и ее уравнения несимметричными по отношению к электричеству и магнетизму. Например, существуют электрические токи, создающие магнитные поля, но нет магнитных токов, создающих электрические поля.

Таким образом, система структурных уравнений Максвелла в дифференциальной форме имеет вид:
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§ 4. Материальные уравнения Максвелла
Кроме структурных в систему уравнений Максвелла входят три материальных уравнения: закон Ома в дифференциальной форме 

	j = γE 
	(18)


и уравнения связи напряженностей (Е, H) и индукций электрического (D) и магнитного полей (B), учитывающие диэлектрические и магнитные свойства сред: 

	D =  εε0E;
	(19)


	B = μμ0H.
	(20)


Заметим, что материальные уравнения играют не меньшую роль, чем структурные. Именно материальные уравнения, поскольку они содержат проницаемости (, ( и удельную проводимость среды (, отражают влияние среды на характеристики создаваемых в ней полей. Кроме того, система четырех структурных уравнений (два векторных и два скалярных), будучи записанной в координатной форме, дает только 8 уравнений, связывающих 16 величин: 15 составляющих векторов Е(Еx, Ey, Ez), D(Dx, Dy, Dz), B(Bx, By, Bz), H(Hx, Hy, Hz), j(jx, jy, jz) и скаляр (. Материальные уравнения  (18–20), записанные в координатной форме, дают еще 9 соотношений между теми же переменными и придают полноту системе уравнений Максвелла.

§ 5. Граничные условия. Рамки применимости                            интегральных и дифференциальных уравнений Максвелла

1. Связь между тангенциальными проекциями векторов E и D на границе раздела двух сред

Рассмотрим связь между векторами E и D на границе раздела двух однородных изотропных диэлектриков, диэлектрические проницаемости которых ε1 и ε2 при отсутствии на границе свободных зарядов. Построим вблизи границы раздела диэлектриков небольшой замкнутый прямоугольный контур АBCDA длиной l, ориентировав его так, как показано на рисунке.
Поскольку в выделенном мысленно контуре не присутствует ЭДС, циркуляция вектора напряженности электрического поля Е по этому контуру равна нулю – 
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, откуда Еτ1l-Eτ2l=0. В последнем равен-

стве учтено, что знаки интегралов по AB и CD разные, поскольку пути интегрирования противоположны, а BC и DA достаточно малы и интегралами по этим отрезкам можно пренебречь. Получаем, Еτ1= Eτ2.
Заменяя, согласно их связи D=εε0E проекции вектора Е проекциями вектора D, получаем 
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. Таким образом, при переходе через границу раздела двух диэлектриков тангенциальная составляющая вектора Е  (Еτ) изменяется непрерывно – не претерпевает скачка, а тангенциальная составляющая вектора D  (Dτ) претерпевает скачок.
2. Связь между нормальными проекциями векторов E и D                                                                           на границе раздела двух сред

На границе раздела  двух  диэлектриков  построим  прямой  цилиндр
ничтожно малой высоты, одно основание которого находится в первом диэлектрике, другое во втором. Пусть основания ΔS настолько малы, что в пределах каждого из них D не изменяет заметно своей величины. Согласно теореме Гаусса 
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Dn1ΔS – Dn2ΔS=0; знаки интегралов по верхнему и нижнему основаниям разные, поскольку внешние нормали к поверхности направлены в противоположные стороны, а боковая поверхность достаточно мала и интегралом  по боковой поверхности можно пренебречь. Получаем, что Dn1 = Dn2.
 Заменяя, согласно их связи D=εε0E проекции вектора D проекциями вектора Е, получаем 
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. Таким образом, при переходе через границу раздела двух диэлектриков нормальная составляющая вектора D  (Dn) изменяется непрерывно – не претерпевает скачка, а нормальная составляющая вектора Е  (Еn) претерпевает скачок.

3. Связь между нормальными проекциями векторов В и Н                                                                           на границе раздела двух сред

Установим связь для нормальных проекций векторов В и Н на границе раздела двух однородных магнетиков, магнитные проницаемости которых μ1 и μ2 при отсутствии на границе тока проводимости.
Построим вблизи границы раздела магнетиков 1 и 2 прямой цилиндр ничтожно малой высоты, одно основание которого находится в первом
магнетике, другое – во втором. Основания ΔS настолько малы, что в пределах каждого из них вектор В меняется незначительно. Согласно теореме Гаусса для 
магнитного поля Вn2ΔS – Вn1ΔS=0. Знаки интегралов по верхнему и нижнему основаниям разные, поскольку внешние нормали к поверхности направлены в противоположные стороны, боковая поверхность достаточно мала, и интегралом  по боковой поверхности можно пренебречь. Получаем, что Вn1 = Вn2.
Заменяя, согласно их связи В=μμ0Н проекции вектора В проекциями вектора Н, получаем 
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. Таким образом, при переходе через границу раздела двух магнетиков нормальная составляющая вектора В  (Вn) изменяется непрерывно – не претерпевает скачка, а нормальная составляющая вектора Н  (Нn) претерпевает скачок.
4. Связь между тангенциальными проекциями  векторов В и Н на границе раздела двух сред

Рассмотрим связь между тангенциальными проекциями векторов Н и В на границе раздела двух однородных изотропных магнетиков, магнитные проницаемости которых μ1 и μ2 при отсутствии на границе тока проводимости. Построим вблизи границы раздела магнетиков небольшой замкнутый прямоугольный контур АBCDA длиной  l, ориентировав его так, как показано на рисунке.

Поскольку в выделенном мысленно контуре не присутствует ток проводимости, циркуляция вектора напряженности магнитного поля Н в некоторый момент времени по этому контуру равна нулю – 
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, откуда Нτ1l–  Нτ2l=0. В последнем равенстве учтено, что знаки интегралов по AB и CD разные, поскольку пути интегрирования противоположны, а BC и DA достаточно малы, и интегралами по этим отрезкам можно пренебречь. Получаем, что Нτ1= Нτ2.

Заменяя, согласно их связи В=((0Н проекции вектора Н проекциями вектора В, получаем 
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. При переходе через границу раздела двух диэлектриков тангенциальная составляющая вектора Н  (Нτ) изменяется непрерывно – не претерпевает скачка, а тангенциальная составляющая вектора В  (Вτ) претерпевает скачок.

5. Границы применимости уравнений Максвелла

Итак, если заряды и токи распределены в пространстве непрерывно, то обе формы уравнений Максвелла – интегральная и дифференциальная – эквивалентны. Если имеются поверхности разрыва – поверхности, на которых свойства среды или полей меняются скачкообразно, то интегральная форма уравнений является более общей.
Уравнения Максвелла в дифференциальной форме предполагают, что все величины в пространстве и времени изменяются непрерывно. Чтобы достичь математической эквивалентности обеих форм уравнений Максвелла, дифференциальную форму дополняют полученными выше граничными условиями, которым должно удовлетворять электромагнитное поле на границе раздела двух сред: Еτ1= Eτ2, Dn1 = Dn2, Вn1 = Вn2, Нτ1= Нτ2. Интегральная форма уравнений Максвелла содержит эти условия. Первое и последнее условие отвечают случаям, когда на границе раздела нет ни свободных зарядов, ни токов проводимости.
Уравнения Максвелла применяются для расчетов электрических, магнитных и электромагнитного полей в покоящихся средах. Решение задачи распространения электромагнитных волн в движущихся средах привело к созданию теории относительности Эйнштейна.
§ 6. Примеры применения уравнений Максвелла                                        к решению задач электромагнетизма

Рассмотрим следствия, вытекающие из решения уравнений электромагнитного поля для некоторых простейших случаев. 

1. Расчет скорости распространения электромагнитных волн

Пусть двумерную область YZ занимает бесконечно большая проводящая плоскость. Вдоль этой плоскости в направлении оси Y в момент времени t = 0 начинает идти ток с линейной плотностью I (А/м) – ток на единицу ширины плоскости. Появившийся в плоскости YZ ток является источником магнитного поля. Если в плоскости ZX провести контур L1 шириной h и длиной l, то, по теореме о циркуляции, получаем величину напряженности магнитного поля, связанного током I:
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Таким образом, вблизи проводящей плоскости в момент времени    t=0 возникает магнитное поле, ориентированное вдоль оси Z, напряженностью 
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Но при появлении вблизи плоскости магнитного поля, должно возникать вихревое электрическое поле, удовлетворяющее второму уравнению Максвелла (9):  
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Проведем контур L2 в плоскости YX длиной h вдоль оси X и высотой l вдоль оси Y такой, что возникающее вихревое магнитное поле, распространяясь со скоростью v, уже пересекло левую часть контура L2, ближайшую к плоскости с током, но еще не достигло правой стороны контура. В этом случае имеем 
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Здесь 
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– скорость распространения магнитного поля, возникшего у заряженной плоскости; направлена вдоль оси X. Соответственно, напряженность электрического поля, силовые линии которого в контуре  L2 направлены вдоль оси Y, равна 
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Итак, наряду с магнитным полем от плоскости, по которой прошел ток, оторвалось и электрическое поле, причем его силовые линии ориентированы перпендикулярно силовым линиям вектора В, ориентированным вдоль оси Z. 

Если в некоторой точке пространства появляется электрическое поле, то его появление, согласно первому уравнению Максвелла (7), должно возбуждать магнитное поле  
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В данном уравнении ток проводимости можно не принимать во внимание, так как поле удалилось от проводящей плоскости. Для того, чтобы найти магнитное поле, порождаемое электрическим полем вдоль контура  L2, вновь построим в плоскости ZX контур L3 с шириной h такой, что распространяющееся вдоль оси X электрическое поле еще не достигло правой стороны контура, и его движение в пространстве вызывает появление магнитного поля 
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– скорость распространения электромагнитного поля. Напряженность магнитного поля, порожденного циркуляцией электрического поля в контуре L2, равна 
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Из найденных соотношений 
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в вакууме или однородных диэлектрических и магнитных средах получаем (
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Из этого соотношения можно найти скорость распространения электромагнитного поля:
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Если подставить в данное выражение для  с известные значения диэлектрической и магнитной постоянных:
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, то найдем скорость распространения электромагнитного поля в вакууме (скорость света).  Причем электромагнитное поле распространяется в виде периодических изменений векторов Е и H, которые взаимно перпендикулярны и перпендикулярны вектору скорости распространения v электромагнитного поля. О таких колебаниях, совершаемых перпендикулярно вектору скорости распространения v, говорят, что они являются поперечными. 

Таким образом, полученные Максвеллом результаты показывают, что в вакууме электромагнитное возмущение распространяется со скоростью света и представляет  поперечные колебания. Кроме того, оказывается, что в веществе скорость распространения электромагнитных возмущений (21) меньше в  
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 раз по сравнению со скоростью в вакууме (22).

Максвелл также получил важнейшее соотношение между показателем преломления 
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 и диэлектрической постоянной 
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 (для оптически прозрачных сред 
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Поскольку значения 
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 для многих материалов известны, это обстоятельство дает возможность произвести экспериментальную проверку уравнений Максвелла.
2. Система уравнений Максвелла для решения задач волновой оптики

Рассмотрим вопрос о распространении электромагнитных волн в вакууме или однородной среде, т. е. среде, описываемой постоянными значениями диэлектрической 
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 и магнитной 
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 проницаемостей.

Запишем уравнения Максвелла для случая отсутствия токов и зарядов 
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Эта система уравнений имеет отличное от нуля решение. То есть, электромагнитное поле может существовать и при отсутствии каких бы то ни было проводников и зарядов даже в пустом пространстве.

Если учесть, что для произвольного вектора a выполняется условие    
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, тогда из первого уравнения Максвелла получаем 
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Так как  
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. В результате для векторов Е и H получаем уравнения называемые волновыми.
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При их записи учтено, что 
[image: image151.wmf]m
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. Волновые уравнения используются для изучения различного рода волновых процессов.

3. Другие применения уравнений Максвелла

Уравнения Максвелла описывают огромную область явлений. Они лежат в основе электро- и радиотехники и играют важнейшую роль в раскрытии таких актуальных направлений современной физики, как физика плазмы и проблема управляемого термоядерного синтеза, магнитная термодинамика, нелинейная оптика, конструирование ускорителей заряженных частиц, астрофизика и т.д. Уравнения Максвелла неприменимы лишь при очень больших частотах электромагнитных волн, когда становятся существенными квантовые эффекты, т.е. когда энергия отдельных квантов электромагнитного поля велика и в процессах участвует сравнительно небольшое число фотонов. 
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