ПРОБЛЕМЫ ЧТЕНИЯ ЭЛЕМЕНТОВ КВАНТОВОЙ МЕХАНИКИ В КУРСЕ ОБЩЕЙ ФИЗИКИ

Постараемся выяснить, что же может быть понятным при изучении квантовой механики.

В создании квантовой механики применен новый методологический прием. При построении квантово-механических физических величин используются аналогии с величинами классической физики. Хотя постоянно присутствует оговорка о том, что эти аналогии с классикой не следует воспринимать буквально.

На наш взгляд, используя метод аналогий в квантовой механике, можно стремиться к пониманию лишь того, почему при создании того или иного квантово-механического объекта использована именно такая аналогия с классикой. С какой стати то или иное предположение могло прийти в голову гениальному физику? В квантовой механике это единственный вопрос, на который разумно искать ответ.

Если постараться, то можно до конца понять и то, почему метод аналогий с классикой не в состоянии обеспечить полного понимания законов микромира, но это сложнее.

§ 1. Формула Планка для расчета параметров                     теплового излучения абсолютно черного тела.                  Анализ и применение

1. Формула М. Планка

Итак, квантовая механика появилась в тот момент, когда физики были вынуждены признать идею Макса Планка о проявлении квантовых свойств электромагнитного поля при его взаимодействии с веществом. Имеется в виду теоретическая формула Планка для спектральной плотности энергетической светимости абсолютно черного тела.
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здесь rνTdν – энергия электромагнитного излучения, выделяемая в единицу времени с единицы поверхности абсолютно черного тела, разогретого до абсолютной температуры T вблизи частоты ν в интервале частот dν, π – число пи, с – скорость света в вакууме, h – фундаментальная константа, которая впервые появилась в этой формуле и получила название постоянной Планка. 

При выводе этой формулы М. Планком впервые был применен метод аналогий с классикой для процессов очевидно далеких от этих вынужденных сравнений. Согласно аналогиям, использованным при выводе формулы Планка, оказывается, что произведение постоянной Планка на частоту излучения равно порции энергии цуга электромагнитного поля, которому поставили в соответствие энергию «частицы» (кванта) электромагнитного поля, взаимодействующего с веществом. Пришлось предположить, что при распространении в вакууме или в среде электромагнитное поле ведет себя как волновой процесс, а при взаимодействии с веществом поле ведет себя как поток частиц.

Впервые в истории физики Макс Планк не вывел с помощью некоторой «разумной» модели, а отгадал вид формулы, соответствующей экспериментальному графику физического процесса. Совпадение теоретических (по Планку) и экспериментальных констант (постоянная Стефана–Больцмана и постоянные Вина) получилось превосходным. (Сначала из экспериментального закона Стефана–Больцмана была получена постоянная Планка, а затем расчет постоянных Вина по формулам Планка совпал с экспериментом). Но именно сама методология получения формулы вызвала в ученом мире физиков эмоциональный шок, получивший в гуманитарной литературе наименование «ультрафиоле-товой катастрофы».

Вряд ли в курсе общей физики технического вуза целесообразно повторять вслед за Планком те доводы, которые приходили гениальному физику в голову при построении своей  формулы. Навык анализа подобных формул может возникнуть у студентов позже, после освоения курсов теории вероятностей, статистической физики, математической статистики и т.п. (Эти курсы в техническом университете традиционно читаются позже чтения обсуждаемого материала в курсе общей физики). Но сообщить об использованном сравнении распределения энергии квантов по частоте и энергии молекул газа по высоте в силовом (гравитационном: распределении Максвелла–Больцмана) поле  можно. И пытливый студент сможет самостоятельно проследить вывод Планка в свое время, ознакомившись с вероятностными и статистическими курсами.

2. Расчет констант экспериментальных законов теплового излучения абсолютно черного тела с помощью формулы Планка

а) получение экспериментальной постоянной Стефана–Больцмана с помощью формулы Планка

Известен экспериментальный закон Стефана – Больцмана:

R=σT4.

где R – интегральная излучательная способность абсолютно черного тела при температуре Т, [R]=
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, т.е. R - это вся энергия электромагнитного излучения, излучаемая на всех частотах шкалы электромагнитных волн в единицу времени с единицы площади нагретого вещества абсолютно черного тела (АЧТ).

σ – постоянная Стефана–Больцмана.

М.Планк получил формулу спектральной плотности излучательной способности абсолютно черного тела rνT=
[image: image3.wmf]n

d

d

R

, т.е. энергии электромагнитного излучения, излучаемой в интервале dν на частоте ν шкалы электромагнитных волн в единицу времени с единицы площади нагретого вещества абсолютно черного тела при температуре Т (рис.3.1). Формула Планка идеально совпала с экспериментальной кривой, поэтому, если взять интеграл от формулы Планка по всем частотам, мы получим интегральную излучательную способность АЧТ, которая должна совпасть с экспериментальной.
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Итак, R=
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 Формула для R преобразуется к виду
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Константа Планка h впервые была рассчитана по этой формуле с помощью экспериментальной константы Стефана – Больцмана.

б) нахождение экспериментальной константы b  закона смещения Вина для АЧТ с помощью формулы М.Планка

Для того, чтобы получить закон смещения Вина из формулы Планка, перейдем от переменной ν к переменной  λ: ν=
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Подставляя значения ν и dν, выраженные через λ, получим:
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Исследуя эту функцию на экстремум, имеем:
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Введя замену переменной – x=
[image: image13.wmf]max

l

kT

h

с

, приходим к трансцендентному уравнению xex – 5(ex–1)=0. Решение этого уравнения методом последовательных приближений дает x=4,965, откуда следует экспериментальный закон Вина:  x=
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=b. Закон получен, причем экспериментальная и расчетная константы совпали.

в) получение второго закона Вина с помощью формулы Планка

Подставляя значение λmax
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. Закон получен, причем экспериментальная и расчетная константы совпали.

§ 3. Примеры решения задач

а) решение задач на экспериментальные законы                     теплового излучения АЧТ

Задача. Излучение Солнца по своему спектральному составу близко к излучению абсолютно черного тела, для которого максимум испускательной способности приходится на длину волны 0,48 мкм. Найти массу, теряемую Солнцем в одну секунду за счет излучения. Оценить время, за которое масса Солнца уменьшится на один процент.

Связь между массой и энергией задает формула Эйнштейна Е=mc2. Энергию излучения найдем с помощью экспериментального закона Стефана – Больцмана: R=σT4. Чтобы решать задачи на экспериментальные законы теплового излучения, полезно проанализировать смысл физической величины – излучательной способности через ее размерность: [R]=
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. Излучательная способность R – это энергия, излучаемая единицей поверхности нагретого тела в единицу времени. Таким образом, если σ умножить на температуру Солнца Тс в четвертой степени, то в предположении, что Солнце излучает так же, как АЧТ, мы получим величину энергии Rc, теряемой Солнцем на излучение в единицу времени с единицы площади. Умножая Rc на площадь поверхности Солнца Sc и на время излучения, мы получим энергию, теряемую Солнцем за это время на излучение.   Е=Rc∙t ∙Sc=σ∙T4∙t ∙Sc. Площадь поверхности Солнца мы рассчитаем в приближении его идеально шарообразной формы: Sc=4π
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, где r – средний радиус Солнца.  Температуру получим с помощью первого закона Вина Т=
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Из полученного равенства выражаем массу, теряемую Солнцем на излучение за одну секунду: 
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Чтобы оценить в секундах время, за которое Солнце потеряет за счет энергии излучения один процент своей массы, массу одного процента массы Солнца, поделим на массу, которую Солнце теряет за одну секунду: 0,01Мс/m≈1011 лет.
б) решение задач теплового излучения АЧТ с применением формулы Планка

Задача. Найти с помощью формулы Планка плотность потока излучения единицы поверхности АЧТ, приходящегося на узкий интервал длин волн Δλ=1,0 нм вблизи максимума спектральной плотности излучения, при температуре тела Т=300 К.

Плотностью потока излучения единицы поверхности нагретого тела называют излучательную способность тела. Энергия ΔR, излучаемая с единицы поверхности нагретого тела в единицу времени в интервале длин волн от λmax–Δλ/2 до λmax+Δλ/2 по смыслу функции М. Планка равна интегралу от нее по этому интервалу: 
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. В данной задаче интегрирование можно заменить нахождением площади прямоугольника высотой, равной r(T,λmax) и шириной, равной Δλ, поскольку точность такой замены много выше точности измерения температуры, заданной в условии задачи. Используя первый закон Вина, T∙λmax=b, имеем: 
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§ 2. Уравнение Эйнштейна для внешнего фотоэффекта

1. Экспериментальные законы внешнего фотоэффекта

Экспериментальные особенности внешнего фотоэффекта парадоксальны с точки зрения законов классической физики. Опытным путем было установлено:

1. Максимальная начальная скорость фотоэлектронов определяется частотой света и не зависит от его интенсивности.

2. Для каждого вещества существует красная граница фотоэффекта, т.е. минимальная частота света ((, при которой еще возможен внешний фотоэффект.

3. Число фотоэлектронов n, вырываемых из катода за единицу времени, пропорционально интенсивности света, т.е. фототок насыщения  пропорционален энергетической освещенности E катода (закон Столетова).

При объяснении первого и второго законов встретились серьезные трудности. Действительно, согласно электромагнитной теории, вырывание свободных электронов из металла должно являться результатом их «раскачивания» в электрическом поле световой волны. Но в таком случае совершенно непонятно, почему максимальная начальная скорость и кинетическая энергия вылетающих фотоэлектронов зависят от частоты света, а не от амплитуды колебаний вектора E напряженности электрического поля волны и связанной с ней интенсивности волны. Таким образом, трудности в истолковании первого и второго законов фотоэффекта вызвали сомнения в универсальной применимости волновой теории света. 

2. Решение Эйнштейна для объяснения                                  внешнего фотоэффекта

А.Эйнштейн обратился к проблеме возникновения и превращения света, исходя из того, что излучение ведет себя так, как если бы оно состояло из независимых квантов энергии.

Рождение квантовой механики, пожалуй,  естественнее отнести к моменту написания Эйнштейном закона сохранения энергии для внешнего фотоэффекта, где Эйнштейн использовал выводы из формулы Планка:
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 EMBED Equation.3  [image: image29.wmf].

2

2

вых

mV

A

h

+

=

n


Эйнштейн доверился результату Планка, состоящему в том, что при взаимодействии с веществом энергия электромагнитного излучения может поглощаться порциями - квантами, величина которых равна hν, таким образом, можно предположить, что поле ведет себя как поток частиц.

Квант с энергией hν выбивает с поверхности металла электрон, затрачивая на это энергию, равную работе выхода электрона из этого металла Авых, оставшаяся энергия кванта идет на сообщение электрону кинетической энергии 
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Уравнение Эйнштейна для фотоэффекта объяснило все экспериментальные результаты по выбиванию электронов лучами света с поверхности металлов, в том числе наличие «красной» границы фотоэффекта, которое (наличие) не могло быть объяснено по законам классики. 

Но уже в уравнении Эйнштейна поток квантов Планка ведет себя не так, как поток обычных (классических) частиц. В классике два кванта с половинной энергией от работы выхода электрона из металла могли бы выбить электрон. По уравнению Эйнштейна «групповых» столкновений частиц не происходит: один квант может взаимодействовать лишь с одним электроном. Подобное поведение квантово-механических частиц было обобщено позже в принципе отбора Паули. Таким образом, даже самый «понятный» с точки зрения классики квантово-механический закон – уравнение Эйнштейна для фотоэффекта – не имеет в классике прямого аналога.

В технических приложениях для создания технологических цепочек в производстве важно иметь теоретические формулы, позволяющие рассчитывать оптимальный расход материалов, энергетические затраты приспособлений и тому подобное. Технологам, вообще, безразлично, каким способом получена та или иная формула. Видимо, поэтому Альберт Эйнштейн получил Нобелевскую премию за объяснение законов внешнего фотоэффекта (а не за создание теории относительности). Тем самым, однако, научная общественность признала физический смысл за результатом Макса Планка о квантовании энергии электромагнитного поля, и с этого момента многие физики всерьез взялись за создание квантовой механики.

3. Примеры решения задач
Задача. При поочередном освещении поверхности некоторого металла светом с длинами волн λ1=0,35 мкм  и λ2=0,54 мкм обнаружили, что соответствующие максимальные скорости фотоэлектронов отличаются друг от друга в η=2,0 раза. Найти работу выхода с поверхности этого металла, и определить, какой это  металл. Рассчитать красную границу фотоэффекта для этого металла. Вычислить запирающие разности потенциалов для указанных длин волн.

[image: image242.png]


В условии этой задачи мы учли большинство вопросов, встречающихся в разных задачах по фотоэффекту. Физическая модель фотоэффекта состоит в следующем. 

[image: image243.png]


Два электрода впаяны в вакуумную трубку. Кванты электромагнитного поля выбивают из металлического катода электроны. Все электроны имеют одинаковые по модулю скорости, согласно уравнению Эйнштейна:  
[image: image31.wmf].
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 Направления скоростей распределены изотропно. Любое направление вылета электрона равновероятно. Теряя электроны, катод приобретает положительный потенциал, и часть электронов возвращается обратно на катод. Электроны, скорости которых направлены на анод, достигают анода, и гальванометр (чувствительный амперметр) показывает ток в цепи. Если прекратить облучение электрода светом, ток прекращается за отсутствием носителей заряда в вакуумной трубке.

Подадим напряжение между катодом и анодом. Постепенно увеличивая напряжение от нулевого значения, мы получим вначале увеличение анодного тока, так как все больше электронов не возвращаются на катод, а достигают анода. Как только все электроны, вырывающиеся из катода в единицу времени достигают анода, ток достигает насыщения и сохраняет свое значение постоянным.

Как отмечалось выше, при нулевом напряжении между катодом и анодом гальванометр фиксирует ток, возникаю-щий за счет кинетической энергии электронов, вышедших из металла под действием света. Чтобы прекратить ток фотоффекта, между катодом и анодом необходимо приложить отрицательное напряжение так, чтобы энергия электрического поля  Uз∙e, равнялась бы кинетической энергии вышедших из металла электронов, поэтому уравнение Эйнштейна можно переписать так: 
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, здесь Uз – запирающее напряжение, e – заряд электрона.  В случае, если энергия кванта hv меньше той работы, которую необходимо затратить, чтобы электрон вышел из металла (
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), то длина волны, соответствующая минимальной частоте 
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, является красной границей фотоэффекта для этого металла.

Подробно обсудив модель фотоэффекта, приступаем к решению задачи. Все ответы содержатся в содержании модели и в уравнении Эйнштейна, которое необходимо записать в одном из видов: 

1. 
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Запишем уравнение Эйнштейна в виде 1, учитывая данные задачи:
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Выразим частоту волнового процесса через длину волны: поскольку λ1<λ2, то ν1>ν2 и V1>V2.
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Разделим почленно верхнее уравнение на нижнее, получим
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1эВ – один электрон-вольт – это кинетическая энергия Е электрона, прошедшего ускоряющую разность потенциалов 1 В. Е=eU=1,6∙10-19 ∙1= =1,6∙10-19 Дж. Таким образом, энергия в один электрон-вольт численно равна заряду электрона. 

Величина работы выхода электрона из металла уникальна для каждого элемента, поэтому по величине работы выхода можно с помощью таблиц определить материал катода. В нашем случае это цезий.

Красная граница фотоэффекта для цезия определяется равенством
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=653 нм, т.е. длину волны облучающего света можно увеличивать до 653 нанометров. Это действительно красный цвет видимой области электромагнитного излучения, хотя для некоторых металлов «красная» граница объективно может быть даже фиолетовой.

Запирающие потенциалы для длин волн λ1=0,35 мкм  и λ2=0,54 мкм, соответственно, равны: 
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.  Отсюда U1 = 1,7 В, U2=1 B. Задача решена.

§ 3. Эффект Комптона

1. Рассеяние рентгеновских фотонов 

на свободных электронах. 

Эксперимент

Квантовые свойства излучения особенно ярко проявляются при рассеянии рентгеновских фотонов на покоящихся электронах. Энергии рентгеновских фотонов ε=hν во много раз больше энергий связи внешних электронов в атоме и соизмеримы с энергией покоя электрона ε=mc2. При взаимодействии рентгеновского фотона с таким электроном атома, который расположен на внешней оболочке атома (притом, что заполненные внутренние оболочки экранируют его от ядра),  этот электрон можно рассматривать как слабосвязанный с атомом или даже практически свободный. Кинетическая энергия электрона внутри атома пренебрежимо мала по сравнению с энергиями рентгеновского фотона и энергией покоя электрона, и последний можно с хорошим приближением считать покоящимся. При поглощении фотона такой «свободный» электрон приобретает практически всю энергию фотона и уходит далеко за пределы исходного атома. Поглотив фотон, электрон может тут же испустить точно такой фотон или (в соответствии с законом сохранения энергии) фотон меньшей энергии (и значит частоты) в любом направлении. Так возникает рассеяние фотонов. Это явление – рассеяние рентгеновских лучей – было подробно исследовано А.Комптоном в 1923 году. 



Опыты Комптона показали, что длина волны рассеянного излучения (( больше длины волны падающего излучения (, причем разность ((((((( зависит только от угла рассеяния:

Δλ=λКомп(1–cosθ)

Экспериментальная формула Комптона не поддается объяснению с точки зрения классики. По классическим воззрениям длина волны рассеянного излучения вообще не должна меняться, т.к. рассеяние света  связано с возникновением в веществе под действием падающего света вторичных электромагнитных волн той же частоты (длины волны). Необъяснимо и то, что эффект наблюдается только для рентгеновского излучения.

Пожалуй, «объяснение» эффекта Комптона представляет собой самое красивое проявление нового, вынужденного метода теоретической физики (метода применения классических аналогий). 

Эксперименты показывают, что не только свет проявляет свойства, присущие частицам (формула Планка для теплового излучения, фотоэффект по Эйнштейну), но и объекты микромира, которые мы традиционно привыкли в классической физике считать частицами: электроны, протоны и т.д., при движении в пучке проявляют свойства волнового процесса (дифракция электронов на кристаллической структуре вещества: см. далее «волны де`Бройля»).

2. Классический аналог модели взаимодействия             рентгеновского кванта и свободного электрона

Нетрудно убедиться в том, что энергия рентгеновского кванта hν и энергия покоя электрона mec2 есть величины одного порядка. Комптоновский электрон в атоме расположен на внешней электронной оболочке, он достаточно экранирован от положительного заряда ядра другими электронными оболочками. Такой электрон можно считать свободным, то есть его энергию можно считать равной энергии покоя. Скорость электрона на внешней оболочке атома незначительна в том смысле, что кинетическая энергия такого электрона пренебрежимо мала по сравнению с его энергией покоя. Кроме того, скорость комптоновского электрона пренебрежимо мала по сравнению со скоростью рентгеновского кванта (скорость света). Таким образом, в эффекте Комптона взаимодействуют два равноценных с точки зрения квантовой механики объекта. (И тот и другой могут рассматриваться и как частица и как волна, и оба объекта имеют примерно равные энергии.)

Предполагая, что взаимодействие этих равноценных объектов происходит по модели абсолютно упругого удара, Комптон получил поразительное совпадение теоретической и экспериментальной константы. Запишем систему уравнений из закона сохранения энергии и закона сохранения импульса для взаимодействующих квантово-механических частиц – фотона и электрона:
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здесь m0 – масса покоя электрона, с – скорость света в вакууме, 
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 – энергия покоя электрона по теории относительности Эйнштейна, h – постоянная Планка, ν – частота рентгеновского кванта, 
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 – энергия налетающего на электрон кванта, pe – импульс, приобретенный электроном после соударения, 
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 – полная энергия электрона после соударения по теории относительности Эйнштейна, 
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 – планковская энергия фотона после соударения.



По теореме косинусов для диаграммы импульсов квантовых «частиц» запишем: 
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Здесь 
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– импульс фотона, полученный из сравнения выражений энергии кванта как порции энергии электромагнитного поля по Планку и энергии частицы по Эйнштейну: 
[image: image56.wmf]2

mc

h

=

n

. Поскольку импульс частицы в классике есть произведение массы частицы на скорость, то, поделив выражение для энергий на скорость света, мы и получим искомое выражение для импульса pν=mc=
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Решаем систему из двух этих уравнений (1) и (2) совместно, учитывая, что длина волны рентгеновского кванта, его частота и скорость связаны соотношением λ=с/ν. После несложных преобразований получим экспериментальную формулу, для которой λКомп=
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, что идеально согласуется с экспериментальным значением λКомп: 

Δλ= 
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Прежде, чем решать задачи на эффект Комптона, рассмотрим следующую таблицу.

3. Таблица связи корпускулярных и волновых параметров фотона

Оказывается корпускулярные и волновые физические величины фотона жестко связаны между собой. Пользуясь тремя соотношениями:

λ=c/ν, 
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, можно показать, что если задан один из пяти волновых и корпускулярных параметров фотона: длина волны электромагнитного излучения – λ, частота электромагнитного излучения – ν, масса фотона – m, энергия фотона – ε, или его импульс – p, то остальные четыре можно выразить через эту заданную величину и фундаментальные константы h  и (или) c. (По теории относительности фотон имеет массу, которую можно вычислить из соотношения 
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, хотя масса покоя фотона-частицы равна нулю). Выразим, например, импульс фотона через его длину волны:

по определению классики импульс частицы равен произведению ее массы на скорость p=mc, помножим и разделим значение импульса фотона на скорость света: p=
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. Теперь в числителе стоит значение энергии фотона как частицы, заменяя значение энергии через энергию кванта по Планку, получим:  p=
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, подставляя значение частоты, получим окончательно связь импульса фотона и его длины волны: p=
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Остальные ячейки таблицы можно заполнить посредством решения соответствующих задач.

Составим таблицу.
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4. Примеры решения задач на эффект Комптона
Решая задачи на эффект Комптона, необходимо иметь в виду не только экспериментальную формулу сдвига длин волн, но и исходные уравнения сохранения энергии и импульса, из которых эта формула была выведена теоретически. Кроме того, необходимо привыкнуть пользоваться таблицей, т.е. помнить, что если вам задан один параметр фотона, то известны и все остальные физические величины, характеризующие фотон и как волну и как частицу.

Задача 1. Фотон с энергией (=1 МэВ рассеялся на свободном покоившемся электроне. Найти кинетическую энергию электрона отдачи, если в результате рассеяния длина волны фотона изменилась на (=25(. 


В соответствии с законом сохранения фотон, при упругом столкновении с электроном, передает ему часть своей энергии. В результате уменьшения энергии рассеянного фотона его длина волны, согласно соотношению 
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. В соответствии с условием задачи, ((=1,25(. 


Энергия рассеянного фотона равна
[image: image88.wmf].
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Так как, согласно закону сохранения энергии, ((((((e, где (e – энергия электрона отдачи, то получим: (e=((((. Подставляя  численное значение энергии налетающего фотона, получим: (e= 0,2 МэВ.

Задача 2. Узкий пучок монохроматического рентгеновского излучения падает на рассеивающее вещество. При этом длины волн излучения, рассеянного под углами (1=60( и (2=120(, отличаются друг от друга в (=2 раза ((((((((((). Считая, что рассеяние происходит на свободных электронах, найти длину волны падающего излучения (. 


Учитывая связь длин волн падающего и рассеянного фотонов 
[image: image89.wmf](
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. Так как по условию задачи они связаны между собой соотношением (((((((((, получим следующее уравнение:  
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, решение которого дает выражение для расчета искомой длины волны падающего излучения (:         
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Подставляя численные значения входящих в уравнение переменных, получим:
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Задача 3. Фотон с энергией 
[image: image96.wmf]n
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=0,15 МэВ рассеялся на покоившемся свободном электроне, в результате чего его длина волны изменилась на 
[image: image97.wmf]l
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=3 пм. Найти угол, под которым вылетел комптоновский электрон.

Увеличение длины волны рентгеновских лучей при их рассеянии веществом (эффект Комптона) объясняется упругим столкновением фотонов с электронами. При упругом ударе фотон в соответствии с законами сохранения передает свободному электрону часть импульса и энергии. Уменьшение энергии фотона означает, в соответствии с формулой 
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, уменьшение частоты рентгеновского излучения и увеличение его длины волны.


По закону сохранения импульса импульс падающего фотона равен векторной сумме импульса 
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 рассеянного фотона и импульса 
[image: image100.wmf]u
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свободного электрона, который он приобрел в результате соударения с фотоном. Заметим, что угол рассеяния ( на рисунке    можно определить из формулы Комптона. Следовательно, чтобы найти угол 
[image: image101.wmf]j

, необходимо знать еще два линейных элемента параллелограмма OABC, например, 
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где, с учетом Δλ= 
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Импульсы 
[image: image108.wmf]p
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падающего и рассеянного фотонов связаны с их энергиями 
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Предварительно найдем энергию рассеянного фотона:
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Следовательно, вместо равенства 
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Подставляя в (1) вместо величин 
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После подстановки числовых значений величин найдем:
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§ 4.  Волны де Бройля

1. Волновые свойства частиц

Опыты Иоффе и Комптона в 1922-1923 гг. подтвердили правильность идеи Эйнштейна о двойственности природы излучения. Де Бройль сделал смелое предположение об аналогичной двойственной природе электронов, а затем и других частиц: корпускулярно-волновая двойственность свойств, характерная для электромагнитного поля, имеет универсальный характер. Это значит, что с движением электрона, как и с движение фотона, следует сопоставить волновой процесс.  Со всякой частицей, имеющей массу m, которая движется со скоростью v, связано распространение волны де Бройля, длина которой вычисляется по формуле де Бройля ((h/mv=h/p.

Идеи де Бройля нашли блестящее подтверждение в экспериментах. В 1920 году К.Дэвидсон и Л.Джермер изучали рассеяние пучка электронов на атомах никеля.

Максимумы интенсивности приходятся на значения величин 
[image: image121.wmf]a

U

, равные 7.5, 15, 22.5 В1/2. Этот результат совпадает с данными Вульфа и Брэгга по дифракции рентгеновских лучей. Следовательно, поток электронов, так же, как и электромагнитная волна, испытывает дифракцию. В 1927 году независимо друг от друга Г.П.Томсон в Англии и П.С.Тартаковский в СССР наблюдали дифракцию электронного пучка при прохождении через тонкие металлические фольги. После фольги электроны попадали на фотопластинку и оказывали на эмульсию такое же действие, как и фотоны. После проявления на пластинке наблюдалась дифракционная картина – чередование светлых и темных колец. Волны де Бройля – не электромагнитного происхождения. Они имеют особую природу.

Де Бройль предположил, что поскольку поток электронов ведет себя подобно потоку фотонов, то и для этих квантово-механических частиц могут выполняться некоторые соотношения, аналогичные связи физических величин, характеризующих фотон. Так для нахождения длины волны, соответствующей потоку электронов в опыте по дифракции, была применена формула λБ=
[image: image122.wmf]e

p

h

. Индекс Б применен по имени де Бройля ученого, впервые воспользовавшегося этой аналогией. Волны, рассчитанные для движущихся частиц, называют волнами де Бройля.

Соотношение де Бройля с хорошим согласием с экспериментом позволяет рассчитывать интерференционные картины по законам волновой оптики (формула для дифракционной решетки).

Но мы не знаем природу полей, соответствующих разным частицам микромира. Мы не знаем ни частот, ни скоростей распространения этих волновых процессов. Рассматривая таблицу, можно убедиться, что попытки определения длины волны, соответствующей движущемуся потоку электронов по другим формулам: λ=
[image: image123.wmf]n
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,  λ=
[image: image124.wmf]mc
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 не приведут к совпадению с результатом, полученным из формулы де Бройля и с экспериментом именно потому, что нам не известны ни скорость распространения такого поля (она не совпадает со скоростью распространения электромагнитного поля – с), ни его частота. Любопытно отметить, что за связь с пространственной характеристикой неизвестного поля (связанного с тем, что мы традиционно привыкли считать частицей) отвечает сохраняющаяся величина – импульс, которая по теореме теоретической механики, доказанной Эмми Нэтер, отвечает за операцию симметрии, означающую однородность пространства. В формулу де Бройля входит импульс частицы и постоянная Планка. Постоянная Планка, таким образом, применима не только к описанию корпускулярно-волновых соответствий фотонов, но и ко всем квантовомеханическим объектам.

2. Примеры решения задач на волны де`Бройля

Задача 4. Получить выражение для дебройлевской длины волны ( релятивистской частицы, движущейся с кинетической энергией T.При каких значениях Т ошибка в определении ( по нерелятивистской формуле не превышает 1( для протона и электрона?

Длина волны де Бройля микрочастицы определяется по формуле 
[image: image126.wmf]p
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. В случае, когда частица является релятивистской, импульс находим по формулам Эйнштейна, решая совместно систему уравнений:


[image: image127.wmf].
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Исключая из нее величину 
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Тогда длина волны для релятивистской частицы вычисляется по формуле:    
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Задача 5. Параллельный пучок электронов, ускоренный разностью потенциалов U = 25 В, падает нормально на диафрагму с двумя узкими щелями, расстояние между которыми d = 50 мкм. Определить расстояние между двумя соседними максимумами дифракционной картины на экране, расположенном на расстоянии  l = 100 см от щелей.


Дифракция электронов является следствием волновой природа частиц. Дифракционная картина, возникающая при прохождении потока электронов через диафрагму с двумя узкими щелями, вполне соответствует дифракционной картине, полученной от этой же системы щелей при освещении ее параллельным пучком монохроматического света (опыт Юнга), длина волны которого равна длине волны де Бройля для электрона (
[image: image131.wmf]u
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). Это значит, что в случае дифракции электронов расстояние между соседними максимумами дифракционной картины на экране можно определять по формуле 
[image: image132.wmf]d
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, если понимать в ней под 
[image: image133.wmf]l

 длину волны де Бройля для электрона. Для того, чтобы найти 
[image: image134.wmf]l

, необходимо знать скорость электрона. По условию задачи, электрон проходит ускоряющую разность потенциалов U, условия прохождения ускоряющей разности потенциалов электронами в ускорителях обычно таковы, что первоначальной скоростью электронов (до прохождения поля) можно пренебречь. Следовательно, по закону сохранения энергии 
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, где e – заряд электрона, m – масса электрона. Отсюда скорость электрона 
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. (До тех пор, пока скорость электронов далека от скорости света, можно пользоваться классическими формулами.) Тогда для длины волны де Бройля для электрона получим:
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Подставляя  полученное выражение в формулу для определения 
[image: image138.wmf]x
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, имеем: 
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Подставляя в полученную формулу численные значения входящих в нее величин, производим расчет величины расстояния между двумя соседними максимумами дифракционной картины:
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§ 5.  Теория излучения атома водорода по Бору

1. Экспериментальные формулы для расчетов длин волн спектра излучения атома водорода

При анализе спектра излучения атома водорода были выявлены следующие экспериментальные формулы для расчетов длин волн.


[image: image141.wmf])
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, где n=3,4,5, … – целые числа большие двух. Спектральные линии, длины волн которых подчиняются этой формуле, лежат в видимой области излучения и составляют серию Бальмера.

 В инфракрасной области лежит серия Лаймана.
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, здесь n=2,3,4,5, … - целые числа большие единицы.

В ультрафиолетовой области лежат серии

Пашена – 
[image: image143.wmf])
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, здесь n=4,5,6, …

Брэкета – 
[image: image144.wmf])
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, здесь n=5,6,7, …

Пфунда – 
[image: image145.wmf])
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Хэмфри – 
[image: image146.wmf])
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, здесь n=7,8,9, …

Все эти формулы объединены в обобщенную формулу Бальмера:


[image: image147.wmf])
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, здесь m=2,3,4,5,6 , а n принимает целочисленные значения большие m. 

n= m +1, m +2, m +3, … 

Экспериментальная формула Бальмера не поддается какому-либо разумному классическому описанию.

Гениальность Нильса Бора состоит в том, что, отказавшись от поиска классической модели, которая могла бы объяснить прерывистый (линейчатый) характер излучения атомом водорода электромагнитного излучения, Бор просто констатировал (безо всяких аналогий) для энергетических состояний атома водорода то, что следует из экспериментальной формулы. При этом Бор не пытался объяснить, почему атом водорода таков, как он есть.

Пользуясь таблицей взаимосвязей физических величин для фотона, перепишем обобщенную формулу Бальмера еще в двух видах:
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 Глядя на последнюю формулу, постараемся понять неизбежность введения именно таких постулатов, которые предложил для атома водорода Бор. 

2. Постулаты Бора

1. Постулат о стационарном состоянии

Существуют некоторые стационарные состояния, при которых атом не излучает и не поглощает энергию.

2. Правило квантования орбит.

В стационарном состоянии электроны в атоме движутся по круговым орбитам так, что механический момент импульса квантуется по условию:  Ln = m(r = nħ,  где n – целое число. Состояние с n=1 является основным (устойчивым). Состояние с n>1 является возбужденным (неустойчивым). 

Квантование механического момента импульса обуславливает квантование радиуса орбиты электрона.

3. Правило частот.

При переходе из одного стационарного состояния в другое атом излучает или поглощает один квант энергии. 

Если энергия атома принимает прерывистые значения (квантуется), то не могут не квантоваться и другие физические величины, характеризующие состояние атома, с которыми энергия функционально связана. Видимо, пытаясь получить экспериментальную формулу Бальмера, Бор перебрал несколько физических величин, формулы для которых решал совместно как систему. Бор обнаружил, что если, используя планетарную модель атома по Резерфорду, решать совместно два следующих уравнения, то можно получить экспериментальную формулу Бальмера, в которой теоретическая константа совпадает с экспериментальной постоянной. Итак, первое уравнение представляет собой классический второй закон Ньютона для движения электрона по круговой орбите вокруг ядра:

F=mea, где между электроном и ядром действует кулоновская сила F=
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, которая сообщает электрону нормальное ускорение: 
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В уравнении (1) Z – это порядковый номер водородоподобного атома или иона, где на внешней оболочке находится один электрон. И второе уравнение системы Бора это  предположение гениального физика о форме квантования момента импульса электрона на круговой орбите:       meVrn=nh.                                                                                   
        (2)
Энергия электрона на орбите равна алгебраической сумме кинетической энергии орбитального движения и потенциальной энергии электрона в кулоновском поле заряда ядра водорода. Нетрудно показать, решая совместно (1) и (2), с учетом соотношения для потенциальной энергии системы двух точечных зарядов, что энергия электрона на n-й орбите равна
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Итак, теория Бора охватывает водород и водородоподобные атомы и ионы.

3. Решение задач на постулаты Бора

Задача 1. Какому элементу принадлежит водородоподобный спектр, длины волн линий которого в четыре раза короче, чем у атомарного водорода?

Длины волн линий спектра водорода определяются по формуле Бальмера: 
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, где R(=10973731,77 м-1 – постоянная Ридберга.


Сериальная формула для длин волн линий спектра водородоподобных ионов выглядит следующим образом: 
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, где Z – порядковый номер элемента. 


По условию задачи, длина волны искомого элемента (
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Таким образом, получаем: 
[image: image163.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

-

¢

=

2

2

2

1

1

4

1

n

m

R

Z

H

l

.

Отсюда получаем 
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Такой порядковый номер в периодической таблице Менделеева имеет гелий. Следовательно, искомый элемент – 
[image: image165.wmf]+

He

.

§6.  Понятие волновой функции                                               квантово-механической частицы
Квантовая механика окончательно оформилась как новый раздел теоретической физики с момента написания уравнения Шредингера, найденного ученым для нового физического объекта – волновой функции квантово-механической частицы. Рассмотрим аналогии с фотоном, благодаря которым можно, отчасти, представить себе, что же представляет собой волновая функция элементарной частицы.

Запишем волновую функцию фотона для электрической составляющей электромагнитного поля.

В случае плоской волны    E(t,x)=E0sin(ωt–kx+φ0); в те моменты времени, когда t=T – время равно периоду - для фиксированной точки пространства x0 значения синуса повторяются. Следовательно, должно выполняться равенство ωT=2π, поэтому 
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. Аналогично, поскольку в фиксированный момент времени t0 значения функции повторяются в пространстве через отрезки, равные длине волны, то 
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. Заменяя с помощью таблицы связи параметров фотона частоту через энергию фотона и длину волны через импульс фотона, можно записать: E(t,x)=E0sin(2π
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x + φ0). Для фотона и частоту, и длину волны можно выражать через любой другой параметр, как показано в таблице. Но, подготавливая функцию к виду, удобному для применения для другой элементарной частицы, множитель при времени мы выразим через энергию, поскольку по теореме Нэтер закон сохранения энергии связан с однородностью времени. По аналогичной причине длину волны выразим через импульс по формуле де Бройля.

Свободной называется частица, которая обладает лишь кинетической энергией. То есть это такая частица, которая находится далеко от других физических объектов и не взаимодействует с ними. Для свободной квантово-механической частицы (да и для потока электронов в пучке) вполне логично предположить, что волновая функция Ψ(t,x) будет выглядеть так же, как E(t,x) для фотона. Импульс и энергию свободной частицы можно узнать экспериментальными способами. 

Дело в том, что, рассчитывая скорость распространения поля, соответствующего электрону, пытаясь для него получать частоту и длину волны из тех же уравнений, мы получаем каждый раз разные значения. Поэтому волновая функция  есть лишь аналогия, полного физического смысла которой нам не известно.

Запишем волновую функцию свободного электрона:

 Ψ(t, x)=Ψ0sin(2π
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x). Понятие начальной фазы для Ψ потеряло какой-либо смысл, поэтому φ0  записывать в функцию не стали. Для тех вычислений, которые выполняются с помощью волновых функций, это оказывается несущественным.

Покажем, что с точки зрения представления об электромагнитном излучении, как о потоке фотонов, физический смысл квадрата волновой функции с точностью до константы представляет собой вероятность нахождения фотона в данной области пространства. Известно, что энергия электромагнитного поля, содержащаяся в элементе объема 
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. С точки зрения квантовых представлений энергия, содержащаяся в элементарном объеме
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, равна суммарной энергии dN квантов, содержащихся в этом объеме – d
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Вся энергия падающего излучения W=N∙hν, где N – общее число фотонов в падающем потоке частиц. Поделив выражение  (1) на энергию падающего излучения, получаем 
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Это означает, что волновую функцию фотона можно выразить через вероятность нахождения фотона в момент времени t в точке пространства x. (Выражение 
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 является нормировочным множителем. Оказывается,  для квантово-механической волновой функции возможно применять лишь волновой и вероятностный смыслы. Каких-либо других возможностей до сих пор не обнаружено. Причем к вероятностному смыслу волновой функции частицы применена довольно смелая экстраполяция – с помощью волновой функции одной частицы, а не потока частиц, рассчитывается вероятность ее нахождения в некоторый момент времени в заданной точке пространства.

§ 7.  Уравнение Шрёдингера

Шредингер придумал для волновой функции интегро-дифференциальное уравнение, решение которого для водородоподобных атомов дает хорошее совпадение с экспериментом, в частности с обобщенной формулой Бальмера для спектра атома водорода. Уравнение Шредингера в квантовой механике играет роль, подобную второму закону Ньютона в классической механике. Записывая уравнение для конкретных условий (например, изменяя параметры в уравнении для атома водорода на параметры других атомов и молекул), мы исследуем поведение квантово-механических объектов – электронов в молекулах. С написанием этого уравнения отпала необходимость отгадывать теоретическую формулу для каждого явления отдельно. Все формулы квантовой механики можно получать, решая уравнение Шрёдингера. Так Эйнштейн получил формулу Планка для излучения абсолютно черного тела из разработанных квантово-механических представлений.

Можно попытаться отгадать уравнение Шрёдингера сначала для свободной частицы. Выразим с помощью волновой функции связь между энергией свободной частицы (кинетической энергией в случае свободной частицы) и её импульсом: 
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. Выведем это несложное соотношение 
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. Поскольку физический смысл может иметь лишь квадрат волновой функции, как вероятность нахождения частицы в заданном элементарном объеме пространства, Шрёдингер записал ее в комплексном виде так:    Ψ(t, x)= Ψ0
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, взяв в гиперболической функции знак минус, а не плюс.

Если взять первую производную от волновой функции по времени, энергия проявится как постоянный множитель. А множитель p2 возникнет, если взять вторую производную от волновой функции по x. Выражая энергию и импульс из этих производных и, подставляя в уравнение связи кинетической энергии и импульса, получим уравнение Шрёдингера для свободной частицы: 
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Для трёхмерного случая и в присутствии других тел, когда частица обладает ещё и потенциальной энергией, Шредингер изменил уравнение так: 
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.  Здесь Δ – оператор Лапласа (
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Почему Шрёдингер записал такое уравнение? Гениальный ученый отгадал его, ведь приведенный «вывод» выводом формул физики не является. Решение именно этого уравнения дает для спектра атома водорода тот же результат, что и теория атома водорода по Бору.

В атоме электроны находятся в стационарных состояниях, поэтому стационарное уравнение Шредингера нетрудно найти.

В курсе лекций по решению дифференциальных уравнений доказана единственность решения дифференциального уравнения, поэтому если решение как-то угадано, то это оно и есть, другого решения быть не может. Нетрудно догадаться, что решение уравнения Шрёдингера будет иметь вид Ψ(x, y, z, t)= ψ(x, y, z)
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Подставляя это решение в общее уравнение Шрёдингера и сокращая на множитель, содержащий экспоненту, получаем стационарное уравнение Шрёдингера: 
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§ 8.  Соотношения неопределенностей Гейзенберга
Убедимся в том, что уравнения неопределенностей - ΔpΔx
[image: image190.wmf]h
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 соответствуют волновой функции фотона. Такие же уравнения были обнаружены Гейзенбергом экспериментально и для волновой функции квантово-механической частицы.

Итак, для фотона в случае плоской волны имеем:

E(t,x)=E0sin(ωt– kx),

для любой степени монохроматичности, однако, для фиксированного момента времени присутствует некоторый малый разброс длин волн (а значит и волновых чисел) Δk= k2-k1, где k2
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k1. Лучи света распространяются как цуги биений.

Можно предположить, что фотон как частица как-то связан с цугом волн. Несмотря на то, что поле вообще присутствует во всем пространстве, энергия цуга поля в основном привязана к объёму его нахождения, и этот объём с позиций классики в любом мыслимом приближении привязан к точке. 

Так где же внутри цуга находится фотон? Для фиксированного момента времени с точностью до φ0 запишем: E2(x)=E0cos(k2x); E1(x)=E0cos(k1x). Суммарное поле будет равно 

E(x)=E2(x)+E1(x)=2E0 cos
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Здесь В=2E0 cos
[image: image198.wmf]x

k

2

D

 – постепенно изменяющаяся амплитуда (изменение происходит на расстоянии λВ=4π/Δk) коротковолнового колебания с длиной волны, равной λ=2π/k. Будем считать, что фотон находится на отрезке х, отсчитанном в обе стороны от максимального значения В на расстоянии, когда амплитуда уменьшается в два раза (энергия при этом уменьшается в четыре раза).

2E0/2=2E0 cos
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 – мы получили одно из соотношений неопределенности Гейзенберга. Аналогично получается второе соотношение – ΔEΔt
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. Мы фиксируем точку пространства и получаем цуг биений во времени.

§ 9.  Квантово-механическая частица                                      в одномерной прямоугольной потенциальной яме                   с бесконечно высокими стенками

Данная задача не имеет экспериментально значимого  физического смысла, но она имеет некоторое методологическое значение, помогая понять, как именно при решении уравнения Шрёдингера могут возникать стационарные состояния.

Одномерная прямоугольная потенциальная яма с бесконечно высокими стенкам описывается следующим образом:    
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здесь l ширина ямы, а энергия отсчитывается от ее дна. Уравнение Шрёдингера для стационарных состояний в случае нашей одномерной задачи запишется в виде: 
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По условию задачи (бесконечно высокие стенки), частица не может находиться за пределами ямы, значит вероятность обнаружения частицы и волновая функция за пределами ямы равна нулю. Из требования непрерывности волновой функции на границах ямы она также будет равна нулю 
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. Эти граничные условия относятся к решению уравнения внутри ямы, где вследствие равенства нулю потенциальной энергии оно будет иметь вид: 
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. Введем обозначение
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тогда 
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. Поскольку начальная фаза волновой функции не определена, общий вод решения такого дифференциального уравнения будет иметь вид 
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, в чем (в том, что это выражение есть решение искомого уравнении) можно убедиться простой подстановкой (мы не забыли теорему единственности решения дифференциальных уравнений). Используя граничные условия, находим, что В=0 (
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 синус в нуле равен нулю, поэтому А≠0, а косинус в нуле равен единице, поэтому константа В должна равняться нулю). Тогда 
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Исследуя второе граничное условие, находим  
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и волновая функция принимает окончательный вид: 
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. Постоянную А найдем  из условия нормировки (из теоремы сложения вероятностей, когда складываются все возможные события из некоторой серии экспериментов). Мы не забыли о вероятностной трактовке волновой функции. Вероятность того, что электрон находится в пределах ямы 
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, откуда следует  
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 и волновые функции, описывающие состояния электрона в нашей яме могут принимать значения 
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Подставляя значение k из (1) в выражение (2), найдем формулу для энергии: 
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 где n=1,2,3,…                                                      (4)

Для квантовой механики характерны результаты невозможные и даже нелепые с точки зрения классики. Большинство из них можно рассмотреть на примере анализа представленной модельной задачи. Подобные результаты встречаются и для реальных потенциальных барьеров в атомах и молекулах, определяющих состояния электронов. Для тех инженеров, кто далее будет изучать квантовую механику, на примере этой задачи полезно подготовиться к тем выводам, которые возникнут в квантовой механике. Тем, кто заканчивает изучение курса физики, данной иллюстрации достаточно, чтобы отчасти представить себе, с какими проблемами сталкивается квантовая механика.

Итак, приступим к анализу состояний электрона в потенциальной яме с бесконечно высокими стенками. 
График собственных функций (3) соответствует уровням энергии (4). Собственными функциями называются функции, с помощью которых описывается состояние квантово-механической частицы, помещенной в заданные стационарные условия. Стационарными называются постоянные во времени условия.

На рисунке б) изображена плотность вероятности обнаружения частицы на различных расстояниях от стенок ямы, равная 
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 EMBED Equation.3  [image: image228.wmf])

(

x

n

y
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 для n=1, 2 и 3.

Графики собственных функций (3) соответствуют уровням энергии (4) при n=1, 2, 3.  Из рисунка следует, что в состоянии n=2 вероятности нахождения частицы в середине ямы и в непосредственной близости от стенок равны нулю. Вероятности нахождения частицы в правой и в левой частях ямы одинаковы. Таким образом, понятие траектории частицы в квантовой механике теряет смысл.

Рассчитаем энергетический интервал между двумя соседними уровнями: 
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 EMBED Equation.3  [image: image231.wmf].
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При размерах ямы l=10-1 м (свободные электроны в металле) 
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≈10-35∙n Дж≈10-16 эВ и энергетические уровни с любой возможной точностью измерений расположены непрерывно (дискретность экспериментально не обнаружима). При  яме размеров атома –   l=10-10 м, для электрона 
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≈10-17∙n Дж≈102 эВ, и переходы между энергетическими уровнями в такой яме дали бы линейчатый спектр. Классическая механика на область допустимых значений энергии никаких ограничений не накладывает.

Решение данной задачи с помощью волновой (вероятностной) функции выявляет то, что квантово-механическая частица в некоторых условиях может не иметь энергий меньше некоторого отличного от нуля минимального значения. В потенциальной яме с бесконечно большими стенками Emin=
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Наличие отличной от нуля минимальной энергии согласуется и с соотношением неопределенности Гейзенберга ΔpΔx
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. Неопределенность координаты х в яме Δх=l, тогда Δр=
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. Такому разбросу значений импульса соответствует Emin=
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. Все остальные уровни имеют энергию, превышающую это значение.

При больших значениях квантовых чисел n  
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 энергетические уровни располагаются все теснее и, наконец, квантовая природа физической величины – энергии ​– перестает проявляться. 

Этот результат согласуется с провозглашенным Бором принципом соответствия: законы квантовой механики должны при больших значениях квантовых чисел переходить в законы классической физики.

Более общая трактовка принципа соответствия состоит в том, что всякая новая теория, являющаяся развитием классической, не отвергает ее полностью, а включает в себя классику, указывая границы ее применения, причем в предельных случаях новая теория переходит в старую. Формулы специальной теории относительности Эйнштейна переходят в формулы классической кинематики и динамики Ньютона при V<<c. А волновыми свойствами де Бройля для классических частиц необходимо пренебречь, поскольку они не обнаружимы в эксперименте.

Представления о гносеологических проблемах, которые необходимо разрешить для того, чтобы достичь возможности понимания результатов квантовой механики, можно попытаться выработать у себя, вникнув в проблемы самоорганизации диссипативных систем. Этим мы займемся в следующей теме.
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Рис. 3.1.
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