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ВВЕДЕНИЕ 
 

В предлагаемой читателю книге излагается теория процессов 
изотопно-селективного переноса в сложных многоступенчатых ус-
тановках (каскадах), предназначенных для концентрирования – по-
лучения высокообогащенных изотопов. Книга написана по мате-
риалам опубликованных работ в иностранной и отечественной ли-
тературе и докладов, сделанных на прошедших в последние годы 
конференциях по разделению изотопов. Основные положения тео-
рии каскадов были разработаны в связи с проблемой разделения 
изотопов урана авторами П. Дираком, К. Коэном, Р. Пайерлсом,  
Р. Фейнманом [1], С.Л. Соболевым, Я.А. Смородинским, Б.В. Жи-
галовским, М.М. Добулевичем, Н.А. Колокольцовым, А.А. Сазы-
киным, М.А.Ханиным, В.Я. Бирюковым [2,3], Е. фон Халле, 
А.Канагава, И. Ямамото и другими [4, 5]. Со времени опубликова-
ния краткого изложения теории каскадов для разделения бинарных 
смесей в статье Б. Бриголли «Теория каскадов» в коллективной мо-
нографии «Обогащение урана» под редакцией С. Виллани [4] про-
шло более 25 лет. В последние десятилетия было опубликовано 
много работ, посвященных разделению многокомпонентых изо-
топных смесей, теории идеальных и оптимальных противоточных 
каскадов из ступеней с произвольным обогащением, теории неста-
ционарных процессов в каскадах для разделения многокомпонент-
ных смесей, методам анализа оптимальных каскадов с произволь-
ным обогащением на ступени. В последние годы были эксперимен-
тально исследованы процессы разделения и наработаны опытные 
партии изотопов ряда элементов [5]. 

В настоящей книге сделана попытка систематического изложе-
ния общих вопросов теории и её современного состояния. Предла-
гаемая читателю книга не является руководством по практическим 
расчетам каскадов, однако собранный и обобщенный в книге мате-
риал может служить учебным пособием для студентов старших 
курсов, обучающихся по специальности «Физика кинетических 
явлений». Книга полезна для аспирантов и специалистов раздели-
тельных предприятий. 
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В настоящее время каскады используются в промышленном 
масштабе для получения изотопов урана, а также в опытно-
промышленном производстве изотопов более 30 элементов табли-
цы Менделеева. В производстве ядерного топлива, обогащенного 
изотопом урана 235U, используются каскады, в которых применяет-
ся метод газовой диффузии (США, Франция, Китай) и экономиче-
ски более эффективный метод газовой центрифуги (Россия, англо-
голландско-немецкий консорциум Urenco, Япония, Китай, Брази-
лия). Для обогащения изотопов ряда легких элементов, таких как 
бор, углерод, азот, кислород используются методы дистилляции и 
химического изотопного обмена. 

Увеличение концентрации ценного компонента, вызванное пер-
вичным эффектом разделения в упомянутых методах, весьма мало 
с точки зрения практических потребностей. Поэтому высокое обо-
гащение в каскаде получают путем многократного повторения 
процесса разделения в последовательности аппаратов каскада. 
Первичный эффект разделения в аппарате каскада вызывает про-
странственное изотопно-селективное перераспределение молекул 
смеси. Так в методе газовой центрифуги возникает первичный эф-
фект разделения молекул газа, содержащих различные изотопы с 
разными массами по радиусу быстро вращающегося ротора за счет 
центробежного поля, величина которого пропорциональна массе 
молекул. При разделении изотопов урана рабочим газом является 
гексафторид урана (UF6), молекулы которого содержат изотопы 
235U и 238U и поэтому имеют различные массы. В настоящее время 
метод газовой центрифуги стал основным для концентрирования 
изотопов более 20 химических элементов. В методе газовой диф-
фузии эффект разделения достигается при пропускании изотопиче-
ской смеси газов через канал с пористыми стенками при условии, 
когда длина свободного пробега молекул сравнима с диаметром 
пор. В этих условиях поток каждого компонента смеси через по-
ристую стенку канала зависит от массы молекул, причем скорость 
диффузии больше для легкого компонента. При движении потока 
смеси газов вдоль канала часть его проникает через пористую 
стенку. В результате прошедшая через стенку смесь обогащается 
легким газом, а не прошедший через стенку поток обедняется лег-
ким газом. Методы газовой центрифуги и газовой диффузии отно-
сятся к молекулярно-кинетическим методам разделения. Общим 
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для этих методов является использование газа как рабочей среды и 
газокинетических первичных эффектов для разделения молекул, 
содержащих различные изотопы. К этому классу разделительных 
методов относятся также методы термодиффузии и масс-диффузии 
и метод разделительного сопла. В методе термодиффузии первич-
ный эффект разделения вызывается в смеси молекул градиентом 
температуры. В стационарном состоянии возникает такая разность 
концентраций, при которой диффузионный поток, вызванный гра-
диентом концентрации, равен термодиффузионному потоку, вы-
званному градиентом температуры. В области пониженной темпе-
ратуры, как правило, концентрируются тяжелые молекулы, а об-
ласти повышенных температур смесь обогащается легкими моле-
кулами. Метод термодиффузии применяется в настоящее время для 
получения небольших количеств (1-100 г) изотопов легких (инерт-
ных) газов. В методе масс-диффузии первичный эффект разделения 
возникает за счет различной скорости диффузии молекул с различ-
ными изотопами в потоке другого газа, например, газа неона в по-
токе паров ртути. Нестационарный бародиффузионный эффект ро-
странственного разделения компонент смеси, вызванный градиен-
том давления в поле центробежных сил, используется в методе 
разделительного сопла. Такое поле создается при движении газа 
вдоль вогнутой поверхности сверхзвукового разделительного сопла 
с вогнутой и выпуклой стенками, тяжелые молекулы при этом кон-
центрируются на периферии у вогнутой стенки. 

В методах дистилляции и химического изотопного обмена ис-
пользуются первичные эффекты разделения в двухфазных систе-
мах жидкость – газ. Разделение при дистилляции определяется не-
равновероятным распределением молекул с различными изотопами 
между двумя фазами – паром и жидкостью. Равновесные парци-
альные давления компонентов изотопической смеси зависят не 
только от масс молекул, но и  от других молекулярных параметров 
и параметров взаимодействия молекул в жидкой фазе. Поэтому ме-
тодом дистилляции могут быть разделены изотопические смеси 
молекул с одинаковыми массами. В случае химического изотопно-
го обмена эффект разделения определяется константой равновесия 
реакции изотопного обмена и, в общем случае, константой меж-
фазного обмена. 
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В результате действия первичного эффекта разделения возни-
кают обогащенные и обедненные части смеси. Для количественно-
го описания первичного эффекта разделения используют величину 
коэффициента разделения qe, которая для двухкомпонентной смеси 
А+В вводится следующим образом: 

 
1 1

2 2

/(1 )
/(1 )

A А
e

A A

c cq
c c

−=
−

.  

   
Здесь с1А и c2А – концентрации извлекаемого компонента А в 

обогащенной и обедненной частях смеси в результате ее разделе-
ния, cВ=1-cА. В случае молекулярно-кинетических методов коэф-
фициент qe определяет отношение относительных концентраций 
(cА/cВ) в различных геометрических частях объема аппарата, в ко-
торых концентрируются обогащенные и обедненные смеси. Так, 
при разделении в газовой центрифуге – это области у стенки и 
вблизи оси вращающегося ротора. В случае разделения в двухфаз-
ных системах коэффициент qe определяется отношением относи-
тельных концентраций в различных фазах. 

Отметим, что в стационарном режиме в разделительный аппарат 
непрерывно поступает поток питания и одновременно из него вы-
ходят два потока: один, обогащенный ценным компонентом, и дру-
гой, обедненный им. При этом полный коэффициент разделения 
зависит от величин потоков и их соотношения и может оказаться 
как меньше, так и больше коэффициента разделения, характери-
зующего первичный эффект qe.  

Величины коэффициента qe для ряда методов разделения, ис-
пользуемых для производства различных изотопов, приведены в 
табл. В.1. 

Видно, что величина qe незначительно превышает единицу 
(qe −1<<1). Это означает, что в результате первичного эффекта раз-
деления концентрация ценного (целевого) изотопа в потоке, обога-
щенном этим изотопом, по сравнению с концентрацией в обеднен-
ном потоке и потоке питания изменяется на малую величину.  
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Таблица В.1 
Первичный эффект разделения для ряда изотопических смесей 

Изотопиче-
ская смесь 

Эффект разде-
ления Условия Значение 

qe 
Литература 

235U19F6-
238U19F6 

Разделение в 
центробежном 
поле 

Линейная 
скорость 
вращения, 
V=500 
м/сек 
Т=300К 

1,026 [1, 2, 4] 

235U19F6-
238U19F6 

Разделение на 
пористой пере-
городке (газовая 
диффузия) 

 
Т=300К 

 

 
1,004

2 

 
[2, 4] 

20Ne-22Ne Термодиффузия T1=300 K 
T2=700 K 1,012 [2,9] 

36Ar-40Ar Термодиффузия T1=300 K 
T2=700 K 1,008 [2,9] 

78Kr – 84Kr Термодиффузия T1=300 K 
T2=700 K 1,004 [2,9] 

20Ne - 22Ne Масс-диффузия 
Разделение 
в потоке 
паров ртути 

1,2 [8] 

10B19F3-
11B19F3 

Химический 
изотопный об-
мен в системе 
С6Н5ОСН3(аниз
ол)-BF3

Т=298К  
1,03 

 
[2] 

H2
16O-

H2
18O 

Дистилляция 
воды Т=323К 1,007

8 [9] 

12C16O-
13C16O 

Дистилляция 
оксида углерода Т=84,7К 1,006

4 [10] 

H14NO3|ж-
15NO|газ 

Химический 
изотопный об-
мен в системе 
азотная кислота 
– оксиды азота 

Т=313К 
концентра-
ция кисло-
ты 
Хкислоты=9,6 
М 

 

 
1,053 

 
[11, 12] 

 



12 

Окончание табл. В.1 

Изотопиче-
ская смесь 

Эффект разде-
ления 

Условия Значение 
qe 

Литература 

14N16O-
15N16O 

Дистилляция 
оксида азота 

Т=119,6К 1,028 [13] 

14N16O-
14N18O 

Дистилляция 
оксида азота 

Т=121К 1,034 [14] 

 
Так, для эффекта разделения изотопов кислорода 16О и 18О в виде 
молекул воды H2

16О и H2
18О в системе водяной пар – жидкость раз-

ница концентраций 18О в равновесии между жидкостью и паром со-
ставляет %003,0≅Δc . Другой пример – первичный эффект разде-
ления по радиусу ротора в центробежном поле сил. При линейной 
скорости вращения ротора 500≅V м/с концентрация молекул 
235UF6 у оси вращающегося ротора составит %77,0≅c , то есть по 
сравнению с начальной концентрацией, равной ≈ 0,7%, возрастание 
равно 0,07%. Аналогичные малые изменения концентраций возни-
кают и при других рассмотренных эффектах разделения. Исключе-
ние составляют первичные эффекты разделения в лазерном, плаз-
менном и электромагнитном методах разделения, для которых ко-
эффициент разделения q достигает значений 10-100. В этих мето-
дах кроме проблемы умножения первичного эффекта разделения 
возникает также задача увеличения доли потока исходного вещест-
ва, которая может участвовать в процессе разделения. 

Для получения высоких концентраций изотопов используют 
различные методы, позволяющие увеличить разделение путем ум-
ножения первичного эффекта в одном аппарате, а также соедине-
ние отдельных аппаратов в каскад. В газовой центрифуге для уве-
личения радиального эффекта разделения возбуждают осесиммет-
ричное замкнутое циркуляционное течение разделяемой смеси, при 
котором у стенки ротора и вблизи оси газ движется в противопо-
ложных направлениях. Такое движение может быть обеспечено, 
например, за счет подтормаживания газа у одного из торцов рото-
ра. Поскольку газ в центробежном поле сил у стенки ротора обога-
щен тяжелыми молекулами, а у оси – легкими, то в таком противо-
токе возникает перенос тяжелых и легких молекул к разным тор-
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цам. Одновременно нарушение равновесия приводит к уменьше-
нию радиального разделения и к возникновению диффузионных 
потоков в радиальном направлении, стремящихся восстановить 
(увеличить) разность концентраций в радиальном направлении. В 
результате в закрытом роторе вдоль его оси может установиться 
разность концентраций, которая будет превосходить первичный 
эффект разделения. Так, при коэффициенте разделения между 
нижней и верхней торцами ротора, равном 2, концентрация моле-
кул 235U19F6 в обогащенном газе составит ~1,4%, что превышает 
природную концентрацию %7,0≅c  в потоке питания на 0,7%. 
Возбуждение циркуляции используется также для умножения пер-
вичного эффекта и в других аппаратах молекулярно-кинетических 
методов (термодиффузионных и масс-диффузионных колоннах). 

Для умножения первичного эффекта разделения в системе газ – 
жидкость используют дистилляционные колонны и колонны хими-
ческого изотопного обмена. Для увеличения поверхности контакта 
между жидкостью и газом (паром) колонны, как правило, заполня-
ют насадкой, состоящей из мелких элементов, например, коротких 
спиралей, на поверхности которых формируют тонкую пленку 
жидкости. Остальной объем колонны занимает газ. Если потоки 
жидкости и газа равны нулю и температура постоянна по длине 
колонны, то в колонне устанавливается первичный равновесный 
эффект разделения между газом и пленкой жидкости на насадке. В 
колонне возбуждают встречные потоки жидкости и газа. Для этого, 
например, в случае дистилляции газ в верхней части колонны кон-
денсируют, а жидкость внизу колонны испаряют. В результате в 
колонне возникает поток жидкости по поверхности насадки вниз 
колонны к испарителю, а поток газа – вверх от испарителя к кон-
денсатору. Поток газа переносит концентрирующийся в газе более 
летучий компонент смеси вверх по колонне, а поток жидкости – 
менее летучий компонент вниз по колонне. Это приводит к умень-
шению первичного эффекта разделения в каждом сечении колон-
ны, и поэтому возникает преимущественное испарение из пленки 
жидкости более летучего компонента. В результате циркуляции 
вещества вдоль колонны и вызванного циркуляцией селективного 
переноса между верхом и низом колонны установится разность 
концентраций, которая в определенных условиях может намного 
превышать разность концентраций при первичном эффекте разде-
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ления. Можно выделить высоту колонны h, на которой коэффици-
ент разделения в неравновесном стационарном процессе переноса 
равен равновесному коэффициенту для первичного эффекта разде-
ления. Для используемых в разделении изотопов колонн высота h 
обычно составляет 2-10 см. При длине колонны 1500 см, если при-
нять, что h=5 см, то первичный эффект разделения повторяется 
~300 раз. Поэтому при разделении изотопов 16О – 18О дистилляцией 
воды и при значении qe=1,01 можно получить воду с концентраци-
ей изотопа 18О, равной ~4%. 

В рассмотренных случаях умножения эффекта разделения в га-
зовой центрифуге и дистилляционной колонне достигают концен-
трации бόльшие, чем при первичном эффекте разделения. Однако 
эти концентрации могут оказаться меньше, чем требуемые. Так, 
для энергетических атомных реакторов необходимо топливо с кон-
центрацией изотопа 235U 3-5%, которая существенно больше, чем 
та, что достигается на одиночной центрифуге при умножении пер-
вичного (радиального) эффекта разделения. Для использования тя-
желого стабильного изотопа 18О в медицинской позитронно-
эмиссионной томографии необходима его концентрация >95%. По-
этому для получения продуктов с высокой концентрацией изотопов 
необходимо соединять аппараты, например, газодиффузионные 
ступени, центрифуги, последовательно друг с другом, передавая 
обогащенный выделяемым изотопом поток в последующий аппарат 
(ступень разделения). Поскольку производительность одного аппа-
рата ограничена, то может возникнуть необходимость  для обеспе-
чения требуемой производительности соединять в одной ступени 
разделения отдельные аппараты параллельно друг другу. Поток 
питания исходной смеси подают на вход промежуточной ступени 
каскада, а потоки отбора и отвала, обогащенные и обедненные вы-
деляемым изотопом, выводят, как правило, из крайних ступеней 
каскада. Очевидно, что, чем ниже концентрация выделяемого изо-
топа в потоке питания, тем большее число ступеней должно быть в 
каскаде и большее количество исходного вещества требуется пере-
рабатывать для выделения единичной массы изотопа. При заданной 
концентрации в отборе и заданном потоке отбора по мере повыше-
ния концентрации в последовательных ступенях каскада от точки 
питания к концам каскада перерабатываемый ступенями поток или 
число параллельных аппаратов в ступенях можно уменьшать. При 
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повышении концентрации выделяемого изотопа и заданной вели-
чине коэффициента разделения ступени увеличивается и концен-
трация в обедненном потоке из аппаратов ступени. Поэтому для 
увеличения количества извлекаемого изотопа обедненный поток из 
каждой ступени подают назад относительно основного направле-
ния движения целевого изотопа в каскаде в поток питания какой-
либо предыдущей ступени. Таким образом, в каскадах для разделе-
ния изотопов используют противоточные коммутации потоков, ко-
торые по аналогии с электроникой можно считать положительны-
ми обратными связями. Такие каскады принято называть противо-
точными, если обедненный поток из ступени направляется на пи-
тание предыдущей ступени, а обогащенный – на вход последую-
щей ступени, то такой каскад принято называть симметричным. 
Впервые каскады для разделения изотопов неона, аргона, азота и 
углерода были созданы из термодиффузионных колонн немецкими 
учеными Клузиусом и Диккелем, из масс-диффузионных – Герцем 
[2, 16]. 

Следует обратить внимание на то, что в таких разделительных 
элементах, как термодиффузионная, масс-диффузионная, дистил-
ляционная колонны, газовая центрифуга, циркуляционный поток в 
направлении, противоположном переносу обогащенного продукта 
к отбору, выполняет ту же роль, что и обедненный поток в каскаде. 
Поэтому процесс умножения первичного эффекта в таких раздели-
тельных элементах аналогичен процессу в противоточном каскаде. 
Точнее говоря, разделительные аппараты колонного типа являются 
частным случаем такого каскада, поскольку в каскаде величина 
потока может изменяться от ступени к ступени, а в простом умно-
жающем аппарате (в идеальном случае) поток постоянен по его 
длине. Аналогом ступени каскада в разделительном аппарате мож-
но считать часть аппарата высотой эквивалентной теоретической 
ступени (ВЭТС), на которой достигается коэффициент разделения, 
равный коэффициенту разделения первичного эффекта. 

Таким образом, несмотря на то, что процессы разделения изото-
пов основаны на различных физических явлениях, проблемы ум-
ножения разделения вызванного первичным эффектом в многосту-
пенчатых установках имеют большое сходство. Поэтому в теории 
каскадов описывают общие закономерности молекулярно-
селективного переноса в каскаде без анализа физики (физико-
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химии) первичного процесса и гидрогазодинамических режимов 
работы аппаратов каскада. 

Книга состоит из двух частей. Первая часть содержит изложение 
как классических вопросов, так и достижений последних лет в тео-
рии каскадов для разделения двухкомпонентной смеси изотопов. К 
ним относятся разделительные свойства ступени, принципы каска-
дирования, схемы симметричных и несимметричных каскадов, 
критерии эффективности процесса разделения, понятия потенциала 
и работы разделения, идеального и оптимального каскада. При 
анализе работы противоточного каскада возникают два вопроса. 
Сколько ступеней необходимо, чтобы получить поток отбора и от-
вала с заданными концентрациями? Другой вопрос: как минимизи-
ровать удельные затраты на получение изотопов? Оптимальным 
называется каскад, в котором минимален суммарный поток пита-
ния всех ступеней каскада. Удельные затраты на разделение с ис-
пользованием молекулярно-кинетических методов, как правило, 
пропорциональны суммарному количеству разделяющих элементов 
(например, центрифуг) в каскаде. Поскольку число элементов мо-
жет быть определено как отношение суммарного потока питания к 
потоку питания одного элемента, то задача оптимизации сводится к 
задаче поиска минимума суммарного потока. В другом подходе 
исходным является требование, чтобы величина энтропии смеше-
ния при соединении потоков в каскаде не возрастала. Идеальным 
называется каскад, в котором концентрации различных потоков на 
входе в каждую ступень каскада были одинаковыми. В этом случае 
энтропия смешения не возрастает. В этой части книги излагается 
классическая теория разделительного потенциала, введенного Пай-
ерлсом и Дираком, которая позволяет оценить число элементов в 
каскаде и удельные затраты, не прибегая к сложным расчетам. Из-
лагается также теория идеального симметричного каскада для слу-
чая слабого (q−1<<1) обогащения на ступени, которая приводит к 
практически важному понятию единицы работы разделения. Про-
ведено сравнение оптимального и идеального каскадов ступеней с 
немалым (q−1≥1) обогащением, и описан сравнительно новый ре-
зультат, что оптимальный (смешивающий) каскад может иметь 
меньший суммарный поток, чем идеальный каскад из несиммет-
ричных ступеней. 
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В идеальном каскаде в случае слабого обогащения поток должен 
изменяться непрерывным образом от ступени к ступени. Прибли-
жением к профилю идеального каскада являются прямоугольно-
секционированный и прямоугольный (с постоянным потоком) пи-
тания каскады. В этой части книги излагаются методы анализа та-
ких каскадов, вводится понятие КПД каскада. В конце первой час-
ти дан анализ нестационарных процессов в каскадах для разделе-
ния двухкомпонентной смеси, а также основы теории несиммет-
ричных каскадов, включая прямоугольный несимметричный каскад 
с произвольным обогащением на ступени. 

Вторая части книги посвящена теории разделения многокомпо-
нентной смеси изотопов в каскадах. В настоящее время актуальной 
становится проблема использования регенерированного урана, по-
лученного из отработанного ядерного топлива (ОЯТ). В ОЯТ кроме 
235U и 238U содержатся изотопы 232U, 234U и 236U. Поэтому дообога-
щение 235U становится задачей разделения многокомпонентной 
изотопной смеси. Число стабильных изотопов у элементов может 
достигать десяти (олово). Поскольку коэффициент обогащения 
изотопов смеси молекулярно-кинетическими методами зависит от 
их масс, то в разделительном элементе происходит различное по 
величине одновременное обогащение всех компонентов. В проти-
воточном каскаде в стационарном состоянии это приводит к рас-
пределению промежуточных по массе компонентов вдоль каскада с 
максимумами концентраций компонентов во внутренних ступенях 
каскада, в то время как крайние по массе компоненты концентри-
руются на концах каскада. Знаки величин обогащения промежу-
точных компонентов зависят от концентраций в смеси. Поэтому в 
каскаде удается лишь ограниченное обогащение компонентов в 
отборе, и если в каскаде один поток отвала и один поток отбора, то 
существует предельное обогащение компонентов смеси. Задача 
получения обогащенных изотопов многокомпонентной смеси по 
сравнению с разделением двухкомпонентной смеси существенно 
усложняется в случае выделения промежуточного по массе изото-
па. Другой существенной особенностью разделения многокомпо-
нентной смеси является невозможность построить каскад, на вхо-
дах в ступени которого выполнялось бы условие несмешения по 
всем компонентам смеси, и можно добиться несмешения лишь по 
выбранной паре компонентов. В связи с этим в теории разделения 
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многокомпонентных смесей развиваются различные методы реше-
ния системы нелинейных уравнений каскада. Невозможность вы-
полнить условие несмешения привели также к разработке различ-
ных описанных в книге моделей каскадов, таких как Q-каскад (сво-
бодный каскад), квазиидеальный каскад, R-каскад. Специальный 
раздел второй части посвящен методам описания нестационарных 
процессов в каскадах. Описаны закономерности нестационарного 
изотопо-селективного переноса, приводящего к перераспределе-
нию компонентов по длине каскада, методы управления изотопным 
составом рабочего вещества в каскаде, возможности сокращения 
времени переходного процесса и получения высокообогащенного 
продукта в нестационарном режиме. Описаны также различные 
методы численного расчета каскадов заданного профиля с немалым 
обогащением на ступени, влияние параметров каскада на состав 
получаемой смеси, способы учета потери рабочего вещества на 
ступенях. 

В этой же части книги приведены примеры разделения много-
компонентных изотопных смесей на прямоугольно-ступенчатом 
каскаде из газовых центрифуг. В частности, описаны разделитель-
ные кампании по наработке изотопов ксенона 124Хе, теллура 123Те, 
хрома 50Cr.  

Собранные в книге материалы не исчерпывают все современные 
проблемы разделения изотопов в каскадах. В силу дискуссионно-
сти вопроса авторы посчитали возможным опустить анализ работ 
по потенциалу разделения многокомпонентных смесей, приведя 
лишь краткое упоминание о них и библиографию, несмотря на по-
явление в последние годы ряда новых моделей потенциала разде-
ления и положительных результатов их применения для анализа 
разделения крайних по массе изотопов [3, 17-21].  

Авторы пособия полагают, что читатель знаком с материалами 
лекций по курсам «Общая физика», «Молекулярная физика», 
«Термодинамика», «Статистическая физика», «Гидрогазодинами-
ка», «Физические основы разделительных процессов», изучаемых 
студентами и аспирантами, обучающимися по специальности «Фи-
зика кинетических явлений». Осознавая, что у некоторых читате-
лей могут возникнуть трудности с пониманием физико-
математических моделей и решений задач по разделению изотоп-
ных смесей в каскаде, авторы предприняли попытку наряду со 
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строгими математическими доказательствами использовать про-
стые объяснения исследуемых физических процессов. 

Настоящее пособие подготовлено на основе материалов лекций 
по курсам «Молекулярно-кинетические методы разделения изото-
пов», читаемым доцентом Г.А. Сулаберидзе на кафедре Молеку-
лярной физики МИФИ и аналогичному курсу лекций, читаемому в 
УГТУ-УПИ профессором В.А. Палкиным, а также по материалам 
работ, опубликованных в зарубежной и отечественной литературе 
и трудах научных конференций. 

Введение написано В.Д. Борманом при участии Г.А. Сулаберид-
зе, параграфы 1.1-1.7 написаны В.А. Палкиным и Г.А. Сулаберидзе, 
причем параграф 1.2 при участии В.Д. Бормана, а параграф 1.7 при 
участии В.Д.Борисевича. Параграфы 1.8-1.14 части 1 и часть 2 на-
писаны Г.А. Сулаберидзе. В подготовке рукописи принимали уча-
стие В.Д. Борисевич и В.Д. Борман. Раздел книги «Примеры разде-
ления многокомпонентных смесей» написан А.В. Тихомировым 
при участии В.Д. Борисевича, В.Д. Бормана и Г.А. Сулаберидзе. 

Коллектив авторов благодарен руководителю Департамента 
ядерного топливного цикла Минатома (2004 г.) В.М. Короткевичу 
за поддержку идеи создания цикла книг по основным курсам лек-
ций, читаемым для студентов, обучающихся по специальности 
«Физика кинетических явлений».  

После появления первого издания пособия в 2007 году авторы 
получили большое количество замечаний по исправлению встре-
тившихся в тексте неточностей и опечаток, а также предложение 
по переработки материала, изложенного в разделах 2.3. и 2.4, что и 
было сделано в настоящем издании. 
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ТЕОРИЯ КАСКАДОВ  
ДЛЯ РАЗДЕЛЕНИЯ БИНАРНЫХ  

СМЕСЕЙ 
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В настоящем разделе описывается теория каскадов, состоящих 
из дискретных элементов и предназначенных для разделения би-
нарных изотопных смесей, прежде всего в приложении к однофаз-
ным молекулярно-кинетическим методам разделения. Рассматри-
ваются как малые, так и большие эффекты разделения, реализуе-
мые в разделительном элементе, в качестве которого используются 
такие аппараты как газодиффузионная машина, газовая центрифу-
га, масс-диффузионный насос Герца и др. Излагаемая теория осно-
вана на общих принципах умножения элементарного (однократно-
го) эффекта разделения, которые позволяют использовать её, в ча-
стности, для расчета противоточных разделительных колонн (тер-
модиффузионных, масс-диффузионных, дистилляционных, химоб-
менных) и каскадов, составными частями которых являются такие 
колонны (каскады колонн с сокращением потоков).  

1.1. Разделительный элемент, разделительная ступень. 
  Основные параметры и уравнения [1-5] 

В общем случае разделительный элемент может иметь несколь-
ко входов и выходов. В практике разделения изотопов однофазны-
ми методами, он имеет, как правило, один вход и два выхода и на-
зывается простым раз-
делительным элемен-
том (рис. 1.1). В этом 
случае в разделитель-
ный элемент подают 
поток разделяемой сме-
си ЭL  с концентрацией 
(мольной долей*) ценно-
го (целевого изотопа) c , 
а из него отбирают два 
потока: «обогащенный», 
с более высокой, чем во 
входящем потоке, кон-
                                                 

* Если речь идет о разделении изотопов тяжелых элементов, то в этом 
случае величины мольной и массовой концентрации практически совпа-
дают. 

CLэ , CLL ээ ,θ=′

CLL ээ ′′−=′′ ,)1( θ

Рис. 1.1. Схема разделительного элемента 
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центрацией c′ , и «обедненный», с более низкой концентрацией c ′′ . 
В отсутствие потерь рабочего вещества, которые могут быть вы-
званы, например, его частичным разложением в процессе разделе-
ния, обогащенный поток будет равен ЭЭ LL θ=′ , а обедненный, со-

ответственно,  ЭЭ LL )1( θ−=′′ . Отношение 
Э

Э

L
L′

=θ  называют ко-

эффициентом деления потока, а расход ЭL  – производительно-
стью элемента. В разделительную ступень параллельно соединяют 

элементы с одинаковыми вели-
чинами θ , ,c  c′  и c ′′  (рис. 
1.2). Она имеет суммарную 
производительность L  и выхо-
дящие потоки LL θ=′  и 

LL )1( θ−=′′ . Такое представ-
ление о работе элементов в 
ступени предполагает, что все 
они работают в одинаковых 
условиях и имеют одинаковые 
характеристики. 

Между приращением 
cc −′=′δ  и уменьшением 
cc ′′−=′′δ  концентрации целе-

вого компонента в выходящих 
потоках разделительного эле-
мента существует определенная 

связь. Для стационарного состояния эта связь может быть найдена 
из следующих уравнений материального баланса: 

 ,LLL ′′+′=                                                   (1.1) 
  ( ) ( ).Lc L c L cδ δ′ ′ ′′ ′′= + + −                         (1.2) 

Из (1.1) и (1.2) следует, что  

  .
1

L
L

θδ δ δ
θ

′′′ ′ ′= =
′′ −

                                    (1.3) 

CLL ′=′ ,θCL,

CLL ′′−=′′ ,)1( θ

Рис. 1.2. Схема параллельного соеди-
нения разделительных элементов в 
ступень 
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Одной из основных разделительных характеристик ступени яв-
ляется полный коэффициент разделения, который для большинства 
однофазных методов разделения не зависит от состава изотопной 
смеси 

  
R
R

c
c

c
cq

′′
′

=
′′−

′′
′−

′
=

11
.                             (1.4) 

Здесь R′  и R ′′  - значения относительной концентрации ценного 

(целевого) изотопа (
c

cR
−

=
1

) в потоках обогащенной и обеднен-

ной фракции. Коэффициент разделения q  характеризует эффект 
разделения, достигаемый в одном элементе или ступени, и может 
зависеть от производительности ступени L  и коэффициента деле-
ния потока θ : 

  ),,( θLqq =                                         (1.5) 
где ),( θLq  – некоторая функция, которую определяют по резуль-
татам теоретических или экспериментальных исследований. 

В соответствии со сказанным, к числу основных параметров 
ступени относятся восемь величин: θ,,,,,,, qcccLLL ′′′′′′ , кото-
рые связаны независимыми соотношениями (1.1) –(1.5). Причём из 
перечисленных параметров свободными (независимыми) являются 
только три. Как правило, в качестве свободных параметров рас-
сматривают величины ,L c  и θ . Однако в зависимости от рас-
сматриваемой задачи могут быть выбраны их различные комбина-
ции. 

Для удобства анализа эффекта разделения в элементе (ступени) 
могут быть введены дополнительные параметры и характеристики. 
Например, коэффициенты разделения по обогащённой α  и обед-
нённой β  фракциям, рассчитываемые как 

 
c

c
c

c
−′−

′
=

11
α  , 

c
c

c
c

′′−
′′

−
=

11
β .       (1.6) 

Эти параметры характеризуют величину эффекта разделения в 
обогащённой и обедненной фракций по отношению к концентра-
ции в потоке питания. Кроме того, для описания процесса разделе-
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ния удобно пользоваться коэффициентами обогащения ε , ε ′ , ε ′′ , 
равными 

 1−= qε , 1−=′ αε , βε 11−=′′ .            (1.7) 
Набор параметров ε , ε ′ , ε ′′  позволяет определить полное обо-

гащение ступени 
  δδδ ′′+′=′′−′= cc ,                          (1.8) 

где cc −′=′δ , cc ′′−=′′δ . Если выразить c′  и c ′′  из (1.6) и ис-
пользовать (1.7), то в результате получим 

c
cc

ε
εδ

′+
−′

=′
1

)1(  ,  
c
cc

ε
εδ

′′−
−′′

=′′
1

)1( .                    (1.9) 

Отсюда видно, что при заданных коэффициентах ε ′ , ε ′′  зави-
симости δ ′  и δ ′′  от c  имеют максимумы, не совпадающие друг с 
другом. В случае «слабого обогащения» ( 11 <<−= qε ) наиболь-
шие значения δ ′  и δ ′′  достигаются в одной точке 5,0=c , а фор-
мулы (1.9) существенно упрощаются: 

 )1( cc −′=′ εδ ,  )1( cc −′′=′′ εδ .             (1.10) 
При подстановке (1.10) в (1.8) имеем 

)1( cc −= εδ ,  )1( θεε −=′ , θεε =′′ .           (1.11) 
Согласно (1.3) и (1.8) обогащения δ , δ ′ , δ ′′  связаны друг с 

другом балансовыми соотношениями 
 δθδ )1( −=′ ,  θδδ =′′ .                           (1.12) 

Следовательно, если коэффициенты разделения не зависят от 
параметров L  и θ , можно путем уменьшения θ  повысить концен-
трацию ценного компонента в обогащённом потоке c′ , произведя 
таким образом «перераспределение» полного обогащения δ  в вы-
ходных потоках. При этом концентрация в обеднённом потоке c ′′  
будет приближаться к концентрации во входном потоке с . Оче-
видно, что возможность такого изменения обогащений δ ′  и δ ′′  
связана с условиями сохранения материального баланса в раздели-
тельном элементе. 
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1.2.  Разделительная способность (мощность). Работа 
       разделения. Разделительный потенциал [1-7, 52] 

В технологии разделения изотопов понятия работы разделения, 
разделительной мощности и разделительного потенциала имеют 
весьма важное значение, так как их использование позволяет, не 
прибегая к сложным расчетам, оценить необходимое число элемен-
тов в каскаде и удельные затраты на производство обогащенного 
продукта. Количественное определение работы разделения впервые 
было предложено английскими физиками Пайерлсом и Дираком. 
Они предположили, что должна существовать функция U~ , с по-
мощью которой можно охарактеризовать «ценность» изотопной 
смеси как в качественном, так и в количественном отношении, и 
которую можно представить в виде произведения экстенсивной 
величины – количества разделяемой смеси M – на интенсивную 
величину – функцию V(c), зависящую только от концентрации 
ценного изотопа и характеризующую качество смеси 

)(~ cMVU = .      (1.13) 
Функцию V(c) было предложено называть разделительным по-

тенциалом. Необходимо иметь в виду, что функция U~  ничего об-
щего со стоимостным выражением не имеет и поэтому ее не следу-
ет смешивать с реальной ценой изотопной смеси. 

Процесс разделения смеси в разделительной установке* для лю-
бого метода разделения схематически можно представить следую-
щим образом. До начала процесса имелось некоторое количество 
исходной смеси F*(в ед. массы) с концентрацией ценного изотопа 
сF . С использованием введенных понятий изотопная ценность этой 

смеси будет определяться значением функции )(~ *
* FF

cVFU = . В 

результате процесса разделения получают обогащённый продукт в 
количестве P* (в ед. массы) с концентрацией ценного изотопа сP и 
обеднённый продукт в количестве W* (в ед. массы) с концентраци-

ей сW. Изотопная ценность этих продуктов будет )(~ *
* PP

cVPU =  

                                                 
* Под разделительной установкой здесь будем понимать разделительный 

каскад, отдельной ячейкой которого является разделительный элемент. 
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и )(~ *
* WW

cVWU =  соответственно. В результате проведения 

процесса разделения функция *
~

F
U  изменится на величину U~Δ : 

)()()(

~~~~

***

***

FWP

FWP

cVFcVWcVP

UUUU

−+=

=−+=Δ
.               (1.14) 

Следовательно, «ценность» смеси будет выражаться соотноше-
нием 

)()(~)( ***
WPF cVWcVPUcVF +=Δ+ .    (1.15) 

Из соотношения (1.15) следует, что величина U~Δ  характеризу-
ет меру усилий, которую необходимо затратить на получение из 
первоначальной бинарной смеси изотопов два новых продукта – 
обогащенный и обедненный одним из изотопов этой смеси. При-
ращение функции U~ , характеризующее перераспределение перво-
начальной массы разделяемого вещества между двумя выходными 
потоками, и изменение изотопного состава в них при прохождении 
смеси через разделительную установку, называются работой раз-
деления. Введенное понятие работы разделения не имеет ничего 
общего с реальными энергетическими затратами на поддержание 
внешних и внутренних потоков в разделительной установке. Из 
формулы (1.14) следует, что введенная таким образом работа раз-
деления имеет размерность количества вещества.  

Отметим также, что величина работы разделения не дает ответ 
на вопрос о том, за какое время эта работа может быть выполнена 
на той или иной разделительной установке. Для получения ответа 
на этот вопрос необходимо знать разделительную мощность (спо-
собность) установки UΔ , то есть работу разделения, выполняе-
мую установкой в единицу времени. Для перехода от U~Δ  к UΔ  
достаточно в соотношении (1.14) вместо *** ,, WPF  подставить 
величины входящего (F) и выходящих (P и W) в установку потоков 
соответственно. 

)()()( FWP cFVcWVcPVU −+=Δ .    (1.16) 
Для вычисления работы разделения и разделительной способно-

сти необходимо знать явный вид функции V(с). Пайерлс и Дирак 
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решили этот вопрос, рассматривая разделительную способность 
ступени (элемента), которую в соответствии с вышесказанным 
можно выразить следующим образом 

)()()1()( cLVcLVcLVU −′′θ−+′θ=δ .  (1.17) 
В случае слабого разделения (q~1) функции )(сV ′  и )(сV ′′  

можно разложить в ряд Тейлора в окрестности точки с , ограничи-
ваясь членами второго порядка малости 

2
2

2

)(
2
1)()( δδ ′+′+≈′

dс
Vd

dс
dVсVсV ,                   (1.18) 

2
2

2

)(
2
1)()( δδ ′′+′′−≈′′

dс
Vd

dс
dVсVсV .                  (1.19) 

Подставив их в (1.17), находим 

[ ] [ ]

[ ] .)()1()(
2
1

)1()()1(

2

2
22

dс
VdLL

dс
dVLLсVLLLU

δθδθ

δθδθθθδ

′′−+′+

+′′−−′+−−+=
       (1.20) 

Из условий баланса (1.1), (1.2) и (1.12) коэффициенты при )(сV  
и dсdV  равны нулю. Поэтому с учётом (1.11) и (1.12) имеем 

( ) .1)1(
2
1 22

2

2
2 сс

dс
VdLU −−= εθθδ                (1.21) 

Пайерлс и Дирак ввели условие, согласно которому раздели-
тельная способность (мощность) ступени или элемента определяет-
ся только его разделительными характеристиками εθ,,L  и не 
должна зависеть от состава питающей его смеси. Это условие 
обосновывается следующим соображением. Если разделительная 
способность отдельной ячейки установки – разделительного эле-
мента – не зависит от концентрации и все элементы работают в 
идентичных условиях, т.е. с одинаковыми , ,L θ ε , то суммарная 
разделительная способность элементов, составляющих эту уста-
новку, будет равна произведению элUZ δ⋅ , где элUδ  – раздели-
тельная способность одного элемента, Z – число элементов в уста-
новке. Если процесс разделения организован так, что потери рабо-
ты разделения (разделительной способности) отсутствуют, то ве-
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личина элUZ δ⋅  будет равна разделительной способности всей ус-
тановки UΔ , вычисляемой по формуле (1.16), т.е.  

элUZU δ⋅=Δ .      (1.22) 
Откуда число разделительных элементов в каскаде будет опре-

деляться по формуле 

элU
UZ

δ
Δ=  .       (1.23) 

Таким образом, если условие независимости разделительной 
способности от концентрации выполнено, то появляется возмож-
ность вычислить важную характеристику процесса разделения – 
суммарное число элементов, обеспечивающих необходимую разде-
лительную способность установки для решения заданной раздели-
тельной задачи. 

Условие независимости разделительной способности ступени 
(элемента) от концентрации приводит к следующему уравнению 

const)1()1(
2
1 22

2

2
2 =−−= cc

dc
VdLU εθθδ .  (1.24) 

Если в уравнении (1.24) выбрать постоянную в виде 
2)1(

2
1const εθθ L−= ,     (1.25) 

то для определения потенциала V(c) получается дифференциальное 
уравнение 

)1(
1

222

2

ccdc
Vd

−
= ,      (1.26) 

общее решение которого имеет вид 

bac
c

cccV ++
−

−=
1

ln)12()( .    (1.27) 

Произвольные постоянные в выражении (1.27) должны быть оп-
ределены дополнительными условиями. Однако нетрудно видеть, 
что эти постоянные не имеют существенного значения, так как при 
вычислении работы разделения по формуле (1.15) или раздели-
тельной способности по формуле (1.16) они не входят в оконча-
тельный результат с учетом уравнений материального баланса. По-
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этому, следуя Пайерлсу, можно положить 0== ba  и тогда потен-
циал приобретает вид 

 
с
ссCV
−

−=
1

ln)12()( .                           (1.28) 

В этой форме его обычно 
называют потенциалом Пайер-
лса-Дирака. Графический вид 
функции )(сV  показан  
на рис. 1.3.  

Разделительный потенциал 
Пайерлса-Дирака и его произ-
водная равны нулю при с=0,5. 
При любых других значениях 
концентрации потенциал 
V(c)>0, а при с→0 или с→∝ 
потенциал V(c) →∝, что озна-
чает необходимость бесконеч-
но большой работы разделе-
ния для получения чистых 
изотопных продуктов. 

Таким образом, в случае «слабого обогащения» разделительный 
потенциал определяется формулой (1.28), а разделительная спо-
собность – соотношением (1.25). 

Какой физический смысл имеет разделительная способность? 
Пайерлс и Фукс установили прямую связь величины Uδ  с умень-
шением энтропии смеси в единицу времени раздSΔ , которая имеет 
место при стационарной работе разделительной ступени (элемен-
та). Величину раздSΔ  можно рассчитать из следующих соображе-
ний. Энтропия при образовании одного моля смеси идеальных га-
зов или сильно разбавленного раствора из чистых компонентов 
равна  

[ ])1ln()1(ln~ ccccRS −−+−= ,    (1.29) 

где R~  – газовая постоянная. 
Если из L молей питающей смеси с концентрацией с получается 

на выходе ступени (элемента) в единицу времени LL θ=′  молей 

0

1

2

3

4

5

0 0,5 1

Рис. 1.3. Зависимость разделительного 
потенциала от концентрации. 
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обогащенного до концентрации c′ , и LL )1( θ−=′′  молей, обед-
ненных до концентрации c ′′ , то изменение энтропии в единицу 
времени раздSΔ  будет равно 

[ ]( ) ( ) (1 ) ( )раздS LS c LS c LS cθ θ′ ′′Δ = − − − − .   (1.30) 

В случае «слабого обогащения» выражение для раздSΔ  заметно 
упрощается, если соотношение (1.30) представить в виде 

( ) (1 ) ( ) ( )раздS LS c LS c LS cθ δ θ δ′ ′′Δ = + + − − − .  (1.31) 
Разлагая в ряд функции )( δ′+cS  и )( δ ′′−cS  в ряд Тейлора в 

окрестности точки c и ограничиваясь членами второго порядка ма-
лости, после несложных преобразований получаем 

2

2
2

2
)1(

dc
SdS разд δθ−θ=Δ .     (1.32) 

Учитывая, что )1( cc −ε=δ  и 
)1(

~

2

2

cc
R

dc
Sd

−
−= , и подставляя 

выражение (1.32) в (1.31), получим 

)1(~
2

)1( 2 ccRLS разд −εθ−θ−=Δ ,     (1.33) 

которое с учетом выражения (1.25) может быть переписано в виде 
)1(~ ccRUS разд −⋅δ−=Δ .      (1.34) 

Из полученного выражения (1.34) следует, что величина разде-
лительной способности Uδ  прямо пропорциональна уменьшению 
величины безразмерной энтропии смеси RS разд

~/Δ . Изменение 
концентраций компонентов в смеси газов связано с изменением 
меры порядка. В общем случае мерой порядка служит энтропия. В 
соответствии с (1.34) уменьшение энтропии при разделении на сту-
пени равно произведению концентраций компонентов изотопной 
смеси c(1-c). Это произведение определяет вероятность нахожде-
ния в смеси пары различных молекул. Вследствие этого раздели-
тельная способность ступени равна уменьшению безразмерной эн-
тропии, отнесенной к величине этой вероятности. Таким образом, 
разделительная ступень увеличивает меру порядка в смеси изото-
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пов. Скорость увеличения этой меры определяет разделительную 
способность ступени.  

Перейдем теперь к случаю, когда коэффициент разделения сту-
пени q заметно отличается от единицы. При произвольных значе-
ниях полного коэффициента разделения q функциональное уравне-
ние  

const)()()1()( =−′′−+′= cLVcLVcLVU θθδ   (1.35) 
имеет решение, при котором функция V зависит только от концен-
трации в случае симметричной работы ступени, то есть когда 

q=β=α  [1]. 
Если процесс разделения в ступени симметричен, то выполня-

ются условия 

)1)(1(
1,

)1)(1(
1,1,

R
R

R
RRRRR

++
+=−

++
+==′′=′

α
αθ

α
αθ

α
α ,(1.36) 

где 
c

cR
−

=
1

. 

Подставляя (1.36) в (1.35), имеем  

(1 )1 ( ) ( ) const
( 1)(1 ) ( 1)(1 )

R
U R RV R V V R
L R R

αδ α αα
α α α

++ ⎛ ⎞= + − =⎜ ⎟+ + + + ⎝ ⎠
.(1.37) 

Введем новую переменную l следующим образом 
lRR α= 0 ,      (1.38) 

где R0 – константа, и положим, что 
)()()1( lFRVR ≡+ .     (1.39) 

С учетом (1.38) и (1.39) уравнение (1.37) трансформируется в 
классическое разностное уравнение второго порядка 

0( 1) ( 1) ( 1) ( ) ( 1)(1 )lF l F l F l A Rα α α α+ + − − + = + + ,  (1.40) 
где A – константа. 

Общее решение уравнения (1.40) можно представить в виде 

))1(
1
1)( 0 baRlAlF ll +α+−α

−α
+α= ,   (1.41) 

где a и b также константы. 
Используя выражения (1.37) и (1.41), найдем вид функции V(R) 
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⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−α+α+−

α−α
+α= )1(lnlnln)12(

ln)1(
1)(

0
cb

R
ca

R
RcARV . (1.42) 

Выбирая константу A, равной α
+α
−α=δ= ln

1
1

L
UA , и полагая, 

что 0,0,10 === baR *, получим для разделительного потен-
циала и разделительной способности следующие выражения  

c
cccV
−

−=
1

ln)12()( ,     (1.43) 

( )
1

ln1
1
ln)1(

−
−

≡
+α

α−α=δ
q

qq
LLU .    (1.44) 

Очевидно, что в случае «слабого обогащения» )11( <<−=ε q  
формула (1.44) переходит в формулу (1.25) при 2/1=θ . Отметим, 
что соотношения (1.25), (1.28) и (1.44), полученные на основе под-
хода Пайерлса – Дирака, полностью подтверждаются результатами 
теории идеальных каскадов из симметричных ступеней, разрабо-
танной К.Коэном [1] (см. раздел 1.6). 

В случае несимметричной работы ступени )( β≠α  при произ-
вольном обогащении на ступени выполнить оба условия Пайерлса 
– Дирака (разделительный потенциал зависит только от изотопного 
состава смеси, разделительная способность ступени определяется 
только характеристиками самой ступени) не удается. Разделитель-
ная способность ступени зависит от коэффициентов разделения 

),( βα  и концентрации смеси. Как будет показано ниже, при 
больших )11( <<− c  и малых )1( <<c  концентрациях величина 

Uδ  от концентрации не зависит. Разделительный потенциал, по-
лученный из решения функционального уравнения (1.35), оказыва-
ется зависящим не только от состава смеси, но и коэффициентов 
разделения ступени, то есть ),,( βαcV . 

                                                 
* Как и в случае «слабого обогащения», эти константы не входят в 

окончательные выражения для разделительного потенциала и раздели-
тельной способности. 
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На основе разделительного потенциала, записанного в виде 
(1.28), введены единицы работы разделения изотопов урана (раздел 
1.6). В настоящее время его используют и в случае произвольных 
коэффициентов разделения на ступени, работающие в несиммет-
ричном режиме [38, 52]. Теоретическое обоснование подобного 
подхода, проведенного в различных работах, связано, в частности, 
с изменением условий Пайерлса-Дирака [5] и рассмотрением идеа-
лизированного процесса разделения [10] (см. также раздел 1.6.2). 

Исходя из общего соотношения для разделительной способно-
сти ступени 

)()()1()( cLVcLVcLVU −′′θ−+′θ=δ     (1.45) 
и разделительного потенциала, определяемого по формуле (1.28), 
можно найти формулу при всех значениях q  и )( βα ≠  [8, 9]. По-

скольку 
1
112,

1 +
−=−

+
=

R
Rс

R
Rс , разделительный потенциал 

(1.28) может быть представлен в виде 

          R
R
RRV ln

1
1)(*

+
−= ,                           (1.46) 

где индекс «звездочка» означает то, что разделительный потенциал 
рассматривается как функция новой переменной R . 

Соотношение для определения разделительной способности 
ступени запишется в виде 

* * *[ ( ) (1 ) ( ) ( )]U L V R V R V Rδ θ θ′ ′′= + − − .   (1.47) 
Формулу для определения коэффициента деления потока не-

трудно получить, комбинируя выражения (1.3), (1.7) и (1.9): 
( )[ ]1 1 ( 1)

1
cβ α

θ
αβ

− + −
=

−
.     (1.48) 

Замена в (1.48) концентрации с на отношение )1/( RR −  приво-
дит к выражениям 

( ) ( )
( ) ( )

1 1
1 1

R
R
α β

θ
αβ

+  −
=

+  −
,      (1.49) 

( ) ( )
( ) ( )

1
1

1 1
R
R

β α
θ

αβ
+  −

− =
+  −

.       (1.50) 
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Подставляя (1.46), (1.49) и (1.50) в (1.47) с учетом 

RRRR
β

=′′α=′ 1,  и qαβ = , получим 

( ) ( )1 11 ln 1 ln
1 1

U L
q R

δ α β β β α⎧= − − − +⎡ ⎤⎨⎣ ⎦− +⎩
 

( ) ( )1 ln 1 ln
1

R
R

β α α α β ⎫+ − − −⎡ ⎤ ⎬⎣ ⎦ + ⎭
   (1.51) 

Переходя в (1.51) от относительных концентраций R к абсолют-
ным, окончательно получим 

 ],),()1)(,([ 21 сfсfLU βαβαδ +−=                     (1.52) 

где  
1

ln)1(ln)1(),(1 −
−−−=

αβ
αβββαβαf ,                 (1.53) 

 
1

ln)1(ln)1(),(2 −
−−−=

αβ
βαααββαf .                 (1.54) 

Из (1.52) следует, что разделительная способность ступени Uδ  
в общем случае является функцией концентрации. Зависимость от 
концентрации исчезает в следующих частных случаях. 

1. Случай «слабого обогащения», 11,11 <<−<<− βα . Так 
как в этом случае α  и β  близки к единице, то 

 ,)1(
2
1)1(ln 2 ⋅⋅⋅+−−−≈ ααα                (1.55) 

 ,)1(
2
1)1(ln 2 ⋅⋅⋅+−−−≈ βββ               (1.56) 

Имея в виду (1.7), (1.11) и (1.12), подставляя (1.55) и (1.56) в 
(1.52) и сохраняя малые величины 2-ого порядка, имеем 

2
)1(

2
)1)(1(

2

2εθθεεβαδ LLLU −=′′′≈−−= ,            (1.57) 

что соответствует классическому виду для разделительной способ-
ности (1.25). 

2. Случай симметричной ступени при произвольном на ней 
обогащении. При βα =  (1.52) преобразуется к виду 
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2

( 1) ln ( 1) ln ( 1) ln
1 1

U L Lα α α α α α αδ
α α

− − − −= =
− +

,       (1.58) 

что также соответствует классической формуле (1.44). 
3. Случай малых концентраций, .1<<с  При 11,1 ≈−<< cс  

выражение (1.52) преобразуется к виду 

1
( 1) ln ( 1) ln( , )

1
U Lf L α β β β αδ α β

αβ
− − −= =

−
.            (1.59) 

В рассматриваемом случае выражение (1.49) упрощается 

  
1

1
−

−=
αβ
βθ .                                       (1.60) 

Соответственно, величина β  равна 
  )1(1 −+= αβθβ .                           (1.61) 
Учёт (1.60) и (1.61) и связи q=αβ  позволяет преобразовать со-

отношение (1.59) к виду 
}ln)]1(1{ln[ qqLU θθδ −−+= .              (1.62) 

Это выражение для разделительной способности имеет важное 
значение при расчетах каскадов для получения слабообогащенного 
урана.  

4. В случае больших концентраций, когда выполняется )1( ≈c  
выражение (1.42) преобразуется к виду 

2
( 1) ln ( 1) ln( , )

1
U Lf L

q
β α β β αδ α β − − −= =

−
.   (1.63) 

В этом случае коэффициент деления потока запишется как 
( 1)
( 1)

q
q
βθ

β
−=
−

,      (1.64) 

а выражение для разделительной способности с учётом соотноше-
ния q αβ=  будет иметь вид 

[ ]{ }ln ( 1) (1 ) lnU L q q qδ θ θ= − − − − .   (1.65) 

Коэффициент разделения по обеднённой фракции β  в формуле 
для разделительной способности (1.52) можно выразить через α . 
Тогда после дифференцирования удельной разделительной способ-
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ности /U Lδ  по α  и приравнивания производной нулю, получим 
квадратное уравнение относительно α  [10, 22]: 

2 0a b dα α− − = ,      (1.66) 

в котором 
ln ln, 2 1, (1 )  .

1 1
q qa c b c d c q

q q
= = − = −  

− −
 

Квадратное уравнение (1.66) имеет только одно физическое ре-
шение, обеспечивающее максимум величины /U Lδ : 

2
42

опт
опт

adbbq ++==
β

α .    (1.67) 

Нетрудно видеть, что, во-первых, решение (1.67) зависит от ве-
личин q  и c , а, во-вторых, независимо от величины q  при 0,5c =  

максимальное значение оптα  будет равно q=оптα . Следователь-
но, максимум удельной разделительной способности ступени при 
значении концентрации 0,5c =  достигается в соответствии (1.67) 
при симметричном режиме работы ступени, то есть при условии 
α = β . При концентрациях, отличных от 0,5, максимум удельной 
разделительной способности не соответствует симметричному ре-
жиму работы разделительной ступени. Для интересного для прак-
тики случая 1c <<  (получение слабообогащённого урана) отыска-
ние максимума функции приводит к следующим значениям [11] 

1
1

ln
1

опт −
−=

qq
θ ,      (1.68) 

1
ln

опт
опт −

==
q

qqq
β

α ,      (1.69) 

max

( 1) lnln 1
ln 1

U q q
L q q

δ ⎡ ⎤−⎛ ⎞ = + −⎜ ⎟ ⎢ ⎥ −⎝ ⎠ ⎣ ⎦
.   (1.70) 

Отметим, что выражение (1.69) для оптα  может быть получено 
из (1.67) подстановкой условия 1c << . 

В табл. 1.1 приведены величины , ,θ α β  и /U Lδ  раздели-
тельной ступени для симметричного случая ( )α β=  и случая, ко-
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гда ступень работает с оптимальной величиной θ  в зависимости от 
величины q при малых концентрациях ценного компонента (с<<1). 

 
Таблица 1.1 

Характеристики разделительной ступени каскада при симметричном и 
оптимальном разделении для различных значений q и с<<1 

q 1,1 1,6 3,0 5,0 10,0 

θсим 0,488 0441 0,366 0,309 0,240 

θопт 0,492 0,461 0,401 0,371 0,323 

αсим 1,0488 1,2649 1,7320 2,2361 3,1623

αопт 1,0484 1,2532 1,6780 2,0118 2,5584

βсим 1,0488 1,2649 1,7320 2,2361 3,1623

βопт 1,0492 1,2766 1,8204 2,4853 3,9087

( )/U Lδ сим 1,134⋅10-3 0,0275 0,1471 0,3075 0,5980

( )/U Lδ макс 1,135⋅10-3 0,0276 0,1483 0,3128 0,6190

( ) ( )
( )сим

симьакс

LU
LULU

δ
δδ − ,% 0,088 0,364 0,817 1,723 3,512 

 
Видно, что с возрастанием q увеличивается разница между мак-

симально возможным значением ( )/U Lδ макс, получаемым при 

α β≠ , и ( )/U Lδ сим, соответствующим симметричному разделе-
нию в ступени. 
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Как будет показано в разделе 1.8, рассмотренные особенности 
разделения существенны для анализа эффективности работы мно-
гоступенчатых установок. 

1.3. Основные принципы каскадирования. 
Типы разделительных каскадов [1-5, 7] 

Для получения требуемых концентраций ценного (целевого) 
изотопа ступени соединяют в последовательную цепочку – каскад, 
умножающий эффект разделения в одиночной разделительной сту-
пени. Простейшей схемой последовательного соединения ступеней 
является так называемый простой каскад (рис. 1.4). Его отличи-
тельным признаком является подача обогащенной фракции на пи-
тание следующей ступени и выведение потоков обедненной фрак-
ции ступеней из процесса дальнейшей переработки. В такой схеме 
поток питания каскада F (от английского слова Feed) подают в пер-
вую ступень, поток отбора P (Product) является потоком обогащен-
ной фракции последней n-й ступени. Отвальный поток каскада W 
(Waste) образуют обедненные потоки ступеней (могут не смеши-
ваться друг с другом). Так как эти потоки не участвуют в процессе 
обогащения, то простой каскад, по существу, является прямоточ-
ным. Для разделения изотопов, когда разделяемое вещество, как 
правило, является дорогим, простой каскад является неэффектив-
ным. Это обусловлено существенным сокращением потоков пита-
ния ступеней и выведением в отвал потоков с концентрацией цен-
ного (целевого) изотопа, близкой к концентрации в обогащенных 
фракциях. Поэтому при разделении изотопов применяют более эф-
фективную с точки зрения экономии сырья, а также  имеющую ряд 
других преимуществ, противоточную (рециркуляционную) схему, в 
которой обедненная ценным компонентом фракция возвращается в 
каскад для дальнейшей переработки. Простейшая схема такого 
каскада приведена на рис. 1.5. В этой схеме обогащенный поток 

s s sL Lθ′ =  из произвольной s -й ступени подается на вход после-
дующей 1+s -й ступени, а обедненный (1 )s s sL Lθ′′ = −  – на вход 

1−s -й ступени. При таком соединении на входе в s -ю ступень 
смешиваются потоки из предыдущей 1−s -й ступени и из после-
дующей 1+s -й. Такой каскад является противоточным, а способ 
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соединения ступеней с помощью внешних коммуникаций, т.е. та-
ких коммуникаций, в которых передаются уже разделенные пото-
ки, называют внешним каскадированием. 

1 2 ... N-1 N

СТУПЕНИ

отбор
P

питание
F

отвал
W

Рис. 1.4. Схема простого каскада 
 
Изображенная на рис. 1.5. схема характерна тем, что между лю-

быми соседними ступенями можно провести поперечное сечение 
(на рисунке изображено двойной пунктирной линией), пересекаю-
щее только две коммуникации. Такой каскад называют симмет-
ричным. 

Если потоки направляют не в соседние предыдущую и после-
дующую ступени, а через одну или через несколько ступеней, то 
такой противоточный каскад называется несимметричным  
(рис. 1.6). 

 

 
Рис. 1.5. Схема соединения ступеней в симметричном противоточном каскаде 
 
Отметим, что при внешнем каскадировании разделительная сту-

пень считается заданной ячейкой схемы, для которой коэффициент 
разделения и его зависимость от коэффициента деления потоков 
должны быть известны, после чего сам процесс разделения оказы-
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вается для построения каскадов несущественным. Тем самым тео-
рия построения «внешних» потоков оказывается независимой от 
конкретного метода разделения. 

 

Рис. 1.6. Пример соединения ступеней в несимметричный каскад с подачей потока 
питания через одну ступень в прямом направлении 

1.4.  Основные параметры и уравнения  
       симметричного противоточного каскада 

Рассмотрим симметричный каскад, состоящий из N ступеней.  
Пусть на вход ступени с номером fs =  подают поток питания 

F  с концентрацией Fс . Поток, обогащенный ценным (целевым) 
изотопом, отбирается с правого конца каскада ( )s N=  (сокращен-
но отбор), а обедненный поток – с левого конца каскада )1( =s  
(сокращенно отвал). Соответственно обозначим концентрации в 
потоках отбора Pс  и отвала Wс . Ступени каскада нумеруются по-
следовательно от 1 на отвале до N на отборе. Часть каскада от точ-
ки подачи питания ( , 1,s f f ... , N)= +  называется отборной, а 
часть слева 1)-,...,2,1( fs =  – отвальной. 

В симметричной противоточной схеме можно использовать час-
тичный или полный возврат обогащённых или обеднённых потоков 
отбора или отвала на вход соответствующей ступени (s N=  или 

)1=s . Такие коммутации потоков называют «закрутками» и 
обычно их применяют на концевых ступенях каскада [5] (рис. 1.8). 
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Рис. 1.7. Схема симметричного каскада для разделения бинарных смесей 

 
 

1 

W  

a) 

N
P

б)

"закрутка" 

"закрутка" 

 
Рис. 1.8. Схемы закруток потоков : а) – на отвале; б) – на отборе 

 
Внешними параметрами каскада являются шесть переменных, 

определяющие внешние рабочие условия: WPF ,,  – потоки пита-
ния, отбора и отвала каскада; WPF ссс ,,  – концентрации в соответ-
ствующих потоках. К внутренним относятся: N – общее количество 
ступеней в каскаде, f – номер ступени, на вход которой подают по-
ток питания, параметры ступеней: , ,S S SL L L′ ′′  – входной и два вы-
ходных потока на s-ой ступени каскада, SSS ссс ′′′ ,,  – концентрации 
в соответствующих потоках; SSSq βα ,,  – коэффициенты разделе-

ния и Sθ  – коэффициенты деления потоков ( 1, )s N= . 
В стационарном состоянии каскада внутренние параметры кас-

када можно выразить через внешние параметры каскада и уравне-
ния разделения в ступени. Проведем поперечное сечение между 
некоторой s-й ступенью и соседней с ней s+1-й ступенью отборной 
части каскада (обозначено на рис. 1.7 пунктиром) и рассмотрим 
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часть каскада, находящуюся справа от этого мысленного сечения. 
Потоки разделяемого вещества и потоки ценного (целевого) изото-
па, входящие в эту часть каскада SSS LL θ=′  и /

sSSSS сLсL θ=′′  и 
выходящие из нее 111 )1( +++ −=′′ SSS LL θ  и 

11111 )1( +++++ ′′−=′′′′ SSSSS сLсL θ , связаны уравнениями материального 
баланса: 

  PLL SSSS =−− ++ 11)1( θθ ,               (1.71) 
 1 1 1(1 )S S S S S S PL c L c Pcθ θ + + +′ ′′− − = .               (1.72) 

В этих уравнениях через, '
sc  и "

sc  обозначены концентрации 
ценного (целевого) изотопа соответственно на выходах из ступени. 

Аналогичные соотношения можно записать для отвальной части 
каскада 

1 1(1 ) ,s s s sL L Wθ θ + +− − = −     (1.73) 

  ' "
1 1 1(1 )s s s s s s WL c L c WCθ θ + + +− − = − .   (1.74) 

Для ступени с номером s=f, на вход которой подают поток пи-
тания F, уравнения материального баланса имеют вид 

    1 1 1 1(1 )f f f f fL L L Fθ θ− − + += + − + ,    (1.75) 

   ' "
1 1 1 1 1 1(1 )f f f f f f f f FL c L c L c Fcθ θ− − − + + += + − + .  (1.76) 

При использовании формул (1.71) – (1.74) следует иметь в виду, 
что 00 =L  и 1 0NL + = . Концентрации ,S Sc c′  и Sc ′′  на каждой сту-
пени связаны соотношениями (1.4), (1.6), (1.7), а внешние парамет-
ры при отсутствии потерь вещества в ступенях каскада должны 
удовлетворять уравнениям материального баланса: 

  WPF += ,                                      (1.77) 
  WPF WcPcFc += .                          (1.78) 
Вводя для разности концентраций на входах двух произвольных 

соседних  ступеней обозначение 
1 , ( 1, 1)S S Sc c s NΔ += − = −                      (1.79) 

и, вычитая соотношение (1.71), умноженное на Sc , из (1.72), полу-
чим 
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11
1

11 )1(
)(

)1( ++
+

++ −
−−′′+′

−
=Δ

SS

SP
SS

SS

SS
S L

ccP
L

L
θ

δδ
θ
θ

,           (1.80) 

где величины SSS cc −′=′δ  и SSS cc ′′−=′′δ  определяются соотноше-
ниями (1.9), (1.7). Для отвальной части каскада справедливы точно 
такие же уравнения, только в правой части вместо P  и PPc  следу-
ет подставлять WWc  и WWc− , т.е. 

11
1

11 )1(
)(

)1( ++
+

++ −
−

−′′+′
−

=Δ
SS

WS
SS

SS

SS
S L

ccW
L

L
θ

δδ
θ
θ

              (1.81) 

С помощью уравнений (1.71) – (1.78) можно рассчитать распре-
деления концентраций и коэффициентов деления потоков по сту-
пеням каскада, если известны коэффициенты разделения 

SSSq βα ,,  и полное число ступеней в каскаде N, номер ступени f, 
в которую вводится поток питания, и зависимость потока SL  от 
номера ступени. Подобного рода задачи обычно решают числен-
ными методами с применением ЭВМ. 

В случае «слабого обогащения», когда величина обогащения 
мала по сравнению с концентрацией во входящем в ступень потоке, 
т.е. 1/ <<SS cδ  система уравнений, определяющих каскад (1.73) – 
(1.76) или (1.80) – (1.81) может быть подвергнута значительным 
упрощениям. 

Если обогащение на ступени мало, то для получения на каскаде 
требуемых изменений концентраций, как правило, нужно большое 
число ступеней )1( >>N , т.е. каскад должен быть «длинным». В 
этом случае можно считать, что все параметры каскада от ступени 
к ступени изменяются незначительно, а величина потока изотопной 
смеси, проходящего через произвольную ступень, намного превос-
ходит величину потока отбора, т.е. 1+≈ SS LL , 1+′≈′ SS δδ , 1+′′≈′′ SS δδ , 

1S Sϑ ϑ +≈  и .1/ <<SLP  Так как число ступеней в каскаде велико, 
а изменение параметров при переходе от ступени к ступени мало, 
то можно представить s как непрерывно меняющуюся переменную, 
а параметры каскада ,, θL  и N непрерывными функциями от этой 
переменной. 



 46

С учетом сказанного, из уравнения баланса (1.71) следует 
SS θθ −≈ 1 , т.е. 

  
2
1≅Sθ                                               (1.82) 

Условие (1.82) выражает основное свойство симметричного кас-
када с малым обогащением на отдельной ступени. Потоки в ступе-

нях этого каскада делятся почти пополам. Полагая в (1.80) 
2
1≈Sθ , 

1+≈ SS LL , 1+′≈′ SS δδ , 1+′′≈′′ SS δδ  и учитывая, что согласно (1.8), 
(1.10) – (1.12) 

1 (1 )
2S S S Sc cδ δ ε′ ′′= =  − ,                       (1.83) 

получим 

 
1

( )(1 ) 1
2

P S
S S S

S

P c cc c
L

ε
+

−Δ = − −                     (1.84) 

Считая параметры каскада непрерывными функциями от пере-

менной s и заменяя SΔ  на 
ds
dc

, перепишем предыдущее соотноше-

ние в виде 

 
L

ccPcc
ds
dc P )(2)1( −−−= ε ,                   (1.85) 

где )(scc =  и )(sLL =  - соответственно распределение концен-
траций и потоков вдоль каскада.  

Соответствующее уравнение для отборной части каскада будет 
иметь вид 

 
2 ( )(1 ) WW c cdc c c

ds L
ε −= − − .                    (1.86) 

При этом потоки отбора, отвала и питания и концентрации в 
этих потоках по-прежнему связаны двумя уравнениями баланса 
(1.77) и (1.78). Минимальный поток питания для каждой ступени, 
соответствующий данному отбору P и концентрации Pc , можно 
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найти из условия равенства нулю градиента концентрации (1.85), 
т.е. 

 
min2 (1 )

Pc cL
P c c

ε −⎛ ⎞ =⎜ ⎟ −⎝ ⎠
.                            (1.87) 

Уравнение (1.85) можно рассматривать как частный случай об-
щего уравнения (1.80) для приращения концентраций в примене-
нии к случаю «слабого обогащения». Решение задачи в этом случае 
гораздо проще, потому что вместо уравнения (1.80) в конечных 
разностях имеем обыкновенное дифференциальное уравнение пер-
вого порядка и еще потому, что для нахождения распределения 
концентраций в каскаде с заданным распределением потоков SL  
достаточно проинтегрировать только одно уравнение. 

Наибольшие изменения концентраций при переходе от одной 
ступени к другой имеют место в безотборном режиме, когда 

0=== FWP . Такой режим можно организовать в заполненном 
разделяемой смесью каскаде при наличии «закруток» на концевых 
ступенях. Поскольку в этом случае 1−′=′′ SS cc , то 

111 RqR ′′=′ ,   (1.88) 

S S SR q R′ ′′= ,   (1.89) 

и степень разделения в каскаде 1/NQ R R′ ′′=  достигает максималь-
ной величины 

1

N

S
S

Q q
=

= ∏ ,                     (1.90) 

где NR′  и 1R ′′  – относительные концентрации ценного (целевого) 
изотопа на концах каскада. Если все ступени в каскаде имеют оди-
наковые полные коэффициенты разделения, т.е. qqS ≡ , то соот-
ношение (1.90) может быть преобразовано к виду 

ln / lnN Q q= ,    (1.91) 
известному как формула Фенске [12]. Она определяет минимально 
возможное число ступеней, необходимое для достижения заданно-
го значения степени разделения каскада. Характерно, что число 
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ступеней в каскаде N не зависит от формы каскада, т.е. конкретного 
распределения SL . 

В случае слабых одинаковых обогащений на ступенях из (1.85) 
и (1.86) для безотборного режима каскада имеем 

)1( cc
ds
dc −= ε ,   (1.92) 

откуда после интегрирования получаем экспоненциальный закон 
изменения концентраций по ступеням 

2 1 12exp( )R R sε= ,  (1.93) 
где 21, RR  – относительные концентрации ступеней, работающих 
на участке каскада, определяемом концентрациями c1 и c2; s12 – со-
ответствующее количество ступеней. В режимах работы каскада с 
непрерывным отбором и отвалом )0,0( ≠≠ WP  изменения кон-
центраций на ступенях, а, следовательно, и степень разделения 
каскада будут меньше. 

1.5. Критерии эффективности работы каскада 

В задачах проектирования каскадов целесообразно определять 
их параметры, исходя из принятого критерия эффективности. Воз-
можны два принципиальных подхода к выбору критериев. 

Первый подход предполагает, что параметры ступеней могут 
быть выбраны из физических соображений, не связанных непо-
средственно с поставленной целью разделения. Физический крите-
рий эффективности выражается требованием, чтобы энтропия при 
соединении потоков на входе каждой ступени не возрастала, т.е. 
чтобы термодинамическая работа, связанная с изменением концен-
трации при разделении смеси, не терялась. Для этого необходимо, 
чтобы концентрации различных потоков на входе в каждую сту-
пень были одинаковыми. Для каскада с тремя внешними потоками, 
представленного на рис. 1.5, это соответствует выполнению усло-
вий 

 
,

,11

Ff

SSS

cc
ccc

=
′′==′ +−                                         (1.94) 
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или 
.

,11

Ff

SSS

RR
RRR

=
′′==′ +−                                       (1.95) 

Соотношения (1.94), (1.95) называются условиями несмешения, 
а каскад, удовлетворяющий этим требованиям, – идеальным.  

В другом подходе определяют практические потребности изо-
топного производства. Создание крупного разделительного пред-
приятия (завода) связано с минимизацией удельных материальных 
затрат на производство обогащенного продукта. Эта задача весьма 
сложная в силу того, что необходимо определить большое число 
параметров, влияющих на затраты производства. Задачу оптимиза-
ции каскада можно упростить, учитывая специфику метода разде-
ления. В общем случае задача оптимизации может быть записана в 
виде 

min(max),),...,,( 21 →= kuuuψψ            (1.96) 
где Ψ  - целевая функция (показатель эффективности); 

kuuu ...,,, 21  - независимые параметры каскада; min(max) - значе-
ние целевой функции (минимум или максимум) при оптимальных 
значениях независимых параметров. При использовании молеку-
лярно-кинетических методов разделения удельные затраты на про-
изводство обогащённого продукта, как правило, пропорциональны 
суммарному количеству элементов в каскаде. В соответствии с 
этим при заданных внешних параметрах в качестве критерия опти-
мизации можно принять минимум суммарного количества раздели-
тельных элементов: 

1
min,

N

S
s

ZΨ
=

= →∑      (1.97) 

где ZS – число разделительных элементов в s-й ступени каскада. 

Величина 
1

N

S
s

Z
=
∑  при работе элементов с заданными одинаковыми 

потоками LЭ может быть представлена в виде 

1

1

N

Sn
s

S
s

L
Z

L
=

=

=
∑

∑
Э

.   (1.98) 
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и, следовательно, в этом случае целью оптимизации является ми-
нимизация суммарного потока питания ступеней 

1
min

N

S
s

Lψ
=

= →∑ .   (1.99) 

Данный критерий предусматривает, что все внешние параметры 
каскада варьируются в допустимой области их изменения до полу-
чения минимального суммарного потока. Каскад, отвечающий тре-
бованию (1.99), будем называть оптимальным. 

1.6. Идеальный каскад для разделения бинарной изотопной  
смеси [1-5, 13-15, 19] 

1.6.1. Основные уравнения симметричного идеального каскада. 
Классификация идеальных каскадов 

Условие (1.94) позволяет однозначно определить распределение 
потоков в идеальном каскаде. Перепишем условие (1.94) в виде 
двух равенств: 

 1 1 1,S S S Sδ δ− − +′ ′′= Δ Δ = .                        (1.100) 
или, в первом из них, смещая индексы и используя  в виде единого 
соотношения, получим 

 1+′′=Δ=′ SSS δδ .                             (1.101) 
Подставляя (1.101) в (1.80) и обозначая поток в идеальном кас-

каде через ,*
SL  получим 

 
* ( ) ,

, 1, ..., 1,

P S
S

S S

P c cL

s f f N
θ δ

−=
′

= + −
               (1.102) 

*
N

N

PL
θ

= .                            (1.103) 

Аналогично распределение потоков в отвальной части идеаль-
ного каскада можно представить в виде 

 ,)(*

SS

WS
S

ccWL
δθ ′
−=                                  (1.104) 
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1

*
1 1 θ−

= WL .                           (1.105) 

Величина обогащения на ступени Sδ ′  определяется соотноше-
нием (1.9), а коэффициент деления потоков формулой (1.48). Таким 
образом, систему уравнений, позволяющую рассчитывать распре-
деления концентраций, коэффициентов деления потоков и расхо-
дов в идеальном каскаде, можно представить в виде: 

SS

SSS

SS

SSS
SSS c

cc
c

cc
cc

ε′+
−ε′

=
−α+

−−α
=−=Δ + 1

)1(
)1(1

)1()1(
1 ,(1.106) 

[ ]
SS

SSS

S

SSS
S

c
q

c
εε

εεαβθ
)1(

)1(
1

)1(1)1(
′′−
′+′′

=
−

−+−
= ,                (1.107) 

SS

SP
S

ccPL
δθ ′
−= )(*  - для отборной части каскада,        (1.108) 

SS

WS
S

ccWL
δθ ′
−= )(*  - для отвальной части каскада ,      (1.109) 

с граничными условиями 
  * ,N N N PL P c cθ ′= = ,                      (1.110) 

  *
1 1 1(1 ) , WL W c cθ ′′− = = .                   (1.111) 

Кроме того, к условиям (1.110), (1.111) необходимо добавить 
условие несмешения концентраций на входе в ступень питания 

F fc c= . 
Обратим внимание на тот факт, что система (1.106) - (1.109) за-

писана в конечных разностях и её следует решать "шаг за шагом". 
Наиболее изученными и имеющими практическое значение яв-

ляются свойства идеального каскада при малых обогащениях на 
отдельных ступенях (случай слабого обогащения). 

1.6.2. Идеальный каскад с малым обогащением на ступени 
(случай слабого обогащения) [1-5, 7, 8] 

В случае «слабых обогащений» на ступенях формулы (1.106)-
(1.109) упрощаются. Тогда с учетом (1.82), (1.10) – (1.12) и факта, 
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что параметры каскада от ступени к ступени изменяются непре-
рывно, система (1.106) - (1.109) приводится к виду: 

  ),1(
2
1 cc

ds
dc −= ε                            (1.112) 

    ,
2
1≈θ                            (1.113) 

  
)1(

)(4*

cc
ccPL P

−
−=

ε
                              (1.114) 

для отборной части каскада и 

  
)1(

)(4*

cc
ccWL W

−
−=

ε
,                            (1.115) 

для отвальной части каскада. 
Из уравнения (1.112) следует, что градиент концентрации в иде-

альном каскаде вдвое меньше, чем при безотборном режиме 
работы каскада. 

Уравнение (1.112) легко интегрируется и дает распределение 
)(sc , а уравнения (1.114) и (1.115) дают распределения )(* sL , вы-

раженные через параметр )(sc .  Уравнения (1.112) - (1.115) назы-
вают уравнениями идеального симметричного каскада. Как видно 
из (1.112) и (1.115), потоки *L  обратно пропорциональны ε . Этот 
факт существенен для практики. Так, для газодиффузионного ме-
тода разделения -310~ε  [3, 7] и, следовательно, потоки (произво-
дительности) ступеней должны в тысячи раз превышать потоки 
отбора P и отвала W. Интегрирование уравнения (1.112) для любо-
го интервала концентраций 21 ccc ≤≤  дает соответствующее чис-
ло ступеней 

  2 2
12

1 1

/12 ln
/1

c cs
c cε

−=
−

.                            (1.116) 

Полагая 1c  равным Wc  или Fc  и 2c  равным Fc  или Pc , можно 
получить формулы для расчета числа ступеней в отвальной и от-
борной частях каскада соответственно. 
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На рис. 1.9 показана зависимость потока питания ступеней от 
концентрации. Выбранный случай характерен для разделения изо-
топов урана и других элементов с низким содержанием ценного 

компонента 
1Fc << . В секции 

обогащения изме-
нение потоков 
(формула (1.114)) 
имеет гиперболи-
ческий характер. 
Потоки уменьша-
ются от ступени 
питания в сторону 
отбора с постоян-
но снижающейся 
скоростью. В от-
личие от этого в 

секции обеднения небольшое уменьшение вблизи ступени питания 
сменяется резким спадом у отвала каскада. 

Закономерен вопрос: соответствует ли идеальному каскаду наи-
меньший суммарный поток? Для ответа на него вычислим сумму 

∑L  в обогатительной части каскада (в отвальной части каскада, 
как нетрудно убедиться, результат будут аналогичен). 

 

[ ]∫

∫∫∑

−−
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/

*

2

ε

ε
                 (1.117) 

В этой формуле внешние параметры каскада P, Pc , Fc  (в от-
вальной части также Wc ) следует считать заданными. Интеграл 
(1.117) будет иметь минимальное значение, если при любом воз-
можном значении концентрации c подынтегральная функция ми-
нимальна. Отсюда следует, что для нахождения оптимального по-

Рис. 1.9. Зависимость потока *L  от концентрации 
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тока в отборной части каскада следует воспользоваться следующим 
уравнением 

  0
2 *

2
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

− LL
L

dL
d

.                           (1.118) 

Из (1.118) следует, что  
  *

опт LL = .                          (1.119) 
Таким образом, в соответствии с равенством (1.119) в случае 

слабого обогащения идеальный каскад обладает свойством опти-
мальности. Его суммарный поток и распределение потоков по сту-
пеням соответствует каскаду, оптимальному по критерию миниму-
ма суммарного потока. Полученные результаты позволяют без осо-
бых трудностей выразить 

*∑ L  в идеальном каскаде через внеш-

ние параметры каскада. Для нахождения суммарного потока 
*∑L  

следует вычислить интеграл, подобный (1.117), для всего идеаль-
ного каскада, включая отвальную часть: 
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Складывая (1.120) и (1.121) и учитывая общие соотношения 
(1.77) и (1.78), получим после алгебраических упрощений 
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*
2
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⎡ ⎤− + −⎢ ⎥− −⎢ ⎥=∑
⎢ ⎥− −⎢ ⎥−⎣ ⎦

.         (1.122) 

Используя формулу (1.28) для разделительного потенциала, 
(1.122) можно переписать в виде 

 ∑ −+= )()()(
8

2*

FWP cFVcWVcPVL ε
.                (1.123) 

Соотношение (1.123) имеет фундаментальное значение в теории 
каскадов. Его левая часть представляет собой сумму разделитель-
ных способностей ступеней, образующих идеальный каскад, и оп-
ределяется их разделительными характеристиками. Правая часть 

F

F
F
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W
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P
p c
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−
−−

−
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−
−=Δ

1
ln)12(

1
ln)12(

1
ln)12(  

определяется внешними параметрами. Разделительные характери-
стики в это выражение не входят. Поэтому правая часть может рас-
сматриваться как внешняя нагрузка, на которую работает каскад. 
Согласно (1.123), сумма разделительных способностей ступеней 
идеального каскада должна равняться внешней нагрузке, которую 
можно интерпретировать как полезную разделительную работу в 
единицу времени (разделительную способность), которую совер-
шает каскад. Выражение (1.123) легко получить исходя непосред-
ственно из понятия разделительной способности ступени и связан-
ного с ним соотношения (1.17). Это соотношение для произвольной 
s-й ступени каскада можно переписать в виде 

( ) (1 ) ( ) ( )S S S S S S S S S S SU L V c L V c L V cδ θ δ θ δ′ ′′= + + − − − .    (1.124) 
Просуммируем (1.124) по всем ступеням каскада. Поскольку в 

каскаде отсутствуют потери на смешение, то левая часть соотно-
шения (1.124) будет представлять собой суммарную разделитель-
ную способность всех ступеней каскада, т.е. ∑ SUδ . При сумми-
ровании выражения в правой части следует учитывать, что при со-
единении потоков в идеальном каскаде концентрации в них долж-
ны быть одинаковыми и что, следовательно, каждому потоку, ис-
ходящему из одной ступени, будет соответствовать поток, входя-
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щий в другую ступень (но с обратным знаком). При суммировании 
все внутренние потоки пропадут и останутся три внешних – W, F и 
P, каждый со своей концентрацией. Таким образом, снова получа-
ется соотношение, аналогичное (1.123): 

∑ −+= )()()( FWPS cFVcWVcPVUδ ,             (1.125) 
Такой подход к выводу (1.125) имеет целью подчеркнуть об-

стоятельство, непосредственно не вытекающее из предыдущего 
вывода: в рассматриваемом соотношении коэффициенты разделе-
ния отдельных ступеней могут быть различными. Кроме того, из 
проведенного рассуждения следует, что формально в качестве по-
тенциала разделения )(cV  может быть выбрана произвольная не-
прерывная функция переменной c. Однако, для расчета суммарного 
числа элементов в каскаде соотношение (1.125) может быть ис-
пользовано только в том случае, когда элементы, составляющие 
каскад, идентичны и разделительная способность ЭЛUδ  от концен-
трации не зависит. Тогда разделительную способность s-й ступени 
можно записать в виде 

  ЭЛUZU SS δδ =                                 (1.126) 
где SZ  – число элементов, соединенных в s-й ступени в параллель, 
а суммарное число элементов в идеальном каскаде составит 

  
ЭЛ

Sид U
UZZ

δ
Δ==∑ ,                              (1.127) 

где  )()()( FWP cFVcWVcPVU −+=Δ .                        (1.128) 
В случае идеального каскада с малыми одинаковыми коэффици-

ентами обогащения на ступенях, как было установлено ранее, эта 
величина минимальна, т.е. минид ZZ ≡ . 

Если в соотношении (1.123) W и F выразить через P с помощью 
уравнений баланса (1.77) и (1.78) и P вынести за скобку, то его 
можно переписать в виде 

  
* 2

( , , )
8 P F W

s

L P c c cε Φ=∑ ,                    (1.129) 
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где 
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1

ln)12( .      (1.130) 

Функция ),,( WFP cccΦ  зависит от трех внешних концентраций 
и может быть протабулирована. Соотношение (1.129) представляет 
разделительную работу, которую совершает идеальный каскад в 
единицу времени. Тогда для наработки изотопного продукта в ко-
личестве P* величина разделительной работы составит 

             * ( , , )P F WU P c с сΔ Φ=                         (1.131) 
Из (1.131) следует, что функцию Φ  можно рассматривать как 

выраженную в условных единицах удельную работу разделения, то 
есть разделительную работу, необходимую для получения единицы 
продукта (1 кмоля, 1 кг и т.д.). Функцию Φ  называют функцией 
ценности. 

Работа разделения UΔ , произведенная разделительным каска-
дом за фиксированное время, может быть найдена как произведе-
ние UΔ , рассчитываемого по формуле (1.128), на рассматривае-
мый период времени. В практических расчетах и на рынке обога-
щенного урана пользуются условными единицами работы разделе-
ния (ЕРР), связанными с количеством произведенного обогащенно-
го металлического урана. За 1 ЕРР принят 1 кг работы разделения 
(1 ЕРР=1 кгРР). Эта величина количественно соответствует работе 
разделения, необходимой для получения 1 кг обогащенного урана с 
концентрацией 1,5% из 2,75 кг природного сырья при заданной от-
вальной концентрации 0,26% (рис. 1.10). 

Разделительная способность каскада обычно измеряется в 
ЕРР/год. При пересчете в размерность массового потока обычно 
используют соотношение 1 ЕРР/год = 4,69 г/с, получающееся с 
учетом различий в массах металлического урана и газообразного 
гексафторида урана. 
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Рис. 1.10. Величины параметров разделения, соответствующие 1 ЕРР 

 
Таким образом, в случае «слабого обогащения» на ступенях 

каскада могут быть сделаны общие выводы: 
– понятия «идеальный каскад» и «оптимальный каскад» иден-
тичны; 
– результаты, следующие из теории идеального каскада и под-
хода Дирака и Пайерлса, приводят к полезным для практики по-
нятиям «разделительная способность (мощность) ступени», 
«разделительный потенциал», «функция ценности». 

1.6.3. Идеальный каскад с одинаковым немалым  
          коэффициентом разделения на ступенях [13-15] 

Если принять, что полные коэффициенты разделения ступеней 
sq  каскада одинаковы и не зависят от sL  и sθ , то из общего усло-

вия идеальности каскада 1+= ss βα , получающегося из (1.94), (1.95) 
и (1.6), следует, что идеальный каскад в этом случае характеризу-
ется двумя значениями коэффициентов разделения ss βα , , повто-
ряющимися через ступень:  

  1 2 3 4 ... ,α β α β= = = =                        (1.132) 
  1 2 3 4 ....β α β α= = = =                        (1.133) 
Из условия идеальности 1+= ss βα  также следует, что 

  
1

1
11

+

+
−− ==

s

s
sss

RRR
β

α ,                               (1.134) 
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где   
s

s
s c

cR
−

=
1

. 

Если расчет ведется, начиная от первой ступени каскада, то, 
учитывая условие (1.134), можно записать 

1 1 1R R β′′= ,       (1.135) 
где 1 wR R′′=  - относительная концентрация ценного изотопа в по-
токе отвала. Далее 

qRRRRR ww ===′= 111112 βαα , (1.136) 

122223 βαα qRqRRRR ww ===′= , (1.137) 
2

113334 qRqRRRR ww ===′= βαα  и т.д. (1.138) 
Обобщение выражений (1.135)-(1.138) приводит к следующим 

формулам для относительных концентраций на входах в ступени 
идеального каскада: 

нечетные ступени: 1
2

1

β
−

=
s

ws qRR ,                                        (1.139) 

четные ступени: 2
s

ws qRR = .                                               (1.140) 
Анализ соотношений (1.139), (1.140) показывает, что существу-

ют четыре типа идеального каскада, отличающиеся друг от друга 
числом разделительных ступеней в отборной и отвальной частях и, 
соответственно, формулами для расчета относительных концентра-
ций pR  и wR : 

тип I: при четном f -1 и четном 1N f− +  

 
1 1

12 2
1, ;

N f f

p F w FR R q R R q β
− + −− −= =                (1.141) 

тип II: при четном f -1 и нечетном 1N f− +  

 
2 1

1 12 2
1 1, ;

N f f

p F w FR R q R R qβ β
− + −−− −= =          (1.142) 

тип III: при нечетном f -1 и четном 1N f− +  

 
1

2 2, ;
N f f

p F w FR R q R R q
− + −

= =                         (1.143) 
тип IV: при нечетном f -1 и нечетном 1N f− +  
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 2 2
1, .

N f f

p F w FR R q R R qβ
− −

= =                        (1.144) 

где wpF RRR ,,  - относительные концентрации ценного изотопа 
соответственно в потоке питания, отбора и отвала. 

Отметим, что при симметричном режиме работы первой ступе-
ни каскада, т.е. при одинаковых коэффициентах разделения по обо-
гащённой и обеднённой фракциям ( 11 βα = ), все ступени каскада 
будут работать в симметричном режиме, Другими словами, α  и β  
будут одинаковы для всех ступеней каскада и равны 

   q== βα .                                (1.145) 
Идеальный каскад со ступенями, работающими в симметричном 

режиме, впервые был рассмотрен К.Коэном [1]. В этом случае от-
носительные концентрации не зависят от соотношения числа сту-
пеней в отборной и отвальной частях каскада и формулы (1.139) - 
(1.144) приводятся к одинаковому виду 

   2
s

ws qRR = ,                                     (1.146) 

  
1

2 2,
N f f

p F w FR R q R R q
− + −

= = .               (1.147) 
Отметим, что в соответствии с соотношением (1.96) величина 

параметра 1β  и коэффициента деления потока на первой ступени 

1θ  однозначно связаны. Наиболее простой вид эта связь имеет ме-
сто при 1<<c . 

   
1
11

1 −
−=

q
βθ ,                                    (1.148) 

и соответственно 
   )1(1 11 −+= qθβ .                          (1.149) 
Как следует из (1.132) и (1.148), величина sθ  в этом случае при-

нимает два значения, повторяющиеся через ступень. 
В общем случае анализ полученных соотношений (1.141) – 

(1.144), (1.147) позволяет сделать следующий вывод. При заданных 
величинах , ,q N f  и Fc  (III тип идеального каскада) или 
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, ,q N f , Fc  и 1β  ( 1θ ) (I, II и IV типы идеального каскада) расчет 
каскада (нахождение распределений ( ), ( ) ( )L s s è c sθ , включая 
концентрации Pc  и Wc ), труда не представляет. Причем для III-го 
типа величины Pc  и Wc  не зависят от 1β , т.е. в отношении выбора 
коэффициента деления потока 1θ  существует произвол. При этом 
при варьировании 1β  (или 1θ ) будут меняться распределения ( )sβ  
и ( )sθ , а вместе с ними и эффективность работы каждой раздели-
тельной ступени. Поэтому логично выбирать значение 1β ( 1θ ) из 
условия оптимальности работы ступеней идеального каскада, кото-
рое выполняется при условии минимальности относительного сум-
марного потока в каскаде * / minL P =∑ . 

Как видно из приведенной зависимости на рис. 1.11 для случая 
с<<1 минимальный суммарный поток в идеальном каскаде III-го 
типа, рассчитанном для следующих значений параметров: 

9, 2, 0,711%, 4,4%, 0, 45%, 1,6F P WN f c c c q= = = = = = , соот-
ветствует случаю, когда он построен из симметричных ступеней, то 
есть ( )111 += qθ . 

 
Рис. 1.11. Зависимость относительного суммарного потока 

в идеальном каскаде от величины θ  
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При расчете каскадов I, II и IV типов с изменением коэффици-
ента деления потока на первой ступени 1θ  будет меняться не толь-
ко величина суммарного потока в каскаде, но и величины концевых 
концентраций ( Wc  - в каскаде I-го, Pc  и Wc  – в каскаде II-го и Pc  – 
в каскаде IV-го типа). Для этих типов идеального каскада каждому 
значению 1β ( 1θ ) соответствует свой идеальный каскад. Расчеты 
показывают, что и в этом случае из семейства всех возможных иде-
альных каскадов наименьший суммарный поток будет в каскаде, в 
котором выполняется условие 1 qβ = , т.е. в каскаде из симмет-
ричных элементов. 

Задача расчета идеального каскада заметно усложняется в том 
случае, когда заданы величины , ,P Wq c c  и Fc , а требуется найти 
кроме распределений ( ), ( )L s sθ  и ( )c s  по ступеням каскада так-
же общее количество ступеней N и номер ступени f, в которую по-
дают поток питания. В этом случае решение задачи следует начать 
с поиска типа идеального каскада, способного обеспечить в выход-
ных потоках значения заданных концентраций Pc  и Wc . Решая 
систему (1.147) из двух алгебраических уравнений при заданных 
значениях концентраций и величине коэффициента разделения q, 
находим величины N и f. При целочисленных значениях N и f даль-
нейший расчет идеального каскада из симметричных ступеней тру-
да не представляет. При дробных значениях N и f необходимо по-
добрать тот тип идеального каскада, который при соответствую-
щем подборе целочисленных величин N и f, а также коэффициента 
деления потока 1θ  обеспечит величины концентраций в выходных 
потоках, которые будут ближе всего к заданным.  

Например, для идеального каскада типа IV при q=1,59 и 
0,71%, 4,4%F Pc c= = , а также N=9, f=3 получены следующие 

значения параметров (табл. 1.2) [19]. Величина концентрации цен-
ного компонента в отвале при этом получается равной 0,44%. 

В рассмотренном примере в идеальном каскаде из несиммет-
ричных разделительных элементов коэффициент деления потока и 
удельная разделительная способность пилообразно меняются от 
ступени к ступени. Нечетные ступени в каскаде имеют значения 
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0,118sθ =  и */ 1,48s sU Lδ = ⋅10-2, а четные – 0,981 0,982sθ = −  и 
*/ 1,71s sU Lδ = ⋅10-2.  

Относительный суммарный поток в таком каскаде равен 
* /s

s
L P∑ =299,99, а сумма относительных разделительных способ-

ностей (мощностей) всех ступеней каскада, то есть разделительная 
способность каскада в целом равна /s

s
U Pδ∑ =4,793. Среднее зна-

чение разделительной способности */s sU Lδ  ступени составляет 
1,58⋅10-2. 

 
Таблица 1.2 

Параметры ступеней идеального каскада 

Номер 
ступени 

Ls
*/P 

sθ  sc
 

sc′ ,
% 

sc′′ ,% /sU Pδ
 

/s sU Lδ ⋅ 

⋅102 

1 1,40 0,120 0,45 0,706 0,44 0,0207 0,148 

2 75,51 0,981 0,71 0,71 0,45 1,2935 1,71 

3* 76,39 0,118 0,71 1,12 0,71 1,1329 1,48 

4 43,22 0,982 1,12 1,13 0,71 0,7390 1,71 

5 42,82 0,118 1,13 1,78 1,12 0,6364 1,48 

6 21,97 0,982 1,78 1,79 1,13 0,3748 1,70 

7 21,72 0,118 1,79 2,80 1,78 0,2341 1,49 

8 8,56 0,982 2,80 2,82 1,79 0,1451 1,70 

9 8,40 0,119 2,82 4,40 2,80 0,1261 1,50 

*Точка подачи внешнего питания. 
 
В идеальном каскаде из симметричных ступеней суммарный по-

ток может быть рассчитан с помощью простого аналитического 



 64

выражения. С учетом равенства qα β= = , а также формул (1.7), 
(1.9) соотношения (1.107) – (1.109) могут быть переписаны в виде: 

   
1 ( 1)

1
s

s
cαθ

α
+ −=

+
,                           (1.150) 

   * ( )1
1 (1 )

P s
s

s s

c cL P
c c

α
α

−+=
− −

                    (1.151) 

- для отборной части каскада;  

   * ( )1
1 (1 )

s w
s

s s

c cL W
c c

α
α

−+=
− −

                   (1.152) 

- для отвальной части каскада. 
Формулы (1.151) и (1.152) описывают дискретные распределе-

ния потоков по ступеням идеального каскада из симметричных 
ступеней. Величина потока на ступени с номером (s=f) имеет мак-
симальное значение. В отборной части поток питания ступеней 
уменьшается в направлении отбора каскада, а в отвальной части - в 
сторону отвала. 

В соответствии с формулами (1.141)-(1.142), относительные 
концентрации ценного изотопа в отборе и в отвале связаны с чис-
лом ступеней в отборной и отвальной частях каскада соотноше-
ниями (1.147). Следовательно, степень разделения каскада при за-
данных величинах N и f равна: 

   
1

1 2
N

p N

w

R
q

R
α

+
+= = .                        (1.153) 

В соответствии с (1.153) число ступеней в идеальном каскаде 
при выполнении условия α β=  будет равно 

1ln
ln
2

ид −=
W

P

R
R

q
N .                  (1.154) 

Очевидно, что для достижения такой же степени разделения, как 
в безотборном режиме, в данном случае потребуется примерно 
вдвое больше ступеней. 

Для нахождения суммарного потока все концентрации, входя-
щие в (1.151) и (1.152), выразим через ,FR N  и f , имея в виду 
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(1.146) и (1.147), а также очевидное соотношение 
1

s
s

s

cR
c

=
−

. В 

результате формулы (1.151) и (1.152) приобретут вид: 
для отборной части каскада 

* 1 11 1 (1 )
1

f s f N s N
s p F

F

L Pc R
R

α α α α
α

− − − − −+ ⎡ ⎤= − + −⎣ ⎦−
;        (1.155) 

для отвальной части каскада 
* 1 1 ( 1)

1
f f s s

s w F
F

L Wc R
R

α α α α
α

−+ ⎡ ⎤= − + −⎣ ⎦−
.                 (1.156) 

При суммировании *
sL  по ступеням каскада учтем, что для лю-

бого 0≥m  
1

11

0 −
−=

+

=
∑ α

αα
mm

s

s , а параметры 1N f− +  и f связаны 

с относительными концентрациями ,, Fp RR  и wR  соотношениями 
(1.147). Принимая это во внимание, получим: 

для отборной части каскада 
[ ]* ( ) (1 )1 1 (2 1) ln

1 ln ( 1) (1 )

N
p p F F F

s p
s f F F F

R c c c c
L P c

R c C
αα

α α α=

⎧ ⎫− − −+⎪ ⎪= − +⎨ ⎬− − −⎪ ⎪⎩ ⎭
∑ , (1.157) 

для отвальной части каскада 
[ ]1

*

1

( ) (1 )1 1 (2 1) ln
1 ln ( 1) (1 )

f
w F F Fw

s w
s F F F

c c c cRL W c
R c C

αα
α α α

−

=

⎧ ⎫− − −+= − +⎨ ⎬− − −⎩ ⎭
∑ ,(1.158) 

Суммируя (1.157) и (1.158) с учетом (1.77) и (1.78), получим 

*

1

1 (2 1) ln (2 1) ln
( 1) ln 1 1

N
p w

s p w
s p w

c cL P c W c
c c

α
α α=

⎡+= − + − −⎢− − −⎢⎣
∑  

⎥
⎦

⎤
−

−−
F

F
F c

ccF
1

ln)12( .                                      (1.159) 

Если разделить левую и правую части (1.159) на первый множи-
тель в правой части, то получим 
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*

1

( 1) ln (2 1) ln (2 1) ln
1 1 1

(2 1) ln
1

N
p w

s p w
s p w

F
F

F

c cL P c W c
c c

cF c
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α α
α=

− = − + − −
+ − −

− −  .
−

∑
(1.160) 

Правая часть выражения (1.160) по форме записи соответствует 
полезной разделительной способности каскада, введенной в п. 1.5. 
В левой части (1.160) под знаком суммы стоит величина, которую 
можно интерпретировать как разделительную способность симмет-
ричной разделительной ступени 

  * ( 1) ln
1s sU L α αδ

α
+=

−
.                             (1.161) 

Если все ступени каскада состоят из идентичных элементов, то 
суммарное число таких элементов идZ  будет равно 

  ( )
1
ln1ид

−
+

Δ=

α
αα

yL

UZ ,                              (1.162) 

где  ( ) ( ) ( )p w FU PV c WV c FV cΔ = + − , эL  – поток на входе в  
разделительный элемент. 

Характерно, что для всех ступеней каскада в случае, когда 
α β= , величина удельной разделительной способности /s sU Lδ  
одинакова и равна 

  *

1 ln
1

s

s

U
L

δ α α
α

−=
+

.                            (1.163) 

Остается ответить на вопрос: является ли идZ  в соотношении 
(1.162) минимальной величиной при заданных значениях 

, ,P WP c c ? Другими словами, является ли в данном случае «иде-
альный каскад» «оптимальным каскадом»? Используя аналитиче-
ские подходы, ответить на этот вопрос невозможно. 
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1.7. Оптимизация каскада с заданными внешними  
концентрациями целевого изотопа. Сравнение идеального 
и оптимального каскадов [17-22] 

Как будет показано ниже, каскад, параметры которого оптими-
зированы, в ряде случаев может иметь суммарный поток, величина 
которого меньше, чем в соответствующем идеальном каскаде 
[17, 18]. Приведем алгоритм расчета и оптимизации противоточно-
го симметричного каскада. 

Количество основных параметров, возникающих при описании 
разделения в каскаде, равно 6N+8. Перечислим их. Внешние пара-
метры: потоки питания, отбора и отвала с соответствующими кон-
центрациями. Внутренние: число ступеней и номер ступени, в ко-
торую подается поток питания, а также три потока с соответст-
вующими концентрациями в каждой ступени. Из них N+4 являются 
независимыми, а остальные 5N+4 связаны следующими соотноше-
ниями: 

уравнения баланса вещества и целевого компонента в ступенях 
каскада 

, , 1,s s s s s s s s sL L L L c L c L c s N′ ′′ ′ ′ ′′ ′′= + = + = ;   (1.163) 
уравнения балансов межступенных потоков 

1 2 2 1 3 1 1, , ... , f f fL L L L L L L L F− +′′ ′ ′′ ′ ′′= = + = + + ;  (1.164) 
уравнения разделения в ступенях каскада 

/ ( , , 1,...,
1 1

s s
s s s

s s

c c q L s N
c c

θ
′ ′′

= ) =
′ ′′− −

; (1.165) 

граничные условия 

.,
;,

1

11

PN

W

ccPL
ccWL

=′=′
=′′=′′

      (1.166) 

Здесь ( ,s s sq L θ )  – известные функции, определяющие зависи-
мость полных коэффициентов разделения ступеней от потоков и 
коэффициентов деления потока. 

Рассмотрим простейший случай, когда полный коэффициент 
разделения на каждой ступени постоянен. Введем вспомогательные 
величины sT  и sJ , которые принято называть транзитными пото-
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ками разделяемой изотопной смеси и целевого изотопа соответст-
венно. Они определяют перенос разделяемого вещества в целом и 
ценного компонента в сторону отбора из каскада, и в случае проти-
воточного симметричного каскада находятся как разности двух по-
токов, проходящих через произвольное сечение между ступенями 
каскада 

1 ,s s sT L L−′ ′′= −       (1.167) 

1 1 ,s s s s sJ L c L c− −′ ′ ′′ ′′= −      (1.168) 

где 2,s N=  – номер ступени справа от сечения. 
Согласно уравнениям баланса для каскада в целом в отборной 

(обогатительной) секции обогащенная фракция предыдущей ступе-
ни превышает обедненную фракцию следующей ступени на вели-
чину P . Для соответствующих потоков целевого изотопа разница 
составляет PPc . В секции обеднения аналогичные величины отри-
цательны: W−  и WWc− . Следовательно, транзитные потоки будут 
равны 

, ,s s WT W J Wc= − = −  для  1 ,s f< ≤    (1.169) 
, ,s s PT P J Pc= =  для  .f s N< ≤    (1.170) 

Используя определение для полного коэффициента разделения и 
транзитных потоков, можно составить две рекуррентные формулы 
для определения концентраций  

( ) : , 1, ,
1 ( 1)

s
s

s

qcI c s N
q c

′′′ = =
′′+ −

     (1.171) 

1
1( ) : , 2, .s s s

s s
s

J T cII c c s N
L

−
−

′−′′ ′= − =
′′

    (1.172) 

Формула (1.171) отражает изменение состава разделяемой смеси 
в ступени в результате эффекта разделения. Вторая рекуррентная 
формула с транзитными потоками составлена, исходя из балансо-
вых соотношений в сечениях каскада. Она позволяет связать кон-
центрации обогащенной фракции предыдущей ступени с концен-
трацией обедненной фракции следующей ступени. 

Для расчета каскада достаточно задать 5N +  параметров: четы-
ре внешних: , , ,F P WP c c c  и 1N +  внутренних: 
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2 3, , , , ... , NN f L L L′′ ′′ ′′ . Тогда, определив W  и F  по формулам 
(1.77), (1.78) и вычислив транзитные потоки, можно найти 1L′′  и 1C′′  
из граничных условий для каскада в целом. Затем, используя ре-
куррентные соотношения (1.171) – (1.172), можно найти концен-
трации обогащенной и обедненной фракций всех ступеней, начиная 
с первой. Процедура расчета завершается определением концен-
трации обогащенной фракции последней ступени Nc′ . После этого 
необходимо проверить граничное условие N Pc c′ = . Если оно удов-
летворяется, это означает, что все параметры были заданы пра-
вильно, и можно перейти к поиску других интересующих парамет-
ров каскада. В противном случае надо изменить один из заданных 
параметров и повторить описанную выше процедуру. 

Задачу оптимизации сформулируем как определение внутрен-
них параметров каскада, минимизирующих сумму потоков питания 
ступеней при выбранных внешних параметрах (см. формулу 1.99).  

Оптимизация параметров каскада может быть проведена как 
численными, так и численно-аналитическими методами. Приведем 
численно-аналитический метод, предложенный в работе [17]. Зада-
ча оптимизации по критерию (1.99) ищется на множестве допусти-
мых значений 2 3, , , ,..., NN f L L L′′ ′′ ′′ , удовлетворяющих условию 

2 3( , , , , ..., ) ,N N Pc N f L L L cΛ′ ′′ ′′ ′′= =     (1.173) 
где функция Λ  отражает процедуру расчета концентраций по фор-
мулам (1.171) и (1.172). 

Оптимальные значения N  и f  ищут перебором. В случае оди-
наковых полных коэффициентов разделения на ступенях каскада 
количество вариантов перебора N  и f  можно уменьшить, вычис-
лив их приближенные значения по формулам идеального каскада с 
симметричными ступенями. При фиксированных значениях N  и 
f  транзитные потоки в каскаде определяются заданными значе-
ниями внешних параметров. 

Функцию Λ  записывают в явном виде, используя подстановку в 
первое рекуррентное соотношение (1.171) параметров q  и NC′′ , вы-

раженных через NL′′  и 
1NC −′  из второго рекуррентного соотношения 
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при s N= . Аналогично можно представить 
1NC −′  и концентрации 

всех предыдущих ступеней. 
Считая, что поток 2L′′  является неявной функцией 

3 4, , ..., NL L L′′ ′′ ′′ , запишем условия экстремума ψ  в виде: 

20 1 0, 3,...,
s s

L s N
L L
Ψ ′′∂∂ = → + = =
′′ ′′∂ ∂

.   (1.174) 

Используя правило дифференцирования неявных функций 
"
2

" ""
2ss

L
L LL
Λ Λ∂ ∂ ∂= −

∂ ∂∂
, из уравнения (1.174) получаем 

2 1

, 3,...,
s s s

s N
L L L L
Λ Λ Λ Λ

−

∂ ∂ ∂ ∂= → = =
′′ ′′ ′′ ′′∂ ∂ ∂ ∂

,.   (1.175) 

Для значений s N<  производная "
sL

Λ∂
∂

 в явном виде запишется: 

[ ] [ ] 21 1 1 1
N N

s s N sN

qc cq
L L q c Lq c
Λ ⎧ ⎫′′ ′′∂∂ ∂ ⎪ ⎪= =⎨ ⎬′′ ′′ ′′ ′′∂ ∂ + − ∂′′⎪ ⎪ ⎡ ⎤+ −⎩ ⎭ ⎣ ⎦

. (1.176) 

Введем обозначение 
[ ] 2 , ,

1 1
j

j

q j s N
q c

χ = =
′′⎡ ⎤+ −⎣ ⎦

. Исполь-

зуя второе рекуррентное соотношение из (1.172), выразим произ-
водную jc′′  

1 1 11N N N N N

s N s N s

c T c L c
L L L L L

− − −⎡ ⎤′′ ′ ′ ′∂ ∂ ∂= + =⎢ ⎥′′ ′′ ′′ ′′ ′′∂ ∂ ∂⎣ ⎦
.    (1.177) 

Раскрывая аналогичным способом производную 1N sc L−′ ′′∂ ∂  и 
повторяя эту процедуру до ступени с номером s , находим 

1

1

N
j s

j
j ss j s

L c
L L L
Λ χ −

= +

′ ′∂∂ =
′′ ′′ ′′∂ ∂∏ , где 

[ ]
1

2
s s s s

s
s s

c J T c
L L

χ −′ ′∂ −=
′′∂ ′′

. (1.178) 

Производную 1sLΛ −′′∂ ∂  можно записать аналогичным образом, 
если заменить индекс s  на 1s − . Бóльшая часть множителей в 
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производных sLΛ ′′∂ ∂  и 1sLΛ −′′∂ ∂  совпадает. Поэтому после под-

становки производных sLΛ ′′∂ ∂  и 1sLΛ −′′∂ ∂ в (1.175) эти множите-
ли сокращаются. В результате получаем систему квадратных урав-
нений относительно потоков sL′′ : 

" 2 2
1 1( ) ( ) 0, 3, ...s s s s sL T L L s Nϕ − −′′ ′′− − = = ,   (1.179) 

где  
1 1 1

1
( 1) 1 2 1 1

(1 )
(1 )

s s s s s
s

s s s s s

J T c c c
J T c c c

ϕ − − −
−

− − − − −

′ ′′ ′′− −=
′ ′ ′− −

.   (1.180) 

Концентрации 1 2 1, ,s s sc c c− − −′ ′ ′′  в уравнении (1.180) находят по 

вычисленным величинам 2 3 1, ,..., sL L L −′′ ′′ ′′ . Поэтому задача опти-

мизации сводится к численному перебору 2L′′  и нахождению пото-
ков по формуле 

2
2

1 1( )
2 2
s s

s s s
T TL Lϕ − −

⎛ ⎞′′ ′′= + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

.              (1.181) 

Решение считается найденным, если выбор 2L′′  обеспечивает 
выполнение условия (1.173). Можно показать, что зависимости sL′′  

от 1sL −′′  и, как следствие, Nc′  от 2L′′  являются возрастающими 

функциями. Отсюда следует считать единственность значения 2L′′ , 
удовлетворяющего уравнению (1.173), и возможность его опреде-
ления одним из обычных численных методов. 

Описанный метод оптимизации может быть распространен на 
случай, когда полный коэффициент разделения является заданной 
функцией номера ступени каскада.  

Как было сказано выше, оптимизацию параметров каскада мож-
но проводить с использованием различных численных методов оп-
тимизации. В качестве такого метода можно использовать сим-
плексный метод, основная идея которого заключается в последова-
тельной замене вершин регулярного многогранника (симплекса) 
пространства n независимых переменных таким образом, чтобы 
получить наибольшее уменьшение (или увеличение) значения оп-
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тимизируемой функции [16]. Одним из вариантов симплексного 
метода является метод деформируемого многогранника. В этом 
методе симплекс задан не жестко, а может подстраиваться под то-
пографию целевой функции, деформироваться, сжимаясь в окрест-
ности оптимума и растягиваясь вдоль оврагов [21]. Этот метод по-
зволяет без введения каких-либо приближений и допущений найти 
оптимальные параметры каскада с использованием общих конечно-
разностных уравнений. При этом для поиска оптимальных пара-
метров каскада методом деформируемого многогранника путем 
минимизации суммарного потока каскада в качестве начального 
приближения могут быть выбраны параметры идеального каскада. 

Расчеты показывают, что при фиксированных внешних пара-
метрах, определенных по идеальному каскаду с симметричными 
условиями работы ступеней ( β=α ), и одинаковых внутренних 
параметрах N  и f  идеальный каскад с симметричными ступеня-
ми и оптимальный каскад идентичны [16] для значений q , несиль-
но отличающихся от единицы. Другая картина имеет место, если в 
расчете параметров оптимального каскада получаются меньшие 
наилучшие значения  N  и f , чем для идеального каскада [22]. В 
этом случае коэффициенты разделения ступеней q>>1 и степень 
разделения каскада Q>>1. Суммарный поток такого оптимального 
каскада меньше, чем идеального каскада с симметричными ступе-
нями, а изменение параметров α  и β  по каскаду соответствует 
формуле (1.67). Таким образом, при высокой степени разделения 
каскада и больших коэффициентах разделения ступеней идеальный 
каскад с симметричными степенями не обладает свойством опти-
мальности.  

Данный случай работы разделительного каскада соответствует 
очистке ценного компонента от примесей и получению высококон-
центрированных изотопов. Для производства низкообогащенного 
урана (cP<<1) получаемые при оптимизации значения N  и f  для 
оптимального каскада не отличаются от идеального с симметрич-
ными ступенями. Поэтому такой идеальный каскад можно считать 
оптимальным. Однако его нельзя построить для любых заданных 
значений cP и cW . В этом случае можно рассчитать соответствую-
щий идеальный каскад с несимметричной работой ступеней. Как 
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показывает сравнение с аналогичным оптимальным каскадом, их 
параметры существенно отличаются даже при одинаковых N  и f .  

В табл. 1.3 приведены значения параметров оптимального кас-
када для разделения изотопов урана, рассчитанных для тех же ис-
ходных данных, что и для идеального каскада из несимметричных 
ступеней. 

 
Таблица 1.3 

Параметры ступеней оптимального каскада [16] 

Номер 
ступени 

Ls/P 
sθ  sc  sc′ ,% sc′′ ,% /sU Pδ  /s sU Lδ ⋅ 

⋅102 

1 19,74 0,300 0,52 0,71 0,44 0,4775 2,42 

2 33,09 0,404 0,65 0,83 0,52 0,8868 2,68 

3* 44,87 0,395 0,78 1,01 0,63 1,1967 2,67 

4 29,97 0,443 1,01 1,28 0,81 0,8131 2,71 

5 21,99 0,442 1,29 1,62 1,02 0,5966 2,71 

6 15,64 0,442 1,64 2,06 1,30 0,4242 2,71 

7 10,55 0,440 2,09 2,63 1,67 0,2860 2,71 

8 6,41 0,432 2,68 3,38 2,15 0,1735 2,71 

9 2,77 0,361 3,38 4,40 2,80 0,0721 2,65 

    *Точка подачи внешнего питания. 
 
Относительный суммарный поток оптимального каскада равен 

/s
s

L P∑ =185,03, сумма относительных разделительных способно-

стей (мощностей) всех ступеней каскада /s
s

U Pδ∑ =4,926, что не 

намного больше, чем в случае идеального каскада. Однако среднее 
значение удельной разделительной способности 
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( ) SS LUU δδ =опт0  ступени составляет 2,65⋅10-2, что заметно 
больше, чем в идеальном каскаде. 

Как видно из данных, представленных в табл. 1.3, оптимальный 
каскад является смешивающим. Потери от смешивания оценим пу-
тем сравнения разделительной способности идеального каскада, 
которая может быть рассчитана как сумма разделительных способ-
ностей всех его ступеней ( )∑

S
SU идδ  или по формуле (1.128) через 

разделительный потенциал, с суммой относительных разделитель-
ных способностей ступеней оптимального каскада. Критерием 

сравнения служит величина ( ) ( ) %100оптид ⋅⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛= ∑∑
S

S
S

S UU δδη , 

которая в рассматриваемом случае равна 97,3%. Это означает, что 
потери работы от смешивания в оптимальном каскаде составляют 
2,7%. При этом суммарный поток в идеальном каскаде более, чем 
на 60% превосходит поток в оптимальном каскаде. Этот факт объ-
ясняется двумя причинами. Во-первых, в оптимальном каскаде 
удельная разделительная способность /s sU Lδ  и коэффициент де-
ления потока sθ  от ступени к ступени меняются значительно сла-
бее, чем в соответствующем идеальном каскаде из несимметрич-
ных ступеней. При этом, как нетрудно убедиться, коэффициент де-
ления потока на ступенях идеального каскада принимает значения, 
близкие к тем, которые реализуются в идеальном каскаде из сим-
метричных элементов (см. табл. 1.1). Это означает, что оптимиза-
ция потоков Ls (за исключением крайних ступеней) обеспечивается 
примерно теми же значениями параметров , ,θ α β , что и в идеаль-
ном каскаде из симметричных элементов. Однако при этом опти-
мальный каскад в отличие от идеального может быть рассчитан на 
любые заданные концентрации Pc  и Wc . Во-вторых, ступени в оп-
тимальном каскаде по сравнению с идеальным каскадом из несим-
метричных ступеней имеют более высокую удельную разделитель-
ную способность. Положительный эффект за счет этого не только 
компенсирует потери на смешивание, но и обеспечивает «выиг-
рыш» в суммарном потоке. Убедимся в этом, проделав несложные 
вычисления.  
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Суммарный поток идеального каскада можно оценить через 
разделительную способность каскада, вычисляемую по формуле 

( )∑≡−+=Δ
S

SFWP UcFVcWVcPVU ид)()()( δ , 

отнесенную к среднему значению (по ступеням каскада) удельной 

разделительной способности ( )ид0Uδ , т.е. ( )ид0

*

U
UL

S
S δ

Δ=∑ . 

Аналогично можно вычислить суммарный поток смешивающего 

каскада ( )опт0U
UL

S
S δη

Δ=∑ . Отсюда следует, что отношение сум-

марных потоков в идеальном и оптимальном каскадах будет равно 

( )
( )ид0

опт0

*

U
U

L

L

S
S

S
S

δ
δ

η=
∑
∑

. 

Величина параметра η  в рассматриваемом случае равна 0,973, а 
отношение средних удельных разделительных способностей в оп-
тимальном и идеальном каскадах составляет 1,667. Это и приводит 
к тому, что в идеальном каскаде величина суммарного потока 
больше, чем в оптимальном каскаде на 60%.  

Отличие параметров крайних ступеней оптимального каскада от 
параметров остальных ступеней связано с необходимостью выпол-
нения граничных условий 1 Wc c′′ =  и N Pc c′ = . 

1.8. Идеальный каскад с потерями [1] 

Химическая стойкость является одним из главных требований, 
предъявляемых к рабочему веществу, в состав которого входят 
разделяемые изотопы. Вместе с тем многие рабочие газы подвер-
жены частичному разложению в процессе разделения. Например, 
при разделении изотопов урана рабочий газ UF6 разлагается при 
взаимодействии с парами воды, которые попадают в разделитель-
ный аппарат вместе с натекающим воздухом с образованием твер-
дых соединений урана. При разделении изотопов других химиче-
ских элементов может происходить термическое разложение рабо-
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чего вещества, локализованное в местах с повышенной температу-
рой (например, на ударной волне при сверхзвуковом обтекании 
устройств для отбора обогащённой и обеднённой фракций из газо-
вой центрифуги), как это имеет место при разделении изотопов 
кадмия в виде диметила кадмия Cd(CH3)2 [23-25]. 

Теория идеального каскада с потерями, в случае «слабого обо-
гащения», разработанная К.Коэном [1], позволяет оценить вызы-
ваемое этими потерями увеличение суммарного потока в раздели-
тельной установке. 

Как правило, потери пропорциональны производительностям 
ступеней каскада и могут быть представлены в виде произведения 

syL , где y  – коэффициент пропорциональности, который обычно 
принимают постоянным для всех ступеней каскада, причем 1<<y . 

 
Рис. 1.12. Схема разделительной ступени каскада при наличии потерь рабочего 

вещества. "
,

'
,, ,, sisisi GGG -потоки i -го компонента ( 2,1=i ) на входе, в обога-

щенной и обедненной фракциях соответственно 
 

Если коэффициенты разделения βα ,  и βα ⋅=q  постоянны, не-
трудно убедиться, что при этом для потоков первого и второго 
компонентов должны выполняться следующие соотношения: 
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,1
'
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'
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s

s

s

GG
GG

G
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G
G

+

+
== αα     (1.182) 

С другой стороны в идеальном каскаде, состоящем из симмет-

ричных ступеней ( q== βα ), 
' " "

2
' " "1 1 1

s s s

s s s

c c cq
c c c

α= =
− − −

 и, сле-

довательно, в соответствии с определениями ,i sG′  и ,i sG′′  (i=1,2) 
имеем 

"
,2

"
,12

'
,2

'
,1

s

s

s

s

G
G

G
G

α=      (1.183) 

Комбинируя (1.182) и (1.183), получаем связь 
"
,1

'
,1 ss GG α=       (1.184) 

Уравнение баланса для потоков ценного изотопа на входе в s -
ую ступень симметричного каскада с учетом потерь и очевидного 
соотношения 

"
,1

'
,1,1 sss GGG +=      (1.185) 

имеет вид 
' " ' " ' "
1, 1, 1, 1 1, 1 1, 1,(s s s s s sG G G G y G G− ++ = + − + ).  (1.186) 

Подстановка соотношения (1.184) в равенство (1.186) приводит 
к следующему уравнению: 

' ' '
1, 1 1, 1, 1( 1)(1 ) 0s s sG y G Gα α+ −− + + + =   (1.187) 

Решение полученного разностного уравнения 2-го порядка с 
постоянными коэффициентами относительно функции 1,sG′  ищут 
в виде [26] 

ss
s BAG 21

'
,1 ωω += ,     (1.188) 

где 1ω  и 2ω  являются корнями характеристического (квадратного) 
уравнения 

0)1)(1(2 =+++− αωαω y ,   (1.189) 
и имеют вид 
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2
)2()1()1(

2
)1)(1()(

222

1
yyy +++−

+++=
ααααω ,       (1.190) 

2
)2()1()1(

2
)1)(1()(

222

2
yyy +++−

−++=
ααααω .      (1.191) 

Для определения констант A  и B  в решении (1.188) могут 
быть использованы граничные условия: 

1 1'
1, 1 1 21, 0 P Ps s

P ss s G A Bω ω+ +
+= + = = +     (1.192) 

'
1, 1 2, P Ps s

P s Ps s G Pc A Bω ω= = = + ,     (1.193) 

где ps  – номер ступени, из которой берется отбор. 
Разрешая систему (1.192) – (1.193) относительно A  и B  и под-

ставляя их значения в (1.188), получают выражение для '
,1 sG : 

[ ]2' 1
1,

1 2

2 1

( )[ ( )]
( ) ( )1 1
( ) ( )

PP
s ss s

s PG P c
ω αω α

ω α ω α
ω α ω α

−−
⎧ ⎫
⎪ ⎪⎪ ⎪= +⎨ ⎬
⎪ ⎪− −
⎪ ⎪⎩ ⎭

.   (1.194) 

Из (1.182) и (1.183) получаем, что  
"
,2

'
,2

1
ss GG

α
= ,       (1.195) 

и, следовательно, разностное уравнение для нахождения потока 
'
,2 sG  может быть представлено в виде: 

01)1)(11( '
,1

'
,2

'
1,2 =+++−+ sss GGyG

αα
   (1.196) 

Решение уравнения (1.196) имеет вид, аналогичный (1.194) с за-

меной величины α  на 
α
1

 в соотношениях (1.190) и (1.191) и вели-

чины Pc  на Pc−1 . В результате имеем 
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1 2
'
2,

1 2

2 1

1 1

(1 )
1 1

1 1
1 1

P Ps s s s

s PG P c
ω ω

α α

ω ω
α α

ω ω
α α

− −

⎧ ⎫
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎪⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ ⎪⎪ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦= − +⎨ ⎬

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎪⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠− −⎪ ⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎪⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭

.  (1.197) 

Учитывая очевидные соотношения 

1 1 2 1

1 2 1 2

1 1 1 1( ), ( ),

1 1 1( ) ( ) , ,

ω ω α ω ω α
α α α α

ω α ω α α ω ω
α α α

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⋅ = ⋅ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

   (1.198) 

представим ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
α

ωαωαω 1),(),( 121  и ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
α

ω 1
2  в следующем виде: 

1 1

2 2

1( ) (1 ), 1 ,

1 1 1( ) , ,
1 (1 )

ω α α Δ ω Δ
α

ω α ω
Δ α α Δ

⎛ ⎞= + = +⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞= =⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

    (1.199) 

где  

( ) ( ) ( ) 1)2(11111
2
1 222 −⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ +++−+++=Δ yyy αα

αα
α

.  (1.200) 

Рассмотрим пример расчёта идеального каскада с потерями без 
обеднительной секции. Определим, что на вход в нулевой ступени 
подаётся поток с относительной концентрацией ценного изотопа 

0R . Тогда для произвольной ступени с номером s  будут выпол-
няться следующие соотношения: 

0RR s
s α=       (1.201) 
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и              0
1 RR Ps

P ⋅= +α          (1.202) 
Поток на входе в произвольную s -ую ступень получим сумми-

рованием всех входных потоков компонентов 

)11()1( '
,2

'
,1

"
,2

'
,2

"
,1

'
,1,2,10

*

α
α +++=

=+++=+=
≠

ss

ssssssys

GG

GGGGGGL
.     (1.203) 

Подставляя в (1.203) значения '
,1 sG  (1.194) и '

,2 sG  (1.197) с уче-
том (1.199), (1.200), (1.201) и (1.202), после алгебраических преоб-
разований получим выражение для потока на s-й ступени каскада: 

( ){ 2 1*
20

2 1

0

1
2

2

( 1) 1 (1 )
(1 ) 1

1 (1 ) (1 )

( 1)(1 ) ( 1 ) ln(1 ) .
[ (1 ) 1]

P P P

P P P P

P

s s s s s sP
s y

s s s s s s

s s
P

P
s

PcL

R

Pc sh s s
c

α Δ α Δ
α Δ

α Δ α Δ

α Δ α Δ π
α Δ

− + − − −

≠

− − + − −

− −

+= + − + +
+ −

⎫
⎡ ⎤+ + − + =⎬⎣ ⎦

⎭
+ += + − ⋅ +

+ −

       (1.204) 

Суммируя (1.204) по всем ступеням идеального каскада, имеем 
1

* 2
2

0 0

( 1) ( 1) 3

0

( 1) (1 ) 1 1(1 )
(1 ) 1 (1 )

1 (1 ) (1 ) 1 .
(1 ) 1

P P

P

P P P

s s s
P

s s
s Py

s s s

PcL
R

R

α Δ Δ
α Δ Δ Δ

α Δ Δ α
α Δ

= +

= ≠

− + − + +

⎡ ⎤⎧+ + −= + − +⎨ ⎢ ⎥+ − +⎩ ⎣ ⎦

⎫⎡ ⎤− + + ⎪+ − ⎬⎢ ⎥+ − ⎪⎣ ⎦⎭

∑
(1.205) 

В выражении для суммарного потока в каскаде (1.205) учтено, 
что 0RR s

s α=  и 0
1RR Ps

P
+= α . Если устремить потери к нулю 

( )0,0( →Δ→y , то соотношения (1.204) и (1.205) переходят в 
соответствующие формулы для идеального каскада без потерь. 

Полученные без ограничений на величину коэффициента разде-
ления выражения (1.183) и (1.184) упрощаются в случае слабого 
обогащения на ступенях каскада. Учитывая, что '1 εα += , причем 

1'<<ε , соотношение (1.200) может быть преобразовано к виду 
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2'
81

2
'

2
'

ε
εε y++−=Δ .     (1.206) 

Если ввести обозначение 2

1 1 81
' 2 2 '

yΔδ
ε ε

= = − + + , то форму-

лы (1.204) и (1.205) также приобретут простой вид: 
' ( )* 2

0

4 ' ( )(1 2 )
2'(1 2 )

Ps sP
s Py

PcL e sh s s
ε ε δ

ε δ
−

≠
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 (1.207) 
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δ ε δε
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∑
  (1.208) 

Для компенсации потерь рабочего вещества в разделительных 
ступенях необходимо увеличить суммарный поток в каскаде. Вы-
ражение (1.207) позволяет оценить, во сколько раз следует увели-
чить поток на входе в s -ую ступень идеального каскада при нали-
чии потерь: 
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   (1.209) 

Величина 
*

*

( )
(0)

s

s

L
L

δ
 является функцией параметра δ , который в 

свою очередь зависит от отношения 
L

yLy
22 '' εε

= , определяющего 

отношение потерь к разделительной способности ступени.  
Анализ выражения (1.209) свидетельствует о том, что наиболь-

шие потери имеют место в головных ступенях каскада. 
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Зависимость относительного изменения суммарного потока от 

величины 2'ε
y

 представлена на рис. 1.13. Видно, что при величине 

потерь 025,0=y  относительное возрастание суммарного потока 
составляет примерно 15%. 

Величина концентрации ценного изотопа в потоке отбора при 
фиксированном значении относительного увеличения суммарного 
потока оказывается весьма чувствительной к изменению величи-

ны 2'ε
y

, что наглядно демонстрирует зависимость, приведенная на 

рис. 1.14. 

 
Рис. 1.13. Зависимость относительно-

го изменения суммарного потока в иде-
альном каскаде от величины 

2'εy . %,90=Pc  y  – доля потока sL , 
теряемая в ступени [1] 

 
Рис. 1.14. Зависимость концен-

трации в отборе идеального каскада 
от величины 2'εy  при фиксирован-
ном значении относительного увели-
чения суммарного потока, равном 
20% [1] 
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1.9. Прямоугольно-секционированные (ПСК) и прямоугольные  
 каскады (ПК) для разделения бинарных смесей [4, 5, 7] 

1.9.1. ПСК и ПК в случае «слабого обогащения» 

Очевидно, что осуществить непрерывное изменение потока по 
мере увеличения концентрации, как это должно происходить в иде-
альном каскаде, практически невозможно. Поэтому это изменение 
осуществляют ступенчато, вследствие чего каскад, аппроксими-
рующий идеальный, представляет собой определенное число сек-
ций, в каждой из которых поток постоянен, но отличается от пото-
ка в другой секции (рис. 1.15).  

 
Рис. 1.15. Распределение потока в идеальном каскаде и его аппроксимация 

прямоугольно-секционированным каскадом из 6-ти секций 
 
Каждая секция представляет собой участок из определенного 

числа ступеней, через каждую из которых проходит один и тот же 
поток разделяемой смеси. Такой каскад называют прямоугольно-
секционированным каскадом (ПСК). 

Как же осуществляют изменение потока между отдельными 
секциями ПСК? 

В точках соединения двух прямоугольных секций их стыковка 
осуществляется следующим образом (рис. 1.16). 

L 

c 

P,cp F,cF W,cw 
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Рис. 1.16. Схема двух соседних секций в обогатительной части прямоугольно-

секционированного каскада 
 
Обогащенный поток '

1−iL , выходящий из последней ступени 

1−i -й секции делится на две части: одна часть '
iL  поступает на 

питание первой ступени i -ой секции, а вторая часть '
1−iL - '

iL  сме-

шивается с обедненным потокам "
iL  секции i  и возвращается на 

вход последней ступени 1−i -й секции (
2

"' i
ii

LLL == ). 

В классической монографии К.Коэна [1] доказана теорема: при 
отклонении потока реального каскада L  от идеального (оптималь-
ного) *L  на величину *eL , * *L L eL− = , отклонение интегрального 

потока I  по каскаду от суммарного потока идеального каскада *I  
пропорционально 2 *e I  и  

 * 2 *I I e I− ≤ .      (1.210) 
Из этого следует, что даже при больших отклонениях потоков от 

потоков в идеальном каскаде, например, 0,2e = , результирующее 
отклонение суммарного потока I от *I  составит всего несколько 
процентов: 2 20, 2 0,04e = = , т.е. 4%. Поэтому сумма потоков в 
ПСК, аппроксимирующая соответствующую часть идеального кас-
када, незначительно отличается от суммарного потока в идеальном 
каскаде. Последнее обстоятельство позволяет строить ПСК, близ-
кие по свойствам к идеальным. 
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Величина суммарного потока ПСК jj SL∑  будет больше суммы 
потоков соответствующего идеального каскада. Мерой проигрыша 
служит коэффициент полезного действия формы – отношение сум-
марного потока идеального каскада к суммарному потоку ПСК [7]: 

∑∑∑
∑ ===

j
j

WFP

jj

WFP

jj S
L

cccФP
SL

cccФP
SL

L

8

).,(),,(8
22

*

εε
η , (1.211) 

где jS  – число ступеней в j-й секции. 
Из (1.211) видно, что КПД формы равен также отношению рабо-

ты разделения, которую каскад совершает в единицу времени (на-
грузки) к сумме разделительных способностей ступеней, т.е. харак-
теризует использование разделительной способности каскада. Если 
считать, что все ступени компонуются из одинаковых элементов, 
то (1.211) можно переписать в виде 

Э

),,(
UZ

cccФP WFP

δ
η = ,     (1.212) 

где Z  – суммарное число элементов в каскаде, ЭUδ  – раздели-
тельная способность элемента, и 

Э

),,(
U

cccФP
Z WFP

ηδ
=      (1.213) 

Из (1.213) непосредственно следует, что разделительная способ-
ность элемента при заданных внешних условиях (величинах внеш-
них потоков и концентраций) и КПД формы определяет полное 
число элементов в каскаде, а значит, общие затраты на производст-
во изотопного продукта. Тем самым разделительная способность 
является важнейшей характеристикой элемента. 

Связь между внешними и внутренними параметрами произволь-
ной i -й секции ПСК можно найти, используя уравнение (1.85) при 

constiL L= = . 

0

11 ln ,2 1(1 ) ( )

i ik ik

iн iн

S c c
i

i
i ic c

P
i

XdcdcS ds dc P Xc c c cds L
εΔΨε

+= = = =
−− − −

∫ ∫ ∫ (1.214) 
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где iS  – число ступеней в i -й секции, iнc  – концентрация ценного 
изотопа в начале секции, ikc  – концентрация ценного изотопа в 
конце секции; 

( )
(1 )( ) 2 2

ik ií i
i

i ií ik ií ik i P

c cX
c c c c c

ΔΨ
Ψ Ψ

−=
+ + − −

; 

212 ]4)1[( Piii cΨ−Ψ+=ΔΨ ; 
2

i
i

P
L

Ψ
ε

= . 

В области малых концентраций ( 1,1 <<<< Pcc ) решение будет 
иметь более простой вид 

Piiнi

Piiki

i
i cc

cc
S

Ψ−Ψ+
Ψ−Ψ+

Ψ+
=

)1(
)1(

ln
)1(

1
ε

.   (1.215) 

Формулы (1.214) и (1.215) справедливы и для секцией, располо-
женных в отвальной части каскада, если произвести в них следую-
щие замены: 

WP ccWP →−→ ,                       (1.216) 
Частным случаем ПСК является прямоугольный каскад (ПК). 

Прямоугольным называется каскад с постоянной производительно-
стью L  на всех ступенях каскада. Если обозначать через PS  и WS  
числа ступней в отборной и отвальной частях ПК, то решение 
уравнений (1.214) и (1.215) может быть представлено в виде:  

X
XSi −

+
ΔΨ

=
1
1ln1

ε
     (1.217) 

где для отборной части каскада( Pi SS = ) 

PFPFP

FP

ccccc
ccX

Ψ−−+Ψ+
ΔΨ−

=
22))(1(

)(
, 

 
]4)1[( 2

PcΨ−Ψ+=ΔΨ , 

L
P

ε
2=Ψ , 
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а для отвальной части ( Wi SS = ) 

WFWFW

WF

ccccc
cc

X
Ψ−−+Ψ+

ΔΨ−
=

22))(1(
)(

 

L
W

ε
2=Ψ  

 

В случае очень «короткого» ПК, когда 1<<−

F

FP

c
cc

 и 

1<<−

F

WF

c
cc

, можно считать, что (1 ) const (1 )F Fc c c c− ≈ = −  и 

решения уравнений (1.217) принимает вид: 

)(2)1(

)1(

FPFF

FF
P

cc
L
Pcc

ccS
−−−

−=

ε

,                    (1.218) 

)(2)1(

)1(

WFFF

FF
W

cc
L

Wcc

ccS
−−−

−=

ε

.                  (1.219) 

1.9.2. Противоточная ступень. Представление разделительной  
  колонны как прямоугольного каскада из противоточных   
  ступеней 

Противоточной разделительной ступенью назовем разделитель-
ную ячейку, в которую встречно подают два потока питания 1L  и 

2L , и из которой выводят два потока – обогащенный 1L′  и обед-
ненный 2L′′ , причем концентрации ценного компонента в выходя-
щих потоках c′  и c′′  связаны соотношением 

/
1 1 t

c c q
c c
′ ′′

=
′ ′′− −

,      (1.220) 

где qt – «первичный» (термодинамический) коэффициент разделе-
ния. 
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Например, в случае дистилляции покидающие ступень пары 
равновесны стекающей из этой ступени жидкости так что концен-
трации в этих потоках связаны соотношением (1.220). При этом 
величина qt показывает, во сколько раз относительная концентра-
ция ценного изотопа в одной фазе превышает эту концентрацию в 
другой фазе, при условии, 
что фазы приведены в сопри-
косновение и находятся в 
состоянии термодинамиче-
ского равновесия. 

Любая разделительная ко-
лонна может быть схемати-
чески представлена рядом 
противоточных ступеней 
(рис. 1.17). Такую ступень 
обычно называют «теорети-
ческой», а длину участка ко-
лонны, на которой относи-
тельная концентрация ценно-
го изотопа возрастает в qt  раз 
принято называть «высотой 
эквивалентной теоретической 
ступени» или сокращенно 
ВЭТС. 

 
Как правило, в разделительных колоннах поперечный (радиаль-

ный) поток вещества отсутствует, так что для всех ступеней вы-
полняется соотношение 

Рис. 1.17. Разделительная колонна 
как последовательность противо-
точных разделительных ступеней. 
ВЭТС – высота эквивалентной 
теоретической ступени, на кото-
рой концентрация ценного ком-
понента увеличивается в qt раз 
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1 1L L′=  и 2 2L L′′= .      (1.221) 
Покажем, что при сделанных предположениях противоточная 

колонна представляет собой прямоугольный каскад, теория которо-
го рассмотрена в разделе 1.9.1. Введем обозначения 

1 2L L L= + ,      (1.222) 

1 2, 1L L
L L

θ θ= − =      (1.223) 

и понятие средней концентрации sc  на входе в s-ую ступень 

1 1 2 2s s sLc L c L c= + ,     (1.224) 
где 1 2,s sc c  – концентрации ценного изотопа на входе в s-ую сту-
пень. 

С учетом выражения (1.223) кон-
центрацию sc  можно переписать в ви-
де 

1 2(1 )s s sc c cθ θ= + − .  (1.225) 
Уравнения материального и компо-

нентного баланса для произвольной s-й 
ступени (рис. 1.18) в обогатительной 
части колонны (каскада из противоточ-
ных ступеней), работающей в стацио-
нарном режиме, запишутся в виде 

1 2L L P− = ,    (1.226) 

1 2 1 1 2 2s s s s PL c L c L c L c Pc′ ′′− = − = ,(1.227) 
где sc′  и sc′′   – концентрации ценного 
изотопа в выходящих из s-й ступени 
потоках; 

P – поток отбора из колонны; 
cP  – концентрация ценного изотопа 

в потоке отбора. 
С учетом (1.223) соотношение 

(1.226) можно переписать в виде 

(1 ) P
L

θ θ− − = .  (1.228) 

Рис. 1.18. Схема соединения 
противоточных ступеней в 
колонне («внутреннее каска-
дирование») 
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Откуда следует, что 
1 1
2

P
L

θ ⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

.      (1.229) 

Аналогично, соотношение (1.227) может быть записано как 

2 1(1 ) (1 )s s s s P
Pc c c c c
L

θ θ θ θ′ ′′− − = − − =  .   (1.230) 

Используя понятие средней концентрации (1.225) и обозначение 
для приращения концентрации ценного компонента на s-й ступени 

1s s sc cδ ′= − , преобразуем выражение (1.230) к виду 

12 P
s s s

Pcc c
L

θδ θ+ = + .    (1.231) 

Используя определение коэффициента разделения qt (1.220), 
можно найти разность концентраций ценного изотопа в потоках, 
выходящих из ступени 

( 1) (1 )
1 ( 1) 1 ( 1)

t s t s s
s s s

t s t s

q c q c cc c c
q c q c

′′ ′′ ′′− −′ ′′ ′′− = − =
′′ ′′+ − + −

.   (1.232) 

Комбинируя выражения (1.232) с уравнением баланса (1.230) и 
учитывая, что 1s s sc c δ′ = + , получаем 

[ ]1
(1 )( 1) (1 )1

1 2 (1 2 ) 1 ( 1) (1 2 )
t s s P

s s
t s

q c c Pcc
q c L

θθ δ
θ θ θ

′′ ′′− − −−= + −
′′− − + − −

. (1.233) 

Подставляя (1.233) в (1.231) с учетом (1.229), после несложных 
алгебраических преобразований находим 

( 1) (1 ) 2 ( )1
1 ( 1) 1

t s s P s
s

t s

q c c P c cP
PL q c L
L

δ
′′ ′′− − −⎛ ⎞= − −⎜ ⎟ ′′+ − ⎛ ⎞⎝ ⎠ +⎜ ⎟

⎝ ⎠

.  (1.234) 

Для случая слабого обогащения на ступени должны выполнять-
ся следующие условия: 

1 1, (1 ) (1 ) (1 ), 1t t s s s s s s
Pq c c c c c c
L

ε ′′ ′′ ′ ′− = << − ≈ − ≈ − << . 

Учитывая также, что число теоретических ступеней в колонне для 
получения высококонцентрированного изотопа велико, прираще-
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ние концентрации ценного компонента на одной ступени sδ  можно 

заменить производной 
dc
ds

, а уравнение (1.234) переписать в виде 

( )2(1 )t P
dc Pc c c c
ds L

ε= − − − ,    (1.235) 

где концентрация ( )c c s=  является непрерывной функцией номера 

теоретической ступени s, а 1 22
L L L= = . 

Уравнение (1.235) совпадает с уравнением (1.85) при L=const, 
т.е. с уравнением прямоугольного каскада. Таким образом, матема-
тическое описание процесса разделения в установке с «внутрен-
ним» каскадированием (т.е. в противоточной колонне) совпадает с 
описанием процесса разделения в прямоугольном каскаде из одно-
фазных дискретных ступеней. 

Если через h обозначить величину ВЭТС – высоту, эквивалент-
ную теоретической ступени, через z продольную координату в еди-
ницах длины ( )1ds h dz−=  и считать, что величина h от z не зави-
сит, то уравнение (1.235) примет вид 

2(1 ) ( )t P
dc Ph c c c c
dz L

ε= − − − .   (1.236) 

Величину h для каждого метода разделения изотопов находят, 
решая задачу конвективной диффузии в противоточной колонне 
[7]. Анализ показывает, что ВЭТС определяется гидродинамиче-
ским режимом течения в колонне, физико-химическими свойства-
ми разделяемой смеси и геометрическими параметрами колонны. 
Следует отметить, что при использовании 2-фазных колонн (дис-
тилляция, химический изотопный обмен) на их торцах устанавли-
вают специальные устройства, предназначенные для создания про-
тивоточного движения фаз путем перевода разделяемой изотопной 
смеси из одной фазы в другую. Эти устройства называют узлами 
обращения потоков (УОП) (рис. 1.19а, б). 

Заметим, что изменение потоков от ступени к ступени (секцио-
нирование) в одиночной колонне осуществить невозможно. Поэто-
му в этом случае соединяют последовательно ряд колонн (секций), 
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в каждой из которых потоки постоянны по длине, но меняются от 
колонны к колонне. В случае 2-фазных методов каждая колонна 
(секция) имеет УОП для того, чтобы вернуть в нее ту часть потока, 
которая не поступает в последующую колонну (секцию).  
 

 
 

Рис. 1.19а. Раздели-
тельная колонна в 2-
фазных методах раз-
деления с устройст-
вами обращения по-
токов 

 
Рис. 1.19б. Схема прямоугольно-секционированного 
каскада из 2-фазных колонн (секций), предназначен-
ных для концентрирования легкого (в случае дистил-
ляции более летучего) компонента. Секцией обедне-
ния является нижняя часть первой колонны, концен-
трирование происходит в верхней части первой и всех 
последующих колонн (секций) 

 
Возможность сокращения потоков позволяет уменьшить объем ап-
паратуры, а также количество разделяемого вещества, находящего-
ся в этом объеме. Такая установка по сути дела представляет собой 
прямоугольно-секционированный каскад, процесс разделения в 
котором описан в разделе 1.9.1. Таким образом, теории каскадов 
для разделения бинарных изотопных смесей оказывается весьма 
универсальной. То есть, с точки зрения теории, не принципиально 
является ли каскад установкой, состоящей из последовательно со-
единенных разделительных ступеней, или одиночной противоточ-
ной колонной, а также состоит ли ступень из одного или несколь-
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ких параллельно соединенных элементов. Равным образом для тео-
рии не имеет значения, каким образом организованы потоки внутри 
элемента: является ли он противоточным, как это имеет место, на-
пример, на участке насадочной или пленочной дистилляционной 
колонны или работает со смешением потоков, что реализуется при 
использовании элементов однократного разделительного действия.  

1.9.3. Оптимизация ПК и ПСК в случае «слабого обогащения»   
          [3, 5, 7] 

Целью оптимизации при заданных внешних параметрах каскада 
является определение таких его внутренних параметров, при кото-
рых КПД формы каскада имеет максимальное значение. 

При оптимизации каскадов, помимо КПД формы, используют 
понятие КПД ступени (или локального КПД). Определить его мож-
но как отношение приращения ценности, создаваемого ступенью, к 
ее разделительной способности (мощности): 

( ) ( )[ ]

8

,,
2ст ε

η
L

cccVccVP PP Δ+−
= ,   (1.237) 

где  
( )(1 2 )( , ) (2 1) ln (2 1) ln

1 1 (1 )
P P

P P P
P

c c c ccV c c P c c
c c c c

⎡ ⎤− −= − − − +⎢ ⎥− − −⎣ ⎦
,(1.238) 

а cΔ  - приращение концентрации на ступени. 
Разлагая разность в квадратных скобках (1.237) в ряд вблизи c , 

ограничиваясь первым членом разложения и учитывая, что прира-

щение концентрации на одной ступени 
ds
dcs

ds
dcc == ΔΔ  (по-

скольку 1=Δs ), найдем: 
( )

ds
dc

c
ccV

L
P p ⋅

∂
∂

⋅−=
,4

2ст ε
η     (1.239) 

Поскольку 

    
*2 ( ) (1 )(1 ) 2

2
PP c cdc c c Lc c

ds L L
εε ⎛ ⎞− −= − − = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
, 
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где * 4 ( )
(1 )

PP c cL
c cε

−=
−

, а производная разделительного потенциала по 

концентрации с равна 2 2

( , )
(1 )

P PV c c c c
c c c

∂ −= −
∂ −

, то КПД ступени 

принимает следующий вид: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

L
L

L
L **

ст 2η .     (1.240) 

Нетрудно видеть, что 0=стη  при 0
*

=
L
L

, т.е. при очень 

больших потоках ( →L ∞) и при 2
*

=
L
L

, т.е. при значении потока, 

при котором 
ds
dc

=0. 

Решение задачи об определении оптимальных условий разделе-
ния начнем с простейшего случая – прямоугольного каскада (ПК). 

Математический анализ показывает, что чем «короче» ПК, тем 
выше его КПД формы. Выясним, величину максимального КПД, 
которую может иметь ПК. Для «короткого» ПК можно принять 

(1 ) const (1 )F Fc c c c− ≈ = − , и, следовательно, для обогатительной 
части идеального каскада 

)

*

1(
)(4

FF

P

cc
ccPL

−
−=

ε
      (1.241) 

для обеднительной части идеального каскада 

)

*

1(
)(4

FF

W

cc
ccWL

−
−

=
ε

.     (1.242) 

Соответственно, вычисляя суммарные потоки отборной и от-
вальной частей «короткого» идеального каскада, имеем: 
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*
*

*
0

* 2
2 2 2

( )

8 1( ) ( ( ))
(1 ) 4

P P

F

P

F

S C

P
C

C

P F
CF F

L c dcI L ds
dc
ds

P c c dc L c
c c Pε

= = =∫ ∫
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,         (1.243) 

 
*

*
*

0

* 2
2 2 2

( )

8 1( ) ( ( ))
(1 ) 4

W F

W

F

W

S C

W
C

C

W F
CF F

L c dcI L ds
dc
ds

W c c dc L c
c c Wε

= = =∫ ∫
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= − =∫−

,      (1.244) 

где 

)1(
2
1*

FF cc
ds
dc −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ε ,   * 4 ( )4 ( )( )

(1 ) (1 )
F WP F

F
F F F F

W c cP c cL c
c c c cε ε

−−= =
− −

. 

Суммарный поток «короткого» идеального каскада составит 
2** ))()(11(

4
1

FWP cL
WP

IILI +=+==∑   (1.245) 

Решения (1.218) и (1.219), перепишем в виде: 

L
cLP

LS
F

P )(2

2ln
2 *

−
= ,     (1.246) 

L
cLW

LS
F

W )(2

2ln
2 *

−
= .     (1.247) 

Тогда величина КПД формы «короткого» ПК с учетом (1.245)-
(1.247) запишется в виде 

ς

ςη

−

=
+

∑=

2
2ln2

2*

WP SLSL
L

,    (1.248) 

 



 96

где 

L
cL F )(*

=ς . 

 

 
а) 

 
б) 
Рис. 1.20. Определение оптимальных параметров каскада при следующих ис-
ходных данных: cp=3,5%, cF=0,719%, cw=0,2%, F/P=6,353, W/P=5,353 [4] 
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Величина КПД имеет максимум в зависимости от безразмерного 
параметра ς , а именно 814,0max == ηη  (т.е. 81,4%) при 

оптς =1,43. Величина 81,4% представляет верхний предел КПД, ко-
торый может быть достигнут в ПК. 

В общем случае оптимизацию ПК целесообразно проводить 
следующим образом. По формулам (1.217) с учетом (1.77) и (1.78) 

рассчитываем зависимость )( WP SS +ε  от 
2

L
P

ε
. 

Далее, с учетом этих результатов и построив зависимость КПД 

формы от той же переменной, находим оптимальные значения 
p
L

2
ε

 

и )( WP SS +ε  (рис. 1.20, а и б). 
На рис. 1.21 для заданных значений Fp cc ,  и wc  представлены 

распределения потоков питания ступеней в идеальном каскаде и 
аппроксимирующем его оптимизированном прямоугольном каска-
де. 

 
Рис. 1.21. Профили идеального и оптимизированного прямоугольного 

каскада (потоки выражены в относительных единицах). Исходные условия: 
cp=3,5%, cF=0,719%, cw=0,2%, F/P=6,353, W/P=5,353 [4] 
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Здесь же приведено распределение ( )sLмин , соответствующее 
минимальному потоку через каждую ступень. Очевидно, что вели-
чина потока прямоугольного каскада (в том числе и оптимизиро-
ванного) должна превышать величину потока мин ( )FL c , равную 

мин

2 ( ) 2 ( ))
(1 ) (1 )

p F F w
F

F F F F

P c c W c cL (c
c c c cε ε

− −= =
− −

.               (1.249) 

 

 
Рис. 1.22. Распределение КПД ступени (локального КПД) по длине 

прямоугольного каскада. Исходные данные: cp=3,5%, cF=0,719%, cw=0,2%, 

F/P=6,353, W/P=5,353, 5, 45
2

L
P

ε =  [4] 

На рис. 1.22 представлено распределение локального КПД по 
длине оптимизированного прямоугольного каскада. На двух ступе-
нях этого каскада величина локального КПД достигает 100% (на 
входе в каждую из этих ступеней концентрации c таковы, что 

)(* cLL = . Монотонное уменьшение стη  у концов каскада, оче-
видно, связано с тем, что на концевых ступенях каскада 
( wp cccc →→ , ) и, соответственно, 0* →L  (см. формулу 1.240).  
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С ростом длины каскада, величина КПД прямоугольного каска-
да снижается, что наглядно демонстрирует данные, приведенные в 
табл. 1.4. 

Таблица 1.4 
Параметры ПК, оптимизированных по величине КПД формы 

(разделяемая смесь 235UF6/238UF6) [4] 

,%Pc  3,5 5,0 20 20 93,5 93,5 93,5 

,%Fc  0,7 0,7 0,7 3,5 0,7 3,5 5,0 

,%Wc  0,2 0,2 0,2 0,7 0,2 0,7 0,7 

PU /Δ  5,356 8,765 45,397 8,261 235,285 26,583 45,286

PF /  6,353 9,241 38,121 6,934 179,630 33,367 21,675

/ 2L Pε  5,443 8,241 35,094 6,869 155,644 33,468 24,091

PSε  2,438 2,948 5,092 2,860 9,432 7,716 7,386 

WSε  2,672 2,628 2,8562 3,268 3,334 3,894 4,688 

( )P WS Sε +  5,010 5,576 7,764 6,128 12,766 11,610 11,966

,%η  78,6 76,3 66,7 78,5 47,4 58,2 62,8 

 
Задача оптимизации ПСК для заданных величин P , Pc , Fc , 

Wc , ε , числа прямоугольных секций в обогатительной и обедни-
тельной частях каскада сводится к определению оптимальных па-
раметров, соответствующих максимальному значению КПД фор-
мы, а именно потоков во всех секциях, концентраций на границах 
(«стыках») секций и соответственно чисел ступеней во всех секци-
ях. 

Оптимальные значения «стыковых» концентраций находят сле-
дующим образом. Для ПСК, состоящего из k прямоугольных уча-
стков, сумму потоков можно записать виде: 
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∫∑∑
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i dsdc

dcLSL
11

,    (1.250) 

где ,i i
H kc c  – концентрация ценного изотопа в начале и конце i -й 

секции, соответственно. Для нахождения оптимума (минимума) 
соотношения (1.250) продифференцируем его по i

Kc , учитывая, что 
i
Kc  входит в уравнение дважды: как верхний предел интеграла для 

секции i  и как нижний – для секции 1+i  (так как i
k

i
H cc =+1 ). По-

скольку производная интеграла по нижнему пределу отрицательна, 
условие оптимума (минимума) будет иметь вид: 

0][ 1
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⎠
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⎛
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L
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LSL
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   (1.251) 

где 
i

Kds
dc

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ,

1+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

i

Hds
dc

 – значения производных в конце i -й секции и 

в начале 1+i -й секции соответственно. 
Учитывая соотношения (1.85) и (1.144), условие (1.251) можно 

преобразовать к виду  
1

, ,
i i
CT K CT Hη η +=       (1.252) 

где i
KCT ,η , 1

,
i
CT Hη +  – локальные КПД в конце секции i  и вначале сек-

ции 1+i  соответственно. Полученное условие (1.252) означает, что 
при оптимальном соединении секций в ПСК локальные КПД в точ-
ке перехода от предыдущей секции к последующей должны быть 
равны. 

Подставляя в (1.252) значения i
KCT ,η , 1

,
+i

HCTη , после несложных 
преобразований получим: 

1
2

i

*

+
=

σ
i

i
LL ,      (1.253) 

где 
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– идеальный поток в точке перехода,
1+

=
i

i
i L

Lσ  – величина, назы-

ваемая коэффициентом ступенчатости. Обозначая *
1 ccc i

H
i
K == + , 

соотношение (1.253) с учетом (1.254) приводим к квадратному 
уравнению: 

0)1( *
2
* =++− Pii ccc ϕϕ ,    (1.255) 

где 
i

i L
P

ε
σϕ )1(2 i += . Корни этого уравнения определяют опти-

мальные значения концентраций в точках перехода: 
2

*

1 2(1 2 )1
2 2

P i ii C
c

ϕ ϕϕ + − ++= ± .   (1.256) 

Для секций обогатительной части каскада в формуле (1.256) 
следует выбирать знак минус. 

Зная значения iL  во всех секциях отборной части ПСК, по фор-
муле (1.256) определяют значения всех «стыковых» концентраций. 
Далее по формуле (1.214) находят числа ступеней на прямоуголь-
ных участках ПСК, и тогда расчет отборной части оптимального 
ПСК будет завершен. Аналогично проводится расчет отвальной 
части оптимального ПСК. При этом необходимо во всех формулах 
произвести соответствующие замены ( WP ccWP →−→ , ), а в 
формуле (1.256) следует выбрать знак плюс. 

Для случая малых концентраций ( 1,1 <<<< Pcc ) соотноше-
ние (1.256) упрощается и может быть приведено к виду 

)1(2
1

*

+
+

=

i

i

P

P
L

cc

σ
ε .      (1.257) 
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Рис. 1.23. Схемы ПСК, оптимизированные по исходным данным: 

3535,5,3535,6%,20,0%,719,0%,5,3 =====
P
W

P
Fccc wFp  

(Каскад 1 – прямоугольный; каскад 2 – одна секция в отвальной части, две – в 
отборной; каскад 3 – две секции в отвальной, две секции в отборной; каскад 4 – 
две секции в отвальной, три – в отборной; каскад 5 – три секции в отвальной час-
ти, три – в отборной) [4] 
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Заметим, что при выполнении соотношения (1.251) параметрами 
оптимизации становятся головной поток прямоугольно-
секционированного каскада (ПСК) - ГL  (или отношение головного 

потока идеального каскада )(*
FcL  к головному потоку ПСК - ÃL ) 

и коэффициенты ступенчатости 
1

i
i

i

L
L

σ
+

= . 

 

 
Рис. 1.24. Зависимость КПД формы от относительной величины  
головного потока ПСК при различных числах секций в каскадах,  

приведенных на рис. 1.23 [4] 
 

На рис. 1.24 представлены зависимости КПД формы ПСК от го-
ловного потока ГL  при различных значениях чисел секций. Каж-
дому значению головного потока ГL  на зависимостях 1-5 соответ-
ствует максимальное значение величины К.П.Д. формы при опти-
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мизации по переменным 
1+

=
i

i
i L

Lσ . В свою очередь каждая кривая 

)( ГLf=η  на рис. 1.24 проходит через максимум. Эти точки экс-
тремума и сами экстремумы соответствуют абсолютному макси-
муму величины η  и, соответственно, определяют оптимальный 
вариант ПСК с заданным числом прямоугольных секций. С ростом 
числа секций максимумы )( ГLf=η  становятся более пологими, а 
при бесконечном увеличении числа секций КПД прямоугольно-
секционированных каскадов стремится к 100%. 

1.10. ПК в случае произвольных обогащений на его ступенях    
         [27] 

В случае немалых обогащений на ступенях ПК (рис. 1.25) с ма-
тематической точки зрения представляет дискретную систему, к 
которой не приемлемы подходы и допущения, имеющие место для 
каскадов с малыми обогащениями на его ступенях.  

 

 
Рис. 1.25. Схема прямоугольного каскада 

 
По определению прямоугольного каскада на входе в каждую 

ступень поток одинаков, т.е. const, 1sL L s N= = ≤ ≤ . Для выпол-
нения этого условия в общем случае на концах каскада организует-
ся закрутка в виде подачи части потока, выходящего с крайних 
ступеней в их питание 

3 1 1

3 n

T L W
T L P
′′ ′′ ⎫= −

⎬′ ′= − ⎭
.      (1.258) 
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Для отборной части каскада: 
PLL ss =−− + )1( 1θθ  ,      (1.259) 

1 1(1 )s s s s PLc Lc Pcθ θ + +′ ′′− − = .     (1.260) 
Для отвальной части каскада эти уравнения справедливы, нужно 

только заменить WP ccWP →−→ , . 
Из этих формул следует 

1

1

1 , 2, , 1,

1 , , , .

s s

s s

W s f
L
P s f N
L

θ θ

θ θ

+

+

⎧ = − − = −⎪⎪
⎨
⎪ = − + =
⎪⎩

…

…
    (1.261) 

Рассмотрим способы задания коэффициентов деления потока 
sθ  в прямоугольном каскаде (см. рис.1.25) [27,  28]. Равенство 

L=const налагает определенные условия на выбор sθ . Общим для 
всех способов задания sθ  является периодическое повторение че-
рез ступень по всей длине каскада «базового» коэффициента деле-
ния потока, имеющего место на ступени с номером f. 

Первый способ задания коэффициента деления потока состоит в 
том, что все коэффициенты в отвальной (обеднительной) части 
каскада равны «базовому», в отборной (обогатительной) части ба-
зовый коэффициент периодически повторяется через ступень: 

             
1 1
2s

W
L

θ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 где 1, 2, ... ,s f=  и 2, 4, ...s f f= + +  

         
1 1
2s

W F
L L

θ ⎛ ⎞= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

  где       1, 3, ...s f f= + +      (1.262) 

Во втором способе наоборот, коэффициенты деления потока пе-
риодически меняются в отвальной части, а в отборной равны меж-
ду собой  

1 1
2s

P
L

θ ⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

, где , 1, ... ,s f f N= +  и 2, 4, ... ,s f f= − −  

 
1 1
2s

P F
L L

θ ⎛ ⎞= + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

  где 1, 3, ...s f f= − −   (1.263) 
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И, наконец, общий способ задания коэффициента деления пото-
ка состоит в следующем. Задают для разных ступеней следующие 
коэффициенты деления потока 

, ..., 4, 2, , 2, 4, ...s f s f f f f fθ θ= = − − + +     

1 , 1, 3, ... ,s f
W s f f
L

θ θ= − − = − −     (1.264) 

1 , 1, 3, ... ,s f
P s f f
L

θ θ= + − = + +        

где 0 1f
W
L

θ ⎛ ⎞< < −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 – величина базового коэффициента, задавае-

мая, например, из соображений гидродинамической устойчивости 
каскада. Как нетрудно убедиться, первые два из описанных мето-
дов являются частными случаями третьего. 

Если потребовать равенство θ  в двух соседних ступенях и 

внешнее питание подавать в равных долях (
2
F

) в обогащенный 

поток 1−f -й ступени и в обедненный поток f -й ступени (см. 
схему на рис. 1.26), то в этом случае приходим к следующим фор-
мулам  

1 1 , 1 1
2
1 1 ,
2

s

W s f
L
P f s N
L

θ

⎧ ⎛ ⎞− ≤ ≤ −⎜ ⎟⎪⎪ ⎝ ⎠= ⎨
⎛ ⎞⎪ + ≤ ≤⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

    (1.265) 

 
Рис. 1.26. Схема деления внешнего потока питания 

2
F

2
F

f-1 f 
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Получим теперь формулы для расчета распределения концен-
трации по длине каскада. По определению полного коэффициента 
разделения ступени имеем: 

"1
"

'1
'

c
c

c
c

q

−

−= ,      (1.266) 

откуда концентрация ценного (целевого) компонента в обогащен-
ном потоке будет равна 

"'
1 ( 1) "

qcc
q c

=
+ −

     (1.267) 

В дальнейшем принято, что величина q по ступеням каскада не 
меняется. 

Из балансовых уравнений (1.259) с учетом (1.266) и (1.267) сле-
дует 

" "
" 1

1 "
1 1

" "
" 1

1 "
1 1

,
1 1 ( 1) (1 )

, .
1 1 ( 1) (1 )

s s
s

s s s

s s F
s

s s s

q c Wcc s f
q c L
q c Wc Fcc s f
q c L

θ
θ θ

θ
θ θ

+
+ +

+
+ +

⎧
= + <⎪ − + − −⎪⎪

−⎨ = + ≥⎪ − + − +⎪
⎪⎩

  (1.268) 

Чаще всего задачу поверочного расчета прямоугольного каскада 
формулируют следующим образом.  

Задано: , , , , , , ,FN f q c P W F L . Найти Pc  и Wc , возможно и sc , 
а также распределение sθ  по длине каскада. Такой расчет необхо-
дим при исследовании оптимального управления процессом разде-
ления при изменении режимов работы отдельных ступеней разде-
лительного каскада, а также при использовании одного и того же 
каскада для разделения различных изотопных смесей. Сложность 
такого расчета связана с нелинейностью уравнений (1.268), а также 
с тем фактом, что значения концентраций на концах каскада, явно 
входящие в эти уравнения, неизвестны. 

Невозможность аналитического решения системы (1.268) при-
водит к необходимости разработки и использования численных 
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итерационных методов с уточнением ориентировочно принятых 
начальных значений концентраций на концах каскада (см. часть 2). 

Соотношения (1.259) – (1.260) и (1.268) и соответственно алго-
ритм расчета могут быть легко обобщены на случай ПСК  

Задачу оптимизации ПК можно сформулировать следующим 
образом. Пусть величины , , , ,P F WP c c c q  заданы, тогда количество 
свободно выбираемых переменных каскада составляет три пара-
метра. Это дискретные параметры N  (полное число ступеней в 
каскаде), f  (номер ступени, на вход которой подают поток пита-
ния F ) и величина потока питания ступеней constL = . Значения 

, иN f L  должны быть найдены в результате решения задачи 
оптимизации. В качестве критерия оптимизации может быть вы-
бран минимум суммарного потока. 

1.11. Нестационарные (переходные) процессы в каскадах  

1.11.1. Дифференциальное уравнение нестационарного  
            разделительного процесса. Некоторые особенности   
            нестационарных процессов [29, 30] 

Одной из специфических особенностей получения стабильных 
изотопов (особенно в случае «слабого обогащения», реализующе-
гося в методе газовой диффузии, а также в физико-химических 
методах: дистилляции, химическом изотопном обмене) является 
большая длительность переходных процессов в разделительных 
каскадах, измеряемая в ряде случаев неделями и даже месяцами, 
что может быть сравнимо с длительностью непрерывной работы 
установки. 

Одной из основных целей исследовании нестационарных (пе-
реходных) процессов в каскадных установках является определе-
ние характерного «времени установления», т.е. времени от запус-
ка каскада до достижения величин внешних потоков и концентра-
ций, соответствующих стационарному режиму установки. Этот 
режим имеет место в том случае, когда в каждом сечении каскада 
перенос (поток) ценного изотопа sJ  равен PPc  для отборной и 

WWc  для отвальной частей каскада соответственно. При этом ста-
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ционарный режим течения разделяемой смеси устанавливается 
сравнительно быстро, тогда как стационарный режим по концен-
трациям в случае 11 <<−q  достигается за существенно более 
длительное время. 

Для получения уравнений, описывающих нестационарный 
процесс переноса ценного компонента в каскаде в случае «слабо-
го обогащения», рассмотрим каскад для разделения бинарной 
смеси изотопов однофазным методом. Пусть в некоторое проме-
жуточное сечение каскада подают поток питания F, а с концов 
каскада отбирают потоки отбора P и отвала W. Величины P, W и F 
в общем случае могут быть функциями от времени, но при этом 
должны быть связаны уравнением сохранения вещества 
( F P W= + ). Предположим, что режим гидродинамических тече-
ний в каскаде установился и потоки, а также количество разде-
ляемого вещества на каждой ступени («задержка») ( )H s  не зави-
сят от времени. Ниже будет показано, что такое предположение 
допустимо при разделении изотопов. С учетом сделанных пред-
положений запишем условия материального баланса в произволь-
ном сечении каскада на участке между s-ой и s+1 ступенями 

)()1()( "' sTsLsL =+− .      (1.269) 

),(),1()1(),()( ""'' tsJtsCsLtsCsL =++− .  (1.270) 
где )(sT  – перенос (поток) разделяемого вещества, ),( tsJ  – пе-
ренос (поток) ценного (извлекаемого) изотопа. 

В отборной части каскада перенос T равен величине потока от-
бора, а в отвальной части – величине потока отвала со знаком ми-
нус. Поток ),( tsJ  определяется накоплением ценного компонен-
та в различных частях каскада: 
- в отборной части 

[ ]
1

( , ) ( , ) ( ) ( , )
S

i s
J s t P c s t H i c i t

t= +

∂= ⋅ + ⋅
∂∑ ,   (1.271) 

- в отвальной части 

[ ]
1

( , ) (1, ) ( ) ( , )
S

i s
J s t W c t H i c i t

t= +

∂= − ⋅ + ⋅
∂∑    (1.272) 
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где s=1  и s= S  – номера первой и последней ступеней каскада со-
ответственно. 

Для рассматриваемого случая «слабого обогащения» с точно-
стью до малых порядка 2ε  система разностных уравнений (1.269), 
(1.270) с учетом (1.271) и (1.272) может быть приведена к уравне-
нию в частных производных  

),(),()( tsJ
st

tscsH
∂
∂−=

∂
∂

,     (1.273) 

где выражение для потока ценного изотопа определяется как 

cT
s
cccsLtsJ +⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂−−= )1(

2
)(),( ε .   (1.274) 

В однофазных методах разделения разделительные каскады, 
как правило, имеют одинаковые элементы. Это позволяет пола-
гать, что задержка ступени прямо пропорциональна потоку ( )L s  
[1], т.е. 

( ) ( )H s L sω= ,     (1.275) 
где ω  – коэффициент пропорциональности, имеющий размер-
ность времени. Величина ω  определяет время, на которое задер-
живается разделяемое вещество в ступени. При этом время, рав-
ное 2/ω ε , по порядку совпадает с продолжительностью переход-
ных процессов, связанных установлением потока L(s). А время 
достижения равновесных распределений концентраций характе-
ризуется, как будет показано ниже, временем 2/h ε . Учитывая, 
что число ступеней в каскаде обратно пропорционально величине 
ε , очевидно, что временем установления Nh  можно пренебречь 
и полагать H и L функциями только номера ступени. 

Если ввести новые переменные 
2

, ,
2 2

t Ly s ε εε τ χ
ω

= = =     (1.276) 

то после этого такие характеристики разделительного процесса, 
как ε  и ω , из описания нестационарного процесса, могут быть 
исключены, а исходная система (1.273), (1.274) примет вид, не 
зависящий от конкретного метода разделения 
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i+1 

*c  

1+iJ

iJ  

i 

1 (1 )c c Pc c c
y y

χ
τ χ χ

⎧ ⎫⎡ ⎤∂ ∂ ∂= − − + − +⎨ ⎬⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦⎩ ⎭
  (1.277) 

для отборной части каскада, и  
1 (1 )c c Wc c c

y y
χ

τ χ χ
⎧ ⎫⎡ ⎤∂ ∂ ∂= − − + − −⎨ ⎬⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦⎩ ⎭

  (1.278) 

для отвальной части каскада. 
В уравнениях (1.273) и (1.277) в приближении «слабого обога-

щения» предполагается, что отсчет ступеней каскада проводится 
от отвала к отбору, то есть от 0y =  до 0y Sε= . В граничные ус-
ловия кроме условий на концах каскада должны входить условия 
на стыках соседних секций*. 

Связь уравнений нестационарного процесса в точке «стыка» 
соседних i-й и (i+1)-й секций можно получить из условий сохра-
нения переноса в этом сечении 

1+= ii JJ ,       (1.279) 
то есть 

1 1 * *( ) (1 ) 0i i i i
c c c c
y y

χ χ χ χ
− +

+ +
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂+ − − − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (1.280) 

где знаки – и + обозначают производную слева и справа от 
«стыка» i-ой и (i+1)-ой секций, а *c  – 
концентрации в точке «стыка» секций. 

Если на стыке k -й и 1+k -й секции 
подают поток питания F , то 
уравнение (1.280) с учетом уравнения 
баланса разделяемого вещества по 
каскаду: 

WPF +=   (1.281) 
 

 
перепишется в виде  
                                                 

* Под секцией в общем случае следует понимать участок каскада, на 
котором функция ( )yχ  является непрерывной функций координаты. 

Схема «стыка» секций



 112

1 1( ) (1 )

( )( ),

k k k k f f

f F

c c c c
y y

c c P W

χ χ χ χ
− −

+ +
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂− − − − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

= − +

 (1.282) 

где fc  – концентрация на входе в ступень, в которую подают 

поток питания F  с концентрацией Fc . 
Краевые условия для концов каскада описываются 

следующими равнствами. 
)(0 τWWcJ −= ,     (1.283) 

( )S PJ Pc τ= ,      (1.284) 
где )(τPc  и )(τWc  – нестационарные значения концентраций на 
отборном и отвальном концах каскада соответственно. 
Подставляя (1.277) и (1.278) в (1.283) и (1.284), краевые условия 
приводим к виду 

0
0

(1 )
y

y

c c c
y =

=

∂ = −
∂

,     (1.285) 

0

0

(1 )
y y

y y

c c c
y =

=

∂ = −
∂

.     (1.286) 

Для решения краевой задачи необходимо также задать 
начальное условие в виде распределения концентрации по 
каскаду в начальный (нулевой) момент времени. В частности, 
если каскад заполнен однородной смесью с концентрацией Fc , 
начальное условие имеет вид 

( ,0) Fc y c= ,      (1.287) 
Уравнения (1.277) и (1.278) с условиями связи (1.280) и (1.282), 

краевыми условиями (1.285), (1.286) и начальным условием 
(1.287) представляют собой краевую задачу, описывающую 
нестационарный процесс разделения в каскаде, состоящем из 
участков с непрерывным распределением ( )yχ , в частности в 
прямоугольно-секционированном каскаде (ПСК). 

При расчете каскадных установок, основанных на 
использовании двухфазных систем (таких, как дистилляция, 
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химический обмен), необходимо учитывать процесс накопления 
ценного изотопа в устройствах обращения потоков. В этом случае 
уравнения имеют вид, аналогичный (1.277) и (1.278), а условия 
связи и краевые условия могут быть записаны в форме 

*
1 1 * *( ) (1 ) 0i i i i i

dcc c c c E
y y dt

χ χ χ χ
− −

+ +
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂− − − − + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

,(1.288) 

0 0 0
0

(1 ) W
W W

ó

dcc c c E
y dt

χ χ
=

∂ − − =
∂

,    (1.289) 

(1 ) P
S S P P S

ó S

dcc c c E
y dtε

χ χ
=

∂− − − =
∂

,   (1.290) 

где iE  – емкость устройства обращения потоков на «стыке» 
между i -й и 1+i -й секциями, 0 , SE E  – емкости устройств 
обращения потоков на концах каскада, * ( ), ( ), ( )W Pc t c t c t  - 
концентрации, усредняемые по объему устройств обращения 
потоков. 

Таким образом, нестационарный процесс разделения 
описывается нелинейной краевой задачей, причем условия связи и 
краевые условия могут быть заданы в виде обыкновенных 
дифференциальных уравнеий. В общем случае аналитическое 
решение подобных краевых задач получить невозмо жно. 

В приложении 1 описана численная модель нестационарного 
процесса, коорую используют для численного решения системы 
уравнений (1.277), (1.278), (1.281)-(1.290) [29]. Заметим, что для 
решения ряда частных задач эту систему можно существенно 
упростить, что позволяет получить аналитическое решение, 
позволяющее оценить время достижения стационарного режима 
работы каскада. Однако общие закономерности переходных 
режимов работы могут быть выявлены только в результате 
численного решения рассмотренной выше краевой задачи.  

Рассмотрим некоторые результаты, иллюстрирующие 
особенности нестационарных процессов в каскадх для разделения 
бинарных смесей и некоторые закономерности ведения 
переходных процессов [30, 31]. Расчеты показывают, что, во-
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первых, динамика изменения концентрации ценного компонента 
на отборном конце трехпоточного каскада, имеющего потоки 
питания, отбора и отвала, может значительно отличаться от 
классических представлений, согласно которым концентрация 
монотонно возрастает, постепенно приближаясь к своему 
стационарному значению. Ключевым параметром, определяющим 
изменение конценрации в потоке отбора каскада, является 
величина относительного накопления 

0
отн

0

M MM
M

Δ ∞ −= ,      (1.291) 

где 
0

0 2
0

2 ( )
y

FhcM y dyχ
ε

= ∫ ,     (1.292) 

∫=∞

0

0
2 )()(2~ y

CT dyyychM χ
ε

 –     (1.293) 

начальное и конечное содержание ценного компонента в каскаде 
соответственно; )( ycСТ  - стационарное распределение 
концентрации; 0y Sε= . 

Величина относительного накопления зависит от профиля 
каскада и от соотношения объемов его обогатительной и 
обеднительной частей. Если каскад суживающийся (в предельном 
случае – идеальный каскад), то относительное накопление может 
принимать отрицательные значения. Для идеального каскада 
относительное накопление, рассчитываемое по формуле (1.291), 
имеет вид  

отн
( 1)( 1) ln ( 1)( 1) ln

( 1)( 1) ln ( 1)( ) ln
W P P P W W

W F P P P F W W

Q Q Q Q Q QM
Q R Q Q Q R Q Q

Δ − + − − +=
− − − − −

,(1.294) 

где 
( ) ( ),1,1,, PPPFFFWFWFPP ccRccRRRQRRQ −=−===

( ),1 WWW ccR −=  , ,F P Wc c c  – стационарные значения 
концентрации ценного компонента в потоках питания, отбора и 
отвала соответственно. 
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Анализ формулы (1.294) показывает, что переход к 
отрицательным значениям накопления, соответствующим 

отн 0MΔ < , имеет место при соблюдении условия W PQ Q> . 
Численные исследования показали, что достаточным условием 
возрастания в начальные моменты времени концентрации Pc  для 
каскадов любого профиля является условие отн 0MΔ ≤ . 

Влияние относительного накопления на особенности 
нестационарного процесса можно проследить на примере 
разделения изотопов неона в каскадах различного профиля, 
обеспечивающих значения QP = 15 и QW = 33. 

На рис. 1.27 приведены зависимости концентрации целевого 
изотопа 22Ne на отборном конце каскада от безразмерного 
времени τ  для разных значений относительного накопления. 
Видно, что с увеличением относительного накопления 
происходит сокращение периода времени, за который может быть 
достигнуто расчетное значение концентрации Pc , а при 

отн 0MΔ < , когда в начальный момент времени ценного изотопа в 
каскаде содержится больше, чем в стационарном состоянии, в 
зависимости )(τPc  появляется максимум. 

При достаточно большой величине первоначального избытка 
ценного изотопа (например, при отн 0,15MΔ < −  для 

концентраций питания 1<<Fc ) среднее по времени *τ , 
отсчитываемого от момента запуска каскада, значение 

концентрации 
_

Pc  в точке отбора оказывается не ниже расчетного 
значения Pc , то есть 

*

_
0

*

( )P

P P

c d
c c

τ

τ τ

τ
= ≥
∫

.     (1.295) 

Другими словами, в суживающемся каскаде (идеальный 
каскад, ПСК) потери от существования переходного процесса 
могут быть сведены к минимуму. Во-вторых, иссследования 
показали, что если переходной процесс проводят при 
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выключенном отборе, то в начальные моменты времени всегда 
происходит уменьшение концентрации, за счет чего реализуется 
повышенная скорость накопления ценного изотопа, а расчетное 
(номинальное) значение концентрации cP может быть получено за 
существенно более короткое время, чем при работе с отбором.  

 

 
Рис. 1.27. Зависимость концентрации на отборном конце каскада от времени 
разделения изотопной смеси 22Ne/20Ne ( 15, 33p wQ Q= = ) при различных 

значениях параметра отн :MΔ  1 – отн 0,1;MΔ =  2 – 0; 3 – -0,1; 4 – -0,17 
(идеальный каскад) [30] 

 
Это обстоятельство в основном связано с тем, что отключение 
потока отбора способствует избыточному накоплению ценного 
изотопа на ступенях каскада, в основном в отборной его части. 
Включение потока отбора в моменты времени, соответствующие 
приближению концентрации на отборном конце ( )Pc τ к 
расчетному значению Pc приводит к тому, что нестационарный 
процесс относительно концентрации ценного компонента в 
отборе практически завершается. Имеют место 
непродолжительные (по сравнению с переходным периодом) 
изменения концентрации на отборном конце каскада. Характер 
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этих изменений таков, что в каскадах с отн 0MΔ >  поток отбора 
рекомендуется включать с некоторым запаздыванием 
относительно момента времени Pτ , при котором реализуется 
условие ( )P P Pc cτ = . 

Особое влияние на нестационарный процесс в каскаде с 
выключенным потоком отбора оказывает величина потока 
вещества в обеднительной части каскада, обусловленная потоком 
отвала *W . Причем в общем случае *W W≠ , где W  – расчетное 
значение потока отвала из каскада в стационарном режиме.  

Приведенные выше закономерности нестационарного 
массопереноса являются общими, выбор конкретного режима 
обычно проводят по результатам численных расчетов. 

1.11.2. Приближенные решения уравнения  
            нестационарного процесса 

Получение аналитического решения уравнения (1.273) возмож-
но лишь в случае его линеаризации. Приведем некоторые харак-
терные решения линеаризованного уравнения (1.273).  

1. Нестационарный процесс в идеальном каскаде [32, 33] 
Рассмотрим нестационарный процесс в идеальном каскаде с 

бесконечным резервуаром на входе в исходную ступень (на «отри-
цательном» конце каскада) при постоянном отборе (рис. 1.28). 

0cc
V

=
∞=

PL
+

2

*
0

2

*
0L

P

 
Рис. 1.28. Схема идеального каскада с бесконечным резервуаром  

на «отрицательном» конце каскада 
 
Рассмотрим случай 1<<c . Интегрируя в этом частном случае 

уравнение c
ds
dc

стац

ε
2
1

.

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  и подставляя результат в выражение 
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c
ccPL P

ε
)(4* −= , получим формулу для распределения потоков 

идеального каскада в рассматриваемом случае: 

* 2 exp 1
2P

P sL Q ε
ε

⎡ ⎤⎛ ⎞= − −⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
,     (1.296) 

где 0/P PQ c c= . 
Тогда, дифференцируя выражение (1.296), имеем  

* *

2
dL LP
ds

ε= − − .      (1.297) 

Подставляя результат в уравнение (1.273) и переходя к безраз-

мерным переменным 
* 2

0

, ,cL ty s
c P

ες ε τ
ω

= = = , где 0c  - начальная 

(исходная) концентрация обогащаемого изотопа, уравнение неста-
ционарного процесса можно записать в виде 

2

2

1
2y y

ς ς ς
τ

∂ ∂ ∂= −
∂ ∂ ∂

.      (1.298) 

Считая, что в начальный момент времени концентрация извле-
каемого изотопа во всем каскаде равна 0c  имеем  

2( ,0) exp 1
2P
yy Qς

ε
⎡ ⎤⎛ ⎞= − −⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

.    (1.299) 

Начальные и граничные условия для переменной ς  запишутся в 
виде  

[ ]2(0, ) 1PQς τ
ε

= − ,  ( , ) 0Pyς τ = .   (1.300) 

Краевую задачу (1.298) – (1.300) решаем методом разделения 
переменных [33]:  

( , ) ( ) ( , )y u y v yς τ τ= + ,     (1.301) 
где ( )u y  – член, описывающий стационарный режим, ( , )v y τ  – 
«добавка», соответствующая нестационарному процессу. Возвра-
щаясь к переменной ( , )c y t , можно это решение записать в виде 
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10

sin
exp exp ,

2 4 exp 1
2

P
n

n n
P

ny
yc y y tA
yc t Q

π
∞

=

⎛ ⎞⎛ ⎞= + −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎛ ⎞⎝ ⎠ ⎝ ⎠ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  (1.302) 

где 
2 1,5

3 2 2
2 2

4 (ln ) ( 1) 1
3ln ln

2 2

n
P P P

n

P P

Q Q QA n
Q Qn n

π
π π

−− −=
⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

          (1.303) 

221 2 1
32 lnn P

n
t Q

ε π
ω

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥= +⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

.      (1.304) 

Устремляя в выражении (1.304) P Py y Sε→ = , где PS  – число 
ступеней в каскаде, и раскрывая неопределенность, получим фор-
мулу для степени разделения каскада в произвольный момент вре-
мени t : 

0,5

1

( 1)( ) 1 exp
ln

n

P P n P
n P n

n tQ t Q A Q
Q t

π∞
−

=

⎡ ⎤⎛ ⎞−= +⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎣ ⎦

∑ .  (1.305) 

Аналогично можно получить решение уравнения (1.273) для 
случая больших концентраций, когда 11 <<− c . Опуская промежу-
точные преобразования, запишем окончательный результат в виде 

1 1 0,5

1

( 1)( ) 1 exp
ln

n

P P n P
n P n

n tQ t Q A Q
Q t

π∞
− −

=

⎡ ⎤⎛ ⎞−= + −⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎣ ⎦

∑ ,  (1.306) 

где 
1 2 1 1,5

3 2 2
2 2

4 (ln ) ( 1) 1
3ln ln

2 2

n
P P P

n

P P

Q Q QA n
Q Qn n

π
π π

− +− +=
⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

,        (1.307) 

nt
1

 определяется формулой (1.304). 
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Для концентрации в диапазоне 7,03,0 << c  часто полагают 
(1 ) const.a c c= − =  В этом случае уравнение нестационарного 

процесса после аналогичных преобразований можно выразить сле-
дующим образом: 

2

2
0

a
y c

ς ς
τ ε

∂ ∂= +
∂ ∂

      (1.308) 

с начальными и краевыми условиями 
1( ,0) ( );

(0, ) ;

( , ) 0.

P

P

y y y

y

y

ς
ε

ς τ
ε

ς τ

⎫= − ⎪
⎪
⎪= ⎬
⎪

= ⎪
⎪⎭

     (1.309) 

Решение имеет вид 
2 2

0 3 3
1

16 (ln ) 1 (2 1)exp sin
2 ( ) (2 1) 2ln

P

nP n P

a Qa t nc c y y
y y n t Q

π
π

∞

=

⎛ ⎞ −⎛ ⎞= + − −⎜ ⎟⎜ ⎟ − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ,(1.310) 

где 
2

1 1 (2 1)
3 lnn P

n
t Q

επ
ω
⎡ ⎤−= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

.     (1.311) 

Переходя к пределу при P Py y Sε→ =  и учитывая, что для рас-
сматриваемого случая  

стац 0( ) ln
2P P
ac с Q= + ,     (1.312) 

получим формулу для избыточной концентрации в конце каскада 
0)( ctcP −=Δ  в момент времени t  

стац 2 2
1

exp
8 ln1

(2 1)
nP

n

t
ta Q

n
Δ Δ

π

∞

=

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎢ ⎥= +
⎢ ⎥−
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ ,     (1.313) 
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где стац стац 0( )Pc cΔ = − . 
Иногда полезно использовать линейную аппроксимацию 

cbacc +≈− )1( ,       (1.314) 
где a  и b -константы. В этом случае уравнение (1.273) удается 
привести к следующей краевой задаче: 

2

2

0

0

,

;
2

2( ,0) exp 1
2

2(0, ) 1

( 0) 0,

P

P

P

b
t y y

a bc yy b
b a b c

a b c
b a b c

y

ς ς ς

ς
ε

ς τ
ε

ς

⎫∂ ∂ ∂= − ⎪∂ ∂ ∂ ⎪
⎪⎡ ⎤+ ⎛ ⎞= − − ⎪⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎪+ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎬
⎪⎡ ⎤+ ⎪= −⎢ ⎥ ⎪+⎣ ⎦
⎪

= ⎪⎭

,   (1.315) 

где  
*

0

( )
( )
a bc L
a bc P

ς +=
+

;       (1.316) 

*

0

2 exp 1
2

Pa b cP yL b
a b cε

⎡ ⎤+ ⋅ ⎛ ⎞= − −⎢ ⎥⎜ ⎟+ ⋅ ⎝ ⎠⎣ ⎦
.   (1.317) 

Решение краевой задачи (1.315) с учетом 

0

exp
2

bP P
P

a bc yb Q
a bc

+ ⎛ ⎞= =⎜ ⎟+ ⎝ ⎠
     (1.318) 

запишем в виде  

10

sin
exp exp ,

2 4 exp 1
2

P
n

bn n
P

n y
ya b c y y tb A b

ya b c t Q b

π
∞

=

⎛ ⎞+ ⋅ ⎛ ⎞= + −⎜ ⎟⎜ ⎟+ ⋅ ⎛ ⎞⎝ ⎠ ⎝ ⎠ − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ (1.319) 

где  
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2 2 1,5

3 2 2
2 2

4 (ln ) ( 1) 1
3 ln ln

2 2

b n b
P P P

n

P P

b Q q QA n
b Q b Qn n

π
π π

−− −=
⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

(1.320) 

221 2 1
32 lnn P

n
t b Q

ε π
ω

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥= +⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

.     (1.321) 

Принимая P Py y Sε→ = , получим из выражения (1.321) сле-
дующее соотношение для «положительного» конца идеального 
каскада 

0,5

10

( ) ( 1)1 exp
ln

n
b bP
P n P

n P n

a bc t n tQ A q
a bc b Q t

π∞
−

=

⎡ ⎤⎛ ⎞+ −= + −⎢ ⎥⎜ ⎟+ ⎝ ⎠⎣ ⎦
∑ . (1.322) 

Нетрудно видеть, что рассмотренный случай cbacc +≈− )1(  
включает в себя также линеаризацию при 1<<c  и 11 <<− c  (этим 
условиям будут соответствовать значения соответственно 

1,0 == ba  и 1,1 −== ba ). Соотношения (1.305), (1.306), (1.313) 
и (1.322) можно использовать для расчета степени разделения (или 
концентрации в потоке отбора) идеального каскада в переходном 
режиме в произвольный момент времени. 

Очевидно, что ряды в этих решениях будут сходящимися. Огра-
ничиваясь случаем 1<<c , исследуем сходимость выражения 
(1.305). Так как члены ряда в этом выражении знакопеременны, то 
согласно признаку Лейбница [26] погрешность при вычислении 
суммы ряда будет не больше первого из отброшенных членов. Зна-
чения отношения второго члена 2B  к первому 1B  ряда (1.305) в 
момент времени 1tt =  при различных значениях ln PQ  приведены 
в табл. 1.5. 

Из приведенных значений непосредственно следует, что вплоть 
до ln 2 2,5PQ = ÷  без существенной погрешности можно ограни-
читься лишь первым членом разложения, и, учитывая, что при 

0, (0) 1Pt Q= = , выражение (1.305) легко преобразовать к виду 
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1

( ) 1 expP

P

Q t t
Q t

⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
,     (1.323) 

где 1t  – так называемое время релаксации [7], определяемое фор-
мулой (1.304) для 1=n . 

Если для рассматриваемого случая ввести в расчет степень при-
ближения ϕ к равновесию, определяемую как отношение текущего 
обогащения к равновесному [7], то 

( ) 1
1

P

P

Q t
Q

ϕ −=
−

       (1.324) 

и время достижения заданной степени приближения к равновесию 
составит  

ϕϕ −
=

1
1ln1tt .      (1.325) 

Из соотношения (1.325) следует, что время, необходимое для 
приближения к равновесию на 95-99 %, т.е. практическое время 
установления, будет равно 1)53( t− . 

 
Таблица 1.5 

Значения отношений 2 1/B B  в решении (1.305)  
при различных величинах ln PQ  

ln PQ  0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0 

2 1/B B  0,003 0,001 0,017 0,025 0,035 0,05 0,07 0,09 

 
2. Переходной процесс в прямоугольном каскаде [1, 3, 7, 35, 36] 
Ограничимся рассмотрением случая, когда концентрации на 

ступенях каскада в течение всего переходного периода сохраняет 
малое значение, т.е. 1<<c , концентрация у «отрицательного» кон-
ца каскада равна 0cc =  и процесс осуществляется при непрерыв-
ном и постоянном по величине потоке отбора. При сделанных 
предположениях основное уравнение (1.273) линеаризуется и при-
нимает вид 
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2

2 (1 )c c c
y y

Ψ
τ

∂ ∂ ∂= − +
∂ ∂ ∂

,     (1.326) 

где 
L
P

ε
2=Ψ , которое должно удовлетворять условиям: 

0( ,0) (0 ),Pc y c y y= < <     (1.327) 
),0(),0( 0 >= ττ cc      (1.328) 

0.
P

P

y y
y y

c c
y =

=

∂ − =
∂

      (1.329) 

Решение (1.326) удобнее выполнить, вводя новую зависимую 
переменную следующим образом  

0ccu −= ,       (1.330) 
тогда (1.326) – (1.329) перепишутся в виде 

2

2 (1 )u u u
y y

Ψ
τ

∂ ∂ ∂= − +
∂ ∂ ∂

,     (1.331) 

( ,0) 0 (0 ),Pu y y y= < <      (1.332) 
),0(0),0( >= ττu      (1.333) 

0.
P

P

y y
y y

u u c
y =

=

∂ − =
∂

      1.334) 

Решая уравнение (1.331) методом интегральных преобразований 
Лапласа*, получим в изображениях 

2

2

1 1exp
2 2

1 1exp
2 2

u A p y

B p y

Ψ Ψ

Ψ Ψ

⎧ ⎫⎡ ⎤+ +⎪ ⎪⎛ ⎞⎢ ⎥= + + ⋅⎨ ⎬⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭
⎧ ⎫⎡ ⎤+ +⎪ ⎪⎛ ⎞⎢ ⎥+ − + ⋅⎨ ⎬⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

.  (1.335) 

Из условия (1.333) найдем AB −=  и  

                                                 
* Правила операционного исчисления коротко изложены в Приложе-

нии 2. 
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( )
21 12 exp 1

2 2
u A y sh p yΨΨ

⎡ ⎤+⎡ ⎤ ⎛ ⎞⎢ ⎥= + + ⋅⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎣ ⎦
. (1.336) 

Используя условие (1.334), определим значение A , подставив 
которое в (1.336) получим 

( ) ( )0

2 2 2

1
2 2 2

1exp 1
2

1 1 1
2 2 2

1 1 1 1 .
2 2 2 2

P

P P

u c y y

p sh p y p

ch p y p sh y

ψ

Ψ Ψ Ψ

Ψ ψ Ψ Ψ
−

⎡ ⎤= − + − ×⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎧⎡ ⎤+ + +⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥× + ⋅ + ⋅ + ×⎢ ⎥⎨⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎪⎣ ⎦⎩⎣ ⎦

⎫+ − + + ⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞× + ⋅ − + ⋅ ⋅ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎪⎭

(1.337) 

Пользуясь теоремой разложения и переходя к оригиналу, полу-
чим, что изменение концентрации у «положительного» конца ПК 
составит 

( )

( ) ( )

0

2 2 2
2

2

2 22 2 2 2

11
( ) 2

1 11
1 2

1 4
exp

4
32 ,

1 4 1 2 4

P
P

P

P n
n

P
P

n P n P P n

th y
c

c th y

y r
r

y
y

y r y y r

Ψ
τ

Ψ Ψ
Ψ

Ψ
τ

Ψ Ψ

+⎛ ⎞+ ⎜ ⎟
⎝ ⎠= +

− +⎛ ⎞− ⎜ ⎟+ ⎝ ⎠
⎡ ⎤+ −
−⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦+

⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ − − − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∑

 (1.338) 

где nr  корни характеристического уравнения  
2

(1 )
n

n
P

rth r
yΨ

=
−

.       (1.339) 

Значения этих корней приведены в Приложении 3. 
Если в течение переходного процесса отбор выключен, то 

0≡Ψ  и (1.339) приводится к виду [37]: 
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2 2
2

2

2 2 2 2
0

4exp
4( ) exp( ) 32 ,

4 2 4

P n
n

PP
P P

n P n P P n

y rr
yc y y

c y r y y r
τ

⎡ ⎤−−⎢ ⎥
⎣ ⎦= +

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∑ (1.340) 

Из сравнения (1.339) и (1.340) следует, что при наличии отбора 
достижение заданной концентрации у «положительного» конца ПК 
требует большего времени, чем в случае работы ПК в безотборном 
режиме. 

В случае Py → ∞  соотношение (1.337) может быть упрощено, и 
для «положительного» конца ПК ( Py y= ) получим 

0
2

2

2
0

1 1
2 2

1
21

2

cu

p

p p
c p

p

Ψ Ψ

Ψ
Ψ

Ψ Ψ

= =
+ −⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎡ ⎤+⎛ ⎞⎢ ⎥+⎜ ⎟+⎛ ⎞ ⎝ ⎠⎢ ⎥= + −⎜ ⎟⎢ ⎥+⎝ ⎠⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

    (1.341) 

Переходя к оригиналам, с учетом (1.330) имеем  

( )( )
0

( ) 1 1 1 11 1 exp
2 2 2

1 1 11
2 2 2

Pc erf
c

erf erf

τ Ψ Ψ Ψτ ψτ
Ψ

Ψ ψ Ψτ τ

+ + −⎧ ⎛ ⎞= + + − − ⋅⎨ ⎜ ⎟
⎩ ⎝ ⎠

⎫⎡ − ⎤ − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞⋅ + − ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎭

(1.342) 

где  

∫ −=
z

dxxzerf
0

2 )exp(2
π

    (1.343) 

При 0→Ψ  в формуле (1.342) возникает неопределенность, 
раскрывая которую найдем отношение концентраций в безотбор-
ном режиме, когда 1<<c  
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0

( ) 1 1 exp
2 2 4

Pc erf
c

τ τ τ τ τ
π

⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + + −⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
.  (1.344) 

Численный анализ показывает, что при одинаковых безразмер-
ных временах τ  значения концентрации в потоке отбора, получае-
мые с помощью формулы (1.341), всегда превышают значения, по-
лучаемые с помощью формулы (1.340). 

Сравним теперь переходные процессы, протекающие в идеаль-
ном и прямоугольном каскадах. 

На рис. 1.29 приведено отношение времен при одинаковом зна-
чении коэффициента 95,0=ϕ  идеального каскада *t  и прямо-
угольного каскада ПКt  в зависимости от степени разделения  

0P PQ R R=  для случая 1<<c . Время ПКt  рассчитываем по 
формуле (1.338), а t * – по формуле (1.325). 

Следует отметить, что величины *
ПКt t  в широком диапазоне 

PQ  практически совпадают с соответствующими величинами к.п.д. 
формы прямоугольного каскада. Качественно это можно объяснить 
тем, что времена *t  и ПКt  пропорциональны накоплению изотопа, 
а накопление, в свою очередь, пропорционально объему каскада и 
соответственно для ПК определяется КПД формы. 

 

 
Рис. 1.29. Зависимость величины *

ПКt t  от степени разделения 0/p pQ R R=  

для случая малых концентраций ( 1<<c ) [33] 
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3. Оценка времени установления по отношению суммарного 

накопления ценного изотопа в каскаде к средней скорости его 
накопления [4] 

Рассмотрим упрощенный подход для оценки времени выхода 
каскада на стационарный режим работы. 

Исходные предположения: 
1) в начальный момент времени каскад заполнен смесью с 

концентрацией ценного изотопа Fc ; 
2) так как время выхода каскада на стационарный режим рабо-

ты Pt  определяется в основном обогатительной частью, рассмот-
рим случай 0Wy =  (отсутствие обеднительной части). На «отрица-
тельном» конце каскада ( 0=s ) поддерживают постоянное значе-
ние концентрации 0(0, )c cτ = . Это эквивалентно тому, что к «от-
рицательному» концу каскада подсоединен резервуар бесконечного 
объема, содержащий рабочее вещество с концентрацией 0c  (см. 
рис. 1.30). 

 

 
Рис. 1.30. Схема каскада в бесконечном резервуаре на «отрицательном» конце 

 
3) в период времени ],0[ Pt  поток отбора выключен. Он вклю-

чается в момент времени Ptt = , когда концентрация на «положи-
тельном» конце достигает расчетного значения cP (рис. 1.31). 

Для того, чтобы вывести каскад на стационарный режим рабо-
ты, в нем следует накопить ценный изотоп (полное накопление) в 
количестве  
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0

( )[ ( ) ]
PS

FM L s c s c dsω= −∫     (1.345) 

 
Рис. 1.31. Качественные зависимости, поясняющие момент включения потока 

отбора из каскада 
 
Обозначим через ),0( tJ  и ( , )PJ S t  соответственно поток цен-

ного изотопа через начальную и конечную ступени в момент вре-
мени t . Поток изотопа через произвольную ступень s  в момент 
времени t  равен: 

( )[ ]
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∂
∂

−−−=
t

tsctsctsctscsLtsJ ),(
),(1),(1),(

2
)(),( ε     (1.346) 

Тогда скорость накопления ценного изотопа в каскаде для 
0 Pt t≤ <  будет равна 

( ) ( )

0

( ) (0, ) ( , )

(0) (0, ) 1 (0, ) ( ) ( , ) 1 ( ,
2
1 ( ) (0)
2

P

P

P P P

P
s S s

J t J t J S t

L c t c t L S c S t c S t

c cL S L
s s

Δ
ε

= =

= − =

= − − − +⎡ ⎤⎣ ⎦

⎡ ⎤∂ ∂+ −⎢ ⎥∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦

(1.347) 

Величины (1.345) и (1.347) связаны очевидным соотношением 

( , )Pc S t

Pc  

Fc  
P

t

t
Pt  
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0

( )
Pt

M J t dtΔ= ∫       (1.348) 

Интеграл в (1.348) можно представить в виде 

P

t

tJdttJ
P

⋅Δ=Δ∫
0

)(      (1.349) 

где JΔ  – средняя скорость накопления ценного изотопа за времен-
ной промежуток [0, ]Pt , тогда, время Pt  можно оценить по фор-
муле  

J
MtP Δ

=
~

       (1.350) 

Оценим теперь среднюю скорость накопления в начальный мо-
мент времени (0) (0,0) ( ,0)PJ J J SΔ = −  и в момент времени 

Ptt = , ( ) (0, ) ( , )P P P PJ t J t J S tΔ = − .  
При 0=t ,  

0(0,0)c c= ,  ;0
0
0

=
∂
∂

=
=

t
ss

c
 

( ,0)P Pc S c= ,  0
0
0

=
∂
∂

=
=

t
ss

c
. 

Следовательно, 

[ ]0 0
1(0) (1 ) (0) ( )
2 PJ c c L L SΔ ε= − − .   (1.351) 

Для любого момента времени 't  

Ptt >' ,  '
0(0, )c t c= , 

0 0 0
0

2(1 ) ( )
(0) P

s

c Pc c c c
s L

ε
=

∂ = − − −
∂

, 

PP ctsc =),( ' , (1 )
P

P P
s S

c c c
s

ε
=

∂ = −
∂

, 
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при этом ,),0( '
PPctJ =  '( , ) ,P PJ S t Pc=  и, следовательно, 

0)( ' =Δ tJ . 
При Pt t=  поток отбора скачком меняет свое значение от нуля 

до расчетного значения (рис.1.31). Будем считать, что при этом 

функции ),0( tc , ( , )Pc S t  и 
Ps S

c
s =

∂
∂

 остаются непрерывными. В 

этом случае можно написать при Pt t= : 

0=P ,  0(0, )Pc t c=  0 0 0
0

2(1 ) ( )
(0) P

s

c Pc c c c
s L

ε
=

∂ = − − −
∂

, 

( , )P P Pc S t c=   (1 )
P

P P
s S

c c c
s

ε
=

∂ = −
∂

, 

и, следовательно, 
0( ) ( )P PJ t P c cΔ = − .    (1.352) 

Предполагая, что функция )(tJΔ  монотонная, аппроксимируем 
среднее значение JΔ  формулой  

)()0()1( PtJKJKJ Δ+Δ−=Δ ,    (1.353) 
где 10 ≤≤ K . 

Оценим теперь Pt  для идеального каскада. Поскольку 

* 0

0 0

4 ( )(0)
(1 )

PP c cL
c cε

−=
−

 и * ( ) 0PL S = , и, следовательно 

*
0(0) 2 ( )PJ P c cΔ = − , *

0( ) ( )P PJ l P c cΔ = − , то в соответствии с 
формулой (1.353) 

0* (2 ) ( )PJ K P c cΔ = − − .    (1.354) 
Ограничиваясь случаем 1<<c , определим полное накопление 

M~  
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*
* 0

0 *
0

0

2

2
0 0

2 2

0 02
0

( )( )( )( )

4 ( )( )
1
2

8

8 ( ) ln 2( ) .

P P

F

P

F

P

F

S c

c

c
P

c

c
P P

c

P
P P

L c c cM L s c c ds dc
dc
ds

P c c c c dc
c

c c c c c c cP dc
c

cP c c c c
c

ω ω

ω
ε

ω
ε

ω
ε

−= − = =
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

− −= =

− − += =

⎡ ⎤
= + − −⎢ ⎥

⎣ ⎦

∫ ∫

∫

∫

  (1.355) 

Подставляя (1.354), (1.355) в (1.350), получим 
*

02

1 8 ( , )
2P Pt E c c

K
ω

ε
=

−
,     (1.356) 

где  

0
0

0
0

( ) ln
( , ) 2

P
P

P
P

cc c
cE c c

c c

+
= −

−
.    (1.357) 

Так как, 10 ≤≤ K , то 
*

0 02 2

1 8 8( , ) ( , )
2 P P PE c c t E c cω ω

ε ε
≤ ≤ .    1.358) 

Если 33 10 , 30 , 3,5%, 0,7%P Fc c cε ω−= × = = =  [4], то 

2

8 ( , ) 127P FE c cω
ε

≈  дней. 

В случае, если каскад прямоугольный, то 
0(0) ( ) , (0) 0, ( ) ( )P P PL L S L J J t P c cΔ Δ= ≡ = = −  и, следователь-

но, 

0( )PJ K P c cΔ = −      (1.359) 
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Оценим накопление в ПК следующим образом. Пусть c -
средняя по длине каскада концентрация ценного изотопа в ПК, ра-
ботающем в стационарном режиме.  

Если положить 
' ' ' '

0 0 0(1 ) ( ), 0 1P Pc K c K c c K c c K= + − = + − ≤ ≤   (1.360) 
то полное накопление с учетом (1.360) можно оценить как 

∫ −=−=
ps

ppp SccLKdsccLM
0

0 )(')(~ ωω ,   (1.361) 

подставляя (1.361) и (1.3360) в (1.350), получим 
'

2P P
K Lt S
K P

ω ε ε
ε

= ⋅ ⋅ ⋅ .     (1.362) 

В работе [4] по выбору величины 'K  даны следующие рекомен-
дации: 

  для ;5,00%,50 ' ≤≤< KcP  
для '

0 50%, 0,5 1;c K≥ ≤ ≤            (1.363) 

  для '
0 50% , 0,5;Pc с K< < ≈  

При 3 '3 10 , 30 , 0,25, 1, 10,70Lc K K
P

εε ω−= × = = = =  и 

2, 48, 275P PS tε = =  дней, что менее, чем на 10 %, отличается от 
соответствующей величины, полученной из решения задачи чис-
ленным методом. 

1.12. Несимметричные каскады [3, 40-46] 

В разделе 1.7 на примере симметричного идеального каскада 
показано, что соединение несимметричных ступеней (α β≠ ) в та-
кой каскад не может обеспечить для каждой из них режим работы, 
близкий к оптимальному. В результате суммарный поток в каскаде 
оказывается больше минимально возможного. Для таких способов 
разделения смесей, как сопло Беккера [38] или разделение на полу-
проницаемых мембранах [39], применение несимметричных ступе-
ней с существенным отличием величины θ  от 0,5 является прин-
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ципиальным. Так, согласно [38], при разделении изотопов урана в 
виде UF6 оптимальный режим работы сопла Беккера осуществляет-
ся при θ =0,2.  

Как известно, изменить значение коэффициента деления потока 
на ступенях каскада можно за счет изменения схемы их соедине-
ния, применяя, например, несимметричные схемы противоточных 
каскадов, в которых обогащенный поток s sLθ  с s-й ступени пода-

ется на вход (s+k)-й ступени, а обедненный поток (1- ss L)θ  возвра-
щается на вход (s-p+1)-й ступени , причем 1, 2k p≥ ≥ . В част-
ном случае 1, 2k p= =  каскад будет работать в симметричном 
режиме. 

Как будет показано ниже, изменением величин k  и p  можно 
достичь как меньших, так и больших по сравнению с симметрич-
ным каскадом значений sθ .  

Ниже приводятся основные сведения из теории несимметрич-
ных каскадов, разработанной авторами работ [3, 40-46]. 

1.12.1. Основные уравнения несимметричного каскада.  
            Идеальный несимметричный каскад с произвольным  
            обогащением на ступени 

Несимметричный каскад имеет, вообще говоря, k отборов и 
1−p  отвалов. При малом обогащении на одной ступени можно 

считать концентрации всех отборов и соответственно всех отвалов 
приближенно одинаковыми. Это предположение значительно уп-
рощает условия на концах каскада.  

Для каскадов с большими обогащениями на ступенях такое 
предположение неправомочно и необходимо уточнить условия со-
единения ступеней на концах каскада. Можно принять, что на от-
борном конце каскада все обогащенные потоки со ступеней 
N k s N− ≤ ≤  подаются на вход последней N -й ступени, а на от-
вальном конце все обедненные потоки со ступеней ps ≤<1  по-
даются на вход первой ступени. Схема такого каскада в частном 
случае 2, 4, 6k p N= = =  показана на рис. 1.32. 
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Баланс полных потоков и потоков обогащенного компонента на 
входе в некоторую ступень, где 1 ( 1)k s N p+ ≤ ≤ − −  дает 

         spspsksks LLL =−+ −+−+−− )1( )1()1( θθ ,                       (1.364) 

( ) sspspspsps

ksksksks

cLcL
cL

=′′+−+
+′+

−+−+−+−+

−−−−

)1()1()1()1( )1(
)(

δθ
δθ

.           (1.365) 

 

wcW ,
FcF ,

pcP,

Рис. 1.32. Несимметричный каскад из шести ступеней 
 

Если на одну из ступеней с номером fs =  подается поток пи-
тания F с концентрацией Fc , то для этой ступени можно написать 

fpfpfkfkf LLLF =−++ −+−+−− )1( )1()1( θθ ,               (1.366) 

ffpfpfpfpf

kfkfkfkfF

cLcL
cLFc

=′′+−+

+′++

−+−+−+−+

−−−−

))(1(

)(

)1()1()1()1( δθ
δθ

.         (1.367) 

На отборном конце каскада те же уравнения принимают более 
простой вид: 

sksks LL =−− θ , ( 1)N p s N− − < < ;                     (1.368) 
    ( ) , ( 1) ,s k s k s k s k s sL c L c N p s Nθ δ− − − −′+ = − − < <             (1.369) 

1

k

N i N i N
i

L Lθ− −
=

=∑ ,                              (1.370) 

 
1

( )
k

N i N i N i N i N N
i

L c L cθ δ− − − −
=

′+ =∑ ,             (1.371) 

 ,N NL Pθ =                                        (1.372) 
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 ( )N N N N pL c Pcθ δ ′+ = ;                              (1.373) 
и, соответственно, для отвального конца 

spsps LL =− −+−+ )1( )1()1( θ , ks +<< 11 ;        (1.374) 

kscL
cL

ss

pspspsps

+<<=

=′′−− −+−+−+−+

11,

))(1( )1()1()1()1( δθ
;            (1.375) 

 
1

1 1 1
1

(1 )
p

i i
i

L Lθ
−

+ +
=

− =∑ ;                           (1.376) 

 
1

1 1 1 1 1 1
1

(1 )( )
p

i i i i
i

L c L cθ δ
−

+ + + +
=

′′− − =∑ ;            (1.377) 

 WL =− )1( 11 θ ;                               (1.378) 
 wWccL =′′−− ))(1( 1111 δθ .                      (1.379) 
Если приращение концентрации (функцию обогащения) на про-

извольной s -й ступени задать в виде 
 ),( sssss cfcc θδ =′=−′ ,                      (1.380) 

причем, согласно балансу потоков 

 s
s

s
s δ

θ
θδ ′′−=′ 1

,                               (1.381) 

то система уравнений (1.364) – (1.379) представляет полную систе-
му для любого каскада с заданным профилем. При этом подразуме-
вается, что отбор P, концентрации в потоках отбора pc  и отвала 

wc  заданы, а значения sL  должны оставаться в известных преде-
лах, чтобы не получилось отрицательных обогащений. Кроме того, 
следует учитывать, что обогащение на одной ступени конечно и 
при строгом выполнении условий баланса число ступеней  может 
оказаться «дробным». При необходимости точной корректировки 
считают, что одна из величин sL  не является произвольной. 

Для построения идеального несимметричного каскада необхо-
димо использовать условие отсутствия смешивания концентраций 
на входах в разделительную ступень 

( 1)s k s s pc c c− + −′ ′′= = .                      (1.382) 
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Условие (1.382) дает возможность из уравнений (1.365), (1.369), 
(1.370), (1.374), (1.376) после алгебраических преобразований и с 
использованием условия (1.380) и граничных условий (1.373) и 
(1.379) получить соотношения для приращения концентраций на 
разделительной ступени несимметричного идеального каскада 

( , ), 1s s k s k s kc c f c k s Nθ− − −− = + ≤ < ,                     (1.383) 
( , ),N s k s k s kc c f c N s N kθ− − −− = ≤ < + ,                     (1.384) 

( , )p N N Nc c f c θ− =                                        (1.385) 
и формулы для определения коэффициентов деления потоков 

( 1)

( 1)

, 1 ( 1)s s p
s

s k s p

c c
p s N k

c c
θ − −

+ − −

−
= + − < < −

−
,                (1.386) 

( 1)

( 1)

,s s p
s

n s p

c c
N k s N

c c
θ − −

− −

−
= − ≤ <

−
;                               (1.387) 

)1(11,
1

1 −+≤<
−

−=
+

ps
cc

cc

ks

s
sθ ;                         (1.388) 

,
1

1
1

wk

w

cc
cc

−
−=

+
θ                                           (1.389) 

( 1)

( 1)

N N p
N

p N p

c c
c c

θ − −

− −

−
=

−
.                                      (1.390) 

Для получения полной системы уравнений несимметричного 
идеального каскада достаточно к уравнениям (1.383) – (1.390) до-
бавить уравнения баланса по полным потокам или по потоку цен-
ного (целевого) компонента  на выбор. Рассматривая первый слу-
чай, можно утверждать, что системы уравнений (1.383) – (1.385), 
(1.2386) – (1.390) и уравнения (1.364), (1.366), (1.368), (1.370), 
(1.372), (1.374), (1.376), (1.378) образуют полную систему уравне-
ний идеального несимметричного каскада при произвольных обо-
гащениях на отдельной ступени. 

Для случая, когда полный коэффициент разделения не зависит 
от θ , для идеального несимметричного каскада может быть полу-
чено аналитическое решение.  
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В качестве примера рассмотрим такой тип каскад, в котором 
ступени соединены так, что обогащенная фракция со ступени s на-
правляется на питание ступени s+2, а обедненная фракция подается 
на вход (s-1)-й ступени, т.е. k=2, p=2.  

Такой каскад дает два потока отбора P1 и P2 с концентрациями 

1Pc  и 
2Pc  и один поток отвала с концентрацией Wc  (рис. 1.33). 

Уравнения материального баланса для обеднительной части 
каскада, находящейся между точкой отвала и произвольной ступе-
нью s имеют вид 

1 1 1 1(1 )s s s s s sL L W Lθ θ θ− − + ++ + = − ,                         (1.391) 

1 1 1 1 1 1(1 )s s s s s s s s sL c L c W L cθ θ θ− − − + + +′ ′ ′′+ + = − .                  (1.392) 
Аналогичные соотношения для обогатительной части каскада 

можно записать следующим образом 
1 1 1 2 1 1(1 )s s s s s sL L P P Lθ θ θ− − + ++ = + + − ,                       (1.393) 

1 21 1 1 1 2 1 1 1(1 )s s s s s s P P s s sL c L c Pc P c L cθ θ θ− − − + + +′ ′ ′′+ = + + − .        (1.394) 

Условие идеальности в рассматриваемом случае запишется в 
виде 

2 1 1s s sc c c+ + −′′ ′= = .     (1.395) 
 

Рис. 1.33. Схема несимметричного каскада с обогащенным потоком, выходя-
щим из произвольной ступени и подаваемым через одну ступень «вперед» в пря-
мом направлении, и обедненным потоком, подаваемым на вход предыдущей  

ступени 
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Для случая малых концентраций (с<<1) коэффициент разделе-
ния ступени соответственно для обогащенной и обедненной фрак-
ций с учетом (1.395) можно записать в виде 

1 1

1 1

s s s

s s s

c c c
c c c

α + +

− −

′ ′ ′
= = ⋅

′ ′ ′
,              (1.396) 

1 1

1 1

s s s

s s s

c c c
c c c

β − +

+ −

′ ′ ′
= = =

′′ ′ ′
.               (1.397) 

По исходному предположению величины α  и β  не меняются 
по длине каскада. Комбинируя в этом случае (1.396) и (1.397), по-
лучаем, что для любой ступени рассматриваемого каскада выпол-
няются соотношения 

2α β= ,    (1.398) 
3q α β β= ⋅ = .                             (1.399) 

Решая уравнения (1.396) и (1.397) с граничным условием 
3

1 Wc cβ′ =  и учетом соотношений (1.398) и (1.399), получим 
2 , 1 ,s

s Wc c s Nβ +′ = ≤ ≤             (1.400) 
1, 1 .s

s Wc c s Nβ −′′ = ≤ ≤             (1.401) 
Из уравнения баланса для произвольной s-й ступени 

(1 )s s s s sc c cθ θ′ ′′= + − ,            (1.402) 

имея в виду, что ,s s

s s

c c
c c

α β
′

= =
′′

 и учитывая соотношение (1.399), 

получим выражение для коэффициента деления потока 

3

1 1 , 1, 2, ... ,
1 1s s N

q
β βθ

β
− −= = =
− −

.         (1.403) 

Комбинируя уравнения (1.391) и (1.392) с учетом (1.400) и 
(1.401), приходим к следующему уравнению, описывающему от-
вальную часть каскада 

2
1( 1) Y ( 1) Y 1,s s s

s sβ β β β β−− + − = −         (1.404) 

где Y s s
s

L
W

θ= . 
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Уравнение (1.404) представляет собой неоднородное разностное 
уравнение первого порядка, общее решение которого имеет вид 
[26] 

( )( ) ( )( )

1
1 1Y .

1 1 2 1 1 2
1 1.

s s

s k

s f

β
β β β β β

− −⎛ ⎞= − − +⎜ ⎟+ − + − +⎝ ⎠
≤ ≤ −

     (1.405) 

Константу k определяют, используя граничное условие: 

( )
1 1 1

1
1

1Y
1 1

L
W

θ θ
θ β β

= = =
− +

: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

1 1 2 1 1 2
k

β β β β β β β
= + −

+ − + − +
.     (1.406) 

Для отборной части каскада комбинирование уравнений (1.393) 
и (1.394) с учетом (1.400) и (1.401) дает 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 1
11 X 1 X 1 1 ,N s N s

s sβ β β γ β− + − +
−− + − = − + −     (1.407) 

где 1

1 2

X ,s s
s

L P
P P

θ γ= = . 

Учитывая, что 
1

X N N
N

L
P

θ= , решение (1.407) можно записать 

следующим образом 

( ) ( ){ }
( ){ }

( )X 1 1
( 1)(2 1)

1 1 1 , 1 .
( 1)( 2)

N s N s N s
s

N s
f s N

β β γβ β β
β β

γ β
β β

− − −

−

+= − + − − + − +⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦− +
++ − + − − ≤ ≤⎡ ⎤⎣ ⎦− +

(1.408) 

Для (N-1)-й и (N-2)-й ступеней решение (1.408) преобразуется к 
виду 

1X ,N γ− =                                         (1.409) 

2
2

1X 1.N β β
θ− = = + +      (1.410) 

При 1s f= −  справедливы соотношения (1.405) и (1.406), так 
что можно записать равенство 
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1 1
1

X Yf f
W
P− −= ⋅ .                     (1.411) 

С другой стороны из общих уравнений баланса следует 
1 2F P P W= + + ,   (1.412) 

1 21 2F P P WFc Pc P c Wc= + + .          (1.413) 

С учетом (1.400) и (1.401) получаем 
( ) 1

1
1 1

1 /
1 1

N f

N f N

W
P

β γ γ β

β β

− +

− + +

+ + +
=

−
.         (1.414) 

Исключая из выражений (1.390) и (1.393) отношение 
1

W
P

, окон-

чательно имеем 
d l a r

b l r
βγ − − +=
+ −

,                    (1.415) 

где 
2

1
1 Y

1 1/

N f

ffa β
β

− +

−
⎛ ⎞−= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

,                   (1.416) 

1

1
1 Y

1 1/

N f

ffb β
β

− +

−
⎛ ⎞−= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

,                 (1.417) 

( ) 1
1

N f
d β − +

= − +⎡ ⎤⎣ ⎦ ,                 (1.418) 

( ){ }
( )( )

1 11

1 2

N f N f

l
β β β

β β

− + − +− + −⎡ ⎤⎣ ⎦
=

− +
,                (1.419)  

( ) 1
1 1

( 1)( 2)

N f

r
β
β β

− +
− + −⎡ ⎤⎣ ⎦=

− +
                 (1.420) 
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Таблица 1.6 
Распределение концентраций sc′  и потоков в идеальном несимметрич-

ном каскаде (значения параметров приведены в тексте) 

1 2/ 2,868P Pγ = =  1/ 12,479W P =  0,246%Wc =  

Номер ступени sc′ , % 1/s sL Pθ  

1 0,545 4,160 
2 0,710 5,546 
3 0,925 7,400 
4 1,205 8,473 
5 1,570 4,000 
6 2,045 2,868 
7 2,664 1,000 

 
Таким образом, если заданы величины , ,N fβ , соотношения 

(1.400), (1.401), (1.408), (1.411) и (1.412) образуют полную систему 
для определения величин 1 2/P P  и 1/W P , а также распределения 
концентраций и потоков по длине каскада. Распределения концен-
траций sc′  и потоков по ступеням идеального несимметричного 
каскада при значениях параметров k=2, p=2 

7; 4; 1,303; 0,25N f β θ= = = =  для разделяемой смеси 
235UF6/238UF6 [14] приведены в табл. 1.6. 

В соответствии с формулами (1.62), (1.398), (1.399) и (1.409) 
удельная разделительная способность ступени несимметричного 
каскада при значениях параметров k=2, p=2 будет рассчитываться 
по формуле 

.ln)31(/ βθδ −=LU                                 (1.421) 
Подстановка данных, приведенных в табл. 1.6, в выражение для 

удельной разделительной способности (1.421) дает значение 
198,0/ =LUδ . 

Суммарное число разделительных элементов в каскаде может 
быть рассчитано по формуле 
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∑ Δ=
ЭЛU

UZ
δ

,                          (1.422) 

),()()()(
21 21 FWpp cFvcWVcVPcVPU −++=Δ  

где 

.ln
1

ln)12()( c
c

cccV −≈
−

−=  

 

1.12.2. Несимметричный идеальный каскад с малым  
                обогащением на ступени 

Для малых обогащений на ступени можно считать концентра-
ции всех отборов и соответственно всех отвалов приближенно оди-
наковыми. Это значительно упрощает условия на концах каскада 
( kPPP ++= 1 , 11 −++= PWWW , KPPP ccc === 1 , 

11 −=== PWWW ccc ). 
Составляя уравнения баланса потоков для смеси и для одного из 

компонентов в сечении между s -й и 1+s -й ступенью получим: 
PBBBAAA psssksss =−−−−+++ −++++−− 12111 ,     (1.423) 

1 1 1 1 1 1

1 1 1 2 2 2

1 1 1

( ) ( ( )
( ) ( )

( ) ,

s s s s s s s k s k s k

s s s s s s

s p s p s p P

A c A c A c
B c B c
B c Pc

δ δ δ
δ δ

δ

− − − − + − + − +

+ + + + + +

+ − + − + −

′ ′ ′+ + + + + + −
′′ ′′− − − − − −

′′− − =
  (1.424) 

где sA , sB  – обогащенный и обедненный потоки на s  -й ступени. 

Будем, как и раньше, обозначать разность ss cc −+1  через 
ds

dcs . Так 

как величины δ  и 
ds

dcs  по определению малы по сравнению с sc , 

а числа p  и k невелики (не больше нескольких единиц), то с точ-
ностью до малых второго порядка можно принять. 
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⎪
⎪

⎭

⎪
⎪

⎬

⎫

===

===

′′=′′==′′=′′
′=′==′=′

−

−

−+++

+−−

ccc
ds
dc

ds
dc

ds
dc

ss

ss

psss

ksss

…

…

…
…

1

1

121

11

δδδδ
δδδδ

.   (1.425) 

Для каскадов с непрерывным распределением параметров 
можно также считать 

⎭
⎬
⎫

−=====
=====

−+++

+−−

LBBBB
LAAAA

psss

ksss

)1(121

11

θ
θ

…
…

.  (1.426) 

Величина θ  в этих равенствах может быть найдена из уравне-
ния (1.423), которое с учетом принятых приближений может быть 
переписано в виде: 

PBpAk =−− )1(       (1.427) 
Считая P  малым по сравнению с L , получим из (1.426) и 

(1.427): 

k
p

B
A 1

1
−≅

−
=

θ
θ

,      (1.428) 

откуда 
1

1
p

k p
θ −≅

+ −
        (1.429) 

Формула (1.429) получена с такой же степенью приближения, с 

какой в симметричном каскаде 
2
1=θ . Это значение θ  очевидно 

получается из (1.429) при 1=k  и .2=p  С учетом выражений 
(1.425) и (1.426) уравнение (1.424) перепишется в виде: 

,)]1(321[()1(

)1()]1(321[(

pPcp
ds
dcBBp

cBpk
ds
dcAAkcAk

=−++++−′′−+

+−−−++++−′+

…

…

δ

δ
  (1.430) 
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а поскольку ++++−=−++++ …… 321[,
2

)1()]1(321[ kkk , 

2
)1()]1( −=−+ ppp…  то  

PPcBpcBp

BppAkk
ds
dcAkcAk

=′′−+−−

−−+−−′+

δ

δ

)1()1(

])1()1([
2
1

        (1.431) 

Умножая выражение (1.427) на c  и вычитая его из (1.431), по-
лучим: 

)()1(

])1()1([
2
1

ccPBpkA

BppAkk
ds
dc

P −−′′−+′=

=−+−

δδ
.    (1.432) 

Решая это уравнение относительно 
ds
dc

 с учетом (1.426)и 

(1.428), будем иметь 

)(
)1(

2)1(
1

2 cc
Lpk

Pcc
pds

dc
p −

−
−−

−
= εθ

.  (1.433) 

Уравнение для приращения концентраций (1.433) является 
обобщением уравнения (1.85) на случай несимметричного каскада. 

Рассмотри теперь условия, которым должен подчиняться иде-
альный каскад. Точно также как и для симметричных каскадов, ус-
ловие несмешения  может быть записано в виде: 

11 −+−+−− ′′−==′+ pspssksks ccc δδ ,    (1.434) 
или с учетом принятых приближений, вытекающих из малости 
обогащения на ступени 

δδ ′′−−+==′+−
ds
dcpcc

ds
dckc sss )1( .   (1.435) 

Условия (1.435) можно также переписать в виде: 
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⎪
⎪

⎭

⎪
⎪

⎬

⎫

−+
′′+′

=

−
′′

=
′

=
−+
′′+′

1

11

kpds
dc

pkkp

δδ

δδδδ

.    (1.436) 

Легко проверить, что первое из условий (1.436) с учетом (1.430) 
совпадает с условием баланса. Таким образом, первое условие в 
несимметричном каскаде с произвольными p  и k  выполняется 
автоматически так же, как и для симметричного каскада. 

Из сравнения второго условия (1.436) с уравнением (1.433) сле-
дует, что для выполнения условия несмешения второй член справа 
от знака равенства уравнения (1.433) должен равняться половине 
первого, то есть 

)1(
)(2*

cc
ccP

Lk p

−
−

=
εθ

     (1.437) 

Формула (1.437) дает распределение потоков в идеальном не-
симметричном каскаде в зависимости от концентрации. Второе из 
соотношений (1.436) дает зависимость концентрации от номера 
ступени. Суммарный поток в каскаде составит:  

∫∫∑ −−
−

+
−−

−=
p

F

F

W

c

c

p
c

C

W

cc
ccp

cc
dcccWL 222222

*

)1()1(
)(2

)1()1(
)(2

εθθεθθ
(1.438) 

Вынося за знак интегрирования не зависящую от c  величину 
2)1( εθθ − , можно вычислить оба интеграла в выражении (1.438). 

В результате получим: 

),,(
)1(

2
2

*
wFP ccсPФL

θθε −
=∑ ,    (1.439) 

или 

),,,(
2

)1( 2

WFP ccсPФL∑ =− εθθ
   (1.440) 

где ),,( WFP cccФ  – функция ценности, определяемая формулой 
(1.130). 
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Соотношения (1.439) и (1.440) могут быть получены также из 
условия минимума суммарного потока. Таким образом, в каскаде с 
произвольными значениями параметров p  и k  всегда можно най-
ти распределение *L , обеспечивающее отсутствие смешения раз-
личных концентраций (или минимальность суммарного потока). 
Для каскада с известными внешними параметрами произведение 
РФ  есть величина заданная; для того, чтобы каскад при заданных 
внешних условиях имел наименьшее число элементов, необходи-

мо, чтобы выражение 2)1(
1

εθθ −
 в соотношении (1.439) было ми-

нимальным. Это условие позволяет найти наивыгоднейшую вели-
чину θ , а, следовательно, и наилучший коэффициент несиммет-
ричности. Так, для элементов, в которых разделение происходит 
вдоль некоторого канала, можно принять, что [5, 7] 

θθ
εε

−
=

1
1ln1

* ,      (1.441) 

где *ε  - постоянная величина, определяемая отношением разности 
масс изотопов к средней массе изотопной смеси. В данном случае 
функция 

)1(
1ln)1()()1(

1
2

2

θθ
θ

θ
θεθθ

−
−

=
−

 

имеет минимум при 8,0≈θ , что соответствует несимметричному 
каскаду с одним потоком «вперед» и четырьмя потоками «назад» 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ===

5
4,5,1 θpk . 

1.12.3. Прямоугольный несимметричный каскад 

В случае слабого обогащения уравнение отборной части несим-
метричного прямоугольного каскада в соответствии с (1.433) имеет 
вид 
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2 ( )2 (1 )
1 ( 1)

Pp c cdc c c
ds p k p L

θε −= − −
− −

,    (1.442) 

где constL = . Общее решение уравнения (1.442) позволяет найти 
PS  - число ступеней в обогатительной части несимметричного ПК 

1 1ln
2 1P

P

pS Χ
θεΔΨ Χ

− +=
−

,     (1.443) 

где величина Х определяется формулами: 
( )

(1 )( ) 2 2
P F P

P P F P F P P

c c
c c c c c

ΔΨΧ
Ψ Ψ

−=
+ + − −

,   (1.444) 

1
2 2(1 ) 4P P P PcΔΨ Ψ Ψ⎡ ⎤= + −⎣ ⎦ ,    (1.445) 

P
p

k L
Ψ

θε
= .       (1.446) 

Соответственно число ступеней WS  в обеднительной части не-
симметричного ПК будет равно 

1 1ln
2 1W

W

pS
Δ

Χ
θε Ψ Χ

− +=
−

,     (1.447) 

где   
( )

(1 )( ) 2 2
F W W

W F W F W W W

c c
c c c c c

ΔΨΧ
Ψ Ψ

−=
+ + − −

,       (1.448) 

1
2 2(1 ) 4W W W WcΔΨ Ψ Ψ⎡ ⎤= + −⎣ ⎦ ,    (1.449) 

W
W

k L
Ψ

θε
= .       (1.450) 

При 1=k  и 2=p  уравнения (1.442), (1.443) и (1.447) преобра-
зуются в соотношения для прямоугольного симметричного каска-
да. 

Контрольные вопросы к первой части 

1. Какую величину называют коэффициентом деления потока 
ступени? 
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2. Дайте определение полного коэффициента разделения сту-
пени, коэффициентов разделения по обогащенной и обедненной 
фракции. 

3. При каком значении концентрации в случае «слабого обо-
гащения» обогащение δ ′  и обеднение δ ′′  достигают максимально-
го значения? 

4. Как, согласно теории Дирака – Пайерлса, вводится понятие 
разделительной способности (мощности) ступени? 

5. Опишите подход определения явного вида разделительного 
потенциала в случае «слабого обогащения». 

6. Как в случае слабого обогащения связана величина раздели-
тельной способности с уменьшением энтропии при разделении на 
ступени? 

7. Как определяют разделительной потенциал в случае произ-
вольных обогащений на ступени? 

8. Дайте определение симметричного противоточного разде-
лительного каскада. 

9. Перечислите основные параметры симметричного противо-
точного каскада. 

10. Из каких соображений можно получить конечно-разностные 
уравнения, описывающие процесс разделения в каскаде? 

11. Как выглядят уравнения противоточного симметричного 
каскада в случае «слабого обогащения»? 

12. Из каких соображений можно найти минимальный поток 
питания каждой ступени в случае слабого обогащения? 

13. Как рассчитать полное число ступеней в каскаде в случае 
безотборного режима ( 0P W F= = = )? 

14. Опишите два принципиальных подхода к выбору критериев 
эффективности работы каскада. 

15. Какой каскад называют «идеальным»? 
16. Из каких практических соображений в качестве критерия 

оптимизации принят минимум суммарного потока питания ступе-
ней? 

17. Опишите свойства идеального каскада с малым обогащени-
ем на ступени. 

18. Дайте определение функции ценности. 
19. Какая величина принята за единицу работы разделения? 
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20. Каковы особенности идеального каскада с немалым коэф-
фициентом разделения на ступенях? 

21. Опишите подходы к оптимизации (по суммарному потоку) 
каскада с немалым обогащением на ступенях и с заданными кон-
центрациями целевого изотопа в потоках отбора и отвала. 

22. Объясните, почему суммарный поток каскада со «смешени-
ем» может оказаться меньше суммарного потока идеального каска-
да из несимметричных ступеней. 

23. Как учитывают потери рабочего вещества при расчете иде-
ального каскада? 

24. Какой каскад называют прямоугольно-секционированным? 
25. Дайте определение КПД формы каскада. 
26. Объясните, почему противоточную колонну формально 

можно представить как прямоугольный каскад. 
27. Что называется высотой, эквивалентной теоретической 

ступни (ВЭТС)? 
28. Каковы принципы оптимизации ПСК и ПК в случае «слабо-

го обогащения»? 
29. Как распределяется коэффициент деления потока по длине 

прямоугольного каскада в случае произвольных обогащений на его 
ступенях? 

30. Из каких исходных соображений можно получить диффе-
ренциальные уравнения нестационарного процесса в случае «сла-
бого обогащения»? 

31. Каковы особенности нестационарных процессов разделения 
в каскадах для разделения бинарных смесей? 

32. При каких допущениях получены приближенные решения 
уравнения нестационарного процесса? 

33. Какой каскад называют несимметричным? 
34. В каком случае может быть получено аналитическое реше-

ние для несимметричного идеального каскада при произвольных 
обогащениях на отдельной ступени? 

35. Какой вид имеет уравнение, описывающее процесс разделе-
ния в несимметричном каскаде с малым обогащением на ступени? 

36. Из каких соображений можно найти минимальное число 
элементов в идеальном несимметричном каскаде при заданных ве-
личинах P, Cp, CF, Cw? 
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Приложение 1 

Численный метод решения уравнения нестационарного 
процесса [29] 

Ниже представлена дифференциально-разностная модель урав-
нений нестационарного процесса. Эту модель можно рассматри-
вать как предельный случай сеточной модели, когда одни из ли-
нейных размеров сетки (в нашем случае по временной координате) 
стремится к нулю. В литературе эта модель известна под названием 
«метода прямых» [48]. Суть его применительно к рассматриваемой 
краевой задаче состоит в том, что интервал изменения координаты 
y  для каждой секции каскада делится на n  частей с шагом yΔ  и 
через внутренние точки проводится семейство параллельных пря-
мых. На каждой прямой дифференциальное уравнение заменяется 
обыкновенным дифференциальным уравнением для функции 

( , ) ( )i
i kc y k y cΔ τ τ+ = . Таким образом, краевая задача сводится к 

задаче Коши для системы обыкновенных дифференциальных урав-
нений по времени. 

При переходе к задаче Коши замена первой и второй производ-
ных на выбранных прямых симметричными конечно-разностными 
соотношениями дает [48] 

1 1

2
k k kc c c
y yΔ

+ −∂ −=
∂

,       (П1.1) 

2
1 1

2 2

2k k k kc c c c
y yΔ

+ −∂ − +=
∂

.     (П1.2) 

После чего уравнения (1.277) и (1.278) преобразуют в систему 
обыкновенных дифференциальных уравнений типа 

1,,2,1),,,( 11 −== −+ kkcccf
d
dc

kkk
k …

τ
.  (П1.3) 

В граничных точках (точках «стыка» секций и на концах каска-
да) формулы (П1.1) и (П1.2) использовать нельзя, поскольку в этих 
точках существуют только односторонние производные. Анализ 
показывает, что в данном случае хорошие результаты дает приме-
нение формул Адамса – Башфорта и Адамса – Мултона [49] 
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Полученная система обыкновенных дифференциальных уравне-
ний должна решаться численно. Применение её для решения тра-
диционных (классических) методов типа Эйлера или Рунге-Кутта 
нецелесообразно. Это связано с тем, что система уравнений оказы-
вается жесткой, т.е. исследуемый процесс описывается нескольки-
ми частными решениями с большим разбросом производных во 
времени, за счет чего при использовании классических методов 
развивается неустойчивость, и наибольший допустимый шаг ин-
тегрирования оказывается слишком мал. 

Для решения (П1.3) целесообразно использовать так называе-
мый «системный» метод численного решения дифференциальных 
уравнений [50, 51], который учитывает общие свойства решаемой 
системы и позволяет значительно увеличить шаг интегрирования 
по сравнению с классическими методами. Суть метода – примене-
ние явной одношаговой аппроксимации 

dttAcfcc )exp()(,()()(
0
∫

Δ

+=Δ+
τ

τττττ ,   (П1.5) 

где f  – вектор-функция правых частей системы (П1.3); A  – по-
стоянная квадратная матрица, имеющая порядок, равный размер-
ности системы k . Интеграл в правой части (П1.5) называют стаби-
лизирующей матрицей, поскольку способ задания подынтегрально-
го выражения определяет свойства численного метода. Для обеспе-
чения устойчивости при достаточно больших τΔ , матрицу A  сле-
дует задавать как матрицу Якоби системы (П1.3). 

Построение стабилизирующей матрицы основано на следующем 
рекуррентном соотношении: 

1 (2 ), 0, 1, , 1I A nν ν νΦ Φ Φ ν+ = + = −… ,  (П1.6) 
с начальным условием 
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где I  – единичная матрица. Число R  и n  выбирают так, чтобы их 
изменение на единицу не приводило бы к изменению коэффициен-
тов матрицы более чем в шестом-седьмом разряде. 

Некоторые трудности при использовании «системного» метода 
вызывает необходимость многократного вычисления стабилизи-
рующей матрицы, которая в общем случае является функцией вре-
мени. Однако при решении задач нестационарных процессов мат-
рица Якоби на отдельных достаточно больших участках интервала 
интегрирования изменяется слабо. Поэтому необходимость пере-
счета стабилизирующей матрицы сводится к разумному минимуму, 
и его время занимает малую часть общего времени решения задачи. 

Устойчивость данной схемы расчета очень слабо зависит от ве-
личины шага дискретности lΔ . Поэтому величину lΔ  следует за-
давать только исходя из требований к точности получаемых ре-
зультатов. Применение «системного» метода дает возможность 
увеличить шаг τΔ  в 20-30 раз по сравнению с классическими ме-
тодами и, соответственно, резко сократить время вычислений. В 
принципе, шаг может быть доведен до 1=Δτ , что позволяет за 
50 ÷ 100 шагов практически до конца рассчитать нестационарный 
процесс в разделительном каскаде. 

При числе компонентов смесей изотопов больше двух, размер-
ность интегрируемых систем обыкновенных дифференциальных 
уравнений увеличивается в ( 1−m ) раз, где m -число компонентов 
смеси. Одновременно в несколько раз возрастает требуемое коли-
чество пересчетов матрицы Φ . Поэтому применение рассмотрен-
ной расчетной схемы целесообразно ограничить только задачами 
разделения бинарных смесей. 
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Приложение 2 

Основные правила операционного исчисления. 
Операторное изображение 

Операционное исчисление каждой однозначной функции (ори-
гиналу) )(tf  переменного t  ставит в соответствие некоторую 

функцию [ ]*( )f p  с помощью преобразования 

[ ]* *

0

( ) ( ) ( ) ptf p f p p f t e dt
∞

−= = ∫ .    (П2.1) 

Выражение (П2.1) называется интегралом Лапласа, а функция 
* ( )f p  называется преобразованием Лапласа или операторным 

изображением функции )(tf . Например, изображение экспоненци-
альной функции будет 

*

0

at pt at pe p e e dt
p a

∞
− − −⎡ ⎤ = ⋅ =⎣ ⎦ −∫ .    (П2.2) 

Преобразование Лапласа характерно тем, что многим соотноше-
ниям и операциям над оригиналами )(tf  соответствуют более про-
стые соотношения и операции над изображениями * ( )f p . Оно 
применяется для решения дифференциальных и интегральных 
уравнений: метод решения заключается в преобразовании данного 
уравнения, содержащего оригиналы )(tf , в эквивалентное уравне-
ние относительно соответствующих изображений Лапласа * ( )f p . 

Одно из основных свойств преобразования (П2.1) – его линей-
ность: изображение суммы равно сумме изображений, то есть 

[ ] *
2

*
1

*
21 ffff +=+ ,      (П2.3) 

если λ =const, то 
[ ] ** ff λλ = ,       (П2.4) 

и в соответствии с (П2.1) изображения первой и второй производ-
ной функции имеют вид  

*' *( ) ( ) (0)f t p f p f⎡ ⎤ ⎡ ⎤= −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ,     (П2.5) 
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(0)( ) ( ) (0) ff t p f p f
p

⎡ ⎤
⎡ ⎤ = − −⎢ ⎥⎣ ⎦

⎣ ⎦
,    (П2.6) 

где * ( )f p  – по-прежнему изображения функции, )0(f  и )0('f  – 
значения функции и ее производной при 0=t . 

Нетрудно убедиться также, что 
* *

0

( )( )
t f pf t dt

p
⎡ ⎤

=⎢ ⎥
⎣ ⎦
∫ .      (П2.7) 

соотношения (П2.3) – (П2.7) позволяют, например, найти изобра-
жение решения обыкновенного линейного дифференциального 
уравнения с постоянными коэффициентами с помощью чисто ал-
гебраической операции. Пусть, например, уравнение имеет вид 

)()()()( '" ttfbtfatf Ψ=++ ,     (П2.8) 
трансформируя уравнение (П2.8) с помощью интеграла Лапласа 
(П2.1) и учитывая свойства линейности (П2.3), (П2.4), получим 

)()]([)]([)]([ ***'*" ttfbtfatf Ψ=++ .   (П2.9) 
Подставляя в (П2.9) изображения производных (П2.5) и (П2.6) и 

решая полученное алгебраическое уравнение относительно )(* Pf , 
найдем изображение решения 

* 2 '
* 1

2
2

( )( ) ( ) (0) (0)( )
( )

F pp p ap f pff p
p ap b F p

Ψ + + += ≡
+ +

, (П2.10) 

чтобы получить решение в виде функции от t , необходимо перей-
ти от изображения к оригиналу, т.е. осуществить обратное преоб-
разование. 

Если задано уравнение с частными производными (от двух пе-
ременных), можно произвести преобразование по одной из пере-
менных, (например, по времени); одновременно трансформируются 
и граничные условия. Тогда уравнение превратится в обыкновен-
ное и может быть сравнительно легко решено. 

Отыскание оригинала 

После нахождения операционного изображения решения, не-
обходимо определить соответствующую ему функцию перемен-
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ной t , т.е. оригинал. Это можно сделать с помощью таблиц изо-
бражений и оригиналов [26]. В приведенной ниже таблице даны 
формулы операционного исчисления, которые могут быть ис-
пользованы при решении задач описания переходных (неста-
ционарных) процессов в каскадах для разделения бинарных изо-
топных смесей.  

 
Таблица преобразований Лапласа 
( kdba ,,, -различные постоянные) 

Изображение Оригинал (искомая функция) 
p

p a+
 tae−                                       (П2.11)

1 1 p
p a p a

= −
+ +

 

tae−−1                                  (П2.12)

1
b
bp−

 bte−−1                                 (П2.13)

1
p

 t                                            (П2.14)

1
np

 ( n - целое) 
!n

t                                          (П2.15)

1
p

 t
π
2                                      (П2.16)

1
p b p+

 
2

2 1)(2
b

tberfbt
b

−+
π

         (П2.17)

k pd
p b p

−

+
 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−−

+

−

tb
t

kerf
db

t
kerf

b
bket

b

tbbk

tk

2
1

2
12

2

2

2

2
4

π   (П2.18)
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В приведенной таблице функция erf  ошибок определяется со-
отношением 

dtexerf
x

t∫ −=
0

22
π

,     (П2.19) 

так что 1)0( =erf  и 0)( =∞erf . 
Существует также ряд правил и теорем, позволяющих анализи-

ровать полученное изображение или переходить от него к оригина-
лу. Особенно важной является теорема разложения: если * ( )f p  – 
рациональная алгебраическая функция, выраженная отношением 
двух многочленов, то есть 

1
* 0 11

1
2 0 1

( )( )
( )

m m
m

n n
n

a p a p aF pf p
F p b p b p b

−

−

+ + += =
+ + +

,  (П2.20) 

где mn ≥ , то искомая функция будет 

11
'

12 2

( )(0)( )
(0) ( )

n
k

k k k

F pFf t
F p F p=

= +∑ ,    (П2.21) 

где 1 2, , , np p p…  – корни знаменателя (П2.20), т.е. уравнения 

2 ( ) 0F p = .      (П2.22) 
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Приложение 3 

Значения корней трансцендентного уравнения [36] 
(1 )

2
Py Ψ−  Корни 

1μ  2μ  3μ  4μ  5μ  6μ  
0 1,570 4,712 7,853 10,995 14,137 17,278

0,1 1,505 4,691 7,841 10,986 14,130 17,272
0,2 1,432 4,669 7,828 10,977 14,123 17,266
0,3 1,352 4,647 7,815 10,968 14,116 17,260
0,4 1,263 4,625 7,802 10,959 14,109 17,255
0,5 1,165 4,603 7,789 10,950 14,102 17,249
0,6 1,052 4,581 7,776 10,940 14,094 17,243
0,7 0,920 4,559 7,762 10,931 14,087 17,237
0,8 0,758 4,537 7,751 10,922 14,080 17,232
0,9 0,541 4,515 7,738 10,913 14,073 17,226
1,0 0 4,492 7,725 10,904 14,066 17,220
1,5 1,128 4,382 7,660 10,858 14,031 17,191
2,0 1,915 4,274 7,596 10,812 13,995 17,162
4,0 3,997 3,916 7,355 10,636 13,856 17,047
6,0 5,999 3,693 7,156 10,475 13,725 16,937
8,0 8,000 3,560 7,002 10,337 13,606 16,834
∞  0 3,142 6,283 9,424 12,566 15,708
       

0 1,570 4,712 7,853 10,955 14,137 17,278
-0,1 1,630 4,733 7,866 11,004 14,143 17,284
-0,2 1,688 4,754 7,879 11,014 14,151 17,290
-0,3 1,741 4,775 7,892 11,023 14,157 17,296
0,4 1,790 4,795 7,904 11,032 14,165 17,301
-0,5 1,836 4,815 7,917 11,041 14,172 17,307
-0,6 1,879 4,835 7,929 11,050 14,179 17,313
-0,7 1,920 4,855 7,941 11,058 14,186 17,319
-0,8 1,958 4,874 7,954 11,068 14,193 17,324
-0,9 1,994 4,894 7,966 11,076 14,200 17,330
-1,0 2,028 4,912 7,978 11,085 14,206 17,336
-1,5 2,174 5,003 8,038 11,129 14,241 17,364
-2,0 2,288 5,086 8,096 11,173 14,275 17,393
-4,0 2,570 5,353 8,303 11,335 14,407 17,503
-6,0 2,716 5,537 8,470 11,477 14,528 17,607
-8,0 2,804 5,666 8,603 11,599 14,643 17,702
∞  3,142 6,283 9,424 12,566 15,708 18,849
 
 



 
 
 
 
 
 
 

 
Часть 2 

 
 
 
 
 

ТЕОРИЯ КАСКАДОВ  
ДЛЯ РАЗДЕЛЕНИЯ  
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2.1. Разделительная ступень. Основные характеристики  
       и уравнения ступени [1] 

Приведем общие характеристики разделительных ступеней 
(элементов), предназначенных для разделения однофазных много-
компонентных смесей. Состав смеси, содержащей m  химически не 
реагирующих между собой компонентов, будем определять их 

мольными долями (концентрациями) 
n
nc i

i =  (n – мольная плот-

ность смеси ni – мольная плотность i – ого компонента, 
mi ,...,2,1= ). Из определения концентраций следует тождество 

   .1
1

=∑
=

m

j
jc                                   (2.1) 

Из (2.1) следует, что число независимых концентраций равно 
.1−m  Наряду с ci удобно применять относительные концентра-

ции, определяемые по отношению к концентрации «опорного» 
компонента с фиксированным номером, например, k, т.е. 

   ,
k

i
ik c

cR =  mi ,...,2,1= .                  (2.2) 

Поскольку в качестве «опорного» может быть выбран любой из 
компонентов смеси, всего имеется m  таких наборов. Однако каж-
дый такой набор, например ikR , может быть получен из любого 
другого, например ijR , по следующим формулам преобразования: 

  ,jkij
k

j

j

i

k

i
ik RR

c
c

c
c

c
cR ⋅=⋅==                   (2.3) 

относительные концентрации ikR  и концентрации jc  связаны со-
отношениями 

   

∑
=

= m

j
jk

ik
i

R

Rc

1

, mi ,...,2,1= .             (2.4) 
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Обычно номера компонентов принято располагать в порядке 
возрастания мольных  масс или массовых чисел компонентов, на-
чиная с самого легкого. 

Заметим, что при разделении изотопов в виде химических со-
единений кроме основного процесса в разделительной ступени 
(элементе) может происходить обмен изотопами между молекула-
ми компонентов, вследствие чего число молекул отдельного ком-
понента не сохраняется. Влияние этого процесса на разделение оп-
ределяется его относительной скоростью. Дальнейшее рассмотре-
ние будет ограничено случаем отсутствия обмена (нулевой скоро-

стью обмена), к которому 
сводится большинство 
практических задач раз-
деления. 

Так же, как и в случае 
разделения бинарной 
смеси, рассмотрим про-
стую разделительную 
ступень (элемент), 
имеющий один вход и два 
выхода (рис. 2.1). 

На вход поступает 
смесь m  компонентов, 
поток питания (произво-
дительность ступени) L  с 
концентрациями ic . Из 

ступени (элемента) выходят два потока: легкая фракция (поток, 
обогащенный легкими компонентами) или отбор ступени L′  и тя-
желая фракция (поток, обедненный легкими компонентами) или 
отвал ступени L′′ . Концентрации компонентов в отборе равны ic′ , 
а в отвале - ic ′′ . 

Коэффициент деления потоков смеси (срез) θ , парциальные по-
токи компонентов iii GGG ′′′,,  и срезы iϕ  парциальных потоков 
определим по формулам 

L LL θ=′

LL )1( θ−=′′

ic ic′

ic ′′

Рис. 2.1. Схема разделительной ступени  
(элемента) 



 167

                     , , , ,i i i i i i
L G Lc G L c G L c
L

θ
′ ′ ′ ′ ′′ ′′ ′′= = = =      

    .,...,2,1,"1,' mi
G
G

G
G

i

i
i

i

i
i ==−= ϕϕ                 (2.5) 

Балансовые уравнения ступени в стационарном режиме работы 
в отсутствие потерь имеют вид 

       ,LLL ′′+′=  
   i i iG G G′ ′′= + , mi ,...,2,1= .             (2.6) 
Введенное в (2.5) определение среза дает возможность уравне-

ния (2.6) представить в виде 
   .)1( iii ccc ′′−+′= θθ                            (2.7) 
Из выражений (2.5) и (2.6) непосредственно следует 

 
1 1 1

, , ,
m m m

j j j
j j j

L G L G L G
= = =

′ ′ ′′ ′′= = =∑ ∑ ∑                  (2.8) 

 

1 1 1

, , ,i i i
i i im m m

j j j
j j j

G G Gc c c
G G G

= = =

′ ′′′ ′′= = =
′ ′′∑ ∑ ∑

 mi ,...,2,1= .     (2.9) 

   1

1

.

m

j
j
m

j
j

G

G
θ =

=

′
=
∑

∑
                                        (2.10) 

Для каждого компонента i  с относительной концентрацией ikR  
определяются относительные коэффициенты разделения: полный 

ikq , в отборе ikα  и в отвале ikβ  и соответствующие коэффициенты 
обогащения , ,ik ik ikε ε ε′ ′′  

                   ,,,
ik

ik
ik

ik

ik
ik

ik

ik
ik R

R
R
R

R
Rq

′′
=

′
=

′′
′

= βα    

 
ik

ikikikikik q
β

εαεε 11,1,1 −=′′−=′−= .               (2.11) 
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При разделении изотопов молекулярно-кинетическими метода-
ми величины относительных коэффициентов разделения можно 

аппроксимировать соотношениями 0
j iM M

ijq q −= , где q0 – коэф-
фициент разделения, приходящийся на единицу разности массовых 
чисел, Mi, MJ – массовые числа i-го и j-го компонентов соответст-
венно.  

Из определений (2.11) непосредственно следует: 
 1,1,1, ===⋅= kkkkkkikikik qq βαβα .      (2.12) 

При фиксированном номере "опорного" компонента существует 
набор из 1−m  независимых ikq  (или ikα , ikβ ). По определению 

ikR  всего имеется m  таких наборов. Однако каждый из них, на-
пример ikq , может быть преобразован в другой набор, например, 

ijq  по формулам 

   kjikij qqq ⋅= ,                                    (2.13) 
Если mk ≠ , то при всех ki <  значения всех коэффициентов 

разделения ikq , ikα , ikβ  будут больше единицы, а при всех ki >  - 
меньше единицы. 

Полные коэффициенты разделения ikq , как правило, не зависят 
от состава смеси. В некоторых случаях коэффициенты ikq  могут 
зависеть от среза θ . В соответствии с определением (2.11) уравне-
ния разделения могут быть представлены в виде 

 

∑∑
==

==′ m

j
jjk

iik
m

j
jkjk

ikik
i

c

c

R

Rc

11

α

α

α

α
,                       (2.14) 

∑∑
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−

−

=

−

−

==′′ m

j
jjk

iik
m

j
jkjk

ikik
i

c

c

R

Rc

1

1

1

1

1

1
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)(

β

β

β

β
,                  (2.15) 
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∑∑
==

′′

′′
=

′′

′′
=′ m

j
jjk

iik
m

j
jkjk

ikik
i

cq

cq

Rq

Rqc

11

, mi ,...,2,1= .        (2.16) 

Из (2.14) - (2.16) следует, что значения ic′  и ic ′′  )...,,2,1( mi =  
не зависят от номера «опорного» компонента k . 

Введем обозначения: 

  
1

i i
i

i i

Gg
G

ϕ
ϕ

′
= =

′′−
, ,ki ≠                           (2.17) 

  
1

k k
k

k k

Gg
G

ϕ
ϕ

′
= =

′′−
.                                   (2.18) 

Нетрудно показать, используя (2.5) и (2.8), что величины ig  и 

kg  связаны с величинами относительных коэффициентов разделе-
ния следующими соотношениями 

  kig
ik

ikik
i ≠

−
−= ,
1

)1(
α
βα

                           (2.19) 

  .
)1(
1

ik

ik

ikik

ik
kg

ε
ε

βα
β

′
′′

=
−
−=                            (2.20) 

При этом 

  ik
k

i q
g
g =                                           (2.21) 

Величина kg  ( k  – номер «опорного» компонента) инвариантна 
относительно номера компонента, т.е. для всех ki j g≠  будет 
иметь одно и то же значение. 

Приращения концентраций i-го компонента в отборе ступени 
(положительное или отрицательное) iii cc −′=′δ  и в отвале ступе-
ни iii cc ′′−=′′δ  (положительное или отрицательное) с учетом (2.11) 
можно представить в виде 
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  ,
1

1

1

∑

∑

=

=

′+

′−′
=′ m

j
jjk

m

j
jjkik

ii

c

c
c

ε

εε
δ                           (2.22) 
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∑

=

=

′′−

′′−′′
=′′ m

j
jjk

m

j
jjkik

ii

c

c
c

1

1

1 ε

εε
δ ,                           (2.23) 
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= =
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′′−′+

′−′+
=′′+′= m

j
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j
jkjjk

m

j
jjkikk

iiii

c

cg
c

1 1

1

)1)(1(

))(1(

εε

εε
δδδ .                 (2.24) 

В соответствии с уравнениями баланса (2.7) величины iδ ′′  и iδ ′  
должны удовлетворять цепочке равенств: 

 
θ
θ

δ
δ

δ
δ

δ
δ −=

′′
′

==
′′
′

=
′′
′

−

− 1...
1

1

2

2

1

1

m

m .                  (2.25) 

Величины θ  и срезы парциальных потоков в соответствии с 
(2.5), (2.22), (2.23) и (2.24) равны 

  
k

m

j
jjkk

g

cg

+

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

=
∑
=

1

1
1

ε
θ ,                                (2.26) 

  
ik

ikk
i q

qg
+

=
1

ϕ , mi ,...,2,1= .                       (2.27) 

Если коэффициенты разделения ikα , ikβ  не зависят от концентра-
ции, то в соответствии с (2.27) парциальные срезы не будут зави-
сеть от концентрации. Однако при этом согласно формуле (2.26) 
срез θ  должен зависеть от концентрации. Из этой формулы следу-
ет, что если срез θ  не зависит от концентрации то kg , ikα  и ikβ  
должны зависеть от концентрации. 
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Назовем симметричной относительно пары компонентов с но-
мерами n и k ступень (элемент), в которой коэффициенты разделе-
ния этой пары nkα  и nkβ  одинаковы: nknknk q== βα , так что в 

соответствии с (2.20) параметр kg  равен 

  
nknk

k q
g 11 ==

β
.                                  (2.28) 

Остальные коэффициенты )( ki ≠ , срез θ  и срезы парциальных 
потоков iϕ  в такой ступени (элементе) имеют вид: 

  
(1 )ik nk

ik
ik nk

q q
q q

α
+

=
+

,                                   (2.29) 
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nkik
ik q

qq
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+

=
1

β ,                                      (2.30) 
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j
jjk

q

c

+
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=

∑
=

1

1
1

ε
θ ,                                      (2.31) 

 
nk

ik
i q+
=

1
αϕ , mi ,...,2,1= .                         (2.32) 

При «слабом обогащении» на ступени (элементе), когда коэф-
фициенты разделения ikq , ikα  и ikβ  мало отличаются от единицы, 
можно считать 

 ,,, lnlnln ikikikikikik q βεαεε ≈′′≈′≈              (2.33) 
и, следовательно, в соответствии с (2.33) и (2.13) 

 ,,, jiijjiijjiij εεεεεε ′′−=′′′−=′−=                         (2.34) 

 ,,, kjikijkjikijkjikij εεεεεεεεε ′′+′′=′′′+′=′+=              (2.35) 

 .ikikik εεε ′′+′=                  (2.36) 
Из (2.34) – (2.36) следует, что в случае «слабого» обогащения 

относительные коэффициенты обогащения обладают свойствами 
антисимметричности и аддитивности. Кроме того, можно считать, 
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что для однофазных методов разделения выполняется соотношение 
0 ( )ik K iM Mε ε= − , где 0ε  – коэффициент обогащения единичной 

разности массовых чисел, kM  и iM  массовые числа k-го и i-го 
компонентов, соответственно [3, 4]. 

В этом случае согласно (2.26) 

   
k
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и, соответственно,       
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Тогда с учетом (2.36) и (2.38) коэффициенты ikε ′  и ikε ′′  могут 
быть записаны в виде 

  ikikikik θεεεθε =′′−=′ ,)1( .                       (2.39) 
С учетом (2.1) и (2.35) соотношения (2.22) в рассматриваемом 

случае преобразуются следующим образом: 
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Аналогично получаем: 
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2.2. Основные уравнения противоточного симметричного  
       разделительного каскада  

Рассмотрим противоточный симметричный каскад с одним вхо-
дящим потоком питания F и двумя выходящими – отбора P, обо-
гащенного самым легким компонентом, и отвала W, обогащенного 
самым тяжелым компонентом (рис. 2.2). Потоки F, P, W и их кон-
центрации ),...,2,1(,, miсcc iWiPiF =  являются внешними па-
раметрами каскада. 

Если потери вещества в ступенях каскада отсутствуют, то 
внешние параметры каскада должны удовлетворять уравнениям 
материального баланса 

  
, 1, 2,...,iF iP iW

F P W
Fc Pc Wc i m

= +
= = =

               (2.43) 

Ступени каскада пронумерованы последовательно от 1=s  на 
отвальном конце каскада до s N=  на отборном конце каскада; 
считаем, что поток питания F подают на вход ступени с номером 
f . Внутренние параметры каждой ступени sL , ,sL′  ,sL ′′  

,,, sissi cLG =  ,,, sissi cLG ′′=′  sissi cLG ,, ′′′′=′′  в стационарном состоянии 
каскада связаны уравнениями баланса вещества и каждого компо-
нента 

  , 1,...,s s sL L L s N′ ′′= + =                        (2.44) 
                    , , ,i s i s i sG G G′ ′′= +  или 

, , , , 1, 2,..., 1, 2,..., ,s i s s i s s i sL c L c L c s N i m′ ′ ′′ ′′= + = =        (2.45) 
где индекс i означает номер компонента, а индекс s – номер ступе-
ни. 

Уравнения коммутации потоков при симметричном соединении 
ступеней имеют вид: 

                            1 1s s sL L L− +′ ′′= +  или 

1 1 1 1(1 ) , 1, 2,..., 1, 1,..., ,s s s s sL L L s f f Nθ θ− − + += + − = − +  (2.46) 
                         , , 1 , 1i s i s i sG G G− +′ ′′= +  или 
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, 1 1 , 1 1 1 , 1(1 ) ,
1, 2,..., 1, 1,..., , 1, 2,..., .

s i s s s i s s s i sL c L c L c
s f f N i m

θ θ− − − + + +′ ′′= + −
= − + =

        (2.47) 

 

 
Рис. 2.2. Схема противоточного разделительного каскада 

 
Для ступени питания fs =  уравнения коммутации потоков 

можно записать как 
                         1 1f f fL L L F− +′ ′′= + +  или 

,)1( 1111 FLLL fffff +−+= ++−− θθ                     (2.48) 

                        , , 1 , 1 ,i f i f i f i FG G G Fc− +′ ′′= + +  или 

micLcLL fifffisffi ,...,2,1,)1( 1,111,11, =′′−+′= +++−−− θθ .    (2.49) 

Концентрации sisisi ccc ,,, ,, ′′′  на каждой ступени связаны соот-
ношениями (2.14) – (2.15). Внешние и внутренние параметры кас-
када связаны граничными условиями 

 0 0 0 1 1 1 0,N N NL L L L L L+ + +′ ′′ ′ ′′= = = = = =               (2.50) 
 N N NL L Pθ′ = = ,                                       (2.51) 

  1 1 1(1 )L L Wθ′′= − = ,                                     (2.52) 
  , 1, 2,..., ,N iPc c i m′ = =                              (2.53) 
  1 , 1, 2,..., ,iWc c i m′′ = =                               (2.54) 
   , , 1, 2,..., ,i N iPG Pc i m′ = =                         (2.55) 

  ,1 , 1, 2,...,i iWG Wc i m′′ = = .                        (2.56) 
Соотношения (2.43) – (2.56) представляют простейшую матема-

тическую модель противоточного симметричного каскада, предна-
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значенного для разделения многокомпонентной смеси. При реше-
нии некоторых разделительных задач вместо уравнений (2.46) – 
(2.47) удобнее пользоваться разностными уравнениями, отражаю-
щими баланс потоков в сечениях между ступенями: 
для отборной части каскада 

  PLL ss =′′−′ +1  или 
 ,)1( 11 PLL ssss =−− ++θθ                              (2.57) 

  iPsisi PcGG =′′−′ +1,,  или 

 miPccLcL iPsisssiss ,...,2,1)1( 1,11, ==′′−−′ +++θθ ,       (2.58) 
для отвальной части каскада 

  WLL ss −=′′−′ +1  или 
 ,)1( 11 WLL ssss −=−− ++θθ                           (2.59) 

  , , 1i s i s iWG G Wc+′ ′′− = −  или 

, 1 1 , 1(1 ) 1, 2,...,s s i s s s i s iWL c L c Wc i mθ θ + + +′ ′′− − = − = ,   (2.60) 
В свою очередь, система (2.57) – (2.58) может быть легко преоб-

разована к виду 

, )
, 1 , , , 1

1 1 1 1

(
,

(1 ) (1 )
iP i ss s

i s i s i s i s
s s s s

P c cLc c
L L

θ δ δ
θ θ+ +

+ + + +

−
′ ′′− = + −

− −
     (2.61) 

     1, 2,..., ; ,..., .i m s f N= =  
где sisisi cc ,,, −′=′δ  – функция, определяемая соотношением (2.22) 
и представляющая изменение концентрации i-го компонента на s-й 

ступени, а si,δ ′  и si,δ ′′  связаны уравнением баланса sisi ,, 1
δ

θ
θδ ′
−

=′′ . 

Соответственно, система (2.59) – (2.60) может быть представле-
на в виде 
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       (2.62) 

  .1,...,2,1;,...,2,1 −== fsmi  
Нетрудно видеть, что системы (2.46) - (2.49), (2.57) - (2.60) и 

(2.61) - (2.62) эквивалентны. Каждая из них представляет систему 
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нелинейных разностных уравнений относительно функций sic , . 
Более того, в эти уравнения (или в их граничные условия) входят 
значения концентраций, которые должны определяться из решения 
этих же уравнений. Аналитическое решение подобных систем воз-
можно лишь в отдельных частных случаях. При произвольном рас-
пределении sL  возможно лишь численное решение этих систем на 
ЭВМ. 

Вопрос о расчете каскада с использованием систем (2.46) - 
(2.49), (2.57) - (2.60) и (2.61) - (2.62) включает две задачи: 

- расчет каскада заданного профиля (поверочный расчет); 
- проектировочный расчет каскада. 
Под расчетом каскада заданного профиля, как правило, прямо-

угольного или прямоугольно-секционированного, подразумевают: 
при заданных числах ступеней и потоков в секциях, потоке пита-
ния F с концентрациями компонентов ( 1, 2,..., )iFc i m= , одного 
из выходящих из каскада потоков – P или W, относительных коэф-
фициентов разделения ikikikq βα ,,  определение концентраций 
компонентов в потоках отбора ( 1, 2,..., )iPc i m= , отвала 

( 1, 2,..., )iWc i m= , распределение среза sθ  и концентраций ком-
понентов ),...,2,1(, mic si =  по ступеням каскада. Такой повероч-
ный расчет необходим при исследовании оптимального управления 
процессом разделения, при изменении режимов работы и отдель-
ных параметров разделительного каскада, а также при многоцеле-
вом использовании каскада, например, для разделения изотопов 
различных элементов. Основные трудности поверочного расчета 
связаны с тем, что неизвестные концентрации iPc  и 

( 1, 2,..., )iWc i m=  входят в основные уравнения. Невозможность 
аналитического решения этих уравнений вызывает необходимость 
разработки численных методов, малочувствительных к заданию 
начальных приближений iPc  и ( 1, 2,..., )iWc i m= . Под проек-
тировочным расчетом обычно понимают определение параметров 
прямоугольного или прямоугольно-секционированного каскада по 
заданным значениям концентрации одного из компонентов (целе-
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вого или ключевого) в потоках отбора и отвала и величине потока 
отбора. При этом подразумевается, что искомые параметры каскада 
должны наилучшим образом удовлетворять условиям его опти-
мальности. 

2.3. Каскад в случае слабого разделения  

2.3.1. Основные уравнения [2-4] 

Важное практическое значение имеют каскады, состоящие из 
разделительных ступеней (элементов) слабого обогащения, когда 
полные относительные коэффициенты обогащения 

.1)( <<′′+′= ikikik εεε  При тех же предположениях, что и в бинар-

ном случае (
11,
2

N θ>> ≈  и т.д.), переходя от разностных уравне-

ний (2.61), (2.62) с учетом (2.39) - (2.42), получаем 
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i ij j iP i
j
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ds L s

ε
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= − −∑              (2.63) 
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m
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m
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i ij j iW i
j

dc Wc c c c
ds L s

ε
=

= + −∑                (2.64) 

1

0 ( ), 1, 2,..., 1, 1,
m

W W j
j

s S S f i m c
=

≤ ≤ = = − =∑  

где PS  и WS  – числа ступеней в отборной и отвальной частях кас-
када, s – текущий номер ступени в отборной и отвальной частях 
каскада. Нумерация ступеней в отвальной части ведется от конце-
вой ступени к ступени, на вход которой подают поток питания, а в 
отборной части – от ступени ввода питания к отборному концу 
каскада. 

Анализ (2.63), (2.64) позволяет сделать следующие замечания о 
свойствах уравнений каскада: 
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1. В случае безотборного режима ( 0P W F= = = ) система 
(2.63), (2.64) легко интегрируется, и ее решение имеет вид: 

  ,
)exp()0(

)0()(

1
∑
=

−
= m

j
ijj

i
i

sc

csc
ε

                    (2.65) 

где )0(ic  – концентрация i-ого компонента на входе в ступень, но-
мер которой 0=s  принят за начало отсчета. Из соотношения 
(2.65) видно, что распределения концентраций по ступеням каскада 
в безотборном режиме не зависят от распределения потока )(sL . 
Анализ (2.65) показывает также, что если каскад достаточно длин-
ный, то концентрации всех промежуточных компонентов имеют 
максимум внутри каскада и только концентрации крайних компо-
нентов непрерывно возрастают к концам каскада. Явление локали-
зации компонентов в разных местах каскада имеет простое физиче-
ское объяснение. Разделительный каскад можно описать при по-
мощи силового поля постоянной напряженности. В результате кон-
куренции в этом поле наиболее активные компоненты вытесняют 
менее активные с концов каскада, а те, в свою очередь, аналогич-
ным образом действуют на еще менее активные. 

2. Из анализа системы (2.63) – (2.64) (а также систем (2.46) - 
(2.49), (2.57) - (2.60), (2.61) - (2.62)) непосредственно следует, что 
невозможно построить многокомпонентный каскад, в котором вы-
полнялись бы условия несмешения на входах в ступени одновре-
менно по всем концентрациям. Это связано с тем, что перенос всех 
компонентов в каскаде описывается системой m-уравнений, а па-
раметр, с помощью которого можно обеспечить условие несмеше-
ния, всего один – ).(sL  

3. В связи с тем, что при любом числе компонентов обога-

щение в ступени самого легкого компонента смеси ∑
=

=
m

j
jjcc
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111 εδ  

всегда строго положительно, а самого тяжелого ∑
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=
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jmjmm cc

1
εδ , 

наоборот, всегда меньше нуля, выделение их не представляет про-



 179

блемы. В отличие от этого знаки обогащения промежуточных ком-
понентов зависят от состава смеси. Поэтому на некотором удале-
нии от точки питания их концентрации перестают возрастать, т.е. в 
каскаде удается добиться лишь ограниченного обогащения проме-
жуточных компонентов в отборе. 

Задача выделения промежуточного компонента сводится, оче-
видно, к выбору такого профиля )(sL , при котором концентрация 
ключевого (целевого) компонента в потоке отбора (или отвала) 
имеет максимальное значение. В работе [5] показано, что в каскаде 
с одним потоком отбора и одним потоком отвала предельную кон-
центрацию произвольного n -го компонента в потоке отбора можно 
оценить по формуле 

   макс

1

nF
nP n

jF
j

cc
c

=

=
∑

.                                  (2.66) 

На практике часто требуется получить концентрацию промежу-
точного компонента по величине большую, чем дает формула 
(2.66), для чего целесообразно либо включение дополнительного 
отбора в месте локализации ключевого (целевого) компонента, ли-
бо использование более сложных каскадных схем (двойной каскад 
и др.). 

2.3.2. Исследование каскадов заданного профиля методом  
          ортогональной коллокации (МОК) [6] 

Как было указано выше, сложность расчета каскада заданного 
профиля обусловлена, во-первых, нелинейностью уравнений кас-
када (2.63), (2.64), во-вторых, трудностью определения начальных 
приближений для концентраций на концах каскада, которые, явля-
ясь граничными условиями уравнений каскада, сами явно входят в 
эти уравнения. 

Метод поступенного расчета каскада с итерационным определе-
нием концевых концентраций путем решения уравнений для невя-
зок имеет существенные недостатки. Во-первых, он требует значи-
тельных затрат машинного времени из-за необходимости проведе-
ния громоздких вычислений на каждом итерационном шаге, уточ-
няющих концентрации. Во-вторых, при его реализации сложно за-
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дать начальные приближения для концентраций компонентов на 
концах каскада. Наконец, при большом числе ступеней в каскаде 
этот метод обладает невысокой точностью расчета концентраций в 
результате накопления погрешностей вычислений. 

С точки зрения вычислительных характеристик наиболее эф-
фективными являются методы, предложенные в работах [6-7]. Из-
ложим кратко метод расчета из [6], который, обладая высокой ус-
тойчивостью к заданию начальных приближений для концевых 
концентраций, обеспечивает высокую скорость сходимости итера-
ционного процесса. 

Суть метода заключается в аппроксимации решений дифферен-
циальных уравнений (2.63), (2.64), интерполяционным многочле-
ном Лагранжа. Для простоты рассмотрим прямоугольный каскад, 
имеющий потоки питания F, отбора P и отвала W с концентрация-
ми ,iF iPc c  и iWc  соответственно. Перенос компонентов вдоль 
каскада описывает система (2.63), (2.64) совестно с уравнениями 
общего и покомпонентного баланса (2.43), причем поток L по дли-
не каскада величина постоянная. 

Нумерация ступеней в обеднительной (отвальной) части каскада 
ведется от концевой ступени каскада к ступени, на вход которой 
подают поток питания, а в обогатительной части – от ступени вво-
да питания к отборному концу каскада. При расчете уравнения 
(2.63), (2.64), (2.43) должны быть дополнены граничными условия-
ми 

 (0) , ( ) , 1, 2,...,I II
i iW i P iPc c c S c i m= = =                 (2.67) 

и условием непрерывности концентраций в сечении подачи пита-
ния 

 ,( ) (0) , 1, 2,...,I II
i W i i fc S c c i m= = = ,                  (2.68) 

где fic ,  – концентрация i-го компонента в сечении ввода питания, 
а верхние индексы I и II относятся к обеднительной (отвальной) и 
обогатительной (отборной) частям каскада. Уравнения (2.63), (2.64) 
совместно с условиями (2.67), (2.68) и (2.43) образуют полную сис-
тему уравнений для определения неизвестных концентраций на 
концах каскада iPc  и iWc . 
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Как известно, при использовании метода ортогональной колло-
кации решение дифференциального уравнения ищется в виде по-
линома или ряда. В качестве аппроксимирующего оператора мож-
но использовать интерполяционный многочлен Лагранжа [8], кото-
рый для отборной части каскада может быть записан следующим 
образом 

 ∑
=

==
n

k

II
k

II
ki

II
i misZcsc

1
, ,...,2,1),()(               (2.69) 

где: 
)(

)()( )1( sP
sPsZ

n

nII
k =  – многочлен Лагранжа степени );1( −n  

))...()(()( 21 nn sssssssP −−−=  – узловой полином степени 
;n  

)()1( sPn  – производная узлового полинома степени ;n  
),...,2,1,0( nksss Pk =≤≤  – точка коллокации; 

miscc k
II
i

II
ki ,...,2,1),(, ==  – соответствующая ордината точки 

коллокации. 
Если без ограничения общности принять, что числа точек кол-

локации n, выбранные для отборной и отвальной части каскада 
одинаковы, то тогда для отвальной части многочлен Лагранжа, оп-
ределяющий )(scI

i , имеет вид 

 ∑
=

==
n

k

I
k

I
ki

I
i misZcsc

1
, ,...,2,1),()( .                 (2.70) 

В качестве точек коллокации для достижения наибольшей точ-
ности расчетов целесообразно использовать действительные нули 
ортогональных многочленов, а необходимые n точек коллокации 
определять следующим образом: если 1=k , то ;0=ks  если 

,1...,,2 −= nk  то 
2

)1( +Χ= k
k

ss
ν

; если nk = , то ,ssk =  где νs  

– число ступеней в соответствующей части (секции) каскада, 
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[ ]2( ) 1
cos

2( 2)k

n k
n

π
Χ

⎧ ⎫− −
= ⎨ ⎬−⎩ ⎭

 – нули ортогонального многочлена 

Чебышева степени ( 2n − ). 
Условия (2.67) и (2.68) применительно к методу ортогональной 

коллокации можно записать в виде 
;)(,;)(,0 ,,11,1 iPn

II
niP

II
nfi

III
i

II cscsscscs ====  

micscsscscs fin
I
niW

I
niW

II
i

I ...,,2,1,)(,;)(,0 ,,11,1 ===== .  (2.71) 

Учитывая, что 0)( =jk sZ  при 1)(, =≠ jk sZjk  при jk = , и 
подставляя формулу (2.69) в систему (2.63) для произвольной точ-
ки коллокации rs , получим 

(1)

, , , ,
1 1

2 2( ) ,

1, 2, ..., ; 1, 2, ..., ,

n m
II II II II II
i k k r i r ij j r i n

k j

P Pc Z s c c c
L L

i m r n

ε
= =

⎡ ⎤
⎡ ⎤ = + +⎢ ⎥⎣ ⎦

⎣ ⎦
= =

∑ ∑       (2.72) 

где 
(1) ( )( )

2 ( )
II r
k r

r

sZ s
s

⎡ ⎤ =⎣ ⎦
(2)
n
(1)
n

P
P

 – производная многочлена Лагранжа в 

точке rs . 
Аналогично для отвальной части каскада: 

(1)

, , , ,
1 1

2 2( ) ,

1, 2,..., ; 1, 2,..., .

n m
I I I I I
i k k r i r ij j r i n

k j

W Pc Z s c c c
L L

i m r n

ε
= =

⎡ ⎤
⎡ ⎤ = − + +⎢ ⎥⎣ ⎦

⎣ ⎦
= =

∑ ∑       (2.73) 

Из уравнений материального баланса (2.43) и условий выбора 
точек коллокации (2.71) следуют выражения, объединяющие сис-
темы (2.72) и (2.73) в одну 

 , ,1 , ,1, , 1, 2, ..., .II I I II
iF i n i i n iFc Pc Wc c c i m= + = =             (2.74) 

Таким образом, система дифференциальных уравнений (2.63), 
(2.64) сведена к системе нелинейных алгебраических уравнений с 

)12( −n  неизвестными для определения концентраций компонен-
тов разделяемой смеси в точках коллокации, следовательно, и в 
потоках отбора и отвала каскада. С использованием квазилинеари-
зации, предложенной в работе [9], эта нелинейная система сводится 
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к системам линейных уравнений: вместо одной нелинейной систе-
мы с mn )12( −  неизвестными решают m линейных систем с 

)12( −n  неизвестными, постоянно уточняя искомую концентра-
цию в итерационной процедуре. 

При расчете прямоугольно-секционированных каскадов к выра-
жениям (2.72), (2.73) необходимо добавить одну или несколько та-
ких же нелинейных систем (по числу секций) и условия сшивки на 
границах секций, аналогичные условиям в сечении ввода потока 
питания. Анализ вычислительных свойств МОК показывает, что 
данный метод малочувствителен к заданию начальных приближе-
ний* и по сравнению с традиционными методами позволяет сокра-
тить время расчета ПК и ПСК (примерно в 5 раз). 

2.3.3. Метод квазилинеаризации [7, 10, 11] 

Суть данного метода состоит в следующем. Для симметричного 
каскада с внешними потоками F, P и W с соответствующими кон-
центрациями ,iF iPc c  и iWc  в случае «сквозного» расчета числа 
ступеней от точки отвала )0( =s  до точки отбора ( )W PS S S= +  
уравнения (2.63), (2.64) могут быть записаны в виде: 

 для отборной части каскада ( ) :W W PS s S S≤ ≤ +  

 
1

( ) 2 ( ( )) ( ) ,
m

i
iP i i ij j

j

dc s P c c s c s c
ds L

ε
=

= − − + ∑          (2.75) 

 ....,,2,1 mi =  
 для отвальной части каскада (0 ) :Ws S≤ ≤  

 
1

( ) 2 ( ( )) ( ) ,
m

i
iW i i ij j

j

dc s W c c s c s c
ds L

ε
=

= − + ∑           (2.76) 

 ....,,2,1 mi =  
 с граничными условиями 

                                                 
* При реализации МОК удобно использовать в качестве начальных 

приближений концентрации компонентов в потоке питания каскада. 
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 ( ) , (0) .i W P iP i iWc S S c c c+ = =                    (2.77) 
Замыкают систему (2.75) - (2.76) уравнения баланса внешних 

потоков по каскаду (2.43). 
При расчете ПСК условия перехода от секции к секции выра-

жаются в виде непрерывности концентраций компонентов на стыке 
двух соседних секций. Метод квазилинеаризации состоит в сведе-
нии системы (2.75), (2.76) к линейной системе путем вычисления 

члена ∑
=

m

j
jiji cc

1

ε  с использованием значений концентраций, полу-

ченных на предыдущей итерации. Кроме того, при решении квази-
линеаризованной системы в качестве неизвестных целесообразно 

принять отношения i

iP

c
c

 для обогатительной (отборной) части кас-

када и i

iW

c
c

 для обеднительной (отвальной) части каскада. Это по-

зволяет исключить неизвестные граничные условия из уравнений 
каскада. Указанные выше подстановки приводят уравнения (2.75), 

(2.76) к квазилинеаризованной форме, в которой отношения i

iP

c
c

 и 

i

iW

c
c

 на концах каскада (т.е. новые граничные условия) равны еди-

нице: 
 для отборной части каскада: 

 1

1

( ) 2 ( ( )) ( ) ( ),
m

i
iP i i ij j

j

dc s P c c s c s c s
ds L

ν
ν ν ν νε −

=

= − − + ∑         (2.78) 

  ....,,2,1 mi =  
 для отвальной части каскада: 

 1

1

( ) 2 ( ( )) ( ) ( ),
m

i
iW i i ij j

j

dc s W c c s c s c s
ds L

ν
ν ν ν νε −

=

= − + ∑          (2.79) 

  ....,,2,1 mi =  
 с граничными условиями 



 185

  
(0) ( )

1, 1.i i W P

iW iP

c c s s
c c

ν ν

ν ν

+
= =                       (2.80) 

В уравнениях (2.78), (2.79) верхний индекс ν  означает номер 
текущей итерации. 

Дальнейший расчет состоит в вычислениях этих отношений по 
ступеням каскада, например, от концов каскада к точке подачи по-

тока питания. Для системы (2.78), (2.79) отношения 
,

( )i

i P

c s
c  и 

,

( )i

i W

c s
c  определяются по следующим формулам: 

 для отборной части каскада: 

 

21 ( )
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,
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i
i S

iP i

P M t dt
Lc s

c M s

ν
ν

ν

+
⎛ ⎞
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⎝ ⎠

∫
                    (2.81) 
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2( ) exp ( ) ,
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i ij j
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PM s c t dt
L

ν νε −

=

⎡ ⎤⎛ ⎞
= +⎢ ⎥⎜ ⎟

⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
∑∫            (2.82) 

 для отвальной части каскада: 

 

21 ( )
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,
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i
i S

iW i

W M t dt
Lc s

c M s

ν
ν
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+
⎛ ⎞
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∫
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 1

1

2( ) exp ( ) ,
PS m

i ij j
jS

WM s c t dt
L

ν νε −

=

⎡ ⎤⎛ ⎞
= −⎢ ⎥⎜ ⎟

⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
∑∫            (2.84) 

 ....,,2,1 mi =    
Расчет интегралов в формулах (2.81) и (2.83) целесообразно 

проводить с помощью локальных сплайнов пятого или седьмого 
порядка [16]. 

После нахождения этих отношений для определения концентра-
ций в потоках отбора и отвала каскада и распределения концентра-
ций по ступеням каскада следует использовать условие непрерыв-
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ности концентраций в точке 
подачи питания и уравнения 
покомпонентного баланса. 

В работе [7] в качестве 
иллюстрации применения 
метода приведен расчет кас-
када для обогащения изотопа 
18O методом низкотемпера-
турной ректификации оксида 
азота в предположении от-
сутствия внутрифазного изо-
топного обмена. 

Схема 3-секционного кас-
када и значения параметров 
для каждой его секции при-
ведена на рис. 2.3. За отбор-
ный конец каскада в данном 
примере принят «тяжелый» 
конец каскада. 

Исходные данные и ре-
зультаты расчета концентра-
ций на концах каскада при-
ведены в табл. 2.1.  

Результаты тестирования 
данного метода показывают 
равномерную сходимость 
итерационного процесса и нечувствительность к начальным при-
ближениям независимо от концентраций в потоке питания, величин 
потоков и других параметров каскада. При сравнении методов рас-
чета каскадов наиболее корректным критерием являются затраты 
времени на расчет при заданной точности. 

Результаты сравнения рассмотренных выше методов (МОК и 
метода квазилинеаризации – МК) представлены на рис. 2.4 и 2.5. 
как отношение времени расчета ПСК, изображенного на рис. 2.3, 
методом ортогональной коллокации МОКT  к времени расчета того 
же каскада методом квазилинеаризации МКT  от числа ступеней в 
каскаде и относительной погрешности соответственно. 
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Рис. 2.3. Схема ректификационного 

ПСК 
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0/ ss

MK

МОК

T
T

Рис. 2.4. Зависимость отношения 

MK

МОК

T
T  от длины каскада при точно-

сти 10-5 [7] 

Таблица 2.1 
Концентрации компонентов 

на концах ректификационного ПСК [7] 
Компо-
нент 

14N16O 14N17O 15N16O 14N18O 15N17O 15N18O 

i  1 2 3 4 5 6 

ijε  0,0 0,017 0,025 0,034 0,042 0,059 

iFc  0,9939488 3,6865·10-4 3,6412·10-3 2,0325·10-3 1,35·10-6 7,45·10-6 

iPc  0,8940 5,1524·10-3 6,2380·10-3 3,8293·10-2 2,6326·10-5 3,4841·10-4

iWc  0,99921 3,1688·10-4 3,4968·10-4 1,2412·10-4 3,548·10-8 3,1114·10-8

 
Из рис. 2.4 следует, что с уве-

личением числа ступеней в кас-
каде отношение МОКT / МКT  бы-
стро возрастает. Это может быть 
объяснено увеличением числа 
точек коллокации в МОК, необ-
ходимого для достижения задан-
ной точности, что приводит к 
быстрому росту времени расче-
та. Последнее обстоятельство 
вызвано кубической пропорцио-
нальностью времени расчета од-
ной итерации от числа точек 
коллокации, в  то время как в МК оно пропорционально числу сту-
пеней. Из другой зависимости, представленной на рис. 2.5, можно 
заключить, что порядок аппроксимации целесообразно выбирать в 
соответствии с требуемой точностью. Так, при точности ~10-5 наи-
более эффективно использовать аппроксимацию пятого порядка, 
при большей – седьмого порядка. Практически использование ап-
проксимации более высокого порядка не имеет смысла, поскольку 
точность расчета выше 10-6÷10-7 находится за пределами математи-
ческой модели переноса многокомпонентной смеси в каскаде. На-
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Рис. 2.5. Зависимость отношения 

MK

МОК

T
T от относительной погрешно-

сти δ : для аппроксимации 5-ого и 
7-ого порядков (соответственно 
кривые 1 и 2) [7] 

личие максимумов на представленных зависимостях объясняется 
тем фактом, что время расчета 
МОК - МОКT  пропорционально 

3)lg( δ− , а для метода квазили-
неаризации 

МКT ~ )/)lg(exp( pδ− , где p  - 
порядок аппроксимации. 

Метод квазилинеаризации 
привлекателен независимостью 
от задания начального прибли-
жения для концентраций компо-
нентов, быстрой и устойчивой 
сходимостью итерационной про-
цедуры, слабой зависимостью 
времени расчета от числа компо-

нентов, числа ступеней и требуемой точности определения концен-
траций компонентов по сравнению с другими методами.  

2.3.4. Модельные каскады.  
          Анализ прямоугольно-секционированного каскада  
          на основе модельных каскадов 

2.3.4.1. Q-каскады («свободные» каскады)  
             и их свойства [2, 3, 12] 

Расчет каскада (ПСК или ПК) по заданной величине отбора и 
ограничениям диапазона концентраций ключевого (целевого) ком-
понента в потоке отбора и отвала заключается в определении сле-
дующих его параметров: число, длина и потоки секций, потоки пи-
тания F и отвала W. При этом параметры каскада должны быть та-
кими, чтобы они соответствовали оптимальному значению того 
или иного критерия эффективности. Как и в случае разделения би-
нарных смесей, при решении данной задачи целесообразно исполь-
зовать в качестве предварительной модели такие каскады непре-
рывного профиля (КНП), теория которых позволяет аналитически 
определить длины обогатительной (отборной) и обеднительной 
(отвальной) частей каскада, распределение потока )(sL  и концен-
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траций компонентов )(sci  по длине каскада при заданных значе-
ниях потока отбора P и концентраций ключевого (целевого) ком-
понента в потоках отбора и отвала. Дальнейший расчет каскада 
сводится к аппроксимации полученного модельного каскада пря-
моугольно-секционированным или прямоугольным и его оптими-
зации. 

Общий метод расчета модельных каскадов, основан на исполь-
зовании соотношений, полученных В.Бирюковым [3], Р.Кучеровым 
и В.Миненко [2] путем замены переменных в уравнениях (2.63), 
(2.64). Суть перехода на примере отборной части каскада непре-
рывного профиля состоит в следующем. Из уравнения для компо-
нента i последовательно вычтем уравнения для остальных компо-
нентов, в результате чего получим )1( −m  – уравнение типа 

ln ( ) ln ( ) 2 2
( ) ( ) ( ) ( )

i k iP kP
ik

i k

d c s d c s Pc Pc
ds ds L s c s L s c s

ε− = − + .       (2.85) 

Уравнение (2.85) вместе с тождеством (2.1) образует полную 
систему для определения концентраций компонентов. Легко пока-
зать, что системы дифференциальных уравнений (2.63) и (2.85) при 
условии (2.1) эквивалентны. Если воспользоваться соотношениями 
(2.5), (2.8) и произвести замену Ps S l= − , где l – новая перемен-
ная, то уравнения (2.85) можно переписать в виде 

 
ln ln 2 2i k iP ik

ik
i k

d G d G Pc Pc
dl dl G G

ε− = − + − .        (2.86) 

Заменяя 

  
ln 2 lni iP i

i

d G Pc d G
dl G dl

− = ,                       (2.87) 

приводим уравнения (2.86) к виду 

   ln i
ik

k

Gd
dl G

ε= − .                                (2.88) 

В результате получаем 

  
( ) ( ) exp( )
(0) (0)

i k
ik

i k

G l G l s
G G

ε= − .                    (2.89) 



 190

Решение линейного дифференциального уравнения (2.87) при 
граничном условии 0(0)i iG G=  имеет вид 

 0
0

( ) (0)( ) 2
(0) ( )

l
i i

i i iP
i i

G l GG l G Pc dt
G G t

⎧ ⎫
= +⎨ ⎬

⎩ ⎭
∫ .            (2.90) 

Введем обозначение 

  
(0)( )
( )

i
i

i

Gl
G l

ϕ = ,                                         (2.91) 

с помощью которого запишем уравнения (2.90) и (2.89) соответст-
венно  

  0
0

( ) ( ) 2 ( )
l

i i i iP iG l l G Pc t dtϕ ϕ⋅ = + ∫ ,          (2.92) 

  )exp()()( lll ikki εϕϕ = .                          (2.93) 
Суммируя в (2.92) по i с учетом (2.89) и (2.93), находим 

( )

( ) ( ) ( )

0
1 0

1

2( ) ( ) ( ) exp
( )

0 0
exp ,

( )

lm
iP

i i i i ij
j

m
i

ij
j

PcG l l G t t l dt
L l

c L
l

L l

φ φ ε

ε

=

=

⎡ ⎤= + − =⎣ ⎦

= −

∑ ∫

∑
     (2.94) 

где (0)L  и (0)i iPc c= −  поток и концентрации на отборном конце 
каскада при .0=l  

Таким образом, суть перехода состоит в том, что концентрации 
)(lci  заменяются функциями )(liϕ , а система уравнений (2.63) 

при непрерывной функции ( )L l  приводится к интегральному 
уравнению Вольтерра с вырожденным ядром [16] и )1( −m  алгеб-
раическому соотношению для функций )(liϕ . В соответствии с 
(2.92) функции )(liϕ  связаны с концентрациями и потоком в кас-
каде соотношением 

 0

(0) 2 ( )
( ) ( ) ( )

( )

l

iP iP i

i i
i

L c Pc t dt
G l L l c l

l

ϕ

ϕ

+
= =

∫
.              (2.95) 
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Следует отметить, что соотношение (2.94) несложно обобщить 
на случай каскада кусочно-непрерывного профиля, а также нали-
чия нескольких потоков отбора и питания. 

При заданном распределении ( )L l  уравнение (2.94) имеет един-
ственное решение, которое может быть построено, например, по 
методу последовательных приближений. Затем по формуле (2.95) 
можно найти распределение ( )iG l , далее, используя соотношение 

1

( )( )
( )

i
i m

j
j

G lc l
G l

=

=
∑

 - распределение концентраций компонентов сме-

си. 
С практической точки зрения интерес представляет возмож-

ность использования (2.95) для нахождения такого распределения 
( )L l , которое позволяет решить задачу заданного обогащения це-

левого компонента. Распределения ( )L l  и )(lci  по длине каскада 
однозначно определяются заданием одной из характеристических 
функций )(lnϕ  (остальные ( 1−m ) функций определяются по со-
отношению (2.93)). Если вид характеристической функции позво-
ляет вычислить интеграл в (2.95), то распределение потока )(lL  и 
концентрации )(Lci  можно получить в аналитическом виде. 

Простую и удобную математическую модель, с помощью кото-
рой может быть решен широкий круг разделительных задач, можно 
получить, если задать характеристические функции в виде экспо-
нент 

( ) exp( )i il Q lϕ =       (2.96) 
где iQ -некоторые постоянные, которые согласно (2.93), должны 
быть связаны условием  

ijji QQ ε=−        (2.97) 

Соответственно только одна из величин iQ  может быть выбра-
на произвольно. 
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Модельные каскады, удовлетворяющие условию (2.96), называ-
ют Q -каскадами. В стремлении минимизировать суммарный поток 
каскада естественно принять 

(0) 0L = .       (2.98) 
Подставляя (2.96) в соотношения (2.95), учитывая (2.98), а так-

же, что 
1

1

( )
( ) ( ), ( )

( )

m
i

j i m
j

j
j

G l
L l G l c l

G l=

=

= =∑
∑

, получаем 

[ ]2
( ) 1 exp( )iP

i i
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G l Q l
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= − − ,     (2.99) 

1

( ) 2 1 exp( )
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j
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c
L l P Q l

Q=

⎡ ⎤= − −⎣ ⎦∑ ,    (2.100) 
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c
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Q
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c
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− −
=

⎡ ⎤− −⎣ ⎦∑
.     (2.101) 

Уравнения (2.99) – (2.101) дают распределение концентраций и 
потока в отборной части Q -каскада. 

Аналогичные уравнения можно записать и для отвальной части 
каскада: 

[ ]2
( ) exp( ) 1iW

i i
i

Wc
G l Q l

Q
= − ,      (2.102) 

1

( ) 2 exp( ) 1
m

jW
j

j j

c
L l W Q l

Q=

⎡ ⎤= −⎣ ⎦∑ ,     (2.103) 
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jP
j

j j

c
Q l

Q
c l

c
Q l

Q=

−
=

⎡ ⎤−⎣ ⎦∑
,     (2.104) 

Wl S s= − . 
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С помощью полученных соотношений (2.99) – (2.100), (2.102) – 

(2.103) и выражения 

1

( )( )
( )

i
i m

j
j

G lc l
G l

=

=
∑

 можно выразить концентра-

ции в отборе iPc  и в отвале iWc  через концентрации в точке подачи 
питания iFc : 

, ,

11 exp( ) 1 exp( )

m
i i f j j f

iP
ji P j P

Q c Q c
c

Q S Q S=

=
− − − −∑     (2.105) 

, ,

1exp( ) 1 exp( ) 1

m
i i f j j f

iW
ji W j W

Q c Q c
c

Q S Q S=

=
− −∑ .    (2.106) 

Следует подчеркнуть, что концентрации в точке подачи питания 
каскада ifc  в общем случае не равны концентрациям в потоке пи-

тания iFc . Используя уравнения материальных балансов (2.43), 
можно из уравнений (2.105) и (2.106) исключить ifc  и выразить iPc  

и iWc  через концентрации в потоке питания  

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

1

1

1 exp
exp exp

1 exp
;

exp exp

i W
iP iF

i P i W

m
j W

jF
j j P j W

Q S
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Q S Q S

Q S
c
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= ×
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                (2.107) 
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exp exp
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exp exp
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              (2.108) 

В свою очередь, используя формулы (2.100), (2.103), а также 

уравнения баланса (2.43) и очевидное соотношение 1
1

=∑
=

m

j
jc , лег-

ко получить следующее выражение: 
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1

1 exp( )
exp( ) exp( )

m
j P

jF
j j W j P

Q SW c
P Q S Q S=
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− −∑ .   (2.109) 
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exp( ) 1
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j W
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j j W j P

Q SF c
P Q S Q S=

−
=

− −∑ .   (2.110) 

Полученные формулы (2.107) и (2.108) показывают, что Q -
каскады позволяют проанализировать процесс концентрирования 
изотопов в определенной части изотопного спектра при соответст-
вующем выборе величины iQ . Это вытекает из следующих рассу-
ждений. Предположим для определенности, что для i -го изотопа 
параметр 0>iQ . Кроме того, естественно принять, что мы имеем 

дело с длинными каскадами, у которых PS  и WS  велики. При 
оценке эффекта разделения наблюдается различие в поведении 
компонентов, для которых nQ  больше или меньше нуля. 

Для случая 0>iQ  из выражения (2.107) в предположении, что 
знаменатели в этих формулах одинаковы. Нетрудно получить оце-
ночные соотношения: 

iP iF

jP jF

c c
c c

≈       (2.111)  

аналогично, если 0<iQ , то на основании выражения (2.107) за-
пишем  

iP iF

jP jF

c c
c c

>> .     (2.112) 

Для отвальной части каскада аналогичные оценки получаются 
при 0<iQ . В соответствии с условием (2.97) и учитывая, что вы-
ражение для коэффициента ikε  можно представить в виде 

0 ( )ik k iM Mε ε= − , постоянную iQ  для любого компонента 

1,i m=  можно записать как 

0 ( )i iQ M Mε= −      (2.113) 
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где M – параметр, задание которого позволяет определить одно-
временно постоянную Q для всех компонентов смеси, 0ε  – коэф-
фициент обогащения, приходящийся на единичную разность мас-
совых чисел, iM  – массовое число i -го компонента смеси. Тогда 
согласно выражению (2.113) все концентрации компонентов с мас-
совыми числами iM M<  будут возрастать, концентрации компо-
нентов с массовыми числами MMi >  - падать на отборном конце 
каскада. Следовательно, Q -каскады позволяют разделять все изо-
топы данного элемента на две группы, причем в первой группе 
концентрации всех компонентов одновременно растут, а во второй 
группе падают. 

Из полученных результатов непосредственно следует, что в од-
ном Q -каскаде нельзя неограниченно увеличивать концентрацию 
промежуточного компонента в отборе, поскольку сумма концен-
трации обогащаемых изотопов не должна превышать единицу. 

С использованием (2.107) можно записать формулу для отноше-
ния концентраций любых i - и n -го компонентов в отборе  
Q -каскада: 

exp( ) 1 exp( ) exp( )
exp( ) 1 exp( ) exp( )

iP i W n W n P iF

nP n W i W i P nF

c Q S Q S Q S c
c Q S Q S Q S c

− − −
= ⋅ ⋅

− − −
.     (2.114) 

Если n  – номер целевого компонента и компоненты пронуме-
рованы в порядке возрастания массовых чисел, iQ  выбирается так, 
чтобы все значения при i n≥  были меньше 0. Тогда для каскадов с 
достаточно длинной обогатительной секцией, т.е. при любом i , 
exp 1i PQ S >>  (см. формулу (2.114)), получим предельное значе-
ние целевого изотопа при выбранном числе ступеней в обедни-
тельной части каскада WS : 

1

nF
nP n

i iF
i

c
c

cγ
=

≈
∑

,     (2.115) 

где 
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1 exp( )
1 exp( )

i W
i

n W

Q S
Q S

γ − −=
− −

.     (2.116) 

При этом число ступеней WS  и концентрация целевого компо-
нента nWc  в потоке отвала связаны соотношением 

1 1

exp( )

exp( )

nF n W
nW n m

iF n W iF
j i n

c Q S
c

c Q S c
= = +

⋅ −
≈

⋅ − +∑ ∑
.   (2.117) 

В предельном случае при WS →∞ формула (2.115) получает 
вид (2.66), а при WS → 0 

1
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ï P n

i
iF

i n

c
c

Q
c
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≈
∑

,     (2.118) 

причем ),,2,1(1 niQQ ni …=≥ . Таким образом, максимально 

допустимое значение концентрации ï Pc  при наличии обеднитель-
ной части определяется соотношением 

1 1

nF nF
nPn n

i
iF iF

i in

c c
c

Q
c c

Q= =

< <
∑ ∑

.    (2.119) 

Таблица 2.2 
Природная распространенность изотопов вольфрама 

Номер компонента, i  1 2 3 4 5 

Массовое число изотопа 180 182 183 185 186 

Концентрация, , %iFc  0,13 26,30 14,30 30,67 28,60 

 
В случае если целевой компонент обогащается в противополо-

женной части каскада с компонентами, номера которых 
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mni ,,1…+=  (т.е. в потоке W ), то соотношение (2.119) перепи-
шется в виде 

∑∑
==

<< m

ni
iF

nF
nWm

ni
iF

n

i

nF

c

c
c

c
Q
Q
с

.                     (2.120) 

Предельные значения промежуточных компонентов на концах 
Q -каскада существенно зависят от исходного состава. Так, для 
изотопной смеси изотопов вольфрама природного состава  
(табл. 2.2) предельные значения концентрации изотопа 183−W  
( 3)i =  составляют 3 335,11%, 19,43%P Wc c≈ = , а предельные 
значения концентраций изотопа 185W −  ( )4=i : 

4 442,95%, 51,75%P Wc c≈ = . 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

Рис. 2.6. Схема выделения в двух последовательно соединенных каска-
дах промежуточного компонента 

nmn ,,1…−

n,,2,1 … 1,,2,1 −n…
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Для получения значений концентраций целевых промежуточ-
ных изотопов больших, чем предельные значения этих концентра-
ций на концах каскада, имеются две возможности. 

1. Подключение дополнительного отбора на том участке каска-
да, где целевой компонент локализуется. Анализ показывает, что в 
данном случае концентрация целевого компонента ненамного пре-
восходит величину, определяемую соотношением (2.119). 

Задача о получении любого практически чистого промежуточ-
ного компонента решается с помощью двух последовательно со-
единенных Q -каскадов (рис. 2.6). 

Важной интегральной характеристикой разделительного каскада 
является суммарный поток. Умножив (2.101) и (2.103) на dl  и про-
интегрировав (2.101) и (2.103) соответственно по длине обогати-
тельной (отборной) и обеднительной (отвальной) части, получим 
формулу для суммарного потока: 

[ ] [ ]
2

1

exp( ) 1 exp( ) 1
2

.

m
iP i P iW i W

i i

iP p iW w

i

Pc Q S Wc Q S
L

Q

Pc S Wc S
Q

=

⎧ − − + −
= +⎨

⎩
− ⎫

+ ⎬
⎭

∑ ∑
(2.121) 

Для расчета Q -каскада на заданные величины ,nP nWc c  и P  

( n – номер целевого компонента; все величины ijε  и iFc  считаем 
известными) можно рекомендовать следующую последователь-
ность расчета: 

1. Для целевого компонента задаем величину nQ  (точнее, в 
соответствии с (2.113) величину M ). 

2. По соотношению (2.113) определяем все остальные iQ . 
3. Решая совместно (2.107) – (2.108) для ni = , находим PS  и 

WS . 
4. Далее по (2.107) – (2.108) находим все остальные 

( )iPc i n≠  и ( )iWc i n≠ , а по (2.109) и (110) потоки отвала и пи-
тания. 
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5. По формулам (2.100) и (2.103) определяем распределения 
потоков в отборной и отвальной частях каскада, а соотношение 
(2.121) позволяет вычислить суммарный поток каскада. 

6. Оптимальную величину М следует определять из условия 
minL =∑ . 

На рис. 2.7 представлена зависимость относительного суммар-
ного потока ∑ PL 2/2

0ε  Q-каскада, разделяющего природную 
смесь изотопов криптона (см. табл. 2.3), от величины параметра М 
при фиксированном значении концентрации ключевого компонен-
та 78Kr в потоке отвала 1Wc =0,12 для трех значений концентраций 
этого компонента в потоке отбора: 1Pc =20% (кривая 1), 1Pc =30% 
(кривая 2) и 1Pc =50% (кривая 3). 

Все кривые имеют минимум. Отметим, что в каждом случае оп-
тимальная величина параметра М, соответствующая минимуму 
суммарного потока, равна полусумме величин массовых чисел 
ключевого компонента и одного из соседних компонентов. Для 
кривой 1 Мопт=81=(М1+М5)/2=(78+84)/2, для кривой 2 
Мопт=80,51=(М1+М4)/2=(78+834)/2, а для кривой 3 
Мопт=80=(М1+М3)/2 =(78+82)/2. 

Таблица 2.3 
Природный состав изотопов криптона 

Номер компонента 1 2 3 4 5 6 
Изотоп 78Kr 80Kr 82Kr 83Kr 84Kr 86Kr 

Концентрация, iFc , % 0,35 2,27 11,56 11,52 56,90 17,40 

 
Из информации, приведенной в разделе 2.3.4.2, станет ясно, что 

в рассмотренных примерах оптимальные условия разделения соот-
ветствуют Q-каскадам, на входах в ступени которых имеет место 
несмешение по относительным концентрациям nk n kR c c= , где n 
– номер ключевого (целевого) компонента, k – номер опорного 
компонента, выбор которого для каждого примера обеспечивает 
условие minL =∑ . 
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Отметим, что для получения формул (2.101), (2.102), может 
быть использован подход, предложенный Б.В. Жигаловским [3]. В 
нем автор постулирует, что срезы парциальных потоков в каскаде 
могут быть представлены в виде 

1 (1 ), 1 1,2,..., ,
2i i mφ ε= + =    (2.122) 

где iε  – константы, не меняющиеся по величине при переходе от 
ступени к ступени. 

Нумеруя, как и раньше, ступени отборной части каскада от от-
борного конца к точке подачи питания, обозначим поток i -го ком-
понента, проходящий через сечение между ( 1)l + -й и l -й ступеня-
ми через i iPJ Pc= . 

 

 
Рис. 2.7. Зависимость относительного суммарного потока в Q-каскаде при обога-

щении 78Kr от величины параметра M . Кривая 1 для 1 20%PC = ,  

2 для 1 30%PC =  и 3 для - 1 50%PC =  
 

Тогда в отсутствие потерь на ступенях балансовые уравнения 
можно записать в виде 

( 1) ( ) , 1, 2, ...,i i iG l G l J i m′ ′′+ − = =    (2.123) 
или 
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( 1) (1 ) ( ) .i i i i iG l G l Jϕ ϕ+ − − =     (2.124) 
С учетом (2.122) уравнения (2.124) преобразуются к виду 

2( 1) ( ) 2 ( ) , 1, 2, ...,
1 1

i i
i i i

i i

JG l G l G l i mε
ε ε

+ − = + =
+ +

.  (2.125) 

Для случая, когда 1<<iε , уравнение (2.125) можно переписать 
в виде 

2 2 , 1, 2, ...,i
i i i

dG G J i m
dl

ε== − + = .  (2.126) 

Решение этого уравнения, удовлетворяющее условию 
(0) 2 /i iP iG Pc ϕ=  при 1<<iε , есть 

( )( ) 1 exp( 2 ) , 1, 2, ..., .iP
i i

i

Pc
G l l i mε

ε
= − − =   (2.127) 

Полный поток через ступень определяется выражением 

1

( ) 1 exp( 2 )
m

jP
j

j j

c
L l P lε

ε=

⎡ ⎤= − −⎣ ⎦∑ .    (2.128) 

Для концентрации i -го компонента получаем выражение: 

[ ]

1 1

1 exp( 2 )
( )

( )
( ) 1 exp( 2 )

iP
i

i i
i m m

jP
j j

j j i

c
l

G l
c l

c
G l l

ε
ε

ε
ε= =

− −
= =

⎡ ⎤− −⎣ ⎦∑ ∑
.   (2.129) 

Каскад, производительность ступени которого определяется 
формулой (2.128), в работе [3] назван «свободным» каскадом. 
Сравнение (2.99) и (2.127), (2.100) и (2.128), (2.101) и (2.129) пока-
зывает, что при условии iiQ ε2≡  введенные выше понятия 

−Q каскада и «свободного» каскада идентичны. 
На примере диффузионной ступени в работе [3] выявлен физи-

ческий смысл констант iε  (или iQ ).  
/ 2i k ik ikε ε ε ε′− = = ,     (2.130) 

то есть 2 , 2i i k kQ Qε ε≡ ≡ . 
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Определение «свободный» каскад согласно [3] означает, что 
суммарный (по всем компонентам смеси) поток ( )L l  от ступени к 
ступени изменяется в соответствии с изменением величины потока 
каждого из компонентов при прохождении через разделительную 
ступень. При этом перенос каждого компонента не зависит от пе-
реноса других компонентов. 

2.3.4.2. R-каскады и их свойства 

В случае многокомпонентной смеси создать каскад, в котором 
не происходит смешения потоков с разными концентрациями всех 
компонентов или нескольких (больше 2) компонентов невозможно, 
строго говоря, вследствие различия в величинах iQ  (или iε ), опре-
деляющих изменения количества −i ого компонента при движении 
по каскаду. Однако, как показывает анализ соотношений (2.100)-
(2.108) и (2.113), можно, оставаясь в рамках −Q каскадов («сво-
бодных» каскадов) построить такие каскады, в которых не проис-
ходит смешения по парам концентраций nc  и kc  (точнее по отно-
сительным концентрациям /nk n kR c c= ). Очевидно, должно суще-

ствовать 
2

)1( −mm
 каскадов для −m компонентов смеси, каждый 

из которых для пары произвольных компонентов ( nc , kc ) является 
«идеальным». 

Покажем, что случай 
* 1или

2 2
n k

n nk
M MM M Q ε+ ⎛ ⎞≡ = =⎜ ⎟

⎝ ⎠
  (2.131) 

соответствует каскаду, на входах в ступени которого смешиваются 
потоки с одинаковым отношением концентраций n -го и k -го ком-
понентов /nk n kR c c= . Такой каскад, детально изученный для 3-
компонентной изотопной смеси в классической работе [13] был 
назван R-каскадом. Если параметр М задан в виде (2.131), то выра-
жение (2.113) может быть переписано в виде  

0 ( )
2i

n k
i

M MQ Mε += −      (2.132) 
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и в частности, 
k nQ Q= −       (2.133) 

При задании iQ  в виде (2.132) из (2.107) и (2.108) с учетом 
уравнений баланса (2.43) можно непосредственно получить 

exp( )P nP nF
nk n p

k P k F

c c
R Q S

c c
≡ =    (2.134) 

exp( )W nW nF
nk n W

kW k F

c c
R Q S

c c
≡ = −    (2.135) 

где индексы P и W показывают, что значения относительных кон-
центраций nkR  взяты для потоков отбора и отвала соответственно. 

Уравнения (2.134) и (2.135) означают, что в выбранном каскаде 

относительные концентрации n
nk

k

c
R

c
=  на входах в разделитель-

ную ступень одинаковы, то есть выполняется условие несмешива-
ния относительных концентраций nkR . 

Из соотношений (2.134) и (2.135) следует, что задание относи-
тельных концентраций nkR  в потоках отбора и отвала позволяет 
однозначно определить количество ступеней PS  и WS , и следова-
тельно, в соответствии с формулами (2.99) – (2.104), (2.107) – 
(2.110) полностью рассчитать каскад. 

Одновременно при задании iQ  в виде (2.132) выражение для 
суммарного потока (2.121) существенно упрощается. Действитель-
но, из (2.107) и (2.108) с учетом условия (2.133) имеем 

,

,

(exp( ) 1) (exp( 1))i f i
iP i P k P n P

k f n

c QPc Q S Pc Q S
c Q

− − = − ⋅ −      (2.136) 

,

,

(exp( ) 1) (exp( 1))i f i
iW i W k W n W

k f n

c QPc Q S Pc Q S
c Q

− = − ⋅ −      (2.137) 

Суммируя (2.136) и (2.137) с учетом (2.43), (2.134) и (2.135), 
можно получить равенство  

(exp( 1)) (exp( 1)) 0iP i P iW i WPc Q S Wc Q S− − + − = , (2.138) 
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справедливое для любого i . Кроме того, непосредственно из соот-
ношений (2.134), (2.135) с учетом уравнений баланса (2.43) следу-
ет: 

ln ln lnP W F
iP P iW W iP nk iW nk iF nk

i i n

Pc S Wc S Pc R Wc R Fc R
Q Q Q
− + −

= ,  (2.139) 

где , ,P W FnP nW nF
nk nk nF

kP kW kF

c c c
R R R

c c c
= = = . 

Подставив соотношения (2.138) и (2.139) в выражение для сум-
марного потока (2.121) и заменив nQ  и iQ  по формулам (2.131), 
(2.132), получим 

( )
2

10

ln ln ln2

2

P W Fm
jP nk jW nk jF nk

j k n
k n j

Pc R Wc R Fc R
L

M MM M Mε =

+ −
=

+⎛ ⎞− −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑ .   (2.140) 

Уравнение (2.130) с учетом (2.134), (2.135) и (2.43) легко преоб-
разуется к виду 

( ) ( ) ( ) 0;

, 1. , , , .

i i id d dP W F
iP nk iW nk iF nk

i
i

n

Pc R Wc R Fc R

Qd i m i n k
Q

− − −
+ − =

= = ≠…
 (2.141) 

Уравнения (2.141), связывающие внешние потоки R-каскада и 
концентрации компонентов в этих потоках, носят названия Н-
баланса [13]. Следует иметь в виду, что уравнения (2.141) содержат 

2−m  независимых соотношений, так как при ni =  и i k=  они 
трансформируются в уравнения покомпонентного баланса для n -
го и k -го компонента. Уравнения (2.141), совместно с уравнения-
ми покомпонентного баланса (2.43) ( m  уравнений) и очевидными 

соотношениями 
1

1
m

jP
j

c
=

=∑  и 
1

1
m

jW
j

c
=

=∑  образуют систему 

mmm 222 =++−  независимых алгебраических уравнений, со-
держащую 32 +m  неизвестных параметра ( m2  выходных концен-
траций: iPc  и iWc , потоки WP,  и F ). Таким образом, проектиро-
вочный расчет R-каскада предполагает задание 32)32( =−+ mm  
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параметров (например, iPc , iWc  и P ), остальные параметры опре-
деляются из решения указанной алгебраической системы. 

В разделительной практике могут встречаться варианты расчета 
каскада из заданного числа разделительных элементов, т.е. каска-
дов с известным суммарным потоком. В этом случае система ал-
гебраических уравнений должна быть дополнена уравнением 
(2.140), после чего для её решения достаточно задать лишь два па-
раметра (например, nPc  и P ). 

Заметим, что при 1k n= +  получается R-каскад, позволяющий 
выделять в потоке отбора целевой (n-й) компонент вместе с компо-
нентами 1-ым, 2-ым, …, (n-1)-м и препятствовать появлению в этом 
потоке компонентов с номерами n+1, n+2, … , m. 

Рассмотренный частный случай Q -каскада (R-каскад) при пере-
ходе к двухкомпонентной смеси позволяет получить формулы для 
идеального каскада без смешения концентраций на входах в сту-
пень. Это непосредственно следует из формул (2.134), (2.135). Лег-
ко показать, что в этом случае формула для суммарного потока 
(2.140) также превращается в известную формулу для идеального 
каскада.  

2.3.4.3. Решение системы уравнений каскада с несмешением  
             по относительной концентрации для выбранной пары  
             компонентов методом Б.В.Жигаловского [3] 

Рассмотрим некоторую пару компонентов с номерами n и k как 
опорную. Отсчет ступеней будем вести от отборного конца каска-
да. Для k-го компонента уравнение обогащения может быть запи-
сано в виде 

( )
1

2m
kP kk

k ij j
j

P c cdc c c
dl L

ε
=

−
= − +∑ ,                (2.142) 

где ,P Pl S s S= −  – число ступеней в отборной секции каскада. 
Уравнение (2.142) перепишем в виде 

1

21 2m
k kP

ij j
jk k

dc Pc Pc
c dl Lc L

ε
=

= − + −∑ .              (2.143) 

Аналогично для n-го компонента имеем 
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1

21 2m
n nP

ij j
jn n

dc Pc Pc
c dl Lc L

ε
=

= − + −∑ .                 (2.144) 

Вычитая (2.142) из (2.143) и учитывая, что  

( ) ( )
1 1 1 1

m m m m

nj kj j nj jk j nk j nk j nk
j j j j

c c c cε ε ε ε ε ε ε
= = = =

− − = − − = = − = −∑ ∑ ∑ ∑ ,(2.145) 

получим 
1 1 2n k nP kP

nk
n k n k

dc dc c cP
c dl c dl L c c

ε
⎛ ⎞

− = − + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

.          (2.146) 

Примем, что величина потока L равна  
4 nP kP

nk n k

c cPL
c cε

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
.                          (2.147) 

Подставляя выражение (2.147)в (2.146), получаем 

ln
2

n nk

k

cd
dl c

ε= − ,                          (2.148) 

откуда, учитывая, что (0)n nPc c=  и (0)k kPc c= , следует соотноше-
ние 

exp
2

n nP nk

k kP

c c
c c

ε⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

    (2.149) 

или 

exp
2

P nk
nk nkR R l

ε⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

,     (2.150) 

где , Pn nP
nk nk

k kP

c cR R
c c

= = . 

Решения (2.149) и (2.150) соответствуют аналогичному реше-
нию для двухкомпонентной смеси, разделяемой идеальным каска-
дом: 

1 1 12

2 2

exp
2

P

P

c c l
c c

ε⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

,  (2.151) 

а соотношение (2.147) является обобщением соотношения для рас-
пределения потока в идеальном каскаде: 
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1 1

12 1 1

4
(1 )
Pc cPL

c cε
−=
−

 или 1 2

12 1 2

4 P Pc cPL
c cε

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
,          (2.152) 

где 2 1 2 11 , 1P Pc c c c= − = − . 
Найдем решение уравнения  

( )
1

2
( , )

m
iP ii

i ij j
j n k

P c cdc c c
dl L c с

ε
=

−
= − +∑                    (2.153) 

где ( , )n kL c ñ  определяется соотношением (2.146) для прочих ком-

понентов в каскаде с несмешением по ( , )n
nk

k

cR i n k
c

= ≠ . 

Умножая (2.153) на сn, а уравнение для n-го компонента 
( )

1

2
( , )

m
nP nn

n nj j
j n k

P c cdc c c
dl L c c

ε
=

−
= − +∑                 (2.154) 

на ci и вычитая (2.153) из (2.154) с учетом того, что поток ( , )n kL c c  
определяется соотношением (2.147) , получаем 

/ /
2 / /

i i nk k iP nP i n
ni

n n n kP nP k n

c c c c c c cd
dl c c c c c c c

εε
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ −= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

.      (2.155) 

Из соотношения (2.149), логарифмируя и дифференцируя, нахо-
дим  

2 1
/

k

nk k n n

cdl d
c c cε

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
.                       (2.156) 

Используя выражение (2.156), преобразуем уравнение (2.155) к 
виду 

1
2

1

i nP i nP i nP
n iP ni n iP n iP

k nP k nPk nP nk
n kP n kPn kP

c c c c c cd c c c c c c
c c c cc cd c c c cc c

ε
ε

⎛ ⎞ −⎜ ⎟
⎝ ⎠ = −
⎛ ⎞ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

.      (2.157) 

Обозначим отношения 
P
nkk nP

n kP nk

Rc c Xc c R
≡ = , i nP

n iP

c c Yc c =  и 2 ni
i

nk

ε α
ε

= .    (2.158) 
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Тогда уравнение (2.157) будет выглядеть следующим образом 
1 1

1 1
idY Y

dX X X X
α⎛ ⎞= + −⎜ ⎟− −⎝ ⎠

.                    (2.159) 

Решение уравнения (2.159)с граничным условием 
lim 1 при 1Y X= →  и 1iα ≠ имеет вид 

11 1
1 1

i

i

Y X
X X

α

α

−−=
− −

                           (2.160) 

или 
1

1
1

1 1

iP
nk

nkP
ik ik P

i nk

nk

R
R

R R
R

R

α

α

−
⎛ ⎞− ⎜ ⎟
⎝ ⎠= ⋅

− −
,                 (2.161) 

где . , Pi iP
ik ik

k kP

c c
R R

c c
= =  

Перепишем решение (2.161) в виде 
1

1
1

1 1

iP
nk

nki k
P
nkiP kP i

nk

R
Rc c

Rc c
R

α

α

−
⎛ ⎞− ⎜ ⎟
⎝ ⎠= ⋅ ⋅

− −
.               (2.162) 

Поскольку 
1

1
m

j
j

c
=

=∑ , то с учетом полученного решения (2.161) 

имеем 
1

1

1 1 1
11

jm P
jPk nk

P
nkjnkkP j

nk

cc R
RRc

R

α

α

−

=

⎡ ⎤⎛ ⎞⋅ − =⎢ ⎥⎜ ⎟− ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦−
∑ .    (2.163) 

Поделив (2.162) на (2.163), получаем 
1 1

1

1 / 1
1 1

i jmP P
jPiP nk nk

i
nk nkji j

cc R Rc R R

α α

α α

− −

=

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∑ .  (2.164) 
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Концентрация i-го компонента сi,f  в сечении каскада, куда по-
дают поток питания, связана с концентрацией этого же компонента 
в потоке отбора в соответствии с (2.164) следующим соотношением 

1 1

,
1

1 / 1
1 1

i jmP P
jPiP nk nk

f fi f
nk nkji j

cc R Rc R R

α α

α α

− −

=

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∑ .  

(2.165) 

Поскольку рассматривается каскад с несмешением по n
nk

k

cR
c

=  

то f F
nk nkR R= , где ,nF

nk
kF

c
R

c
= , то с учетом (2.150) выражение (2.165) 

можно переписать в виде 
1

,
1

1

( 1)1 /
1 2 1

( 1)
1

2

i

j

m
jPiP nk i P

i f
ji j

nk j P

cc Sc exp

S
exp

α

α

ε α
α α

ε α

−

=

−

⎡ ⎤−⎛ ⎞= − ×⎢ ⎥⎜ ⎟− −⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤−⎛ ⎞

× −⎢ ⎥⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

∑
.       (2.166) 

Учтем, что 

1 2 1 1ni ni ni ni ni nk
i

nk nk nk nk nk

ni in nk ni ik ni ki

nk nk nk nk nk

ε ε ε ε ε εα
ε ε ε ε ε

ε ε ε ε ε ε ε
ε ε ε ε ε

−− = − = + − = + =

+ += − = − =
 

и введем обозначение         
( )1

2 2
i nkin ik

iQ
α εε ε −+= ≡ − ,               (2.167) 

откуда следует, что 
nk

i
i

Q
ε

α 21 −=− . 



 210

Тогда из выражения (2.166) следует, что при i=n 
2
nk

nQ ε= , а 

при i=k 
2
nk

kQ ε= − . С учетом обозначений (2.167) уравнение 

(2.166) запишется 

( ) ( ),
1

1 / 1
m

jPiP
i f i P j P

ji j

ccc exp Q S exp Q S
Q Q=

⎡ ⎤= − − − −⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦∑ .      (2.168) 

Решая (2.168) относительно ciP и учитывая, что 
1

1
m

jP
j

c
=

=∑ , по-

лучаем 

( ) ( )
, ,

1

/
1 exp 1 exp

m
i i f j j f

iP
ji P j P

Q c Q c
c

Q S Q S=

=
− − − −∑ .           (2.169) 

Выражения (2.161), (2.167) и (2.169) справедливы для той части 
каскада, которая считается отборной для самого легкого компонен-
та. 

Для отвальной секции каскада могут быть получены аналогич-
ные выражения, которые будут иметь следующий вид 

1

1
1

1 1

iW
nk

nki k
W

iW kW i nk

nk

R
Rc c

c c R
R

α

α

−
⎛ ⎞− ⎜ ⎟
⎝ ⎠= ⋅ ⋅

− −
,              (2.170) 

( ) ( ),
1

exp 1 / exp 1
m

jWiW
i f i W j P

ji j

ccc Q s Q S
Q Q=

⎡ ⎤= − −⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦∑ ,         (2.171) 

( ) ( )
, ,

1

/
exp 1 exp 1

m
i i f j j f

iW
ji W j W

Q c Q c
c

Q S Q S=

=
− −∑ ,             (2.172) 

где WS  – число ступеней в отвальной части каскада. 
Выражения, связывающие концентрации компонентов в потоках 

отбора и отвала с концентрациями компонентов в потоке питания 
( 1, 2, ..., )iFc i m=  можно найти, если воспользоваться условиями 

неразрывности концентраций компонентов в точке подачи питания. 



 211

Считая, что , ,i f i fc c+ −= , где индексы + и – означают, что соответ-
ствующие величины взяты из решений для отборной и отвальной 
частей каскада, и, раскрывая это равенство с помощью соотноше-
ний (2.162) и (2.170), получим 

1 1
, ,1 1

,
1 11 1

i iP W
k f k fnk nk

f fiP iW
nk nkkP kW

P W
nk nki i

f f
nk nk

c cR Rc c
R Rc c

R R
R R

α α

α α

− −
⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⋅ = ⋅

− −− −
     (2.173) 

где ,

,

n ff
nk

k f

c
R

c
= . 

Выражение (2.173) легко приводится к виду 
1 1

, , , ,

4 1 4 1

4 4

i iP W
nk nk

f fiP iW
nk nk

nP kP nW kW

nk n f k f nk n f k f

R RPc WcR R

c c c cP W
c c c c

α α

ε ε

− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦= −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

.    (2.174) 

Нетрудно убедиться, что в знаменателях (2.174) стоят выраже-
ния для «головного» потока каскада Lf, то есть  

, , , ,

4 4nP kP nW kW
f

nk n f k f nk n f k f

c c c cP WL
c c c cε ε

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
.        (2.175) 

Учитывая выражение (2.175) и условие несмешения по относи-
тельной концентрации Rnk в точке подачи питания ( f F

nk nkR R= ), из 
(2.174) имеем 

1 1

1 1
i iP W

nk nk
iP iWF F

nk nk

R R
Pc Wc

R R

α α− −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎢ ⎥ ⎢ ⎥− = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦

.       (2.176) 

Воспользовавшись условием покомпонентного баланса 
iP iW iFPc Wc Fc+ = , находим 
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1

1 1

1
i

i i

W
nk
F
nk

iP iF P W
nk nk
F F
nk nk

R
R

Pc Fc
R R
R R

α

α α
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− −

⎛ ⎞
− ⎜ ⎟
⎝ ⎠=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
−⎜ ⎟ ⎜ ⎟
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.                 (2.177) 

Поскольку 
1

m

j
j

Pc P
=

=∑ , то  

  

11

1 1 1 1
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11
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i i j j

WW
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FF m
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iP iF jFP W P Wjnk nk nk nk
F F F F
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R R R R
R R R R
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− − − −
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− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑  (2.178) 

Аналогично для концентраций в отвале имеем 
11

1 1 1 1
1

11
ji

i i j j

PP
nknk
FF m
nknk

iW iF jFP W P Wjnk nk nk nk
F F F F
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R R R R
R R R R
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α α α α
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− − − −
=

⎛ ⎞⎛ ⎞
−− ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ .(2.179) 

Учитывая, что 

/ exp , / exp
2 2

P F W Fnk P nk W
nk nk nk nk

S S
R R R R

ε ε⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

, а также ис-

пользуя обозначения (2.167), выражения (2.178) и (2.179) можно 
представить в виде 

( )
( ) ( )
( )

( ) ( )

1

exp 1
/

exp exp

exp 1

exp exp

m
i W

iP iF jF
ji W i W

j W

j W j W

Q S
c c c

Q S Q S

Q S

Q S Q S

=

−
= ×

− −

−
×

− −

∑
,            (2.180) 
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( )
( ) ( )
( )

( ) ( )

1

1 exp
/

exp exp

exp 1

exp exp

m
i P

iW iF jF
ji W i P

j P

j W j P

Q S
c c c

Q S Q S

Q S

Q S Q S

=

−
= ×

− −

−
×
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∑
.            (2.181) 

Выражения (2.180), (2.181) совпадают с соответствующими 
формулами (2.107), (2.108), полученными для Q-каскада [12]. Дей-
ствительно, каскад с несмешением по относительной концентрации 

n
nk

k

cR
c

=  для выбранной пары компонентов n и k является частным 

случаем «свободного» каскада, когда константы Qi задаются в виде 
(2.132). 

В отдельных случаях может оказаться, что в каскаде с несмеше-
нием по относительной концентрации nkR  для одного из компо-
нентов, например, с номером t оказывается, что 1tα = , то есть 
2 nt nkε ε=  и, соответственно, 0tQ = . 
В этом случае предельный переход приводит к следующим ре-

зультатам 
( )

( ) ( )

( )
( ) ( )

exp 1
lim ,

exp exp
0

1 exp
lim

exp exp
0

t W W

t W t P P W

t

t P P

t W t P P W

t

Q S S
Q S Q S S S

Q
Q S S

Q S Q S S S
Q

−
=

− − +
→

− −
=

− − +
→

  (2.182) 

и, следовательно, соотношения (2.180), (2.181) могут быть перепи-
саны в виде 
для ti ≠ : 
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для ti = : 
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∑
    (2.186) 

Рассмотрим теперь решение системы (2.141), когда компоненты 
с номерами n и k являются основными, а остальные примесными 
(минорными) [3, 14], т.е. knikn ccccc ,,1 <<≈+  при kni ,≠ . 
Обозначив cccc kn −== 1, , для концентрации c получим урав-
нение 

( )
,

2
(1 ) P

nk nj j
j n k

P c cdc c c c c
dl L

ε ε
≠

−
= − − − +∑ .  (2.187) 
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Так как kni ccc ,<<  и njε  порядка nkε , уравнение (2.187) 
можно переписать, опуская члены второго порядка малости, 

( )2
(1 ) P

nk

P c cdc c c
dl L

ε
−

= − − + .   (2.188) 

Уравнение (2.188) является обычным уравнением разделения 2-
компонентой смеси. Для примесных (минорных) компонентов, 
учитывая условие  1≈+ kn cc , можно записать 

( )2
(1 ) ip ii

i in i ik

P c cdc c c c c
dl L

ε ε
−

= − − − + .       (2.189) 

Рассмотрим каскад с несмешением по относительной концен-

трации 
1

n
nk

k

c cR
c c

= =
−

. В этом случае  

( )4
(1 )

P

nk

P c c
L

c cε
−

=
−

         (2.190) 

и 

)1(
2

cc
dl
dc nki −ε−= .    (2.191) 

В уравнении (2.189) перейдем от независимой переменной l к 
переменной c, полагая  

dl
dc

dc
dc

dl
dc ii = .      (2.192) 

Учитывая (2.190) и (2.191), из (2.192) и (2.189) получаем 

( )
,2

1 2
i Pi in ik nk iP

nk P P

cdc c
dc c c c c c c

ε ε ε
ε

⎡ ⎤
− + + = −⎢ ⎥− − −⎣ ⎦

.  (2.193) 

Решение линейного уравнения (2.193) с очевидным граничным 
условием iPcci ccc

P
==)(  имеет вид 

( )
(1 )

i id d
i iP P

i P

c cc c R R
c cλ

− −− ⎡ ⎤= −⎣ ⎦−
,   (2.194) 
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где , , ,
1 1 2 2

in ik nkP
P i n

P

ccR R Q Q
c c

ε ε ε+= = = =
− −

. 

Уравнения для отвальной части каскада имеют тот же вид, что и 
уравнения (2.189), (2.193), но вместо концентраций ciP в них входит 
концентрация примесных (минорных) изотопов в потоке отвала ciW, 
а вместо потока отбора P – поток отвала W. При этом решение 
уравнения для отвальной части каскада с граничным условием 

iWcci ccc
W

==)(  имеет вид 

( )
(1 )

i id d
i iW W

i W

c cc c R R
c cλ

− −− ⎡ ⎤= −⎣ ⎦−
,    (2.195) 

где 
W

W
c

cR
−

=
1

. 

При сделанных предположениях можно считать, что в точке по-
дачи питания Fcc = . Пользуясь условием неразрывности концен-

траций в точке подачи питания отбора)( c
cci F

cc = = отвала)( c
cci F

cc = , под-

ставляя в (2.194) и (2.195) вместо c концентрацию cF и разделив 
(2.194) на (2.195), получим 

1
i i

i i

d d
iP F W F P

d d
iW P F W F

c c c R R
c c c R R

− −

− −

− −= ⋅
− −

,    (2.196) 

где 
F

F
F c

cR
−

=
1

. 

Из соотношения (2.196) получаем выражение, связывающее 
концентрации минорных изотопов в потоке отвала и отбора 

i i

i i

d d
F W F P

iW iP d d
P F W F

c c R Rc c
c c R R

− −

− −

− −=
− −

.    (2.197) 

Подставляя соотношение (2.196) в уравнение баланса 

,
P WP F

iF i P iW
F W F W

c cc cc c c
c c c c

−−= +
− −

,   (2.198) 

где kniciF ,, ≠  – концентрация i-го примесного изотопа в пото-
ке питания, можно получить выражения для расчета концентрации 
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примесных изотопов в потоках отбора и отвала в зависимости от их 
содержания в потоке питания и концентрации основных компонен-
тов в потоках отбора, отвала и питания 

,
i i

i i

i i

i i

d d
P W W F

iP iF d d
F W W P

d d
P W F P

iW iF d d
P F W F

c c R Rc c
c c R R
c c R Rc c
c c R R

− −

− −

− −

− −

− −=
− −

− −=
− −

.    (2.199) 

Формула (2.199) могут быть использованы для предварительной 
оценки содержания примесных изотопов в отбираемых из каскада 
потоках, исходя из заданных величин внешних потоков (подавае-
мых и отбираемых) и содержания в них основного (целевого) ком-
понента, например, изотопа 235U при обогащении урана, а также 
содержания примесных изотопов в подаваемом потоке.  

2.3.4.4. Расчет R-каскада с дополнительным потоком  
             отбора [3, 15] 

Задачи разделения многокомпонентных смесей в R-каскадах, 
как правило, связаны с определенными практическими соображе-
ниями. Так, например, практическая польза от результатов расчета 
каскада для разделения многокомпонентных изотопных смесей с 
несколькими отборами связана с тем обстоятельством, что распре-
деления концентраций компонентов с промежуточными массами 
имеют максимальные значения внутри каскада и, следовательно, 
существует возможность получить в дополнительном отборе кон-
центрацию промежуточного компонента, большую, чем в потоке 
основного отбора на концах каскада.  

Рассмотрим для определенности каскад произвольного профиля. 
В некоторых точках каскада производится отбор смеси или подача 
питания. Будем считать, что каскад состоит из конечного числа 
участков непрерывного профиля. В точках разрыва профиля, а 
также в точках отбора смеси и подачи питания происходит разрыв 
параметров каскада. Назовем часть каскада, заключенную между 
двумя соседними точками разрыва параметров, секцией. Обозна-
чим B полное число секций в каскаде и b – порядковый номер сек-
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ции. Каждая секция состоит из Sb последовательно соединенных 
разделительных ступеней. 

 

 
Рис. 2.8. Принципиальная схема R-каскада с дополнительным отбором 

 
Нумерацию секций и ступеней в секции ( bSs ≤≤0 ) будем вес-

ти в направлении от «легкого» конца каскада (основного отбора) к 
«тяжелому» концу (отвалу). Обобщая для рассматриваемого случая 
соотношение (2.95), можно написать: 

1 0

( ) ( )

(0) (0) 2 (0) (0) ( )
,

( )

b
i

sb
b b r r

i r i r i i
r

i

L s C s

L C PC F C t dt

s

φ

φ
=

=

⎡ ⎤+ −⎣ ⎦
=

∑ ∫           (2.200) 

       mi ,...,1= , 
где rP  и rF  – потоки отбора и питания соответственно в начале 
секции r ; )0(r

iC  – концентрация i-го компонента в соответствую-

щей точке отбора; )0(r
iC  – концентрация i-го компонента в соот-

ветствующей точке питания. 
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Конкретизируем систему (2.200) для частного случая каскада с 
двумя точками отбора и характеристической функцией 

)exp( sQii =ϕ  (рис. 2.8). 
Считая, что поток )(sL  непрерывен по каскаду, а на его концах 

обращается в нуль, и используя (2.200), получаем: 

,
)exp(1

2 1
11

i

i
iPiPP Q

SQ
PCCL

−−
=      (2.201) 

( )
1

1
,

1
1

1 exp( )2

1 exp
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i
f i f iP

i

i P
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i

Q SL C PC
Q

Q S S
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Q

− −= +

− − −⎡ ⎤⎣ ⎦+
    (2.202) 

,
1)exp(

2,
i

Wi
iWfif Q

SQ
WCCL

−
=     (2.203) 

где 1,, PWP  – потоки основного отбора, отвала и дополнительного 
отбора, соответственно; 

1
,, iPiWiP CCC  – концентрации i-го компо-

нента в этих потоках; iff CL ,  – поток и концентрации i-го компо-

нента в сечении ввода питания; WP SS ,  – числа ступеней в отбор-
ной и отвальной частях каскада; 1S  – число ступеней между точка-
ми дополнительного и основного отборов. 

Пусть в каскаде имеет место несмешение относительных кон-

центраций 
1

1,
+

+ =
n

n
nn C

C
R , т.е. каскад «идеальный» по компонентам 

с номерами n и n+1. 
Тогда 

),exp( 1
1,

1,

1
SQ

R
R

nP
nn

P
nn =
+

+      (2.204) 

),exp(
1,

1,
PnF

nn

P
nn SQ

R
R

=
+

+      (2.205) 
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).exp(
1,

1,
WnF

nn

W
nn SQ

R
R

−=
+

+     (2.206) 

Комбинируя соотношения (2.202), (2.203) с учетом (2.206) и 
уравнений баланса 

,11 ++=
P
W

P
P

P
F

      (2.207) 

,
1

1
iPiWiPiF CC

P
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P
PC

P
F ++=    (2.208) 

       ,,...,1 mi =  
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.1, +≠ nni  
Величины внешних потоков с помощью уравнений (2.207), 

(2.208) могут быть выражены через концентрации целевого компо-

нента в них и отношение P
P1 : 

1 1nP nWnP nW

nF nW nF nW

c cc c PF
P c c c c P

−−
= − ⋅

− − ,   (2.210) 

11 −−=
P
P

P
F

P
W .      (2.211) 

 
Решая систему уравнений (2.208) – (2.209) относительно кон-

центраций iPc  и iWc  с учетом уравнений (2.210) и (2.211) и условия 

∑ =
=

m

j
jc

1
1, находим 



 221

( ) ( ) ( ) ( ){
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ){
( ) ( )

1 1

1 1

, 1 , 1 , 1 , 1

1
, 1 , 1

, 1 , 1 , 1 , 1
1

1
, 1 , 1

i i i i

ii P

j j j j

jj P

d d d dW F W P
iF n n n n n n n n

ddiP W
n n n n

iP
iP m d d d dW F W P

jF n n n n n n n n
j

ddjP W
n n n n

jP

c R R R R

Pc
R R

Pc
c

c R R R R

Pc
R R

Pc

− − − −

+ + + +

−−

+ +

− − − −

+ + + +
=

−−

+ +

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎫⎡ ⎤+ − ⎬⎢ ⎥⎣ ⎦⎭=
⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

+ −

∑
⎫⎪⎡ ⎤
⎬⎢ ⎥⎣ ⎦⎪⎭

(2.212) 

( ) ( ){
( ) ( ) { }

( ) ( ){
( ) ( ) { }

1 1

1 1

, 1 , 1

1
, 1 , 1

, 1 , 1
1

1
, 1 , 1

...

...

i i

ii P

j j

jj P

d dF P
iF n n n n

ddiP F
n n n n

iP
iW m d dF P

jF n n n n
j

ddjP F
n n n n

jP

c R R

Pc
R R

Pc
c

c R R

Pc
R R

Pc

− −

+ +

−−

+ +

− −

+ +
=

−−

+ +

⎡ ⎤− +⎢ ⎥⎣ ⎦

⎫⎡ ⎤+ − ⎬⎢ ⎥⎣ ⎦⎭=
⎡ ⎤− +⎢ ⎥⎣ ⎦

⎫⎪⎡ ⎤+ − ⎬⎢ ⎥⎣ ⎦⎪⎭

∑
,   (2.213) 

где выражения в фигурных скобках { }...  те же, что и в формуле 
(2.212). 

Из уравнения (2.201) с использованием соотношений (2.204) не-
трудно получить 
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Кроме того, суммируя уравнение (2.201) по всем компонентам и 
разделив (2.201) почленно на результат суммирования, с учетом 
(2.204) находим  
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Таким образом, задавая значения концентраций целевого ком-
понента в основном nPc  и дополнительном потоках отбора 1nPc , в 

потоке отвала nWc  (концентрации iFc  считаем заданными), а также 
отношение потоков P1/P и, решая систему уравнений (2.212), 
(2.213), (2.215) для i=n, находим величины относительных концен-

траций W
nn

P
nn

P
nn RRR 1,

1
1,1, ,, +++ , рассматривая их как параметры 

задачи. После определения этих параметров по соотношениям 
(2.212) – (2.215) рассчитывают концентрации остальных компонен-
тов в отводимых из каскада потоках, а по соотношениям (2.206) 
длины отборной SP и отвальной SW секций каскада, а также длину 
участка каскада между двумя потоками отбора s1.  

Алгоритм расчета каскада на заданные концентрации ключевого 
компонента 

1
,nP nPc c  и nWc  с использованием уравнений (2.212) – 

(2.214) выглядит следующим образом. 
1. Задают значения концентраций ключевого компонента в от-

водимых из каскада потоках 
1

,nP nPc c  и nWc , а также отношение 
потоков отбора P1/P. 

2. Задают начальные приближения для относительных кон-

центраций W
nn

P
nn

P
nn RRR 1,

1
1,1, ,, +++ . 

3. С использованием уравнений (2.212) – (2.215) рассчитыва-
ют текущие значения концентраций 

1(расч.) (расч.),nP nPc c  и (расч.)nWc . 
4. Определяют величины невязок концентраций 

1 1 1(расч.) (расч.) (расч.); ;P nP nP P nP nP W nW nWc c c c c cδ δ δ−= − = = − . 
Расчет заканчивается по достижению заданной точности по ве-

личине невязок. В противном случае относительным концентраци-
ям по тому или иному алгоритму дают приращения и повторяют 
расчет по пунктам 3 и 4. 

В качестве примера приведем результаты расчета каскада с до-
полнительным отбором для разделения пятикомпонентной смеси 
изотопов вольфрама природного состава, приведенного в табл. 2.4. 

Ключевым компонентом выбран изотоп вольфрама с промежу-
точной атомной массой 183W. Нумерация компонентов проведена от 
«легкого» к «тяжелому» концу спектра масс изотопов, так что це-
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левым является изотоп с номером n=3 ( )14,3%nFc = . Решение 
системы уравнений выполнено методом Ньютона [16]. При реше-
нии системы (2.212) – (2.215) в качестве начальных приближений 

для относительных концентраций W
nn

P
nn

P
nn RRR 1,

1
1,1, ,, +++  взя-

ты их значения, полученные из расчета каскада без дополнительно-

го потока отбора (P1=0), причем значение 1
1,

P
nnR +  было выбрано в 

области максимума ключевого компонента. 
 

Таблица 2.4 
Природный состав изотопов вольфрама 

Номер компонента 1 2 3 4 5 
Изотоп 180W 182W 183W 184W 186W 

Концентрация, iFc , % 0,13 26,30 14,27 30,70 28,60 

 
При расчете каскада с дополнительным отбором на получение 

заданных концентраций 
13 332%, 43%P Pc c= =  параметром задачи 

являлось отношение потоков отбора P1/P, которое варьировалось в 
диапазоне от 0 до 1. 

Результаты расчета в виде зависимостей W/P, 0 0 1,PS sε ε  и 0 WSε  
( 0ε – коэффициент обогащения, приходящийся на единицу разно-
сти массовых чисел) от величины параметра P1/P представлены в 
табл. 2.5. 

Результаты расчета показывают возможность включением до-
полнительного отбора получить изотопный продукт с большим 
обогащением по ключевому компоненту, чем в концевом отборе 
каскада. Величина дополнительного отбора зависит от концентра-
ции в нем ключевого изотопа, а также от состава исходной разде-
ляемой смеси и концентрации ключевого компонента в основном 
отборе P . В рассмотренном случае величина дополнительного от-
бора достигала ~20% величины основного отбора при относитель-
ном увеличении величины концентрации целевого изотопа в нем 
по сравнению 3Pc  более чем на 30%. 



 224

Таблица 2.5 
Параметры R-каскада с дополнительным потоком отбора для разделения 

изотопов вольфрама 
13 3 332%, 43%, 1,2%P P Wc c c= = =  

P1/P 0,042 0,060 0,080 0,100 0,120 0,160 0,200 0,204 0,208 

W/P 1,449 1,487 1,531 1,575 1,619 1,707 1,795 1,805 1,814 

0 PSε  5,764 6,008 6,368 6,776 7,251 8,590 12,332 13,654 22,879

0 WSε  2,331 1,732 1,551 1,439 1,358 1,246 1,168 1,162 1,155 

10sε  5,912 5,917 5,925 5,933 5,941 5,955 5,967 5,971 5,973 

 
Анализ результатов показывает также, что увеличение относитель-
ного отбора приводит к увеличению числа ступеней в каскаде и 
суммарного потока. Важно отметить, что отношение 1PP  ограни-
чено сверху. Существование предельной величины 1PP  объясня-
ется тем, заданная концентрация ключевого компонента не может 
быть достигнута ни в одном сечении каскада. 

2.3.4.5. Аппроксимация каскадов непрерывного профиля  
             прямоугольно-секционированным каскадом 

Проектировочный расчет прямоугольно-секционированного 
каскада по заданному отбору и ограничениям диапазона концен-
траций целевого изотопа в потоках отбора и отвала заключается в 
определении следующих его параметров: число, длина и потоки 
секций, отношение потоков отвала и отбора PW . При этом, как 
правило, значения параметров должны соответствовать значениям, 
оптимальным по тому или иному критерию. Использование мето-
дов непосредственного расчета целевых каскадов для концентри-
рования заданного компонента представляется неэффективным, 
поскольку концентрации компонентов в отборе многокомпонент-
ного каскада существенно зависят от распределения потоков, 
вследствие чего профиль целевого каскада предугадать невозмож-
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но. Поэтому проектировочные расчеты целесообразно проводить 
на основе модельного каскада непрерывного профиля. 

До настоящего времени вопрос о модельном каскаде, обеспечи-
вающем в случае «слабого» разделения условие minL =∑ , оста-
ется открытым. На практике в качестве модельного каскада непре-
рывного профиля удобно использовать рассмотренный ранее Q -
каскад («свободный» каскад), с помощью которого сравнительно 
просто решается вопрос о концентрировании промежуточных ком-
понентов. 

Принципиальная возможность замены Q -каскада каскадом из 
секций постоянной ширины впервые была продемонстрирована в 
работе [12]. В [17] предлагается один из возможных критериев ап-
проксимации и разрабатывается методика расчета ПСК, распреде-
ление концентраций в котором наиболее близко к распределению 
концентраций в модельном Q -каскаде. Задача о замене участка Q -
каскада, работающего в диапазоне концентраций от ,начic  до ,конic  
( mi ,,1( …=  где m  – число компонентов смеси), секцией постоян-
ной ширины  сформулирована следующим образом [17]: найти та-
кие значения потока L  и числа ступеней S  в секции, при которых 
отклонения полученных в результате расчета концентраций в кон-
це прямоугольной секции ic  от заданных значений ,конic  мини-
мальны. При этом предполагается, что концентрации в начале сек-
ции и в отборе каскада iPc  совпадают с соответствующими концен-
трациями Q -каскада. В качестве критерия аппроксимации удобно 
использовать сумму относительных отклонений концентраций 
компонентов в конце секции  

,кон

1 ,кон

m
i i

i i

c c
c

φ
=

−
=∑      (2.216) 

Расчет отдельных секций наиболее целесообразно проводить 
методом непосредственного интегрирования системы (2.63) – 
(2.64). Если считать, что концентрации в начале секции заданы  

,нач(0) , 1, , 1i ic c i m= = −…    (2.217) 
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то расчет секции сводится к решению уравнений (2.63)-(2.64), т.е. с 
начальными условиями (2.217), т.е. к обычной задаче Коши. По-
скольку значения концентраций в каждой точке секции при извест-
ных концентрациях в потоке отбора iPc  и отвала iWc  зависят от 
координаты s , отсчитываемой от начала секции, и потока секции 
L , задача сводится к поиску таких значений s  и L , при которых 
функция (2.216) минимальна. На рис. 2.9 представлены зависимо-

сти относительных отношений концентраций ,кон ,нач

,кон ,кон

i i i

i i

c c c
c c

Δ−
=  и 

функции (2.216) от приведенного потока PL 20ε  в каскаде посто-
янной ширины, аппроксимирующего Q -каскад, для шестикомпо-
нентной смеси изотопов криптона. Из рисунка видно, что в точке, 
соответствующей минимуму функции (2.216), относительные от-
ношения концентрации малы и не превышают 3%.  

Таким образом, критерий (2.216) позволяет с определенной точ-
ностью рассчитать ПСК, в котором распределения концентраций 
компонентов близки к их распределению Q -каскаде. Однако этот 
ПСК в общем случае не оптимален по значению суммарного пото-
ка, являющегося одним из основных критериев оценки эффектив-
ности каскада, несмотря на то, что в критерии (2.216) использованы 
концентрации в соответствующих сечениях оптимального −Q кас-
каде. 

 
Рис. 2.9. Зависимость относительных отклонений концентраций 
и функции невязки (2.216) от приведенного потока PL /0ε  [17] 
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На рис. 2.10 представлены профили потока и распределения 
концентраций компонентов для двух прямоугольных каскадов, за-
меняющих Q -каскад, оптимальный в отношении суммарного по-
тока. Оптимизация Q-каскада сводится к нахождению параметра М 
(формула (2.113)), соответствующего минимальному значению 
суммарного потока в каскаде. Параметры одного из каскадов вы-
браны в соответствии с минимумом функции (2.216), а второго – в 
результате оптимизации суммарного потока. Расчеты проведены 
для случая разделения трехкомпонентной модельной смеси с кон-
центрациями в потоке питания 1 2 30,2; 0,3; 0,5.F F Fc c c= = =  
Задача оптимизации имеет следующую формулировку: определить 
параметры каскада с заданным отбором и концентрациями целево-
го компонента в потоке отбора из области допустимых значений 
(формулы (2.115) – (2.120)), соответствующих минимуму суммар-
ного потока. 

  

 
Рис. 2.10. Распределение концентраций компонентов модельной трех-

компонентной смеси в каскаде прямоугольного профиля: a) – получено в 
результате аппроксимации Q-каскада по критерию (2.216); б) – опти-

мальное [18] 
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Из зависимостей, приведенных на рис. 2.10, следует, что ап-
проксимация по критерию (2.216) не решает основной задачи – по-
лучить оптимальный ПСК на основе оптимального Q -каскада, так 
как суммарный поток, профиль и распределения концентраций в 
ПСК, полученных при аппроксимации, не совпадают с оптималь-
ными. Так, в данном случае отклонение суммарного потока от его 
минимального значения составляет ~10%, а для смесей другого со-
става оно может быть и больше. 

В работе [18] предложена методика аппроксимационного расче-
та ПСК и одновременной его оптимизации по какому-либо крите-
рию. Методика основана на использовании целевой функции опти-
мизации, учитывающей как критерий оптимальности, так и сумму 
отклонений компонентов на стыке обогатительной (отборной) и 
обеднительной (отвальной) частей. В случае, когда в качестве кри-
терия оптимальности выбран суммарный поток, целевая функция 
имеет вид 

ПСК
1 2

P W
if if

Q

L
K c c K

L
φ = − + ∑∑ ∑

     (2.218) 

где , ,, ( 1, , )P W
i f i fc c i m= …  – концентрации в точке подачи пита-

ния, полученные в результате интегрирования системы (2.63)-(2.64) 
по длине обогатительной (отборной) и обеднительной (отвальной) 
частей по направлению от концов каскада к точке подачи питания. 

∑∑ QПСК LL ,  – суммарные потоки аппроксимирующего ПСК и 
Q -каскада соответственно. Целевую аппроксимацию осуществля-
ют в процессе оптимизационного поиска параметров каскада, при 
которых значение функции φ  минимально. На каждом этапе опти-
мизации проводят только интегрирование системы (2.63) – (2.64) с 
граничными условиями  

, , 1, ,Q Q
iP iP iW iWc c c c i m= = = … ,    (2.219) 

где ,Q Q
iP iWc c  – концентрации на концах аппроксимируемого Q -

каскада. 
Первый член функции (2.218) определяет точность расчета 

ПСК, соответствующего оптимальному Q -каскаду и имеющего те 



 229

же концентрации компонентов на концах. Второй член характери-
зует степень приближения ПСК к оптимальному по суммарному 
потоку Q -каскаду и является величиной обратной КПД* формы 

Фη . Следует отметить, что вместо КПД формы можно использо-
вать отношение длин ПСК и Q -каскада или какой-либо другой 
критерий. 

Для повышения точности расчета необходимо, чтобы члены 
функции (2.218) были одного порядка. С этой целью введены нор-
мирующие коэффициенты 1K  и 2K . Их соотношения зависят от 
числа компонентов, состава исходной смеси, значения ключевого 
компонента в исходной смеси и значения его обогащения. Для оп-
ределения диапазона изменения отношения 12 KK  в работе [18] 
исследовали зависимости концентраций компонентов в потоках 
отбора и отвала и значения 1 Φη  для изотопных смесей различного 
состава. В результате было определено, что для смесей различного 
состава с числом компонентов от 3 до 6 отношение 21 KK  изме-
няется в пределах от 10 до 30. 

На рис. 2.11 приведены зависимости концентраций целевого 
компонента 2с  рассмотренной трехкомпонентной смеси в потоках 
отбора и отвала и значения обратного КПД формы от отношения 
коэффициентов 21 KK . Видно, что для исследованной смеси в 
указанном диапазоне изменения 21 KK  полученный в результате 
аппроксимации каскад имеет близкие к оптимальным КПД формы 
и концентрации целевого компонента в потоке отбора и отвала. 
При больших 21 KK  вторым слагаемым в (2.218) по сравнению с 
первым можно пренебречь, и результатом аппроксимации является 
ПСК близкий к рассчитанному по критерию (2.216) с КПД равным 

1Φη . При малых 21 KK  может нарушаться условие непрерывно-

                                                 
*  Под КПД формы условно понимают в данном случае отношение 

∑
∑=

ПСК

Q
Ф L

L
η . 
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сти концентраций компонентов в точке подачи питания. В этом 
случае для уточнения расчета необходимо решить систему 

 

, ,

, 1, ,

P W
i f i f

iP iW iF

c c
Pc Wc Fc i m

⎫=
⎬+ = = ⎭…

,   (2.220) 

 
где , ,,P W

i f i fc c  - концентрации i-го компонента в точке подачи пи-
тания, полученные из расчета от концов каскада, отборного и от-
вального, соответственно. 

Полученные в результате этого решения значения концентраций 
целевого компонента в 
потоках отбора и отвала 
могут существенно от-
личаться от заданных 
(см. рис. 2.9). Таким об-
разом, схема расчета 
оптимального ПСК по 
данной методике имеет 
следующий вид: расчет 
и оптимизация Q -
каскада; одновременный 
расчет и оптимизация 
ПСК, аппроксимирую-
щего этот Q -каскад; 
уточнение концентра-
ции целевого компонен-
та в потоках отбора и 
отвала полученного каскада. Целесообразно оптимизацию Q − кас-
када и ПСК проводить по одному критерию. Изложенный подход 
может быть использован и при расчете каскадов, имеющих не-
сколько потоков отбора и отвала. 

 
 
 

21 /ln KK

η
1

оптη/1

1
/1 Фη

η/1

Pc

1Ф
η

 
Рис. 2.11. Зависимость Фη/1  и концентра-
ции целевого компонента модельной трех-
компонентной смеси в потоке отбора 2Pc  и в 

потоке отвала 2Wc  каскада прямоугольного 
профиля [18] 
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2.3.5. Нестационарные процессы в каскаде [19-26] 

2.3.5.1. Уравнение нестационарного переноса в каскаде 

Математическую модель нестационарного разделительного 
процесса в приближении «слабого обогащения» (наличие большого 
числа разделительных ступеней, малость и независимость от теку-
щих концентраций коэффициентов обогащения) по аналогии со 
случаем разделения бинарных смесей можно представить в виде 
следующей системы дифференциальных уравнений в частных про-
изводных [19-26] 
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перенос i-го компонента в направлении ступени с возрастающими 
номерами; t  – время; s  – координата, определяющая местополо-
жение ступени в каскаде; TH ,  и )(sL  – задержка разделяемой 
смеси, перенос смеси и поток на входе s -ую ступень; ijε  – относи-
тельные коэффициенты обогащения пары компонентов с номерами 
i  и j . Если считать, что компоненты пронумерованы в порядке 
возрастания массовых чисел, и принять, что направление возраста-
ния координаты s  совпадает с направлением обогащения легких 
компонентов, то для молекулярно-кинетических  методов разделе-
ния величина ijε  может быть представлена в виде 

  )(0 ijij MM −= εε ,                            (2.223) 

где 0ε  – коэффициент обогащения, приходящийся на единичную 
разность массовых чисел. 
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Обычно считают, что в системе уравнений (2.221) значения 
TH ,  и )(sL  не зависят от времени. Если использовать новые пе-

ременные 
2
0

0
( ), ,
( )

t H sy s
h L s
εε τ ω= = = = const, то система (2.221) 

приобретает вид, не зависящий от конкретного метода разделения 
2
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Для определенности рассмотрим прямоугольный каскад, имею-
щий в промежуточной точке поток питания F , а на концах каскада 
отводимые потоки – W  (на «тяжелом» конце; условно – поток от-
вала) и P  (на «легком» конце; условно – поток отбора). В этом 
случае перенос T  определен как WT −=  в отвальной секции кас-
када и PT =  в отборной. Из условия сохранения переноса каждо-
го компонента можно получить граничные условия для решения 
уравнений (2.224) в виде 
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Здесь iFc  – концентрация i-го компонента в потоке питания; Py  
– длина каскада (координата точки отбора); Fy  – координата точки 
подачи потока питания; знаки +, - обозначают производные справа 
и слева от рассматриваемой точки. 

Для решения полученной краевой задачи необходимо задание 
начального распределения концентраций всех компонентов по кас-
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каду, которые в простейшем случае первоначального заполнения 
каскада однородной питающей смесью с концентрациями iFc  мож-
но записать как 

  ( ,0)i iFc y c=                                   (2.228) 
Таким образом, )1( −m  уравнений вида (2.224) с краевыми ус-

ловиями (2.225) – (2.227), начальным распределением (2.228) и то-

ждеством 
1

( , ) 1
m

j
j

c y τ
=

≡∑  определяют полную систему для нахож-

дения любой концентрации в каждой точке каскада в любой мо-
мент времени. 

Приведенные выражения легко обобщить на случай каскадов 
любого профиля (с любым видом распределения потока )(sL ) и 
каскадов, имеющих несколько потоков питания и отбора. В случае 
расчетов каскадов, работа которых основана на использовании 
двухфазных (физико-химических) методов разделения в краевых 
условиях, необходимо проводить учет накопления изотопов в ем-
костях, где происходит обращение фаз [19, 20, 24]. 

Моделирование переходных процессов связано с известными 
математическими трудностями даже применительно к случаю раз-
деления бинарных смесей изотопов, когда система (2.224) приво-
дится всего к одному уравнению в частных производных (см. раз-
дел 1.11.1.). Если же число компонентов больше двух, то, по-
видимому, единственно возможным является путь численного ин-
тегрирования, который в свою очередь предполагает разработку 
эффективных с точки зрения реализации на ЭВМ алгоритмов ре-
шения задачи. 

Известные из литературы подходы к решению этой проблемы в 
основном сводятся к использованию сеточных конечно-разностных 
и дифференциально-разностных моделей уравнений нестационар-
ных процессов. 

Существенным недостатком первых является то, что для крае-
вых задач подобного типа достаточно устойчивыми оказываются 
неявные схемы, которые приводят к тому, что на каждом просчи-
танном временном слое приходится решать большие системы не-
линейных алгебраических уравнений. Применение же традицион-
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ных явных методов, свободных от этого недостатка, ограничивает-
ся недопустимо малой величиной шага интегрирования по времени 
[19]. 

Второй подход обосновывается тем, что в настоящее время ме-
тоды численного интегрирования обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений развиты лучше, чем методы решения систем нели-
нейных алгебраических уравнений. Дифференциально-разностные 
модели («методы прямых») можно рассматривать как предельный 
случай сеточных моделей, когда одни из размеров сетки (шаг ин-
тегрирования по времени) стремится к нулю. В этом направлении 
можно выделить несколько работ. Например, в [20] краевая задача 
для каскадов с устройствами для обращения фаз путем асимптоти-
ческих преобразований сведена к задаче Коши для системы обык-
новенных дифференциальных уравнений. Это позволяет получить 
систему с хорошо обусловленными матрицами коэффициентов, что 
допускает использование для её решения простейших методов ин-
тегрирования, например, метода Эйлера. Однако, апробация этой 
модели на молекулярно-кинетических методах разделения не дала 
положительных результатов. В работе [23] переход к системам 
обыкновенных дифференциальных уравнений осуществляется с 
помощью замены пространственных производных симметричными 
конечно-разностными соотношениями. Решение системы произво-
дится методом типа Рунге-Кутта, который для своей устойчивости 
требует относительно малого шага интегрирования. В работах [24-
25] разработан численный метод интегрирования системы (2.224) – 
(2.228), свободный от указанных недостатков. Ниже приводится 
краткое изложение сути этого метода. 

Как известно [27], для решения линейных краевых задач пара-
болического типа существует явный метод, который абсолютно 
устойчив, т.е. устойчив при любом законе стремления величин ша-
гов интегрирования к нулю. Этот метод известен в литературе как 
метод Дюфорта-Франкеля (E.DuFort, S.Frankel). Его идея состоит в 
том, что в симметричных конечно-разностных соотношениях, ап-
проксимирующих дифференциальное уравнение в частных произ-
водных, проводится осреднение по двум соседним временным сло-
ям центрального члена во второй пространственной производной. 
В работах [24-26] используется конечно-разностный сеточный ме-
тод, построенный по аналогии с методом Дюфорта-Франкеля. Для 
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перехода к конечным разностям вся область интегрирования       
покрывается равномерной ортогональной сеткой: 

( 0, 1, )y k k KΔ= = … , )2,1( …=Δ= nn ττ , где Δ  – шаг интег-
рирования по пространственной переменной, τΔ  – шаг интегриро-
вания по времени, n  – номер временного слоя, k  – номер про-
странственного узла на расчетной сетке. 

Симметричные конечно-разностные соотношения, аппроксими-
рующие производные в узлах сетки, имеют вид 
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В точках разрыва потока )(sL , подачи потока питания и на 
концах каскада соотношения вида (2.229) неприменимы. Здесь на-
до использовать односторонние разложения с достаточно хорошим 
порядком точности. Практические расчеты показали, что удовле-
творительные результаты дают следующие соотношения для одно-
сторонних производных:  
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которые получаются из суперпозиций разложений функций c  в 
ряды Тейлора в точках с индексами 1−k , 2−k , 3−k  и 

3,2,1 +++ kkk  соответственно. 
Как следует из выражений (2.230) и (2.231), разностная схема 

расчета требует дополнительных вычислений значений функций на 
втором временном слое. Эти вычисления должны проводиться с 
большей точностью, чем требуется для решения в остальной облас-
ти. Однако если в качестве начальных условий используются усло-
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вия вида (2.227), то второй временной слой состоит из начальных 
данных, за исключением точки введения потока питания, точек 
разрыва потока )(sL  и концов каскада. Численные эксперименты 
на примере прямоугольно-секционированных каскадов по выявле-
нию области устойчивости метода показали, что на его устойчи-
вость слабо влияют различные параметры каскада, т.е. метод при-
годен и в достаточной мере эффективен в широком диапазоне ис-
следуемых задач. Шаг интегрирования τΔ  достаточно велик и яв-
ляется величиной порядка Δ . Если это сравнить с явным одноша-
говым методом, для которого 2)(Δ<Δτ , то ясно, что при 1<<Δ  
преимущество метода значительно. 

Численные исследования показали, что процесс вычислений на 
основе описанного метода остается устойчивым в широком диапа-
зоне изменения пространственных и временных шагов интегриро-
вания. 

2.3.5.2. Некоторые особенности нестационарных процессов 

Описанный выше метод был применен для исследования основ-
ных закономерностей переходных процессов в каскадах для разде-
ления многокомпонентных изотопных смесей (на примере прямо-
угольного каскада [25]). 

Результаты исследований позволили выделить два основных 
этапа переходного процесса. На начальном этапе изменения кон-
центраций компонентов смеси имеют независимый друг от друга 
характер и определяют глобальный характер дальнейшего измене-
ния концентраций. На следующем за ним основном этапе проявля-
ется нелинейное взаимное влияние компонентов, связанное с про-
цессом накопления на ступенях каскада. Рассмотрим особенности 
этих этапов более подробно. 

Можно предположить, что на начальном этапе динамика изме-
нения концентрации подчинена системе уравнений (2.224), в кото-
рой нелинейный член может быть заменен на следующую линей-
ную аппроксимацию 
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где  ,ii MMb −=                                                                 (2.235) 

а 
1

m

j jF
j

M M c
=

=∑  – среднее массовое число исходной смеси изотопов. 

При этих условиях система уравнений (2.224) распадается на ли-
нейно-независимые уравнения, которые можно решить аналитиче-
ски. В частности, для «закрытого» каскада ( 0==WP ) решения 
для концов каскада имеют вид: 
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здесь 2/τii bx ±=  знаки +  и – относятся к «тяжелому» и «лег-
кому» концу каскада. При 0=k  имеется линейная зависимость 
концентрации от τ , экспериментально подтвержденная в работе 
[28]. 

Структура соотношений (2.236) такова, что знак начальных от-
носительных изменений концентраций полностью определяется 
коэффициентами ib , входящими в выражение (2.234). 

С течением времени коэффициенты ib  изменяются за счет из-
менения среднего массового числа M . В заданной точке каскада 
их изменение независимо от номера компонента i  имеет одинако-
вые значения 

  MMb −=Δ )()( ττ ,                       (2.237) 
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Используя соотношения (2.236) при −=< 1(1 ττ характерное 
время переходного процесса) в первом приближении находим 

 σ
π
ττ ⋅=Δ 2)(b ,                         (2.238) 
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где  2

1

( )
m

jF j
j

c M Mσ
=

= −∑  – начальная дисперсия изотопной сме-

си. Оценка (2.238) показывает, что решение (2.236), полученное с 
учетом линеаризации (2.234), оказывается обратно пропорциональ-
ным σ , а масштаб времени, в течение которого уравнения (2.234) 
справедливы, пропорционален 2−σ . Другими словами, при разде-
лении смесей с малой дисперсией σ <<1, в которой среднее массо-
вое число M  близко к массовому числу одного из компонентов, 
период независимого обогащения может быть гораздо больше, чем 
при разделении с высокой величиной σ . Для объяснения целесо-
образно обратиться к примеру разделения изотопов криптона, как 
смеси, содержащей большое число компонентов с широким спек-
тром начальных концентраций (см. табл. 2.6). 

Таблица 2.6 
Параметры природной смеси изотопов криптона )75,1( =σ  

Номер компо-
нента, i  

Массовое число, 

iM  iFc  ib  

1 78 0,00354 5,89 
2 80 0,0227 3,89 
3 82 0,1156 1,89 
4 83 0,1155 0,89 
5 84 0,56896 -0,11 
6 86 0,1737 -2,11 

 
Соответствующие значения концентраций (2.236) в масштабе 

времени τ , а также результаты численного расчета для прямо-
угольного каскада длиной 5Py =  приведены на графиках рис. 2.12. 
Пример относится к обогащению «тяжелого» конца спектра массо-
вых чисел, поэтому начальные активности изотопов 78Kr, 80Kr, 82Kr, 
83Kr положительны, и их концентрации убывают на «тяжелом» (от-
вальном) конце каскада. На рис. 2.12,г и 2.12,д сравнивается реше-
ние (2.236) с экспериментальными данными работы [28] и числен-
ным расчетом. 
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τ τ

ττ

ττ

210×Wc 210×Wc

210×Wc210×Wc

210×Wc210×Wc

 
Рис. 2.12. Зависимости изменения концентраций изотопов криптона на «тяжелом» 
конце прямоугольного каскада как функция τ  ( 3,3, 1,7)P Fy y= = : 
          решение (2.236); 
          численное решение для режима с выключенными потоками W и P ;  
          численное решение для режима с постоянно включенным потоком 
W 0(2 / 1)W Lε = ;  
¤  – экспериментальные результаты, полученные в работе [28] 
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Оценить продолжительность периода независимого обогащения 
нτ  для произвольной многокомпонентной изотопной смеси можно, 

если известно значение этого периода для какой-нибудь одной сме-
си. Например, взяв за основу смесь изотопов криптона (см. табл. 
2.6), будем иметь 

  210( −≅нτ ÷ 221)10 −− ⋅⋅ σσKr                   (2.239) 
Численные исследования по разделению смесей различного изо-

топного состава показывают, что в течение времени нτ  решение 
(2.236) в большинстве случаев достаточно хорошо описывает из-
менение концентраций и в случаях поддержания процесса разделе-
ния с постоянно включенным потоком W  (см. рис. 2.10). Для раз-
деляемых смесей с большой дисперсией )1( >σ  как это имеет ме-
сто для смесей изотопов криптона )75,1( =σ , вольфрама ( 1,3=σ ) 
и ряда других при 1Py ≥ , значение нτ  практически не зависит от 

Py .  
Для смесей с малой дисперсией проявляется квадратичная зави-

симость от Py ; в частности при 0→σ  справедливо выражение 

 
2

4
P

í
yτ
π

= .                                    (2.240) 

Как показывают экспериментальные [28] и расчетные исследо-
вания, во многих изотопных смесях имеются компоненты, началь-
ное изменение концентраций которых носит аномальный характер 
и не подчиняется решению (2.236). Концентрация таких компонен-
тов на концах каскадов первоначально возрастает и в дальнейшем 
оказывается ниже своего начального значения nFc  (рис. 2.12,д). 
Подобные процессы могут иметь место независимо от начальной 
концентрации этого компонента и расчетного стационарного зна-
чения концентрации этого компонента, которое может быть выше 

nFc . Такое существенно нелинейное («аномальное») изменение 
концентрации имеет место для компонентов смеси, у которых аб-
солютное значение коэффициента nb  – имеет наименьшее значение 
и близко к нулю. Причина «аномального» изменения концентрации 
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состоит в том, что в выражении (2.234) коэффициенты ib  лишь 
приближенно можно считать постоянными во времени величинами 
и для «аномальных» компонентов за сравнительно короткое время 
они могут поменять свой знак. Определить время формирования  
максимума концентрации для «аномального» компонента можно 
по формуле (2.238), положив в ней −=Δ nbb n ( номер рассматри-
ваемого компонента смеси): 

 2

2

max 4σ
πτ nb≈ .                                  (2.241) 

Рассмотрим теперь особенности переходных процессов на ос-
новном этапе переходного периода )( нττ > , когда исходная сис-
тема (2.221) не может быть линеаризована. В данном случае следу-
ет основываться на анализе численных результатов. Численные ис-
следования показали, что при обогащении крайнего по массовому 
числу компонента изменение во времени концентрации ( )mWc τ  
имеет такой же вид, как и при разделении бинарных смесей. В на-
чальный период времени, когда выполнено условие (2.234), имеет 
место монотонное возрастание, которое обуславливает малое время 
релаксации по сравнению с промежуточными компонентами смеси. 
Если оптимальное стационарное накопление рассматриваемого 

компонента меньше нуля, т.е. 0

0

0m m

m

M M
M

α ∞ −= <  0( mM  и mM ∞  

содержание m -го компонента в объеме каскада при 0=τ  и 
∞→τ  соответственно) в зависимости ( )mWc τ  появляется макси-

мум, превосходящий по величине стационарное значение концен-
траций. 

Аналогичная ситуация имеет место при обогащении компонен-
тов с промежуточными отрицательными значениями коэффициен-
тов ib . Однако положение резко меняется, если целевым оказыва-
ется компонент с наибольшим отрицательным ib . Рассмотрим этот 
случай подробнее. Для целевого компонента с аномальным изме-
нением концентрации при времени, соответствующим соотноше-
нию (2.241), в зависимости ( )nWc τ  появляется максимум, близкий 
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к nFc  (рис. 2.12,д). Затем концентрация убывает, проходит через 
минимум и приближается к стационарному значению (см. рис. 
2.12,а, б, в, г)*; параметры каскадов, использованные при расчетах 
содержатся в табл. 2.7. 

Зависимости на рис. 2.13 свидетельствуют о том, что время дос-
тижения расчетной концентрации в отбираемых потоках у компо-
нентов с аномальными свойствами превышает соответствующее 
время остальных обогащенных вместе с ним компонентов. Расчеты 
также показывают, что в момент достижения минимума концен-
траций компонентов с аномальными свойствами градиент суммар-
ного переноса целевого и обогащаемых компонентов вблизи кон-
цов каскада близок к нулю. Время достижения такого состояния 
обычно велико, поскольку необходимо, чтобы накопление этих 
компонентов по количеству было близким или превышающим ста-
ционарное.         

 
                    Таблица 2.7 

Параметры прямоугольных каскадов, соответствующие переходным про-
цессам, изображенным на рис. 2.13 

Химический элемент Py  Fy  
W
L

2
0ε  

P
L

2
0ε  

криптон 3,3 1,7 1,0 0,65 
вольфрам 9,0 4,5 1,4 0,4 
германий 9,0 4,5 1,0 1,0 
сера 10 7 5·10-2 2,0 

 
При этом в момент времени minτ=τ  кривая ( )mWc τ  ( −m номер 

крайнего, самого «тяжелого» компонента) имеет максимум (рис. 
2.13,а, 2.13,б), а для промежуточных компонентов с номерами 

−<< min либо максимум, либо перегиб (рис. 2.13,г)).  
                                                 

* Все сказанное здесь и ниже имеет силу и для отборного («легкого») 
конца каскада относительно изменения концентраций компонентов с наи-
меньшими положительными значениями ib  (поведение концентрации 
изотопа германий-72 nPc  в отборе каскада от времени τ -рис. 2.13,в)). 
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τ

10⋅
Wc

Рис.2.14. Концентрация промежуточ-
ного компонента 184W в потоке отва-
ла W как функция времени и перено-
са вещества в прямоугольном каска-
де: 
W/P=2,5; yP=9,0; yF=4,5; 2W/ε0L: 1–
1,25; 2–0,75;  3–0,5 [25] 

Все сказанное относится и к 
противоположному концу каска-
да (рис. 2.13,в)). Указанные об-
стоятельства могут быть исполь-
зованы на практике для получе-
ния небольшого количества вы-
сокообогащенных изотопов. Для 
целевых компонентов с наи-
большим отрицательным значе-
нием nb , но не относящихся к 
компонентам с аномальными 
свойствами, также возможно не-
монотонное возрастание концен-
трации. Исследования показали, 
что в этих случаях начальная 
дисперсия массовых чисел со-
ставляет 5(≥σ ÷ 2)10 − . На рис. 
2.13,д) приведены расчетные 
данные для концентраций изото-
пов серы. Видно, что продолжи-
тельность переходного периода для него заметно больше, чем для 
крайнего изотопа 34S. 

Ряд численных исследований позволил установить, что при по-
лучении компонентов с аномальными свойствами одновременное 
увеличение потоков W  и P  при условии =PW / const в переход-
ном периоде может привести к уменьшению времени достижения 
требуемого обогащения (рис. 2.14). 

Объяснить этот факт можно тем, что с ростом переноса разде-
ляемого вещества одновременно возрастают скорости переноса 
компонентов в направлении конца каскада. При этом компоненты, 
обогащенные совместно с целевым в каскаде, не накапливаются, а 
выносятся с отбираемым потоком. 

Приведенные выше результаты можно обобщить и на двухфаз-
ные методы разделения изотопов (химический изотопный обмен и 
дистилляцию). При этом нелинейный член в (2.222) может быть 
определен как 
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 ∑
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′=
m

j
jFiji cb

10

1 ε
ε

,                              (2.242) 

где −ε0 масштабная величина коэффициентов обогащения, опре-
деляемая как ijoij ε′⋅ε=ε , где ijε′  имеют значения порядка едини-
цы, а дисперсия 

 ∑ ∑
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1 ε
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σ .                    (2.243) 

2.3.5.3. Переходные процессы в двойных каскадах 

При разделении много-
компонентных изотопных 
смесей достижение кон-
центраций промежуточ-
ных по массовым числам 
компонентов выше пре-
дельных требует, в част-
ности, построения слож-
ных каскадных схем. Од-
ной из таких схем является 
схема двойного каскада 
(рис. 2.15). В работе [26] 
приведены результаты ис-
следований, показываю-
щие особенности неста-
ционарного изменения 

концентраций в двойном каскаде и некоторые рекомендации по 
организации эффективного режима разделения в переходном про-
цессе. Рассмотрим двойной каскад, состоящий из двух прямо-
угольных каскадов: в первом каскаде целевой компонент обогаща-
ется вместе со спектром «легких» компонентов (поток 21 FP = ), а 
во втором он концентрируется на «тяжелом» конце каскада в пото-
ке 2W . Наиболее характерные зависимости переходных процессов 
приведены на рис. 2.15 на примере получения 82Kr из природной 
смеси изотопов криптона. Как видно из рисунка, в начальной фазе 

Рис. 2.15. Схема двойного каскада: потоки 
1P  и 2W  обогащенные целевым компонен-
том, потоки 

1W  и 
2P , обедненные этим 

изотопом 

1W
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переходного процесса в течение продолжительного периода време-
ни концентрация целевого изотопа (82Kr) в потоке 2W  убывает. 
Продолжительность формирования минимума в зависимости 

2
( )nWc τ  определяется содержанием на ступенях каскада компонен-

тов с номерами nj <  (можно назвать их примесными компонен-
тами, поскольку в стацио-
нарном состоянии их со-
держание в объеме второго 
каскада должно быть мини-
мальным), которые перено-
сятся в направлении «тяже-
лого» конца второго каскада 
(поток 2W ) и препятствуют 
обогащению целевого ком-
понента. Накопление целе-
вого компонента, первона-
чально происходящее на 
промежуточных ступенях 
этого каскада, способствует 
вытеснению из каскада 

примесных компонентов в потоке 2W . По мере вытеснения при-
месных компонентов концентрация 

2
( )nWc τ  начинает возрастать, 

причем условие 
2nW nFc c≥ , как правило, достигается тогда, когда 

переходной процесс в первом каскаде уже практически завершен. 
Если известно первоначальное содержание примесных компонен-
тов М0 в объеме второго каскада, то время достижения условия 

2nW nFc c≥  можно оценить по формуле 

2

2
0 0

22 nW

M
W c

ετ
ω

≅ ,     (2.244) 

где nWc  – средняя за время τ  суммарная концентрация примесных 
компонентов в потоке W2. Величину концентрации nWc  можно 
оценить как 1nW nFc c≅ −  (см. рис. 2.16) с учетом того, что 

τ

)(
1, τPnc

τ  
Рис. 2.16. Концентрация промежуточного 
целевого компонента (82Kr) в потоках P1 и 
W2 двойного каскада как функция безраз-
мерного времени τ : 1 – 

1nPc ; 2 – 
2nWc  
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= ∑ , где L2 и s2 – поток и число ступеней во втором 

каскаде соответственно. 
В результате нетрудно получить удобную для практических 

расчетов формулу:  
1

2
1 0 2 2
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n

jF
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s L

c W
ετ

−

== ⋅
−

∑
.      (2.245) 

Выражение (2.245) позволяет оценить продолжительность пере-
ходного периода в двойном каскаде как τ)32( −  и показывает, что 
продолжительность переходного периода возрастает с увеличением 
суммы начальных концентраций примесных компонентов. Следует 
отметить, что в течение периода времени τ  поток 2W  может быть 
использован для получения сравнительно высокого обогащения 
примесных компонентов. В работе [26] рассмотрены вопросы, от-
носящие к способам сокращения пускового периода в двойных 
каскадах. Под пусковым периодом подразумевается тот период 
времени от начала процесса разделения, по истечении которого в 
потоке 2W  концентрация целевого компонента поддерживается не 
ниже расчетного стационарного значения. Поставленная цель мо-
жет быть достигнута за счет управления накоплением целевого 
компонента в объеме второго каскада, которое можно проводить 
последовательно включая потоки 2W  и 2P . 

Пусть после запуска каскада не включен поток 2W , а поток 

12 PP = . В этом случае примесные компоненты концентрируются у 
закрытого конца каскада, препятствуя росту концентрации целево-
го компонента )(

2, τWnc , а его накопление 

 
1 21

0

( ) ( )n nP nPM P c c d
τ

Δ ξ ξ ξ⎡ ⎤= −⎣ ⎦∫                  (2.246) 

практически не изменяется во времени (рис. 2.17). Поэтому на на-
чальном периоде переходного процесса  режим с выключенным 
потоком 2W  можно считать неэффективным. 



 248

В режиме с выключенным потоком 2P  (при условии материаль-
ного баланса 12 PW = ) концентрация )(

2
τnWc  некоторое время 

уменьшается (см. рис. 2.16). Дальнейшее ее возрастание происхо-
дит со скоростью большей, чем в режиме с включенным потоком 

2P . Нестационарное накопление 

1 21
0

( ) ( )n nP nWM P c c d
τ

Δ ξ ξ ξ⎡ ⎤= −⎣ ⎦∫            (2.247) 

в это время также возрастает (рис.2.17). В результате с определен-
ного момента времени ττ ≥  в каскаде может быть получено обо-
гащение, близкое к стационар-
ному. Рост концентрации и 
накопление длится ограничен-
ное время (см. рис. 2.12 и 
2.13), что главным образом 
связано с постепенным запол-
нением объема второго каска-
да компонентами с номерами 

nj > . 
Возникновение максиму-

мов накопления и концентра-
ции в режиме с выключенным 
потоком 2P  можно использо-
вать в целях сокращения пус-
кового периода. Оптимальный 
режим ведения переходного 
процесса основан на последо-
вательном чередовании со-
стояний с выключенными по-
токами 2W  и 2P . В подобных 
последовательностях состоя-
ние с выключенным потоком 2W  оказывается эффективным в том 
смысле, что позволяет сравнительно быстро накопить целевой 
компонент на промежуточных ступенях второго каскада. 

τ

)
(

Δ
τ

n
M

 
Рис. 2.17. Накопление целевого компо-
нента (82Kr) в объеме второго каскада как 
функция безразмерного времени: 1 – по-
токи W2 и P2 постоянно включены; 2 – 
выключен поток W2; 3 – выключен поток 

P2 [26] 
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Конкретная оптимальная последовательность задания потоков 
2W  и 2P  зависит от многих факторов, среди которых определяю-

щим является соотношение между концентрациями смеси, перво-
начально заполняющей каскад. В частности, если выполнено усло-
вие 

 
1

/ 1,5
m

nF jF
j n

c c
= +

<∑ ,                           (2.248) 

эффективный режим должен основываться на последовательном 
включении и выключении потоков 2W  и 2P  по схеме 

* * **
3 12

*
1

2 2 2 2 2 2 2(0, ) ( ,0) (0, ) ( ,0) (0, ) ( , )
n n

W P W P W P W
τ τ τ ττ −

→ → → →⋅⋅⋅→ → .(2.249) 
Здесь символами 2W  и 2P  обозначены состояния с включенны-

ми соответствующими потоками, а 0 – с выключенными; 
−**

2
*
1 ...,,, nτττ моменты перехода от одного состояния к другому 

( **
2

*
1 ... nτττ <<< ). При изменении режима по схеме, описываемой 

формулой (2.249), целевой компонент оказывается попеременно в 
положении вытесняемого от соответствующего закрытого конца 
каскада в направлении открытого, а концентрации 

2nWc  и 
2nPc  изме-

няются в противофазе. В результате в каскаде имеет место чередо-
вание режимов обогащения и накопления целевого компонента. 
Определив моменты времени **

2
*
1 ...,,, nτττ  из условий 

{ }

2 1

2 1

2 2

* *
1 1

* *
2 4

* *
3 5

( ) ( );

( ) ( ), , , ...;

( ) max ( ) , , , ...,

nW nP

nP nP

nW nW

c c

c c

c c

τ τ

τ τ τ τ τ

τ τ τ τ τ

⎫=
⎪⎪= = ⎬
⎪

= = ⎪⎭

              (2.250)  

 
к моменту времени *

nτ , соответствующему достижению расчетной 
концентрации 

2nWc , в каскаде можно достичь стабильного высокого 
обогащения по целевому компоненту. Продолжительность пуско-
вого периода в большинстве случаев сокращается на 30-40 и более 
процентов. Для примера на рис. 2.18 приведены соответствующие 
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последовательности (2.249) изменения концентраций 
2nWc , отно-

сящиеся к получению изотопа 29Si из природной смеси. Если ис-
ходная концентрация целевого компонента достаточно велика 

1

/ 2,5
n

nF jF
j n

c c
= +

≥∑ ,      

последовательность су-
щественно упрощается 

*

2 2 2(0, ) ( , )
n

W P W
τ
→ .  

При этом потоки 1P  и 

2W  с момента запуска 
каскада должны иметь 
номинальные значения. 
Образующийся избыток 
потока 1P , равный значе-
нию потока 2P , при вы-
полнении условия 

1
( )nP nFc cτ >  должен быть 

возвращен в поток пита-
ния первого каскада 1F . При выполнении условия 

2
( )nW nFc cτ >  

аналогичную операцию необходимо проводить и с потоком 2W . 
Следует иметь в виду, что если условие (2.251) не выполняется, 

применение второго способа крайне нежелательно, поскольку воз-
врат потоков 1P  и 2W  в питание приводит к изменению состава 
питающей смеси в сторону увеличения концентраций компонентов 
с номерами j n> , что ведет к «запиранию» отборного («легкого») 
конца первого каскада для целевого компонента, и, следовательно, 
и к резкому снижению скорости его накопления в объеме второго 
каскада. 

Таким образом, для двойных каскадов характерны значительно 
большие времена установления стационарного состояния по срав-
нению с обычными (ординарными) каскадами, что связано с суще-
ствованием периода времени τ , в течение которого концентрация 

τ

)(
2, τWnc

 
Рис. 2.18. Концентрация целевого компонента 

(29Si) на «тяжелом» конце второго каскада 
(в потоке W2) как функция безразмерного вре-
мени: 1 – потоки W2 и P2 постоянно включены; 
2 – изменение режима работы каскада по схеме 

(2.249) [26] 
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целевого компонента на «тяжелом» конце каскада (в потоке 2W ) 
меньше, чем в исходной смеси. Однако, подбирая режим проведе-
ния переходного процесса в соответствии с уравнениями (2.249) – 
(2.252) на практике всегда можно достигнуть сокращения пусково-
го периода. 

2.3.6. Разделение многокомпонентной смеси  
          изотопомодифицированных молекул в каскаде  
          при наличии внутрифазного изотопного обмена  

Часто при разделении изотопов различных элементов рабочие 
(разделяемые) вещества представляют собой смесь неодноатомных 
молекул с различным изотопным замещением. Например, аммиак 
содержит 18 изотопоразличных молекул (14NH3, 14NTD2, 14NT2D, 
15NT3 и т.д.). В данном случае в потоке природной многокомпонен-
той смеси, поступающем на вход разделительного каскада, изото-
пы, как правило, имеют равновесное распределение между компо-
нентами (молекулами). Протекающий в ступенях каскада процесс 
разделения приводит к смещению распределения изотопов по мо-
лекулам от равновесного. Это приводит к возникновению процесса 
восстановления равновесия посредством внутрифазового (гомоген-
ного) изотопного обмена, идущего спонтанно за счет физико-
химических особенностей разделяемой смеси, либо протекающего 
вынужденно за счет каталитического воздействия на смесь извне. В 
зависимости от ряда факторов этот процесс может приводить как к 
увеличению, так и снижению концентрации целевого изотопа в по-
токе отбора из каскада. 

Закономерности влияния изотопного обмена рассмотрим на 
простейшем примере – разделении вещества, состоящего из двух-
атомных молекул типа XY, где X и Y – различные элементы в трех-
поточном каскаде с потоками питания, отбора и отвала в случае 
слабого обогащения. Пусть элемент X имеет m1 изотопов, а элемент 
Y – m2 изотопов. Компоненты разделяемой смеси могут быть пред-
ставлены в виде jiYX , где 21 ,...,2,1,,...,2,1 mjmi == . Оче-

видно, что число компонентов смеси равно 21 mm × . Обозначив 
мольные концентрации компонентов jiYX  через ijc , а концентра-
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ции изотопов Xi и Yj через xi и yi, соответственно, запишем очевид-
ные соотношения  

 

∑ ∑ =∑=∑=
= ===

1 212

1 111
,1;;

m

i

m

j
ij

m

i
ijj

m

j
iji ccycx   (2.253) 

здесь и далее 21 1,1 mjmi ≤≤≤≤ . 
Рассмотрим каскад, разделительная ступень которого в общем 

случае может быть представлена в виде некоторого объема, в кото-
ром собственно происходит процесс разделения, основанный на 
том или ином физическом принципе и двух обменников на выходах 
«обогащенной» и «обедненной» фракций. 

 
Рис. 2.19. Схема разделительной ступени с двумя обменниками 

 
При равновесном распределении изотопов между компонентами 

концентрации компонентов (молекул) ijc  связаны с концентра-
циями изотопов xi и yi следующими соотношениями 

jiij yxc = .       (2.254) 
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Пусть смесь молекул jiYX  заполняет в начальный момент вре-

мени обменник с задержкой Ω  и имеет при этом концентрации 

компонентов 0
ijc , которые отличаются от равновесных, то есть не 

удовлетворяют соотношению (2.254). Тогда изотопный обмен бу-
дет стремиться привести смесь к равновесию, причем в простей-
шем случае скорость перехода от одного состояния к другому мо-
жет быть описана кинетическим уравнением первого порядка [21] 

,ij
ij i j

dc
c x y

dt
γ ⎡ ⎤= − −⎣ ⎦       (2.255) 

0)0( ijij cc = ,      (2.256) 

где γ – кинетический коэффициент, не зависящий от концентрации 
(коэффициент скорости изотопного обмена). 

Решение уравнения (2.255) с начальным условием (2.256) имеет 
вид 

( )0 expij i j ij i jc x y c x y tγ⎡ ⎤= + − −⎣ ⎦ .    (2.257) 
Заметим, что уравнение (2.255) записано при допущении о ра-

венстве скорости всех реакций, в которых принимает участие дан-
ный компонент, а также о равенстве скоростей прямой и обратной 
реакций. 

Если обозначить через tоб время задержки смеси в обменнике, 

рассчитываемое как 
об

об L
t Ω= , где Lоб – поток, проходящий через 

обменник, то для значения τ=t  формула (2.257) будет соответст-

вовать концентрации ij компонента на выходе из обменника *
ijc  

( )* 0 expij i j ij i jc x y c x y tγ⎡ ⎤= + − −⎣ ⎦ об .    (2.258) 

При конечном значении времени задержки τ можно выделить 
два предельных случая нулевой и бесконечно большой скорости 
обмена: 

0*0 ijij cc ==γ ,     (2.259) 
*
ij i jc x yγ = ∞ = .      (2.260) 
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В этих случаях концентрации на выходе из обменного устройст-
ва определяются начальным содержанием смеси по формулам 
(2.259) и (2.260) соответственно. Для промежуточных значений 
константы γ следует пользоваться соотношением (2.258). 

Запишем баланс потоков в разделительной ступени с двумя об-
менниками, изображенной на рис. 2.19 

* * и.о.

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ),
s ij s ij s ij

s ij s ij ij

L c s L c s L c s

L c s L c s J s

′ ′ ′′ ′′= + =

′ ′ ′′ ′′+ +
    (2.261) 

где 21 1,1 mjmi ≤≤≤≤ , s – номер разделительной ступени (в 
дальнейшем опустим его для краткости), LS – поток рабочего веще-
ства на входе в s-ую ступень, ss LL ′′′ ,  – потоки «легкой» и «тяже-
лой» фракций соответственно, ijijij ccc ′′′ ,,  – концентрации ij ком-
понента на входе и выходах из ступени (входах в обменники) соот-

ветственно, **, ijij CC ′′′  – концентрации ij-компонента на выходах из 

обменников, )(и.о. sJij  – скорость «наработки» молекул состава 

jiYX , обусловленная изотопным обменом в обоих обменниках 
ступени. 

Запишем выражение для члена и.о.
ijJ  в уравнении (2.261) 

( ) ( )* *è.î .
ij ij ij ij ijJ L c c L c c⎡ ⎤′ ′ ′ ′′ ′′ ′′= − − + −⎣ ⎦ .    (2.262) 

Выразим разности концентраций ( )*
ij ijc c′ ′−  и ( )*

ij ijc c′′ ′′− , ис-
пользуя (2.259) 

( )* expij ij i j ij i j ijc c x y c x y t сγ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′⎡ ⎤− = + − − −⎣ ⎦ об ,  (2.263) 

( )* expij ij i j ij i j ijc c x y c x y t сγ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′⎡ ⎤− = + − − −⎣ ⎦ об ,  (2.264) 

где LtLt ′′Ω ′′=′′′Ω′=′ /,/ обоб  – времена задержки обменников. 
Для простоты положим, что 

обt
LLL
=Ω=

′′
Ω ′′

=
′

Ω′
.     (2.265) 
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В дальнейших преобразованиях воспользуемся связями, кото-
рые легко получить из уравнения симметричной ( 2/1=θ ) разде-
лительной ступени в предположении слабого обогащения 

( ,11 <<ε=−α kl
ij

kl
ij где kl

ij
kl
ij εα ,  – коэффициенты разделения и 

обогащения ij-компонента относительно kl-компонента соответст-
венно): 

ijijij ccc δ=−′
2
1

,       (2.266) 

ijijij ccc δ=′′−
2
1

,       (2.267) 

kl
m

k

m

l

kl
ijijij ccc ∑ ∑ ε=δ

= =

1 2

1 1
,     (2.268) 

iii xxx δ=−′
2
1

,       (2.269) 

iii xxx δ=′′−
2
1

,      (2.270) 

kl
m

k

m

l

kl
ij

m

j
iji ccx ∑ ∑ ε∑=δ

= ==

1 22

1 11
,     (2.271) 

1
2j j jy y yδ′ − =         (2.272) 

jjj yyy δ=′′−
2
1

,      (2.273) 

kl
m

k

m

l

kl
ij

m

i
ijj ccy ∑ ∑ ε∑=δ

= ==

1 21

1 11
.     (2.274) 

С учетом (2.262) – (2.274) обозначая порядок величин ijε  через 

ε  ( 1ε << ), после несложных преобразований в выражении (2.262) 
член, описывающий изотопный обмен, с точностью до членов по-
рядка 2ε  приводим к виду 

( )1 expij ij i jJ L c x y tγ⎡ ⎤= − −⎡ ⎤⎣ ⎦⎣ ⎦
и.о.

об .   (2.275) 
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Уравнение неразрывности для ij-компонента в сечении каскада 
между ступенями с номерами s и s+1 запишется 

),(),()( и.о. tsJtsJ
st

c
s ijij

ij +
∂
∂−=

∂
∂

Ω ,   (2.276) 

где )(sΩ  – количество разделяемого вещества в ступени с номе-
ром s (задержка), величина которого на каждой ступени не зависит 
от времени; ijJ  – поток ij-компонента через рассматриваемое се-

чение каскада; и.о.
ijJ  – источник «наработки» молекул ij сорта мо-

лекул, обусловленный изотопным обменом в рассматриваемом се-
чении каскада в момент времени t. 

Перенос компонента ij для обогатительной части каскада можно 
записать в виде: 

ij
m

k

m

l

ij
kl

kl
ijijij Pc

t
c

ccsLJ +⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∑ ∑

∂
∂

−ε=
= =

1 2

1 12
)(

,  (2.277) 

величина и.о.
ijJ  определяется соотношением (2.275). 

Систему уравнений каскада для стационарного случая и отдель-
ной секции ПСК в обогатительной части каскада получают путем 
подстановки (2.275) и (2.277) в (2.276), приравнивая нулю частную 
производную по времени и считая, что выполняется условие 
L=const: 

[ ]

1 2 1 22

2
1 1 1 1

об

2 2

1 exp( .

m m m m
ij ij kl kl kl

ij kl ij ij
k l k l

ij
ij i i

d c dc dcL L c c
ds ds ds
dc

P L c x y t
ds

ε ε

γ

= = = =

= + +

⎡ ⎤+ + − − −⎣ ⎦

∑∑ ∑∑
      (2.278) 

В отсутствие изотопного обмена (γ=0) система (2.278) легко 
преобразуется к виду 

( )1 2

1 1

2
,

Pm m
ij ijij kl

ij ij kl
k l

P c cdc
c c

ds L
ε

= =

−
= −∑∑    (2.279) 

где P
ijc  – концентрации ij-го компонента в потоке отбора. 
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Учитывая (2.269) – (2.271) и записывая закон сохранения веще-
ства для изотопов элемента X, получаем 

( )
, ,

2 P
k kkrk

ij ij
r i j

P x xdx c
ds L

ε
−

= −∑ ,   (2.280) 

где 1...,,1 mk = , а P
kx  – концентрация k-го изотопа элемента X в 

потоке отбора. 
В предельном случае бесконечной скорости обмена (γ=∞) имеем 

rkkr yxc = .      (2.281) 

Заменяя в (2.280) kj
ij

kr
kj

kr
ij ε+ε=ε  и используя условие (2.281) с 

учетом тождества 0
,,

=∑ ε
jir

ijkr
kr
kj cc , находим 

( )
,

2 P
k kkjk

k ij i j
i j

P x xdx x x y
ds L

ε
−

= −∑ ,    (2.282) 

   1...,,1 mk = . 
Аналогично записываются уравнения для изотопов элемента Y. 
Таким образом, в случае бесконечно большой скорости обмена в 

смеси двухатомных молекул процесс разделения в каскаде описы-
вается двумя подсистемами, имеющими такой же вид, как и в слу-
чае нулевой скорости изотопного обмена. Отличие заключается в 
том, что при нулевой скорости обмена система уравнений каскада 
(2.279) записывается относительно концентраций компонентов 
смеси (молекул), а при бесконечной скорости обмена – относи-
тельно концентраций изотопов (2.282). Отметим, что случай беско-
нечной скорости обмена интересен тем, что позволяет определить 
предельное влияние обменных процессов на эффект разделения.  

Обозначим 

( )2

2, / 2, , 1 exp
kr
ijkr

ij обz s L E t
ε

ε χ ε Ψ γ
ε ε

= = = = −⎡ ⎤⎣ ⎦ . С учетом 

введенных обозначений система (2.278) примет вид 

( )
1 22

2
1 1

m m
ij ijkr kr

ij ij i j
k r

d c dcdc PE c x y
dz dz dz

Ψ
χ= =

= + + −∑∑ .  (2.283) 
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Первые два члена в правой части уравнения (2.283) описывают 
изменение концентраций компонентов под воздействием основного 
разделительного процесса, третий член обусловлен конвективным 
переносом, а четвертый – изменением концентраций вследствие 
изотопного обмена.  

Система уравнений для секции ПСК, расположенной в обедни-
тельной части каскада, имеет вид, аналогичный уравнению (2.283) 
с заменой P на -W: 

( )
1 22

2
1 1

m m
ij ijkr kr

ij ij i j
k r

d c dcdc WE c x y
dz dz dz

Ψ
χ= =

= − + −∑∑ .  (2.284) 

Систему уравнений (2.283) – (2.284) целесообразно интегриро-
вать от концов каскада к сечению подачи потока питания (слева – 

fz
− , справа – fz

+ ) до выполнения с заданной точностью следую-
щих условий: 

( )
0

2
f f

ij ij F f
ij ij

fz z

dc dc F c c z
dz dz Lε− +

⎡ ⎤− = −⎣ ⎦ ,  (2.285) 

где 21 ...,,1,...,,1 mjmi == , 
Lf – поток на входе в ступень питания (головной поток каскада),  

F
ijc  – концентрация ij-го компонента в потоке питания. 

Для расчета распределения концентраций компонентов по длине 
ПСК для случаев γ=0 и γ=∞ можно использовать методику, опи-
санную в разделах 2.3.2-2.3.3. Для промежуточных значений γ при-
меняют стандартные методики, использующие итерационные про-
цедуры и численное интегрирование систем дифференциальных 
уравнений второго порядка. При этом в качестве начальных при-
ближений для концентраций компонентов на концах каскада целе-
сообразно использовать результат расчета для случая γ=0. 

Влияние изотопного обмена на процесс обогащения изотопов 
18O и 15N изучали в работах [29-31, 33] на примере низкотемпера-
турной дистилляции оксида азота NO, состоящего из следующих, 
различающихся изотопным составом молекул: 14N16O, 14N17O, 
14N18O, 15N16O, 15N17O, 15N18O. Природные концентрации компонен-
тов смеси легко рассчитать по соотношениям (2.254), учитывая 
природное содержание изотопов азота: для 14N x1=99,632 %, для 15N 
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x2=0,368 % и кислорода: для 16O y1=99,757 %, для 17O y2=0,038 %, 
для 18O y3=0,205 % (см. табл. 2.8). 

В табл. 2.8 через 11
ijε  обозначен коэффициент обогащения ij-го 

компонента относительно 11-го компонента (14N16O). 
Изотопный обмен в системе NO может осуществляться как вы-

нужденно (за счет наличия обменников на ступенях каскада), либо 
спонтанно (из-за наличия катализаторов или химических приме-
сей). Установлено, что если разделяемое вещество – NO – химиче-
ски чистое, то изотопный обмен между компонентами смеси отсут-
ствует. Поскольку концентрации компонентов 15N17O и 15N18O в 
исходной смеси пренебрежимо малы, то в этом приближении зада-
ча сводится к разделению в каскаде 4-компонентной смеси, причем 
крайними компонентами будут молекулы 14N16O и 14N18O, а проме-
жуточным компонентом молекула 15N16O. Это означает, что в 3-
поточном каскаде возможно получение высокообогащенного 
(>90%) изотопа 18O, чего нельзя сказать об изотопе 15N [8]. 

 
Таблица 2.8 

Природные концентрации и относительные коэффициенты обогащения 
молекулярной смеси NO (низкотемпературная дистилляция, T=120K) 

Номер  
компонента Молекула Концентрация cij, 

(мольные доли) 
11
ijε  

11 14N16O 0,9939488 0,000 
12 14N17O 0,36865·10-3 0,017 
13 14N18O 0,20325·10-2 0025 
21 15N16O 0,36412·10-2 0,034 
21 15N17O 0,13500·10-5 0,042 
21 15N18O 0,74500·10-5 0,059 

 
Картина меняется, если на ступенях каскада начинает идти 

внутрифазный изотопный обмен. Дело в том, что на ступенях кас-
када в ходе реакции  

14N16O + 15N18O ⇔  14N18O + 15N16O 
изотопы 15N и 18O переходят из молекул 14N18O и 15N16O в крайнюю 
молекулу 15N18O, имеющую наибольшее значение относительного 
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коэффициента обогащения. Если изотопный обмен идет в каждой 
ступени, то в них происходит образование новых молекул 15N18O и 
при соответствующем выборе параметров каскада рост переноса 
этого компонента к «тяжелому» концу каскада, приводящий к уве-
личению концентрации изотопа 15N в потоке отбора. В то же время 
увеличение концентрации компонента 15N18O происходит за счет 
уменьшения числа молекул 14N18O, в составе которых до включе-
ния обменного процесса осуществлялось обогащение изотопа 18O. 
Поскольку в обменном процессе число молекул, содержащих изо-
топ 18O и переносимых к «тяжелому» (отборному) концу каскада, 
не изменяется, этот процесс не должен приводить к увеличению 
концентрации этого изотопа. 
Приведенные соображения 
иллюстрируют результаты 
численного исследования 
низкотемпературной дис-
тилляции в ПСК, парамет-
ры которого приведены в 
табл. 2.9** и соответствуют 
параметрам описанной в 
литературе каскадной ус-
тановки для получения 
продукта, обогащенного† 
по изотопу 18O до концен-
трации 90% [34]. 

На рис. 2.21и 2.22 при-
ведены результаты числен-
ных расчетов концентра-
ций компонентов и изото-
пов при фиксированных 
значениях потоков в обога-
тительной и обеднительной 

                                                 
* УОП – устройство для обращения потоков. 
** В рассматриваемом примере за отборный принят «тяжелый» конец 

каскада. 
 

 
Рис. 2.20. Прямоугольно-

секционированный каскад для получения 
высокообогащенного изотопа 18O методом 

низкотемпературной дистилляции
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секциях каскада и потоке отвала от величины отношения 2P/L1 
(L1 – поток в 1-й секции) для случаев нулевой и бесконечной ско-
рости изотопного обмена во всем объеме). Расчеты проведены в 4-
компонентном приближении, считая, что компоненты 14N17O и 
15N17O в смеси отсутствуют. 

Таблица 2.9 
Параметры ПСК для получения высокообогащенного изотопа 18O ме-

тодом низкотемпературной дистилляции 

 

1-ая секция 
(колонна) 

2-ая секция 
(колонна) 

3-я секция 
(колонна) 

отвальная 
часть 

отборная 
часть 

Число теорети-
ческих ступеней 89 178 394 444 

Относительное 
значение потока, 
L/2P 

22,74 22,74 4,37 1,68 

 

 
Рис. 2.21 Зависимости концентраций компонентов (в 4-компонентном при-

ближении) в потоке отбора ПСК от величины безразмерного потока отбора 2P/L1 
для низкотемпературной дистилляции NO для случая γ=0 
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Как видно из приведенных зависимостей, изотопный обмен сла-
бо влияет на концентрацию 18O в отборе. Вместе с тем, в диапазоне  

2·10-3

1

2P
L

≤ ≤ 1·10-2 изотопный обмен может существенно влиять на 

величину концентрации изотопа 15N в потоке отбора каскада. Это 
обусловлено следующей особенностью разделяемой смеси: если 
изотоп 18O содержится в компонентах 14N18O и 15N18O, которые на-
капливаются на «тяжелом» конце каскада, то изотоп 15N кроме са-
мой тяжелой молекулы 15N18O содержится в промежуточном ком-

поненте 15N16O. 

 
Рис. 2.22 Зависимости концентраций изотопов в потоке отбора ПСК от величины 
безразмерного потока отбора 2P/L1 для низкотемпературной дистилляции NO в 
отсутствие изотопного обмена (γ=0, сплошные линии) и бесконечной скорости 

обмена (γ=∞, штриховые линии) 
 
В связи с этим обстоятельством зависимость концентрации изо-

топа 18O от величины параметра 2P/L1 при γ=0 имеет плавно убы-
вающий характер и асимптотически приближается к значению 
концентрации в потоке питания. Зависимость же концентрации 
изотопа 15N в потоке отбора от величины 2P/L1 при γ=0 имеет более 
сложный характер, проходя последовательно через минимум, мак-
симум и далее устремляясь к своему асимптотическому значению с 

увеличением 2P/L1. В диапазоне 2·10-3

1

2P
L

≤ ≤ 1·10-2 (область мини-

мума концентрации 15N при γ=0) протекание реакций изотопного 
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обмена, как следует из зависимостей на рис.2.22 должно привести к 
существенному обогащению изотопа 15N и к решению задачи одно-
временного получения высокообогащенных изотопов 18O и 15N. 

Согласно [34], устойчивость каскада, использующего метод 
низкотемпературной дистилляции NO, может обеспечить высокая 
степень очистки исходной смеси от высших окислов азота (NO2 и 
других). С другой стороны, поскольку присутствие этих примесей 
катализирующим образом влияет на протекание изотопо-обменных 
реакций между компонентами разделяемой смеси, целесообразно 
обеспечить условия для эффективного обмена, изолируя его от раз-
делительного процесса, например, путем использования обменных 
устройств, расположенных вне пределов разделительных секций 
каскада (на их «стыках»). Очевидно, что применение обменных 
устройств эффективно только в том случае, когда обеспечиваемое 
ими влияние на разделительный процесс сравнимо с влиянием изо-
топного обмена во всем объеме каскада. На рис. 2.23 приведены 
распределения концентраций компонентов разделяемой смеси 
вдоль ПСК для случая 2P/L1=8,81·10−3 при разных скоростях изо-
топного обмена, протекающего на «стыках» секций каскада. 

 

 
Рис. 2.23 Распределения концентраций компонентов разделяемой смеси вдоль 

каскада для случаев: 1 – γ =0; 2 – 1γ ∼ ; 3 – γ = ∞  
 

Зависимости изменения концентраций на отборном («тяжелом») 
конце каскада от параметра 2Ψε , характеризующего скорость об-
менного процесса, построены на рис. 2.24 Под влиянием изотопно-
го обмена в ступенях с обменными устройствами происходит при-
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ближение концентраций компонентов к соответствующим равно-
весным значениям. При этом, поскольку равновесное значение 
концентрации компонента 15N18O выше исходного, то изотопный 
обмен ведет к увеличению его концентрации в граничной ступени 
и в области, прилегающей к ней, а дальнейшее обогащение к от-
борному концу каскада приводит к росту концентрации изотопа 15N 
от 12% до 50-60 %. 

Роль обмена может оказаться существенной в том случае, если 
обменные устройства, установлены в тех сечениях каскада, где, во-
первых, отклонение концентраций реагирующих молекул от соот-
ветствующих равновесных значений достаточно велико (проценты 
или десятки процентов), во-вторых, длина и потоки части каскада, 
расположенной между границей области, в которой протекают об-
менные реакции, и отборным концом каскада таковы, чтобы обо-
гащение от новых концентраций, полученных в результате реакций 
изотопного обмена, было заметно. В частности, в примере на рис. 
2.25 размещение обменных устройств в сечении между 2-й и 3-й 
секциями каскада приводит к увеличению вклада обмена, а кон-
центрация изотопа 15N в потоке отбора при этом возрастает до 90% 
при сохранении концентрации изотопа 18O также не ниже 90%. 

 

 
Рис. 2.24 Зависимости концентраций целевых изотопов в потоке отбора от пара-

метра 2Ψε : 1 – 15N, обменники расположены на стыке 1-й и 2-й колонн каскада; 
2 – 15N, обменники на стыке 2-й и 3-й колонн; 3 – 18О для обоих случаев 
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2.4. Каскады с немалыми обогащениями на ступенях 

2.4.1.Основные уравнения 

Рассмотрим противоточный симметричный каскад, работающий 
в стационарном режиме и состоящий из N ступеней при немалых 
(произвольных) обогащениях на каждой из них. При разделении m-
компонентной смеси внешними параметрами каскада являются по-
токи питания F, отбора P и отвала W, а также соответствующие 
концентрации  и ),1( miciW =  (см. рис.2.2). Внутренние параметры 
каскада – потоки sssssss LLLLL )1(,, θθ −=′′=′ , коэффициенты де-
ления потока sθ  и концентрации ).(),(),( scscsc iii ′′′  Параметры каж-
дой ступени связаны уравнениями баланса вещества и каждого 
компонента: 

  ,sss LLL ′′+′=  
 ( ) ( ) ( ), 1, , 1,s i s i s iL c s L c s L c s i m s N′ ′ ′′ ′′= + = = .  (2.286) 
Аналогичные соотношения справедливы для каскада в целом 
  ,WPF +=  

 .,1, miWcPcFc iWiPiF =+=                 (2.287) 
Уравнения (2.286), (2.287) легко преобразуются к виду 

 ,1 sss TLL =′′−′−                                  (2.288) 
 1 ,( 1) ( ) , 1, , 2,s i s i i sL c s L c s J i m s N−′ ′ ′′ ′′− − = = =   (2.289) 

или 
 ,)1(11 sssss TLL =−−−− θθ                       (2.290) 

1 1 ,( 1) (1 ) ( ) , 1, , 2,s s i s s i i sL c s L c s J i m s Nθ θ− − ′ ′′− − − = = = .    (2.291) 
Уравнения (2.288) – (2.291) характеризуются выполнением 

балансов между ступенями. Здесь ,,s i sT J  – транзитные потоки 
смеси и i-го компонента, рассчитываемые по внешним параметрам 
каскада 

  
, 1 ,

, ,s

W s f
T

P f s N
− ≤ ≤⎧

= ⎨ < ≤⎩
                        (2.292) 
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 ,

, 1

, , 1,
iW

i s
iP

Wc s f
J

Pc f s N i m

− ≤ ≤⎧⎪= ⎨
< ≤ =⎪⎩

              (2.293) 

где f – номер ступени, на вход которой подают внешнее питание. 
Внешние и внутренние параметры связаны граничными 

условиями 
 1 1 1(1 ) , ,N N NL L W L L Pθ θ″ ′= − = = =            (2.294) 
 (1) , ( ) , 1, ,i iW i iPc c c N c i m′′ ′= = =                   (2.295) 

а концентрации изотопов, взятые в одинаковых потоках, дают в 
сумме единицу, т.е. 

  
1

( ) 1, 1, .
m

j
j

c s s N
=

= =∑  

Если для всех ступеней заданы полные коэффициенты 
разделения )(sqij , то связь концентраций )(sci′  и )(sci′′  легко найти, 
используя соотношения (2.11) 

1

( )( ) ,
( ) ( )
i

i m

ij j
j

c sc s
q s c s

=

′′′ =
′∑

                           (2.296а)  

1

1

( )( ) , 1, , 1, .
( ) ( )
i

i m

ij j
j

c sc s i m s N
q s c s−

=

′′′ = = =
′′∑

       (2.296б) 

Если для каждого компонента коэффициент разделения задать 
по отношению к определенному (одному) компоненту, например с 
номером m, то соотношения (2.296) перепишутся в виде 

1

1 ( )
( )( ) ,
1 ( )
( )

i
im

i m

j
j jm

c s
q sc s

c s
q s=

′
′′ =

′∑
                          (2.297а) 

1

( ) ( )( ) , 1, , 1, .
( ) ( )

im i
i m

jm j
j

q s c sc s i m s N
q s c s

=

′′′ = = =
′′∑

      (2.297б) 

При расчете каскада заданного профиля (заданной 
конфигурации) входными параметрами задачи являются потоки 
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питания и отбора, числа N и f, концентрации компонентов в потоке 
питания iFc , распределение потока sL . В качестве неизвестных 
выступают концентрации компонентов в потоках отбора и отвала, а 
также распределение концентраций )(sci  и коэффициента деления 
потока sθ  по ступеням каскада. Как и в случае «слабого 
разделения», сложность решения этой задачи обусловлена, во-
первых, нелинейностью уравнений (2.290), (2.291) и, во-вторых, 
трудностью определения приближений на концах каскада, которые, 
являясь граничными условиями, сами явно входят в эти уравнения. 

Для того, чтобы система (2.290), (2.291) из mxN уравнений была 
замкнута, надо из числа неизвестных исключить распределение 
коэффициента деления потока sθ  по ступеням каскада. При 
заданном значении одного из коэффициентов (например 1θ ) 
остальные sθ  при заданном распределении sL  определяются по 
соотношениям, которые легко получить из (2.290): 

1 1
1

1 1

1 , 1, 2,..., ,

1 , , 1,..., .

s s

s s
s

s s

s s

LW s f
L L

LP s f f N
L L

θ

θ
θ

+ +
+

+ +

⎧ − − =⎪⎪= ⎨
⎪ + − = +
⎪⎩

          (2.298) 

С практической точки зрения наибольший интерес 
представляют прямоугольные (ПК) и прямоугольно-
секционированные (ПСК) каскады. Рассмотрение прямоугольного 
каскада накладывает условие одинаковости потоков sL , т.е. 

  , 1sL L s N= ≤ ≤ ,                          (2.299) 
для выполнения которого на концах каскада организуется 
«закрутка» в виде подачи части потоков, выходящих с крайних 
ступеней ( 1=s  и s N= ) в их питание. 

 
⎩
⎨
⎧

−=−′=
−−=−′′=′

.
,)1(

3

1113
PLPLT

WLWLT
NN θ
θ            (2.300) 

Распределение коэффициента деления потока sθ  может быть 
рассчитано по формулам (1.262) или по формулам (1.263). 



 268

Если расчет прямоугольного каскада производить от отвального 
конца ( 1=s ) к отборному концу ( s N= ), то систему (2.290) – 
(2.291), с учетом (2.297б) и в предположении постоянства полных 
коэффициентов разделения по длине каскада, целесообразно 
представить в виде 

,

1

( 1)( ) 1 ,
1 (1 ) (1 )( 1)
( )

i si s
i m

s s
j

j ij

Jc s Tc s
L Lc s

q s
θ θ

=

⎛ ⎞′′ −′′ = + −⎜ ⎟− −⎝ ⎠′′ −∑
        (2.301) 

 1, , 2,3,..., .i m s N= =  
где sT  и ,i sJ  определяются соотношениями (2.292) и (2.293). 

Если же расчет каскада осуществляют от его концов к точке 
подачи питания, то систему (2.290)-(2.291) следует использовать в 
виде: 

для отборной части каскада 

1

( 1)( ) 1 ,
( 1)

i iP
i m

s s
ij j

j

c s PcPc s
L Lq c s θ θ

=

⎛ ⎞′ +′ = − +⎜ ⎟
⎝ ⎠′ +∑

                 (2.302) 

для отвальной части каскада 

1 1

1

( 1)( ) 1 ,
1 (1 ) (1 )( 1)

i iW
i m

s s
j

j ij

c s WcWc s
L Lc s

q
θ θ− −

=

⎛ ⎞′′ −′′ = − −⎜ ⎟− −⎝ ⎠′′ −∑
    (2.303) 

При расчете прямоугольно-секционированных каскадов следует 
учитывать то обстоятельство, что в связи с различием потоков в 
двух соседних секциях, часть λ  обогащенного или обедненного 
потока, выходящего из последней (или первой) ступени секции с 
большим потоком, направляется на ее вход, как это показано на 
рис.2.25 для двух возможных вариантов соединения l -й и 1+l -й 
секции в каскаде. 
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(а) 

slL ′′

slL

2+′′slL

1+′′slL

slL′

slL′λ

lS 1+lS

 
(б) 

slL ′′

slL

2+′′slL

1+′′slL

slL′

slL ′′λ
lS 1+lS

 
Рис. 2.25. Схема соединения секций в каскаде: (а) – 1+> slsl LL ;  

(б) – 1+< slsl LL  

 
Из уравнений покомпонентного баланса и соотношений 

(2.297а), (2.297б) можно получить следующие условия на стыке 
секций в каскаде: 

для отборной части каскада (рис.2.25а) 

1 1

1

1

(1 ) ( 1) ( 1)
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s s i l ij j l iP
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s s

L c s q c s Pc
c s i m

L
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λ θ

+ +

−

=

⎡ ⎤
′ ′− + + +⎢ ⎥

⎣ ⎦′ = =
−

∑
(2.304) 
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;                         (2.305) 

для отвальной части каскада (рис 2.25б) 

1 1

1

1
1

1(1 ) ( ) ( )
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s s i l j l iW
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Рассматривая условия на стыке секций в точке подачи питания 
(рис. 2.26), из уравнений многокомпонентного баланса и 
соотношений (2.296) можно получить: 

вариант (а) (рис. 2.26): 
1

1 1
1

1

1

1( 1) ( 1)
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∑
      (2.308) 

 )1)(1(11 λθθ −−=−− ffff LL ,                 (2.309) 
вариант (б) (рис. 2.26): 
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1 1
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f f i j iF
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∑

∑
    (2.310) 

 )1)(1(11 λθθ −−=−− ffff LL .                (2.311) 
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1−′′fL
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1−′fLλ

2+′′slL

fL ′′

1−′fL
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1−f f

F

1−f f
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Рис. 2.26. Схема соединения ступеней в каскаде в точке подачи 

питания: 
(а) – ff LFL >+− )( 1 , (б) – ff LFL <+− )( 1  

Если для каждой секции ПСК обеспечить постоянство 
коэффициента деления потока, то значения λ  должны быть 
выбраны: 

для отборной части каскада 

  
PL

PL

ls

ls

+

+
−= +11λ , 

при этом 

  ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+=

ls
s L

P1
2
1θ ; 

для отвальной части каскада 
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WL
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+
−= +11λ ,                         (2.312) 

при этом 

  ⎟
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⎞
⎜
⎜
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ls
s L

W1
2
1θ ;  

в точке подачи питания 
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  ⎟
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2
1θ ,                             (2.314) 

при этом вариант (а) (рис. 2.26) 

  
1

1 f

f

L P
L P

λ
−

+
= −

+
,                             (2.315) 

вариант (б) (рис. 2.26) 

  
WL

WL

f

f

+

+
−= −11λ .                           (2.316) 

 

2.4.2. Обзор численных методов решения системы уравнений   
           переноса в каскадах заданного профиля 

Для расчета каскадов заданного профиля, как правило, ПК и 
ПСК, используют различные итерационные методы с уточнением 
ориентировочно принятых приближений, либо квазилинеаризацию 
уравнений каскада и совместное их решение с уравнениями 
покомпонентного баланса. Очевидно, что эффективность метода 
определяется его устойчивостью к заданию начальных 
приближений для  концевых концентраций и сходимостью 
итерационного процесса. 

Обзор методов расчета можно свести к следующим основным 
случаям. 
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2.4.2.1. «Классический» итерационный метод [35, 36] 

Рассмотрим применение метода на примере прямоугольного 
каскада, расчет которого производится от отвального конца к 
отборному. Алгоритм расчета имеет следующий вид. 

1. Задают 1θ  (например ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

L
W1

2
1

1θ ) по формулам (1.262) 

или (1.263) находят распределение sθ  по длине каскада. 
2. По соотношениям (2.300) определяют 3T  и 3T ′ . 
3. Задают начальные приближения )1(ic ′′ , например, (1)i iFc c′′ = . 
4. Последовательно с использованием рекуррентной формулы 

(2.301) определяют )(sci′′  на всех ступенях, включая последнюю 
( )s N= . 

5. По соотношению (2.296 б) или (2.297 б) находят все ( )ic N′ . 
6. Проверяют выполнены ли условия материального баланса 

( ) (1) , 1, .i i iFPc N Wc Fc i m′ ′′+ − =                (2.317) 
7. Если условия баланса (2.296) на ν -ом шаге итерации не 

выполнены, то начальные приближения для следующего )1( +ν -
ого шага задают в виде 

( )
( )
( )

( )1(1) (1 ) (1) , 1, 2,..., .
( )
(1)

iF
i i

i

i

Fcc c i m
c N

P
c

ν ν
ν

ν

ω ω+′′ ′= + − =
′
′

 (2.318) 

где ω  – коэффициент, находящийся в пределах от 0 до 1. 
8. Шаги (2.286) – (2.289)÷(2.286) – (2.292) повторяют до тех 

пор, пока (2.317) не будут выполнены с заданными точностями. 
«Классический» метод весьма чувствителен к выбору 

начальных приближений, что приводит либо к необходимости 
разработки сложных и громоздких алгоритмов для их определения, 
либо к значительным затратам машинного времени. 

2.4.2.2. «Матричный» метод [37,38] 

В работе [37] система (2.291), (2.294) представлена в виде 
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[ ]1 2 2 1 1(1) (1 ) (2) (1 ) 0,
1, 2,..., ,
i i iWL c L c W L c

i m
θ θ′′− − − − − =

=
       (2.319) 

1 1 1 1( ) ( 1) (1 ) ( 1) 0,
2, 3,..., 1, 1, 2,..., ,

s i s s i s s i sk iWL c s L c s L c s Fc
s N i m

θ θ δ− − + +′ ′′− − − − + − =
= − =

   (2.320) 

[ ]1 1( ) ( 1) 0, 1, 2,..., ,N i N N i N N iPL c N L c N P L c i mθ θ− − ′− − − − = = (2.321) 

где    ,
,1
,0

⎩
⎨
⎧

=
≠

=
ks
ks

skδ                             (2.322) 

  [ ]
( ) ( ( ), , ),
( ) ( ) ( ) /1 .

i i s s

i i s i s

c s f c s L
c s c s c s

θ
θ θ

′ =⎧⎪
⎨ ′′ ′= − −⎪⎩

           (2.323) 

Конкретный вид функциональной зависимости в системе (2.323) 
определяется используемым методом разделения и режимом 
работы каждой ступени (см. формулы (2.296) – (2.297)). Для 
замыкания системы (2.319) – (2.321) из mxN уравнений, как и 
ранее, из числа неизвестных с помощью (2.298) исключаем 
коэффициенты деления потока на ступенях (один из 
коэффициентов sθ  является свободным параметром). 

Для решения системы (2.319) – (2.321) в работе [37] применен 
демпфированный метод Ньютона [39], в котором используется 
итеративный процесс в виде 

    ( ) ( )F Fν ν νΔ ω′ = −x x x ,                 (2.324) 
где ( )F νx  – значения левых частей системы (2.319) – (2.321) в 
точке с неизвестными координатами νx ; ( )F ν′ x  – матрица Якоби 
системы в этой же точке; 1ν ν νΔ += −x x x ; ω  – коэффициент 
демпфирования. При такой записи определение нового 
приближения 1ν +x  сводится к решению системы нелинейных 
уравнений вида Δ =A x b . Для определения Δx  согласно [6] 
целесообразно использовать алгоритм Гауссова исключения с 
компактным хранением матрицы A  в оперативной памяти. 
Компактная организация хранения матрицы A  возможна, 
поскольку, как видно из уравнений системы (2.319) – (2.321), 
матрица Якоби ( )F ν′ x  принадлежит к системе ленточных матриц с 



 275

шириной ленты 1)12(2 +−m , причем в процессе итерации (2.324) 
ленточная структура матрицы сохраняется [40]. Алгоритм должен 
быть составлен так, чтобы элементы Якобиана ( )F ′ x , не входящие 
в ленту указанной ширины, в вычислениях не участвовали. Это 
позволяет в несколько раз сократить время вычислений. Элементы 
якобиана предпочтительно вычислять аналитически, поскольку при 
этом скорость сходимости итеративного процесса (2.324) 
квадратична. Если вид функциональной зависимости для )(sci′  в 
системе (2.323) не позволяет получить аналитическое выражение 
дл производных, то в алгоритме элементы якобиана следует 
вычислять численно по двухточечной схеме. 

Схема расчета каскада заданного профиля по матричному 
методу включает в себя: 

 1. Задание исходных данных , , , , ,m N f F P  

1( ( ), , ), ,i s s sf c s L Lθ θ . 
 2. Определение коэффициентов деления потоков на ступенях 
( 2,3,..., )s s Nθ = . 

 3. Решение системы уравнений (2.319) – (2.321). 
Согласно [38] расчет каскада с двумя потоками питания 

различного состава и тремя потоками отбора, состоящего из 50-ти 
ступеней, при разделении пятикомпонентной модельной смеси 
заключается в решении системы (2.319) – (2.321) из 250 уравнений. 
Решение осуществляется за несколько итераций и требует около 30 
секунд машинного времени для персональных компьютеров типа 
РС/АТ386. В качестве начальных приближений для неизвестных 
концентраций на каждой ступени были взяты концентрации 
компонентов в одном из потоков питания. Расчеты прямоугольно-
секционированных каскадов, предназначенных для разделения 
различных многокомпонентных смесей показали, что при 
указанном выборе начальных приближений расчет неизвестных 
концентраций с точностью не ниже 0,1% требует не более 10 
итераций. 



 276

2.4.2.3. Метод, основанный на решении системы уравнений   
             переходного (нестационарного) процесса в каскаде [36] 

Суть метода: для нахождения концевых концентраций ,iP iWc c  
противоточного симметричного каскада заданного профиля 
решают систему уравнений переходного (нестационарного) 
процесса применительно к случаю немалых обогащений на 
ступенях. [41]. Считаем, что с момента запуска каскада включены 
расчетные значения внешних потоков P, W и F. Считая по-
прежнему, что время установления гидравлических характеристик 
много меньше времени достижения стационарного накопления 
компонентов на ступенях  и задержки ступеней не зависят от 
времени, систему уравнений каскада, описывающих переходной 
(нестационарный) процесс можно записать в виде 

1 1 ,( , ) (1 ) ( 1, ) ( )s s i s s i s iL c s t L c s t J tθ θ + +′ ′′− − + = ,               (2.325) 

где , ( )s iJ t  – перенос i-го компонента через мысленную линию 
раздела между s-й и 1+s -й ступенями; 

1, 2,..., ; 1, 2,..., 1i m s N= = −  
   ( , ) ( , ) (1 ) ( , ),i s i s ic s t c s t c s tθ θ′ ′′= + −           (2.326) 
   1, 2,..., ; 1, 2,..., .i m s N= =  

( )1, ,
( , ) , Fi

s s i s i i
c s tH J J s f Fc

t
δ−

∂ = − +         (2.327) 

   1, 2,..., ; 1, 2,...,i m s N= =  
Граничные условия в рассматриваемом случае могут быть 

записаны в следующем виде 
   , 0,' ( , ), " (1, ),N i i i iJ Pc N t J Wc t= = −         (2.328) 
    1, 2,..., .i m=  
Подстановка (2.325), (2.326) и (2.328) в (2.327) дает 

[ ]{ }

[ ]{ }
1 1

1 1

( , ) 1 ( ,1) ( 1, ) (1 ) ( , )

1 ( , ) ( , ) (1 ) ( 1, ) ( , )
( , ) ( , );

i
s s s i s s i

s s i s s i iF

iP

c s tH s L c s t L c s t
t
s N L c s t L c s t s f Fc

s N Pc N t

δ θ θ

δ θ θ δ
δ

− −

+ +

∂ ′ ′′= − − − − −
∂

′ ′′− − − − + + −
′−
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   1, 2,..., ; 1, 2,..., ,i m s N= =                    (2.329) 

где  
⎩
⎨
⎧

=
≠= .1

,0),( sj
sjjsδ                                                 (2.330) 

Подставляя (2.296а) в (2.326), получим 

  

1

( , )( , ) ( , ) (1 ) ,
( , )

i
i s i s m

ij j
j

c s tc s t c s t
q c s t

θ θ

=

′′= + −
′∑

          (2.331) 

   1, 2,..., ; 1, 2,...,i m s N= = . 
Дифференцирование уравнения (2.331) по t дает: 
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( , )( , ) ( , ) ;
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m
ji i

j j

c s tc s t c s t
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′∂∂ ∂= ⋅
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                               1, 2,..., ; 1, 2,...,i m s N= = ,  

где  
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  1, 2,..., ; 1, 2,..., ; 1, 2,...,i m j m s N= = =        (2.333) 
Подставляя соотношения (2.296а) и (2.333) в (2.329), получаем 
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  1, 2,..., ; 1, 2,..., ; 1, 2,...,i m j m s N= = =        (2.334) 
Приближенное решение системы (2.334) основано на 

использовании явного метода Эйлера, согласно которому 
производные в (2.334) заменяют простейшими конечно-
разностными формулами 

   
[ ] [ ]1( , ) ( , )( , ) i ii c s t c s tc s t

t t

ν ν

Δ

+′ ′−′∂ =
∂

,         (2.335) 

    1, 2,..., ; 1, 2,...,i m s N= = , 

где  [ ]( , )ic s t ν′  – значение соответствующей концентрации i-го 
компонента в потоке sL  на ν-м «временнóм» шаге. С учетом 
(2.335) уравнения (2.334) преобразуются к виду 
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Таким образом, 
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                       1, 2,..., ; 1, 2,...,i m s N= = .   
Начальные приближения для «нулевого» временного шага 

)0( =ν  можно задать, например, следующим образом: [ ]0
i iFc c′ = , 

где iFc  – концентрация компонентов смеси в потоке питания. 
При выбранном временном шаге tΔ  последовательно используя 

уравнения (2.337), находят стационарные значения концентраций 
по длине каскада. В качестве практического критерия достижения 
стационарных значений концентраций может быть использовано 
одно из 2-х условий: 

1) концевые концентрации каждого из компонентов смеси (с 
заданной точностью) на *ν -м временном шаге удовлетворяют 
уравнениям покомпонентного баланса 

   [ ] [ ]
* *

( , ) (1, ) 0,
1, 2,..., ,

iF i iFc P c N t W c t
i m

ν ν′ ′′− − =
=

               (2.338) 

2) при переходе от *ν -го к *ν +1-му временному шагу величина 

  
[ ] [ ]

[ ]

* *

*

1

1

( , ) ( , )

( , )
i i

i

c N t c N t

c N t

ν ν

ν
δ

+

+

−
=  достигает заданного 

значения. 
Рассмотренный метод имеет первый порядок точности 

относительно шага tΔ . Уменьшение шага tΔ  увеличивает точность 
расчета. Сверху «временнóй» шаг ограничен величиной [41]: 

    ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
<Δ

s

s
L
Ht min                                (2.339) 

Распределение sθ  в (2.337) задается соотношением (2.298) и 
произвольным значением коэффициента деления потока на одной 

из ступеней каскада, например, ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

1
1 1

2
1

L
Wθ  или 

1 1
2n

N

P
L

θ
⎛ ⎞

= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  
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В работе [36] приведен пример реализации метода при расчете 
прямоугольного каскада, предназначенного для разделения 
четырехкомпонентной смеси изотопов хрома:50Cr, 52Cr, 53Cr, 54Cr 
( 1Fc = 0,0431, 2Fc = 0,8376, 3Fc = 0,0955, 4Fc = 0,0238). Исходные 

данные: =
F
P 0,2; =

L
F 0,2; =0q 1,12; N = 15, =f 12, =

L
H 0,03 час. 

Условием достижения концевыми концентрациями стационарных 
значений являлось ( , ) (1, )iF i iFc Pc N t Wc t′ ′′− − <  

610 ( 1, 2, 3, 4)i−< = . При использовании персонального 
компьютера с процессором на 66 МГц и «временнóго» шага 

=Δt 0,02 ч для достижения заданной точности потребовалось 
примерно 1000 шагов и 20 с машинного времени. 

Замена в (2.329) производной 
t
c
∂
′∂  на 

t
c
∂
∂  приводит к 

сокращению времени счета до 12 с при сохранении заданной 
точности. 

 
Рис. 2.27. Расчетные зависимо-
сти концентрации изотопа 50Cr 
на различных ступенях прямо-
угольного каскада от времени 

( =
F
P 0,2; =

L
F 0,2; =0q 1,12; 

N=15, =f 12, =
L
H 0,03 ч) [36] 

 
На рис. 2.27 пред-

ставлено изменение 
концентрации изотопа 
50Cr на различных 
ступенях прямоугольного 
каскада со временем. Как 

видно из приведенных зависимостей, скорости изменения 
концентраций максимальны в начальные моменты времени после 
запуска каскада. Поведение концентрации 50Cr на «отрицательном» 
конце каскада (s=1) объясняются причинами, которые изложены в 
разделе 2.3.5.2. 
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2.4.2.4. Метод квазилинеаризации [42-44,67] 

Суть метода квазилинеаризации, приведенного в [42, 43], 
заключается в сведении системы уравнений (2.302)-(2.303) к 
линейной системе уравнений путем вычисления значений функций 

∑
=

′′
m

j
j

ij
sc

q1
)(1  и ∑

=

′
m

j
jij scq

1
)(  с использованием значений, полученных 

на предыдущей итерации. Другими словами, нелинейный член 
уравнений каскада записывается в виде 

для отборной части каскада 

 [ ] 1

1

( 1) / ( 1)
m

i ij j
j

c s q c s
νν −

=

′ ′′⎡ ⎤+ +⎣ ⎦∑              (2.340) 

для отвальной части каскада 

 [ ] 1

1

1( 1) / ( 1)
m

i j
j ij

c s c s
q

νν −

=

′ ′′⎡ ⎤− −⎣ ⎦∑               (2.341) 

где ν – номер текущей итерации.  
Кроме того, при решении квазилинеаризованой системы 

уравнений в качестве неизвестных предложено принять ( ) /i iPc s c′  
для отборной части каскада и ( ) /i iWc s c′′  для отвальной части. Это 
позволяет исключить неизвестные граничные условия из 
уравнений каскада. 

Указанные выше подстановки приводят уравнения (2.302) – 
(2.303) к квазилинеаризованой форме, в которой относительные 
концентрации на концах каскада (т.е новые граничные условия) 
равны единице: 

для отборной части каскада 

[ ]
[ ]

[ ]
[ ] 1

1

( ) ( 1) 1
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∑       (2.342) 
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  11 ;s s
P
L

θ θ += − +  

для отвальной части каскада 
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i i
m
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× − + =⎜ ⎟− −⎝ ⎠

∑       (2.343) 

  11 ;s s
W
L

θ θ −= − −  

с граничными условиями 

 
[ ]
[ ]

(1)
1i

iW

c
c

ν

ν

′′
= , и 

[ ]
[ ]

( )
1.i

iP

c n
c

ν

ν

′
=                 (2.344) 

Дальнейший расчет состоит в вычислениях этих относительных 
концентраций по ступеням от концов каскада к точке подачи 
питания. После нахождения этих отношений в точке подачи 
питания для определения концентраций в потоках отбора и отвала 
и распределения концентраций компонентов по ступеням каскада 
следует использовать условия непрерывности концентраций в 
точке подачи потока питания и уравнения покомпонентного 
баланса. 

Сходимость итерационного процесса определяется 

выполнением с заданной наперёд точностью условия 
1

1
m

jP
j

c
=

=∑  и 

1

1
m

jW
j

c
=

=∑ . С учетом отношений (2.303) – (2.311) описанный выше 

алгоритм может быть использован для расчета прямоугольно-
секционированного каскада. Результаты тестирования 
рассмотренного метода показали равномерную сходимость 
итерационного процесса и нечувствительность к начальным 
приближениям независимо от величины концентраций 
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компонентов в потоке питания, величин потоков и других 
параметров каскада. Метод легко адаптировать для расчета ПК с 
потерями рабочего вещества на ступенях [67]. 

Метод квазилинеаризации, предложенный в работе [44], состоит 
в следующем. Основные уравнения каскада записываются в виде 

),()()()1()()1( 11 scbLscLdscaLscL isisisis ′′+′+′′=++′′+′+−′′ −−    (2.345) 
),()()()()( 11 scbLscLscbLL isisiss ′′+′+′′=+′+′ −−              (2.346) 

  ,WPF +=                                   (2.347) 

 ∑ ∑ ∑
= = =

=′′=′=
m

j

m

j

m

j
jjj scscsc

1 1 1
1)()()(             (2.348) 

где 

,1 1
, , 0 .

i FFc s fW s f W s f
a b d

P f s N P f s N s f
=≤ < ≤ ≤ ⎧⎧ ⎧

= = =⎨ ⎨ ⎨− ≤ ≤ − < ≤ ≠⎩ ⎩ ⎩
 

Для произвольно выбранного компонента смеси с номером «n» 

задают на всех ступенях каскада величину 
n

n
n c

c
′′
′

=γ  (начальное 

приближение). Тогда для всех остальных компонентов согласно 
(2.11) соответствующее отношение концентраций равно  

   i
i n in

i

c q
c

γ γ
′

= =
′′

.                               (2.349) 

С учетом (2.349) система уравнений (2.344) преобразуются к 
виду 

[ ]1 ( 1) ( 1) ( ) ( ) ( )
( ) ( 1)

s n in i s n in s i

s i

L s q c s L s q L b c s
L a c s d
γ γ−′ ′′ ′ ′ ′′− − − + + − −
′ ′′− + + = −

  (2.350) 

Разрешая (2.350) относительно )(sci′′ , далее по формулам (2.349) 
и (2.3346) находят )(sci′  и )(sci′′ . 

Условия (2.348) при этом, вероятнее всего будут не выполнены, 
т.к. величины nγ  для каждой ступени заданы произвольно. 

Для нахождения значений nγ , задание которых приводит к 
выполнению (с заданной точностью) условий (2.349) используют 
итеративный процесс. Суммирование по всем компонентам 
уравнений баланса 
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   isisi ccsc ′′−+′= )1()( θθ                        (2.351) 
с использованием (2.349) дает 

  ∑∑∑ ′′−+′′=
i

is
i

iinn
i

si scscqssc )()1()()()( θγθ .    (2.352) 

Если потребовать 
    ∑∑ =′′

i
i

i
iinn scscqs )()()(γ ,             (2.353) 

то есть ∑ ∑=′
i i

ii scsc )()(  (2.352), то из (2.353) автоматически 

следует 
    ( ) ( ).i i

i i
c s c s′′ =∑ ∑                          (2.354) 

Новые приближения )(snγ  можно найти, разрешая (2.352) 

    
∑
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)(
)(γ .                         (2.356) 

Таким образом, если на ν-й итерации с использованием 
приближений [ ]( )n s νγ  найденные значения концентраций 

компонентов составляют [ ]( )ic s ν
, [ ]( )ic s ν′′  и [ ]( )ic s ν′ , то 

приближения nγ  на последующей (ν+1)-й итерации составят 
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n
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∑
∑

.                   (2.357) 

Для увеличения скорости сходимости процесса рекомендуют 
величину nγ  на (ν+1)-й итерации брать равной [44] 

 [ ] ( )[ ]1
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n n
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c s
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q c s
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ν ν
νγ ω ω γ+
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∑

∑
,       (2.358) 

где коэффициент ω  находится в пределах 10 << ω . 
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Итеративный процесс прекращают при выполнении требования 

1 1 1
max ( ) 1 , ( ) 1 , ( ) 1 ,

m m m

j j j
j j j

c s c s c s ε
= = =

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
′ ′′− − − <⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∑ ∑ ∑   (2.359) 

где ε  – заданная малая величина («ошибка» итерации). 
Легко показать, что при выполнении с заданной точностью 

условий 
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===

′′=′=
m

i
i

m
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m

i
i scscsc

111
)()()(                    (2.360) 

выполняются и условия (2.348). Действительно, суммирование 
(2.345) по всем компонентам смеси с учетом (2.359) дает 

1 1
1 1

1
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m m

s j s s j
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где FU =  для fs =  (так как 
1

1
m

jF
j

c
=

=∑ ) и 0=U  для всех 

остальных ступеней. 
Рассмотрим (2.361) как систему линейных уравнений 

относительно неизвестных 
1

( ), 1, 2,..., .
m

j
j

c s s N
=

=∑  Так как 0≠F  

и диагональный элемент bLL ss +′+′ −1  не меньше суммы 
абсолютных величин, соседних с диагональным элементом 1−′sL  и 

aLs +′ , то определитель матрицы, составленный из 
коэффициентов (2.350) не равен нулю и, следовательно, имеет 
единственное решение. Легко проверить, что это решение есть 1, 
т.е. 
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m

j
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c s s m
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Согласно [44] для расчета прямоугольного каскада для 
разделения изотопов ксенона на персональном компьютере с 
процессором Pentium Pro-200 для следующих исходных данных:  

1,1
2
1,4,1,10,20,2,0,10 10 =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −====== ωθ

L
WqfN

F
P

F
L  

при 510−=ε  потребовалось 70 итераций, а временные затраты 
составили 0,16 с. 

2.4.2.5. Метод расчета на основе приближения фактора 
             разделения [45-46] 

Рассмотрим данный метод на примере расчета прямоугольно-
секционированного каскада. Авторами настоящего метода 
предпринята попытка увеличить скорость сходимости 
итерационного процесса за счет применения метода Ньютона при 
вычислении новых приближений. Стандартный способ реализации 
метода Ньютона здесь не подходит. Во-первых, его использование 
может нарушить сходимость итерационной процедуры при 
«плохих» («некорректных») начальных приближениях. Во-вторых, 
применение метода Ньютона требует составления разностной 
матрицы, а значит, проведения 1+m  вычислений функций. 
Поскольку в рассматриваемом случае вычисление каждого 
значения функции представляет собой расчет по итерационным 
формулам (2.302), (2.303) с большим числом ступеней, то выигрыш 
от ускорения сходимости процесса, особенно при большом числе 
компонентов, исчезает. Предложенный в [45-46] алгоритм 
вычисления нового приближения путем итерационной процедуры 
состоит из следующих пунктов. 

1.  Для заданных приближений на концах каскада проводят 
расчет нового приближения для отношения этих концентраций 
методом простой (классической) итерации. 

2.  После нахождения данного отношения для каждой пары 
компонентов i  и j  проводят расчет фактора разделения каскада 

    iP iW
ij

jP jW

c cK
c c

=                               (2.363) 
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3.  Находят пару компонентов n  и l , для которых величина 

nlKln  максимальна. Далее находят величины ilKln . 
4.  На основании результатов двух последовательных расчетов, 

при условии постоянства в обоих случаях номеров пар 
компонентов n  и l , проводят вычисление нового приближения 
методом Ньютона, рассматривая значения ilKln  как функцию от 
величины невязок. Для повышения устойчивости сходимости 
итерационной процедуры вместо шага, вычисленного методом 
Ньютона Ньют.

ilKΔ , целесообразно использовать значения ilKΔ , 

вычисляемые по формуле lg (1 ) /il ilK KΔ Δ ω⎡ ⎤= +⎣ ⎦
Ньют. . На 

основании численных экспериментов в [45-46] рекомендовано 
значение ω  выбирать равным 0,25. 

5.  После нахождения фактора разделения  каскада с учетом 
уравнения покомпонентного баланса проводят вычисление нового 
приближения для концентраций на концах каскада. Решение 
нелинейной системы (2.302), (2.303) проводят путем 
квазилинеаризации через последовательное приближение 
отношения концентраций /iP iWc c  и использование простой 
итерации. В качестве начальных приближений для данной 
итерационной процедуры выбирают значения, полученные при 
решении уравнений каскада. Для уменьшения величины невязки в 
несколько раз (в 6-8) обычно требуется от трех до четырех 
итераций. Более высокая точность решения данной системы 
уравнений нецелесообразна, поскольку не приводит к ускорению 
сходимости глобальной итерационной процедуры, а лишь только 
увеличивает затраты времени на решение данной системы. 

6.  Итерационный процесс, описанный в пп. 1-5, повторяют до 
достижения заданной точности, которая определяется по величине 
невязки, полученной на данной итерации. 

Проверка данного метода, проведенная на примерах расчета 
нескольких десятков различных каскадов, показала, что в пределах 
заданной погрешности данный метод по сравнению с методами, 
рассмотренными ранее, сокращает время счета в 4−20 раз. Причем 
выигрыш во времени тем больше, чем больше число ступеней в 
каскаде. 
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Изложенный метод не требователен к заданию начальных 
приближений, характеризуется устойчивой сходимостью 
итерационного процесса и быстротой расчета каскадов. 

2.4.3. Влияние параметров каскада на состав получаемой смеси 

Одним из основных параметров, характеризующих процесс 
разделения в каскаде, является отношение потока отбора P к 
потоку отвала W (или потока отбора P к потоку питания F). В 
работах [47-48] изучено влияние параметра P/W на состав смеси в 
выходящих из каскада потоках. Используя уравнения баланса по 
каскаду в целом (2.43), можно показать, что при 0→WP  
концентрации компонентов в отвале iWc  (1, 2, 3,…, m), будут 
приближаться к ( 1, 2, ,..., )iFc i  3 m= . При возрастании параметра 
P/W концентрация самого легкого компонента в потоке отвала 
уменьшается, самого тяжелого – увеличивается, а концентрации 
промежуточных компонентов проходят через максимум. 
Аналогичный характер имеют зависимости ( / )iPc P W  с той лишь 
разницей, что поток отбора обогащается самым легким 
компонентом при уменьшении P/W.  

Рассмотрим соотношения, позволяющие оценить значения 
параметра P/W, при котором в потоке отбора P или отвала W может 
быть достигнута предельная концентрация l-ого компонента. Из 
уравнений баланса следует 

    iF iW

iP iF

c cP
W c c

−=
−

.                                (2.364) 

Предположим, что многокомпонентная смесь в каскаде делится 
на две фракции: в потоке отбора накапливаются только 
компоненты 1, 2,…,i,…,l, а в потоке отвала – толькоl+1, l+2,…,m. В 
этом случае формулу (2.364) можно записать в виде 

   
( )пред

iF

iP iF

cP
W c c

=
−

.                        (2.365) 

Просуммировав первые l уравнений системы (2.287), получим 

   /
l

jF
j l

P F c
=

=∑ ,                                (2.366) 
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после чего с помощью уравнения баланса для i-го компонента с 
учетом соотношений (2.364) – (2.365) запишем соотношение для 
его предельной концентрации в потоке отбора: 

   ( )пред
1

iF
iP l

jF
j

cc
c

=

=
∑

.                          (2.367) 

Если i-й компонент накапливается в потоке отвала, то 
соотношения (2.364) – (2.366) преобразуются к виду: 

   
( )предiF iW

iF

c cP
W c

−
= ,                       (2.368) 

   
1

m

jF
j l

W c
F = +

= ∑ ,                             (2.369) 

   ( )пред
1

iF
iW m

jF
j l

cc
c

= +

=
∑

.                        (2.370) 

Формулы (2.366) и (2.369) могут быть переписаны в виде: 

   ( ) ( )пред
iF

iP
cc P

F
= ,                      (2.371) 

   ( ) ( )пред 1
iF

iW
cc P

F
=

−
,                (2.372) 

где величина F
P  определяется соотношением (2.366).  

Можно показать, что формулы (2.366), (2.369) (или (2.371), 
(2.372)) позволяют оценить предельные значения концентраций 
компонентов в потоках отбора и отвала и соответствующие им 
значения F

P  (или W
P ) в каскаде с произвольным обогащением 

на ступени и конечной (небольшой) длины. 
Введем в рассмотрение функцию 

   
1 1

l m

jP jW
j j l

P WD c c
F F= = +

= +∑ ∑ ,                   (2.373) 
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где l – число компонентов в отборе (т.е. принадлежащих «легкой» 
группе компонентов). Нетрудно видеть, что 

    1≤D ,                                       (2.374) 
причем знак равенства в (2.374) будет иметь место только в случае, 
если смесь в каскаде полностью разделена на «легкую» (в отборе) и 
«тяжелую» (в отвале) группы, т.е. одновременно выполнены 
условия: 

   
1 1

, 1
m m

jF jW
j l j l

P W Pc c
F F F= + = +

= = − =∑ ∑ ,       (2.375) 

   
1 1

1, 1
l m

jP jW
j j l

c c
= = +

= =∑ ∑ .                            (2.376) 

При выполнении условий (2.375), (2.376) функция D достигает 
своего максимального значения, равного единице. 

На рис. 2.28 приведены зависимости функции D от величины 

F
P  для прямоугольных каскадов, предназначенных для 

разделения природной смеси изотопов ксенона, состав которой 
приведен в табл. 2.10. при следующих исходных данных: 

=
F
P 10, =0q 1,4; N = 5, 11, 21, 41 и 61: в каждом случае поток 

питания подают на вход ступени, находящейся в центре каскада. 
Число компонентов в «легкой» группе выбрано равным четырем 
(l=4). 

Таблица 2.10 
Концентрации компонентов природной смеси изотопов ксенона 

Изотоп и 
номер 

компонента 

124Xe 
1 

126Xe 
2 

128Xe 
3 

129Xe 
4 

130Xe 
5 

131Xe 
6 

132Xe 
7 

134Xe 
8 

136Xe 
9 

Концен-
трация 

0,00093 0,0109 0,01917 0,2664 0,0408 0,3118 0,2689 0,1044 0,0887

 
Из рис. 2.28 следует, что при всех значениях n максимум 

величины D имеет место при одном и том же значении величины 

F
P =0,2854.  
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Эта величина в точности совпадает с величиной суммы 
4

1
jF

j
c

=
∑ . В 

табл. 2.11  приведены максимальные значения функции D при 
различном числе ступеней в прямоугольном каскаде. Следует 
отметить, что на рис. 2.28 кривые для N = 41 и N = 61 
практически совпадают. 

 Таблица 2.11. 
Максимальные значения функции D при различных значениях полного 

числа ступеней в прямоугольном каскаде ( =
F
P

10, =0q 1,4; 4=l ) 

N 5 11 21 41 61 

maxD  0,88586 0,964870 0,991783 0,999580 0,999980 

 
Из приведенных результатов следует, что при небольших 

обогащениях на ступени в каскадах ограниченной длины для 
заданного значения величины l – числа компонентов, обогащаемых 

в отборе, подбором величины ,
1
∑
=

=
l

j
jFc

F
P

 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=
∑

∑

+=

=
m

lj
jF

l

j
jF

c

c

W
P

1

1  можно 

достичь разделения смеси на «легкую» и «тяжелую» группы ( l -
число компонентов «легкой» группы, т.е. число компонентов, 
обогащаемых в отборе). При этом формулы (2.367) и (2.369) 
позволяют оценивать значения концентраций в потоках отбора и 
отвала. В частности, в рассматриваемом примере при расчета 
каскада из пяти ступеней ( =N 5), относительное различие между 
расчетной концентрацией произвольного промежуточного 
компонента и значением, полученным по выражению (2.367), не 
превышает 10-12 отн. %. В работе [48] показано также, чем 
длиннее каскад, тем меньше влияют на достижение функцией D 
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максимального значения, равного 1, такие факторы, как профиль 
каскада и номер ступени, на вход которой подают поток питания. 

Для иллюстрации в табл. 2.12 для прямоугольного каскада, 

предназначенного для разделения изотопов ксенона, ( =
F
L 10, 

=0q 1,4; 4=l ; 41N = ) приведены максимальные значения 
функции D для случаев =f 11, 21, 31. 

 
Таблица 2.12 

     Значения maxD  при различных величинах f  для прямоугольного 
каскада при разделении изотопов ксенона 

f 11 21 31 

maxD  0,999087 0,999580 0,999137 

 
Рассмотренные закономерности позволяют не только определить 
оптимальные рабочие параметры каскада заданного профиля, но и 
оценить требования к точности их поддержания. 

2.4.4. Модельные каскады и их свойства 

Под модельными каскадами будем понимать каскады, 
математические модели которых адекватны процессу разделения, 
но позволяют существенно упростить анализ закономерностей 
массопереноса в каскаде и соответствующие расчеты. При таком 
подходе искусственным подбором профиля потока можно добиться 
наиболее эффективного обогащения целевого компонента. 

2.4.4.1. Каскад с постоянными относительными коэффициентами  
             разделения на ступенях («квазиидеальный» каскад) 
             [1, 4, 49, 50] 

Рассмотрим противоточный симметричный каскад, состоящий 
из N ступеней и предназначенный для разделения m-компонентной 
смеси. Поток исходной смеси F с концентрациями компонентов 
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( 1, 2,..., )iFc i m=  подают на вход ступени с номером f. В потоках 

отбора P и отвала W, выходящих из ступеней с номерами s N=  и 
1=s , концентрации компонентов соответственно равны iPc  и 
( 1, 2,..., )iWc i m= . 

Рассмотрим случай каскада с постоянными по его длине 
относительными коэффициентами разделения ikikikq βα ,,  

;,...,2,1( mi =  k-номер «опорного» компонента). Уравнения 
коммутации потоков на входе в произвольную s-ую ступень 
каскада с учетом обозначений (2.5) имеют вид 

  ( 1) ( 1) ( ) 0,i i i sf iFG s G s G s Fc i kδ′ ′′− + + − + = ≠           (2.377) 

  ( 1) ( 1) ( ) 0,k k k sf kFG s G s G s Fcδ′ ′′− + + − + =             (2.378) 

где 
⎩
⎨
⎧

=
≠= fs

fs
sf ,1

,0δ  

С учетом соотношений (2.17) – (2.18) уравнения (2.377), (2.378) 
приводятся к виду 

11( 1) ( 1) ( ) 0, ,i
i i i sf iF

i i

gG s G s G s Fc i k
g g

δ+′ ′ ′− + + − + = ≠      (2.379) 

 
11( 1) ( 1) ( ) 0,k

k k k sf kF
k k

gG s G s G s Fc
g g

δ+′ ′ ′− + + − + =         (2.380) 

где ig  и kg  определяются по формулам (2.19) и(2.20). 
Уравнения (2.378)-(2.379) представляют собой нелинейные 

разностные уравнения второго порядка относительно неизвестных 
функций )(sGi′ . 

Граничные условия имеют вид: 

  

,

(0) ( 1) 0, 1, 2,...,
( ) , 1, 2,...,
(1) ,
(1) .

i i

i iP

i i iW

k k i W

G G N i m
G N Pc i m
G g Wc i k
G g Wc

′ ′= + = =⎧
⎪ ′ = =⎪
⎨ ′ = ≠⎪
⎪ ′′ =⎩

          (2.381) 
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Ступени с номерами 1=s  и s N=  являются крайними 
ступенями каскада, что делает возможным формально записать 

(0) ( 1) 0i iG G N′ ′= + = . 
Фундаментальное решение (2.378) – (2.379) в случае 

постоянства коэффициентов ig  и kg  может быть представлено в 
виде 

   s
i

s
ii BAsG 21)( ωω +=′ ,                       (2.382) 

где )(1 igω  и )(2 igω –корни характеристических уравнений 

   0)1(2 =++− ii gg ωω ,                    (2.383) 
соответственно равные 

    ii gg =)(1ω ,                                      (2.384) 
   1)(2 =igω ,                                        (2.385) 

ii BA , –константы.  
Используя уравнения баланса (2.287) и граничные условия 

(2.382), в результате получим: 
для отборной части: 

  ( )1( ) 1 , , ,...,
1

s Ni
i iP i

i

gG s Pc g i k s f N
g

− −′ = − ≠ =
−

            

(2.386) 

  1

1 ,
1

f
i

iP iF N
i

gPc Fc i k
g

−

− −

−= ≠
−

                   (2.387) 

для отвальной части: 

  ( )( ) 1 , 1, 2,..., 1
1

si
i iW i

i

gG s Wc g s f
g

′ = − = −
−

,         (2.388) 

  
1

1

1
1

N f
i

iP iF N
i

gWc Fc
g

+ −

+

−=
−

.                           (2.389) 

В соотношениях (2.386)-(2.387) и далее величины ig  для ki ≠  
определяются соотношениями (2.19), а для ki =  формулой (2.20). 

Из (2.386)-(2.389) можно получить 
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  1
1

1
, ,...,

1

fm
j

jF N
j j

gP c s f N
F g

−

− −
=

−
= =

−∑ .                  (2.390) 

  
1

1
1

1
, 1,..., 1

1

N fm
j

jF N
j j

gW c s f
F g

+ −

+
=

−
= = −

−∑ .              (2.391) 

  
1

1
1

1
1 , 1, 2,...,1

1

f
i
N

i
fiP iF m

j
jF N

j j

g
gc c i mg

c
g

−

− −

−

− −
=

−
−= =−

−∑
         (2.392) 

  

1

1

1

1
1

1
1 , 1, 2,...,1

1

N f
i

N
i

N fiW iF m
j

jF N
j j

g
gc c i mg

c
g

+ −

+

+ −

+
=

−
−= =−

−∑
.   (2.393) 

Далее с использованием решений (2.386) – (2.389) и 
соотношений (2.8) – (2.10), (2.17) определяем распределение 
потока )(sL , концентраций компонентов и коэффициента деления 
потоков по ступеням каскада 

( )

( )

1

1

1

1

1
1 , ,..., ,

1 1
( ) ( ) 1

1 , 1,..., 1.
1

m
j s N

jP jm
jj j

j m
j sj j

jW j
j j

g
P c g s f N

g g
L s G s gg W c g s f

g

− −

=

=

=

+⎧
− =⎪+ −⎪′= = ⎨ +⎪ − = −

⎪ −⎩

∑
∑

∑
(2.394) 

( )

( )

( )

( )

1

1

1

1

1
1

, ,..., ,1
1

1 1( )( )
( ) 1

1
, 1,..., 1.1

1
1

j s N
iP j

j
m

j s N
jP j

j j ji
i

j sj i
iW j

j
m

j s
jW j

j j

g
c g

g
s f Ng

c g
g gG sc s gg G s c g

g
s fg

c g
g

− −

− −

=

=

⎧
−⎪ −⎪ =+⎪
−⎪+ ′′ −⎪= ⋅ = ⎨

⎪ −
−⎪

= −⎪ +⎪ −
⎪ −⎩

∑

∑

 (2.395) 
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( )

( )

( )

( )

1

1

1

11

1

1

1
1

, ,..., ,1
1( ) 1

( )
( )

1
1

, 1,..., 1.1
1

1

m
j s N

jP j
j j
mm j s N

jP jj
j jj

m
ji s

jW j
j j
m

j s
jW j

j j

g
c g

g
s f Ng

c gG s g
s

gG s
c g

g
s fg

c g
g

θ

− −

=

− −

==

=

=

⎧
−⎪ −⎪ =+⎪
−′ ⎪ −⎪= = ⎨

⎪ −⎪ −
= −⎪ +⎪ −⎪ −⎩

∑

∑∑

∑

∑

       (2.396) 

Формулу для расчета суммарного потока в каскаде легко 
получить, суммируя (2.394) по всем ступеням каскада 

( )
1 1

1( ) ( ) 1
1

N m
i

iW iP
s i i

gL s W c f c N f
P g P= =

⎧ ⎫+ ⎡ ⎤= + + −⎨ ⎬⎢ ⎥− ⎣ ⎦⎩ ⎭
∑ ∑ .        (2.397) 

Рассмотренный выше каскад отличается тем, что относительные 
коэффициенты разделения ikikikq βα ,,  (и, соответственно, срезы 
парциальных компонентов ki ϕϕ ,  и параметры ig , kg ) остаются 
постоянными по длине каскада. Для каскадов такого типа в работе 
[1] введен термин «квазиидеальный» каскад. 

Если ввести обозначения 
   ,ln ii gQ =                                         (2.398) 
   1 ,PS N f= + −                                  (2.399) 

    ,fSW =                                            (2.400) 
то формулы (2.392) и (2.393) переходят в соответствующие 
соотношения для концевых концентраций Q-каскадов [17]. 
 

1

1 exp( )1 exp( )
exp( ) exp( ) exp( ) exp( )

1, 2,..., ,

m
j Wi W

iP iF jF
ji P i W j P j W
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Q s Q s Q s Q s

i m
=

−−=
− − − −

=

∑ ,(2.401) 
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exp( ) 1exp( ) 1
exp( ) exp( ) exp( ) exp( )

1, 2,..., .

m
j Pi P

iW iF jF
ji P i W j P j W

Q sQ sc c c
Q s Q s Q s Q s

i m
=

− −− −=
− − − −

=

∑ (2.402) 

Другими словами, понятия «Q-каскад», «квазиидеальный» 
каскад оказываются идентичными с уточнением лишь выбора 
параметров ig  (или iQ ) для случаев «слабого разделения» и 
произвольного (немалого) обогащения на ступенях каскада. 

При заданных величинах ikikikiF qfNc βα ,,,,,  формулы (2.386)– 
(2.387) позволяют решить задачу расчета "квазиидеального" 
каскада (Q-каскада или «свободного» каскада с произвольным 
(немалым) обогащением на ступенях). 

Разделительные свойства «квазиидеальных» каскадов 
идентичны свойствам Q-каскадов: выбор номера «опорного» 
компонента полностью определяет распределение потока в каскаде 
и, соответственно, направление обогащений компонентов 
разделяемой смеси. 

2.4.4.2. Квазиидеальный каскад с несмешением относительных  
              концентраций двух заданных компонентов смеси  
             (R-каскад) [4, 49-52] 

Рассмотрим так называемый R-каскад, в котором выполняется 
несмешение относительных концентраций l-го и k-го компонентов 

смеси, т.е. n
nk

k

cR
c

=  

   ( 1) ( ) ( 1)nk nk nkR s R s R s′ ′′− = = +                    (2.403) 
Вследствие (2.403) коэффициенты nkα  и nkβ  совпадают для 

двух соседних ступеней. При постоянных полных коэффициентах 
разделения равенство 

   nk nk nkqα β= = ,                               (2.404) 
приводит к каскаду со ступенями симметричными относительно 
пары компонентов с номерами n  и k . При этом на всех ступенях 
каскада ( )ik ik i nα β≠ ≠ . Так как соотношение (2.20) справедливо 
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для любого i, включая i n= , то, следовательно, учитывая (2.404), 
имеем 

    
1

k
nk

g
q

= ,                                    (2.405) 

а учитывая, что )kigqg kiki ≠= , получим 

    
nk

ik
i q

qg = , и                                    (2.406) 

в частности,       n nkg q= .                   
(2.407) 

Из (2.393) и (2.394) с учетом (2.405), (2.407) непосредственно 
получается 

   
11 ln

ln

P
nk
F

n nk

RN f
g R

− + = ,                          (2.408) 

   W
nk

F
nk

n R
R

g
f ln

ln
1= ,                                  (2.409) 

где  , ,P W FnP nW lF
nk nk nk

kP kW kF

c c cR R R
c c c

= = = . 

Соотношения (2.408) – (2.409) позволяют исключить числа 
ступеней N и f из числа параметров решаемой задачи. С учетом 
(2.405) – ( 2.409) формулы (2.391) – (2.394) могут быть переписаны 
виде: 

  
1

( ) ( )
( ) ( )

j j

j j

d dW Fm
nk nk

jF d dW P
j nk nk

R RP c
F R R

− −

− −
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−∑ ,                    (2.410) 
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       (2.412) 
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где    
ln 1
ln

ik
i

n

qd
g

= − .                                  (2.414) 

Поскольку при решении уравнения каскада (2.387) – ( 2.389) для 
отборной и отвальной частей каскада должны совпадать при fs = , 
то 

  ( ) ( )11 1f N f
iP i iW iPc g Wc g− −− = − .                 (2.415) 

Используя уравнения баланса (2.43), соотношения (2.408), 
(2.409), уравнения (2.415) легко привести к виду 

  ( ) ( ) ( ) 0i i id d dP W F F
iP nk iW nk iF nkPc R Wc R Fc R− − −+ − = .         (2.416) 

Соотношения типа (2.416) получили название уравнений H-
баланса [16]. Следует иметь в виду, что уравнения (2.416) при i n=  
и ki =  вырождаются в обычные уравнения покомпонентного 
баланса по каскаду, и выражение (2.416) имеет место именно для 
тех компонентов, по которым следует выполнить условие 

несмешения. Суммарный поток каскада 
1

( )
N

s
L s

=
∑  можно получить, 

используя соотношения (2), (2.395), (2.405) – ( 2.409). Простые 
преобразования приводят к следующему результату 

  
1 1

ln ln ln
( ) 1

ln
1

P W FN m
jP nk jW nk jF nk

js j
n

j

Pc R Wc R Fc R
L s g

g
g

= =

+ −
= −

+

∑ ∑     (2.417) 

Выясним, из каких соображений целесообразно задавать номера 
«опорных» компонентов l и k. Будем считать, что полный 
относительный коэффициент разделения ijq  можно 
аппроксимировать соотношением 

    iMjM
ij qq −
= 0 ,                                (2.418) 
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где iM  и jM -массовые числа i-го и j-го компонентов, 0q  – 
коэффициент разделения, приходящийся на разность массовых 
чисел, равную единице. 

В этом случае формулы (2.405) – ( 2.406) могут быть 
представлены в виде 

    2
0

k nM M

kg q
−

−
= ;                                (2.419) 

    
*

0
iM M

ig q −= ,                                   (2.420) 

где   *

2
n kM MM += .                                       (2.421) 

Из (2.420)-( 2.420) непосредственно следует, что для всех 
компонентов с iM < *M  величины ig >1, если же iM > *M , то 

ig <1. Анализ соотношений (2.393) и (2.394) показывает, что в 
достаточно длинном R-каскаде ( 1 1, 1 1)N f f− + >> − >>  

компоненты с ig >1 ( iM < *M ) обогащаются в отборе каскада, а 

компоненты ig <1 ( iM > *M ) обогащаются в отвале каскада. 
Возможность изменения числа компонентов, концентрируемых в 
потоках отбора или отвала за счет соответствующего выбора 
номеров ключевых компонентов (а, следовательно, и параметра 

*M ), позволяет решить проблему обогащения смеси 
промежуточными компонентами. Например, при 1k n= +  

( * 1

2
n nM MM ++= ), как и в случае «слабого обогащения» в отборе 

R-каскада обогащают все компоненты с номерами от 1 до n и 
«подавляются» с номерами от n+1 до m, и обедняется легкая 
группа. 

Таким образом, величина параметра *M  полностью определяет 
направление обогащения компонентов смеси в R-каскаде с 
немалыми обогащениями на ступенях. 

По формулам (2.412) – (2.413) можно рассчитать концентрации 
компонентов в потоках отбора iPc  и отвала iWc  при заданных зна-

чениях iiF gNfc ,,,  (или *M ). Дальнейший расчет R-каскада 
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(нахождение распределений потоков по формуле (2.395), концен-
траций по формуле (2.396) и коэффициента деления потока по сту-
пеням каскада по формуле (2.397)) трудности не представляет. Бо-
лее сложным является расчет R-каскада с заданными концентра-
циями обогащаемого ценного компонента с номером n в потоках 
отбора и отвала nPc  и nWc , который назовем целевым, так как в 
этом случае требуется найти решение системы нелинейных алгеб-
раических уравнений (2.401) – (2.402) при i=n относительно неиз-
вестных N и f. 

При решении системы (2.401) – (2.402) следует иметь в виду два 
следующих обстоятельства. Во-первых, при заданных величинах 

0,,, qNfciF  величины концентраций целевого компонента в по-
токах отбора и отвала будут существенным образом зависеть от 
номера опорного компонента ( mnk ...,,1+= ) или выбранной ве-

личины *M . Если же заданными величинами являются nPc  и nWc  
выбранные из области допустимых значений), то задача их нахож-
дения может быть в принципе решена при различных значениях k 
(или *M ), т.е. в разных R-каскадах, отличающихся друг от друга 
числами ступеней, характером распределения потока питания сту-
пеней по длине каскада и, наконец, величиной суммарного потока. 
Во-вторых, для решения системы (2.401) – (2.402) необходимо 
предварительно определить области допустимых концентраций в 
потоках отбора и отвала  nPc  и nWc  при заданных параметрах 

0),,1( qmigi =  и ),1( miciF = . 
Для определения способа нахождения области существования 

решений системы (2.401) – (2.402) целесообразно выявить характер 
зависимости концентрации целевого компонента в потоке отбора 

nPc  от числа разделительных ступеней в отборной и отвальной 
частях каскада, считая, что целевой компонент вместе с компонен-
тами с номерами от 1 до n-1 обогащается на отборном («легком») 
конце каскада. Для выполнения последнего условия достаточно 
пронумеровать компоненты в порядке возрастания их массовых 
чисел, в качестве опорного принять компонент с номером k=n+1, а 



 303

в узлах квазиидеального каскада потребовать отсутствия смешения 
по относительной концентрации 11, ++ = nnnn ccR . 

На рис. 2.29 представлена зависимость концентрации nPc  в по-
токе отбора целевых компонентов n=4 (83Kr) (рис. 2.29,а) и n=5 
(84Kr) (рис. 2.29,б) от числа разделительных ступеней в обогати-
тельной части квазиидеального каскада с несмешением по относи-
тельной концентрации 11, ++ = nnnn ccR  при фиксированном числе 
ступеней в отвальной части каскада в случае разделения природной 
смеси изотопов криптона (см. табл. 2.3). Коэффициент разделения, 
приходящийся на единичную разность массовых чисел q0, в расче-
тах был принят равным 1,2. Из приведенных зависимостей следует, 
что на величину nPc  существенно влияет длина отвальной части 
каскада. 

 
                                                       а)                                    б) 
Рис. 2.29. Зависимость концентрации целевых компонентов: а – n=4 (83Kr) и 

б – n=5 (84Kr) в потоке отбора nPc  от числа разделительных ступеней в обогати-
тельной части квазиидеального каскада с несмешением по относительной концен-
трации 11, ++ = nnnn ccR  при фиксированном числе ступеней в отвальной части: 

1 ступень (1), 5 (2), 20 (3) и 200 (4)  ступеней для случая разделения природной 
смеси изотопов криптона и q0=1,2 

 

Рис. 2.30 иллюстрирует зависимость относительного прираще-
ния концентрации целевого компонента nFnFnP ccc −  от длины 
обогатительной части каскада при фиксированном числе ступеней 
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в отвальной части для случая разделения природной смеси изото-
пов криптона при различных значениях параметра 

∑∑
=+=

−=
n

i
iF

m

ni
iF cch

11
 и номера целевого компонента n, равного 3,4,5 

соответственно. Как можно видеть из полученных зависимостей, 
при фиксированном конечном числе ступеней в отвальной части 
каскада обогащение целевого компонента на «легком» (отборном) 
конце каскада целесообразно проводить при выполнении условия 

∑∑
=+=

−=
n

i
iF

m

ni
iF cch

11
>0. При этом, чем больше величина h, тем выше 

концентрация целевого компонента в потоке отбора.  

 
Рис. 2.30. Зависимость относительного приращения концентрации целевого 

компонента nFnFnP ccc −  от длины обогатительной части каскада при фикси-
рованном числе ступеней в отвальной части (f=10) для случая разделения природ-

ной смеси изотопов криптона при различных значениях параметра 

∑∑
=+=

−=
n

i
iF

m

ni
iF cch

11
: 0,7158 (1) 0,486 (2), -0,654 (3) и номере целевого компонента 

n, равном 3,4,5 соответственно; q0=1,2 
 

При фиксированном числе ступеней в отвальной части квазии-
деального каскада максимальная концентрация целевого компо-
нента в потоке отбора может быть найдена предельным переходом 

∞→N  в формуле (2.393) 
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Концентрацию целевого компонента в потоке отвала можно 
рассчитать по формуле 

nFn
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С уменьшением числа ступеней в обогатительной части каскада 
при фиксированной величине f концентрация целевого компонента 
в потоке отбора nPc  снижается. 

Рассмотрим два предельных случая. В первом обогатительная 
секция состоит всего из одной ступени, на вход которой подают 
поток питания. В этом случае выражения для определения концен-
траций в потоках отбора и отвала (2.393) и (2.394) приводятся к 
виду 
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Во втором случае при стремлении ∞→f  формула (2.422) для 
определения концентрации целевого компонента в потоке отбора 
приводится к известному виду [5] 

∑
=

≈
n

i
iFnFnP cсc

1

max ,     (2.426) 

а при стремлении 0→f  формула (2.422) будет иметь вид 
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сc
1
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ln
ln

.      (2.427) 

При этом отношение логарифмов параметров gi и gn в формуле 
(2.427) будет больше или равно 1: ),...,2,1(1lnln nigg ni =≥ . Из 
формул (2.422) и (2.427) следует, что допустимую концентрацию 
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целевого компонента в потоке отбора можно рассчитать по соот-
ношению 

max

1 1

ln
ln

n n
i

nF iF nP nF iF
i in

gc c c c c
g= =

< <∑ ∑ .   (2.428) 

Таким образом, формулы (2.422) – (2.428) при возможных зна-
чениях длин отборной и отвальной частей каскада позволяют по-
строить кривые, ограничивающие область существования решения 
системы (2.412) – (2.413) (рис. 2.31). 

Отметим, что поведение кривой, описывающей ограничение на 
nPc  сверху при заданной величине nWc , которое рассчитывается 

по формулам (2.422) и (2.423), не зависит от величины коэффици-
ента разделения, приходящегося на единицу массовых чисел q0, и 
определяется только исходным составом разделяемой смеси. 

Сравнение величин концентраций, рассчитанных по формулам 
(2.426), (2.427), показывает, что в квазиидеальном каскаде с нема-
лой отвальной частью (f−1>>1) можно достичь заметно большего 
обогащения промежуточного компонента по сравнению со случаем 
отсутствия отвальной части. В некоторых случаях в каскаде без 
отвальной части промежуточные компоненты почти не обогащают-
ся. Такой случай имеет место, например, при обогащении изотопа 
84Kr из природной смеси в каскаде с несмешением по относитель-
ной концентрации 6556 ccR =  (рис. 2.29, n=5).  

Рис. 2.31. Область допустимых значе-
ний концентрации целевого компонен-
та в потоке отбора nPc  и отвала nWc  
квазиидеального каскада при равенст-
ве относительной концентрации 

5445 ccR =  в потоках, поступающих 
на вход ступеней, для коэффициента 
разделения, приходящегося на еди-
ничную разность массовых чисел q0, 
равного 1,1 (1), 1,3 (2) (кривые, описы-
вающие ограничение сверху для слу-
чаев 1 и 2 совпадают) 
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В случае «слабого обогащения» на ступенях каскада формулы 
(2.422), (2.423), (2.426), (2.427) переходят в соответствующие соот-
ношения для Q-каскада, приведенные в разделе 2.3.4.1. 

По формулам (2.423), (2.425) для расчета концентрации целево-
го компонента в потоке отвала при заданной концентрации в пото-
ке отбора nPc  можно определить минимальную длину отвальной 
секции каскада и тем самым максимально возможную концентра-
цию целевого компонента в потоке отвала, при которой возможно 
получить заданное обогащение. Поскольку при (f−1)→(f−1)min воз-
растает длина обогатительной части каскада ∞→N

ig  при ( ni ,1= ; 

∞→N
ig  при mni ,1+= ) суммарный поток в квазиидеальном 

каскаде (или в частном случае R-каскада) в соответствии с соотно-
шением (2.397) будет стремиться к бесконечности. В то же время 
требуемая концентрация в потоке отбора nPc  может быть получена 
при любых значениях (f−1)→(f−1)min. Причем с ростом величины 
(f−1) длина обогатительной части (N−f+1) будет уменьшаться. При 
(f−1)→∝ (то есть при nWc →0) суммарный поток в каскаде будет 
неограниченно возрастать. Другими словами, при фиксированной 
концентрации целевого компонента в отборе в интервале значений, 
определяющих длину отвальной части  (f−1)min <(f−1)< ∝, находит-
ся оптимальное число ступеней, при котором суммарный поток в 
квазиидеальном каскаде (или R-каскаде, являющемся частным его 
случаем) будет минимален. Чем большее обогащение в квазииде-
альном каскаде необходимо получить, тем больше будет величина 
(f−1)min, т.е. тем больше должна быть длина отвальной части, при 
которой суммарный поток в каскаде минимален. В силу того, что 
целевой компонент в отвальной части обедняется, его оптимальная 
концентрация в потоке отвала будет также уменьшаться с ростом 
концентрации целевого компонента в потоке отбора.  

Наличие оптимальной отвальной части в каскадах для разделе-
ния многокомпонентных изотопных смесей существенно отличает 
их от каскадов для разделения бинарных смесей, в которых мини-
мум суммарного потока всегда соответствует случаю отсутствия 
отвальной части и в которых нет ограничения на предельную кон-
центрацию обогащаемого компонента. 
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При заданных величинах *M , 0q , ( 1, 2,..., )jFc j m=  
алгоритм расчета R-каскада на заданные концентрации целевого 
компонента nPc  и nWc  имеет следующий вид: 

1. Рассчитывают все значения параметра 
ln

1
ln

jk
j

n

q
d

g
= −   

(n – номер целевого компонента, k-номер «опорного» компонента). 
2. Задают требуемые концентрации целевого компонента в 

отводимых из каскада потоках nPc , nWc  из определенной заранее 
области допустимых значений.  

3. Решая систему (2.412) – (2.413) для ключевого (целевого) 
компонента, находят величины относительных концентраций P

nkR  и 
W
nkR . 
4. По соотношениям (2.412) – (2.413) рассчитывают остальные 

концентрации компонентов в отводимых из каскада потоках F/P и 
W/P по формулам (2.410), (2.411), а по соотношениям (2.408) – 
(2.409) величины N и f. 

5. Расчет суммарного потока проводят по формуле (2.417). 
 В качестве иллюстрации ниже приведены результаты расчета 

R-каскада для обогащения потока изотопа 180W (в виде 
гексафторида вольфрама) с использованием газовых центрифуг, 
полученные в работе [61]. 

Исходные данные расчета: 
1. Коэффициент разделения ступени, приходящийся на 

единичную разность массовых чисел 0q …………………1,16306 
2. Поток питания одиночной центрифуги, г W/сек…...…0,074 
3. Концентрации компонентов в потоке питания: 

)180(Fc …………………………………………...0,00140 
)182(Fc …………………………………………...0,26416 
)183(Fc ……………………………………….......0,14440 
)184(Fc …………………………………………...0,30618 
)186(Fc …………………………………………...0,28417 

4. Величина *M ………………………………………........…...181 
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5. Поток отбора, кг·W/сут………………………………………1,0 
6. Концентрация целевого изотопа (180W)  
    в потоке отбора…………………………………………..….≥0,5 
7. Коэффициент извлечения целевого изотопа,  

)180(
)180(

F

P
Fc
Pc , %...................................................................…...~90 

Результаты расчета: 
1. Число ступеней в обогатительной  
    части каскада, N-f+1…………………………………….……..35 
2. Число ступеней в обеднительной части каскада, f-1….....….14 
3. Концентрации компонентов в потоке отбора: 

)180(Pc …………………………………………….0,5194 
)182(Pc …………………………………………...0,48756 
)183(Pc …………………………………………...0,00148 
)184(Pc …………………………………………...0,00002 
)186(Pc …………………………………………...0,00000 

4. Концентрации компонентов в потоке отвала: 
)180(Wc …………………………………………...0,00014 
)182(Wc …………………………………………...0,26361 
)183(Wc …………………………………………...0,14444 
)184(Wc …………………………………………...0,30693 
)186(Wc …………………………………………...0,28487 

5. Поток отвала, W, кг·W/сут………………………….......…..406 
6. Поток питания F, кг·W/сут…………………………..…..…407 
7. Число центрифуг, соединенных в параллель в «головной»  
ступени каскада (s=f)…………………………………………...645 
8. Суммарное число центрифуг в обогатительной части 

каскада………………………………………………………..……3210 
9. Суммарное число центрифуг в обеднительной части 

каскада……………………………………………………........…..7018 
10. Общее число центрифуг в каскаде………………...........10228 
В табл. 2.13 представлены распределения концентраций 

компонентов, величин sL  и sθ  по ступеням каскада. 
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В рассмотренном примере в качестве целевого компонента 
выступает изотоп 180W, а в качестве опорного изотоп 182W. Если 
концентрация целевого изотопа 180W, являющегося крайним 
компонентом, меняется монотонно от первой до последней ступени 
каскада, то концентрация изотопа 182W достигает максимального 
значения на ступени с номером s=29 и далее убывает по 
направлению к «легкому» концу каскада. Другими словами, 
«отделение» целевого изотопа 180W от остальных компонентов 
смеси происходит на участке каскада с номерами ступеней s от 29 
до 49. Из табл. 2.13 видно, что поток sL  имеет максимальное 
значение в «головной» ступени каскада (s=15) и убывает по 
направлению к «легкому» и «тяжелому» концам каскада. 

 

Таблица 2.13 
Концентрации компонентов, величины потоков и коэффициенты среза на 

ступенях R-каскада для концентрирования 180W 

Номер 
сту- 
пени, 
s 

Ls, гWF6/c 

Число 
цен-
трифуг 
в сту-
пени 

sθ  )180(sc
 

)182(sc
 

)183(sc
 

)184(sc
 

)186(sc
 

1 12,655 171 0,399 0,00019 0,24489 0,15111 0,301196 0,25186 
2 21,206 287 0,403 0,00024 0,32278 0,15683 0,29473 0,22092 
3 27,261 368 0,407 0,00031 0,35579 0,16304 0,28590 0,19767 
4 31,721 429 0,410 0,00038 0,38054 0,16214 0,27664 0,18030 
5 35,115 475 0,413 0,00047 0,40183 0,16274 0,26766 0,16730 
6 37,765 510 0,415 0,00057 0,42007 0,16250 0,25938 0,15749 
7 39,877 539 0,416 0,00069 0,43563 0,16172 0,25196 0,15001 
8 41,588 562 0,418 0,00083 0,44888 0,16061 0,24545 0,14423 
9 42,990 581 0,419 0,00098 0,46816 0,15934 0,23981 0,13970 
10 44,152 597 0,420 0,00117 0,46976 0,15801 0,23496 0,13610 
11 45,123 610 0,421 0,00138 0,47791 0,15667 0,23082 0,13321 
12 45,940 621 0,421 0,00163 0,48483 0,15539 0,22729 0,13086 
13 46,631 630 0,422 0,00192 0,49070 0,15418 0,22427 0,12893 
14 47,220 638 0,422 0,00226 0,49567 0,15305 0,22170 0,12732 
15 47,725 645 0,423 0,00265 0,49987 0,15201 0,21249 0,12598 
16 35,467 479 0,432 0,00356 0,57784 0,15121 0,18773 0,07965 
17 27,255 368 0,439 0,00463 0,64592 0,14547 0,15528 0,04871 
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18 21,490 290 0,444 0,00587 0,70355 0,13639 0,12517 0,02903 
19 17,278 233 0,448 0,00729 0,75139 0,12540 0,09896 0,01696 
20 14,097 191 0,452 0,00892 0,79061 0,11362 0,07709 0,00977 
21 11,631 157 0,454 0,01079 0,82246 0,10179 0,05939 0,00556 
22 9,678 131 0,456 0,01294 0,84811 0,09044 0,04537 0,00314 
23 8,105 110 0,458 0,01541 0,86857 0,07982 0,03443 0,00176 
24 6,823 92 0,459 0,01826 0,88467 0,07009 0,02600 0,00098 
25 5,766 78 0,460 0,02153 0,89706 0,06130 0,01955 0,00055 
26 4,889 66 0,461 0,02530 0,90629 0,05344 0,01466 0,00030 
27 4,155 56 0,462 0,02964 0,91276 0,04648 0,01096 0,00017 
28 3,538 48 0,463 0,03462 0,91677 0,04033 0,00818 0,00009 
29 3,018 41 0,464 0,04035 0,91856 0,03494 0,00610 0,00005 
30 2,577 35 0,464 0,04691 0,91829 0,03023 0,00454 0,00003 
31 2,202 30 0,465 0,05443 0,91606 0,02613 0,00338 0,00002 
32 1,884 25 0,466 0,06302 0,91191 0,02256 0,00251 0,00001 
33 1,612 22 0,467 0,07281 0,90587 0,01946 0,00186 0,00000 
34 1,379 19 0,468 0,08393 0,89790 0,01678 0,00139 0,00000 
35 1,180 16 0,469 0,09654 0,88798 0,01446 0,00103 0,00000 
36 1,009 14 0,470 0,11077 0,87602 0,01245 0,00076 0,00000 
37 0,862 12 0,471 0,12676 0,86195 0,01072 0,00057 0,00000 
38 0,735 10 0,473 0,14465 0,84570 0,00922 0,00042 0,00000 
39 0,626 8 0,474 0,16456 0,82719 0,00793 0,00031 0,00000 
40 0,531 7 0,476 0,18657 0,80637 0,00682 0,00023 0,00000 
41 0,448 6 0,478 0,21076 0,78320 0,00587 0,00018 0,00000 
42 0,376 5 0,480 0,23714 0,75769 0,00504 0,00013 0,00000 
43 0,312 4 0,482 0,25569 0,72988 0,00433 0,00010 0,00000 
44 0,256 3 0,485 0,29631 0,69989 0,00372 0,00008 0,00000 
45 0,205 3 0,487 0,32887 0,66788 0,00320 0,00006 0,00000 
46 0,159 2 0,490 0,36313 0,63408 0,00275 0,00004 0,00000 
47 0,116 2 0,492 0,39883 0,59877 0,00236 0,00003 0,00000 
48 0,076 1 0,495 0,43563 0,56232 0,00202 0,00003 0,00000 
49 0,038 1 0,498 0,47313 0,52511 0,00174 0,00002 0,00000 

 
Коэффициент деления потоков sθ  монотонно растет от первой 

до последней ступени; относительное изменение этой величины 
составляет ~25%. Результаты расчета позволяют оценить общее 
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количество одиночных разделительных аппаратов, необходимое 
для решения поставленной задачи. 

Оптимизационный расчет R-каскада с заданными 
концентрациями nPc  и nWc  (n – номер целевого компонента) 

сводится к нахождению параметра *,M  при котором суммарный 
поток минимален. 

При решении этой задачи систему (2.410) – (2.412) с учетом 
(2.408), (2.409), (2.420) и (2.421) целесообразно представить в виде 

)1)((
0

)(
0

1
*

*

1

1
+−−

−−

= −

−
∑=

NMM

fMM
m

j
jF

j

j

q

q
c

F
P

,    (2.429) 

)1)((
0

)1)((
0

1
*

*

1

1
+−−

+−−−

= −

−
∑=

NMM

fNMM
m

j
jF

j

j

q

q
c

F
W

,   (2.430) 

)1)((
0

)(
0

1)1)((
0

)(
0

*

*

*

*

1

1

1

1
+−−

−−

=+−−

−−

−

−
∑

−

−
=

NMM

fMM
m

j
jFNMM

fMM

iFiP
j

j

i

i

q

q
c

q

q
cc ,(2.4

31) 

)1)((
0

)1)((
0

1)1)((
0

)1)((
0

*

*

*

*

1

1

1

1
+−−

+−−−

=+−−

+−−−

−

−
∑

−

−
=

NMM

fNMM
m

j
jFNMM

fNMM

iFiW
j

j

i

i

q

q
c

q

q
cc , (2.4

32) 
а для суммарного потока использовать соотношение (2.397). 

Заданными величинами являются: состав исходной смеси 
),1( mjc jF = , массовые числа компонентов разделяемой смеси 

),1( mjM j = , коэффициент разделения, приходящийся на едини-

цу разности массовых чисел 0q , концентрации целевого компо-
нента )( ni =   в потоках отбора nPc  и отвала nWc , поток отбора P.  

К неизвестным величинам относятся: полное число ступеней в 
каскаде N, номер ступени, на вход которой подают поток питания f, 
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M* – параметр, при оптимальном значении которого R-каскад име-
ет минимальный суммарный поток. 

При решении оптимизационной задачи можно считать, что ве-
личина M* непрерывно меняется от самой легкой до самой тяжелой 

массы разделяемой изотопной смеси mMMM << *
1 . Формально 

это означает, что в рассмотрение вводятся фиктивные компоненты 
с массовыми числами, лежащими в диапазоне 

mфиктi MMM << )(1 , с исчезающе малыми концентрациями 

0)( →фиктic . 
На рис. 2.32 представлены зависимости относительного сум-

марного потока ∑ PL /  от величины параметра M* при обогащении 
в R-каскаде промежуточного компонента 83Kr из природной смеси 
изотопов при различных концентрациях целевого компонента в 
потоке отбора (а: nPc =15%, б: 20%, в: 30%, г: 40%) и фиксирован-
ном значении концентрации целевого компонента в потоке отвала 

nWc =5%. Величина коэффициента q0 принята равной 1,1; 

максPc )( 4 =44,7%. 

 
Рис. 2.32. Зависимости относительного суммарного потока PL /Σ  от величины 

параметра *M  при обогащении в R-каскаде промежуточного компонента 83Kr 
(n=4) из природной смеси изотопов криптона при различных концентрациях целе-

вого компонента в потоке отбора 



 314

Приведенные зависимости подтверждают полученный ранее 
вывод для случая «слабого обогащения» (см. раздел 2.3.4.1) о том, 
что заданные значения концентрации целевого компонента в пото-
ках отбора nPc  и отвала nWc  могут быть получены в R-каскаде 

при значении параметра ( )* *

опт
M M= , обеспечивающем мини-

мальный суммарный поток. Отметим, что в рассмотренном приме-
ре в случаях а, б и в минимальные потоки соответствуют R-
каскадам, для которых в роли опорных выступают фиктивные ком-
поненты. Для R-каскада, для которого ( )*

опт
M =83,5 (случай г), 

имеет место несмешение по относительной концентрации 

)()( 8483 KrcKrc . Численные исследования показали, что при 
фиксированных значениях концентраций nPc  и nWc  оптимальное 

значение величина ( )*

опт
M  от величины q0 практически не зави-

сит. 

2.4.4.3. Оптимальный каскад с заданными концентрациями по  
             целевому изотопу. Сравнение с R-каскадом 

Одной из важных задач, представляющих как теоретический, 
так и практический интерес является определение параметров наи-
лучшего (оптимального) каскада с заданными внешними концен-
трациями по целевому компоненту. Под наилучшим (оптималь-
ным) каскадом будем понимать каскад, характеристики которого 
соответствуют критерию минимальности суммарного потока, то 

есть min
1

→∑
=

N

s
sL , без дополнительных требований, налагаемых 

на внешние и внутренние параметры каскада. 
Особый интерес представляет сравнение оптимальных каскадов 

с R-каскадами, свойства которых рассмотрены в предыдущем раз-
деле. Возможные подходы к оптимизации многокомпонентных 
каскадов с заданными внешними концентрациями целевого изото-
па рассмотрены в работах [53 – 56]. Суть подхода, предложенного, 
например, в работе [53] состоит в следующем. Анализ соотноше-
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ний (2.286) – (2.298) показывает, что если известны параметры 
внешнего питания ( , , 1,jFF c j m= ), концентрации целевого ком-

понента в потоках отбора nPc  и отвала nWc , а также фиксированы 
параметры N и f, то количество свободно выбираемых параметров 
каскада равно N-2. Эти параметры могут быть определены исходя 
из принятого критерия эффективности – минимума суммарного 
потока в каскаде. В случае, когда коэффициенты разделения ijq  на 
ступенях каскада являются константами, для решения задачи оп-

тимизации min
1

→∑
=

N

s
sL  при выполнении условий (2.286) – (2.298) 

в качестве свободных N-2 параметров  предложено использовать 
отвальные концентрации на ступенях ( 2, 1)sc s N′′ = − . При этом в 
качестве целевого выбиран самый легкий компонент в номером 1. 
Исключение переменных преобразует критерий минимальности 

суммарного потока min
1

→∑
=

N

s
sL  к следующему выражению 

1 1
1

( , , (2), ... , ( 1)) min
N

s
s

L N f c c N
=

− →∑ .   (2.433) 

Для нахождения связи параметров каскада с величинами 
)1(...),3(),2( 111 −′′′′′′ Nccc  применяют итерационный подход, с по-

мощью которого уточняют значения неизвестных отвальных кон-
центраций на ступенях по второму и всем последующим компо-
нентам. На каждой итерации по заданным концентрациям 

)1(...),3(),2( 111 −′′′′′′ Nccc  и приближенно выбранным концентрациям 
других компонентов находят потоки по формуле 

1, 1

1 1

( 1)

( 1) ( )
s s

s

J c s T
L

c s c s

′− −
′′ =

′ ′′− −
,     (2.434) 

где sJ ,1  и sT  определяются соотношениями (2.292) и (2.293), а 

)(1 sc′  рассчитывают по формуле (2.412). 
Далее проводят последовательный расчет всех внутренних па-

раметров каскада, начиная, например, с первой отвальной ступени. 
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Для этого используют рекуррентные соотношения для ступеней, 
основывающиеся на формулах (2.286) – (2.298). В конце расчета 
проверяют выполнение граничных условий на отборном конце кас-
када. Если они не выполняются, то итерационный процесс продол-
жают до выполнения этих условий. 

В процедуре оптимизации перебор концентраций 
)1(...),3(),2( 111 −′′′′′′ Nccc  целесообразно проводить с использовани-

ем известных методов нелинейного программирования и, если не-
обходимо, сочетать их с методом случайного поиска [57, 58].  

В работе [56] для сравнения R-каскада и оптимального каскада с 
одинаковыми концевыми концентрациями целевого компонента в 
качестве разделяемой смеси рассмотрена 4-компонентная модель-
ная смесь со следующими параметрами: M1=298, M2=299, M3=300, 
M4=301, Fc1 =10%, Fc2 =30%, Fc3 =30%, Fc4 =30%. За целевой 
принят самый легкий компонент (n=1), q0=2. Концентрации целево-
го компонента в потоках отбора Pc1 =91,42% и отвала Wc1 =0,33% 
были получены из предварительного расчета R-каскада с несмеше-

нием по относительной концентрации )5,298( *
2112 == MccR  с 

10 ступенями в отборной и 9 ступенями в отвальной секциях кас-
када. Расчет показывает, что "наилучшим" R-каскадом для задан-
ных концентраций оказывается каскад с *

опт( )M =298,6. Сравнение 
характеристик R-каскада и оптимального каскада, разделяющих 4-х 
компонентную модельную смесь (M1=298, M2=299, M3=300 и 
M4=301, c1F=10%, c2F=30%, c3F=30%, c4F=310%, q0=2) при фиксиро-
ванных значениях целевого компонента (n=1) на концах каскада 
c1P=91,42%, c1W=0,33%приведено в табл. 2.14.  

Таблица 2.14 
Сравнение оптимального и R-каскадов при одинаковых 

значениях концентрации целевого компонента в потоках отбора и отвала 

Каскад N f ∑ PL /  
M*=298,5 19 10 306,12 
(M*)опт=298,6 19,71 (~20) 8,46 (~8) 302,26 
Оптимальный 18 8 298,5 
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В табл. 2.14 приведены характеристики двух R-каскадов с 
M*=298,5 и (M*)опт=298,6, а также каскада с оптимизированными по 
критерию минимальности суммарного потока параметрами с ука-
занными выше концентрациями целевого компонента в потоках 
отбора и отвала. Как видно из приведенных в таблице данных, зна-
чения суммарных потоков во всех рассмотренных случаях близки 
друг к другу. Превышение суммарного потока R-каскада с 
M*=298,5 над суммарным потоком оптимального каскада составля-
ет 2,6%, а в случае (M*)опт=298,6 – на 1,26%. 

В работах [54, 55] также приведены результаты расчета центро-
бежных каскадов для обогащения изотопов 28Si в виде тетрафтори-
да кремния SiF4 с массовыми числами компонентов M1=104, 
M2=105, M3=106 и концентрациями компонентов в потоке питания 

Fc1 =92,21%, Fc2 =4,70%, Fc3 =3,09%. Коэффициент разделения 

на единицу разности массовых чисел принят равным q0= 3 . Для 
R-каскада с несмешением по относительной концентрации 

3113 / ccR =  (M*=105) с числом ступеней N=81 и подачей потока 
питания в ступень с номером f=21 были найдены следующие кон-
цевые концентрации целевого компонента Pc1 =98,71%, 

Wc2 =1,4·10-2 %, а относительный суммарный поток в каскаде был 
равен ∑ PL / =291,8. 

Параметры оптимального каскада с заданными внешними кон-
центрациями целевого компонента Pc1 =98,71%, Wc2 =1,4·10-2 % 
оказались равны N=42 и f=38, а суммарный поток ∑ PL / =51,1. 
Расчет показывает, что характеристики наилучшего R-каскада бы-
ли равны: (M*)опт=104,5, что означает несмешение по относитель-
ной концентрации 2112 / ccR = , N=45 и f=41, ∑ PL / =51,17. Таким 
образом различие в величинах суммарного потока в оптимальном и 
R-каскадах с (M*)опт не превышает 0,14%, в то время как в R-
каскаде с M*=105 он в несколько раз больше. 

Отсюда следует важный вывод. Опираясь на теорию модельных 
каскадов для разделения многокомпонентных изотопных (в част-
ности R-каскадов), можно получать исходные данные (начальные 
приближения) для определения оптимальных параметров много-
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ступенчатых разделительных установок с заданными внешними 
концентрациями целевого изотопа.  

2.4.4.4. Квазиидеальный каскад с потерями рабочего вещества на  
             ступенях [59-62] 

Схема каскада для разделения многокомпонентных смесей с по-
терями рабочего вещества приведена на рис. 2.33. 

Так же, как и в случае разделения бинарных смесей, будем счи-
тать, что потери на каждой ступени каскада sLΔ  пропорциональны 
потоку на ее входе, т.е. 

)(syLLs =Δ ,       (2.435) 
где y  – величина, называемая коэффициентом потерь, которую 
принимают одинаковой для всех ступеней каскада. 

Уравнение коммутации потоков на входе в произвольную s -ую 
ступень в этом случае имеет вид: 

' " ' "( 1) ( 1) (1 ) ( ) ( ) , 1, 2, , .i i i iG s G s y G s G s i m⎡ ⎤− + + = + + =⎣ ⎦ … (2.436) 
с учетом: 

'
" i
i

i

GG
g

= ,   '1i
i i

i

gG G
g
+= ,    (2.437) 

соотношения (2.436) для квазиидеального каскада могут быть пе-
реписаны в виде: 

' ' '1 1( 1) ( 1) (1 )(1 ) ( ), 1, 2, ,i i i
i i

G s G s y G s i m
g g

− + + = + + = … , (2.438) 

где ig - константы. 
 

Соотношения (2.438) представляют конечно-разностные урав-
нения 2-го порядка с постоянными коэффициентами относительно 
функций ' ( )iG s . Граничные условия могут быть представлены в 
виде: 

Рис. 2.33. Схема противоточного разделительного каскада с 
потерями в «узлах» каскада 
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' '

' ' '

'

'

(0) ( 1) 0,
1 1( 1) ( 1) (1 )(1 ) ( ) 0,

( ) ,

(1) (1) ,
1, 2, , .

i i

i i i iF
i i

i iP

i i iW

G G N

G f G f y G f Fc
g g

G N Pc
G g Wc
i m

⎫= + =
⎪
⎪− + + − + + + =
⎪
⎪⎪= ⎬
⎪= ⎪
⎪=
⎪
⎪⎭

…

 (2.439) 

Кроме того, решения уравнений (2.438) для отборной и отваль-
ной частей каскада должны совпадать при fs = . 

Фундаментальные решения уравнений (2.438) могут быть запи-
саны в виде  

'
1 2( ) s s

i i i i iG s A Bω ω= + ,  mi ,,2,1 …= ,     (2.440) 
где iA  и iB  – константы, которые должны быть найдены из гра-
ничных условий, а i1ω , i2ω  являются решениями квадратных урав-
нений  

0)1)(1(2 =+++− iiii gyg ωω ,      (2.441) 
имеющими вид 

( ) ( )( )2

1

( 1)(1 ) 1 1 4

2
i i ig y g y g

ω
+ + + + + −

= ,   (2.442) 

( )( )( )2

2

( 1)(1 ) 1 1 4

2
i i ig y g y g

ω
+ + − + + −

= ,   (2.443) 

mi ,,2,1 …= .           
Использование граничных условий (2.439) позволяет решение 

уравнений (2.438) записать в виде: 

для отвальной части каскада 

( )' 1 2
2 1

2 1

( ) s si i
i iW i i

i i

G s Wc ω ω ω ω
ω ω

= −
−

,   (2.444) 

1,,2,1 −= fs … , mi ,,2,1 …= .       
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1 1
2 1

1 1
2 1

N f N f
i i

iW iFN N
i i

Wc Fcω ω
ω ω

+ − + −

+ +

−=
−

,     (2.445) 

1,,2,1 −= fs … , mi ,,2,1 …= .     
для отборной части каскада 

     
1 1

' 2 1
1 1

2 1

( )
s N s N
i i

i iP
i i

G s Pc ω ω
ω ω

− − − −

− −

−=
−

,    

 (2.446) 
Nfs ,,…= , mi ,,2,1 …= .    

2 1
1 1

2 1

f f
P i i
iP iFN N

i i

Pc Fcω ω
ω ω

− −

− − − −

−=
−

,     (2.447) 

Nfs ,,…= , mi ,,2,1 …= .    

Учитывая, что 
1

1
m

j
j

c
=

=∑ , из (2.445) – (2.447) получаем: 

1 1
2 1

1 1
1 2 1

N f N fm
j j

iFN N
j j j

W c
F

ω ω
ω ω

+ − + −

+ +
=

−
=

−∑ ,     (2.448) 

2 1
1 1

1 2 1

f fm
j j

iFN N
j j j

P c
F

ω ω
ω ω

− −

− − − −
=

−
=

−∑ ,      (2.449) 

1 11 1
2 12 1

1 1 1 1
12 1 2 1

N f N fN f N f m
j ji i

iW iF jFN N N N
ji i j j

c c c
ω ωω ω

ω ω ω ω

+ − + −+ − + −

+ + + +
=

−−=
− −∑ ,  (2.450) 

2 12 1
1 1 1 1

12 1 2 1

f ff f m
j ji i

iP iF jFN N N N
ji i j j

c c c
ω ωω ω

ω ω ω ω

− −− −

− − − − − − − −
=

−−=
− −∑ ,   (2.451) 

Далее, используя решения (2.444) (2.446) и соотношения (2.437), 
можно определить распределение потоков )(sL , концентраций 
компонентов ( )ic s  и коэффициента деления потока )(sθ  по длине 
квазиидеального каскада с потерями на ступенях. 
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( ) ( )1 21 2
2 1 2 1

12 1 2 1

1 11 1
2 12 1

1 1 1 1
12 1 2 1
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2 1 2 1
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1 1 1 1
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(2.454) 

Формулы (2.448) – (2.454) позволяют, например, при заданных 
величинах ig , f , N , y  рассчитать квазиидеальный каскад с по-
терями на ступенях, т.е. определить значения FW , FP , зна-
чения концентраций компонентов в потоках отбора и отвала iPC , 

iWC , распределение потока на входе в ступень )(sL  и концентра-
ции компонентов )(sCi  по длине каскада. 

Другую разделительную задачу – расчет параметров квазииде-
ального каскада с потерями при заданных концентрациях целевого 
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изотопа iPC  и iWC  решают по тому же алгоритму, который для 
случая 0=y  описан в разделе 2.4.6.2. 

 
Рис. 2.34. Зависимость относительного изменения суммарного потока в R-

каскаде при обогащении изотопа 180W в виде гексафторида вольфрама от коэффи-
циента потерь y  при заданных величинах концентрации целевого изотопа в по-

токе отбора ,5.0)180( ≥PC и коэффициенте извлечения ( (180) 0.9
(180)

P

F

PC
FC

≈ ) 

 
В качестве иллюстрации на рис. 2.34 представлена зависимость 

относительного изменения суммарного потока в R-каскаде, предна-
значенном для концентрирования изотопа 180W в виде WF6 , от ко-
эффициента потерь y . Исходные данные расчета были приняты те 
же, что и в работе [50] для случая отсутствия потерь ( 0=y ). 

Из представленной зависимости видно, что, например, при 
3

0
2 105ln −×=qy , относительное увеличение (по сравнению со 

случаем отсутствия потерь 0=y ) суммарного потока составляет 
24,5%≈ . 
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В случае малых потерь в разделительной ступени, когда выпол-
нено условие 0ln qy << , раскладывая (2.441) и (2.442) в ряд, полу-
чаем 

i

i
i g

g
y

−
+

=
1
1

1ω ,  mi ,,2,1 …= ,    (2.455) 

)
1
1

1(2
i

i
ii g

g
yg

−
+

−=ω  , mi ,,2,1 …= .   (2.456) 

Учитывая малость величины y  по сравнению с единицей соот-
ношения (2.455), (2.456) можно преобразовать к виду 

i

i
i g

g
y

−
+

=
1
1

ln 1ω ,  mi ,,2,1 …= ,     (2.457) 

i

i
ii g

g
yg

−
+

−=
1
1

lnln 2ω ,  mi ,,2,1 …= .   (2.458) 

Откуда находим, что 

)
1
1

exp(1 s
g
g

y
i

is
i −

+
=ω ,      (2.459) 

)
1
1

exp(2 s
g
g

yg
i

is
i

s
i −

+
−=ω ,     (2.460) 

Подставляя (2.459) – (2.460) в (2.448) и (2.451) получим: 
1

1
1

exp[ ( 1 )] exp[ ( 1 )]
exp[ ( 1)] exp[ ( 1)]

N fm
j j j

jFN
j j j j

g y N f y N fW c
F g y N y N
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− + − − + −
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− + − +∑ , (2.461) 
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, (2.463) 



 324

1

1
1

exp( ) exp( )
exp[ ( 1)] exp[ ( 1)]

exp( ) exp( )
exp[ ( 1)] exp[ ( 1)]

f
i i i

iFN
i i i

iP fm
j j j

jFN
j j j j

g y f y f c
g y N y NC

g y f y f
c

g y N y N

−

− −

−

− −
=

− −
+ − − +=

− −
+ − − +∑

,  (2.464) 

  mi ,,2,1 …= , 

где 1
1~

−
+=

i

i
i g

gyy . 

Если количество ступеней в каскаде достаточно велико, так что 
1f

ig >> , 1N
ig >> , то из формулы (2.464) можно получить 

следующие асимптотические приближения для концентраций 
компонентов, обогащаемых по направлению к «легкому» 
(отборному) концу каскада ( 0>ig ) 

  

0

1exp ( 1 )
1

.
1

exp ( 1 )
1
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i
iP iF
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gy N f
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c c
g
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      (2.465) 

Данное соотношение является обобщением на случай каскада с 
потерями формулы для предельных концентраций, полученной в 
работе [5]: 
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Рис. 2.35. Зависимость величины 
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Из формулы (2.465) следует, что «потери» промежуточных 
компонентов по сравнению с крайними в достаточно длинном 
каскаде оказываются более значительными. Это объясняется тем, 
что распределения промежуточных компонентов в этом случае 
имеют максимум внутри каскада, где по сравнению со ступенями, 
близкими к концам, потоки питания ступеней и, следовательно, 
потери будут больше.  

На рис. 2.35 представлена рассчитанная по формуле (2.465) 

зависимость отношения [ ]
(183)

(183)
P

P

c
c

пред.

, где [ ](183)Pc
пред.

 – 

предельное значение концентрации целевого изотопа 183W в потоке 
отбора R-каскада с потерями от длины обогатительной части 

1PS N f= − +  ( *M =183,5; 3
0 105ln/ −×=qy ; =0q 1,16306). 

2.4.4.5. Квазиидеальный каскад с двумя питающими потоками  
             [63-66] 

Каскады с дополнительными потоками отбора и питания 
представляют интерес по ряду факторов, в частности для 
получения высокообогащенных промежуточных компонентов. 

Представляет практический интерес случай, когда 
противоточный каскад имеет две точки питания. При этом 
основной поток питания F, содержащий разделяемые компоненты с 
концентрациями iFc , подается в первую точку (на вход ступени с 
номером f). Во вторую точку питания (на вход ступени с номером 
p) подается поток E с концентрациями Eic , , (рис. 2.36). Возможен 
случай, когда поток E не содержит разделяемые компоненты. 

Задачу разделения многокомпонентной смеси рассмотрим на 
примере квазиидеального каскада с двумя точками подачи питания. 
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Рис. 2.36. Схема противоточного каскада с двумя питающими потоками 

 
Как показано в разделе 2.4.6.1, обогащенный поток 

произвольного i-ого компонента может быть представлен в виде 
    i

s
iii BgAsG +=′ )( ,                   
(2.467) 

В рассматриваемом случае для определения констант iA  и iB  
помимо граничных условий (2.381) следует использовать 
уравнения баланса на входах в ступени с номерами f и p: 

  ,
11( 1) ( 1) ( ) 0,i
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где величины ig  определяются соотношениями (2.19) и (2.20). 
Применение условий (2.381), (2.468) и (2.469) позволяет 

решение (2.467) для отдельных частей каскада записать в виде 
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Используя уравнения баланса 
 0,iP iW iF iEPc Wc Fc Ec+ − − =                    (2.475) 
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Распределения )(),( scsL i  и )(sθ  по отдельным участкам 
каскада можно найти, используя очевидные соотношения 
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Суммирование величины )(sL  по всем ступеням каскада дает: 

[

]
1 1
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          (2.480) 

Если заданы величины , , , , ,iF iE ic c N f p g  и два внешних 
потока (например, F и E), то, формулы (2.470)-( 2.481) позволяют 
провести полный расчет квазиидеального каскада с двумя точками 
питания. 

Если в квазиидеальном каскаде выполнены условия несмешения 
относительных концентраций n-го и k-го компонентов, то с учетом 
соотношений (2.477), (2.478), (2.403)-(2.407) легко получить 
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определяется соотношением (2.407). 
Учитывая, что решения уравнений квазиидеального каскада 

(2.470), (2.471) должны совпадать при fs = , используя 
соотношения (2.481) – (2.483), уравнения баланса (2.475) и 
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Суммарный поток каскада с учетом соотношений (2.481)-(2.483) 
и уравнений баланса по каскаду можно представить в виде 

1 1

ln ln ln ln( ) 01
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P W F EN m
iP nk iW nk iF nk iE nk
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) 
Если заданными величинами при "проектировочном" расчете 

(на заданные концентрации целевого (ценного) компонента lPc  и 

lWc ) являются: номера опорных компонентов (n, k), концентрации 
компонентов в потоках питания iEc , iFc , величины ig , то для 
решения задачи имеем m уравнений покомпонентного баланса 
(2.475), (m-2) уравнений вида (2.484) (уравнений H-баланса) и два 
уравнения, связывающие величины концентраций в потоках отбора 

и отвала: 
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уравнений. Неизвестные параметры: (m-1)-концентраций iPc  
( )i n≠ , (m-1)-концентраций iWc , ( )i n≠  и четыре величины 
потоков P,W,F, и E, т.е. всего )22(4)1()1( +=+−+− mmm  
параметра. Следовательно, для замыкания системы уравнений 
необходимо задать 22)22( =−+m  параметра, например, E и P.  

После решения указанной системы с использованием (2.481) – 
(2.483) могут быть вычислены величины f, p и N, далее–

распределения ,
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=θ , где функции )(sLi′  для отдельных участков 

каскада определяются формулами (2.470), (2.472), (2.475) и, 
наконец, по формуле (2.485) – суммарный поток в каскаде. 

Представляет практический интерес разделения в R-каскаде m-
компонентной изотопной смеси с малым содержанием )2( −m  
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компонентов (минорные компоненты). В этом случае сумма 
концентраций двух основных (опорных) компонентов примерно 

равна единице, т.е. 1n kc c+ ≈ , т.е. 
1

n
nk

n

cR
c

≈
−

. 

Если n-й опорный компонент одновременно является целевым, 

то величины 
1

P nP
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nP

cR
c

≈
−

, W nW
nk

kW

cR
c

≈  (и, следовательно, величины 

f, p и N) заданы. 
Формулы для расчета концентраций минорных компонентов в 

потоках отбора и отвала легко получить, используя соотношения 
(2.484) и уравнения покомпонентного баланса (2.475): 
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Из соотношений (2.486), (2.487) следует, что величина 
P
Ef E =  

является свободным параметром, который может меняться в 

пределах 
max

0 nP nW
E

nE nW

c cEf
P c c

−⎛ ⎞≤ ≤ =⎜ ⎟ −⎝ ⎠
. Максимальное значение 

параметра Ef  соответствует случаю, когда поток основного 
питания E принимает значение, равное нулю.  
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После определения концентраций nPc  и nWc P P , ( )*

опт
M  

дальнейший расчет параметров R-каскада трудностей не 
представляет. 

 

Контрольные вопросы ко второй части 

1. Какая ступень (элемент) называется симметричной относи-
тельно компонентов с номерами n и k? 

2. В чем заключается свойство антисимметричности относи-
тельных коэффициентов обогащения? 

3. Какими граничными условиями связаны внешние и внутрен-
ние параметры каскада? 

4. Какую задачу подразумевают под расчетом каскада заданно-
го профиля? 

5. Как выглядят уравнения каскада в случае разделения много-
компонентной смеси? 

6. Перечислите свойства уравнений каскада. 
7. В чем суть метода расчета заданной конфигурации методом 

ортогональной коллокации? Метода квазилинеаризации уравне-
ний? 

8. Какие каскады для разделения многокомпонентных смесей 
называют модельными? 

9. Каким отличительным свойством обладает Q-каскад? 
10. Назовите возможности получения значений концентраций 

целевых промежуточных компонентов больших, чем предельные 
значения этих концентраций на концах Q-каскада? 

11. Какова последовательность расчета Q-каскада на заданные 
величины Cnp,Cnw и P (n - номер целевого компонента; величины εij 
и CiF считаются заданными)? 

12. Опишите подход В.Б. Жигаловского к решению системы 
уравнений каскада с несмешением по относительной концентрации 
для выбранной пары компонентов (R-каскада). 

13. В чем суть проектировочного расчета прямоугольно-
секционированного каскада на основе каскада непрерывного про-
филя (случай слабого обогащения)? 
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14. Каковы особенности нестационарных процессов в каскадах 
для разделения многокомпонентных смесей? 

15. Как можно сократить пусковой период в двойном каскаде? 
16. Как внутрифазный изотопный обмен влияет на процесс раз-

деления многокомпонентной смеси, содержащей изотопы молекул 
на примере NO? 

17. В чем состоят трудности расчета системы уравнений, опи-
сывающих процесс разделения многокомпонентной смеси в прямо-
угольном каскаде с немалыми обогащениями на ступенях? 

18. Каковы основные принципы методов расчета прямоуголь-
ных каскадов? 

19. Как влияет величина отношения потока отбора к потоку от-
вала на состав получаемой смеси? 

20. Какой каскад называют «квазиидеальным»? 
21. В чем заключается характерная особенность свойств «ква-

зиидельных» каскадов с несмешением относительных концентра-
ций двух заданных компонентов (R-каскадов)? 

22. На каких математических подходах осуществляют оптими-
зацию каскада с немалым обогащением на ступенях по суммарно-
му потоку при заданных концентрациях целевого компонента в по-
токах отбора и отвала? 

23. К какому выводу приводит сравнение по суммарному пото-
ку «оптимальных» и R-каскадов (с * *

оптM M= ) при одинаковых 
концентрациях целевого компонента на их концах? 

24. На величину каких концентраций в потоке отбора – крайне-
го компонента или промежуточных – потери рабочего вещества 
оказывают бОльшее влияние? 

25. Какие уравнения необходимо привлечь для «проектировоч-
ного» расчета (на заданные концентрации целевого компонента в 
потоках отбора и отвала) R-каскада с двумя питающими потоками, 
если заданными величинами являются: номера опорных компонен-
тов, концентрации компонентов в потоках питания, величины па-
раметров gi? 
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3.1. Понятия и приемы, используемые в практике 
центробежного каскадирования 
 

Получение требуемого количества и концентрации изотопного 
продукта, как правило, не может быть обеспечено на отдельной 
газовой центрифуге вследствие её ограниченной 
производительности и недостаточно больших коэффициентов 
разделения. На практике для характеристики центробежного 
каскада принято использовать произведение ε0·N, где ε0=(q0-1) – 
коэффициент обогащения, приходящийся на единичную разность 
массовых чисел разделяемых компонентов, а N – общее число 
ступеней в каскаде. При ε0·N, > 3, каскад называют «длинным». 
При значении ε0 =0,1 каскад, состоящий из трех десятков ступеней, 
считают длинным. Для получения высококонцентрированных 
малораспространенных в природе стабильных изотопов 
центробежные каскады содержат сотни ступеней. 

Разделительная ступень в каскаде может состоять из одной 
центрифуги, нескольких  или многих, соединенных параллельно и 
работающих в одном и том же гидравлическом и разделительном 
режимах (см. часть 1). Количество центрифуг в ступени определяет 
поток рабочего вещества, протекающего через ступень, часто 
называемый «шириной» ступени. Минимальная ширина ступени 
соответствует одной центрифуге. Чем больше ширина ступени, тем 
бόльшее количество вещества подвергают разделению и тем 
больше обогащенного продукта может произвести каскад. 

На первом этапе создания целевой разделительной установки 
проводят исследования, моделирующие одиночную 
разделительную ступень. Найденные в этих опытах относительные 

коэффициенты разделения '''

'''

ij

ji
ij

cc

cc
q = , где ji cc ′′,  и ji cc ′′′′,  – 

концентрации i-го и j-го компонентов в выходных потоках из 
ступени, mji ,1, = , m – число компонентов разделяемой смеси, 
затем используют при расчете параметров каскада [1]. 

В практике центробежного разделения изотопов неурановых 
элементов чаще всего применяют каскады постоянной ширины, в 
которых все разделительные ступени содержат одинаковое 
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количество центрифуг, соединенных параллельно. Такие установки 
представляют собой прямоугольные каскады (ПК). Разделительные 
каскады также могут быть выполнены из ступеней, имеющих 
разную ширину. В этом случае их называют прямоугольно-
секционированными каскадами (ПСК). Характерной возможностью 
современной центробежной технологии является ее гибкость, т.е. 
возможность перестраивать конфигурацию каскада, изменять его 
длину и ширину ступеней, а также варьировать место подачи 
потока питания в каскад, что позволяет реализовывать режимы 
разделения, необходимые для концентрирования того или иного 
изотопа различных химических элементов и осуществлять 
наиболее производительные режимы разделения [2]. Для этого на 
каскаде устанавливают необходимые трассы и вентили, 
позволяющие это осуществлять без специальных монтажных работ 
и нарушения вакуумной плотности ступеней. Пусть, например, в 
каскаде имеется 200 центрифуг. Из них можно смонтировать 
каскад из 50 ступеней при ширине ступени в 4 центрифуги. При 
наличии необходимых трасс и вентилей, можно перенаправить 
потоки таким образом, чтобы каскад имел 100 ступеней при 
ширине в две центрифуги. Более широкий каскад позволяет 
пропускать больше исходного вещества, а более длинный – 
обеспечить высокое обогащение крайних компонентов 
разделяемой смеси. Современный каскад с перестраиваемой 
конфигурацией позволяет в течение короткого времени перейти к 
наработке другого целевого изотопа в той же изотопной смеси или 
при использовании рабочего вещества иной физико-химической 
природы изотопов другого химического элемента. 

Разделительные ступени каскадов снабжают регулировочными 
органами: регуляторами потоков и давлений для поддержания 
заданного, стабильного гидравлического режима работы, 
позволяющими выполнить условия каскадирования 
разделительных ступеней. Для обеспечения технологической 
надежности каскада в случае нарушения гидравлических режимов, 
каскад с помощью вентилей и клапанов разделяют на так 
называемые «отсекаемые» группы. Любая центрифуга, в случае 
нарушений в ее работе, также может быть отсечена своими 
клапанами и выведена из эксплуатации. 
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В каскаде по всей его длине располагают трассу питания 
каскада, из которой через специальный вентиль можно подать 
исходное рабочее вещество в любую ступень. Подача заданного и 
постоянного потока питания требует соответствующей 
регулирующей и контролирующей аппаратуры.  

Для функционирования центробежного каскада применяют 
процессы конденсации и испарения рабочего газа, в качестве 
которого используют летучие соединения различного химического 
состава. Для этой цели служит конденсационно-испарительная 
установка (КИУ), обеспечивающая подачу в каскад требуемого 
потока питания и сбор потоков легкой и тяжелой фракции из 
концевых ступеней в соотношении, задаваемом разделительным 
режимом. Разделенные фракции низкотемпературной 
конденсацией собирают в специально подготовленные емкости. 
Для сбора газа, находящегося в каскаде, по окончанию работы или 
в экстренном случае предусмотрены сбросные емкости.  

Каскад и КИУ снабжают необходимой вакуумной системой. 
Система технологического контроля контролирует работу каждой 
центрифуги, в частности отслеживает число оборотов 
центробежного аппарата, величины давления и потоков в каскаде и 
КИУ. 

Центробежная технология основана на использовании 
унифицированного оборудования, которым является центрифуга. 
Поэтому повышение разделительных возможностей центробежного 
каскада может осуществляться поэтапно: запускается в 
эксплуатацию первая очередь, начинает производиться продукт. 
Затем, без приостановки разделения монтируется и подключается к 
работе следующий модуль.  

3.2. Многопараметричность разделительных задач  

При постановке задачи получения какого-либо изотопа обычно 
задается необходимая изотопная концентрация и требуемое 
количество вещества. Могут быть сделаны ограничения на время 
наработки целевого компонента, степень его обогащения, а также 
ограничения на содержание примесных изотопных компонентов.  

Поставленная разделительная задача, как правило, требует 
проведения расчетно-теоретических исследований. С этой целью 
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используют алгоритмы расчетов, оформленные в виде 
специализированных программных продуктов [3]. При расчете 
каскада заданной конфигурации исходными параметрами являются 
потоки питания F и отбора P и концентрации компонентов в 
потоке питания iFc  1,...,i m= , относительные коэффициенты 
разделения qij, число ступеней в каскаде N, f – номер ступени, на 
вход которой подают поток питания, а также поток питания 
ступеней («ширина») L. Определению подлежат концентрации в 
выходных потоках из каскада iWiP cc ,  и распределение 
концентраций )(sci  по ступеням каскада. 

Процесс разделения стабильных изотопов какого-либо 
химического элемента, в отличие от обогащения урана, как 
правило, не является непрерывным и постоянным. Работа 
осуществляется до получения заданного количества изотопной 
продукции, а затем режим разделения прекращают. Если 
изотопный продукт требуется производить в течение достаточно 
длительного времени, то для обеспечения долгосрочной 
производственной программы целесообразно создание 
специализированного каскада. Такая ситуация имеет место, 
например, при обогащении изотопов железа или обеднении цинка 
по изотопу цинк-64 [4].  

Цена имеющегося в наличии рабочего соединения 
существенным образом влияет на выбор наиболее эффективного 
разделительного режима. Необходимость проведения более чем 
одного разделительного этапа, возникающая из-за ограниченного 
числа имеющихся в наличии разделительных элементов, еще более 
усложняет анализ разделительного процесса перед его 
практической реализацией. Напротив, наличие у производителя 
изотопно-разделенных фракций данного химического элемента от 
предыдущих кампаний, может существенно упростить будущую 
работу по разделению. 

Если требуется наработать не крайний изотоп, или требования 
по наличию примесных компонентов достаточно высокие, в этом 
случае требуется проведение более чем одного этапа разделения. В 
этом случае ценная фракция, собранная на предыдущем этапе 
вновь подается в каскад в виде потока питания. При этом чем 
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меньше длина используемого каскада, тем больше этапов 
необходимо проводить. 

При разделении изотопов на каскадах центрифуг стратегию 
разделительной кампании выстраивают с учетом того, какой 
компонент разделяемой смеси является целевым, а также какая 
концентрация целевого изотопа и какое количество должны быть 
получены. Эти факторы определяют последовательность 
разделительных этапов и необходимую массу исходного рабочего 
вещества. Для определения оптимальных условий ведения 
процесса разделения обычно проводят комплекс расчетно-
теоретических исследований с использованием различных методик 
расчета прямоугольного каскада. 

Иногда в ходе одной разделительной кампании требуется 
получить кроме основного один или несколько других изотопов 
разделяемого элемента. От требований к концентрации этих 
компонентов и их молекулярных масс (соседние они с целевым 
компонентом или далекоотстоящие), также зависит 
последовательность проводимых разделительных этапов и степень 
извлечения всех целевых изотопных компонентов. 

Суммарный поток отбора легкой и тяжелой фракций из каскада 
равен подаваемому в каскад потоку питания, если отсутствуют 
потери вещества в каскаде. Используемые в качестве рабочего 
вещества химические соединения должны обладать достаточной 
химической и термической стойкостью, не позволяющей переход 
его в больших количествах в нелетучие формы и не вызывающей 
коррозии материалов, из которых изготовлена разделительная 
установка. В случае частичного разложения рабочего вещества, как 
это имеет место, например, в случае диметила кадия (ДМК), 
используемого при разделении изотопов кадмия, возникают его 
потери в разделительных ступенях каскада. Наличие потерь 
приводит к нарушению изотопного баланса в ступенях и концевых 
(выходных) потоках каскада и делает необходимым анализ 
процесса разделения в каскаде при учете наличия потерь (см. 
раздел 2.4.4.4 части 2 настоящего пособия). 

Величина потерь рабочего вещества существенным образом 
влияет на выбор режима разделения. Потери снижают 
разделительные возможности каскада и приводят к необходимости 
увеличения исходного количества рабочего вещества. При 
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значительных уровнях потерь, и особенно на этапе нестационарной 
начальной работы каскада, необходим корректный учет их 
величины и оптимизация работы по параметру: 
«продолжительность работы/масса исходного вещества». Потери 
сопровождаются осаждением продуктов разложения рабочего 
вещества как в центрифугах, так и коммуникациях. Продукты 
разложения могут взаимодействовать с рабочим газом, и приводить 
к изменению изотопного состава отбираемых фракций, а также 
вносить дополнительное химическое загрязнение отбираемого 
продукта. 

3.3. Организация разделительной кампании 

Каждому стационарному режиму работы каскада предшествуют 
операции заполнения каскада рабочим веществом, установление 
рабочего потока питания каскада в заданную ступень, начало 
отбора легкой и тяжелой фракций с необходимым делением, 
выравнивание гидравлических параметров (давлений и потоков) в 
разделительных ступенях. В зависимости от длины каскада, вида 
рабочего вещества и заданных гидравлических параметров на это 
требуется от нескольких до двух десятков часов. После достижения 
стационарного гидравлического режима, требуется также время на 
установление стационарного разделительного режима, при котором 
концентрации изотопных компонентов в отбираемых потоках не 
изменяются и соответствуют заданным. При этом в каскаде 
достигается постоянное распределение изотопных компонентов по 
ступеням.  

Возможность с помощью разработанных алгоритмов расчета 
каскадов вычислять концентрации компонентов не только в 
концевых потоках, но и на каждой ступени каскада (рис. 3.1) 
позволяет рассчитать весовое содержание всех изотопных 
компонентов в каскаде.  

На практике эта характеристика каскада определяется 
следующим образом. Для этого прекращают подавать питание в 
каскад, перекрывают отбираемые потоки и удаляют весь рабочий 
газ из каскада в сбросную емкость. Масса удаленного газа 
позволяет определить газонаполнение как каскада в целом, так и 
одной ступени. Такую операцию обычно проводят в конце 
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разделительной кампании. Степень совпадения расчетных и 
реальных концентраций в потоках отбора и отвала является 
критерием правильности использованной расчетной методики и, в 
конечном счете, оптимальности выбранного технологического 
режима. 

 

 
Рис. 3.1. Распределение концентраций изотопов серы по длине каскада 

постоянной ширины 
 
Накопление в каскаде изотопных компонентов с заданными 

концентрациями определяет время установления разделительного 
режима. Допустим, газонаполнение некоторого каскада равно 100 г 
рабочего вещества, а по расчету на стационарном режиме 
содержание в нем ценного изотопного компонента составляет 30%, 
т.е. 30 г. Пусть в качестве питания каскада в сутки поступает 1000 г 
вещества с концентрацией ценного изотопного компонента 2%, что 
соответствует потоку этого компонента 20 г/сут. В случае, когда 
ценный изотопный компонент не выходит в отбираемые фракции, а 
только накапливается в каскаде, оценочное время установления 
составляет 30/20~1,5 суток. На практике времена установления 
могут составлять как несколько часов, так и несколько суток.  

Время установления, зависящее от газонаполнения каскада, 
является важным параметром при многоэтапной разделительной 
кампании. Предположим, что для получения некоторого изотопа в 
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количестве 20 г рабочего вещества были выполнены расчеты и 
оказалось, что требуется проведение трехэтапной кампании на 
одном и том же каскаде, а отношение потока питания к потоку 
отбора на всех этапах одинаково и составляет 10/1. На первом 
этапе потребуется 20000 г исходного вещества, а отбор ценной 
фракции составит 2000 г. На втором этапе из 2000 г питания будет 
извлечено 200 г целевой фракции. А на третьем этапе из 200 г 
обогащенного вещества будет получено 20 г итогового продукта. 
Такая задача характерна при обогащении малораспространенных 
(1% и менее) изотопов, или изотопов с большим природным 
содержанием, но не крайних в изотопном интервале этого 
элемента. Приведенные оценки справедливы, если газонаполнение 
каскада много меньше потока питания на всех этапах 
разделительной кампании. 

Если в распоряжении есть каскад, имеющий газонаполнение 
порядка 100 г рабочего вещества, то найденный в расчетах третий 
этап не может быть реализован, так как половина из 200 г, 
наработанных на втором этапе, уйдет на заполнение каскада, 
потребуется время (и питающий газ) для выхода на стационарный 
режим, а на накопительный режим работы газа может не остаться 
вовсе. Другими словами, для реализации расчетного третьего этапа 
нужно иметь вдвое или даже втрое больше газа для потока 
питания, т.е. 400-600 г. Для этого на первом этапе разделения 
нужно переработать не 20 кг, а 40-60 кг исходного рабочего 
соединения, что потребует в 2-3 раза больше времени. Таким 
образом, каскад с газонаполнением 100 г хорошо подходит для 
начальных этапов, но его ограниченные возможности приводят к 
увеличению общего времени разделительной кампании.  

Одним из критериев оптимальной работы каскадной установки 
при разделении многокомпонентных смесей стабильных изотопов 
является время ее выхода на стационарный режим, которое должно 

быть меньше времени разделительной кампании 
F
Мисх. = 

= .рабt >> .устt , где:  Мисх. – исходная масса рабочего вещества в 

каскаде, F – величина потока питания каскада, .рабt  – время 
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работы установки, .устt  – время установления стационарного 
режима. Для определения общего времени многоэтапной 
разделительной кампании должно быть добавлено время, 
необходимое на технологический переход от этапа к этапу (замена 
конденсационных емкостей, изотопный анализ фракций, установка 
нового питания, откачка КИУ и т.д.). В результате на практике 
время кампании увеличивается по сравнению с первоначально 
оцененной длительностью наработки целевого изотопа. Особенно 
это имеет значение на последних этапах работы, когда важно не 
допустить снижения достигнутого уровня обогащения ценного 
компонента. На последних этапах желательно использовать 
каскады с небольшим газонаполнением.  

Еще одним практическим аспектом, влияющим на выбор 
режима работы каскада, является величина возможного отбора 
легкой фракции центробежного каскада. Каскад не является 
абсолютно вакуумно-плотной установкой, поэтому в нем всегда 
имеется натекание некоторого количества воздуха, пропорцио-
нального числу центрифуг в каскаде. Этот воздух уходит из 
каскада вместе с отбираемым в легкую фракцию потоком рабочего 
вещества, величина которого не может быть меньше некоторого 
значения, зависящего от технических параметров каскада. В 
противном случае натекающий в каскад воздух не будет вы-
водиться из ступеней, и выбранный режим не будет реализован. 
Если рабочее вещество химически нестойкое, например, идет 
гидролиз фторида (реакция фторидного рабочего соединения с 
влагой), то при этом будет образовываться дополнительный поток 
легкой примеси продукта гидролиза - фтористого водорода, 
который также должен уходить с легкой фракцией из каскада. Это 
повышает нижнюю допустимую границу величины отбора легкой 
фракции. Все перечисленное не относится к тяжелой фракции, в 
которую легкие газовые компоненты не переносятся. Поэтому 
абсолютная величина отбора может быть сколь угодно малой, и 
ограничивается только техническими возможностями исполь-
зуемой аппаратуры для отбора газа. 

На рис. 3.2. представлены все основные факторы, влияющие на 
процесс  разделения  стабильных  изотопов  на  каскаде  газовых 
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центрифуг. Определение разделительного режима – это всегда 
компромисс, состоящий в выборе наиболее критичных из многих 
взаимозависимых параметров, и учете различных аспектов, 
влияющих на разделительную кампанию. 

3.4. Примеры разделительных кампаний* 

Разделение изотопов кадмия. Рассмотрим задачу обогащения 
изотопа, применяющегося, в частности, в гелий-кадмиевых лазерах 
изотопа 116Cd до концентрации не менее 95%, в каскаде постоянной 
ширины со следующими значениями безразмерных параметров 

114.0=L
F ; 60=N ; 25=f ; 09.10 =q ; 4105.1 −⋅=y , где q0 – 

коэффициент разделения, приходящийся на единицу разности масс.  
У кадмия 8 стабильных изотопов [5]. 

 
 

  
 

3/5 ступеней 
каскада  

Питание F 
Диметил кадмия  
природного состава 
↓        2/5 ступеней 

  Центробежный каскад  
     
 Легкая  

фракция 
                ↓  W

Тяжелая
    фракция

                   P  ↓   
 

Изотоп 
Концентрация, % Концентрация, % 

расчетная экспериментальная расчет. экспер. 
106 1.405 1.4 - - 
108 0.997 1.0 - - 
110 13.920 14.1 - - 
111 14.197 14.7 - - 
112 26.541 27.8 - - 
113 13.200 13.8 0.079 0.1 
114 29.093 27.1 4.903 4.4 
116 0.648 0.1 95.013 95.5 
Рис. 3.3. Обогащения изотопа 116Cd в центробежном каскаде постоянной 

ширины 

                                                 
* В представленных в настоящем разделе примерах в качестве 

отборного конца был принят «тяжёлый» конец каскада. 
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Потери рабочего вещества, разлагающегося в разделительной 
ступени LΔ , определим как часть потока питания ступеней 

LLy /Δ= . Под отборным будем понимать конец каскада, в 
направлении которого происходит обогащение целевым 
компонентом, а под отвальным – противоположный. 

Для расчета изотопно-селективного массопереноса в 
прямоугольном каскаде с потерями использована методика, 
описанная в разделе 2.4.2.4. 

На рис. 3.3 показана схема обогащения изотопа 116Cd в 
прямоугольном каскаде, а также приведены значения 
концентраций компонентов в выходных потоках, полученные 
экспериментальным и расчетным путем. 

На рис. 3.4 представлены распределения по ступеням 
концентрации изотопов 116Cd, 114Cd и 113Cd. 

 
Рис. 3.4. Распределения изотопов113Cd (кривая 1), 114Cd (2) и 116Cd (3) по ступеням 

каскада 

а) 
 

б) 
Рис. 3.5. Зависимость концентрации изотопа 116Cd в потоке отбора (а) и отвала (б) 

от безразмерных величин потоков отбора и питания в каскаде 
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На рис. 3.5,а и 3.5,б приведены результаты теоретического 
исследования распределения концентрации 116Cd в потоках отбора 
и отвала из каскада в зависимости от безразмерных величин потока 
питания 0/F q L  и потока отбора 0/P q L , где 0q  - коэффициент 
разделения, приходящийся на единичную разность массовых чисел 
изотопов. 

Вследствие того, что в молекулу ДМК входят не только изотопы 
разделяемого химического элемента (кадмия), учет изотопии всех  
химических элементов, входящих в молекулы рабочего вещества, 
приводит к явлению, называемому «изотопным перекрытием» или 
«изотопным расщеплением» компонентов, когда молекулы могут 
быть образованы из разных изотопов, но имеют одинаковую 
молекулярную массу. При исследовании влияния изотопного 
состава на процесс обогащения изотопов кадмия в виде ДМК 
изотопией водорода часто пренебрегают, так как природное 
содержание изотопа 2H (0,015%) очень мало по сравнению с 
основным изотопом 1H (99,985%). Без учета изотопии водорода 
возникают следующие компоненты ДМК: 
112Cd(13CH3)(13CH3),…113Cd(12CH3)(13CH3) а также 
114Cd(12CH3)(12CH3), включающие разные изотопы кадмия, но 
имеющие одно и то же массовое число, равное 144. В результате 
при обогащении методом центрифугирования молекулярной смеси 
компонентом с массой 144, будут извлекаться содержащиеся в ней 
изотопы кадмия 112, 113 и 114. 

Изотопное перекрытие приводит к появлению теоретического 
предела концентрации обогащаемого изотопа. Предельное 
обогащение по изотопу 116Cd составляет 100% при условии, что в 
процессе разделения выделяются компоненты с массами 147 и 148. 
Если одновременно извлекать и компонент с молекулярной массой 
146, то предельное обогащение уменьшится до 99.95%. Для всех не 
крайних изотопов предельное обогащение всегда будет меньше 
100%. Так, для 112Cd оно составляет 98.82%. 

На рис. 3.6 представлены экспериментальные данные и 
расчетная зависимость коэффициента извлечения целевого 
компонента Re iP

iF

PC
FC

=  (целевой изотоп 116Cd) от безразмерной 
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величины потока питания в каскад 
Lq

F
0

. Расчетные и 

экспериментальные данные совпадают в пределах точности 
измерений. 

Зависимости концентрации изотопа 116Cd в потоке отбора из 
каскада от коэффициента потерь рабочего вещества y показаны на 
рис. 3.7. Видно, что концентрация целевого компонента в потоке 
отбора снижается с ростом коэффициента потерь рабочего газа в 
каскаде. Причем с ростом величины потока питания в каскад 
резкое падение концентрации наблюдается при бóльших значениях 
безразмерного параметра y. Потери рабочего вещества стараются 
уменьшить путем повышения чистоты рабочего газа и устранения 
из конструкции центрифуг материалов, с ним взаимодействующих. 

 
 

 
 

Рис. 3.6. Зависимость коэффициента извлечения ценного компонента Rе от 
относительного потока отбора 

Lq
F

0

: 1− расчетные точки, 2- экспериментальные 

данные 
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Рис. 3.7. Зависимость концентрации изотопа 116Cd в потоке отбора от 

коэффициента потерь y при различных значениях безразмерного потока питания.  
1 – F/L=0,06; 2 – 0,07; 3 – 0,08 

 
Обогащение стабильных изотопов для получения 

радионуклида 123I [6]. В основном обогащенные стабильные 
изотопы применяются в качестве стартового материала для 
получения радиоактивных изотопов различного назначения. 
Центробежный метод разделения сделал изотопные материалы не 
только более доступными, но и предоставил новые возможности, в 
том числе и по получению радионуклида 123 I для ядерной 
медицины. Иод-123 является гамма-излучателем с энергией 
основной линии 159 КэВ. Его период полураспада – 13,3 ч. 
Преимущество 123I состоит в хорошей регистрации излучения и 
меньшей на два порядка радиационной дозы, получаемой 
пациентом, по сравнению с широко используемым радионуклидом 
131I.  

Из ядерно-физического рассмотрения возможных путей 
наработки 123I достаточно давно была ясна перспективность 
использования 124Хе для реакций как на протонах – (p,2n) и (p,pn), 
так и фотоядерной – (γ,n). Наличие примеси изотопа ксенон-126 
нежелательно, поскольку она определяет радионуклидную чистоту 
123I. Ксенон, как газ, не может быть разделен электромагнитной 
сепарацией и только развитие центробежного метода позволило 
сделать это. 
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     На рис. 3.8. представлена одна из схем обогащения ксенона. На 
всех 3-х этапах центрифугирования целевой является легкая 
фракция. Видно, что на первом этапе 124 изотопный компонент 
возрастает на порядок, на втором - на полтора. Последний этап 
позволяет достичь концентрации 99,9% и более. 

Природное содержание 124-го изотопа ксенона 0,09%, поэтому 
в 1000 г исходного ксенона содержится менее 1 г изотопа. Для 
наработки десятка граммов 124Xe (99,9%) при степени извлечения 
целевого компонента из сырья 90%, необходимо переработать 
более 11 кг природного ксенона. Поэтому на первом и втором 
этапах целесообразно использование более широкого каскада для 
уменьшения времени переработки ксенона. Третий этап следует 
осуществлять с наибольшей степенью извлечения целевого 
компонента. В этом случае наиболее эффективен длинный каскад. 
На рисунке отражена относительная ширина используемых 
прямоугольных каскадов. 

Другим вариантом получения 123I является использование 
мишеней из изотопов теллура по реакциям: 124Te (p,2n)123I и 123Te 
(p,n)123I. Для обеих реакций весьма остро стоит проблема 
достижения необходимой радионуклидной чистоты с обеспечением 
наибольшего полезного времени жизни 123I. Как и в случае 124Xe, 
качество изотопной мишени 123Te является решающим фактором 
достижения результата. Наличие в мишени соседнего изотопа 124Te, 
из которого образуется 124I (период полураспада которого Т1/2=4,17 
сут.), приводит к ограничению на время применения препарата по 
соотношению активностей и поэтому содержание 124Te в мишени 
должно быть минимально. 

Центробежное обогащение 123Te высокого качества может быть 
организовано по-разному, в зависимости от мощности имеющихся 
каскадов и количества исходного гексафторида теллура. Наиболее 
эффективным является трехэтапная схема, представленная на рис. 
3.9. На первом этапе на широком каскаде обогащают легкие 
изотопы теллура, при этом в легкую фракцию отбирается примерно 
10% от массы исходного газа. На втором этапе отделяются все 
компоненты, тяжелее 123Te, для чего используется более длинный 
каскад. Газом питания длинного каскада на третьем этапе является 
продукт, где 123Te крайний в тяжелой части спектра масс (не считая 
малой примеси массы 124), и при отборе в тяжелую фракцию его 
обогащают до концентрации 99% и более.  
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      Согласно этой схеме, получаемым продуктом является 123Te при 
содержании 124 Te не свыше 0,1%, что на полтора порядка чище по 
124-й массе, чем продукт, получавшийся на масс-сепараторе. Эта 
же разделительная схема позволила получить изотопный образец с 
обогащением по 123Te до 99,9%. 

В производстве 123Te и 124Xe имеются существенные различия. 
124Xe является самым крайним легким изотопом и имеет разницу в 
2 а.е.м. от единственного соседа с 126-й массой. 123Te имеет почти 
на порядок большее природное содержание, но располагается 
между изотопами с массами 122 и 124 с отличием от них в 1 а.е.м. 
Для получения изотопов ксенона используется рабочий газ ксенон 
с чистотой до 99,995%. Получение изотопов  
теллура требует специальной технологии синтеза химически 
активного вещества – гексафторида теллура и обеспечения его 
достаточной для применения в центрифугах чистоты. В отличие от 
отвалов при получении 124Xe, которые могут быть возвращены на 
рынок ксенона, отвалы гексафторида теллура не имеют 
альтернативного применения и должны храниться с последующей 
утилизацией. 

Рассмотренные разделительные режимы для изотопов ксенона и 
теллура демонстрируют, что от этапа к этапу уменьшается число 
изотопных компонентов, соотношение их концентраций, и 
изменяется тем самым средняя молекулярная масса газа, 
подвергаемого разделению. Таким образом, строго говоря, в 
каскаде нет ни одной ступени, работающей на одной и той же 
изотопной смеси. Тем не менее, для одного рабочего вещества эти 
отличия невелики, поэтому для практических расчетов берут 
характеристики центрифуги для природной изотопной смеси. 

Обогащение изотопа 50Cr [7]. Центробежное разделение 
изотопов хрома было начато в середине 1980-х годов для 
Баксанской обсерватории (Кавказ), регистрирующей поток 
солнечных нейтрино. Первоначально была поставлена задача 
получения обогащенного 50Cr в количестве 1 кг, который после 
облучения в реакторе переходит в радиоактивный 51Cr, 
испускающий нейтрино. Этот искусственный источник нейтрино 
был необходим для калибровки солнечного нейтринного телескопа. 

В результате проведенных исследований была разработана 
следующая технологическая схема получения обогащенного 50Cr: 
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1. Синтез рабочего вещества для центробежного обогащения 
изотопа 50Cr летучего химического соединения хрома - 
хромилфторида (CrO2F2); 

2. Разделение на каскаде центрифуг и сбор обогащенной до 
нужной концентрации легкой фракции 50CrO2F2; 

3. Гидролиз обогащенного продукта 50CrO2F2 и получение окиси 
50CrO3; 

4. Электролизное получение металлического 50Cr из окиси 
50CrO3; 

5. Обеспечение химической чистоты металлического хрома, т.е. 
необходимый для пользователей состав химических примесей, 
определяющих уровень радионуклидного загрязнения источника 
нейтрино 51Cr. 

На рисунке 3.10.(1) показана схема процесса разделения 
изотопов хрома. Двухэтапный режим на каскаде изменяемой 
ширины позволял обеспечивать 90% обогащение при требуемой 
степени извлечения 50Cr из сырья. Xромилфторид помимо хрома 
включает кислород, обладающий собственной изотопией. 
Поскольку природное содержание 17O и 18O невелико, их влияние 
не препятствовало обогащению самого легкого изотопа хрома. 

После отработки технологии обогащения изотопа 50Cr была 
поставлена задача наработать 40 кг этого изотопа с обогащением 
(38-40%) для европейского нейтринного телескопа 
международного научного объединения GALLEX [8].  

В результате проведенных работ была достигнута 
производительность около 3 кг изотопа в месяц [7, 8]. На рис. 
3.10(2) показаны величины выходных концентраций изотопных 
компонентов в легкой фракции каскада при обогащения 50Cr. 

В этой разделительной кампании помимо ограничений на 
химическую чистоту конечного продукта имелось изотопное 
лимитирующее условие по содержанию изотопа 53Cr, обладающего 
большим сечением захвата нейтронов. В рамках проекта GALLEX 
его содержание ограничивалось 2% (в природном материале - 
9.5%). В процессе получения изотопа 50Cr удалось обеспечить 
содержание изотопа 53Cr 0,5%. 
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      Калибровочные эксперименты, выполненные в проектах по 
регистрации солнечного нейтрино на Баксанской обсерватории и 
GALLEX, доказали эффективность использования искусственных 
источников нейтрино на основе хрома-51 из обогащенного хрома-
50. В настоящее время потребность в изотопе 50Cr имеется и в ряде 
других физических проектов. 

Обогащение радиоактивных изотопов. Разработка технологии 
разделения стабильных изотопов какого-либо элемента позволяет 
существенно развить возможности получения радиоактивных 
изотопов из обогащенных мишеней, причем не только по 
количеству, но и по их удельной активности.  

Работа по повышению удельной активности носит комплексный 
характер и включает в себя следующие этапы: 

- центробежное обогащение целевого изотопа; 
- облучение его в реакторе; 
- синтез из облученного материала летучего соединения 

радиоизотопа; 
- обогащение радиоизотопа;  
- перевод обогащенной фракции с радионуклидом в нелетучую 

форму. 
В такой работе объединяются химическая, центробежная, 

ядерно-физическая и радиохимическая технологии. Впервые такой 
подход был реализован в СССР для получения 55Fe высокой 
удельной активности. Позднее, после разработки центробежной 
технологии разделения изотопов олова, был разработан способ 
получения радиоактивного 119mSn с высокой удельной активностью. 
Была достигнута радионуклидная чистота (отношение содержания 
113Sn к содержанию 119mSn составило одну миллионную), а 
количество выделенного радиоизотопа 119mSn – 35 мг [4]. 

3.5. Некоторые экономические аспекты центробежного 
разделения стабильных изотопов 

Параметры качества обогащаемых изотопов. Основным 
параметром качества для обогащенного стабильного изотопа 
является его атомная доля (концентрация). Однако задание одной 
только этой величины не достаточно для установления ценности 
данного продукта для различных приложений, и тем более, для 
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оценки трудоемкости процесса разделения. Многообразие 
изотопической продукции упорядочивается четырьмя основными 
категориями качества обогащенных стабильных изотопов [9]: 

- изотопная метка (изменено содержание необходимого изотопа 
по сравнению с природным); 

- стабильный изотоп с заданной кратностью обогащения 
(увеличена концентрация целевого изотопа до требуемого уровня); 

- изотопно-чистые препараты (уменьшено содержание 
мешающих изотопных компонентов); 

- изотопные эталоны (образцы с предельно достижимым 
содержанием целевого изотопного компонента, но не менее 99%). 

Концентрационные границы у первых трех категорий для 
каждого изотопа свои, поскольку зависят от их природной 
распространенности.  

Стоимость обогащения изотопов. Себестоимость продукта, 
обогащенного целевым изотопом, как и любой другой продукции, 
включает в себя амортизационные отчисления на реновацию 
оборудования, эксплуатационные расходы, и нормативные 
начисления на прямые затраты. 

Амортизационные отчисления пропорциональны 
произведенным капитальным затратам на создание центробежного 
каскада и определяются в основном стоимостью центрифуг [2]. В 
эксплуатационные расходы входят оплата труда персонала и 
энергопотребление. Последнее прямо связано с числом 
работающих центрифуг, но не является основополагающей в 
затратах, поскольку центрифужное производство не энергоемко. 
Трудозатраты на обслуживание каскада не зависят от количества 
установленных центрифуг, а определяются условиями 
обслуживания конденсационно-испарительной установки. 
Величины статей расходов для каскадов различной 
производительности неодинаковы, но во всех случаях 
себестоимость изотопного продукта пропорциональна времени 
работы оборудования [10]. Такой подход приводит к оценке 
стоимости себестоимости путем введения стоимости суточной 
эксплуатации одной центрифуги в каскаде (с учетом работы КИУ). 
В этом случае себестоимость будет произведением стоимости 
суточной эксплуатации одной центрифуги в каскаде, числа 
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центрифуг в каскаде и длительности кампании. Увеличение 
производительности используемых центрифуг ведет к сокращению 
их необходимого числа или к уменьшению времени работы, что 
снижает затраты на получение единицы конечного продукта. 

Производство стабильных изотопов достаточно дорогостоящий 
процесс, но и он подчиняется общему правилу: при возрастании 
масштаба выпуска, цена единицы  продукции уменьшается. С 
уменьшением цены масштаб потребления любого продукта 
увеличивается, и при достижении некоторой характерной цены, 
объем спроса может возрастать весьма резко.  

При эксплуатации энергетических ядерных реакторов в 
конструкционных материалах образуется радионуклид 60Co, 
который попадает в теплоноситель и обуславливает дозовую 
нагрузку на персонал атомной электростанции. В 80-х годах 
специалисты американской фирмы «General Electric» определили 
издержки, связанные с оплатой работы во вредных условиях, 
медицинские страховки, пенсионные начисления и вычислили 
«цену» наличия 60Co в теплоносителе. Дальнейшие работы 
показали, что влияние 60Co может быть блокировано 
мелкодисперсной окисью цинка, введенной в теплоноситель. 
Однако пять изотопов цинка включают в себя 48% самого легкого 
изотопа 64Zn, который при воздействии нейтронов переходит в 
65Zn, не менее радиоактивный, чем 60Co.  

Решение данной проблемы состоит в удалении изотопа 64Zn 
(обеднении) посредством центробежного процесса до такого 
уровня, который бы не приводил к заметной активации цинка в 
теплоносителе. При этом стоимость обедненного цинка должна 
быть такой, чтобы экономически оправдать его использование, то 
есть не должна превышать заданную величину.  

Перспективы дальнейшего развития центробежного метода 
для разделения неурановых изотопов. Сейчас возможности 
центробежного разделения распространяются более чем на два 
десятка химических элементов. Уровень развития центробежного 
метода в настоящее время таков, что практически все потенциально 
разделяемые на центрифугах химические элементы подвергались 
разделению и были выявлены особенности технологии получения 
их изотопов. В результате часть элементов давно и успешно делят 
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на центробежных каскадах, для других элементов доказана 
принципиальная применимость метода. 

Прогресс центробежного метода связан с развитием и 
взаимовлиянием основных его составляющих: конструкциями 
новых центрифуг, используемыми рабочими веществами, 
компоновкой каскадов, разделительными режимами. Новые 
компоновочные решения связаны с разработкой эффективных 
каскадных схем, уменьшением газонаполнения каскадов, 
увеличением стабильности их гидравлических режимов, 
повышением эксплуатационной надежности. Совершенствование 
узлов питания и отбора фракций каскада, систем контроля 
разделительных режимов по-прежнему остается областью новых 
инженерных решений. 

Повышение требований к изотопной чистоте получаемых 
продуктов, особенно для медико-биологических приложений, 
требует осуществления разделительного процесса с максимальным 
извлечением мешающих изотопных компонентов. Многоэтапные 
кампании по выделению некрайних изотопов требуют выработки 
оптимальной последовательности разделительных этапов с учетом 
переходных режимов в каскаде. 

Это приводит к необходимости углубленного исследования 
вопросов эффективности разделительного процесса, более точной 
оценки себестоимости получаемых продуктов. Для 
крупномасштабного производства обогащенных стабильных 
изотопов актуальны разработки по оптимизации вклада сырьевой 
составляющей в затраты на основе анализа соотношения 
себестоимости продукта при глубоком исчерпывании и цены 
исходного рабочего вещества. 

Есть все основания полагать, что центробежный метод будет 
играть ведущую роль в работах по повышению удельной 
активности радионуклидов. Центробежная очистка различных 
продуктов от радиоактивных примесей также является одной из 
важнейших составляющих безопасных и экологичных ядерных 
технологий и находится под постоянным вниманием специалистов.  
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Контрольные вопросы к третьей части 

1. Чем определяется ширина ступени? 
2. Можно ли именовать длинным каскад из 20 ступеней при  

ε = 0,2? 
3. Какое соотношение должно быть между временем работы 

каскада на разделительном этапе и временем установления? 
4. Можно ли осуществить 3-этапную разделительную 

кампанию на каскаде с газонаполнением 20 г вещества при 
наличии 3 кг исходного рабочего соединения и отборе в ценную 
фракцию 0,1 потока питания? 
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