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ГЛАВА III. СИСТЕМЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ  

§ 17. Задачи, приводящие к понятию систем  
дифференциальных уравнений 

Рассмотрим систему уравнений  
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   (17.1) 

где x  – независимая переменная, )(,),(),( 21 xyxyxy nK  – искомые 
функции, nFFF ,,, 21 K  – известные функции. Система (17.1) называет-
ся системой обыкновенных дифференциальных уравнений. 

Системы дифференциальных уравнений применяются для описа-
ния многих процессов реальной действительности. В частности, к ним 
относятся различного рода физические и химические процессы, процес-
сы нефте- и газодобычи, геологии, экономики и т. д. Действительно, ес-
ли некоторые физические величины (перемещение тела, пластовое дав-
ление жидкости в фиксированной точке с тремя координатами, концен-
трация веществ, объемы продаж продуктов) оказываются меняющимися 
со временем под воздействием тех или иных факторов, то, как правило, 
закон их изменения по времени описывается именно системой диффе-
ренциальных уравнений, т. е. системой, связывающей исходные пере-
менные как функции времени и производные этих функций. Независи-
мой переменной в системе дифференциальных уравнений может высту-
пать не только время, но и другие физические величины: координата, 
цена продукта и т.д. Рассмотрим две задачи, в ходе решения которых 
возникают системы дифференциальных уравнений.  

Задача 1. Некоторое вещество A  разлагается на два вещества P  и 
Q . Скорость образования каждого из этих веществ пропорциональна 
количеству неразложившегося вещества. Пусть x  и y  – количества ве-
щества P  и Q , образовавшихся к моменту t . Определить закон их из-
менений, зная, что в начальный момент 0=x , 0=y , а через 1 час 

8
3cx = , 

8
cy = , где c  – первоначальное количество вещества A . 

Решение. К моменту t  количество неразложившегося вещества A  
равно )( yxc −− . Тогда, согласно условиям задачи, скорости образова-
ния веществ P  и Q : 
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где 1k  и 2k  – коэффициенты пропорциональности скорости образования 
каждого из веществ P  и Q , )(txx = , )(tyy =  – искомые функции, опи-
сывающие закон изменения количества веществ P  и Q .  
Не останавливаясь подробно на процессе решения этой системы и на-
хождении коэффициентов k1, k2 запишем окончательный ответ: 
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График искомых функций )(tx  и )(ty  (рис. 3.1) демонстрирует характер 
образования веществ P  и Q  в процессе химической реакции разложе-
ния вещества A .   

 
Рис. 3.1. 

Задача 2 (о движении материальной точки в пространстве под дей-
ствием переменной силы). Пусть )(trr rr =  – закон движения материаль-
ной точки в пространстве, где t  – время, )}(),(),({)( tztytxtr =r  (т.е. в 
момент времени t  точка имеет координаты )}(),(),({ tztytx ). Если точка 

движется под действием силы ),,( rrtFF &rr
rr

= , где =
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧=

dt
dz

dt
dy

dt
dxr ,,&r  

},,{ zyx &&&=  – скорость, то по II закону Ньютона вектор )(trr  должен удов-
летворять уравнению движения  
 ),,( rrtFrm &rr

r
&&r = .  

Это векторное уравнение эквивалентно системе трех скалярных уравнений  

4
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где },,{ ZYXF =
r

. Если считать неизвестными еще и проекции скорости 
wzvyux === &&& ,, , то система перепишется в виде 
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Или, в более компактной форме:  
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где V
r

 – вектор с проекциями ),,( wvu . 

Таким образом, мы убедились, что физические задачи приводят нас 
к необходимости рассмотрения систем дифференциальных уравнений. 
Причем, в зависимости от постановки задачи, число уравнений может 
быть достаточно большим. В таких случаях удобнее использовать более 
компактные формы записи (например, векторную, матричную).  
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§ 18. Нормальная система дифференциальных уравнений 

Пусть дана система обыкновенных дифференциальных уравнений  
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   (18.1) 

где x  – независимая переменная, )(,),(),( 21 xyxyxy nK  – искомые 
функции, nFFF ,,, 21 K  – известные функции.  

Совокупность n  функций )(,),(),( 2211 xyyxyyxyy nn === K  на-
зывается решением системы (18.1) на интервале ),( ba , если она об-
ращает на ),( ba  каждое уравнение этой системы в тождество. 

Замечани е .  Всегда будем предполагать, что число уравнений 
системы равно числу неизвестных функций. На практике встреча-
ются системы, в которых число уравнений меньше числа неизвест-
ных. Такие системы дифференциальных уравнений называются 
уравнениями Монжа. В нашем курсе мы их рассматривать не будем.
Система, которая может быть разрешена относительно старших 

производных всех входящих в нее функций, называется канонической: 
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 (18.2) 

где x  – независимая переменная, )(xyi  – искомые функции, )(xfi  – за-
данные в некоторой области функции.  

Класс систем дифференциальных уравнений, решение которых 
можно найти аналитическим путем, достаточно узок. Поэтому мы будем 
изучать главным образом системы линейных дифференциальных урав-
нений первого порядка, для которых существует законченная теория 
построения общего решения, и несложные системы нелинейных урав-
нений, для которых, как правило, можно подобрать интегрируемые 
комбинации. Для всех остальных случаев на практике используют чис-
ленные методы, которые выходят за рамки нашего курса. 

Частный случай канонической системы – система уравнений пер-
вого порядка, разрешенных относительно производной всех искомых 
функций, т. е. система вида:  
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Система (18.3) называется нормальной. Если известные функции if  
системы (18.3) не зависят от свободной переменной x , то она называет-
ся автономной (стационарной). 

Число уравнений системы (18.3) называется ее порядком. В даль-
нейшем будем рассматривать только нормальные системы, т. к. канони-
ческую систему (18.2) всегда можно заменить эквивалентной ей нор-
мальной системой nmmmk +++= K21  уравнений. Для этого достаточ-
но ввести k  новых функций 

1210 ,,,, −imiiii yyyy K  ),,2,1( ni K=  

полагая, что  
)1(

1210 ,,,, −
− =′′=′== i

i

m
imiiiiiii yyyyyyyy K  ),,2,1( ni K= . 

ПРИМЕР. Рассмотрим систему трех уравнений второго порядка 
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Введем новые функции  
331221111330220110 ,,,,, yyyyyyyyyyyy ′=′=′==== . 

Тогда исходная система будет эквивалентна следующей системе: 
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Дифференциальное уравнение первого порядка  

),( 11
1 yxf

xd
yd =  

можно рассматривать как частный случай системы дифференциальных 
уравнений. Ее решением будет функция )()(1 xxy ϕ= , которая с геомет-
рической точки зрения представляет собой кривую на плоскости (в дву-
мерном пространстве). Для системы 2-го порядка  
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решением будет пара функций 
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 которые можно рассматри-

вать как уравнения кривой в пространстве трех измерений. Обобщая 
геометрическую терминологию, будем считать, что решение 

)(...,),(),( 2211 xyxyxy nn ϕϕϕ ===  системы (18.3) представляет собой 
интегральную кривую )1( +n -мерного пространства переменных 

nyyyx ,...,,, 21 . 
Задача Коши для систем дифференциальных уравнений ставится 

также, как для одного уравнения: найти решение системы, удовлетво-
ряющее начальным условиям 
 .)(,,)(,)( 0020021001 nn yxyyxyyxy === K (18.4)

Справедлива следующая теорема  
ТЕОРЕМА 18.1 (о существовании и единственности решения задачи Коши). 
Пусть в системе (18.3) функции ),,,,( 21 ni yyyxf K  удовлетворяют двум 
условиям:  

1) функции ),,,,( 21 ni yyyxf K  непрерывны как функции )1( +n -ой пе-
ременной )1(,,,,, −′′′ nyyyyx K  в некоторой области D  )1( +n -
мерного пространства; 

2) их частные производные по переменным )1(,,,, −′′′ nyyyy K  в облас-

ти D  ограничены (т. е. ∃ М > 0 такое, что njiM
y
f

j

i ,1,, =≤
∂
∂

). 

Тогда для любой фиксированной точки ),,,,( 0201000 nyyyxM K  области 
D  существует, и притом единственное, решение 

)(,),(),( 2211 xyxyxy nn ϕϕϕ === K  
системы (18.3), определенное в некоторой окрестности точки 0x , и 
удовлетворяющее начальным условиям (18.4). 
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Из теоремы 18.1 следует, что, закрепляя значение 0x  и изменяя в 
некоторых пределах значения 02010 ,,, nyyy K  (так, чтобы точка 

),,,,( 020100 nyyyx K  принадлежала области D ), мы будем для каждой 
системы чисел 02010 ,,, nyyy K  получать свое решение. Следовательно, в 
области D  система (18.3) имеет бесчисленное множество решений и эта 
совокупность решений зависит от n  произвольных постоянных.  
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Совокупность n функций 
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 (18.5) 

зависящих от x  и n  произвольных постоянных nCCC ,,, 21 K , называет-
ся общим решение системы (18.3), если:  

1) при любых допустимых значениях постоянных nCCC ,,, 21 K  она 
обращает все уравнения системы (18.3) в тождество, т. е. опре-
деляет решение системы; 

2) для любых допустимых начальных условий найдутся такие значе-
ния констант, при которых функции совокупности (18.5) удовле-
творяют заданным начальным условиям. 

Любое решение, которое получается из общего при конкретных посто-
янных iC , будем называть частным.  

Для нормальных систем справедливо следующее утверждение. 
ТЕОРЕМА 18.2. Всякое дифференциальное уравнение n-го порядка 

),,,,,( )1()( −′′′= nn yyyyxfy K  
может быть заменено эквивалентной ему нормальной системой порядка n. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть 

n
n zyzyzyzy ==′′=′= − )1(

321 ,,,, K . 
Тогда 

),,(,,,, 1
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dzy KK ======′′==′ −− , 

т. е. получили нормальную систему  
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эквивалентную заданному уравнению. ∎ 
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Справедливо также и обратное утверждение. 
ТЕОРЕМА 18.3. Всякая нормальная система n-го порядка может быть 
заменена эквивалентным ей дифференциальным уравнением порядка n. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть дана нормальная система 

 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=′

=′
=′

).,,,(

),,,,(
),,,,(

1

122

111

nnn

n

n

yyxfy

yyxfy
yyxfy

K
LLLLLLLL

K
K

  (18.6) 

Дифференцируем по x  обе части первого уравнения системы: 
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Заменим 
dx
dy

dx
dy

dx
dy n,,, 21 K  их выражениями через nyyx ,,, 1 K  из системы 

(18.6) и получим 
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или, переобозначая правую часть, имеем: 
),,,,( 2121 nyyyxFy K=′′ . 

Дифференцируя полученное уравнение по x  и, заменяя производные их 
выражениями из системы (18.6), будем иметь 

),,,,( 2131 nyyyxFy K=′′′ . 
Продолжая этот процесс, получим систему уравнений: 

 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

=′′
=′

).,,,,(

),,,,,(
),,,,,(

21
)(

1

2121

2111

nn
n

n

n

yyyxFy

yyyxFy
yyyxfy

K
LLLLLLLLLL

K
K

 (18.7) 

Из первых )1( −n  уравнений системы (18.7) находим nyyy ,,, 32 K , кото-
рые будут выражаться через )1(

1111 ,,,,, −′′′ nyyyyx K : 
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 (18.8) 

Подставляя эти выражения в последнее уравнение системы (18.7), при-
ходим к дифференциальному уравнению n -го порядка относительно 
переменной 1y : 
 ),,,,,( )1(

1111
)(

1
−′′′= nn yyyyxFy K . ∎ (18.9) 
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Теорема 18.3 позволяет найти решения систем дифференциальных 
уравнений, сведя ее, по сути, к решению одного дифференциального 
уравнения порядка n. Действительно, решив уравнение (18.9) мы получим  

),,,,( 2111 nCCCxy Kϕ= . 
Дифференцируя найденную функцию 1y  )1( −n  раз и, подставляя 

)1,1()(
1 −= niy i  в (18.8), находим искомое решение нормальной системы 

дифференциальных уравнений: 

).,,,,(

),,,,,(
),,,,,(

21

2122
2111

nnn

n
n

CCCxy

CCCxy
CCCxy

K
KKKKKKKKKK

K
K

ϕ

ϕ
ϕ

=

=
=

 

Интегрирование системы дифференциальных уравнений путем 
сведения ее к одному уравнению порядка n , называется методом ис-
ключения переменных.  

Замечание .  Уравнение (18.9) было получено в предположении, 
что из системы (18.8) можно выразить nyyy ,,, 32 K  как функции 

)1(
1111 ,,,,, −′′′ nyyyyx K . Но в ряде случаев это сделать невозможно 

(например, если первое уравнение имеет вид ),( 11 yxfy =′ ). Тогда 
следует получить систему вида (18.8) для i-го ( 1≠i ) уравнения 
системы и заменить систему уравнением порядка n относительно 
функции iy . Для системы дифференциальных уравнений нельзя 
получить эквивалентного ей уравнения порядка n только тогда, ко-
гда система распадается на отдельные уравнения, т.е. является не 
системой, а совокупностью уравнений. 

ПРИМЕР 18.1. Найти методом исключения общее решение системы  

⎩
⎨
⎧

+−=′
−+−=′

.2
,1454

212

211

xyyy
xyyy

 

Указать решение, удовлетворяющее условиям 3)0(,11)0( 21 == yy . 
РЕШЕНИЕ. Продифференцируем второе уравнение системы: 

12 212 +′−′=′′ yyy . 
Заменим 1y′  ее выражением из первого уравнения системы: 
 121454 2212 +′−−+−=′′ yxyyy . (18.10) 
Из второго уравнения системы находим: 

xyyy −+′= 221 2 . 
Подставляя выражение для 1y  в (18.10) получим уравнение: 

032 222 =−′−′′ yyy . 
Его общее решение:  
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xx eCeCy −+= 2
3

12 . 
Дифференцируя 2y  и подставляя 2y  и 2y′  в выражение для 1y  находим: 

xeCeCy xx −+= −
2

3
11 5 . 

Таким образом, общее решение системы имеет вид 

⎩
⎨
⎧

+=
−+=

−

−

.
,5

2
3

12

2
3

11
xx

xx

eCeCy
xeCeCy  

Найдем значение постоянных 1C  и 2C , при которых частное реше-
ние будет удовлетворять начальным условиям 3)0(,11)0( 21 == yy . 
Подставив в общее решение 00 =x , 111 =y , 32 =y , будем иметь  

⎩
⎨
⎧

+=
+=

;3
,511

21

21
CC
CC      ⇒   

⎩
⎨
⎧

=
=

.1
,2

2

1
C
C  

Следовательно, решение, удовлетворяющее заданным начальным 
условиям, имеет вид  

⎩
⎨
⎧

+=
−+=

−

−

.2
,10

3
2

3
1

xx

xx

eey
xeey ⋄ 

ПРИМЕР 18.2. Найти общее решение системы  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=′
−+=′

+=′

.
,

,

323

3212

321

yyy
yyyy

yyy
 

РЕШЕНИЕ. 1) Дифференцируем первое уравнение системы по x два раза, 
каждый раз заменяя 2y′  и 3y′  их выражениями из второго и третьего урав-
нений системы: 

321 yyy +=′ ; 

434214434421
32

)()( 32321321

yy

yyyyyyyy
′′

++−+=′+′=′′ , 

⇒   211 2yyy +=′′ . 
)(2)(2 32132211 yyyyyyyy −+++=′+′=′′′ ,  

 ⇒   3211 32 yyyy −+=′′′ . (18.11) 
Получили систему: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−+=′′′
+=′′
+=′

.32
,2

,

3211

211

321

yyyy
yyy

yyy
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Из системы уравнений 
⎩
⎨
⎧

+=′′
+=′

211

321
2

,
yyy

yyy  находим 2y  и 3y : 

( )
( ).5,0

,5,0
1113

112
yyyy

yyy
−′′⋅−′=

−′′⋅=  

Подставляя выражения для 2y  и 3y  в уравнение (18.11)  получим 
( ) ( )1111111 5,05,12 yyyyyyy −′′⋅+′−−′′⋅+=′′′ ,  

⇒   02 111 =′+′′−′′′ yyy . 
Это линейное однородное уравнение с постоянными коэффициентами. 
Его характеристическое уравнение 02 23 =+− λλλ  имеет корни 01 =λ , 

13,2 =λ . Следовательно, общее решение этого уравнения имеет вид: 

)( 3211 xCCeCy x ++= . 
2) Теперь найдем 2y  и 3y . Имеем: 

( )
( ).5,0

,5,0
1113

112
yyyy

yyy
−′′⋅−′=

−′′⋅=  

Из )( 3211 xCCeCy x ++=  находим  

 )( 3321 xCCCey x ++=′      и     )2( 3321 xCCCey x ++=′′ .  
Тогда   
 [ ])()2(5,0 3213322 xCCeCxCCCey xx +−−++⋅= , 

⇒   [ ]1323322 )2(5,0 CxCCxCCCey x −−−++⋅= , 

⇒   xeCCy 312 5,0 +⋅−= ; 

( )xx eCCxCCCey 313323 5,0)( +⋅−−++= , 
⇒   )(5,0 3213 xCCeCy x ++⋅= . 

Таким образом, общее решение системы имеет вид: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++⋅=
+⋅−=

++=

).(5,0
,5,0

),(

3213

312

3211

xCCeCy
eCCy

xCCeCy

x

x

x

 ⋄ 

§ 19. Метод интегрируемых комбинаций 

Пусть решение системы дифференциальных уравнений  
 ),,,( 1 nii yyxfy K=′   ( ni ,1= ) (19.1) 
имеет вид: 
 ),,,( 1 nii CCxy Kϕ=   ( ni ,1= ). (19.2) 
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Можно доказать, что в области ⊂D ℝn+1, в которой выполняются усло-
вия теоремы существования и единственности решения, система (19.2) 
может быть однозначно разрешена относительно 1C , 2C , …, nC . Т. е. в 
области D  справедливы равенства 

 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

=
=

.),,,(

,),,,(
,),,,(

1

212

111

nnn

n

n

Cyyx

Cyyx
Cyyx

K
KKKKKKKKK

K

K

ψ

ψ
ψ

 (19.3) 

Совокупность равенств (19.3) называют общим интегралом системы 
(19.1), а каждое из равенств системы (19.3) называют первым интегра-
лом системы (19.1). 

Иногда при интегрировании системы дифференциальных уравнений 
легче найти именно общий интеграл системы. Так, например, если с по-
мощью элементарных преобразований система (19.1) приводится к виду 
 0),,,( 21 =Φ ni yyyxd K  ( ni ,1= ), (19.4) 
то  ini Cyyyx =Φ ),,,( 21 K , ( ni ,1= ) 
будут первыми интегралами системы, а их совокупность – общий инте-
грал. Такой способ интегрирования систем называют методом интег-
рируемых комбинаций. 

Замечани е .  n  первых интегралов системы образуют общий ин-
теграл, если они независимы, т. е. ни один из них не может быть 
получен из оставшихся. Доказано, что если ini Cyyyx =Φ ),,,( 21 K

( ki ,1= ) – первые интегралы и для каких-нибудь k  функций 
kiii yyy ...,,,

21
 якобиан 

0
),,,(
),,,(

21

21

21

21

21
222

111

≠
∂

ΦΦΦ∂=

∂
Φ∂

∂
Φ∂

∂
Φ∂

∂
Φ∂

∂
Φ∂

∂
Φ∂

∂
Φ∂

∂
Φ∂

∂
Φ∂

k

k

k

k

iii

k

i

k

i

k

i

k

iii

iii

yyy

yyy

yyy

yyy

K

K

K

LLLL

K

K

, 

то первые интегралы независимы. 

ПРИМЕР 19.1. Найти первые интегралы системы 
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130

РЕШЕНИЕ. Заметим, что систему можно переписать в следующем виде:  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+++

=++

;0

,0

1221
2

2

1

1

2211

dyydyy
y

dy
y

dy
dxdyydyy

 

⇒  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=++

=++

;0)(|)|(ln|)|(ln

,0)(
2
1)(

2
1

2121

2
2

2
1

yydydyd

dxydyd  

⇒  
⎩
⎨
⎧

=++
=++

.0)||ln||(ln
,0)2(

1221

2
2

2
1

yyyyd
xyyd  

Значит, общий интеграл системы: 

⎩
⎨
⎧

=++
=++

.||ln||ln
,2

21221

1
2
2

2
1

Cyyyy
Cxyy  ⋄ 

Если привести систему к виду (19.4) сложно, но удается найти k  
( nk < ) независимых первых интегралов системы, то из них можно вы-
разить k  неизвестных функций через остальные )( kn −  функций и пе-
рейти таким образом к системе с меньшим числом переменных. 

ПРИМЕР 19.2. Найти общее решение системы 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

++−=

−−=

−−=

.2

,323

,2

321
3

321
2

321
1

yyy
dx
dy

yyy
dx
dy

yyy
dx
dy

  

РЕШЕНИЕ. Почленно сложим второе и третье уравнения, вычтем пер-
вое и получим  

0)2()323()2( 321321321
321 =++−+−−+−−−=++− yyyyyyyyy

dx
dy

dx
dy

dx
dy  

или  0)( 321 =++− yyy
dx
d . 

Отсюда первый интеграл системы: 
1321 Cyyy =++− . 

Этот интеграл позволяет выразить одну из неизвестных функций через 
две другие, например,  
 2113 yyCy −+= . (19.5) 
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Подставим 3y  в первые два уравнения системы и получим систему из 
двух уравнений с двумя неизвестными 1y  и 2y : 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−+−−=

−+−−=

),(323

),(2

21121
2

21121
1

yyCyy
dx
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     ⇒     
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=
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.3

,

12
2

11
1

Cy
dx
dy

Cy
dx
dy

 

Каждое из уравнений этой системы является уравнением с разделяю-
щимися переменными. Интегрируя их, находим:  

xeCCy 211 += ,  xeCCy 312 3 += . 
Подставим найденные 1y  и 2y  в (19.5) и найдем 3y : 

132312113 )()3()( CCCCCCCCy xxx eee −−=+−++= . 
Таким образом, общее решение исходной системы: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−−=
+=

+=

.)(
,3

,

1323

312

211

CCCy
CCy

CCy

x

x

x

e
e

e
 ⋄ 

Равенства (19.3), дающие общий интеграл системы (19.1) обладают 
следующей особенностью: независимая переменная и функции входят в 
них равноправно. Следовательно, они сохранят свой вид и в том случае, 
когда мы берем в качестве независимой переменной iy , хотя сама сис-
тема дифференциальных уравнений свою форму в этом случае меняет.  

Систему дифференциальных уравнений тоже можно записать в ви-
де, который не будет меняться при смене независимого переменного. 
Действительно, из уравнений 

),,,( 1 ni
i

i yyxf
dx
dyy K==′    ( ni ,1= ) 

получаем: 
),,,( 1 ni

i
yyxf

dydx
K

=    ( ni ,1= ). 

⇒   
),,,(),,,( 111

1

nn

n

n yyxf
dy

yyxf
dydx

K
K

K
=== ; 

 ⇒   
),,,()(),,,()()( 111

1

nn

n

n yyxfxf
dy

yyxfxf
dy

xf
dx

K
K

K ⋅
==

⋅
= ,  (19.6) 

где )(xf  – любая отличная от нуля функция. Обозначим  
 1xx = , 21 xy = , …, 1+= nn xy . 
Тогда равенства (19.6) примут вид: 
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),,(),,(),,( 111

1

112

2

111

1

++

+

++
===

nn

n

nn xxF
dx

xxF
dx

xxF
dx

K
K

KK
 (19.7)

Форма (19.7) записи системы дифференциальных уравнений, называет-
ся симметричной (или симметрической). Для метода интегрируемых 
комбинаций она обычно более удобна. 

Замечани е .  При интегрировании системы методом интегрируе-
мых комбинаций часто оказывается полезным свойство равных 
дробей (или производных пропорций): 

если   
3
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b
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b
a

b
a == ,     то  

332211
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1
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aaa
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Действительно, пусть 

k
b
a

b
a

b
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3

3

2
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1 , 

⇒   11 bka ⋅= ,   22 bka ⋅= ,   33 bka ⋅= . 
Тогда 

1

1

332211

332211

332211

332211
b
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bbb
kbkbkb
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aaa ==
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ПРИМЕР 19.3. Решить систему методом интегрируемых комбинаций 
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РЕШЕНИЕ. Запишем систему в симметричной форме: 

11
2
ln

2
ln

1

2

1

1 xd

y
x

dy

y
x

dy =
−

=
−

,  

⇒   
11

21
2ln2ln y
xd

xy
dy

x
dy

−
=

−
= . 

Из равенства первой и третьей дроби получим один первый интеграл: 

1

1
2ln y
xd

x
dy

−
=  

⇒   xxddyy ln2 11 =− ,  
⇒   1

2
1 )1(ln Cxxy +−=−      или     1

2
1 )1(ln Cxxy =−+ . 
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Другой первый интеграл системы получим используя свойства равных 
дробей: 

11

21
2ln2ln y
xd

xyx
dydy

−
=

−+
+ , 

⇒   xddydy −=+ 21 , 
⇒   221 Cxyy +−=+      или     221 Cxyy =++ . 

Убедимся, что найденные первые интегралы  
1

2
1 )1(ln Cxxy =−+      и     221 Cxyy =++  

независимы (см. замечание на стр. 129). Имеем: 
)1(ln2

11 −+=Φ xxy ,     xyy ++=Φ 212 , 
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∂
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∂
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Таким образом, первые интегралы действительно независимы и 
общий интеграл системы имеет вид 
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1
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1
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§ 20. Системы линейных дифференциальных уравнений  

Нормальная система дифференциальных уравнений (18.3) называ-
ется линейной, если функции nfff ,,, 21 K  линейны относительно неиз-
вестных функций, т. е. если она имеет вид 
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 (20.1) 

или, более кратко, 
 

)()(
1

xbyxa
dx
dy

i

n

j
jij

i +=∑
=

,   ),1( ni = ,

где коэффициенты )(xaij  и )(xbi  – известные функции от x , )(xyi  – ис-
комые функции.  
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Если все 0)( ≡xbi , ),1( ni =  то система (20.1) называется однород-
ной. 

Систему линейных дифференциальных уравнений (СЛДУ) можно 
записать в более компактной матричной (векторно-матричной) форме. 
Обозначим матрицы 

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

)()()(

)()()(
)()()(

21

22221

11211

xaxaxa

xaxaxa
xaxaxa

nnnn

n

n

K
KKKKKKKKKKK

K

K

A ,     
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

)(

)(
)(

2

1

xb

xb
xb

n

KK
B ,  

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

)(

)(
)(

2

1

xy

xy
xy

n

KK
Y ,     

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

′

′
′

=′

)(

)(
)(

2

1

xy

xy
xy

n

KK
Y . 

Тогда систему (20.1) можно записать в виде матричного уравнения 
 BYAY +⋅=′      или     BAYY =−′ . (20.2) 
Для однородной системы матричная форма записи имеет вид 
 YAY ⋅=′      или     OAYY =−′ , (20.3) 
где O  – нулевая матрица-столбец длины n . 

Чтобы упростить дальнейшее изложение, свяжем также систему 
линейных дифференциальных уравнений с действием некоторого ли-
нейного оператора.  

Пусть ],[ baCn  – множество матриц-столбцов, элементами которых 
являются функции, непрерывные на отрезке ];[ ba , ],[ baDn  – множество 
матриц-столбцов, элементами которых являются функции, непрерывно 
дифференцируемые на отрезке ];[ ba . Легко доказать, что оба этих мно-
жества образуют линейное пространство над ℝ, причем ],[ baDn  являет-
ся подпространством ],[ baCn . 

Пусть L  – оператор, действующий из ],[ baDn  в ],[ baCn  по сле-
дующему правилу 

[ ] AYYY −′=L ,   ],[ baDn∈∀Y . 
Тогда система (20.1) означает, что  
 [ ] BY =L . (20.4) 
Равенство (20.4) называется операторной формой неоднородной сис-
темы. Операторная форма однородной системы имеет вид: 
 [ ] OY =L . (20.7) 
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В дальнейшем, мы чаще всего будем использовать именно такую форму 
записи систем линейных дифференциальных уравнений. 

Заметим, что оператор [ ]YL  является линейным, т. к. обладает сле-
дующими свойствами: 
1. [ ] [ ]YY CLCL = , ∈∀C ℝ;  (20.5) 
2. [ ] [ ] [ ]2121 YYYY LLL +=+ .  (20.6) 

Действительно, по свойствам матриц, 
1) [ ] [ ]YAYYAYYYAYY CLCCCCCCL =−′=−′=−′= )()()( ; 
2) [ ] =−−′+′=+−′+=+ 2121212121 )()( AYAYYYYYAYYYYL  
 [ ] [ ]212211 )()( YYAYYAYY LL +=−′+−′= . ∎ 

Изучение СЛДУ будем проводить по той же схеме, что и изучение 
линейных дифференциальных уравнений n -го порядка: сначала изучим 
однородные СЛДУ, а затем – неоднородные. 

20.1. Интегрирование однородной системы дифференциальных уравнений  

Рассмотрим линейную однородную систему 
 [ ] OY =L , (20.7) 
в которой все коэффициенты )(xaij  непрерывны на ],[ ba . Тогда в области  

∈∀∈= in ybaxyyyxD ],;[),,,,({ 21 K ℝ ⊂} ℝn+1 
для системы (20.7) будут выполняться условия теоремы существования 
и единственности решения и, следовательно, для любого ];[0 bax ∈  и 
любого ∈0iy ℝ существует единственное решение системы (20.7), удов-
летворяющее условию  

1001 )( yxy = ,   2002 )( yxy = ,   K,   00 )( nn yxy = . 
Так как оператор [ ]YL  – линейный, то справедлива следующая 

теорема. 
ТЕОРЕМА 20.1. Если 1Y  и 2Y  – решения линейной однородной систе-
мы (20.7), то 21 YY +  и 1YC  ( ∈∀C ℝ) тоже являются решениями ли-
нейной однородной системы (20.7). 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Необходимо убедиться, что 21 YY +  и 1YC  удов-
летворяют системе [ ] OY =L . Из условия (20.5) получаем:  

[ ] [ ] OOYY 11 =⋅=⋅= CLCCL . 
Из условия (20.6) получаем: 

[ ] [ ] [ ] OOOYYYY =+=+=+ 2121 LLL .   ∎ 
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СЛЕДСТВИЕ 20.2. Если kYYY ,,, 21 K  – решения линейной однородной 
системы (20.7), то для любых постоянных nCCC ,,, 21 K  линейная ком-
бинация решений 

∑
=

k

i
iiC

1
Y kkCCC YYY +++= K2211  

тоже является решением системы. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Из (20.5) и (20.6) следует справедливость равенства  

[ ] OOYY =⋅==⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ∑∑∑
===

k

i
i

k

i
ii

k

i
ii CLCCL

111
, 

где iC  – произвольные постоянные. Но это и означает, что ∑
=

k

i
iiC

1
Y  – 

решение однородной системы (20.7).  ∎ 

Обозначим через ],[ baSn  множество матриц-столбцов порядка n , 
элементы которых являются решениями системы (20.7). Так как функ-
ции любого решения системы (20.7) является непрерывно дифференци-
руемыми, то 
 ],[ baSn ];[ baDn⊂ , 
где ],[ baDn  – множество матриц-столбцов длины n , элементами кото-
рых являются функции, непрерывно дифференцируемые на отрезке 

];[ ba . Более того, в силу теоремы 20.1, ],[ baSn  является подпростран-
ством линейного пространства ],[ baDn . Оказалось также, что линей-
ное пространство ],[ baSn  конечномерное. Чтобы доказать это, необхо-
димо нам сначала получить условие линейной независимости векторов 
пространства ],[ baSn . 

Возьмем в пространстве  ],[ baDn   n  векторов: 
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YYY . (20.8) 

Если векторы nYYY ,,, 21 K  линейно зависимы на ],[ ba , то существуют 
числа nααα ,,, 21 K  такие, что хотя бы одно из них отлично от нуля и 
 02211 ≡+++ nnYYY ααα K .  
Это тождество означает, что система 
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⎪
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2222211
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 (20.9) 

имеет нетривиальные решения. А это возможно только в том случае, ко-
гда определитель матрицы системы (20.9) тождественно равен нулю. 

Матрица системы (20.9) 
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22221

11211

 (20.10)

называется интегральной матрицей, а ее определитель называется оп-
ределителем Вронского (вронскианом) векторов nYYY ,,, 21 K  и обо-
значается  

],,,[ 21 nW YYY K     или     )](,,,[ 21 xW nYYY K .  
Таким образом, мы показали что справедлива следующая теорема. 

ТЕОРЕМА 20.3 (необходимое условие линейной зависимости n  векто-
ров пространства ],[ baDn ). Если векторы nYYY ,,, 21 K  линейно зависи-
мы на ];[ ba , то их определитель Вронского на ];[ ba  тождественно ра-
вен нулю. 

Теорема 20.3 дает необходимое условие линейной зависимости 
векторов nYYY ,,, 21 K . Достаточным это условие для произвольных n  
элементов пространства ],[ baDn  не будет, т. е. если ],,,[ 21 nW YYY K 0≡ , 
то векторы nYYY ,,, 21 K  могут оказаться как линейно зависимыми, так и 
линейно независимыми.  

ПРИМЕР 20.1. Для векторов ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛= 0

2

1
xY  и ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛= 02

xY  имеем: 

0
00

2

21 ≡= xxW ]Y,[Y . 

Однако эти векторы линейно независимы, так как из 02211 ≡+ YY αα  следует 

⎩
⎨
⎧

≡⋅+⋅
≡+

;000
,0

21

2
2

1
αα
αα xx   

⇒   02
2

1 ≡+ xx αα      или     021 ≡+ αα x   
⇒   021 == αα . 
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Но ситуация меняется, если nYYY ,,, 21 K  – решения линейной од-
нородной системы (20.7). Здесь справедлива следующая теорема. 
ТЕОРЕМА 20.4 (условие линейной независимости решений линейной 
однородной системы дифференциальных уравнений). Если n  решений 

nYYY ,,, 21 K  линейной однородной системы (20.7) линейно независимы 
на ];[ ba , то их определитель Вронского ],,,[ 21 nW YYY K  не может об-
ратиться в нуль ни в одной точке этого промежутка. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Предположим противное. Пусть nYYY ,,, 21 K  ли-
нейно независимы на ];[ ba  и существует ];[0 bax ∈  такое, что 

)](,,,[ 021 xW nYYY K 0

)()()(

)()()(
)()()(

00201

02022021

01012011

==

xyxyxy

xyxyxy
xyxyxy

nnnn

n

n

K
KKKKKKKKKKKKK

K

K

. 

Рассмотрим систему n  линейных однородных уравнений, матрицу 
которой составляют числа )( 0xyij :  
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 (20.11) 

Определитель матрицы системы (20.11) 
=Mdet )](,,,[ 021 xW nYYY K 0= . 

Следовательно, система (20.11) имеет нетривиальные решения.  
Пусть nααα ~,,~,~

21 K  – одно из нетривиальных решений системы 
(20.11). Рассмотрим матрицу-столбец  

nnYYYY ααα ~~~~
2211 +++= K . 

Так как iY  – решения линейной однородной системы [ ] OY =L , то 
Y~  – решение той же системы, удовлетворяющее в силу (20.11), началь-
ным условиям OY =)( 0x .  

С другой стороны, однородная система [ ] OY =L  всегда имеет ну-
левое решение OY ≡)(x , которое тоже удовлетворяет начальному усло-
вию OY =)( 0x . 

Поскольку, по теореме существования и единственности решения, 
начальные условия определяют единственное решение, получаем: 

nnYYYY ααα ~~~~
2211 +++= K O= , 

причем среди коэффициентов nααα ~,,~,~
21 K  есть ненулевые. Но это озна-
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чает, что nYYY ,,, 21 K  линейно зависимы на ];[ ba , что противоречит ус-
ловию теоремы.  

Следовательно, предположение было неверным и  
)](,,,[ 21 xW nYYY K 0≠ ,  ];[ bax ∈∀ .  ∎ 

СЛЕДСТВИЕ 20.5 (теоремы 20.3 и 20.4). Пусть nYYY ,,, 21 K  – решения 
системы (20.7). Тогда их определитель Вронского ],,,[ 21 nW YYY K  либо 
тождественно равен нулю, и это означает, что решения iY  линейно 
зависимы; либо не обращается в нуль ни в одной точке ],[ bax ∈ , и это 
означает, что решения iY  линейно независимы. 

Следствие 20.5 позволяет доказать следующее утверждение. 
ТЕОРЕМА 20.6. Пространство решений ],[ baSn  линейной однородной 
системы (20.7) конечномерно и его размерность совпадает с порядком 
системы, т. е. nbaSn =];[dim . 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.  

1) Покажем, что для системы (20.7) можно найти n  линейно неза-
висимых решений. 

Возьмем любое ];[0 bax ∈  и любой определитель nΔ порядка n , от-
личный от нуля. Например, пусть 

100
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001

K
KKKK

K
K

=Δn . 

По теореме существования и единственности решения получаем, 
что существуют n  решений системы (20.7)  

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

)(

)(
)(

,,

)(

)(
)(

,

)(

)(
)(

2

1

2

22

12

2

1

21

11

1

xy

xy
xy

xy

xy
xy

xy

xy
xy

nn

n

n

n

nn

KK
K

KKKK
YYY , 

определенных в окрестности точки 0x  и удовлетворяющих условиям: 
1) 0)(,,0)(,1)( 01021011 === xyxyxy nKKK  

(где 0,,0,1 K  – числа из первого столбца определителя nΔ );  
2) 0)(,,1)(,0)( 02022012 === xyxyxy nKKK  

(где 0,,1,0 K  – числа из второго столбца определителя nΔ ); 
………………………………………………………………… 

n ) 1)(,,0)(,0)( 00201 === xyxyxy nnnn KKK  
(где 1,,0,0 K  – числа из n -го столбца определителя nΔ ). 
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Для найденных таким образом решений nYYY ,,, 21 K  имеем: 
)](,,,[ 021 xW nYYY K 0≠Δ= n , 

и, следовательно, по следствию 20.5, nYYY ,,, 21 K  – линейно независимы. 

2) Покажем, что любое решение однородной системы (20.7) может 
быть представлено как линейная комбинация ее n  линейно независи-
мых решений. 

Пусть )(,),(),( 2211 innii yyy === YYY K  – некоторые линейно неза-
висимые решения системы (20.7), )ˆ(ˆ

iy=Y  – решение системы (20.7), 
удовлетворяющее условию 0YY =)(ˆ

0x , т. е. 
 1001 )(ˆ yxy = , 2002 )(ˆ yxy = , K, 00 )(ˆ nn yxy = . 

Рассмотрим систему n  линейных уравнений вида: 
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 (20.12) 

Так как nYYY ,,, 21 K  – линейно независимые решения системы 
(20.7), то для матрицы системы M  имеем: 

=Mdet )](,,,[ 021 xW nYYY K 0≠ . 
Следовательно, система (20.12) имеет единственное решение 

nCCC ~,,~,~
21 K . 
Рассмотрим матрицу-столбец )~(~~~~

2211 inn yCCC =+++= YYYY K . В 
силу следствия (18.5) она будет являться решением системы (20.7), причем 

1001 )(~ yxy =  (из 1-го уравнения системы (20.12)), 
2002 )(~ yxy =  (из 2-го уравнения системы (20.12)), 

………………………………………………. 
00 )(~

nn yxy =  (из n -го уравнения системы (20.12)). 
Но начальным условиям  

1001 )( yxy = , 2002 )( yxy = , K, 00 )( nn yxy =  
удовлетворяет и решение Ŷ .  

Поскольку, по теореме существования и единственности решения, 
начальные условия определяют единственное решение, получаем: 

nnCCC YYYY ~~~ˆ
2211 +++= K Y~= .  ∎ 

Система n  линейно независимых решений линейной однородной 
системы порядка n  (базис пространства ];[ baSn ) называется его фун-
даментальной системой решений.  
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Если матрицы-столбцы 
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образуют фундаментальную систему решений линейной однородной 
системы [ ] OY =L , то общее решение этой системы имеет вид 
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или, подробнее 
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Итак, задача интегрирования линейной однородной системы све-
лась к отысканию фундаментальной системы ее решений. Но сделать 
это для произвольной системы очень сложно. Позже мы рассмотрим 
один класс однородных систем, для которых практически всегда удает-
ся найти фундаментальную систему решений – линейные однородные 
системы с постоянными коэффициентами.  

ПРИМЕР 20.2. Доказать, что ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−= x
x

sin
cos

1Y  и ⎟
⎠
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⎛= x

x
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2Y  образуют 

фундаментальную систему решений системы  
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Записать общее решение этой системы. 
РЕШЕНИЕ. Имеем: 

01
cossin
sincos

],[ 21 ≠=
−

=
xx
xx

W YY . 

Следовательно, 21,YY – линейно независимы (по следствию (20.7)) и об-
разуют фундаментальную систему решений (по теореме 20.6). Поэтому 
общее решение можно записать в виде 
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20.2. Линейные неоднородные системы дифференциальных уравнений 

Рассмотрим линейную неоднородную систему  
 BAYY =−′  (20.13) 
Если известно общее решение соответствующей однородной системы 
 AYY =′ , (20.14) 
то можно найти общее решение неоднородной системы (20.13) изло-
женным ниже методом, который называют методом вариации посто-
янных. 

Пусть nYYY ,,, 21 K  – фундаментальная система решений линейной 
однородной системы (20.14). Тогда его общее решение будет иметь вид 

 nnCCC YYYY +++= K2211 , (20.15) 
где nCCC ,,, 21 K  – произвольные постоянные.  

Полагаем, что решение линейной неоднородной системы по струк-
туре совпадает с решением соответствующей однородной системы, т. е. 
имеет вид 

 nn xCxCxC YYYY )()()( 2211 +++= K ∑
=

=
n

i
ii xC

1
)( Y , (20.16) 

где )(,),(),( 21 xCxCxC nK  – некоторые пока неизвестные функции. Тогда 
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Подставим Y  и Y′  в неоднородную систему BAYY =−′ : 
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n

i
ii xCxC

11

)()( YY BYA =⋅− ∑
=

n

i
ii xC

1

)( ,  

⇒  BAYYY =−′+′ ∑∑
==

n

i
iii

n

i
ii xCxC

11
))(()( . 

Т.к. iY  – решения однородной системы, то OAYY =−′ ii  и, следовательно, 

BY =′∑
=

n

i
ii xC

1

)( , 

или, более подробно, 
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⎨
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xbyxCyxCyxC
xbyxCyxCyxC

nnnnnn

nn

nn

K
KKKKKKKKKKKKKKKKKK

K

K

 (20.17) 

Это линейная неоднородная система относительно неизвестных функ-
ций )(xCi′ . Ее определитель – определитель Вронского для системы ли-
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нейно независимых решений nYYY ,,, 21 K , и, следовательно, он отличен 
от нуля. Значит система (20.7) имеет единственное решение 

)(xCi′ ),1(),( nixi == ϕ , 
откуда интегрированием находим 
 )(xCi ),1(,)( niCdxx ii =+= ∫ϕ , (20.18) 

где iC  – произвольные постоянные.  
Подставим найденные функции )(xCi в (20.16) и получим общее 

решение неоднородной системы (20.13): 

( )∑ ∫
=

+=
n

i
iii Cdxx

1
)( YY ϕ . 

ПРИМЕР 20.3. Найти общее решение системы  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+−=

=

.
cos

1

,

1
2

2
1

x
y

dx
dy

y
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РЕШЕНИЕ. Запишем соответствующую однородную систему 

⎩
⎨
⎧

−=′
=′

.
,
12

21
yy

yy  

Из первого уравнения находим: 
21 yy ′=′′      ⇒  11 yy −=′′ . 

Получили линейное однородное уравнение с постоянными коэффици-
ентами. Его характеристические корни i±=2,1λ  и, следовательно, общее 
решение уравнения 

xCxCy sincos 211 += . 
Тогда из первого уравнения системы 
 xCxCyy cossin 2112 +−=′= . 
Таким образом, общее решение однородной системы имеет вид 

⎩
⎨
⎧
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xCxCy
xCxCy
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211  

или, в матричном виде, 

 ooY =⎟⎟
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⎛
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Полагаем, что общее решение неоднородной системы имеет вид 

oнY ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
x
x

xC
x

x
xC

cos
sin

)(
sin

cos
)( 21  

или, подробнее, 

  
⎩
⎨
⎧

+−=
+=

.cos)(sin)(
,sin)(cos)(

212

211

xxCxxCy
xxCxxCy

 

Тогда функции )(1 xC ′  и )(2 xC ′  должны удовлетворять системе (20.17) 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=′+′−

=′+′

.
cos
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,0sincos

21

21

x
xCxC

xCxC
 

Решая систему по формулам Крамера, находим: 

1cossin
sincos =−=Δ xx

xx ,   tgxx
x

x
−==Δ cos

cos
1

sin0
1 ,   1

cos
1sin
0cos

2 =−=Δ
x

x
x

, 

⇒  tgxxC −=′ )(1 ,     1)(2 =′ xC . 
Интегрируя, получаем: 

11 cosln)( CxxC += ,     22 )( CxxC += . 
Следовательно, общее решение неоднородной системы будет иметь вид 
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⎛
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или, подробнее,  
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,sincoslncossincos
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xxxxxCxCy
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 ⋄ 

Замечание .  Общее решение (20.18) линейной неоднородной 
системы (20.13) можно переписать в виде 

( )∑ ∫∑
==

+=
n

i
ii

n

i
ii dxxC

11

)( YYY ϕ . 

Здесь слагаемое ∑
=

n

i
iiC

1

Y  – общее решение соответствующей одно-

родной системы, а слагаемое ( )∑ ∫
=

=
n

i
ii dxx

1

)( YY ϕ  – частное решение 

системы (20.13) (получается из общего решения при 0=iC , ),1( ni = ). 
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В общем случае оказалась справедлива следующая теорема. 
ТЕОРЕМА 20.7 (о структуре общего решения неоднородной системы 
дифференциальных уравнений). Общее решение неоднородной системы  

BAYY +=′  
с непрерывными на ],[ ba  коэффициентами )(xaij  и правыми частями 

)(xbi , равно сумме общего решения соответствующей однородной 
системы AYY =′  и частного решения Y  рассматриваемой неодно-
родной системы, т. е.   
 

YYY i +=∑
=

n

i
iC

1
 (20.19)

где nYYY ,,, 21 K  – фундаментальная система решений однородной 
системы AYY =′ . 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Перейдем к операторному представлению систем: 

BAYY +=′      ↔     BY =][L  
AYY =′      ↔     OY =][L . 

По условию теоремы  BY =][L ,  OYi =][L . 
Тогда, в силу линейности оператора L , имеем: 
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Таким образом, задача нахождения общего решения неоднородной 
системы может быть сведена к нахождению одного частного решения 
этой системы и фундаментальной системы решений соответствующей 
однородной системы. В этом случае может оказаться полезной и сле-
дующая теорема. 
ТЕОРЕМА 20.8 (о наложении решений). Если iY  – решения неоднород-
ных систем iBAYY +=′ ,  ),1( mi = , 
то их сумма m21 YYY +++ K  является решением неоднородной системы 

)( m21 BBBAYY ++++=′ K . 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Перейдем к операторному представлению систем: 

iBAYY +=′      ↔     iBY =][L  

∑
=

+=′
m

i 1
iBAYY      ↔     ∑

=
=

m

i
L

1
][ iBY . 
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По условию теоремы  
),1(,][ miL == ii BY . 

Тогда, в силу линейности оператора L , имеем: 

∑∑∑
===

==⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ m

i

m

i

m

i
LL

111
][ iii BYY . ∎ 

§ 21. Системы линейных дифференциальных уравнений  
 с постоянными коэффициентами  

21.1. Собственные значения и собственные векторы  

В предыдущем параграфе мы использовали линейный дифференци-
альный оператор для компактной формы записи системы дифференци-
альных уравнений и доказательства некоторых теорем. Для дальнейшей 
работы нам необходимо вспомнить ряд понятий, связанных с линейны-
ми операторами. А именно, нам понадобятся понятия собственного век-
тора и собственного значения оператора конечномерных пространств. 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Пусть ϕ  – оператор пространства L . Если для не-
которого ненулевого вектора Lx ∈  и числа λ  имеем xx λϕ =)( , то 
число λ  называется собственным значением оператора ϕ , а вектор x  
называется собственным вектором оператора ϕ , относящимся к соб-
ственному значению λ . 

Укажем свойства, которыми обладают собственные векторы. 
1. Каждый собственный вектор x  оператора ϕ  относится к единст-
венному собственному значению. 

2. Если 1x  и 2x  – собственные векторы оператора ϕ , относящиеся к 
одному и тому же собственному значению λ , то их линейная комби-
нация 21 xx βα +  – собственный вектор оператора ϕ , относящийся 
к тому же собственному значению. 
Из второго свойства следует: 

а) каждому собственному значению λ  соответствует бесчисленное 
множество собственных векторов; 

б) если к множеству всех собственных векторов x  оператора ϕ , отно-
сящихся к одному и тому же собственному значению λ , присоеди-
нить нулевой вектор (нулевой вектор по определению не является 
собственным), то получим подпространство пространства L . Это 
подпространство называется собственным подпространством 
оператора ϕ  и обозначается λL . 
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3. Собственные векторы kxxx K,, 21  оператора ϕ , относящиеся к различ-
ным собственным значениям kλλλ ,,, 21 K , линейно независимы. 
Из свойства 3 следует, что линейный оператор, действующий в n -

мерном линейном пространстве nL , не может иметь более n  собст-
венных значений. Кроме того, в пространстве может существовать 
базис, хотя бы часть которого – собственные векторы. 

Процесс поиска собственных значений и собственных векторов 
оператора конечномерного пространства на практике сводится к реше-
нию алгебраических уравнений и систем.  

Действительно, предположим, что A  – матрица оператора ϕ  в базисе 
1e , 2e ,K, ne , X  – матрица-столбец координат вектора x  в том же базисе. 
Тогда векторное равенство xx λϕ =)(  равносильно матричному равенству  
 XXA λ=⋅      или     OXEA =− )( λ . (21.1) 
Но матричное уравнение OXEA =− )( λ  представляет собой матричную 
запись системы n  линейных однородных уравнений с n  неизвестными.  

Так как собственные векторы ненулевые, то система (21.1) должна 
иметь нетривиальные решения. Это будет иметь место, если  

nrang ≠− )( EA λ  
или, что то же,   
 0)det( =− EA λ . 

Матрица EA λ−  называется характеристической матрицей опе-
ратора ϕ  (матрицы A ), а ее определитель )det( EA λ− , являющийся 
многочленом относительно λ  – характеристическим многочленом 
оператора ϕ  (матрицы A ).  

Найдя корни характеристического многочлена, мы определим соб-
ственные значения. Подставив конкретное собственное значение в 
(21.1) и решив получившуюся систему, мы найдем относящиеся к нему 
собственные векторы.   

ПРИМЕР 21.1. Найти собственные векторы и собственные значе-
ния оператора, имеющего в некотором базисе матрицу  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−−−
−−

=
12153

321
352

A . 

РЕШЕНИЕ. 1) Запишем характеристическую матрицу и найдем харак-
теристический многочлен: 
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=− EA λ
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−−−−
−−−

λ
λ

λ

12153
321
352

,  

⇒  =− EA λ )189)(3( 2 +−− λλλ . 
Корни характеристического многочлена (собственные значения): 

3,6 3,21 == λλ . 
2) Для каждого из найденных собственных значений iλ  запишем 

систему линейных однородных уравнений OXEA =− )( iλ  и найдем ее 
фундаментальную систему решений. Это будут координаты базисных 
векторов собственного подпространства 

i
Lλ . 

а) Для 61 =λ  имеем: 
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Ранг матрицы системы равен 2, в качестве базисного минора можно 

выбрать, например, минор 81
54

−−
−− . Тогда переменные 21, xx  будут за-

висимыми, а 3x  – свободной. Отбрасываем третье уравнение системы и 
находим общее решение: 
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Фундаментальная система решений состоит из одного решения. 
Чтобы ее записать, придадим свободной переменной 3x  любое отличное 
от нуля значение. Например, полагаем 33 −=x . Тогда из общего реше-
ния находим 11 =x ,   12 =x . 

Итак, получили: 
⎟
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1X  – решение фундаментальной системы. 

Следовательно, базисом собственного подпространства 6=λL  является 
вектор }3;1;1{311 3211 =⋅−⋅+⋅= eeec . 

⇒  ∈∀== ααλ |{ 16 cL ℝ}. 
б) Для 33,2 =λ  имеем: 
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Матрица системы имеет три пропорциональные строки и, следова-
тельно, ее ранг равен 1. Выбирая в качестве зависимой переменной 1x  
получаем, что ее общее решение имеет вид: 

321 35 xxx −−= . 
Находим фундаментальную систему решений: 

12 =x ,  03 =x      ⇒  51 −=x ; 
02 =x ,  13 =x      ⇒  31 −=x . 

Итак, получили: 
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1
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3X  – решения фундаменталь-

ной системы. Следовательно, базисом собственного подпространства 
3=λL  являются векторы 
 }0;1;5{2 −=c      и     }1;0;3{3 −=c . 

⇒  ∈∀+== βαβαλ ,|{ 323 ccL ℝ}. ⋄ 
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В заключение этого пункта заметим, что говорят также о собст-
венных векторах матрицы A  порядка n , имея при этом ввиду собст-
венные векторы оператора n -мерного пространства, имеющего A  своей 
матрицей в некотором базисе. Использование такой терминологии 
удобно в задачах, в которых на каком-то этапе решения возникает сис-
тема линейных однородных уравнений OXEA =− )( λ . В этом случае 
любое решение системы OXEA =− )( λ  обычно называют собственным 
вектором матрицы A , а ее фундаментальную систему решений – ли-
нейно независимыми собственными векторами матрицы A . 

21.2. Линейные однородные системы дифференциальных уравнений  
с постоянными коэффициентами. Метод Эйлера  

Рассмотрим систему линейных дифференциальных уравнений вида 

 )(
1

xbya
dx
dy

i

n

j
jij

i +=∑
=

,   ),1( ni = , (21.2) 

где коэффициенты ija  – постоянные. Такие системы называют систе-
мами дифференциальных уравнений с постоянными коэффициен-
тами и именно они имеют наибольшее практическое применение. 

Систему (21.2) можно решить методом исключения. При этом по-
лучится линейное уравнение порядка n  с постоянными коэффициента-
ми. Мы умеем интегрировать такие дифференциальные уравнения. 
Проблема лишь в том, что процесс получения дифференциального 
уравнения порядка n  довольно трудоемкий и требует аккуратности. 

Другой способ – найти общее решение соответствующей однород-
ной системы, а затем найти общее решение неоднородной системы ме-
тодом вариации постоянных. Этот путь, как правило, менее трудоемкий, 
так как оказалось, что фундаментальная система решений линейной од-
нородной системы с постоянными коэффициентами связана с собствен-
ными векторами ее матрицы. Именно установление этой связи и являет-
ся целью нашего дальнейшего изложения. Нахождение фундаменталь-
ной системы решений с использованием собственных векторов матрицы 
называется методом Эйлера. 

Итак, рассмотрим линейную однородную систему с постоянными 
коэффициентами: 

 ∑
=

=
n

j
jij

i ya
dx
dy

1
,   ),1( ni = . (21.3) 

Вид уравнений системы (21.3) наводит на мысль, что решения следует 
искать прежде всего среди таких функций, производные которых «по-
хожи» на сами функции. Среди элементарных функций таким свойст-
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вом обладает показательная функция. Поэтому частные решения будем 
искать в виде 
 xedy λ

11 = , xedy λ
22 = , …, xenn dy λ= , (21.4) 

где nddd ,,,, 21 Kλ  – неизвестные действительные числа, которые нужно 
выбрать так, чтобы функции (21.4) удовлетворяли системе (21.3).  

Запишем систему (21.3) в матричном виде: 
 AYY =′ , (21.5) 
где  

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
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⎜
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K

K
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22221

11211

)(A . 

По предположению,  

DY x

x
n

x

x

e
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λ

λ

λ

λ

=
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=
K
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,     где  
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
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⎝

⎛
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d
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K
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D . 

⇒  DY x

x
n

x

x

e

ed

ed
ed

λ

λ

λ

λ

λ

λ

λ
λ

=
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=′
K

2

1

. 

Подставим Y  и Y′  в (21.5) и получим 
)( DAD xx ee λλλ ⋅=⋅      или     DAD ⋅=⋅λ , 

⇒  ODDA =−⋅ λ , 
 ⇒  ODEA =⋅− )( λ . (21.6) 

Матричное уравнение (21.6) представляет собой матричную запись 
системы n  линейных однородных уравнений с n  неизвестными. Чтобы 
такая система имела нетривиальные решения необходимо, чтобы 
 0)det( =− EA λ . 

Но это означает, что λ  должно является действительным характери-
стическим корнем (т. е. собственным значением) матрицы A , а D  – ее 
собственным вектором, относящимся к λ . 

Матрица A  имеет n  характеристических корней, но среди них мо-
гут быть комплексные и кратные. Рассмотрим ситуации, которые в свя-
зи с этим могут возникнуть. 
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I. Характеристические корни матрицы A  действительны и различны  

В этом случае для каждого характеристического корня iλ  ),1( ni =  

найдем собственный вектор )( jid=iD  и запишем решения ii DY xieλ= : 

⎟
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Рассмотрим определитель Вронского этих решений. Имеем: 

],,,[ 21 nW YYY K ==
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K
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K
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K λλλ . 

Действительно, так как все собственные векторы iD  относятся к 
различным собственным значениям, то они линейно независимы, т. е. 

ODDD n21 =+++ nααα K21  только при условии, что 
021 ==== nααα K . Это означает, что система 

⎪
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имеет единственное (тривиальное) решение и, следовательно, ее опре-
делитель  

0

21

22221

11211

≠

nnnn

n

n

ddd

ddd
ddd

K
KKKK

K
K

. 

Так как 0],,,[ 21 ≠nW YYY K , то решения nYYY ,,, 21 K  линейно не-
зависимы и образуют фундаментальную систему решений. Общее ре-
шение системы в этом случае имеет вид 

nnCCC YYYY +++= K2211  
или, подробнее, 
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⎪
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ПРИМЕР 21.2. Найти общее решение системы: 

⎩
⎨
⎧

+=′
+=′

.34
,2
212

211
yyy

yyy  

РЕШЕНИЕ. Данная система – линейная однородная с постоянными ко-
эффициентами. Следовательно, ее общее решение может быть найдено 
методом Эйлера.  

Матрица системы: 

 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= 34

21A . 

Запишем ее характеристическую матрицу и найдем характеристический 
многочлен: 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−=− λ

λλ 34
21EA , 

 ⇒  542 −−=− λλλEA . 
Найдем характеристические корни: 
 0542 =−− λλ , 
 ⇒  1,5 21 −== λλ . 

Характеристические корни являются собственными значениями 
матрицы A . Найдем ее собственные векторы, относящиеся к каждому 
из собственных значений. 

а) Для 51 =λ  имеем: 

=− XEA )5( O=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
⎟
⎠
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⎛
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1
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x
x , 

⇒  ⎟
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⎜
⎝
⎛=⎟
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⎜
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⎛
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1
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x      или     
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xx  

 ⇒  12 2xx =  – общее решение системы. 
Фундаментальная система решений состоит из одного решения. 

Полагаем 11 =x  и находим это решение:  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= 2
1

1D . 
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Итак, получили, что 1D  – собственный вектор матрицы A , отно-
сящийся к собственному значению 51 =λ . Следовательно, решение сис-
темы дифференциальных уравнений: 
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б) Для 12 −=λ  имеем: 
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 ⇒  12 xx −=  – общее решение системы. 
Фундаментальная система решений состоит из одного решения. 

Полагаем 11 =x  и находим это решение:  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−= 1
1

2D . 

Так как 2D  – собственный вектор матрицы A , относящийся к соб-
ственному значению 12 −=λ , то решение системы дифференциальных 
уравнений: 

⎟⎟
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⎠
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⎜
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Найденные таким образом решения 1Y  и 2Y  образуют фундамен-
тальную систему решений и, следовательно, общее решение системы 
имеет вид 

 xx eCeCCC −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=+= 1

1
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121 21 YYY  

или, подробнее,  
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II.  Характеристические корни матрицы A различны,  
но среди них есть комплексные 

Так как характеристический многочлен матрицы A  имеет действи-
тельные коэффициенты, то комплексные корни будут появляться со-
пряженными парами. Пусть, например, характеристическими корнями 
являются числа ii βαλβαλ −=+= 21 , . 
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Рассмотрим две системы n  линейных однородных уравнений с n  
неизвестными: 

OXEA =⋅− )( 1λ      и     OXEA =⋅− )( 2λ . 
В алгебре доказано, что если для них выбрать одни и те же пере-

менные свободными и придать им сопряженные значения, то для зави-
симых переменных тоже получаться сопряженные значения.  

Пусть )( 1jd=D  – решение системы OXEA =⋅− )( 1λ . Тогда 
)( 1jd=D  – решение системы OXEA =⋅− )( 2λ . Рассмотрим матрицы-

столбцы 

DDDDZ1 )sin(cos)(1 xixeeeee xxixxix ββαβαβαλ +⋅=⋅=== + , 

 DDDDZ2 )sin(cos)(2 xixeeeee xxixxix ββαβαβαλ −⋅=⋅=== −− . 

В силу выбора D  и D  эти матрицы-столбцы 1Z   и  2Z  будут удовле-
творять матричному уравнению AYY =′ . Полагаем далее 

( )211 ZZY +=
2
1 ,     ( )212 ZZY −=

i2
1 . 

Непосредственной проверкой легко убедиться, что 1Y  и 2Y  состоят из 
действительных функций и тоже удовлетворяют матричному уравне-
нию AYY =′ . Более того, можно доказать, что 1Y  и 2Y  линейно неза-
висимы и, следовательно, могут быть включены в фундаментальную 
систему решений. 

Замечани е .  На практике матрицу-столбец 2Z не записывают, 
так как 12 ZZ = . Действительно, 

=⋅+⋅=+⋅= DDZ1 )sin(cos)sin(cos xixexixe xx ββββ αα  

2ZD =⋅−⋅= )sin(cos xixe x ββα . 

Следовательно,          ( ) 1111 ZZZY Re
2
1 =+= , 

( ) 1112 ZZZY Im
2
1 =−=
i

. 

  

ПРИМЕР 21.3. Найти общее решение системы 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=′
+=′

−−=′

.3
,

,

313

212

3211

yyy
yyy

yyyy
 



 

156

РЕШЕНИЕ. Так как данная система – линейная однородная с постоян-
ными коэффициентами, то ее общее решение может быть найдено ме-
тодом Эйлера.  

1) Матрица системы: 
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Запишем ее характеристическую матрицу и найдем характеристический 
многочлен: 
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 ⇒  ]4)1)[(1( 2 +−−=− λλλEA . 
Найдем характеристические корни: 
  0]4)1)[(1( 2 =+−− λλ , 
 ⇒  11 =λ ,  i213,2 ±=λ . 

2) Действительный корень 11 =λ  является собственным значением 
матрицы A . Найдем собственный вектор матрицы, относящийся к это-
му собственному значению. Имеем: 
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     или     
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Ранг матрицы системы равен 2, в качестве базисного минора можно 

выбрать, например, минор 01
10 − . Тогда переменные 21, xx  будут зави-

симыми, а 3x  свободной. Общее решение при этом будет иметь вид: 
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=
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xx  

Фундаментальная система решений состоит из одного решения. 
Полагаем 13 =x  и находим его:  
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Итак, получили, что 1D  – собственный вектор матрицы A , отно-
сящийся к собственному значению 11 =λ . Следовательно, решение сис-
темы дифференциальных уравнений: 
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3) Возьмем один из комплексных корней, например i212 +=λ , и 
найдем фундаментальную систему решений системы OXEA =− )( 2λ . 
Имеем: 
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Ранг матрицы системы равен 2, в качестве базисного минора можно 

выбрать, например, минор i
i

20
02

−
− . Тогда переменные 32 , xx  будут 

зависимыми, а 1x  свободной. Общее решение при этом будет иметь вид: 
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Фундаментальная система решений состоит из одного решения. 
Полагаем ix 23 =  и находим его:  
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Откуда находим 
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⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛−
⋅==

x
x

x
ex

2cos3
2cos

2sin2
Re ZY1 ,     

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
⋅==

x
x
x

ex

2sin3
2sin
2cos2

ImZY2 . 

Найденные таким образом решения 1Y , 2Y , 3Y  образуют фундамен-
тальную систему решений и, следовательно, общее решение системы 
имеет вид 

 =++= 321 YYYY 321 CCC  

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
⋅+

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛−
+

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
−=

x
x
x

eC
x

x
x

eCeC xxx

2sin3
2sin
2cos2

2cos3
2cos

2sin2

1
1

0
321  

или, подробнее, 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++=
++−=
+−=

.2sin32cos3
,2sin2cos
,2cos22sin2

3213

3212

321

xeCxeCeCy
xeCxeCeCy
xeCxeCy

xxx

xxx

xx

 ⋄ 

III. Характеристические корни матрицы A действительны, 
 но среди них есть кратные 

Пусть λ  – действительный характеристический корень матрицы A  
кратности l , )( EA λ−= rangr . Возможны два случая. 

1) l=− rn . 
В этом случае фундаментальная система решений системы линей-

ных однородных уравнений OXEA =− )( λ  состоит из l  решений. Сле-
довательно, существуют l  линейно независимых собственных векторов 

lK DDD 21 ,,,  матрицы A , относящихся к собственному значению λ . 
Тогда решения системы дифференциальных уравнений 

11 DY xeλ= , 22 DY xeλ= , …, ll DY xeλ=  
линейно независимы и входят в фундаментальную систему решений 
этой системы. 

2) l≠− rn  (точнее, l<− rn , случай l>− rn  вообще невозможен 
из алгебраических соображений). 

Тогда фундаментальная система решений системы линейных одно-
родных уравнений OXEA =− )( λ  состоит из l<k  решений. С их помо-
щью мы сможем получить k  линейно независимых решений системы 
дифференциальных уравнений. В такой ситуации существует два возмож-
ных способа найти все решения.  
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Первый способ – искать l  решений вида 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+++

+++
+++

=

−
−

−
−

−
−

1
1,10

1
1,22120

1
1,11110

l
l

l
l

l
l

K
KKKKKKK

K

K

xaxaa

xaxaa
xaxaa

e

nnn

xλY , 

где коэффициенты многочленов ija  находят, подставляя Y  в исходную 
систему. 

ПРИМЕР 21.4. Найти общее решение системы 

⎩
⎨
⎧

+=′
−=′

.3
,
212

211
yyy

yyy  

РЕШЕНИЕ. Так как система – линейная однородная с постоянными коэф-
фициентами, то ее общее решение может быть найдено методом Эйлера. 

Матрица системы: ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= 31

11A . 

Запишем ее характеристическую матрицу и найдем характеристический 
многочлен: 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−−=− λ

λλ 31
11EA , 

 ⇒  442 +−=− λλλEA . 
Найдем характеристические корни: 
  0442 =+− λλ ,     ⇒  22,1 =λ . 

Итак, имеем характеристический корень кратности 2=l . При этом 
1)2( =−= EArangr  (т. к. 02 =− EA ). Следовательно, 

112 =−=− rn       и      l<− rn . 
Будем искать решения системы в виде 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+= dxc

bxae x2Y , 

т. е. полагаем 
  xebxay 2

1 )( += ,     xedxcy 2
2 )( += . 

Тогда 
 xebbxay 2

1 )22( ++=′ ,     xeddxcy 2
2 )22( ++=′ . 

Подставим 2121 ,,, yyyy ′′  в исходную систему и получим: 

⎩
⎨
⎧

+++=++
−−+=++

xx

xx

edxcbxaedxdc
edxcbxaebxba

22

22

)33()22(
,)()22(  
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или, после сокращения на xe2 : 

⎩
⎨
⎧

+++=++
−−+=++

;3322
,22
dxcbxadxdc

dxcbxabxba
   

⇒  
⎩
⎨
⎧

=+−+−−
=++++

.0)()(
,0)()(

xdbdca
xdbcba

 

Приравнивая коэффициенты при равных степенях x, получим:  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=+
=−−
=+−−
=++

.0
,0
,0
,0

db
db
dca
cba

 

Или, после преобразований: 

⎩
⎨
⎧

=+
=++

.0
,0

db
cba

 

Ранг матрицы системы равен 2, в качестве базисного минора можно 

выбрать, например, минор 10
11 . Тогда переменные a , b  будут зависи-

мыми, c  и d  – свободными. Общее решение при этом будет иметь вид: 

⎩
⎨
⎧

−=
−=

.
,

db
cda  

Находим фундаментальную систему решений: 
1=d , 0=c      ⇒  1=a ,  1−=b ; 
0=d , 1=c      ⇒  1−=a ,  0=b . 

Первое из решений фундаментальной системы ( 1=a , 1−=b , 0=c , 
1=d ) дает для системы дифференциальных уравнений решение 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= x

xe x 12
1Y , 

второе решение из фундаментальной системы ( 1−=a , 0=b , 1=c , 
0=d ) дает решение 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−= 1

12
2

xeY . 

Найденные таким образом решения 1Y , 2Y  образуют фундамен-
тальную систему решений и, следовательно, общее решение системы 
имеет вид: 

=+= 2YYY 211 CC ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

1
11 2

2
2

1
xx eCx

xeC .  ⋄ 
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Как показывает рассмотренный пример, чтобы найти решения для 
системы дифференциальных уравнений второго порядка, нам пришлось 
решать алгебраическую систему из четырех уравнений с четырьмя не-
известными. А если порядок исходной системы будет 3, то алгебраиче-
ская система будет содержать в лучшем случае шесть уравнений и 
шесть неизвестных (а в худшем – девять уравнений и неизвестных). И 
хотя мы в каждом случае точно знаем количество свободных перемен-
ных (их количество совпадает с кратностью корня), задача получается 
трудоемкая. 

Второй способ решения – найти k  линейно независимых решений 
системы дифференциальных уравнений, а недостающие k−l  решений 
искать в виде 

)( 1,10,1 xe x
+++ += kk1k DDY λ , 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅++= ++++ 2

2

2,21,20,
xxe x

kk2k2k DDDY λ , 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅+⋅++= +++++ 32

3

3,3

2

2,31,30,3
xxxe x

kkkk3k DDDDY λ   и т.д. 

Здесь ijD  – числовые матрицы-столбцы, определяемые так, чтобы iY  
были решениями системы дифференциальных уравнений. 

На первый взгляд кажется, что этот способ такой же трудоемкий, 
как и предыдущий. Но на самом деле это не так. Рассмотрим его приме-
нительно к системам дифференциальных уравнений 3-го порядка, т. е. к 
системам вида 

 AYY =′ , (21.7) 
где )( ija=A  – матрица третьего порядка, ∈ija ℝ. 

Число характеристических корней матрицы совпадает с ее поряд-
ком, следовательно, если матрица A  имеет кратный характеристиче-
ский корень λ , то его кратность l  равна двум или трем. Рассмотрим 
каждый из этих случаев. 

а) Пусть 2=l , 1=− rn . 
В этом случае матрица A  имеет один линейно независимый собст-

венный вектор 1D , относящийся к собственному значению λ  и, следо-
вательно, 11 DY xeλ=  – решение системы (21.7). Еще одно решение сис-
темы дифференциальных уравнений будем искать в виде 
 )( 10 xe x

222 DDY += λ . 
Тогда )( 110 2222 DDDY ++=′ xe x λλλ  
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и, подставляя 2Y  и 2Y′  в (21.7), получаем: 
)()( 10110 xexe xx

22222 DDADDD +⋅=++ λλ λλ . 
После преобразований будем иметь: 

xx 10110 22222 ADADDDD +=++ λλ . 
Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях x , находим: 

⎩
⎨
⎧

=+
=

202120

2121
ADDD
ADD

λ
λ ,      или     

⎩
⎨
⎧

=−
=−

.
,
212020

2121
DDAD
ODAD

λ
λ  

 ⇒  
⎩
⎨
⎧

=−
=−

.)(
,)(
2120

21
DDEA
ODEA

λ
λ  (21.8) 

Первое уравнение системы (21.8) означает, что 21D  – собственный век-
тор матрицы A , относящийся к собственному значению λ  и, следова-
тельно, можем полагать 121 DD = . Тогда второе уравнение системы 
(21.8) перепишется в виде: 

 120 DDEA =− )( λ , 
т. е. в качестве 20D  можно взять любое решение системы линейных 
уравнений 1DXEA =− )( λ . 

Таким образом, если 2=l  и 1=− rn , то рассматриваемая систе-
ма (21.7) имеет решения  
 

11 DY xeλ=   и  )( 10 xe x DDY 22 += λ , (21.9)

где  1D  – собственный вектор матрицы A , относящийся к собствен-
ному значению λ ,  

20D  – любое решение системы линейных уравнений 1DXEA =− )( λ . 
Найденные таким образом решения 1Y  и 2Y  входят в фундамен-

тальную систему решений, так как они линейно независимы.  
Действительно, рассматривая 

OYY 21 =+ βα , 
получаем  ODDD 1201 =++ xββα )( , 

⇒  
⎩
⎨
⎧

=+
=

.
,

ODD
OD

201

1
βα
β  

По определению собственного вектора OD1 ≠ . Тогда из этой системы 
находим  0== βα .  
А это означает, что 1Y  и 2Y  – линейно независимы. 

Замечани е .  При получении формул (21.9) нигде не использовал-
ся тот факт, что система дифференциальных уравнений третьего 
порядка. Следовательно, они останутся справедливыми и для ли-
нейной однородной системы порядка n . 
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ПРИМЕР 21.5. Найти общее решение системы 

⎩
⎨
⎧

+=′
−=′

.3
,
212

211
yyy

yyy  

РЕШЕНИЕ. Так как система – линейная однородная с постоянными коэф-
фициентами, то ее общее решение может быть найдено методом Эйлера. 

1) Матрица системы: 

 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= 31

11A . 

Ее характеристическая матрица: 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−−=− λ

λλ 31
11EA . 

Тогда 442 +−=− λλλEA , 
⇒   22,1 =λ . 

Итак, имеем характеристический корень кратности 2=l . При этом 
1)2( =−= EArangr  (т. к. 02 =− EA ). Следовательно, 

112 =−=− rn   
и для нахождения решений можно воспользоваться формулами (21.9). 

2) Найдем собственный вектор матрицы A , относящийся к собст-
венному значению 2=λ . Имеем: 

=− XEA )2( O=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−−

2

1
231

121
x
x , 

⇒  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

0
0

11
11

2

1
x
x      или     

⎩
⎨
⎧

=+
=−−

.0
,0

21

21
xx
xx  

 ⇒  21 xx −=  – общее решение системы. 
Фундаментальная система решений состоит из одного решения. 

Полагаем 12 =x  и находим это решение:  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−= 1

1
1D . 

Итак, получили, что 1D  – собственный вектор матрицы A , отно-
сящийся к собственному значению 2=λ . Следовательно, решение сис-
темы дифференциальных уравнений: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−== x

x
xx

e
eee 2

2
22

1
1

11 DY . 
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3) Второе решение системы дифференциальных уравнений найдем 
в виде  )( 10

2 xe x DDY 22 += , 
где 20D  – любое решение системы линейных уравнений 1DXEA =− )2( . 
Имеем: 

 =− XEA )2( 1D=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−−

2

1
231

121
x
x , 

⇒  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

1
1

11
11

2

1
x
x      или     

⎩
⎨
⎧

=+
−=−−

.1
,1

21

21
xx
xx  

 ⇒  21 1 xx −=  – общее решение системы. 
Полагаем 02 =x  и находим частное решение:  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= 0
1

20D . 

Подставляем 1D  и 20D  в 2Y  и получаем: 

 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= x

xexe xx 1
1
1

0
1 22

2Y . 

Найденные таким образом решения 1Y , 2Y  образуют фундамен-
тальную систему и, следовательно, общее решение системы имеет вид: 

=+= 2YYY 211 CC ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

x
xeCeC xx 1

1
1 2

2
2

1 .  ⋄ 

б) Пусть 3=l , 1=− rn . 
В этом случае матрица A  имеет один линейно независимый собст-

венный вектор 1D , относящийся к собственному значению λ  и, следо-
вательно, 11 DY xeλ=  – решение системы (21.7). Необходимо найти еще 
два решения. Второе решение системы дифференциальных уравнений 
будем искать в виде 
 )( 10 xe x

222 DDY += λ . 

Условия, которым при этом будут удовлетворять 20D  и 21D  были 
нами уже получены ранее. А именно, 21D  будет собственным вектором 
матрицы A , относящимся к собственному значению λ , и, следователь-
но, можно считать 121 DD = ; 20D  – любое решение системы линейных 
уравнений 1DXEA =− )( λ . 

Третье решение системы запишем в виде 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅++=

2

2

210
xxe x

3333 DDDY λ . 
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Тогда 

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++⋅++=′ xxxe x

21

2

210 2 333333 DDDDDY λλλλ  

и, подставляя 3Y  и 3Y′  в (21.7), получаем: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅++⋅=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++⋅++

22

2

21021

2

210
xxexxxe xx

33333333 DDDADDDDD λλ λλλ . 

После преобразований будем иметь: 

( ) ( )
22

2

210

2

22110
xxxx ⋅++=⋅++++ 33333333 ADADADDDDDD λλλ . 

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях x , находим: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+
=+
=

303130

313231

323

ADDD
ADDD
ADD

λ
λ

λ
,
,2
      

⇒  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−
=−
=−

.

,

313030

323131

3232

DDAD
DDAD
ODAD

λ
λ
λ

 

 ⇒  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−
=−
=−

.)(
,)(

,)(

3130

3231

32

DDEA
DDEA
ODEA

λ
λ
λ

 (21.10) 

Первое уравнение системы (21.10) означает, что 32D  – собствен-
ный вектор матрицы A , относящийся к собственному значению λ  и, 
следовательно, можем полагать 132 DD = . Тогда второе уравнение сис-
темы (21.10) перепишется в виде: 

 131 DDEA =− )( λ , 
т. е. в качестве 31D  можно взять любое решение системы линейных 
уравнений 1DXEA =− )( λ . Так как 20D  тоже является решением этой 
системы, то можем полагать 

2031 DD = . 
С учетом этого, третье уравнение системы (21.10) перепишется в виде: 

2030 DDEA =− )( λ , 
т. е. в качестве 30D  можно взять любое решение системы линейных 
уравнений 20DXEA =− )( λ . 
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Таким образом, если 3=l  и 1=− rn , то рассматриваемая систе-
ма (21.7) имеет решения  
 

11 DY xeλ= , )( 10 xe x DDY 22 += λ , ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅++=

2

2

20
xxe x

1033 DDDY λ  (21.11)

где 1D  – собственный вектор матрицы A , относящийся к собствен-
ному значению λ ,  

20D  – любое решение системы линейных уравнений 1DXEA =− )( λ , 
30D  – любое решение системы линейных уравнений 20DXEA =− )( λ . 
При этом легко доказать, что найденные таким образом решения 

1Y , 2Y , 3Y  будут линейно независимыми. 
Замечани е .  При получении формул (21.11) нигде не использо-
вался тот факт, что система дифференциальных уравнений третье-
го порядка. Следовательно, они останутся справедливыми и для 
линейной однородной системы порядка n . 

ПРИМЕР 21.6. Найти общее решение системы 
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РЕШЕНИЕ. Система является линейной однородной с постоянными ко-
эффициентами. Следовательно, ее общее решение может быть найдено 
методом Эйлера.  

1) Матрица системы: 
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⎟

⎠

⎞
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−−
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=
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Ее характеристическая матрица: 
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EA . 

Тогда 
323 )1(133 −−=+−+−=− λλλλλEA , 

⇒  13,2,1 =λ . 
Итак, имеем характеристический корень кратности 3=l . При этом  
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⎟⎟
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1 EA , 

072
30 ≠−−

−      ⇒  2)( =−= EArangr . 

Следовательно, 123 =−=− rn   
и для нахождения решений можно воспользоваться формулами (21.11). 

2) Найдем собственный вектор матрицы A , относящийся к собст-
венному значению 1=λ . Имеем: 

=− XEA )( O=
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     или     
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xxx
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Как уже указывали выше, ранг матрицы системы равен 2 и в каче-

стве базисного минора можно выбрать, например, минор 72
30

−−
− . То-

гда переменные 21, xx  будут зависимыми, а 3x  свободной. Отбрасываем 
третье уравнение системы и находим общее решение: 

⎩
⎨
⎧
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;01372
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32
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xx      ⇒  
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⇒  
⎩
⎨
⎧

=
=

31

32
3

,
xx

xx  – общее решение. 

Фундаментальная система решений состоит из одного решения. 
Полагаем 13 =x  и находим это решение:  

⎟⎟
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⎛
=

1
1
3

1D . 

Итак, получили, что 1D  – собственный вектор матрицы A , отно-
сящийся к собственному значению 1=λ . Следовательно, решение сис-
темы дифференциальных уравнений: 
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3) Второе решение системы дифференциальных уравнений будем 
искать в виде  )( 10 xex DDY 22 += , 
где 20D  – любое решение системы линейных уравнений 1DXEA =− )( . 
Имеем: 
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Выбирая переменные 21, xx  зависимыми, а 3x  свободной, получаем об-
щее решение 
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Полагаем 03 =x  и находим частное решение:  
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Подставляем 1D  и 20D  в 2Y  и получаем: 
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4) Третье решение системы дифференциальных уравнений найдем 

в виде  ⎟⎟
⎠

⎞
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⎛
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2

2

20
xxe x

1033 DDDY λ , 

где 0D3  – любое решение системы линейных уравнений 20DXEA =− )( .  
Имеем: 
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Выбирая переменные 21, xx  зависимыми, а 3x  – свободной, получаем 
общее решение 
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Полагаем 03 =x  и находим частное решение:  
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Подставляем 1D , 20D  и 30D  в 3Y  и получаем: 
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Найденные таким образом решения 1Y , 2Y , 3Y  образуют фундамен-
тальную систему и, следовательно, общее решение системы имеет вид: 
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или, более подробно, 
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в) Пусть 3=l , 2=− rn . 
В этом случае матрица A  имеет два линейно независимых собст-

венных вектора 1D  и 2D , относящихся к собственному значению λ  и, 
следовательно, 11 DY xeλ= , 22 DY xeλ=  – решения системы (21.7). Необ-
ходимо найти еще одно решение. Третье решение системы дифферен-
циальных уравнений будем искать в виде 

 )( 10 xe x
333 DDY += λ . 
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Условия, которым при этом будут удовлетворять 30D  и 31D , нами 
получены ранее. А именно, 31D  будет собственным вектором матрицы 
A , относящимся к собственному значению λ ; 30D  – любое решение 
системы линейных уравнений 31DXEA =− )( λ . 

В нашем случае размерность собственного подпространства мат-
рицы A  для собственного значения λ  равна двум, а в качестве его бази-
са выбраны 1D  и 2D . Следовательно, 

2131 DDD βα += , 

где α , β  – некоторые числа, одновременно не равные нулю, которые 
следует выбрать так, чтобы система линейных уравнений 

31DXEA =− )( λ  была совместна. 
Замечание .  Если  0== βα ,  то  ODDD 2131 =+= βα  и, следо-
вательно, 31D  не будет собственным вектором. 

Таким образом, если 3=l  и 2=− rn , то рассматриваемая систе-
ма (21.7) имеет решения  
 

11 DY xeλ= ,  22 DY xeλ= ,  )( 10 xe x
333 DDY += λ  (21.12)

где  1D , 2D  – линейно независимые собственные векторы матрицы A , 
относящиеся к собственному значению λ ;  

 2131 DDD βα += , α , β  – числа, одновременно не равные нулю, ко-
торые выбираются так, чтобы система линейных урав-
нений 31DXEA =− )( λ  была совместна; 

30D  – любое решение системы уравнений 31DXEA =− )( λ . 
При этом легко доказать, что найденные таким образом решения 

1Y , 2Y , 3Y  будут линейно независимыми. 
Замечание .  Формулы (21.12) останутся справедливыми и для 
линейной однородной системы порядка n , так как при их получе-
нии не использовался тот факт, что система дифференциальных 
уравнений третьего порядка. 

ПРИМЕР 21.7. Найти общее решение системы 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=′
−=′

=′

.3
,

,2

323

322

11

yyy
yyy

yy
 

РЕШЕНИЕ. Так как система – линейная однородная с постоянными коэф-
фициентами, то ее общее решение может быть найдено методом Эйлера. 
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1) Матрица системы: 
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Ее характеристическая матрица: 
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Тогда 
32 )2()44)(2( −−=+−−=− λλλλλEA , 

⇒  23,2,1 =λ . 
Итак, имеем характеристический корень кратности 3=l . При этом  
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⇒ 1)2( =−= EArangr . 
Следовательно, 213 =−=− rn   
и для нахождения решений можно воспользоваться формулами (21.12). 

2) Найдем собственные векторы матрицы A , относящиеся к собст-
венному значению 2=λ . Имеем: 
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Выбрав 3x  в качестве зависимой переменной, а 21, xx  – свободны-
ми, получаем общее решение: 

213 0 xxx −⋅= . 
Находим фундаментальную систему решений: 

11 =x , 02 =x      ⇒  03 =x ; 
01 =x , 12 =x      ⇒  13 −=x . 
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Итак, получили, что 1D , 2D  – линейно независимые собственные 
векторы матрицы A , относящиеся к собственному значению 2=λ . 
Следовательно, решения системы дифференциальных уравнений: 
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3) Третье решение системы уравнений найдем в виде  
 )( 10 xe x

333 DDY += λ , 
где 2131 DDD βα += , α , β  – числа, одновременно не равные нулю, ко-

торые выбираются так, чтобы система линейных уравнений 
31DXEA =− )( λ  была совместна; 

30D  – любое решение системы уравнений 31DXEA =− )( λ . 

Исследуем на совместность систему линейных уравнений 
21 DDXEA βαλ +=− )( . Имеем: 
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Система будет совместна при 0=α  и ∈∀β ℝ. Пусть 0=α  и 1−=β . 
Тогда 22131 DDDD −=⋅−+⋅= )1(0  
и система для нахождения 30D  имеет вид 
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Выбрав 3x  в качестве зависимой переменной, а 21, xx  – свободными, 
получаем общее решение: 

213 01 xxx −⋅−= . 
Полагаем 01 =x , 02 =x  и находим частное решение:  
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Подставляем 231 DD −=  и 30D  в 3Y  и получаем: 
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Найденные таким образом решения 1Y , 2Y , 3Y  образуют фундамен-
тальную систему и, следовательно, общее решение системы имеет вид: 

=++= 332 YYYY CCC 211  
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или, более подробно 
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ПРИМЕР 21.8. Найти общее решение системы AYY =′ , где  
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=
244
122
244

A . 

РЕШЕНИЕ. Так как система – линейная однородная с постоянными коэф-
фициентами, то ее общее решение может быть найдено методом Эйлера. 

1) Матрица системы: 
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Ее характеристическая матрица: 
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Тогда 32 )44( λλλλλλ −=−+−=− EA , 
⇒  03,2,1 =λ . 
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Итак, имеем характеристический корень кратности 3=l . При этом  
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0 EA , 

⇒ 1)0( =⋅−= EArangr . 
Следовательно, 
 213 =−=− rn   
и для нахождения решений можно воспользоваться формулами (21.12). 

2) Найдем собственный вектор матрицы A , относящийся к собст-
венному значению 0=λ . Имеем: 
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     или     
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Как уже указывали выше, ранг матрицы системы равен 1 и в каче-
стве базисного минора можно выбрать, например, минор 1 . Тогда пе-
ременная 3x  будет зависимой, а 21 , xx  – свободными. Отбрасываем пер-
вое и третье уравнение системы и находим общее решение: 

022 321 =+− xxx ,   
⇒  213 22 xxx +−=   – общее решение. 

Фундаментальная система решений состоит из двух решений. По-
лагая 0,1 21 == xx   и  1,0 21 == xx , находим их:  
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Итак, получили, что 1D  и 2D  – собственные векторы матрицы A , 
относящиеся к собственному значению 0=λ . Следовательно, решение 
системы дифференциальных уравнений: 
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3) Третье решение системы уравнений найдем в виде  
 )( 10 xe x

333 DDY += λ , 
где 2131 DDD βα += , α , β  – числа, одновременно не равные нулю, ко-

торые выбираются так, чтобы система линейных уравнений 
31DXEA =− )( λ  была совместна; 

30D  – любое решение системы уравнений 31DXEA =− )( λ . 

Исследуем на совместность систему линейных уравнений 
21 DDXEA βαλ +=− )( . Имеем: 
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Умножим вторую строку на –2 и 2 и прибавим к первой и третьей стро-
ке соответственно. В результате получим систему линейных уравнений: 
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Система будет совместна при 0422 =+−=− βαβα , где β  – любое 
действительное число. Пусть 

1=β      ⇒  2=α . 

Тогда 
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2 2131 DDD  

и система для нахождения 30D  имеет вид 
{ ,122 321 =+− xxx  

Выбрав 3x  в качестве зависимой переменной, а 21, xx  – свободными, 
получаем общее решение: 

213 221 xxx +−= . 
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Полагаем 01 =x , 02 =x  и находим частное решение:  
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Подставляем 2131 DDD +⋅= 2  и 30D  в 3Y  и получаем: 
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Найденные таким образом решения 1Y , 2Y , 3Y  образуют фундамен-
тальную систему и, следовательно, общее решение системы имеет вид: 

=++= 332 YYYY CCC 211  
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или, более подробно 
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Итак, мы рассмотрели метод Эйлера в трех случаях: 
1) характеристические корни матрицы A  действительны и различны; 
2) характеристические корни матрицы A  различны, но среди них есть 

комплексные; 
3) характеристические корни матрицы A  действительны, но среди них 

есть кратные. 
Не рассмотренным остался случай, когда среди характеристических 

корней матрицы A  есть кратные комплексные корни. В этой ситуации 
алгебраические трудности метода Эйлера возрастают настолько, что 
лучше использовать другие методы интегрирования. 
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§ 22. Линейные уравнения с частными  
производными первого порядка 

22.1. Понятие уравнения с частными производными  
и его интегрирование 

Уравнением с частными производными1 называется соотноше-
ние, связывающее неизвестную функцию нескольких переменных, ее ар-
гументы и ее частные производные. Порядок старшей частной произ-
водной, входящей в уравнение, называется порядком уравнения. 

Функция, обращающая уравнение с частными производными в 
тождество, называется решением этого уравнения. Процесс нахож-
дения решений дифференциального уравнения с частными производны-
ми называется интегрированием этого уравнения. 

Так как обыкновенные дифференциальные уравнения можно рас-
сматривать как частный случай уравнения с частными производными, 
то можно утверждать, что если уравнение с частными производными 
имеет решение, то решений будет множество.  

Для обыкновенных дифференциальных уравнений порядка n  вся 
совокупность решений (за исключением некоторых) представлялась 
функцией, зависящей от независимой переменной x  и n  произвольных 
постоянных 1C , 2C , … , nC  (общим решением)2. Для дифференциаль-
ных уравнений с частными производными общее решение будет иметь 
более сложную структуру. Оно тоже будет содержать некоторые произ-
вольные элементы, но это уже будут не константы, а функции. В этом 
можно убедиться, рассмотрев несколько простых примеров. 

ПРИМЕРЫ. 
1) Рассмотрим уравнение 0),,,( =′xzzyxF , где ),( yxzz = . 
Это уравнение можно рассматривать как обыкновенное дифференци-
альное уравнение относительно x , где y  – параметр. Общее решение 
такого уравнения будет иметь вид 

))(,,( yCyxz ϕ= ,  
где )(yC  – произвольная функция. 

                                           
1  Или «уравнением в частных производных». 
2  Справедливо и обратное. Т. е. для любого семейства функций 

),,,( 1 nCCxy Kϕ=  существует дифференциальное уравнение порядка n , для 
которого это семейство является общим решением. Оно получается в результате 

исключения констант nCC ,,1 K  из системы 
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2) Рассмотрим уравнение yx zz ′=′ , где ),( yxzz = . 
Введем новые переменные по формулам  

yxu += ,    yxv −= . 
Тогда  ),(),( vufyxz = ,  

{ { vuxvxux ffvfufz ′+′=′⋅′+′⋅′=′
11

, 

{ { vuyvyuy ffvfufz ′−′=′⋅′+′⋅′=′
−11

. 

Из уравнения yx zz ′=′  получаем: 

vuvu ffff ′−′=′+′ , 
⇒  02 =′vf ,  

⇒  )(),( uvuf ϕ=      или     )(),( yxyxz += ϕ , 
где )( yx +ϕ  – произвольная функция. 

3) Рассмотрим уравнение 0
2

=
∂∂

∂
yx
z , где ),( yxzz = . 
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2

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

∂
∂=

∂∂
∂

x
z

y
z

yx
z , 

⇒  
x
z

∂
∂  – не зависит от y , 

⇒  )(x
x
z ϕ=

∂
∂ ,  где )(xϕ  – произвольная функция; 

⇒  )()()()( yxydxxz ψωψϕ +=+= ∫ , 

где )(),( yx ψω  – произвольные функции. 

4) Рассмотрим уравнение 02
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z , где ),( yxzz = . 

Имеем:  02
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⇒  
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∂
∂  – не зависит от x , 

⇒  )(y
x
z ϕ=

∂
∂ , где )(yϕ  – произвольная функция; 

⇒  )()()()( yxyydxyz ψϕψϕ +=+= ∫ , 

где )(),( yy ψϕ  – произвольные функции. 
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Как показывают рассмотренные примеры, уравнение с частными 
производными имеет множество решений, которые определяются с точ-
ностью до некоторой функции. Поэтому, для выбора одного решения 
необходимо задавать некоторые условия, которым эта функция должна 
удовлетворять.  

Если уравнение можно разрешить относительно старшей частной 
производной, т. е. записать, например, в виде 
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здесь mkkk n ≤=++K1  и mk <1 , то обычно полагают, что 
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 (22.2)

где 10x  – заданное значение, ),,( 20 nxx Kϕ , …, ),,( 21 nm xx K−ϕ  – заданные 
функции 1−n  аргумента. Условия (22.2) называют начальными условия-
ми для уравнения (22.1), а задача нахождения решения уравнения (22.1), 
удовлетворяющего начальным условиям (22.2), называется задачей Коши. 

В частности, для уравнения первого порядка  
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начальное условие будет иметь вид 
 ),,( 20101 nxx xxz Kϕ== , (22.4) 
где 10x  – заданное значение, ),,( 20 nxx Kϕ  – заданная функция 1−n  ар-
гумента. 

В случае функции ),( yxzz =  задача Коши для уравнения с част-
ными производными первого порядка имеет простой геометрический 

смысл. Действительно, для уравнения ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂=

∂
∂

y
zzyxf

x
z ,,,  частное реше-

ние ),( yxz ϕ=  представляет собой некоторую поверхность в простран-
стве Oxyz  (ее называют интегральной поверхностью). Тогда, общее 
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решение – некоторое семейство поверхностей. Начальное условие 
)(),( 00 yyxxz ϕ==  задает в пространстве некоторую кривую 0xx = , 

)()( 0 yyz ϕ= . Следовательно, задача Коши представляет собой на-
хождение поверхности, проходящей через заданную кривую. 

Например, если общее решение )( 22 yxz += ϕ  – семейство поверх-
ностей вращения (рис. 22.1), то частным решением будет та поверх-
ность, на которой лежит заданная кривая (начальное условие 

)(),( 00 yyxxz ϕ== ). Так на рис 22.1 в качестве начального условия вы-

брана ветка гиперболы 22
00 ),( yxyxxz +==  и, следовательно, част-

ным решением является конус, на поверхности которого она лежит.   
 

 
Рис. 22.1. 

По аналогии с трехмерным пространством, говорят, что 
),,,,( 21 zxxx nK  – точка 1+n -мерного пространства, ),,,( 21 nxxxz Kϕ=  – 

гиперповерхность (поверхность n  измерений) в 1+n -мерном простран-
стве, а условие  

 ),,(),,,( 2021 101 nxxn xxxxxz KK ϕ==  
определяют в 1+n -мерном пространстве гиперповерхность 1−n -из-
мерения. Поэтому говорят, что для дифференциального уравнения с ча-
стными производными первого порядка задача Коши в общем случае 
состоит в нахождении интегральной гиперповерхности, проходящей 
через заданную гиперповерхность 1−n -измерения. 

В нашем курсе мы будем рассматривать только линейные уравне-
ния с частными производными первого порядка, поскольку их интегри-
рование сводится к интегрированию некоторой системы обыкновенных 
дифференциальных уравнений.  

x y

z

0x
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22.2. Линейные однородные уравнения  
с частными производными первого порядка 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Линейным однородным уравнением с частными 
производными первого порядка3 называется уравнение вида 
 

0),,(),,( 1
1

11 =
∂
∂⋅++

∂
∂⋅

n
nnn x

zxxF
x
zxxF KKK , (22.5)

где ),,( 1 ni xxF K  – заданные функции, непрерывно дифференцируемые в 
рассматриваемой области ⊂G ℝn, ),,( 1 nxxzz K=  – неизвестная функция. 

Запишем систему обыкновенных дифференциальных уравнений вида: 
 

),,(),,(),,( 112

2

11

1

nn

n

nn xxF
dx

xxF
dx

xxF
dx

K
K

KK
=== . (22.6)

Ее называют соответствующей уравнению (22.5). Связь между урав-
нением (22.5) и системой обыкновенных уравнений (22.6) устанавлива-
ет следующая теорема. 
ТЕОРЕМА 22.1. Функция ),,( 1 nxxz Kϕ=  является решением уравне-
ния (22.5) тогда и только тогда, когда Cxx n =),,( 1 Kϕ  является первым 
интегралом системы (22.6). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 1) Достаточность (⇐). Пусть имеется уравнение  
 Cxxx n =+ ),,,( 121 Kϕ . (22.7) 
Очевидно, что уравнение (22.7) определяет первый интеграл системы 
(22.6) тогда и только тогда, когда для любого ее решения 11 ,, +nxx K   
 Cxxx n ≡+ ),,,( 121 Kϕ .  
Отсюда  0),,,( 121 ≡+nxxxd Kϕ ; 

⇒  01
1

2
2

1
1

≡
∂
∂++

∂
∂+

∂
∂

+
+

n
n

dx
x

dx
x

dx
x

ϕϕϕ
K . 

Но из (22.6) находим:  ),,( 11 += nii xxkFdx K . 
Следовательно,  

0),,(),,( 111
1

111
1

≡⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅

∂
∂++⋅

∂
∂

++
+

+ nn
n

n xxF
x

xxF
x

k KKK
ϕϕ ,

 
 ⇒  0),,(),,( 111

1
111

1
≡⋅

∂
∂++⋅

∂
∂

++
+

+ nn
n

n xxF
x

xxF
x

KKK
ϕϕ . (22.8) 

                                           
3 или «линейным однородным уравнением в частных производных первого порядка» 
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Таким образом, функция  
),,( 1 nxxz Kϕ=  

является решение уравнения (22.5). 
2) Необходимость (⇒). Легко проверить, что условие (22.8) являет-

ся не только необходимым, но и достаточным условием того, что урав-
нение Cxxx n =+ ),,,( 121 Kϕ  определяет первый интеграл системы диф-
ференциальных уравнений (22.6). Следовательно, если ),,( 1 nxxz Kϕ=  – 
решение уравнения (22.5), то уравнение Cxx n =),,( 1 Kϕ  определяет 
первый интеграл системы (22.6).  ∎ 

Пусть найдена система независимых4 первых интегралов системы 
дифференциальных уравнений (22.15), образующих ее общий интеграл: 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

=
=

−− .),,(

,),,(
,),,(

111

212

111

nnn

n

n

Cxx

Cxx
Cxx

K
KKKKKKK

K

K

ϕ

ϕ
ϕ

 

По теореме 22.1 функции ),,( 1 ni xx Kϕ  ( 1,1 −= ni ) являются решениями 
уравнения (22.5), причем справедлива следующая теорема. 

ТЕОРЕМА 22.2. Если ini Cxx =),,( 1 Kϕ  ( 1,1 −= ni ) – независимые пер-
вые интегралы системы (22.6) и Φ  – произвольная непрерывно диффе-
ренцируемая функция 1−n  аргумента, то ),,( 11 −Φ= nz ϕϕ K  – общее 
решение уравнения (22.5). 

ПРИМЕР 22.1. Найти общее решение уравнения  

0=
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂

z
uz

y
uy

x
ux . 

РЕШЕНИЕ. Данное уравнение – линейное однородное. Искомая функ-
ция ),,( zyxuu = . Соответствующая система обыкновенных дифферен-
циальных уравнений имеет вид 

z
dz

y
dy

x
dx == . 

Из равенства первой и третьей дроби получим один первый инте-
грал системы: 

z
dz

x
dx = , 

                                           
4 т. е. ни один из них не следует из остальных. 
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⇒  1lnlnln Cxz +=      или     1C
x
z = . 

Из равенства второй и третьей дроби получим другой первый инте-
грал системы: 

z
dz

y
dx = , 

⇒  2lnlnln Cyz +=      или     2C
y
z = . 

Первые интегралы 1C
x
z =  и 2C

y
z =  независимы и образуют общий 

интеграл системы дифференциальных уравнений. Следовательно, общее 
решение однородного дифференциального уравнения в частных произ-
водных имеет вид 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛Φ=
y
z

x
zu ; .  ⋄ 

Теперь покажем, как найти решение задачи Коши для линейного 
однородного уравнения с частными производными первого порядка. 

Пусть дано уравнение 

 0),,(),,( 1
1

11 =
∂
∂⋅++

∂
∂⋅

n
nnn x

zxxF
x
zxxF KKK ,  (22.5) 

где ),,( 1 ni xxF K  – заданные функции, непрерывно дифференцируемые в 
рассматриваемой области ⊂G ℝn, ),,( 1 nxxzz K=  – неизвестная функ-
ция. Требуется найти его решение, удовлетворяющее условию 

),,(),,,( 110011 −− Φ== nnnn xxxxxxz KK , 
где ),,( 110 −Φ nxx K  – заданная функция 1−n  аргумента.  

Найдем систему независимых первых интегралов системы диффе-
ренциальных уравнений (22.6), образующих ее общий интеграл: 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

=
=

−− .),,(

,),,(
,),,(

111

212

111

nnn

n

n

Cxx

Cxx
Cxx

K
KKKKKKK

K

K

ϕ

ϕ
ϕ

 

Обозначим 

 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

=
=

−−−

−

−

.),,,(

,),,,(
,),,,(

10111

20112

10111

nnnn

nn

nn

xxx

xxx
xxx

ϕϕ

ϕϕ
ϕϕ

K
KKKKKKK

K

K

  (22.9)  
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Разрешим (22.9) относительно 11 ,, −nxx K  (это всегда можно сделать в ок-
рестности точки ),,( 020100 nxxxM K , такой что 0)( 0 ≠MFi ). Получим: 

 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

=
=

−−−

−

−

.),,,(

,),,,(
,),,,(

12111

12122

12111

nnn

n

n

x

x
x

ϕϕϕω

ϕϕϕω
ϕϕϕω

K
KKKKKKKKKK

K

K

 (22.10)  

Тогда решение уравнения (22.5), удовлетворяющее условию 
),,(),,,( 110011 −− Φ== nnnn xxxxxxz KK , 

будет иметь вид 
 )],,(,),,,(),,,([ 1111121110 −−−−Φ= nnnnz ϕϕωϕϕωϕϕω KKKK . (22.11)

Действительно, в силу теоремы 2, функция (22.11) определяет ре-
шение уравнения (22.5). А при 0nn xx =  имеем 

==− ),,,( 011 nnn xxxxz K

=Φ =−−−
0

)),,(,),,,(( 1111110
nn xxnnn ϕϕωϕϕω KKK  

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
Φ=

−−

=−=−=−= )()(
1

0

1

0

1

0

1

0 1111110 ,,,,,,
43421

K
43421

K
43421

K
43421

n

nnnn

n

nnnn xxnxxnxxnxx

ϕϕϕϕ

ϕϕωϕϕω

=
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
Φ=

−

−−− 444 3444 21
KK

44 344 21
K

11

),,(,,),,( 1111110

nx
nn

x
n ϕϕωϕϕω  

),,( 110 −Φ= nxx K . 
Замечани е .  Алгоритм нахождения решения задачи Коши показы-
вает, что решение начальными данными определяется однозначно. 

ПРИМЕР 22.2. Найти решение уравнения 0
2

=
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂

z
uz

y
uy

x
ux , 

удовлетворяющее начальному условию 2),,1( zyzyu += . 

РЕШЕНИЕ. 1) Данное уравнение – линейное однородное. Искомая 
функция ),,( zyxuu = . Соответствующая система обыкновенных диф-
ференциальных уравнений имеет вид 

2z
dz

y
dy

x
dx == . 

Из равенства 1-й и 3-й дроби получим один первый интеграл системы: 

z
dz

x
dx 2= , 
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⇒  1lnlnln2 Cxz +=      или     1

2
C

x
z = . 

Из равенства 2-й и 3-й дроби получим другой первый интеграл: 

z
dz

y
dx 2= , 

⇒  2lnlnln2 Cyz +=      или     2

2
C

y
z = . 

Первые интегралы 1

2
C

x
z =  и 2

2
C

y
z =  независимы и образуют общий 

интеграл системы дифференциальных уравнений. Следовательно, общее 
решение линейного однородного дифференциального уравнения в част-
ных производных имеет вид 

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Φ=

y
z

x
zu

22
; .  

2) Имеем:  
x
zzyx

2

1 ),,( =ϕ ,    
y

zzyx
2

2 ),,( =ϕ . 

Тогда  2
11 ),,1( zzy == ϕϕ ,    

y
zzy

2

22 ),,1( == ϕϕ . 

⇒  1ϕ±=z ,     
2

1

2

2

ϕ
ϕ

ϕ
== zy . 

Подставляя найденные выражения для y  и z  в начальное условие и 
«теряя черточки», получаем искомое частное решение: 

( )
x
z

yz
xzzyxu

2

2

2

1
2

12
1

2

1),,( +=+=±+= ϕ
ϕ
ϕϕ

ϕ
ϕ , 

⇒  
x
z

x
yzyxu

2
),,( += .  ⋄ 

ПРИМЕР 22.3. Найти решение уравнения 0=
∂
∂−

∂
∂

y
zx

x
zy , удовле-

творяющее начальному условию 1)0,( −= xxz . 
РЕШЕНИЕ. 1) Данное уравнение – линейное однородное. Искомая 
функция ),( yxzz = . Соответствующая система обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений имеет вид 

x
dy

y
dx

−
= . 
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Она имеет единственный первый интеграл (общий интеграл дифферен-
циального уравнения):  

ydyxdx =− , 

⇒  Cxy +−=
22

22
     или     Cxy =+ 22 . 

Следовательно, общее решение дифференциального уравнения в част-
ных производных имеет вид 

( )22 xyz +Φ= . 
С геометрической точки зрения, общее решение представляет со-

бой всевозможные поверхности вращения с осью Oz . 
2) Имеем:  22),( xyyx +=ϕ . 

Тогда  2)0,( xx == ϕϕ , 
⇒  ϕ±=x . 

Подставляя найденное выражения для x  в начальное условие и «теряя 
черточку», получаем искомое частное решение: 

11),( 22 −+±=−±= yxyxz ϕ . 
С геометрической точки зрения, это частное решение представляет 

собой конус 222)1( yxz +=+ , т.е. поверхность вращения, проходящую 
через прямую 

⎩
⎨
⎧

−=
=

.1
,0

xz
y

  ⋄ 

22.3. Линейные неоднородные уравнения  
с частными производными первого порядка 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Линейным неоднородным уравнением с частными 
производными первого порядка называется уравнение вида 

 ),,,(),,,(),,,( 11
1

11 zxxP
x
zzxxF

x
zzxxF n

n
nnn KKKK =

∂
∂⋅++

∂
∂⋅ ,  (22.12) 

где ),,,( 1 zxxF ni K , ),,,( 1 zxxP nK  – заданные функции, непрерывно диф-
ференцируемые в рассматриваемой области ⊂G ℝn+1, ),,( 1 nxxzz K=  – 
неизвестная функция. 

Интегрирование уравнения (22.12) сводится к интегрированию не-
которого линейного однородного уравнения с частными производными 
первого порядка. Действительно, предположим, что уравнение 
 0),,,( 1 =zxxu nK  (22.13)  
задает в неявном виде решение уравнения (22.12). Тогда 
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z

x

i u
u

x
z i

′
′

−=
∂
∂  

и из уравнения (22.12) находим: 

),,,(),,,(),,,( 1111
1 zxxP

u
u

zxxF
u
u

zxxF n
z

x
nn

z

x
n

n KKKK =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′
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−⋅++⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′
′

−⋅ , 

( ) ( ) znxnnxn uzxxPuzxxFuzxxF
n

′⋅=′−⋅++′−⋅ ),,,(),,,(),,,( 1111 1
KKKK . 

 0),,,(),,,(),,,( 11
1

11 =
∂
∂⋅+

∂
∂⋅++

∂
∂⋅

z
uzxxP

x
uzxxF

x
uzxxF n

n
nnn KKKK . (22.14) 

Уравнение (22.14) – линейное однородное первого порядка, в кото-
ром искомая функция u  зависит от 1+n  переменной zxx n ,,,1 K . Соот-
ветствующая ему система дифференциальных уравнений  

 
),,,(),,,(),,,( 1111

1

uxxP
dz

zxxF
dx

zxxF
dx

nnn

n

n KK
K

K
===  (22.15) 

имеет n  независимых первых интегралов 
111 ),,,( Czxx n =Kϕ ,   …,   nnn Czxx =),,,( 1 Kϕ  

и, следовательно, общее решение уравнения (22.14) будет иметь вид 
),,( 1 nu ϕϕ KΦ= . 

Но тогда уравнение 0),,( 1 =Φ nϕϕ K  будет определять в неявном 
виде общее решение (22.12). 

Замечание .  На практике, при интегрировании линейных неод-
нородных уравнений с частными производными первого порядка, 
уравнение (22.14) обычно не записывают. Записывают сразу его 
соответствующую систему (22.15). 

ПРИМЕР 22.4. Найти общее решение уравнения  

2)1( =
∂
∂+

∂
∂−−+

y
z

x
zyxz . 

РЕШЕНИЕ. Данное уравнение – линейное неоднородное. Искомая 
функция ),( yxzz = . Соответствующая система обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений имеет вид 

211
dzdy

yxz
dx ==

−−+
. 

Из равенства 2-й и 3-й дроби получим один первый интеграл системы: 

21
dzdy = , 

⇒ 15,0 Cyz +=      или     12 Cyz =− . 
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Другой первый интеграл системы получим, используя свойства равных 
дробей: 

1)1(21 −−−+−
−−=

yxz
dydxdzdy , 

⇒  
yxz
yxzddy

−−
−−= )(

1
, 

⇒  22 Cyxzy =−−− . 

Первые интегралы 12 Cyz =−  и 22 Cyxzy =−−−  независимы и 
образуют общий интеграл системы дифференциальных уравнений. Сле-
довательно, общее решение неоднородного дифференциального урав-
нения в частных производных имеет вид 

( ) 02;2 =−−−−Φ yxzyyz . ⋄ 

ПРИМЕР 22.5. Найти решение уравнения 222 yx
y
zy

x
zx +=

∂
∂−

∂
∂ , 

удовлетворяющее начальному условию 2)1,( xxz = . 
РЕШЕНИЕ. 1) Данное уравнение – линейное неоднородное. Искомая 
функция ),( yxzz = . Соответствующая система обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений имеет вид 

222 yx
dz

y
dy

x
dx

+
=

−
= . 

Из равенства 1-й и 2-й дроби получим один первый интеграл системы: 

y
dy

x
dx

2−
= , 

⇒  
y

dy
x

dx −=2 , 

⇒  1lnlnln2 Cyx +−=      или     1
2 Cyx = . 

Другой первый интеграл системы получим, используя свойства равных 
дробей: 

2222
5,0

yx
dz

y
ydy

x
xdx

+
=−= , 

⇒  2222
5,0

yx
dz

yx
ydyxdx

+
=

+
− , 
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⇒  dzydyxdx =− 5,0   или  0
42

22
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+− yxzd , 

⇒  2

22

42
Cyxz =+− . 

Первые интегралы 1
2 Cyx =  и 2

22

42
Cyxz =+−  независимы и обра-

зуют общий интеграл системы дифференциальных уравнений. Следова-
тельно, общее решение неоднородного дифференциального уравнения в 
частных производных имеет вид 

0
42

;
22

2 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−Φ yxzyx . 

Разрешая это уравнение относительно второй переменной, получим об-
щее решение неоднородного уравнения в явном виде: 

)(
42

2
22

yxfyxz =+− , 

⇒  
42

)(
22

2 yxyxfz −+= . 

2) Найдем искомое частное решение. Имеем:  

 yxzyx 2
1 ),,( =ϕ ,     

42
),,(

22

2
yxzzyx +−=ϕ . 

Тогда  2
11 ),1,( xzx == ϕϕ ,    

4
1

2
),1,(

2

22 +−== xzzxϕϕ . 

⇒  1ϕ±=x ,     
4
1

24
1

2
1

2

2

2 −+=−+= ϕϕϕ xz . 

Подставляя найденные выражения для x  и z  в начальное условие 
2)1,( xxz =  и «теряя черточки», получаем искомое частное решение: 

( )21
1

2 4
1

2
ϕϕϕ ±=−+ , 

⇒  1
1

2 4
1

2
ϕϕϕ =−+  или 0

4
1

2
1

2 =−− ϕϕ , 

⇒  0
4
1

242

222
=−−+− yxyxz , 

⇒  
4
1

242

222
++−= yxyxz .⋄ 
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