
ГЛАВА II 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ 

§ 12. Основные понятия и определения 

Дифференциальными уравнениями высшего порядка называют 
уравнения порядка выше первого. В общем случае такие уравнения 
имеют вид 
 , (12.1) 0),,,,,( )( =′′′ nyyyyxF K

где . 1>n
Замечани е .  Функция  может не зависеть от некоторых из ар-
гументов , но обязательно в уравнении (12.1) 
должна присутствовать производная -го порядка. 

F
)1(,,,,, −′′′ nyyyyx K

n
В нашем курсе мы будем рассматривать в основном такие дифферен-

циальные уравнения n -го порядка , которые можно записать в виде )1( >n
 ),,,,,( )1()( −′′′= nn yyyyxfy K . (12.2)

Уравнение (12.2) называют уравнением, разрешенным относительно 
старшей производной.  

Также как и дифференциальные уравнения первого порядка, диф-
ференциальные уравнения высших порядков имеют, вообще говоря, 
бесчисленное множество решений. Каждое из этих решений изобража-
ется на плоскости xOy  некоторой кривой (интегральной кривой). Чтобы 
из этого множества решений выбрать определенное, надо задать  ус-
ловий, которым должно удовлетворять искомое решение. Обычно, за-
дают значение искомой функции и всех ее производных до порядка 

 включительно при некотором значении аргумента : 

n

1−n 0xx =

 , , 00 )( yxy = 010 )( yxy =′ 020 )( yxy =′′ , K, 100
)1( )( −

− = n
n yxy . (12.3) 

Совокупность этих условий называется начальными условиями для 
дифференциального уравнения -го порядка. n

Нахождение решения уравнения (12.1) или (12.2), удовлетворяю-
щего заданным начальным условиям (12.3), называется решением зада-
чи Коши для этого уравнения. Достаточные условия существования и 
единственности решения задачи Коши для уравнения, порядка , разре-
шенного относительно старшей производной, дает следующая теорема. 

n
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ТЕОРЕМА 12.1 (Коши). Пусть в уравнении  
  (12.2) ),,,,,( )1()( −′′′= nn yyyyxfy K

функция  удовлетворяет двум условиям: ),,,,,( )1( −′′′ nyyyyxf K

1)  непрерывна как функция ),,,,,( )1( −′′′ nyyyyxf K )1( +n -ой перемен-
ной  в некоторой области  -мерного 
пространства; 

)1(,,,,, −′′′ nyyyyx K D )1( +n

2) ее частные производные по переменным  в облас-
ти D  ограничены.  

)1(,,,, −′′′ nyyyy K

Тогда для любой точки Dyyyyx n ∈− ),,,,,( 10020100 K  существует един-
ственное решение )(xy ϕ=  уравнения (12.2), определенное в некотором 
интервале , содержащем точку , и удовлетворяющее началь-
ным условиям  

),( ba 0x

00 )( yxy = , , 010 )( yxy =′ 020 )( yxy =′′ , K, 100
)1( )( −

− = n
n yxy . 

Замечание .  Единственность решения задачи Коши для уравне-
ния -го порядка )  не означает, что через данную точку 

 плоскости 
n 1( >n

),( 00 yx xOy  проходит одна интегральная кривая 
)(xy ϕ= , как это имело место для уравнения первого порядка, раз-

решенного относительно производной. Кривых через эту точку 
проходит множество, а единственность означает, что они различа-
ются набором значений )( 0xy′ , )( 0xy ′′ , …, )( 0

)1( xy n−  (т. е. через 
точку )  не проходит двух кривых с одинаковыми значения-
ми ,

,( 00 yx
)( 0xy′ )( 0xy ′′ ,…, )( 0

)1( xy n− ). Например, для уравнения второго 
порядка ),,( yyxfy ′=′′  с начальными условиями , 

, единственность решения означает, что через точку 
 плоскости 

00 )( yxy =

010 )( yxy =′
),( 00 yx xOy  проходит возможно бесконечное множест-

во интегральных кривых, но только одна из них имеет в этой точке 
касательную с угловым коэффициентом . 01y
Из теоремы 12.1 следует, что, закрепляя значение  и изменяя в 

некоторых пределах значения  (так, чтобы точка 
 принадлежала области ), мы будем для каж-

дой системы чисел  получать свое решение. Это под-
тверждает предположение о бесконечном множестве решений уравне-
ния -го порядка и говорит о том, что эта совокупность решений зави-
сит от  произвольных постоянных. 

0x
1002010 ,,,, −nyyyy K

),,,,,( 10020100 −nyyyyx K D
1002010 ,,,, −nyyyy K

n
n
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Функция  
),,,,( 21 nCCCxy Kϕ= , 

зависящая от x  и n  произвольных постоянных , называет-
ся общим решением дифференциального уравнения 

nCCC ,,, 21 K

 , (12.2) ),,,,,( )1()( −′′′= nn yyyyxfy K

в некоторой области D  существования  и единственности решения 
задачи Коши, если она удовлетворяет следующим двум условиям: 

1) при любых допустимых значениях постоянных  она 
удовлетворяет уравнению (12.2); 

nCCC ,,, 21 K

2) каковы бы ни были начальные условия 
 , , 00 )( yxy = 010 )( yxy =′ 020 )( yxy =′′ , K, 100

)1( )( −
− = n

n yxy , (12.3) 
где , можно так подобрать значения постоянных 

, , …, , что решение 
Dyyyy n ∈− ),,,,( 1002010 K

01C 02C nC0 ),,,,( 00201 nCCCxy Kϕ=  будет удовлетво-
рять заданным начальным условиям (12.3). 

Уравнение 0),,,,,( 21 =Φ nCCCyx K , задающее общее решение в не-
явном виде, называется общим интегралом уравнения. 

С геометрической точки зрения общее решение (общий интеграл) 
дифференциального уравнения (12.2) представляет собой семейство ин-
тегральных кривых, зависящих от  параметров. Решение уравнения, 
удовлетворяющее условиям (12.3) будет изображаться определенной 
кривой этого семейства. Начальных условий достаточно для того, чтобы 
выделить это решение из общего. Соответствующие ему значения по-
стоянных  будут находиться из системы уравнений 

n

nCCC ,,, 21 K

⎪
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,),,,,(
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n
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ϕ
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Решение (интеграл) дифференциального уравнения (12.2) называ-
ется частным, если в каждой его точке сохраняется единственность 
решения задачи Коши. Любое частное решение (интеграл) получается из 
общего решения (интеграла) при конкретных значениях постоянных 

 (включая значения nCCC ,,, 21 K ±∞=iC ). 
Решение (интеграл) дифференциального уравнения (12.2), в каждой 

точке которого нарушено условие единственности, называется особым. 
Очевидно, что особое решение не может быть получено из общего ре-
шения. Оно будет среди тех решений, которые «теряются» в процессе 
преобразований. 

 

64



Задача интегрирования дифференциальных уравнений -го поряд-
ка является более сложной, чем интегрирование дифференциальных 
уравнений первого порядка. Одним из основных методов, применяемых 
при интегрировании дифференциальных уравнений высших порядков, 
является понижение порядка уравнения. В следующем параграфе мы 
рассмотрим несколько типов уравнений, которые можно проинтегриро-
вать таким методом. 

n

§ 13. Понижение порядка уравнения 

13.1. Уравнения, содержащие только x  и  )(ny

Пусть уравнение порядка n  содержит только x  и , т. е. имеет вид )(ny
 0. (13.1) ),( )( =nyxF
Здесь возможны два случая:  
1) уравнение разрешено относительно ;  )(ny
2) уравнение нельзя разрешить относительно . )(ny

Рассмотрим первый случай, когда уравнение разрешено относи-
тельно , т. е. имеет вид  )(ny
 )()( xfy n = , 

причем )(xf  непрерывна на некотором интервале . ),( ba
Общее решение такого уравнения получается в результате -

кратного последовательного интегрирования правой части уравнения. 
Действительно, так как  

n

 )(ny ( ) )(
)1(

)1( xf
dx

dyy
n

n ==
′

=
−

− , 

то . dxxfdy n )()1( =−

Интегрируя обе части, получим уравнение порядка )1( −n : 

 1
)1( )( Cdxxfy n += ∫−  . 

Так как  )1( −ny ( )
dx

dyy
n

n
)2(

)2(
−

− =
′

= , 

то  =− )2(ny ( ) 2121 )()( CxCdxxfdxCdxCdxxf ++=++ ∫ ∫∫ ∫ . 

Продолжая этот процесс, мы будем каждый раз понижать порядок 
уравнения на единицу, и после -кратного интегрирования получим  n

=y nn

nn

CxC
n
xC

n
xCdxxfdxdx +++

−
+

−
+ −

−−

∫ ∫∫ 1

2

2

1

1 )!2()!1(
)( KK . 
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ПРИМЕР 13.1. Найти общее решение уравнения 2
1
x

y −=′′′  и част-

ное решение, удовлетворяющее начальным условиям  
0)1(,0)1(,0)1( =′′=′= yyy . 

РЕШЕНИЕ. Имеем  

)( ′′′=′′′ yy 2
1
x

−=      ⇒   12
11 C
x

dx
x

y +=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=′′ ∫ ; 

              )( ′′=′′ yy 1
1 C
x

+=      ⇒   211 ln1 CxCxdxC
x

y ++=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=′ ∫ . 

Интегрируя третий раз, получаем общее решение уравнения 

( ) 32

2

121 2
lnln CxCxCxxxdxCxCxy +++−=++= ∫ . 

Чтобы найти частное решение, удовлетворяющее заданным на-
чальным условиям, надо определить соответствующие значения 

. Полагая 1321 ,, CCC =x  имеем:   
 3215,01 CCCy +++−= 0= , 

 21 CCy +=′ 0= ,  
 11 Cy +=′′ 0= . 
Откуда находим 

5,0,1,1 321 ==−= CCC . 
Таким образом, искомое частное решение имеет вид 

5,05,0ln 2 +−= xxxy . ⋄ 
Замечани е .  Если в задаче требуется найти только частное ре-
шение дифференциального уравнения, то целесообразно опреде-
лять значения постоянных в процессе решения, а не после нахож-
дения общего решения. Это ускоряет решение задачи, так как в ре-
зультате подстановки конкретных значений  обычно упрощают-
ся интегралы (см. пример 13.5). 

iC

Теперь рассмотрим второй случай, когда уравнение 
 0 (13.1) ),( )( =nyxF
нельзя разрешить относительно . Если оно допускает параметриче-
ское представление,  

)(ny

 )(),( )( tytx n ψϕ == , 

то его решение можно найти в параметрическом виде.  
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Действительно, из  получим dxydy nn )()1( =−

dtttdy n )()()1( ϕψ ′⋅=− . 
Тогда 

),()()( 111
)1( CtCdttty n ψϕψ =+′⋅= ∫− . 

Из  имеем dxydy nn )1()2( −− =
dttCtdy n )(),( 11

)2( ϕψ ′⋅=− , 

⇒  . ),,()(),( 212211
)2( CCtCdttCty n ψϕψ =+′⋅= ∫−

Аналогично найдем выражения для  и получим yyyy nn ,,,, )4()3( ′−− K

⎩
⎨
⎧

=
=

.),,,,(
,)(

21 nn CCCty
tx

Kψ
ϕ  

Эти уравнения определяют общее решение уравнения (13.1) в парамет-
рическом виде. 

ПРИМЕР 13.2. Проинтегрировать уравнение . xy ye =+′′ ′′

РЕШЕНИЕ. Данное уравнение не может быть разрешено относительно 
. Попытаемся найти его решение в параметрическом виде. Полагаем 

. Тогда  
y ′′

ty =′′
tetx += ,     . dtdx te )1( +=

Поэтому 
dttdxyyd te )1( +=′′=′ , 

1

22

)1(
22

Cttdttty tt ee +−+=+=′ ∫ . 

Тогда 

dtCttdxydy tt ee )1()1(
2 1

2

+⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−+=′= ,  

⇒  dtCttCttdy tttt eeee ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−+++−+= 1

2

1

2

)1(
2

)1(
2

2 ,  

⇒  211

23

1
24

3
26

2 CtCCttty tt ee ++⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+= . 

Итак, общее решение уравнения в параметрическом виде 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−++⎟

⎠
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⎝
⎛ −+=

+=

.1
24

3
26

,

211

23
2 CtCCttty

tx

tt

t

ee

e
⋄ 
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13.2. Уравнения, не содержащие искомой функции  
и ее производных до порядка (k – 1) включительно 

Пусть уравнение имеет вид 
 0),,,,( )()1()( =+ nkk yyyxF K , )1( nk <≤ , 

т. е. не содержит искомой функции и ее производных до порядка )1( −k  
включительно. Это уравнение допускает понижение порядка на k  еди-
ниц заменой ) . В результате такой замены получим уравнение ()( xpy k =

0),,,,( )( =′ −knpppxF K . 
Предположим, что это уравнение интегрируется в квадратурах и 

),,,,( 21 knCCCxp −= Kϕ  есть его общее решение. Тогда неизвестную 
функцию  находим из уравнения  y ),,,,( 21

)(
kn

k CCCxy −= Kϕ k -
кратным интегрированием правой части. 

ПРИМЕР 13.3. Проинтегрировать уравнение yxxy ′′=′′′ ln . 
РЕШЕНИЕ. Полагая , имеем )(xpy =′′ py ′=′′′  и уравнение принимает 
вид 

pxxp =′ ln . 
Это уравнение первого порядка с разделяющимися переменными. Раз-
деляя переменные и интегрируя, получим: 

 
xx

dx
p

dp
ln

=  (где  0≠p , 0ln ≠xx ), 

⇒  1lnlnlnln Cxp += ,    01 >C
⇒  xCp ln1 ⋅= ,   01 ≠C . 

Условие 0ln ≠xx  не приводит к потери решения уравнения 
. Условие 0pxxp =′ ln ≠p  приводит к потере решения 0=p . Но оно 

может быть включено в общее решение пр 0и 1 =C
м 

. Следовательно, 
получае

xCp ln1 ⋅= ,       или     1C∀ xCy ln1 ⋅=′′ ,  1C∀ . 
Интегрируя дважды, находим 

211 )ln(ln CxxxCdxxCy +−=⋅=′ ∫ ,  21,CC∀ ; 

321 )ln( CxCdxxxxCy ++−= ∫ , 

⇒  32
2

1 4
1

2
ln

CxC
x

xCy ++⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= , 321 ,, CCC∀ . 

Это и есть общее решение уравнения. ⋄ 
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13.3. Уравнения, не содержащие независимого переменного 

Пусть уравнение имеет вид 
 0),,,,( )( =′′′ nyyyyF K , (13.2)

т. е. не содержит независимого переменного. Порядок такого уравнения 
можно понизить на единицу заменой yp ′= , причем p  рассматривается 
как новая неизвестная функция, аргументом которой является , т. е. y

)( ypp = . Тогда 

ppp
dy
dpy

dy
dp

dx
dy

dy
dp

dx
dp

dx
dy

dx
d

dx
ydy ⋅′=⋅=′⋅=⋅==⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==′′

2

2

, 

=⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅=′′′

dx
dyp

dy
dp

dy
dp

dy
dp

dx
dy ppppp

dy
dpp

dy
pd

⋅′+′′=⋅
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⋅ 22

2

2

2

)( , 

KKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKK  

),,,,(,,,, )1(
1

)1(

2

2
)( −

−

−

′′′=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= n

n

n
n pppp

dy
pd

dy
pd

dy
dppy KK ωω . 

Подставляя эти выражения в (13.2), получаем уравнение ) -го порядка.  1( −n
Предположим, что ),,,,( 121 −= nCCCyp Kϕ  является общим реше-

нием получившегося уравнения )1( −n -го порядка. Тогда 
),,,,( 121 −=′ nCCCyy Kϕ . 

Разделим переменные: 

dx
CCCy

dy

n
=

− ),,,,( 121 Kϕ
. 

Интегрируя, получаем общий интеграл уравнения (13.2): 

n
n

Cx
CCCy

dy
+=∫

− ),,,,( 121 Kϕ
. 

ПРИМЕР 13.4. Найти общее решение уравнения . yyy ′′−=′ )1()(2 2

РЕШЕНИЕ. Полагаем . Тогда )( ypy =′ ppy ⋅′=′′  и уравнение прини-
мает вид 

ppyp ′⋅⋅−= )1(2 2      или     0)1(2 =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

dy
dpypp , 

⇒ 0=p      или     0)1(2 =−−
dy
dpyp . 

Из условия 0=p  находим: 
0=′= yp      ⇒  Cy = . 
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Из условия 0)1(2 =−−
dy
dpyp  находим: 

 
p

dp
y
dy

=
−1

2    (где 0≠p , 01− ≠y ); 

⇒  1lnln1ln2 Cpy −=− ,    ; 01 >C

⇒     pyC =− 2
1 )1( , 01 ≠C . 

Условие 0  не приводит к потери решения уравнения 1 ≠−y

0)1(2 =−−
dy
dpyp . Условие 0≠p  приводит к потере решения 0=p , но 

оно может быть включено в общее решение при 01 =C . Следовательно, 
получаем 

pyC =− 2
1 )1( ,       или     ,   1C∀ 2

1 )1( −=′ yCy 1C∀

 ⇒  dxC
y

dy
12)1(

=
−

 (где 01 ≠−y ). 

После интегрирования будем иметь 

21)1(
1 CxC

y
+=

−
− . 

Откуда находим общее решение  

21

11
CxC

y
+

−= , 

где  и  – произвольные постоянные (полученные ранее решения 1C 2C
Cy =  получаются по этой формуле при 01 =C ; предположение 01 ≠−y  

не привело к потере решения, т. к. 1=y  получается из общего решения 
при ).⋄ ∞=2C

ПРИМЕР 13.5. Найти решение уравнения , удовлетво-
ряющее условиям: 

3128yy =′′
8)0(,1)0( =′= yy . 

РЕШЕНИЕ. Полагаем . Тогда )( ypy =′ ppy ⋅′=′′  и уравнение прини-
мает вид 

3128ypp =′ . 
Тогда . dyypdp 3128=
Интегрируя, находим: 

1

42

4
128

2
Cyp

+=      или     , 1
42 64 Cyp +=

⇒  1
464 Cyp +±=      или     1

464 Cyy +±=′ . 
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Получили уравнение с разделяющимися переменными. Но его интегри-
рование приводит к неберущимуся интегралу:  

∫
+ 1

464 Cy

dy . 

Таким образом, общее решение в данном уравнении найти не удастся. Тем 
не менее, частное решение найти можно. Из начальных условий получаем  

⎭
⎬
⎫

=′
=

,8)0(
,1)0(

y
y      ⇒  1648 C+=      ⇒  01 =C . 

Тогда уравнение 1
464 Cyy +±=′  примет вид: 

28yy =′ . 
Разделяя переменные и интегрируя, находим 

dx
y
dy 82 = ,  

⇒  281 Cx
y

+=−      или     
xC

y
8

1

2 −
= . 

Из начальных условий получаем 12 =C . Таким образом, искомое част-
ное решение имеет вид:  

x
y

81
1

−
= . ⋄ 

13.4. Уравнения, однородные относительно неизвестной функции  
и ее производных 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Уравнение 
0),,,,,( )( =′′′ nyyyyxF K , 

называется однородным относительно , если при всех )(,,,, nyyyy K′′′
0≠t  выполняется тождество  

),,,,,(),,,,,( )()( nmn yyyyxFttyytyttyxF KK ′′′=′′′ . 
Порядок такого уравнения может быть понижен на единицу подстановкой  
 yzy =′ , 
где )(xzz =  – новая неизвестная функция. 

Действительно, пусть 
y

t 1
= . Тогда 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ′′′
=′′′

y
y

y
y

y
yxFtyytyttyxF

n
n

)(
)( ,,,,1,,,,,, KK  
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и ( ) ( ))()( ,,,,,1,,,,, n
m

n yyyyxF
y

tyytyttyxF KK ′′′=′′′ . 

Из этих двух равенств получаем: 

( ))(
)(

,,,,,1,,,,1, n
m

n

yyyyxF
yy

y
y
y

y
yxF KK ′′′=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ′′′
, 

⇒  ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ′′′
⋅=′′′

y
y

y
y

y
yxFyyyyyxF

n
mn

)(
)( ,,,,1,,,,,, KK . 

Следовательно, однородное относительно  уравнение 
может быть записано в виде 

)(,,,, nyyyy K′′′

 0,,,,1,
)(

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ′′′
⋅

y
y

y
y

y
yxFy

n
m K . (13.3) 

Далее, из  находим  yzy =′

)( 2 zzyzyzyy ′+=′+′=′′ , 
)3(2 3 zzzzyzyzyzyy ′′+′+=′′+′′+′′=′′′ , 
KKKKKKKKKKKKKKKKKKKK  

=)(ny ),,,,( )1( −′′′⋅ n
n zzzzy Kω . 

Откуда получаем: 

z
y
y

=
′

,     zz
y
y ′+=

′′ 2 ,     … ,     ( ))1(
)(

,,,, −′′′= n
n

n

zzzz
y

y
Kω . 

Подставляя эти выражения в (13.3) получаем: 
( ) 0,,,,, )1( =′′′Φ⋅ −nm zzzzxy K ,  

⇒ ( ) 0,,,,, )1( =′′′Φ −nzzzzx K  (при условии 0≠y ). 
Пусть ),,,,( 121 −= nCCCxz Kϕ  – общее решение уравнения 

( ) 0,,,,, )1( =′′′Φ −nzzzzx K . Тогда, из yzy =′  находим: 
),,,,( 121 −⋅=′ nCCCxyy Kϕ , 

⇒  dxCCCx
y

dy
n ),,,,( 121 −= Kϕ    ( 0≠y ), 

⇒  nn CdxCCCxy += ∫ − ),,,,(ln 121 Kϕ , 

⇒  ,   ∫ −⋅= dxCCCx
n

neCy ),,,,( 121 Kϕ 0≠nC . 
Условие 0≠y  приводит к потере решения 0=y . Но оно может 

быть включено в общее решение при 0=nC . Следовательно, оконча-
тельно получаем 

∫ −⋅= dxCCCx
n

neCy ),,,,( 121 Kϕ ,   nC∀ . 
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ПРИМЕР 13.6. Проинтегрировать уравнение  yyyxyxy ′=′−′′ 2)( .
РЕШЕНИЕ. Проверим, будет ли данное уравнение однородным относи-
тельно . Имеем:   yyy ′′′,,

=′′′ ),,,( yyyxF yyyxyxy ′−′−′′ 2)( . 
Тогда 

=′′′ ),,,( ytyttyxF =′−′−′′ ))(()())(( 2 yttyytxyttyx  
=′−′−′′= ))(( 22 yyyxyxyt 2t ),,,( yyyxF ′′′ . 

Т. е. уравнение действительно однородное относительно  yyy ′′′,, .
Полагаем yzy =′ . Тогда для y ′′  будем иметь: 

)( 2 zzyzyzyy ′+=′+′=′′ . 
Подставляя  и  в уравнение, получаем: y′ y ′′

zyzxyzzxy 22222 )( =−′+ ,  
⇒  zxzzzx =−′+ 22 )(    ( 0≠y ), 

⇒  zzx =′ , 

⇒  
x

dx
z

dz
=    ( 0≠z , 0≠x ),  

⇒  1lnlnln Cxz += ,   ,  01 >C
⇒  xCz 1= ,   01 ≠C . 

Условие 0≠x  не приводит к потери решения уравнения zzx =′ . 
Условие 0  приводит к потере решения 0≠z =z . Но это решение может 
быть включено в общее решение при 01 =C . Следовательно, получаем 

xCz 1= ,       или     1C∀ xC
y
y

1=
′

,  1C∀ ; 

⇒  xdxC
y

dy
1= ; 

⇒  2

2

1 2
ln CxCy +=      или      2

2
1 2

CxC
ey

+
= ; 

⇒  ,   
2

1
2

xCeCy ⋅= 02 ≠C . 
Условие 0≠y  приводит к потере решения 0=y , но оно может 

быть включено в общее решение при 02 =C .  
Следовательно, окончательно, общее решение уравнения имеет вид 

2
1

2
xCeCy ⋅= ,   21,CC∀ . ⋄ 
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13.5. Уравнения, левая часть которых  является точной производной  

Рассмотрим уравнение 
 0 , (13.4) ),,,,,( )( =′′′ nyyyyxF K

в котором левая часть является производной от некоторой функции пе-
ременных , т. е. )1(,,,,, −′′′ nyyyyx K

 =′′′ ),,,,,( )(nyyyyxF K ),,,,,( )1( −′′′Φ nyyyyx
dx
d

K . (13.5) 

Такое уравнение называют иначе уравнением в точных производных.  
Если уравнение является уравнением в точных производных, то его 

порядок легко понизить на единицу. Действительно, из (13.5) получаем 

0),,,,,( )1( =′′′Φ −nyyyyx
dx
d

K , 

⇒  . Cyyyyx n =′′′Φ − ),,,,,( )1(K

Уравнение ) -го порядка  называют 
первым интегралом уравнения (13.4). 

1( −n Cyyyyx n =′′′Φ − ),,,,,( )1(K

Если уравнение (13.4) не является уравнением в точных производ-
ных, то можно попытаться подобрать такую функцию 

, после умножения на которую уравнение станет 
уравнением в точных производных.  

),,,,,( )1( −′′′ nyyyyx Kμ

ПРИМЕР 13.7. Проинтегрировать уравнение . 0)( 2 =′′−′′′′ yyy

РЕШЕНИЕ. Запишем уравнение в виде 0=
′
′′

−
′′
′′′

y
y

y
y  (полагаем 0≠′y , 

). Отсюда  0≠′′y

( ) ( ) 0lnln =′′−′′′ yy ,  

⇒  ( ) 0lnln =′′−′′ yy . 
Таким образом, левая часть уравнения является точной производ-

ной от функции yyyyyx ′−′′=′′′Φ lnln),,,( . Тогда  

1lnlnln Cyy =′−′′ ,    01 >C
и первый интеграл заданного уравнения можно записать в виде 

yCy ′=′′ 1 ,  где 01 ≠C . 
Первый интеграл является дифференциальным уравнением второго 

порядка. Запишем его в виде 

yC
dx
yd ′=

′
1

)(      или     dxC
y
yd

1=
′
′

 ( 0≠′y ). 
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Отсюда находим 

21
~ln CxCy +=′      или     21

~CxCey +±=′ , 

⇒  ,   где xCeCy 1
2=′ 02

2

~
≠±= CeC . 

Из уравнения  находим xCeCy 1
2=′

dxCdy xCe 1
2= . 

Интегрируя последнее равенство, получим общее решение исходного 
уравнения 

3
1

1

2
3

1

1
2

1 C
C
C

C
C

Cy xCxC ee +=+⋅= ,   где 01 ≠C , C , . 02 ≠

0

3C∀

В процессе интегрирования уравнения мы предполагали, что ≠′y  
и 0 . Условию 0  удовлетворяют функции ≠′′y =′y 3Cy = , которые яв-
ляются решениями уравнения и могут быть получены из общего реше-
ния при 0 . Условию 02 =C =′′y  удовлетворяют функции , 
которые тоже являются решениями уравнения, но из общего решения 
получены быть не могут. Следовательно, все решения дифференциаль-
ного уравнения определяются равенствами: 

32 CxCy +=

3
1

1

2
3

1

1
2

1 C
C
CC

C
Cy xCxC ee +=+⋅= ,   32 CxCy += ,  

где , . ⋄ 01 ≠C 32 ,CC∀

)nn
nn =+′+++ −

− K

§ 14. Линейные однородные дифференциальные уравнения n-го порядка 

14.1. Общие понятия и определения  

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Линейным дифференциальным уравнением -го по-
рядка называется уравнение, линейное относительно неизвестной 
функции y  и ее производных , т. е. уравнение вида 

n

)(,,, nyyy K′′′
 , (14.1) ()()()()( 1

)1(
1

)(
0 xgyxpyxpyxpyxp

где  и свободный член )(,),(),(),( 210 xpxpxpxp nK )(xg  – заданные 
функции аргумента x  или постоянные, причем 0)(0 ≠xp  для всех x  из 
той области, где рассматривается уравнение (14.1). 

Если правая часть )(xg 0≡ , то уравнение (14.1) называется линей-
ным однородным, если )(xg 0≡/ , то уравнение (14.1) называется линей-
ным неоднородным (или уравнением с правой частью).  
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Если коэффициент )  не равен нулю ни в одной точке некото-
рого отрезка 

(0 xp
bxa ≤≤ , то, разделив на ) , придем к так называемо-

му приведенному уравнению: 
(0 xp

 )()()()()( 1
)2(

2
)1(

1
)( xfyxayxayxayxay nn

nnn =+′++++ −
−− K , (14.2) 

где 
)(
)()(,

)(
)()(,,

)(
)()(,

)(
)()(

000

2
2

0

1
1 xp

xgxf
xp
xp

xa
xp
xpxa

xp
xpxa n

n ==== K .  

В дальнейшем будем работать только с этим уравнением. Также в даль-
нейшем будем предполагать, что функции  
непрерывны на некотором отрезке ] . Тогда в области  

)(),(,),(),( 21 xfxaxaxa nK

;[ ba
∈∀∈= − in yybaxyyyxD ,],;[),,,,({ 11 K ℝ ℝ⊂} n+1

для уравнения (14.2) будут выполняться условия теоремы 12.1 сущест-
вования и единственности решения и, следовательно,  и 

ℝ существует единственное решение уравнения (14.2), удов-
летворяющее условию   

];[0 bax ∈∀
∈∀ iyy 00 ,

00 )( yxy = , , 010 )( yxy =′ 020 )( yxy =′′ , K, 100
)1( )( −

− = n
n yxy . 

Линейные дифференциальные уравнения обладают рядом свойств, 
которые значительно облегчают их интегрирование. Но чтобы эти свой-
ства сформулировать, необходимо вспомнить понятие линейного про-
странства, введенное раннее в курсе линейной алгебры. 

14.2. Линейное пространство: основные определения и утверждения 

Пусть L  – некоторое множество, элементы которого можно скла-
дывать и умножать на числа из ℝ (или ℂ). Например, множество матриц 
одинакового размера, множество векторов, множество функций с оди-
наковой областью определения и т.д.  

Договоримся элементы из L  обозначать малыми латинскими бук-
вами, а числа – малыми греческими буквами. 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Множество L  называется линейным пространст-
вом над ℝ (ℂ) если для любых элементов Lcba ∈,,  и для любых чисел 

∈βα , ℝ(ℂ) выполняются условия: 
1)  (коммутативность сложения элементов из abba +=+ L ); 
2) )()( cbacba ++=++  (ассоциативность сложения элементов из L ); 
3) во множестве L  существует такой элемент o , что  (эле-
мент o  называют нулевым элементом множества 

aoa =+
L ); 

4) для любого элемента La∈  существует элемент La∈−  такой, что 
 (элемент a  называют противоположным к ); oaa =−+ )( − a
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5) aa )()( αββα =  (ассоциативность относительно умножения чисел); 
6) aaa βαβα +=+ )(  (дистрибутивность умножения на элемент из 

L  относительно сложения чисел); 
7) baba ααα +=+ )(  (дистрибутивность умножения на число отно-
сительно сложения элементов из L ); 

8) . aa =1
Наряду с термином «линейное пространство» используется также 

термин «векторное пространство», элементы линейного пространства 
принято называть векторами. Линейное пространство над ℝ называют 
вещественным (действительными) линейным пространством, а над 
ℂ – комплексным. В нашем курсе мы будем иметь дело с веществен-
ными линейными пространствами. 

В курсе линейной алгебры было показано, что линейными про-
странствами над ℝ являются: 
1) множество ,( nmM × ℝ )  матриц размера nm ×  с элементами из ℝ; 
2) множество  ( ) свободных векторов пространства (плоскости); )3(V )2(V
3) множество ℝn

 последовательностей  действительных чисел (его на-
зывают арифметическим линейным пространством, элементы 
множества ℝ

n

n
 называют -мерными векторами); n

4) множество ℝ ][x  многочленов с коэффициентами из ℝ; 
5) множество ],[ baC  функций, непрерывных на . ],[ ba

Пусть L  – линейное пространство над ℝ(ℂ),  – непустое под-
множество в 

1L
L . 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Говорят, что  является подпространством ли-
нейного пространства 

1L
L  (или линейным подпространством), если оно 

само образует линейное пространство относительно операций, опре-
деленных на L . 

Справедлива следующая теорема. 
ТЕОРЕМА 14.1 (критерий подпространства). Пусть L  – линейное про-
странство над ℝ(ℂ),  – непустое подмножество в 1L L .  является 
подпространством линейного пространства 

1L
L  тогда и только тогда, 

когда для любых элементов 1, Lba ∈  и любого ∈α ℝ(ℂ) выполняются 
два условия: 1) 1Lba ∈− ;   2) 1La ∈⋅α . 
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С помощью теоремы 14.1 легко показать, например, что 
1) множество  свободных векторов плоскости является подпростран-
ством линейного пространства  свободных векторов пространства; 

)2(V
)3(V

2) множество ℝn
][x  многочленов с коэффициентами из ℝ и имеющих 

степень меньше  является подпространством линейного простран-
ства ℝ

n
][x  многочленов с коэффициентами из ℝ; 

3) если система линейных однородных уравнений OAX =  имеет нетри-
виальные решения, то множество ℋ ее решений является подпро-
странством арифметического линейного пространства ℝn

; 
4) множество ]  n-раз непрерывно дифференцируемых на [a;b] 
функций является подпространством линейного пространства 

,[)( baC n

],[ baC . 

Очень важными понятиями в теории линейных пространств являют-
ся понятия линейной зависимости и линейной независимости векторов. 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Векторы , , …,  называются линейно зависи-
мыми, если существуют числа 

1a 2a ka
1α , 2α , …, kα , не все равные нулю и та-

кие, что линейная комбинация kk aaa ⋅++⋅+⋅ ααα K2211  равна нуле-
вому элементу o  линейного пространства L . 

Если же равенство kk aaa ⋅++⋅+⋅ ααα K2211 o=  возможно 
только при условии 021 ==== kααα K , то векторы , , …,  на-
зывают линейно независимыми. 

1a 2a ka

Справедливо следующее утверждение.  
ЛЕММА 14.2 (необходимое и достаточное условие линейной зависимо-
сти векторов). Векторы , , …,  линейно зависимы тогда и только 
тогда, когда хотя бы один из них линейно выражается через оставшиеся. 

1a 2a ka

Замечани е .  Часто в качестве определения линейно зависимых 
векторов берут формулировку леммы 14.2. 

Рассматривая линейно независимые системы векторов, например, в 
пространстве ℝn

, легко доказать, что они могут содержать не более  
элементов. Это замечание приводит к следующему важному понятию в 
теории линейных пространств. 

n

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Максимальная линейно независимая система векто-
ров линейного пространства называется базисом этого линейного про-
странства. 
Иначе говоря, векторы , , …, 1e 2e ne L∈  образуют базис в линейном 
пространстве L  если выполняются два условия: 
1) , , …,  – линейно независимы; 1e 2e ne
2) , , …, , a – линейно зависимы для любого вектора a из 1e 2e ne L . 
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Очевидно, что в линейном пространстве существует не единствен-
ный базис (например, легко доказать, что если , , …,  образуют 
базис в линейном пространстве 

1e 2e ne
L  и 1α , 2α , …, nα  – отличные от нуля 

действительные числа, то векторы 11eα , 22eα , …, nneα  тоже будут бази-
сом). Но справедлива следующая теорема. 
ТЕОРЕМА 14.3. Любые два базиса линейного пространства состоят 
из одного и того же числа векторов. 

Если в линейном пространстве L  существует базис из n векторов, 
то пространство называют конечномерным,  n  называют размерно-
стью линейного пространства (пишут: nL =dim ).  

Если в линейном пространстве L  для любого натурального  
можно найти линейно независимую систему из  векторов, то про-
странство называют бесконечномерным (пишут: 

n
n

∞=Ldim ). 
Конечномерными являются, например, линейные пространства 

)3(V , ,( nmM × ℝ , ℝ)
n
 (размерности: 3dim )3( =V , ,(dim nmM × ℝ nm ⋅=) , 

ℝdim
n
= n). Примером бесконечномерных линейных пространств явля-

ются ℝ ][x  и ];[ baC . 
Роль базиса в линейном пространстве характеризует следующая 

теорема. 
ТЕОРЕМА 14.4 (о базисе). Каждый вектор линейного пространства ли-
нейно выражается через любой его базис, причем единственным образом. 

Из теоремы 14.4 следует, что если в конечномерном линейном про-
странстве известен базис, то мы можем получить любой его вектор, т. е. 
дать полное описание этого линейного пространства. 

Итак, мы вспомнили некоторые определения и утверждения теории 
линейных пространств. Теперь покажем, что множество решений ли-
нейного однородного уравнения порядка n образует конечномерное ли-
нейное пространство и определим его размерность. 

14.3. Интегрирование линейных однородных уравнений n-го порядка 

Рассмотрим линейное однородное уравнение порядка n, т. е. урав-
нение вида  

 . (14.3) 0

)

)()()()( 1
)2(

2
)1(

1
)( =+′++++ −

−− yxayxayxayxay nn
nnn K

Для его решений справедливо следующее утверждение. 
ТЕОРЕМА 14.5. Если  и )  являются решениями линейного 
однородного уравнения (14.3), то 

(1 xy (2 xy
)()( 21 xyxy +  и )(1 xyC ⋅  (∀ ∈C ℝ) 

тоже является решениями уравнения (14.3). 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Подставив функцию 21 yy +  в уравнение (14.3) 
получим: 

=+⋅+′+⋅+++⋅++ −
− )()()()()()()( 21211

)1(
211

)(
21 yyxpyyxpyyxpyy nn

nn K  
++′+++= −

− ][ 111
)1(

11
)(

1 ypypypy nn
nn K  

≡+′++++ −
− ][ 221

)1(
21

)(
2 ypypypy nn

nn K  
000 ≡+≡ . 

Следовательно, функция  также является решением уравнения (14.3). 21 yy +
Аналогично доказывается, что решением уравнения (14.3) будет и 

функция , где 1Cy C  – произвольная постоянная. ∎ 

СЛЕДСТВИЕ 14.6. Если  – решения уравнения (14.3), то их 
линейная комбинация 

nyyy ,,, 21 K

  (14.4) ∑
=

=+++
n

i
iink yCyCyCyC

1
2211 K

тоже является решением уравнения (14.3) для любых постоянных 
. nCCC ,,, 21 K

Пусть ];[ baS  – множество решений линейного однородного урав-
нения (14.3). Так как любое решение уравнения (14.3) является n раз не-
прерывно дифференцируемой функцией, определенной на ] , то ;[ ba
 ];[ baS ];[)( baC n⊂ , 
где ]  – множество функций, n раз непрерывно дифференцируе-
мых на отрезке ] . Более того, в силу теоремы 14.1, 

;[)( baC n

;[ ba ];[ baS  является 
подпространством линейного пространства ] . Оказалось также, 
что линейное пространство ]

;[)( baC n

;[ baS  конечномерное (докажем это утвер-
ждение позднее).  

Рассмотрим систему функций ,  раз 
дифференцируемых на некотором отрезке ] . Составим для них оп-
ределитель порядка n следующего вида 

)(,),(),( 21 xyxyxy nK )1( −n
;[ ba

 

)1()1(
3

)1(
2

)1(
1

321

321

321

−−−−

′′′′′′′′
′′′′

=

n
n

nnn

n

n

n

yyyy

yyyy
yyyy
yyyy

W

K
KKKKK

K
K
K

. (14.5)

Определитель (14.5) является функцией переменой x . Он обозначается 
)(xW ],,,[ 21 nyyyW K= W=  и называется определителем Вронского 
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(или вронскианом) функций ) . Определитель Врон-
ского играет важную роль при изучении линейной зависимости системы 
функций. А именно, справедлива следующая теорема. 

(,),(),( 21 xyxyxy nK

ТЕОРЕМА 14.7 (необходимое условие линейной зависимости функ-
ций). Если функции  nyyy ,,, 21 K 1−n  раз дифференцируемы и линейно 
зависимы на , то их определитель Вронского на  тождест-
венно равен нулю. 

];[ ba ];[ ba

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть функции  1nyyy ,,, 21 K −n  раз дифференци-
руемы и линейно зависимы на ] . Тогда, по определению, существуют 
числа 

;[ ba
nααα ,,, 21 K , среди которых хотя бы одно отлично от нуля, такие, что 

02211 =+++ nn yyy ααα K ,   ];[ bax ∈∀ . 
Пусть, для определенности, 01 ≠α . Тогда 

nn yyy ββ ++= K221 ,   где 
1α

αβ i
i −= . 

Откуда получаем: 

=
′′′

=
−−− )1()1(

2
)1(

1

21

21

21 ],,,[
n

n
nn

n

n

n

yyy

yyy
yyy

yyyW

K
KKKK

K
K

K  

0
)1()1(

3
)1(

2
)1()1(

22

3222

3222

≡

++

′′′′++′
++

=
−−−−− n

n
nnn

nn
n

nnn

nnn

yyyyy

yyyyy
yyyyy

KK
KKKKK

KK
KK

ββ

ββ
ββ

 

(так как первый столбец определителя является линейной комбинацией 
остальных столбцов). ∎ 

Теорема 14.7 дает необходимое условие линейной зависимости 
системы функций. Достаточным это условие для произвольной системы 
функций не будет, т. е. если ],,,[ 21 nyyyW K 0≡ , то система функций 

 может оказаться как линейно зависимой, так и линейно не-
зависимой. Так, например, легко проверить, что функции 

nyyy ,,, 21 K

⎩
⎨
⎧

≥
<

=
0,
;0,0

)( 21 xx
x

xy      и     
⎩
⎨
⎧

≥
<=

0,0
;0,)(

2

2 x
xxxy

являются линейно независимыми, и их вронскиан 
212121 ],[ yyyyyyW ′−′= 0≡ . 

Но ситуация меняется, если  – решения линейного од-
нородного уравнения. Здесь справедлива следующая теорема. 

nyyy ,,, 21 K

 

81



ТЕОРЕМА 14.8 (условие линейной независимости решений линейного 
однородного дифференциального уравнения). Если n  решений 

 линейного однородного уравнения (14.3) линейно независи-
мы на , то определитель Вронского  не может об-
ратиться в нуль ни в одной точке этого промежутка. 

nyyy ,,, 21 K

];[ ba ],,,[ 21 nyyyW K

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Предположим противное. Пусть  ли-
нейно независимы на ]  и существует ]

nyyy ,,, 21 K

;[ ba ;[0 bax ∈  такое, что 
0)](,,,[ 021 =xyyyW nK . 

Обозначим  
 1001 )( yxy = ,  2002 )( yxy = ,  …,  ; 00 )( nn yxy =

 ,  ,  …,  ; )1(
1001 )( yxy =′ )1(

2002 )( yxy =′ )1(
00 )( nn yxy =′

 ………………………………………………… 
 ,     ,  …,  . )1(

100
)1(

1 )( −− = nn yxy )1(
200

)1(
2 )( −− = nn yxy )1(

00
)1( )( −− = n

n
n

n yxy
Рассмотрим систему линейных однородных уравнений, матрицу кото-
рой составляют числа : )(

00 , k
ii yy

  (14.6) 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=+++

=+++
=+++

−−− .0

,0
,0

)1(
0

)1(
202

)1(
101

)1(
0

)1(
202

)1(
101

0202101

n
nn

nn

nn

nn

yCyCyC

yCyCyC
yCyCyC

K
KKKKKKKKK

K

K

Определитель матрицы  системы (14.6) M
=Mdet 0)](,,,[ 021 =xyyyW nK . 

Следовательно, система (14.6) имеет ненулевые решения. 
Пусть  – одно из ненулевых решений системы (14.6). 

Функция  в силу следствия (14.2) будет яв-
ляться решением уравнения (14.3), причем 

nCCC ~,,~,~
21 K

nn yCyCyCy ~~~~
2211 +++= K

0)(~
0 =xy  (из 1-го уравнения системы (14.6)), 

0)(~
0 =′ xy  (из 2-го уравнения системы (14.6)), 

………………………………………………. 
0)(~

0
)1( =− xy n  (из -го уравнения системы (14.6)). n

Но начальным условиям  
0)( 0 =xy , 0)( 0 =′ xy , 0)( 0 =′′ xy , K, 0)( 0

)1( =− xy n  
удовлетворяет и тривиальное решение 0)( ≡xy .  

Поскольку, по теореме существования и единственности решения, 
начальные условия для линейного уравнения определяют единственное 
решение, получаем: 
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0~~~~
2211 ≡+++= nn yCyCyCy K , 

причем среди коэффициентов  есть ненулевые. Но это оз-
начает, что  линейно зависимы на ] , что противоречит 
условию теоремы.  

nCCC ~,,~,~
21 K

nyyy ,,, 21 K ;[ ba

Следовательно, предположение было неверным и  
0)](,,,[ 21 ≠xyyyW nK ,   ];[ bax ∈∀ . ∎ 

СЛЕДСТВИЕ 14.9 (теоремы 14.7 и 14.8). Пусть  решения 
уравнения (14.3). Тогда их определитель Вронского либо тождественно 
равен нулю, и это означает, что решения  линейно зависимы; либо не 
обращается в нуль ни в одной точке 

nyyy ,,, 21 K

iy
],[ bax ∈ , и это означает, что ре-

шения  линейно независимы.  iy
В свою очередь, следствие 14.9 позволяет доказать утверждение о 

конечномерности пространства ];[ baS . 
ТЕОРЕМА 14.10. Пространство решений ];[ baS  линейного однород-
ного уравнения (14.3) конечномерно и его размерность совпадает с по-
рядком дифференциального уравнения, т. е. 

nbaS =];[dim . 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. 1) Покажем, что для уравнения (14.3) можно най-
ти  линейно независимых решений. n

Пусть ] . Возьмем любой определитель порядка n, отлич-
ный от нуля. Например, 

;[0 bax ∈∀

100

010
001

K
KKKK

K
K

=Δn . 

По теореме существования и единственности решения имеем: 
1) существует единственное решение ) , определенное в некоторой 
окрестности точки , удовлетворяющее условию 

(1 xy
0x

1)( 01 =xy , 0)( 01 =′ xy , 0)( 01 =′′ xy , K,  0)( 0
)1(

1 =− xy n

(где 0  – числа из первого столбца определителя );  ,,0,1 K nΔ
2) существует единственное решение ) , удовлетворяющее условию  (2 xy

0)( 02 =xy , 1)( 02 =′ xy , 0)( 02 =′′ xy , K,  0)( 0
)1(

2 =− xy n

(где 0  – числа из второго столбца определителя ); ,,1,0 K nΔ
………………………………………………………………… 

n ) существует единственное решение ) , удовлетворяющее условию  (xyn

0)( 0 =xyn , 0)( 0 =′ xyn , 0)( 0 =′′ xyn , K, 1)( 0
)1( =− xy n

n  
(где 1 – числа из -го столбца определителя ,,0,0 K n nΔ ). 
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Для найденных таким образом функций  имеем: nyyy ,,, 21 K

0)](,,,[ 021 ≠Δ= nn xyyyW K , 
и, следовательно, по следствию 14.9,  – линейно независимы. nyyy ,,, 21 K

2) Покажем, что любое решение линейного однородного диффе-
ренциального уравнения (14.3) может быть представлено как линейная 
комбинация  линейно независимых решений. n

Пусть  – некоторые линейно независимые решения урав-
нения (14.3),  – решение уравнения (14.3), удовлетворяющее условиям 

nyyy ,,, 21 K

)(ˆ xy

00 )(ˆ yxy = ,   ,   ,   K,   . )1(
00 )(ˆ yxy =′ )2(

00 )(ˆ yxy =′′ )1(
00

)1( )(ˆ −− = nn yxy
Рассмотрим систему  линейных уравнений вида: n

  (14.7) 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=+++

=+++
=+++

−−−− ,

,
,

)1(
0

)1(
0

)1(
202

)1(
101

)1(
0

)1(
0

)1(
202

)1(
101

00202101

nn
nn

nn

nn

nn

yyCyCyC

yyCyCyC
yyCyCyC

K
KKKKKKKKK

K

K

где ,  ()( 00 xyy ii = )( 0
)()(

0 xyy k
i

k
i = ni ,1= , 1,1 −= nk ).  

Так как  – линейно независимые решения уравнения 
(14.3), то для матрицы  системы имеем: 

nyyy ,,, 21 K

M
=Mdet 0)](,,,[ 021 ≠xyyyW nK . 

Следовательно, система (14.7) имеет единственное решение . nCCC ~,,~,~
21 K

Рассмотрим функцию . В силу следствия 
(14.6) она будет являться решением уравнения (14.3), причем 

nn yCyCyCy ~~~~
2211 +++= K

00 )(~ yxy =  (из 1-го уравнения системы (14.7)), 
)1(

00 )(~ yxy =′  (из 2-го уравнения системы (14.7)), 
………………………………………………. 

)1(
00

)1( )(~ −− = nn yxy  (из -го уравнения системы (14.7)). n
Но тем же самым начальным условиям удовлетворяет и решение 
.  )(ˆ xy
Поскольку, по теореме существования и единственности решения, 

начальные условия для линейного дифференциального уравнения опре-
деляют единственное решение, получаем: 

)(ˆ~~~~
2211 xyyCyCyCy nn =+++= K . ∎ 

Система n линейно независимых решений линейного однородного 
дифференциального уравнения n-го порядка (базис пространства 
S[a;b]) называется его фундаментальной системой решений. 
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Таким образом, задача интегрирования линейного однородного 
уравнения n-го порядка сводится к отысканию фундаментальной систе-
мы его решений. Но сделать это для произвольного уравнения очень 
сложно. Фундаментальные системы решений удается найти лишь для 
некоторых простейших типов линейных однородных уравнений. Одним 
из таких типов являются линейные однородные уравнения с постоян-
ными коэффициентами.  

14.4. Линейные однородные уравнения с постоянными коэффициентами 

Пусть линейное однородное уравнение имеет вид 
 01

)2(
2

)1(
1

)( =+′++++ −
−− yayayayay nn

nnn K , (14.8)

где  – некоторые действительные числа. Уравнение (14.8) 
называется линейным однородным уравнением n–го порядка с посто-
янными коэффициентами. Класс однородных уравнений с постоян-
ными коэффициентами замечателен тем, что для него нахождение фун-
даментальной системы решений сводится к решению алгебраического 
уравнения n-й степени. 

naaa ,,, 21 K

Вид уравнения (14.8) наводит на мысль, что решения этого уравне-
ния следует искать прежде всего среди таких функций, производные ко-
торых «похожи» на сами функции. Среди элементарных функций таким 
свойством обладает показательная функция. Поэтому решения уравне-
ния (14.8) будем искать в виде 
 xey λ= , (14.9)

где λ  – неизвестная постоянная, которую нужно выбрать так, чтобы 
функция (14.9) обращала уравнение (14.8) в тождество.  
Для функции  (14.9) имеем: 

xey λλ=′ ,   ,   ,   K ,   . xey λλ2=′′ xey λλ3=′′′ xnn ey λλ=)(

Подставим  в уравнение (14.8) и получим )(,,,, nyyyy K′′′

)( 1
2

2
1

1 nn
nnnx aaaae +++++ −

−− λλλλλ K 0= . 

Поскольку xeλ 0≠ , то решение (14.9) удовлетворяет уравнению, если 
 01

2
2

1
1 =+++++ −

−−
nn

nnn aaaa λλλλ K . (14.10)

Уравнение (14.10) называется характеристическим уравнением для 
уравнения (14.8), многочлен слева – характеристическим многочле-
ном, корни характеристического уравнения (14.10) – характеристиче-
скими корнями уравнения (14.8). 
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Замечание .  Формально характеристическое уравнение получа-
ется из уравнения (14.8) заменой производных искомой функции 
на соответствующие степени λ , а самой функции – на 10 =λ . 

Характеристическое уравнение (14.10) есть алгебраическое уравне-
ние n-й степени. В алгебре доказывается, что такое уравнение имеет n 
корней, среди которых есть как действительные, так и комплексные 
числа (каждый корень считается столько раз, какова его кратность). До-
казывается также, что комплексные корни такого уравнения попарно 
сопряжены. Следовательно, функции вида  в общем случае не дадут 
всю фундаментальную систему решений уравнения (14.8). «Недостаю-
щие» решения позволяет найти следующая теорема. 

xλe

ТЕОРЕМА 14.11. Пусть λ  – характеристический корень уравнения 
(14.8). Тогда 
1) если λ  – простой действительный корень уравнения (14.10), то ре-

шением уравнения (14.8) является функция ; xeλ

2) если λ  – действительный корень кратности k  уравнения (14.10), 
то решениями уравнения (14.8) являются функции 

xeλ ,     xxeλ ,     xex λ2 ,     …     xk ex λ1− ; 
3) если iβαλ +=  – простой комплексный корень уравнения (14.10), то 

число iβαλ −=  тоже является простым корнем характеристиче-
ского уравнения, а решениями уравнения (14.8) будут функции 

xe x βα cos⋅ ,     ; xe x βα sin⋅
4) если iβαλ +=  – комплексный корень кратности k  уравнения (14.10), 

то число iβαλ −=  тоже является корнем характеристического 
уравнения кратности k , а решениями уравнения (14.8) будут функции 

xe x βα cos⋅ ,    ,    ,    …,    . xxe x βα cos⋅ xex x βα cos2 ⋅ xex xk βα cos1 ⋅−

xe x βα sin⋅ ,    ,    ,    …,    . xxe x βα sin⋅ xex x βα sin2 ⋅ xex xk βα sin1 ⋅−

Решения, относящиеся к различным характеристическим корням, 
линейно независимы и найденные таким образом n  решений уравнения 
(14.8) будут образовывать его фундаментальную систему решений. 

Для удобства запоминания этой теоремы и применения ее при ин-
тегрировании дифференциальных уравнений, составим таблицу, в кото-
рой отражается зависимость частных решений от вида характеристиче-
ских корней.   
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Таблица 14.1 
Вид корня Решения из фундаментальной системы 

∈λ ℝ 
кратность 1 

xey λ=  

∈±= iβαλ ℂ 
кратность 1 

xey x βα cos1 ⋅= ,      xey x βα sin2 ⋅=

∈λ ℝ 
кратность k  

xey λ=1 2 3 1,   ,   ,   …    xxey λ= xexy λ2= xk exy λ1−=

∈±= iβαλ ℂ 
кратность k  

 ,     , xey x βα cos1 ⋅= xey x βα sin2 ⋅=

 ,     , xxey x βα cos3 ⋅= xxey x βα sin4 ⋅=
 ,     , KKK KKK

 , . xexy xk
k βα cos1

12 ⋅= −
− xexy xk

k βα sin1
2 ⋅= −

Итак, чтобы найти общее решение линейного однородного диффе-
ренциального уравнения n-го порядка с постоянными коэффициентами 
необходимо: 
1) записать его характеристическое уравнение; 
2) найти характеристические корни nλλλ ,,, 21 K ; 
3) с помощью теоремы 14.11 (таблицы 14.1) найти частные линейно 

независимые решения ;  )
)

(,),(),( 21 xyxyxy nK

4) записать общее решение ()()()( 2211 xyCxyCxyCxy nn+++= K . 

ПРИМЕР 14.1. Найти общее решение уравнения 
01834 =−′−′′+′′′ yyyy . 

РЕШЕНИЕ. Характеристическое уравнение 
01834 23 =−−+ λλλ  

имеет корни 3,2 3,21 −== λλ . 
Им соответствуют решения 

xxxxxx eeeeee xxyyy 332 3
3

2
2

1
1 ,, −− ======

λλλ . 
Так как это будет фундаментальная система решений, то общее решение 
дифференциального уравнения имеет вид 

xxx eee xCCCy 332
321

−− ++= .⋄ 

ПРИМЕР 14.2. Найти общее решение уравнения  
0842 =−′+′′−′′′ yyyy . 

РЕШЕНИЕ. Характеристическое уравнение 
0842 23 =−+− λλλ  
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имеет корни i2,2 3,21 ±== λλ . 
Тогда частными линейно независимыми решениями будут 

4444 34444 21
 20,  как так

321 2sin,2cos,2

==

===
βα

xyxyy xe . 

Следовательно, общее решение уравнения будет иметь вид 
 xCCy xe 2cos21

2 += xC 2sin2+ .⋄ 

ПРИМЕР 14.3. Найти общее решение уравнения 
04884 )4()5( =′+′′+′′′++ yyyyy . 

РЕШЕНИЕ. Характеристическое уравнение 
04884 2445 =++++ λλλλλ  

или . 0)22( 22 =++⋅ λλλ
Его корни i±−== 14,32,1 λλ , 05 =λ . 
Тогда фундаментальная система решений состоит из функций 

xey x cos1
−= ,     ,  xxey x cos2

−=

xey x sin3
−= ,     ,  xxey x sin4

−=

10
5 == ⋅xey . 

Следовательно, общее решение имеет вид 
( ) 54321 sinsincoscos CxxCxCxxCxCey x ++++= − .⋄ 

14.5. Уравнения Эйлера 

Еще одним типом линейных однородных дифференциальных урав-
нений, для которых можно найти фундаментальную систему решений, 
являются уравнения Эйлера. 

Линейное однородное уравнение вида 
 01

)1(1
1

)(
0 =+′+++ −

−− yayxayxayxa nn
nnnn K  (14.11) 

(где ℝ), называется уравнением Эйлера. ∈ia
Уравнение Эйлера заменой tex =  сводится к линейному однород-

ному уравнению с постоянными коэффициентами. 
Действительно, если tex = , то )(~)( tyxy =  и 

t
tt

t

t

t ey
e
y

x
y

dx
dy −⋅′=

′
=

′
′

= ~~~
; 

t
ttt

t
t

t
t

t

t
t

t

tx eyy
e

eyey
e
ey

x
y

dx
yd 2
2

2

)~~(
~~)~()( −

−−−

⋅′−′′=
⋅′−⋅′′

=
′⋅′

=
′

′′
= ; 
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=
−⋅′−′′+⋅′′−′′′

=
′⋅′−′′

=
′

′′′
=

−−−

t

t
tt

t
tt

t

t
tt

t

tx

e
eyyeyy

e
eyy

x
y

dx
yd )2()~~()~~())~~(()( 222

3

3

 

t
ttt eyyy 3)~2~3~( −⋅′+′′−′′′= ; 

…………………………………………………… 

=n

n

dx
yd ( ) nt

t
n

t
n

t eyyy −− ⋅′~,,~,~ )1()( Kϕ . 

Подставим tex =  и найденные выражения для 
dx
dy , 2

2

dx
yd , … , n

n

dx
yd  

в (14.11) и получим уравнение 
 0)(~~~~

1
)1(

1
)(

0 =+′+++ −
− tybybybya ntn

n
t

n
t K . (14.12) 

где ℝ. ∈iba ,0

Так как (14.12) – линейное однородное с постоянными коэффици-
ентами, то, согласно теореме 14.11, его фундаментальная система реше-
ний может содержать лишь функции вида  

teλ ,    tet λl ,    te t βα cos ,    te t βα sin ,    tet t βα cosl ,    tet t βα sinl . 
Значит, фундаментальная система решений уравнения (14.11) будет со-
стоять из функций вида:  

teλ = λx ,     tet λl = λxx ⋅)(lnl , 
te t βα cos = )lncos( xx βα ,     te t βα sin = )lnsin( xx βα , 

tet t βα cosl = )lncos()(ln xxx βα⋅l ,     t te t βα sinl )= lnsin()(ln xxx βα⋅l . 

Замечани е .  На практике, при решении уравнения Эйлера, уравне-
ние (14.12) не записывают. Записывают сразу его характеристическое 
уравнение. Это достаточно легко сделать. Действительно, характери-
стическое уравнение для (14.12) – это условие для λ , при котором 
функция tey λ=~  является решением уравнения (14.12). Но λλ xe t = . 
Следовательно, то же самое условие для λ  получим, если потребуем, 
чтобы функция λxy =  являлась решением уравнения (14.11). 

ПРИМЕР 14.4. Найти общее решение уравнения 
0663 23 =−′+′′−′′′ yyxyxyx . 

РЕШЕНИЕ. Введем новую переменную по формуле  
tex =      ⇒  xt ln= . 

В результате получим линейное однородное уравнение с постоянными 
коэффициентами. Найдем его характеристическое уравнение. Полагаем 

λxy = . 
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Тогда: 
1−=′ λλxy ,     2)1( −−=′′ λλλ xy ,     3)2)(1( −−−=′′′ λλλλ xy . 

Подставляя выражения для yyyy ′′′′′′ ,,,  в исходное уравнение, получаем: 

{ 066)1(3)2)(1( 12233 =−+−−−−
′

−

′′

−

′′′

−

yyyy

xxxxxxx λλλλ λλλλλλ 3214434421444 3444 21
, 

⇒  0]66)1(3)2)(1([ =−+−−−− λλλλλλλx , 
⇒  066)1(3)2)(1( =−+−−−− λλλλλλ , 

⇒  0]63)2()[1( =+−−− λλλλ , 
⇒  . 0)65)(1( 2 =+−− λλλ

Полученное характеристическое уравнение имеет корни 
11 =λ ,    22 =λ ,    33 =λ . 

Им соответствуют решения 
tety =)(~

1 ,     ,     , tety 2
2 )(~ = tety 3

3 )(~ =

 ⇒  ,     ,     . xxy =)(1
2

2 )( xxy = 3
3 )( xxy =

Тогда общее решение уравнения будет иметь вид 
3

3
2

21 xCxCxCy ++= .⋄ 

14.6. Линейные однородные уравнения 2-го порядка  
с произвольными коэффициентами 

Еще один случай, когда удается найти общее решение линейного 
однородного дифференциального уравнения – уравнение второго по-
рядка, для которого известно одно из решений.  

Действительно, рассмотрим уравнение  
 0)()( 21 =+′+′′ yxayxay . (14.13) 
Пусть )  любое ненулевое решение уравнения (14.13). Тогда его 

общее решение имеет вид 
(1 xy

2211 yCyCy += . 

⇒  )(1
1

2
211 xuy

y
yCCyy ⋅=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+= . 

Найдем функцию )(xu . Имеем: 
uyuyy ′+′=′ 11 ,    uyuyuyy ′′+′′+′′=′′ 111 2 . 

Подставив эти выражения в уравнение (14.13) получим: 

{ 0)()()(2 12111111 =⋅+′+′⋅+′′+′′+′′
′′′ yyy

uyxauyuyxauyuyuy
43421444 3444 21

, 
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⇒  0))()(())(2(
(14.13) решениет.к.,0

121111111

1

=+′+′′⋅++′⋅′+⋅′′
−

4444 34444 21
y

yxayxayuyxayuyu , 

 ⇒  0))(2( 1111 =+′⋅′+⋅′′ yxayuyu . (14.14) 
Уравнение (14.14) не содержит искомой функции. Для его интегри-

рования введем новую функцию uxz ′=)( . Тогда 
0))(2( 1111 =+′⋅+⋅′ yxayzyz , 

⇒  dx
y

yxay
z

dz

1

111 )(2 +′
−=    (где 0≠z ), 

⇒  ∫ +⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

′
−= 11

1

1 ~)(2ln Cdxxa
y
yz , 

⇒  ∫ +−−= 111
~)(ln2ln Cdxxayz , 

⇒  ∫ +−⋅±= 11
~)(

2
1)(
1 Cdxxae

y
z , 

⇒  ∫−⋅= dxxae
y
Cz )(

2
1

1 1

)(
,   где . 01

~

1 ≠±= CeC

В процессе преобразований было потеряно решение 0 . Оно 
может быть получено из общего при 0

=z
1 =C . Следовательно,  

∫−⋅= dxxae
y
Cz )(

2
1

1 1

)(
,  1C∀ . 

⇒  ∫−⋅=′ dxxae
y
Cu )(

2
1

1 1

)(
     или     dxe

y
Cdu dxxa

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅= ∫− )(

2
1

1 1

)(
, 

⇒  2
)(

2
1

1 1

)(
Cdxe

y
Cu dxxa +⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅= ∫ ∫− . 

Таким образом, общее решение уравнения (14.13) имеет вид: 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅⋅== ∫ ∫−

2
)(

2
1

1
11

1

)(
Cdxe

y
Cyuyy dxxa . 

ПРИМЕР 14.5. Найти общее решение уравнения 02
=+′+′′ yy

x
y , 

если известно, что его решением является функция 
x

xy sin
1 = . 

РЕШЕНИЕ. Имеем: u
x

xuyy ⋅=⋅=
sin

1 . Тогда 
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 u
x

xu
x

x
x

xu
x

xu
x

xy ′⋅+⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=′⋅+⋅

′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=′ sinsincossinsin

2 ; 

 =′′⋅+′⋅
′

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⋅

″
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=′′ u

x
xu

x
xu

x
xy sinsin2sin  

 u
x

xu
x

x
x

xu
x

x
x

x
x

x ′′⋅+′⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−−=

sinsincos2cos2cos2sin
232 . 

Подставим выражения для , y y′ , y ′′  в исходное уравнение и получим: 

+′′⋅+′⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−−

′′
444444444444 3444444444444 21

y

u
x

xu
x

x
x

xu
x

x
x

x
x

x sinsincos2cos2cos2sin
232  

0sinsinsincos2
2 =⋅+⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡ ′⋅+⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

′

4342144444 344444 21
yy

u
x

xu
x

xu
x

x
x

x
x

, 

⇒  0cos2sin
=′⋅+′′⋅ u

x
xu

x
x , 

⇒  0cos2sin =′⋅+′′⋅ uxux . 
Так как полученное уравнение не содержит искомой функции, то 

его порядок можно понизить, сделав замену uxz ′=)( . Тогда  
0cos2sin =⋅+′⋅ zxzx , 

⇒  xdx
z

dz ctg2−=    (где 0≠z ), 

⇒  1lnsinln2ln Cxz +−= ,   01 >C , 

⇒  
x

Cz 2
1

sin

~
= ,   где 0~

11 ≠±= CC . 

В процессе преобразований было потеряно решение 0 , которое 
может быть получено из общего при 0 . Следовательно, 

=z
~

1 =C

x
Cz 2

1

sin

~
= ,  . 1

~C∀

Учитывая, что , получаем уравнение uxz ′=)(

x
Cu 2

1

sin

~
=′      или     

x
dxCdu 2

1

sin

~
= , 

⇒  ,  где  ; 2121 ctgctg~ CxCCxCu +=+−= 11
~CC −=

и общее решение уравнения будет иметь вид: 

)ctg~(sin
211 CxC

x
xuyy +⋅=⋅=     или    

x
xC

x
xCy sincos~

21 += .⋄ 
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§ 15. Линейные неоднородные уравнения n-го порядка 

15.1. Метод вариации произвольных постоянных 

Рассмотрим линейное неоднородное уравнение 
 . (15.1) )

0

()()()()( 1
)2(

2
)1(

1
)( xfyxayxayxayxay nn

nnn =+′++++ −
−− K

Если известно общее решение соответствующего однородного уравнения 
 , (15.2) )()()()( 1

)2(
2

)1(
1

)( =+′++++ −
−− yxayxayxayxay nn

nnn K

то можно найти и общее решение неоднородного уравнения (15.1). 
Действительно, пусть  – фундаментальная система ре-

шений уравнения (15.2). Тогда его общее решение будет иметь вид 
nyyy ,,, 21 K

 nn yCyCyCy +++= K2211 , (15.3) 
где  – произвольные постоянные.  nCCC ,,, 21 K

Далее полагаем, что решение неоднородного уравнения по струк-
туре совпадает с решением соответствующего линейного однородного 
уравнения, т. е. имеет вид  

 nn yxCyxCyxCy )()()( 2211 +++= K ∑
=

=
n

i
ii yxC

1

)( , (15.4) 

где )  – некоторые пока неизвестные функции. (,),(),( 21 xCxCxC nK

Для определения n неизвестных )  есть пока только одно обяза-
тельное условие – функция (15.4) должна удовлетворять неоднородному 
уравнению (15.1). Следовательно, 

(xCi

)1( −n  условие для выбора функций 
 можно задать произвольно, лишь бы полученная система условий 

оказалась совместной. Например, можно потребовать, чтобы производ-
ные  функции (15.4) структурно совпадали с производны-
ми функции (15.3), т. е. чтобы они получались из соответствующих 
производных функции (15.3) заменой констант  функциями . 
Так как для функции (15.3) 

)(xCi

)1(,,, −′′′ nyyy K

iC )(xCi

∑
=

′=′++′+′=′
n

i
iinn yCyCyCyCy

1
2211 K , 

а для функции (15.4) 
[ ] [ ] =′+′++′+′=′ nnnn yxCyxCyxCyxCy )()()()( 1111 K  

∑∑
==

′+′=
n

i
ii

n

i
ii yxCyxC

11
)()( , 

то такое требование приведет к первому произвольному условию 

 . (а0)()()()( 2211
1

=′++′+′=′∑
=

nn

n

i
ii yxCyxCyxCyxC K 1) 
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Далее, для функции (15.3) 

∑
=

′′=′′++′′+′′=′′
n

i
iinn yCyCyCyCy

1
2211 K , 

а для функции (15.4) (при условии а1) 
[ ] [ ] =′′+′′++′′+′′=′′ nnnn yxCyxCyxCyxCy )()()()( 1111 K  

∑∑
==

′′+′′=
n

i
ii

n

i
ii yxCyxC

11
)()( , 

что приводит ко второму произвольному условию 

 . (а0)()()()( 2211
1

=′′++′′+′′=′′∑
=

nn

n

i
ii yxCyxCyxCyxC K 2) 

Продолжая этот процесс, в качестве ( 1−n )-го произвольного усло-
вия получим 

 . (а0)()()()( )2()2(
22

)2(
11

1

)2( =′++′+′=′ −−−

=

−∑ n
nn

nn
n

i

n
ii yxCyxCyxCyxC K n-1) 

Так как согласно нашим предположениям производные 
 функции (15.4) имеют вид  )1(,,, −′′′ nyyy K

)()(
11

)( )()( k
nn

kk yxCyxCy ++= K ∑
=

=
n

i

k
ii yxC

1

)()(  ( 1,1 −= nk ), 

то [ ] [ ]=+′+++′= −− )()1()(
11

)1(
11

)( )()()()( n
nn

n
nn

nnn yxCyxCyxCyxCy K  

∑∑
==

− +′=
n

i

n
ii

n

i

n
ii yxCyxC

1

)(

1

)1( )()( , 

и из обязательного условия получаем: 

)()()()()()()(
11

)1(
1

1

)(

1

)1(

)1()(

xfyxCxayxCxayxCyxC

y

n

i
iin

y

n

i

n
ii

y

n

i

n
ii

n

i

n
ii

nn

=⋅++⋅++′ ∑∑∑∑
==

−

==

−

−
43421

K

443442144444 344444 21

, 

⇒  [ ] )()()()()(
1 0

)1(
1

)(

1

)1( xfyxayxayxCyxC
n

i
in

n
i

n
ii

n

i

n
ii =++++′ ∑∑

=

−

=

−

444444 3444444 21
K , 

 ⇒  . (а)()(
1

)1( xfyxC
n

i

n
ii =′∑

=

−
n) 

Итак, требование, чтобы производные  функции 
(15.4) получались из соответствующих производных функции (15.3) за-
меной констант  функциями )  дало для функций 

 условия (а

)1(,,, −′′′ nyyy K

iC (xCi

)(,),(),( 21 xCxCxC nK 1), (а2), …, (аn), т. е. систему 
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⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=′++′+′
=′++′+′

=′′′++′′′+′′′
=′′++′′+′′
=′++′+′

−−−

−−−

.)()()()(
,0)()()(

,0)()()(
,0)()()(
,0)()()(

)1()1(
22

)1(
11

)2()2(
22

)2(
11

2211

2211

2211

xfyxCyxCyxC
yxCyxCyxC

yxCyxCyxC
yxCyxCyxC
yxCyxCyxC

n
nn

nn

n
nn

nn

nn

nn

nn

K

K

KKKKKKKKK

K

K

K

 (15.5)

Система (15.5) – система n линейных уравнений с n неизвестными. 
Ее определитель – определитель Вронского . Так как 
функции  образуют фундаментальную систему решений од-
нородного уравнения, то по теореме 14.8 их определитель Вронского 
отличен от нуля при любом x. Поэтому система (15.5) совместна и име-
ет единственное решение. Решая ее, находим 

]

)

,,,[ 21 nyyyW K

nyyy ,,, 21 K

 ()( xxC ii ψ=′ ,   ),1( ni = . 
Откуда получаем 

iiii CxdxxxC ~)()()( +== ∫ ϕψ , 

где  – произвольные постоянные. Общее решение неоднородного 
уравнения тогда имеет вид 

iC~

 . (15.6) (∑
=

+=
n

i
iii yCxy

1

~)(ϕ )
Изложенный выше метод нахождения решения линейного неодно-

родного уравнения n-го порядка получил название метода вариации 
произвольных постоянных. 

ПРИМЕР 15.1. Найти общее решение уравнения . xtgyy 2=+′′
РЕШЕНИЕ. Рассмотрим сначала соответствующее однородное уравне-
ние. Его характеристическое уравнение 012 =+λ  имеет корни i±=2,1λ . 
Поэтому общее решение соответствующего однородного уравнения 
имеет вид 

xCxCy sincos 21 += . 
Теперь рассмотрим неоднородное уравнение. Его общее решение 

может быть записано в виде 
xxCxxCy sin)(cos)( 21 += . 

Система для нахождения неизвестных функций )  будет для 
данного уравнения иметь вид 

(),( 21 xCxC
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⎩
⎨
⎧

=′+−′
=′+′

.cos)()sin)((
,0sin)(cos)(

2
21

21

xtgxxCxxC
xxCxxC

 

Из этой системы  находим (например, по формулам Крамера) 

x
xxC 2

3

1 cos
sin)( −=′ ,     

x
xxxtgxC

cos
sincos)(

2
2

2 =⋅=′ . 

Интегрируя, получаем 

12

3

1 cos
cos

1
cos
sin)( Cx

x
dx

x
xxC +−−=−= ∫ , 

2

2

2 sin
42

ln
cos
sin)( Cxxtgdx

x
xxC +−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +==∫ π , 

где  – произвольные постоянные. Подставим  и )  в об-
щее решение неоднородного уравнения и получим 

21,CC )(1 xC (2 xC

xCxxtgxCx
x

y sinsin
42

lncoscos
cos

1
21 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−−=

π  

или  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅++= 2

42
lnsin)sincos( 21

πxtgxxCxCy .⋄ 

ПРИМЕР 15.2. Найти общее решение уравнения . xxyyxyx ln62 =+′−′′
РЕШЕНИЕ. Рассмотрим сначала соответствующее однородное уравнение 

02 =+′−′′ yyxyx . 

Это уравнение Эйлера. Введем новую переменную по формуле 
tex =      ⇒  xt ln= . 

В результате получим линейное однородное уравнение с постоянными 
коэффициентами. Найдем его характеристическое уравнение. Полагаем 

λxy = , 
⇒  1−=′ λλxy ,     2)1( −−=′′ λλλ xy . 

Подставив  в однородное уравнение и сократив на yyy ′′′,, λx , получим: 
01)1( =+−− λλλ , 

⇒  0122 =+− λλ . 
Полученное характеристическое уравнение имеет корни 12,1 =λ . Им со-
ответствуют решения 

tety =)(~
1 ,     , ttety =)(~

2

⇒ xxy =)(1 ,     xxxy ln)(2 = . 
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Тогда общее решение однородного уравнения будет иметь вид 
xxCxCy ln21 += . 

Теперь рассмотрим неоднородное уравнение. Прежде всего, запи-
шем его в виде  

x
x

x
y

x
yy ln6

2 =+
′

−′′  

(так как система (15.5) была получена для приведенного уравнения). 
Общее решение этого уравнения можно представить в виде 

xxxCxxCy ln)()( 21 ⋅+⋅= , 
где )  – функции, удовлетворяющие системе  (),( 21 xCxC

 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+⋅′+′

=⋅′+⋅′

.ln6)1(ln)()(

,0ln)()(

21

21

x
xxxCxC

xxxCxxC
 

Решая эту систему по формулам Крамера, находим 

xx
xxxD =

+
= )1(ln1

ln , 

xx
x

x
xx

D 2
1 ln6)1(lnln6

ln0
−=+= ,  x

x
x

x
D ln6ln61

0
2 == , 

⇒  
x

x
D
DxC

2
1

1
ln6)( −==′ ,      

x
x

D
DxC ln6)( 2

2 ==′ . 

Интегрируя, получаем 

1
3

2

1 ln2ln6)( Cxdx
x

xxC +−=−= ∫ , 

2
2

2 ln3ln6)( Cxdx
x

xxC +== ∫ , 

где  – произвольные постоянные.  21,CC
Подставим  и )  в общее решение неоднородного уравне-

ния и получим 
)(1 xC (2 xC

xxCxxCxy ln)ln3()ln2( 2
2

1
3 ⋅++⋅+−=  

или  
xxxxCxCy 3

21 lnln ++= .⋄ 
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15.2. Линейные неоднородные уравнения n-го порядка с постоянными 
коэффициентами и правой частью специального вида  

Раскроем скобки в (15.6) и сгруппируем слагаемые следующим об-
разом:  

( ) ∑∑∑
===

+=+=
n

i
ii

n

i
ii

n

i
iii yxyCyCxy

111

)(~~)( ϕϕ . 

Заметим, что первая получившаяся сумма – общее решение соот-
ветствующего однородного уравнения, вторая – частное решение неод-
нородного уравнения (получается из общего решения при 0 ). Более 
того, оказалось, что в общем случае справедлива следующая теорема. 

~ =iC

ТЕОРЕМА 15.1 (О структуре общего решения линейного неоднородно-
го уравнения). Общее решение линейного неоднородного уравнения n-го 
порядка равно сумме общего решения )()()( 2211 xyCxyCxyC nn+++ K  
соответствующего ему однородного уравнения и любого частного ре-
шения y~  неоднородного уравнения, т. е. имеет вид 
 )()()()( 2211 xyCxyCxyCxy nn+++= K )(~ xy+ . (15.7) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Требуется доказать, что  
1)  функция (15.7) является решением линейного неоднородного урав-

нения n-го порядка при любых значениях констант ;  nCC ,,1 K

2) любое решение )  линейного неоднородного уравнения n-го по-
рядка может быть получено из (15.7) при некоторых значениях 
констант . 

(ˆ xy

nCC ,,1 K

Чтобы убедиться в справедливости первого утверждения, доста-
точно подставить (15.7) в линейное неоднородное уравнение: 

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+++⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+ ∑∑∑

=

−

==

)(~)()()(~)()()(~)(
1

)1(

1
1

)(

1
xyxyCxaxyxyCxaxyxyC

n

i
iin

nn

i
ii

nn

i
ii K  

[ ] +⋅++⋅+= ∑
=

−

−
n

i
y

in
n

i
n

ii

i

xyxaxyxaxyC
1

уравнения) ооднородног решение(т.к.
0

)1(
1

)( )()()()()(
44444444 344444444 21

K  

[ ] =⋅++⋅++

−

−

44444444 344444444 21
K

уравнения) огонеоднородн решение~(т.к.
)(

)1(
1

)( )(~)()(~)()(~

y
xf

n
nn xyxaxyxaxy  

)()(0 xfxf =+= . 

Докажем второе утверждение. Рассмотрим разность . Эта 
функция будет являться решением однородного уравнения. Действительно, 

)(~)(ˆ xyxy −
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[ ] [ ] [ ] =−++−+− − )(~)(ˆ)()(~)(ˆ)()(~)(ˆ )1(
1

)( xyxyxaxyxyxaxyxy n
nn K  

[ ]−⋅++⋅+= − )(ˆ)()(ˆ)()(ˆ )1(
1

)( xyxaxyxaxy n
nn K  

[ ]=⋅++⋅+− − )(~)()(~)()(~ )1(
1

)( xyxaxyxaxy n
nn K  

0)()( =−= xfxf  
Но если )  является решением линейного однородного 

уравнения, то она является линейной комбинацией фундаментальной 
системы решений этого однородного уравнения. Т. е. существуют такие 
значения , что 

(~)(ˆ xyxy −

nCC ˆ,,ˆ
1 K

)(~)(ˆ xyxy − )(ˆ)(ˆ)(ˆ
2211 xyCxyCxyC nn+++= K , 

⇒  )(ˆ)(ˆ)(ˆ)(ˆ 2211 xyCxyCxyCxy nn+++= K )(~ xy+ .   ∎ 

Таким образом, интегрирование линейного неоднородного диффе-
ренциального уравнения можно свести к интегрированию соответст-
вующего однородного уравнения и нахождению какого-либо частного 
решения неоднородного уравнения. Однако обычно нахождение частно-
го решения неоднородного уравнения представляет собой достаточно 
трудную задачу. Исключение составляют дифференциальные уравнения 
с постоянными коэффициентами и правой частью вида 
 )(xf [ ]xxPxxP ks

xe ββα sin)(cos)( += , (15.8) 
где )  – многочлены степени s и k соответственно, (),( xPxP ks α и β  – 
некоторые числа. Функцию (15.8) принято называть функцией специ-
ального вида. Для таких уравнений удалось выяснить структуру частно-
го решения. А именно, была доказана следующая теорема. 
ТЕОРЕМА 15.2 (о структуре общего решения линейного неоднородно-
го уравнения с постоянными коэффициентами и правой часть специаль-
ного вида). Если правая часть )(xf  линейного неоднородного уравнения 
с постоянными коэффициентами имеет специальный вид (15.8), то ча-
стное решение такого уравнения может быть найдено в виде 
 [ xxTxxRxy mm

xe ββ ]α sin)(cos)(~ += l , (15.9) 
где  и )  – некоторые многочлены степени  (где  – боль-
шая из степеней многочленов  в правой части 

)
) )

(xRm (xTm m m
(),( xPxP ks (xf ),  – 

кратность характеристического корня 
l

iβα ±  ( 0=l , если число iβα ±  
не является характеристическим корнем). 
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ПРИМЕРЫ. 
1. Если линейное неоднородное уравнение с постоянными коэффици-

ентами имеет правую часть )(xf )(xPs= , то частное решение тако-
го уравнения имеет вид: 
а) , если число 0)(~ xRy s= =λ  не является корнем характеристиче-
ского уравнения; 

б) , если число 0)(~ xRxy s⋅= l =λ  является корнем кратности  ха-
рактеристического уравнения. 

l

2. Если )(xf x
s exP α)(= , то частное решение имеет вид: 

а) , если число x
s exRy α)(~ = α  не является корнем характеристиче-

ского уравнения; 
б) , если число x

s exRxy α)(~ l= α  является корнем кратности  ха-
рактеристического уравнения. 

l

3. Если )(xf xxPxxP ks ββ sin)(cos)( += , (где один из многочленов 
 или )  может быть равен нулю), то частное решение име-

ет вид: 
)(xPs (xPk

а) xxTxxRy mm ββ sin)(cos)(~ += , если число iβ±  не является харак-
теристическим корнем уравнения; 

б) , если число [ xxTxxRxy mm ββ sin)(cos)(~ += l ] iβ±  является кор-
нем кратности  характеристического уравнения. l

Находя частное решение по теореме 15.2, многочлены  и 
 записывают с неопределенными коэффициентами, а затем опре-

деляют их, подставляя решение в дифференциальное уравнение. 

)

0

(xRm

)(xTm

ПРИМЕР 15.2. Найти общее решение уравнения  
xeyyy 382 =+′−′′ . 

РЕШЕНИЕ. Сначала рассмотрим соответствующее однородное уравнение 
 2 =+′−′′ yyy .  
Так как его характеристическое уравнение 0122 =+− λλ  имеет корни 

12,1 =λ , то общее решение однородного уравнения будет иметь вид  
xx ee xCCy 21 += . 

Теперь найдем частное решение неоднородного уравнения. Правая 
часть является произведением числа и показательной функции xe3 : 
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 )(xf xe38=      ⇒  3=α , 0=β , 0=s . 
При этом число 3=± iβα  не является корнем характеристического урав-
нения. Поэтому частное решение y~  неоднородного уравнения надо искать 
в виде , xAey 3~ =
где A  – неизвестный коэффициент. 
Имеем:  ,     . xAey 33~ =′ xAey 39~ =′′
Подставим  в неоднородное уравнение и получим yyy ′′′ ~,~,~

xxxx eAeAeAe 3333 8329 =+⋅− , 
⇒  xx eAe 33 84 = , 

⇒  84 =A      или     2=A . 
Таким образом, – частное решение неоднородного уравне-

ния, а его общее решение имеет вид 

xey 32~ =

 )( 21
xx xeCeCy += xe32+ .⋄ 

ПРИМЕР 15.3. Найти общее решение уравнения  
)43(23 xeyyy x −=+′−′′ . 

РЕШЕНИЕ. Сначала рассмотрим соответствующее однородное уравнение 
 023 =+′−′′ yyy .  
Так как его характеристическое уравнение 0232 =+− λλ  имеет корни 

11 =λ , 22 =λ , то общее решение однородного уравнения будет иметь вид 
xx eCeCy 2

21 += . 
Теперь найдем частное решение неоднородного уравнения. Правая 

часть уравнения является произведением многочлена первой степени и 
показательной функции xe : 

)(xf )43( xex −=      ⇒ 1=α , 0=β , 1=s . 
При этом число 1=± iβα  является корнем характеристического урав-
нения кратности 1. Поэтому частное решение y~  неоднородного уравне-
ния надо искать в виде 
 , )()(~ 2 BxAxeBAxxey xx +=+=
где A  и B  – неизвестные коэффициенты. 
Имеем:  [ ]))2(~ 2 BxABAxey x +++=′ , 

[ ])22()4(~ 2 BAxABAxey x ++++=′′ . 
Подставим  в неоднородное уравнение и получим yyy ′′′ ~,~,~

[ ] [ ] [ ] )43(2)2(3)22()4( 222 xBxAxBxABAxBAxABAxe xxxx eee −=+++++−++++ , 
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⇒  , [ ] )43()322()2364()23( 2 xeBBAxBBABAxAAAe xx −=−+++−−+++−

⇒  xBAxA 43)2(2 −=−+⋅− , 

⇒         
⎩
⎨
⎧

=−
−=−

;32
,42

BA
A

⇒  1,2 == BA . 
Таким образом,  – частное решение неоднородного 

уравнения, а его общее решение имеет вид 
)12(~ +⋅= xxey x

)( 2
21

xx ee CCy += )12( ++ xxex .⋄ 

ПРИМЕР 15.4. Найти общее решение уравнения   
xxyyy 2sin2cos452 +=+′+′′ . 

РЕШЕНИЕ. Рассмотрим соответствующее однородное уравнение 
052 =+′+′′ yyy . 

Характеристическое уравнение 0522 =++ λλ  имеет корни i212,1 ±−=λ . 
Поэтому общее решение этого однородного уравнения имеет вид 

xeCxeCy xx 2sin2cos 21
−− += . 

Правая часть уравнения xxxf 2sin2cos4)( += , т. е. 0=α , 2=β , 
степени многочленов при синусе и косинусе 0== ks . Так как число 

ii 2±=± βα  не является корнем характеристического уравнения, то ча-
стное решение неоднородного уравнения следует искать в виде 

 xBxAy 2sin2cos~ += . 
Имеем  

xAxBy 2sin22cos2~ −=′ ,     xBxAy 2sin42cos4~ −−=′′ . 
Подставим  в неоднородное уравнение и получим yyy ′′′ ~,~,~

( ) ( ) ( ) =++−+−− xBxAxAxBxBxA 2sin2cos52sin22cos222sin42cos4  
xx 2sin2cos4 += , 

⇒  xxxBABxABA 2sin2cos42sin)544(2cos)544( +=⋅+−−+⋅++− , 

⇒  xxxBAxBA 2sin2cos42sin)4(2cos)4( +=⋅+−+⋅+ , 

⇒    
⎩
⎨
⎧

=+−
=+

;14
,44

BA
BA

⇒  0=A ,   1=B . 
Таким образом xy 2sin~ = – частное решение неоднородного урав-

нения, а его общее решение имеет вид 
 )2sin2cos( 21 xCxCey x += − x2sin+ .⋄ 
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ПРИМЕР 15.5. Найти общее решение уравнения  
xyy cos=−′′ . 

РЕШЕНИЕ. Рассмотрим соответствующее однородное уравнение 
 0=−′′ yy .  
Так как его характеристическое уравнение 012 =−λ  имеет корни 12,1 ±=λ , 
то общее решение однородного уравнения будет иметь вид 

xx eCeCy −+= 21 . 
Теперь найдем частное решение неоднородного уравнения. Правая 

часть уравнения является произведением многочлена нулевой степени 
(число 1) и тригонометрической функции :cos x  

xxf cos)( =      ⇒  0=α , 1=β , 0=s . 
При этом число ii ±=± βα  не является корнем характеристического 
уравнения. Поэтому частное решение y~  неоднородного уравнения надо 
искать в виде 
 xBxAy sincos~ += , 
где A  и B  – неизвестные коэффициенты. 
Имеем:  xBxAy cossin~ +−=′ , 

xBxAy sincos~ −−=′′ . 
Подставим  в неоднородное уравнение и получим: yyy ′′′ ~,~,~

[ ] xxBxAxBxA cossincos]sincos[ =+−+− , 

⇒  xxBxA cossin2cos2 =−− , 

⇒        ⇒  
⎩
⎨
⎧

=
=−

;02
,12

B
A 0,

2
1

=−= BA . 

Таким образом, xy cos
2
1~ −=  – частное решение неоднородного 

уравнения, а его общее решение имеет вид 

xeCeCy xx cos
2
1

21 −+= − . ⋄ 

ПРИМЕР 15.6. Найти общее решение уравнения  
xyy cos=+′′ . 

РЕШЕНИЕ. Рассмотрим соответствующее однородное уравнение 
 0=+′′ yy .  
Так как его характеристическое уравнение 012 =+λ  имеет корни i±=2,1λ , 
то общее решение однородного уравнения будет иметь вид 

xCxCy sincos 21 += . 
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Теперь найдем частное решение неоднородного уравнения. Правая 
часть уравнения является произведением многочлена нулевой степени 
(число 1) и тригонометрической функции :cos x  

xxf cos)( =    ⇒ 0=α , 1=β , 0=s . 
При этом число ii ±=± βα  является корнем характеристического урав-
нения кратности 1. Поэтому частное решение y~  неоднородного уравне-
ния надо искать в виде 
 )sincos(~ xBxAxy += , 
где A  и B  – неизвестные коэффициенты. 
Имеем:  [ ] ]cossin[sincos~ xBxAxxBxAy +−⋅++=′ , 

[ ] ]sincos[)cossin2~ xBxAxxBxAy −−⋅++−⋅=′′ . 
Подставим  в неоднородное уравнение и получим: yyy ′′′ ~,~,~

[ ] xxBxAxxBxAxxBxA cos]sincos[]sincos[)cossin2 =+⋅+−−⋅++−⋅ , 

⇒  [ ] xxBxA cos)cossin2 =+−⋅ , 

⇒        ⇒  
⎩
⎨
⎧

=
=−

;12
,02

B
A

2
1,0 == BA . 

Таким образом, xxy sin
2

~ =  – частное решение неоднородного урав-

нения, а его общее решение имеет вид 

xxxCxCy sin
2

sincos 21 ++= . ⋄ 

При нахождении частных решений линейного неоднородного 
уравнения часто оказывается полезной следующая теорема. 
ТЕОРЕМА 15.3 (о наложении решений). Если и  – частные 
решения уравнений 

)(~
1 xy  )(~

2 xy

)()()()()( 11
)2(

2
)1(

1
)( xfyxayxayxayxay nn

nnn =+′++++ −
−− K , 

)()()()()( 21
)2(

2
)1(

1
)( xfyxayxayxayxay nn

nnn =+′++++ −
−− K  

соответственно, то функция )(~)(~)(~
21 xyxyxy +=  будет являться ре-

шением уравнения 
 . (15.10) )()()()()()( 211

)2(
2

)1(
1

)( xfxfyxayxayxayxay nn
nnn +=+′++++ −
−− K

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Чтобы убедится в справедливости теоремы, дос-
таточно подставить функцию )(~)(~)(~ xyxyxy 21 +=  в уравнение (15.10): 

[ ] [ ] [ ] [ =++ ]′++++++ −
−

21211
)1(

211
)(

21
~~)(~~)(~~)(~~ yyxayyxayyxayy nn

nn K  
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[ ] +⋅+′⋅++⋅+= −
−

111
)1(

11
)(

1
~)(~)(~)(~ yxayxayxay nn

nn K  

[ ]=⋅+′⋅++⋅++ −
−

221
)1(

21
)(

2
~)(~)(~)(~ yxayxayxay nn

nn K  

)()( 21 xfxf += . ∎ 

ПРИМЕР 15.7. Найти общее решение уравнения  
22 22sin842 xxyyyy xe +=−′+′′−′′′ . 

РЕШЕНИЕ. Характеристическое уравнение 0842 23 =−+− λλλ  имеет 
корни 21 =λ  и i23,2 ±=λ . Поэтому общее решение соответствующего 
однородного уравнения имеет вид 

 . xCxCeCy x 2sin2cos 32
2

1 ++=
Правая часть )(xf  не имеет специального вида, но она состоит из 

двух слагаемых, каждое из которых имеет специальный вид. Обозначим 
,  и найдем частные решения  неодно-

родных уравнений 
xexf x 2sin)( 2

1 = 2
2 2)( xxf = 21

~,~ yy

)(842 1 xfyyyy =−′+′′−′′′      и     )(842 2 xfyyyy =−′+′′−′′′ . 
Тогда частное решение y~  исходного уравнения будет равно сумме этих 
частных решений, т. е.  
 21

~~~ yyy += . 
1) , т. е. xexf x 2sin)( 2

1 = 0=s , 2=α , 2=β , ii 22 ±=± βα . Так как 
число ii 22 ±=± βα  не является корнем характеристического уравне-
ния, то частное решение неоднородного уравнения с правой частью 

 следует искать в виде )(1 xf
 . )2sin2cos(~ 2

1 xBxAey x +=

Имеем: [ ]xABxBAey x 2sin)(2cos)(2~ 2
1 −++=′ , 

 [ ]xAxBey x 2sin2cos8~ 2
1 −=′′ , 

 [ ]xBAxABey x 2sin)(2cos)(16~ 2
1 −−+−=′′′ . 

Подставим 1111
~,~,~,~ yyyy ′′′′′′  в уравнение, и после приведения подобных сла-

гаемых, получим 
[ ]=−−+−⋅ xBAxABe x 2sin)168(2cos)168(2 xe x 2sin2 , 

⇒  =−−+− xBAxAB 2sin)168(2cos)168( xx 2sin2cos0 +⋅ , 

⇒        ⇒  
⎩
⎨
⎧

=−−
=−

;1816
,0168

AB
AB

40
1,

20
1

−=−= AB , 

 ⇒  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−= xxey x 2sin

20
12cos

40
1~ 2

1 ( )xxe x 2sin22cos
40
1 2 +−= . 
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2) , т. е. правая часть представляет собой многочлен 
степени 

2
2 2)( xxf =

2=s , 0== βα . Так как число 0=± iβα  не является корнем 
характеристического уравнения, то частное решение неоднородного 
уравнения с правой частью )  следует искать в виде (2 xf

 . CBxAxy ++= 2
2

~

Имеем BAxy +=′ 2~
2 ,     Ay 2~

2 =′′ ,     0~
2 =′′′y . 

Подставим 2222
~,~,~,~ yyyy ′′′′′′  в неоднородное уравнение, и после приведе-

ния подобных слагаемых, получим: 
22 2)2(4)(88 xCBAxBAAx =+−−−+− , 

⇒        ⇒  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+−
=−

=−

;02
,0

,28

CBA
BA

A
0,

4
1,

4
1

=−=−= CBA . 

 ⇒  )(
4
1~ 2

2 xxy +−= . 

Итак, частное решение исходного неоднородного уравнения имеет вид 

21
~~~ yyy += ( )xxxe 2sin22cos

40
1 2 +−= )(

4
1 2 xx +− , 

а его общее решение  

( )xCxCCy xe 2sin2cos 32
2

1 ++= ( )xxxe 2sin22cos
40
1 2 +− )(

4
1 2 xx +− .⋄ 

§ 16. Понятие краевой задачи 

Решая дифференциальные уравнения, мы получаем множество ре-
шений. Чтобы выделить из этого множества одно решение, дополни-
тельно задают условия. До сих пор мы имели дело лишь с задачей Ко-
ши, т.е. условием выбора решения являлось значение функции и ее про-
изводных в некоторой точке. Но в дифференциальных уравнениях, на-
ряду с задачей Коши приходится решать и так называемые краевые (или 
граничные) задачи. В этих задачах условием выбора решения является 
значение искомой функции (или значение линейной комбинации иско-
мой функции и ее производных) на концах отрезка, на котором это ре-
шение рассматривается. 

Если удается найти общее решение дифференциального уравнения, 
отвечающего краевой задаче, то для решения самой задачи надо из гра-
ничных условий определить значения произвольных постоянных, вхо-
дящих в общее решение. При этом решение не всегда существует, а ес-
ли существует, то не всегда единственное. 
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ПРИМЕР 16.1. На отрезке ] найти решение уравнения  ;0[ 1x
 0=+′′ yy , (16.1) 
удовлетворяющее граничным условиям  

0)0( =y , 11)( yxy = . 
РЕШЕНИЕ. Общее решение уравнения (16.1) имеет вид 

xCxCy sincos 21 += . 
Из первого граничного условия получаем 01 =C , поэтому 

xCy sin2= . 

Второе граничное условие для функции xCy sin2=  дает равенство 
 121 sin xCy = . (16.2) 
Рассмотри равенство (16.2). Возможны три случая.  
1) Если πnx ≠1 , где  – целое число, то 0sinn 1 ≠x , и из (16.2), находим  

1

1
2 sin x

yC = . 

Следовательно, при πnx ≠1  существует единственное решение 
краевой задачи, а именно 

x
x

yy sin
sin 1

1= . 

2) Если πnx =1  и 0 , то равенство (16.2) справедливо при любом 
. Значит, в этом случае имеется бесконечно много решений 

 рассматриваемой краевой задачи. 

1 =y

2C
xCy sin2=

3) Если πnx =1  и 0 , то равенство (16.2) невозможно ни при каком 
. Следовательно, в этом случае решения краевой задачи не суще-

ствует. ⋄ 

1 ≠y

2C

Помимо граничных условий, рассмотренных в этом примере 16.1, 
могут быть и другие граничные условия. Например,  

 11)( yxy =′ ,   22 )( yxy =′  
или 11111 )()( yxyxy =′+ βα ,   22222 )()( yxyxy =′+ βα , 
где , , ix iy iα , iβ  – заданные числа, причем  ( ). 022 ≠+ ii βα 2,1=i

Рассмотрим еще одну краевую задачу, которая может иметь раз-
личные решения в зависимости от входящего в нее параметра. 
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ПРИМЕР 16.2. На отрезке ]  требуется найти решение уравнения ;0[ l

 02

2
=+ y

dx
yd λ , (16.3) 

удовлетворяющее граничным условиям  
0)0( =y , 0)( =ly  

(l – фиксированное число).  
РЕШЕНИЕ. При любом λ  эта задача имеет очевидное решение 0≡y  
(его называют тривиальным решением). Поэтому логично задать во-
прос: существуют ли такие значения параметра λ , при которых рассмат-
риваемая краевая задача имеет нетривиальные решения? Выясним это. 

Уравнение (16.3) – линейное однородное с постоянными коэффи-
циентами. Его характеристическое уравнение 
 02 =+ λk . (16.4) 
Такое уравнение может иметь корни трех видов. Они соответствуют 
случаям: а) 0<λ ; б) 0=λ ; в) 0>λ . 

Пусть 0<λ . Тогда характеристическое уравнение (16.4) имеет два 
простых действительных корня λ−−=1k , λ−=2k  и общее решение 
дифференциального уравнения имеет вид 

xx eCeCy λλ −−− += 21 . 
Потребовав выполнения граничных условий, получим систему 

⎩
⎨
⎧

=+
=+

−−− .0
,0

21

21
ll λλ eCeC

CC
 

Определитель этой системы  

011
≠−= −−−

−−−
ll

ll
λλ

λλ eeee . 

Следовательно, система имеет единственное решение  и рас-
сматриваемая краевая задача имеет только тривиальное решение . 

0
0

21 == CC
≡y

Пусть 0=λ . Тогда характеристическое уравнение (16.4) имеет 
кратный действительный корень 02,1 =k  и общее решение дифференци-
ального уравнения имеет вид 

xCCy 21 += . 
Граничные условия дают систему 

⎩
⎨
⎧

=+
=

.0
,0

21

1
lCC

C  

Такая система имеет единственное решение 021 == CC  и рассматривае-
мая краевая задача снова имеет только тривиальное решение . 0≡y
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Пусть 0>λ . В этом случае характеристическое уравнение (16.4) 
имеет комплексно-сопряженные корни ik λ±=2,1  и общее решение 
дифференциального уравнения имеет вид 

)sin()cos( 21 xCxCy λλ += . 
Граничные условия дают систему 

⎩
⎨
⎧

=+
=

.0)sin()cos(
,0

21

1
ll λλ CC

C
 

Определитель этой системы  

)sin()sin()cos(
01

l
ll

λλλ = . 

Так как этот определитель может обращаться в ноль, то система 
может иметь нетривиальные решения. Имеем: 

0)sin( =lλ      ⇒  kπλ =l , K,3,2,1=k  
( k  – натуральное, а не целое, так как 0>lλ ), 

 ⇒  
2

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=
l

k
k

πλ , K,3,2,1=k  

Найденным таким образом значениям kλ  будут соответствовать 
нетривиальные решения  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= xkCyk
l

πsin2 ,   2C∀ . 

Рассмотренная нами задача нахождения значений параметра λ  и со-
ответствующих им нетривиальных решений краевой задачи для уравне-
ния (16.3) представляет собой частный случай так называемой задачи 
Штурма – Лиувилля, которая часто возникает в уравнениях математиче-
ской физики. 

Уравнением Штурма – Лиувилля называется дифференциальное 
уравнение вида 

 ( ) ( ) ( ) yxyxq
dx
dyxp

dx
d

⋅⋅−=⋅−⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ρλ ,  (16.5) 

где функции 0)( >xp , 0)( ≥xq , 0)( >xρ  всюду на некотором интервале 
, причём ));( 21 xx (xρ  является ограниченной функцией. 

Говорят, что решение )(xy  уравнения (16.4) удовлетворяет на кон-
це интервала  краевому (или граничному) условию первого, вто-
рого, третьего или четвёртого рода, если функция )

);( 21 xx
(xy  удовлетворяет 

в точке  ( 2ixx = ,1=i ) соответственно условию:  
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1) ; 0)( =ixy
2) ; 0)( =′ ixy
3) 0,0)()( >=+′ ββ ii xyxy ; 
4) функция )(xy  ограничена при oxx +→ 1  (при oxx −→ 2 ).  

Краевые условия первого, второго или третьего рода ставятся в 
точке  только тогда, когда функции ix )(xp , )(xp′ , )(xq , )(xρ  опреде-
лены и непрерывны не только на интервале ) , но и в точке , при-
чём 0 . Краевое условие четвёртого рода ставится в точке ( ) 
только тогда, когда 

;( 21 xx ix
)( ≠ixp 1x 2x

0)( →xρ   при  oxx +→ 1 ( oxx −→ 2 ). 
Значения ,λ  для которых уравнение Штурма – Лиувилля имеет 

нетривиальные решения, удовлетворяющие заданным краевым услови-
ям, называют собственными значениями (или собственными числа-
ми) данной краевой задачи. Нетривиальные (отличные от ) реше-
ния, соответствующие собственным значениям 

0≡y
λ , называются соб-

ственными функциями (или собственными решениями). 
Задача нахождения всех собственных чисел и собственных функ-

ций уравнения Штурма – Лиувилля при краевых условиях 1-го, 2-го, 3-го 
или 4-го типов на концах интервала  называется задачей 
Штурма – Лиувилля. 

);( 21 xx

В связи с тем, что задача Штурма – Лиувилля играет важную роль в 
уравнениях математической физики, отметим некоторые интересные 
свойства ее собственных чисел и собственных функций. А именно, 
справедлива следующая теорема.  
ТЕОРЕМА 16.1. Пусть для уравнения (16.4) на интервале  зада-
ны краевые условия 1-го, 2-го, 3-го или 4-го типа. Тогда собственные 
числа и собственные функции этой краевой задачи обладают следую-
щими свойствами:  

);( 21 xx

1) собственные числа образуют бесконечную возрастающую последо-
вательность: ...;...21 <<<< nλλλ   

2) все собственные числа неотрицательны; каждому собственному 
числу соответствует только одна (с точностью до постоянного 
множителя) собственная функция; каждой собственной функции 
отвечает только одно собственное число;  

3) собственные функции, соответствующие различным собственным 
значениям, ортогональны на интервале  с весом );( 21 xx )(xρ , т. е. 

  ( ) ( ) ( ) .,0
2

1

mkdxxyxyx mk

x

x

≠=⋅⋅∫ ρ
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ПРИМЕР 16.3. Найти такие λ, при которых существуют нетриви-

альные решения уравнения 0=+′′ yy λ  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ≤≤

2
3

2
1 x , удовлетворяющие 

граничным условиям 0
2
3

2
1

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛′=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ yy .  

РЕШЕНИЕ. Так как характеристическое уравнение в данной задаче такое 
же как и в примере 16.2, выделяем три случая: а) 0<λ ; б) 0=λ ; 
в) 0>λ . В первых двух случаях получаем только тривиальные решения 

. В последнем случае ( 00≡y >λ ) общее дифференциального уравнения  
)sin()cos()( 21 xCxCxy λλ += . 

Тогда 
)cos()sin()( 21 xCxCxy λλλλ +−=′ . 

Потребовав выполнения граничных условий, получим систему 

 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+−=

+=

.
2

3cos
2

3sin0

,
2

sin
2

cos0

21

21

λλλλ

λλ

CC

CC
 (16.6) 

Система (16.6) будет иметь нетривиальные решения, если ее определи-
тель равен нулю. Имеем  

=
−

2
3cos

2
3sin

2
sin

2
cos

λλλλ

λλ

 

0
2

3sin
2

sin
2

3cos
2

cos =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+=

λλλλλ ,  

⇒  0
2
3

2
1cos =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − λ , 

⇒  0cos =λ    (так как 0>λ ) 

⇒  ππλ k+=
2

,   K,3,2,1=k  

Откуда находим собственные значения 
2

2
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += ππλ kk ,   K,3,2,1=k  

Найдем собственные функции, соответствующие найденным собст-
венным значениям. Для этого необходимо найти общее решение системы 
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(16.6) если kλλ = . В качестве свободной переменной можно выбрать, на-
пример, . Тогда из первого уравнения системы (16.6) находим: 2C

0
24

sin
24

cos 21 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

ππππ kCkC ,  

⇒  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−=
24

24
cos

24
sin

221
ππ

ππ

ππ
ktgC

k

k

CC . 

Подставляем выражение для  в общее решение и получаем, что собст-
венные функции, соответствующие собственным значениям λ

1C
k имеют вид 

)sin()cos(
24

)( 22 xCxktgCxy kkk λλππ
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=  

или 

⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−= xkxkktgCxyk ππππππ

2
sin

2
cos

24
)( ,   C∀ . ⋄ 

ПРИМЕР 16.4. Найти такие λ, при которых существуют нетриви-
альные решения уравнения , удовлетворяющие 
граничным условиям 

)10(0 ≤≤=+′′ xyy λ 2

0)0()1( ′ == yy . 
РЕШЕНИЕ. Из характеристического уравнения получаем, что необхо-
димо рассмотреть два случая: а) 0=λ , б)  0>λ . 

а) Если 0=λ , то общее решение уравнения xCCxy 21)( += . Потре-
бовав выполнения граничных условий, получим систему  

⎩
⎨
⎧

=
+=
;0

,0
2

21
C

CC      ⇒  021 == CC . 

Следовательно, при λ = 0 существует только тривиальное решение y ≡ 0. 
б) Если 0>λ , то общее решение уравнения 

)sin()cos()( 21 xCxCxy λλ += . 
Тогда 

)cos()sin()( 21 xCxCxy λλλλ +−=′ . 
Граничные условия дают систему   

⎩
⎨
⎧

⋅⋅+⋅⋅−=
+=

.100
,sincos0

21

21
λλ

λλ
CC
CC  

Так как 0>λ  отсюда находим 

⎩
⎨
⎧

=
=

.0
,cos0

2

1
C
C λ      
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Нетривиальные решения эта система будет иметь если 0cos =λ .  
⇒  kk ππλ +=

2
,  K,3,2,1=k  – собственные значения. 

Подставляем найденные λk и 02 =C  в общее решение и получаем, что со-
ответствующие собственные функции имеют вид  

xkCxyk ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅= ππ

2
cos)( ,   C∀ . ⋄ 

ПРИМЕР 16.5. Найти такие λ, при которых существуют нетриви-
альные решения уравнения )0(04 l≤≤=+′+′′ xyyy λ , удовлетво-
ряющие граничным условиям 0)()0( =′=′ lyy . 
РЕШЕНИЕ. Запишем характеристическое уравнение, найдем его корни:  

042 =++ λkk   ⇒ λ−±−= 42k . 
Следовательно, необходимо рассматривать три случая: а) λ  < 4, 
б) λ = 4, в) λ > 4.  

а) Если λ < 4, то общее решение уравнения имеет вид 
xx eCeCxy )42(

2
)42(

1)( λλ −+−−−− += . 
Тогда 

xx eCeCxy )42(
2

)42(
1 )42()42()( λλ λλ −+−−−− −+−+−−−=′  

Потребовав выполнения граничных условий, получим систему 

⎩
⎨
⎧

−+−+−−−=
−+−+−−−=

−+−−−− .)42()42(0
,)42()42(0

2
)42(

1
)42(

21

CeCe
CC

ll λλ λλ
λλ  

Эта система имеет только тривиальное решение, так как ее определи-
тель не равен нулю: 

=
⋅−+−⋅−−−
−+−−−−

−+−−−− ll )162()162( )42()42(
)42()42(

λλ λλ
λλ

ee
 

011)42()42( 4242

4)4(4 2

≠⋅−+−⋅−−−= ⋅−+−⋅−−−

>=−−

ll44444 344444 21 λλ

λλ

λλ ee .  

Следовательно, при λ < 4 существует только тривиальное решение y ≡ 0. 
б) Если  λ = 4, то общее решение уравнения имеет вид 

xx xeCeCxy 2
2

2
1)( −− += . 

Тогда  
xxx eCxeCeCxy 2

2
2

2
2

1 22)( −−− +−−=′ . 
Граничные условия дают систему 
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⎩
⎨
⎧

+−−=
−−=

−−− ;220
,220

2
2

2
2

2
1

21
lll eCeCeC

CC
   

которая имеет только тривиальное решение С1 = С2 = 0.  Следовательно, 
при λ = 4 существует только тривиальное решение y ≡ 0. 

в) Пусть λ > 4. В этом случае 4242 −±−=−±−= λλ ik  и об-
щее решение уравнения имеет вид 

)4sin()4cos()( 2
2

2
1 xeCxeCxy xx −+−= −− λλ . 

Тогда 

)4cos(4)4sin(2
)4sin(4)4cos(2)(

2
2

2
2

2
1

2
1

xeCxeC
xeCxeCxy

xx

xx

−−+−−
−−−−−−=′

−−

−−

λλλ
λλλ  

или, перегруппировав слагаемые, 
)4sin(]42[)4cos(]42[)( 2

12
2

21 xeCCxeCCxy xx ⋅−⋅−−−+⋅−⋅−+−=′ −− λλλλ . 
Граничные условия дают систему 

 
⎩
⎨
⎧

−−−−+−−+−=
−+−=

.)4sin()42()4cos()42(0
,420

1221

21

λλλλ
λ

ll CCCC
CC  (16.8) 

(Во втором уравнении сократили на общий множитель ).  l2−e
Заметим, что во втором уравнении системы (16.8) слагаемое  

0)4cos()42( 21 =−⋅−+− λλ lCC  
(из первого уравнения системы). Тогда 

0)4sin()42( 12 =⋅−⋅−−− lλλCC ,  
042 12 =−−− λCC      или    0)4sin( =⋅− lλ . 

Следовательно, система (16.8) распадается на две: 

⎩
⎨
⎧

−−−=
−+−=

420
,420

12

21

λ
λ

CC
CC      и     

⎩
⎨
⎧

⋅−=
−+−=
.)4sin(0

,420 21

lλ
λCC  

Рассмотрим систему   

⎩
⎨
⎧

−−−=
−+−=

.420
,420

12

21

λ
λ

CC
CC  

Ее определитель   

0)4(4
24

42 2 ≠=−+=
−−−

−− λλ
λ

λ  

и, следовательно, она имеет только тривиальное решение  . 021 == CC
Рассмотрим систему   

⎩
⎨
⎧

⋅−=
−+−=
.)4sin(0

,420 21

lλ
λCC  
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Из ее второго уравнения находим 
kπλ =⋅− l4 ,   K,3,2,1=k  

⇒  42

22

+=
l

k
k

πλ ,   K,3,2,1=k  – собственные значения. 

Тогда из первого уравнения системы 

2
4

21
−

=
λCC , 

⇒  
l221
kCC π

⋅= . 

Таким образом, найденным собственным значениям 42

22

+=
l

k
k

πλ  

( K,3,2,1=k ) соответствуют собственные функции 

)4sin()4cos(
2

)( 2
2

2
2 xeCxekCxy k

x
k

x
k −+−⋅⋅= −− λλπ

l
 

или  
x

k ekxkxkCxy 2sincos
2

)( −⋅⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +=

lll

πππ ,   C∀ .  ⋄ 

ПРИМЕР 16.6. Найти такие λ, при которых существуют нетриви-
альные решения уравнения )10(08′ ′− − = ≤′ xyyy ≤λ , удовлетворяю-
щие граничным условиям 0)1()0(′ ′= =yy .  

Замечание .  Уравнение в примере 16.6 не является уравнением 
Штурма – Лиувилля, т.к. оно получено из уравнения вида 

y
dx
dye

dx
d x ⋅=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅− λ8 . 

РЕШЕНИЕ. Запишем характеристическое уравнение и найдем его корни:  
082 =−− λkk      ⇒   λ+±= 1642,1k . 

Следовательно, необходимо рассматривать три случая: а) 16−>λ , 
б) 16−=λ , в) 16−<λ . 

а) Если 16−>λ , то общее решение уравнения имеет вид  
xx eCeCxy )164(

2
)164(

1)( λλ +++− += . 
Тогда 

xx eCeCxy )164(
2

)164(
1 )164()164()( λλ λλ +++− ++++−=′ . 

Потребовав выполнения граничных условий, получим систему 

⎩
⎨
⎧

++++−=
++++−=

+++− .)164()164(0
,)164()164(0

2
164

1
164

21

CeCe
CC

λλ λλ
λλ  
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Ее определитель: 

=
⋅++⋅+−

+++−
+++− λλ λλ

λλ
164164 )164()164(

)164()164(
ee

  

=⋅++⋅+−= +++− λλλλ 164164
11)164()164( ee  

[ ] ( ) ( )
444 3444 21

0
)16(16 1641641641642

≠

−⋅−=−⋅+−= +−+++−++ λλλλ λλ eeee . 

Следовательно, нетривиальное решение система имеет только при 0=λ . 
Полагая 0=λ , находим: 

xeCCxy 8
21)( += , 

⇒  . xeCxy 8
28)( =′

Потребовав выполнения граничных условий, получим 

⎩
⎨
⎧

==′
==′

.08)1(
,08)0(

8
2

0
2

eCy
eCy  

Откуда получаем 0  и, следовательно, искомое нетривиальное реше-
ние имеет вид 

2 =C

Cxy =)(0 ,  0≠∀C . 
б) Если  λ = 16, то общее решение уравнения имеет вид 

xx xeCeCxy 4
2

4
1)( += . 

Тогда  
xxx eCxeCeCxy 4

2
4

2
4

1 44)( ++=′ . 
Граничные условия дают систему 

⎩
⎨
⎧

++=
+=

;440
,440

4
2

4
2

4
1

21

eCeCeC
CC

   

которая имеет только тривиальное решение С1 = С2 = 0.  Следовательно, 
при λ = 16 существует только тривиальное решение y ≡ 0. 

в) Пусть 16−<λ . В этом случае 164164 −−±=+±= λλ ik  и 
общее решение уравнения имеет вид 

)16sin()16cos()( 4
2

4
1 xeCxeCxy xx −−+−−= λλ . 

Тогда 

)16cos(16)16sin(4
)16sin(16)16cos(4)(

4
2

4
2

4
1

4
1

xeCxeC
xeCxeCxy

xx

xx

−−−−+−−+
+−−−−−−−=′

λλλ
λλλ  

или, перегруппировав слагаемые, 
)16sin(]164[)16cos(]164[)( 4

12
4

21 xeCCxeCCxy xx −−−−−+−−−−+=′ λλλλ . 
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Граничные условия дают систему 

 
⎩
⎨
⎧

−−−−−+−−−−+=
−−+=

.16sin)164(16cos)164(0
,1640

1221

21

λλλλ
λ

CCCC
CC  (16.7) 

(Во втором уравнении сократили на общий множитель ).  4e
Заметим, что во втором уравнении системы (16.7) слагаемое 

016cos)164( 21 =−−−−+ λλCC  
(из первого уравнения системы). Тогда  

016sin)164( 12 =−−⋅−−− λλCC ,  
0164 12 =−−− λCC      или    016sin =−− λ . 

Следовательно, система (16.7) распадается на две: 

⎩
⎨
⎧

−−−=
−−+=

1640
,1640

12

21

λ
λ

CC
CC      и     

⎩
⎨
⎧

−−=
−−+=

.16sin0
,1640 21

λ
λCC  

Рассмотрим систему   

⎩
⎨
⎧

−−−=
−−+=

.1640
,1640

12

21

λ
λ

CC
CC  

Ее определитель   

0)16(16
416

164 2 ≠−=−−+=
−−−

−− λλ
λ

λ  

и, следовательно, она имеет только тривиальное решение  . 021 == CC
Рассмотрим систему   

⎩
⎨
⎧

−−=
−−+=

.16sin0
,1640 21

λ
λCC  

Из ее второго уравнения находим 
kπλ =−− 16 ,   K,3,2,1=k  

⇒  ,   )16( 22 +−= kk πλ K,3,2,1=k  – собственные значения. 
Тогда из первого уравнения системы 

4
16

21
−−

−=
λCC ,     ⇒  

421
kCC π

⋅−= . 

Таким образом, найденным собственным значениям 
 ()16( 22 +−= kk πλ K,3,2,1=k ) соответствуют собственные функции 

)16sin()16cos(
4

)( 4
2

4
2 xeCxekCxy k

x
k

x
k −−+−−⋅⋅−= λλπ  

или  x
k ekxkxkCxy 4sincos

4
)( ⋅⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ +−= πππ ,   C∀ .  ⋄ 
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