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ПРЕДИСЛОВИЕ 
Настоящее пособие предназначено для студентов института кибер-

нетики, но может быть использовано студентами и других инженерных 
специальностей. В нем рассматриваются три раздела теории обыкно-
венных дифференциальных уравнений (ОДУ). В первой главе изучают-
ся уравнения первого порядка. Во второй главе рассматриваются урав-
нения высших порядков, при этом, наряду с задачей Коши рассматрива-
ется краевая задача. В частности, один параграф посвящен задаче 
Штурма-Лиувилля, как частному случаю краевых задач. В третьей главе 
изучаются системы дифференциальных уравнений. Здесь же несколько 
параграфов посвящено линейным уравнениям в частных производных 
первого порядка. Хотя уравнения в частных производных являются ча-
стью курса «уравнения математической физики», авторы считают, что 
линейные уравнения в частных производных первого порядка полезнее 
изучать в рамках курса дифференциальных уравнений, так как интегри-
рование такого типа уравнений сводится к интегрированию системы 
ОДУ. Кроме того, это позволит студентам привыкнуть к работе с урав-
нениями, связывающими функцию нескольких переменных и ее част-
ные производные, и подготовит их к решению объемных задач матема-
тической физики.  

Для удобства работы с пособием авторы использовали в главах 
сквозную нумерацию параграфов. Нумерация формул, теорем и приме-
ров привязана к параграфам. Использовались символы ∎ – доказатель-
ство закончено и ⋄ – решение примера завершено. Дополнительная ин-
формация, уточняющая или поясняющая определения или теоремы, вы-
делена в виде замечаний. 
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ВВЕДЕНИЕ 
Понятия, а вслед за ними и целые разделы, существующие в совре-

менной математике, часто кажутся весьма далекими от реального мира. Но 
именно они позволяют понять и описать строение атомного ядра, движения 
геологических плит, рассчитать движение объектов вблизи и в далеком 
космосе, дают возможность строить математические модели экономики, 
применять математику в изучении общественных явлений.  

Один из таких разделов, которые в обязательном порядке изучают 
студенты младших курсов – дифференциальные уравнения. Особенно-
стью дифференциальных уравнений является их непосредственная 
связь с приложениями. Чтобы изучить достаточно сложное явление 
природы, предварительно рассматривают всевозможные связи между 
величинами, их характеризующими. Затем эти связи выражают мате-
матически – функциями и их производными. В результате получают 
дифференциальное уравнение, а, зачастую, и систему дифференциаль-
ных уравнений. Решая такое уравнение (или систему), мы, фактически, 
восстанавливаем функцию по ее свойствам. Далее, по виду полученной 
функции можно делать выводы о том, как в дальнейшем будет разви-
ваться изучаемое явление, какие условия надо задать, чтобы достиг-
нуть требуемых результатов.  

Как известно, теория обыкновенных дифференциальных уравнений 
начала развиваться в XVII веке одновременно с возникновением диф-
ференциального и интегрального исчисления. Можно сказать, что необ-
ходимость решать дифференциальные уравнения для нужд механики, то 
есть находить траектории движений, явилась толчком для создания 
Ньютоном нового исчисления. Законы Ньютона позволяют строить ма-
тематическую модель механического движения, которая обычно пред-
ставляет собой дифференциальное уравнение. Рассмотрим, например, 
подробнее такую задачу.  

С некоторой высоты сброшено тело массой m. Требуется устано-
вить закон изменения скорости падения тела v(t), если на него действует 
сила сопротивления воздуха, пропорциональная скорости (коэффициент 
пропорциональности k). По II закону Ньютона  

ma = F,  

где 
dt
dva =  – ускорение движущегося тела, kvmgFFF сопрT −=+=  – 

сумма сил, действующих на тело – силы тяжести и силы сопротивления 
воздуха. Таким образом, имеем уравнение, связывающее искомую функ-
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цию v(t) и ее производную 
dt
dv :  

kvmg
dt
dvm −= , 

т. е. дифференциальное уравнение. 
В настоящее время теория дифференциальных уравнений является 

одним из самых больших разделов современной математики. Ее разра-
боткой занимались крупнейшие ученые XVIII века, такие как Ж. Далам-
бер, Ж. Л. Лагранж, А. Клеро и др. Наибольшую роль в развитии этой 
теории сыграли труды Л. Эйлера. В первых двух томах его «Интеграль-
ного исчисления» содержится немало классических примеров интегри-
рования дифференциальных уравнений, в том числе и решения линей-
ного однородного уравнения любого порядка с постоянными коэффи-
циентами.  

Отметим, что изучение обыкновенных дифференциальных уравне-
ний (ОДУ) на младших курсах обычно остается на уровне открытий 
XVIII века, и заключается в освоении приемов интегрирования лишь 
хорошо изученных типов уравнений и некоторых экзотических случаев, 
ибо "точно" интегрируемые уравнения – это исключительная редкость 
во множестве возможных уравнений. Переходя к реальным объектам 
исследования, студенты, инженеры и аспиранты сталкиваются с более 
сложными моделями и их математической реализацией. Даже в кругах 
исследователей – «чистых математиков» довольно долго интегрирова-
ние уравнений в квадратурах, теоретико-групповой подход к уравнени-
ям считались тупиковой ветвью в науке. Тем не менее, теория обыкно-
венных дифференциальных уравнений является базой для уравнений 
математической физики и, кроме того, развитие современной физики 
показало, что именно те самые редкие и хорошо изученные случаи и 
представляют наибольший физический интерес. А успехи, достигнутые 
в ряде разделов математики – в алгебраической топологии, дифферен-
циальной геометрии и коммутативной алгебре, позволяют надеяться на 
то, что общая теория уравнений с частными производными будет по-
строена. 
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ГЛАВА I  
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ПЕРВОГО ПОРЯДКА 

§ 1. Основные понятия 

В математике и физике часто встречаются задачи, для решения ко-
торых требуется решить уравнение, содержащее не только неизвестную 
функцию и ее аргумент, но и производную неизвестной функции.  

Уравнение вида  
 , (1.1) 0),,,,,,( )( =′′′′′′ nyyyyyxF K

связывающее независимую переменную x , искомую функцию )(xyy =  
и ее производные ) , называется обыкновенным 
дифференциальным уравнением. Порядок старшей производной, вхо-
дящей в дифференциальное уравнение, называется порядком диффе-
ренциального уравнения. 

(,),(),( )( xyxyxy nK′′′

Например, уравнения  
02 =−+′ xxyy , 
0)( 2 =+′ xeyx , 

01=−′yy , 

0)(
25 =+′ yey  

будут дифференциальными уравнениями первого порядка; уравнения 
0)( 3 =−′−′′ yyyx , 

1=′−′′ yy  
будут дифференциальными уравнениями второго порядка; уравнение 

052 =+′′′− xyy  
имеет третий порядок. 

Функция )(xy ϕ=  называется решением дифференциального урав-
нения (1.1) на интервале ) , если при ее подстановке в это уравнение 
получается тождество, справедливое для всех 

,( ba
x  из интервала . ),( ba

Например, функция xy cos=  является решением дифференциаль-

ного уравнения  на )0=+′′ yy ,( +∞−∞ ; функция 21 xy −=  будет ре-

шением уравнения y
xy −=′  в интервале )1;1(− . Чтобы это проверить, 

достаточно подставить функцию в соответствующее уравнение.  
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Уравнение  
0),( =Φ yx , 

задающее в неявном виде решение дифференциального уравнения (1.1), 
называется интегралом дифференциального уравнения.  

График решения (интеграла) дифференциального уравнения назы-
вается интегральной кривой. 

Процесс нахождения решений дифференциального уравнения на-
зывается интегрированием дифференциального уравнения. Это назва-
ние не случайно, так как нахождение решений обычно связано с про-
цессом интегрирования. Поскольку процесс интегрирования функции 
приводит к появлению множества функций, то и решений любое диф-
ференциальное уравнение тоже будет иметь множество. Основной зада-
чей теории дифференциальных уравнений является отыскание всех ре-
шений данного дифференциального уравнения в заданной области (в 
явной или неявной форме). Дифференциальное уравнение называется 
интегрируемым в квадратурах, если все его решения могут быть полу-
чены в результате конечной последовательности элементарных действий 
над известными функциями и интегрированием этих функций. Таких 
уравнений сравнительно немного. В нашем курсе мы рассмотрим основ-
ные типы дифференциальных уравнений, интегрируемых в квадратурах. 

Замечание .  В математике рассматриваются также уравнения, 
которые связывают искомую функцию нескольких переменных, ее 
аргументы и частные производные. Такие уравнения называются 
дифференциальными уравнениями в частных производных. Их 
интегрирование представляет собой значительно более сложную 
задачу, чем интегрирование обыкновенных дифференциальных 
уравнений. Позднее мы познакомимся с одним типом дифференци-
альных уравнений в частных производных.  

§ 2. Теорема существования и единственности решения задачи Коши 
для уравнения, разрешенного относительно производной 

В общем случае дифференциальное уравнение первого порядка 
имеет вид 
 0),,( =′yyxF , (2.1)
где x  – независимая переменная,  – неизвестная искомая функция, y
F  – заданная функция трех переменных. В §§ 2-10 мы будем рассмат-
ривать дифференциальные уравнения первого порядка, которые можно 
записать в виде 
 ),( yxfy =′ . (2.2)
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Уравнение (2.2) называется уравнением первого порядка, разрешенным 
относительно производной. Для уравнений вида (2.2) справедлива 
следующая теорема. 

ТЕОРЕМА 2.1 (Коши). Пусть в уравнении  
 ),( yxfy =′  (2.2) 

функция ),( yxf  удовлетворяет двум условиям: 
1) ),( yxf  непрерывна в некоторой области D  плоскости xOy ; 
2) ее частная производная ),( yxf y′  в области D  ограничена.  

Тогда для любой точки DyxM ∈),( 000  существует единственное реше-
ние )(xy ϕ=  уравнения (2.2), определенное в некотором интервале 

, содержащем точку , и удовлетворяющее условию ),( ba 0x )( 00 xy ϕ= .  

Числа  называются начальными значениями (данными) для 
решения )

00, yx
(xy ϕ= , а условие )( 00 xy ϕ=  – начальным условием реше-

ния. Задача нахождения решения )(xy ϕ=  дифференциального уравне-
ния (2.2), удовлетворяющего начальному условию )( 00 xy ϕ= , называет-
ся задачей Коши. Поэтому теорему 2.1 называют теоремой существо-
вания и единственности решения задачи Коши.  

Геометрически задание начального усло-
вия означает, что на плоскости xOy  задается 
точка ) , через которую проходит ин-
тегральная кривая. Согласно теореме 2.1, через 
каждую точку области  проходит, и притом 
единственная, интегральная кривая уравнения 
(2.2). Закрепляя значение  и изменяя в неко-
торых пределах значение  (так, чтобы точка 

 принадлежала области ), для каждого числа  будем получать 
свое решение. В результате, вся область  будет покрыта интегральными 
кривыми, которые нигде между собой не пересекаются (рис.2.1).  

,( 000 yxM

D

0x
0y

),( 00 yx D 0y
D

y

Рис.2.1.

O

D
M0

x

Таким образом, теорема 2.1 подтверждает высказанное нами ранее 
предположение о том, что дифференциальное уравнение имеет множе-
ство решений и говорит о том, что эта совокупность решений зависит от 
произвольной постоянной.  
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Общим решением дифференциального уравнения (2.2) 
 ),( yxfy =′    
в области D  существования и единственности решения задачи Коши 
называется функция ),( Cxy ϕ= , 
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зависящая от x  и одной произвольной постоянной , которая удовле-
творяет следующим двум условиям: 

C

1) при любом допустимом значении постоянной С она удовлетворяет 
уравнению (2.1); 

2) каково бы ни было начальное условие )( 00 xyy =  (где ), 
можно найти единственное значение  такое, что функция 

Dyx ∈),( 00

0C
),( 0Cxy ϕ=  удовлетворяет данному начальному условию. 

Уравнение 0),,( =Φ Cyx , задающее общее решение в неявном ви-
де, называется общим интегралом уравнения. 

С геометрической точки зрения общее решение (общий интеграл) 
дифференциального уравнения представляет собой семейство инте-
гральных кривых, зависящих от одного параметра. Решение уравнения, 
удовлетворяющее условию )( 00 xyy =  (где Dyx ∈),( 00 ), будет изобра-
жаться определенной кривой этого семейства (рис.2.1). 

Замечани е .  Теорема 2.1 дает достаточные условия существова-
ния (1 условие теоремы) и единственности (2 условие теоремы) 
решения задачи Коши. Поэтому возможно, что в точке  ус-
ловия теоремы 2.1 не выполняются, а решение )

),( 00 yx
(xyy =  уравнения 

(2.2), удовлетворяющее условию )( 00 xyy = , существует и единст-
венно. 

ПРИМЕР 2.1. Рассмотрим уравнение 2
1
y

y =′ . Имеем 2
1),(
y

yxf = , 

3
2
yy

f
−=

∂
∂ . В точках )  оси Ox функция f(x, y) разрывна и, следова-

тельно, условия теоремы 2.1 не выполняются. Но через каждую точку 
 проходит единственная интегральная кривая 

0,( 0x

)0,( 0x 3
0 )(3 xxy −=  

(рис. 2.2). ⋄ 

ПРИМЕР 2.2. Рассмотрим уравнение 3 2

2
3 yy =′ . Имеем 

3 2

2
3),( yyxf = , 

3

1
yy

f
=

∂
∂ . Во всех точках плоскости xOy функция ),( yxf  

определена и непрерывна. Однако в точках )  производная функции 0,(x0

∞→
∂y
∂f . Так как в точках оси Ox нарушается второе условие теоремы 2.1, 

то возможно нарушение единственности решения. Легко проверить, что 
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функция 
8

)( Cxy +
=

3

 является общим решением данного уравнения. Кро-

ме того, очевидно, что уравнение имеет решение 0≡y
0,(x

. Таким образом, че-
рез каждую точку )  проходит две интегральные кривые (рис. 2.3), и в 
этих точках действительно нарушается единственность решения. ⋄ 

0

y

O x

Рис.2.2.
          

Рис.2.3.

y

O x

Решение (интеграл), в каждой точке которого выполняется условие 
единственности, называется частным. Очевидно, что любое частное 
решение (интеграл) получается из общего решения (интеграла) при кон-
кретном значении постоянной C  (включая ±∞=C ). 

Общее решение не всегда описывает все множество решений диф-
ференциального уравнения (см. пример 2.2). Решение (интеграл) 

)(xy ψ= , в каждой точке которого нарушено условие единственности 
(т. е. через каждую точку интегральной кривой )(xy ψ= , проходит по-
мимо )(xy ψ=  еще хотя бы одна интегральная кривая), называется осо-
бым. Особое решение, очевидно, не входит в общее решение диффе-
ренциального уравнения. График особого решения называют особой 
интегральной кривой уравнения. С геометрической точки зрения осо-
бая интегральная кривая является огибающей семейства интегральных 
кривых  
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Линия  называется огибающей однопараметриче-
ского семейства кривых, если она в каждой своей точке касается од-
ной кривой семейства, причем в различных точках она касается раз-
личных кривых. 

l

x
R 

Рис. 2.4. 

ПРИМЕР 2.3. Прямые Ry ±=  явля-
ются огибающими семейства окружностей 

 (рис. 2.4). ⋄ 222)( RyCx =++
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ПРИМЕР 2.4. Прямая 0=y  являются огибающей семейства кри-

вых 
8

)( Cxy +
=

3

 (рис. 2.3). ⋄ 

Интегрируя дифференциальное уравнение, необходимо всегда про-
верять, не были ли потеряны в процессе преобразования какие-нибудь 
решения. Если уравнение имеет особое решение, оно всегда «теряется» и 
обладает тем свойством, что оно могло бы быть включено в общее реше-
ние, если бы допускалось )(xCC =  (так как огибающая касается в разных 
точках разных кривых семейства). 

Вопросы, связанные с существованием и нахождением особых ре-
шений в нашем курсе подробно рассматриваться не будут.  

§ 3. Уравнения с разделенными переменными 

Заметим, что дифференциальное уравнение первого порядка, раз-
решенное относительно производной, всегда можно записать в виде 
 0),(),( =+ dyyxQdxyxP  (3.1) 
(иногда эту форму записи называют дифференциальной формой уравне-
ния).  

Действительно, так как 
dx
dyy =′ , то уравнение (2.2) можно переписать 

следующим образом: 

),( yxf
dx
dy

=     или    0),( =− yxf
dx
dy . 

Умножая каждое слагаемое на , находим dx
0),( =− dxyxfdy . 

Это уравнение вида (3.1), где ),(),( yxfyxP −= , 1),(x y =Q . 
Обратно, всякое уравнение вида (3.1), если 0),( ≠yxQ , можно раз-

решить относительно производной: 

),(
),(

yxQ
yxP

dx
dy

−=   

или  

),( yxfy =′ ,  где 
),(
),(),(

yxQ
yxPyxf −= . 

В дальнейшем мы будем использовать ту форму записи уравнения, 
разрешенного относительно производной (форму (2.2) или (3.1)), кото-
рая нам более удобна в конкретном случае. При этом, если уравнение 
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записано в виде (3.1), то обычно предполагают, что переменные x  и  
равноправны. 

y

Дифференциальное уравнение вида 
 0)()( =+ dyydxxf ϕ , (3.2)

где )(xf  и )(yϕ  – непрерывные функции, называется уравнением с 
разделенными переменными. 

Найдем общий интеграл уравнения (3.2). Пусть )(xF  – первообраз-
ная функции )(xf , Φ  – первообразная функции ))(y (yϕ . Тогда 

       dFdxxf =)( ,    Φ= ddyy)(ϕ ,  
⇒   )()()( Φ+=+ Fddyydxxf ϕ . 

Из (3.2) следует, что 0)( =Φ+Fd . Тогда  
 CyxF =Φ+ )()( , (3.3)  
где C  – произвольная постоянная. 

Итак, мы получили соотношение (3.3), связывающее решение , 
независимую переменную 

y
x  и произвольную постоянную C , т. е. полу-

чили общий интеграл уравнения (3.2). Его принято записывать в виде 
 Cdyydxxf =+ ∫∫ )()( ϕ , (3.4) 
где C  – произвольная постоянная. 

Замечание .  В (3.4), как и всюду в теории дифференциальных 
уравнений, символом  обозначают одну из первообразных 

функции (а не все множество первообразных, как это принято в ма-
тематическом анализе). 

∫ dxxf )(

ПРИМЕР 3.1. Найти общий интеграл уравнения . 03 2 =+ dyyxdx
РЕШЕНИЕ. Это уравнение с разделенными переменными. Интегрируя, 
получаем:  

Cdyyxdx =+ ∫∫ 23  Cyx
=+⇒ 3

2

2
 . Cyx 22 32 =+⇒

Обозначим CC ~2 =  и получим, что общий интеграл данного уравнения 
имеет вид 

Cyx ~2 32 =+ . ⋄ 
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§ 4. Уравнения с разделяющимися переменными 

Дифференциальное уравнение вида 
 0)()()()( 2211 =⋅+⋅ dyyNxMdxyNxM , (4.1)

называется уравнением с разделяющимися переменными (функции 
, , ,  предполагаются непрерывными).  )(1 xM )(1 yN )(2 xM )(2 yN

Иначе говоря, уравнение с разделяющимися переменными, это 
уравнение, в котором коэффициенты при дифференциалах распадают-
ся на множители, зависящие только от х и только от . y

Уравнение (4.1) может быть приведено к уравнению с разделенны-
ми переменными путем деления обеих его частей на выражение 

. Действительно, в этом случае имеем )()( 21 xMyN ⋅

0
)()(
)()(

)()(
)()(

21

22

21

11 =
⋅
⋅

+
⋅
⋅ dy

xMyN
yNxMdx

xMyN
yNxM .  

После сокращения получим уравнение с разделенными переменными 

0
)(
)(

)(
)(

1

2

2

1 =+ dy
yN
yNdx

xM
xM . 

Замечания .  1) Деление на )()( 21 xMyN ⋅  может привести к поте-
ре решений, обращающих в нуль произведение . По-
этому чтобы получить полное решение, необходимо рассмотреть 
корни уравнений 

)()( 21 xMyN ⋅

0)(1 =yN , 0)(2 =xM . 
2) Уравнение, разрешенное относительно y′ , является уравне-

нием с разделяющимися переменными, если оно имеет вид:  
)()( yxfy ϕ⋅=′ . 

Действительно, разделим уравнение (4.1) на dxyNxM )()( 22 ⋅  

 0
)()(
)()(

22

11 =+
⋅
⋅

dx
dy

yNxM
yNxM  

и получим )()( yxfy ϕ⋅=′ , 

где  
)(
)()(

2

1
xM
xMxf −= , 

)(
)()(

2

1

yN
yNy =ϕ .  

ПРИМЕР 4.1. Найти все решения уравнения  
0)1(2 2 =−+⋅ dyxdxyx . 

РЕШЕНИЕ. Данное уравнение является уравнением с разделяющимися 
переменными, так как коэффициенты при dx и dy представляет собой 
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произведение двух функций, одна из которых зависит только от х, а 
другая – только от y. Разделим обе части уравнения на yx ⋅− )1( 2 : 

0
)1(

2
2 =+

− y
dydx

x
x      (где 0)1( 2 ≠⋅− yx ). 

Получили уравнение с разделенными переменными. Его общий интеграл 

C
y

dydx
x
x

=+
− ∫∫ )1(
2

2 , 

Cyx =+−− 21ln 2 .  
Найдем общее решение. Имеем: 

( )Cxy +−= 21ln
2
1      или     

2
2

2
11ln ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−= Cxy . 

Так как C  – произвольная постоянная, то C
2
1  можно переобозначить 

через C . Следовательно, общее решение уравнения будет иметь вид: 
2

21ln ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +−= Cxy . 

При делении на yx ⋅− )1( 2  мы могли потерять решения. Поэтому 
необходимо рассмотреть корни уравнений 1 02 =− x , 0=y .  

1) 01 2 =− x  ⇒ 1±=x .  
Подстановкой в дифференциальное уравнение убеждаемся, что 

1±=x  являются решениями. Проверим, входят ли они в общий инте-
грал. Имеем: Cxy =−− 21ln2 .  

⇒   yC eex 221 ⋅±=− −   

⇒   yeCx 2~
1 ⋅−±= ,   где 0

~
≠±= −CeC . 

Решения 1±=x  могут быть включены в общее решение, если снять 
ограничение на C

~
.  

2) 0=y  ⇒ .  0=y
Подставляя в исходное дифференциальное уравнение убеждаемся, 
что 0 удовлетворяет дифференциальному уравнению и в общее 
решение (интеграл) не входит, но могло бы входить, если бы допус-
калось 

=y

)(xCC= 21ln x−−= . Это означает, что через каждую точку 

кривой 0 проходит еще одна интегральная кривая, входящая в 
общее решение и, следовательно, мы имеем дело с особым решением. 

=y
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Таким образом, все решения дифференциального уравнения опре-
деляются равенствами: 

2
21ln ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +−= Cxy , 0=y , 

причем решение 0 – особое. ⋄ =y

ПРИМЕР 4.2. Найти все решения уравнения 0=−xdyydx  и указать 
частное решение, удовлетворяющее условию 2)1( =y . 
РЕШЕНИЕ. Разделим обе части уравнения на yx⋅ :  

0=−
y

dy
x

dx     (где 0≠⋅ yx ). 

Получили уравнение с разделенными переменными. Его общий интеграл 

C
y

dy
x

dx
=−∫∫      или     Cyx =− lnln . 

Найдем общее решение. Так как функция xy ln=  может принимать 
любое действительное значение, то произвольную постоянную можно 
представить в виде Cln , где 0>C . Получим: 

Cyx lnlnln =−     или    xCy ⋅= , 
откуда  

xCy ⋅±= . 
Так как C  – произвольная постоянная, то C±  можно переобозначить 
через C . Следовательно, общее решение уравнения будет иметь вид: 

xCy ⋅= ,    где 0≠C . 
При делении на yx⋅  мы могли потерять решения. Поэтому необхо-

димо рассмотреть функции 0=x  и 0=y .  
1) Подстановкой в дифференциальное уравнение убеждаемся, что 0=y  

является решением. В общее решение оно войдет при 0=C . Следо-
вательно, ограничение на значения константы необходимо снять. 

2) 0=x  – удовлетворяет дифференциальному уравнению и в общее 

решение входит при 01
=

C
, т. е. при ∞=C . 

Таким образом, все решения дифференциального уравнения опре-
деляются равенством: 

xCy ⋅= ,   где C  – любое число. 
Найдем решение, удовлетворяющее начальному условию 2)1( =y . 

Подставим значения , 10 =x 20 =y  в общее решение и найдем значение С: 

12 ⋅=C      ⇒   2=C . 
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Таким образом, при 2=C  получаем частное решение 
 xy 2= , 

которое удовлетворяет начальному условию 2)1( =y . ⋄ 

В заключение параграфа рассмотрим следующее уравнение:  
 )( cbyaxfy ++=′ , (4.2) 
где ,  и  – некоторые числа. Оно приводится к уравнению с разде-
ляющимися переменными заменой 

a b c
cbyaxxz ++=)( .  

Действительно, в этом случае имеем:  

dx
dyba

dx
dz

+=      ⇒   ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅= a

dx
dz

bdx
dy 1 . 

Тогда уравнение (4.2) примет вид 

)(1 zfa
dx
dz

b
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅      или     azbf

dx
dz

+= )( . 

Это уравнение с разделяющимися переменными, интегрируя которое 
получаем 

dx
azbf

dz
=

+)(
      (где 0)( ≠+ azbf ); 

⇒   Cx
azbf

dz
+=

+∫ )(
. 

ПРИМЕР 4.3. Найти общее решение уравнения yxy −=′ 2 . 
РЕШЕНИЕ. Положим yxz −= 2 . Тогда  

dx
dy

dx
dz

−= 2      ⇒   
dx
dz

dx
dy

−= 2 . 

Подставляя эти выражения в исходное уравнение, получим:  

z
dx
dz

=−2    ⇒   z
dx
dz

−= 2 . 

Разделим переменные: 

dx
z

dz
=

−2
     (где 02 ≠− z ). 

Проинтегрируем: 

Cdx
z

dz ln
2

−=
− ∫∫ , где 0>C ; 

Cxz ln2ln +−=− , где 0>C ; 

⇒   Cz xe ⋅=− −2 ,   где 0≠C ;  
⇒   xeCz −⋅+= 2 .  
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Возвращаясь к старой переменной, получим: 
xeCyx −⋅+=− 22 ,     где  0≠C . 

В процессе преобразований потеряно решение 2=z  (т. е. 22 −= xy ), 
которое может быть включено в общее при 0=C . Таким образом, общее 
решение   

xeCxy −⋅−−= 22 , C∀ . ⋄ 

§ 5. Однородные уравнения 

К уравнению с разделяющимися переменными всегда можно при-
вести уравнения, которые получили название однородных. 

Функция ),( yxM  называется однородной измерения  (или од-
нородной степени ), если при любом 0

m
m ≠t  справедливо равенство  

 ),(),( yxMtytxtM m ⋅=⋅⋅ . 

Например, функция 4 88),( yxyxf +=  – однородная измерения 2, 
так как 

),(),( 24 8824 8888 yxftyxtytxtytxtf ⋅=+⋅=+=⋅⋅ ; 

функция 
xy

yxyxf
22

),( +
=  – однородная измерения 0, так как 

),(),( 0
22

2

2222

yxft
xy

yx
xyt

ytxtytxtf ⋅=
+

=
+

=⋅⋅ . 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Уравнение первого порядка  
),( yxfy =′  

называется однородным относительно x и y, если ),( yxf  – однородная 
функция нулевого измерения. 

Покажем, как уравнение, однородное относительно x  и , можно 
привести к уравнению с разделяющимися переменными.  

y

По определению имеем ),(),( yxfytxtf =⋅⋅  для любого 0≠t . По-

ложим в этом тождестве 
x

t 1
=  и получим 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

x
yfyxf ,1),( , 

т. е. однородная функция нулевого измерения зависит от отношения 
x
y . 

Следовательно, уравнение (5.1) можно записать в виде 
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⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=′

x
y

x
yfy ϕ,1 . 

Сделаем замену z
x
y
= . Тогда xzy =  и 

dx
dzxz

dx
dy

+= . Подставим эти 

выражения в уравнение ),( yxfy =′  и получим уравнение с разделяю-
щимися переменными: 

)(z
dx
dzxz ϕ=+      или     zz

dx
dzx −= )(ϕ . 

Разделяя переменные и интегрируя, находим: 

x
dx

zz
dz

=
−)(ϕ

     (где 0)( ≠− zzϕ ); 

⇒   Cx
zz

dz
+=

−∫ ln
)(ϕ

. 

Подставив после интегрирования вместо z отношение 
x
y , получим об-

щий интеграл исходного уравнения. 
Замечани е .  Дифференциальное уравнение 

0),(),( =+ dyyxNdxyxM  
является однородным относительно x и y, если функции ),( yxM и 

),( yxN  – однородные функции одного и того же измерения. 
Действительно, в этом случае 

),(
),(

yxN
yxM

dx
dy

−= , 

а отношение двух однородных функций одного и того же измере-
ния, очевидно, является функцией нулевого измерения. 

ПРИМЕР 5.1. Найти общее решение уравнения 0
2

=
+
+

+′
yx

yxy . 

РЕШЕНИЕ. Запишем уравнение в виде  

yx
yxy

2+
+

−=′ . 

Функции yx +  и yx 2+  – однородные первого измерения. Тогда функ-

ция 
yx

yxyxf
2

),(
+
+

−=  – однородная нулевого измерения. Действительно, 

),(
22

),( 0 yxft
yx

yx
tytx

tytxtytxf ⋅=
+
+

−=
+
+

−= ,   . 0=m

Следовательно, имеем однородное уравнение. 
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Делаем замену z
x
y
= . Тогда xzy =  и 

dx
dzxz

dx
dy

+= . Подставляя в 

уравнение, получаем 

0
21

1
=

+
+

++
z

z
dx
dzxz      или     0

21
122 2
=

+
+++

z
zz

dx
dzx . 

Разделяя переменные и интегрируя, находим:  

0
122

)12(
2 =+

++
+

x
dx

zz
dzz      или     0

122
)122(

2
1

2

2
=+

++
++

⋅
x

dx
zz
zzd , 

⇒ Cxzz lnln122ln
2
1 2 =+++⋅ , 0>C ; 

⇒ 222 lnln122ln Cxzz =+++ , 0>C ; 

⇒ 222 122 Cxzz =⋅++ , 0>C . 

Подставляя z
x
y
= , получаем  222 22 Cxxyy =++ , 0>C . 

⇒ . 222 22 Cxxyy ±=++

Переобозначим 2C±  через C . Тогда общий интеграл уравнения. 
Cxxyy =++ 22 22 ,   0≠C . 

Потери решений в процессе интегрирования не произошло, так как 
, 0122 2 ≠++ zz z∀ , а 0=x  не является решением. ⋄ 

Замечание .  Некоторые однородные уравнения проще интегри-

руются с помощью подстановки z
y
x
= , которая, как легко убедить-

ся, также приводит однородное уравнение к уравнениию с разде-
ляющимися переменными. 

ПРИМЕР 5.2. Найти общее решение уравнения ydyydxxdy =− . 
РЕШЕНИЕ. Запишем уравнение в виде  

ydxdyyx =− )( .  
Функции x – y и x – однородные измерения 1. Следовательно, уравнение 
является однородным относительно x и y . Но, так как уравнение можно 
записать в виде  

dy
dx

y
x

=−1 , 

то в данном случае за свободную переменную удобнее выбрать y, а за 
искомую функцию )(yxx = .  
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Положим z
y
x
= . 

⇒  yzx ⋅=      и     zyzx ′⋅+=′ . 
Подставляя в уравнение выражения для x и x′ , получаем 

zyzz ′⋅+=−1 . 
Приводя подобные и разделяя переменные, находим:  

dz
y

dy
−=      ( 0≠y ). 

Отсюда после интегрирования будем иметь 
zCy −= ln||ln ,   С > 0;  

⇒   ,   zCey −= 0≠C . 

Заменяя z на 
y
x , получаем общий интеграл  

y
x

Cey
−

= . 
При делении на y мы могли потерять решение 0=y . Подстановкой 

в дифференциальное уравнение убеждаемся, что 0=y  является решени-
ем. Из общего интеграла оно может быть получено при С = 0.  

Таким образом, все решения дифференциального уравнения опре-
деляются равенством: 

y
x

Cey
−

= , C∀ .⋄ 

ПРИМЕР 5.3. Найти общее решение уравнения  

xyy
dy

yxyx
dx

4
2

222 −
=

+−
. 

РЕШЕНИЕ. Запишем уравнение в виде 

)(2
4

22

2

yxyx
xyyy
+−

−
=′     или    

xyy
yxyxx

4
)(2

2

22

−
+−

=′ . 

Функции 22

2 4),(
yxyx

xyyyxf
+−

−
=  и 

xyy
yxyxyx

4
)(2),( 2

22

−
+−

=ϕ  – однород-

ные нулевого измерения. Следовательно, рассматриваемое уравнение 

однородное, причем здесь замены z
y
x
=  и z

x
y
=  приведут к уравнениям 

одинаковой сложности. Например, будем работать с уравнением  

xyy
yxyxx

4
)(2

2

22

−
+−

=′ . 
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Тогда свободной переменной является y, а искомая функция x=x( y ). 

Полагаем z
y
x
= , 

⇒ yzx ⋅= ,     zyzx ′⋅+=′ . 
Подставляя в уравнение выражения для x и x′  получаем 

z
zzzyz

41
222 2

−
+−

=′+ ,  

z
zzzy

41
236 2

−
+−

=′ . 

Разделяя переменные и интегрируя, находим  

y
dydz

zz
z

=
+−

−
236

41
2      или     

y
dy

zz
zzd

−=
+−
+−
236

)236(
3
1

2

2

, 

⇒   ,   С > 0; ||lnln)236ln( 332 yCzz −=+−

3

3
2 236

y
Czz =+− ,   0≠C . 

Подставляя z
y
x
= , получаем общий интеграл  

3322 236 Cyxyyx =+− ,   0≠C . 
Потери решений в процессе интегрирования не произошло, так как 

, 0236 2 ≠+− zz z∀ , а 0  не является решением. ⋄ =y

§ 6. Уравнения, приводящиеся к однородным 

6.1. Уравнение вида ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++
++

=′
222

111
cybxa
cybxafy  

Рассмотрим уравнение  

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++
++

=′
222

111
cybxa
cybxafy . (6.1) 

Если 021 ==cc , то уравнение (6.1) будет однородным. В противном 
случае, в зависимости от коэффициентов при x  и , оно может быть с 
помощью замены приведено либо к уравнению с разделяющимися пе-
ременными, либо к однородному. Рассмотри каждый из этих двух слу-
чаев. 

y
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1) Пусть хотя бы одно из чисел  или  отлично от нуля, а коэф-
фициенты при 

1c 2c
x  и  удовлетворяют условию y

0
22

11 ≠
ba
ba

. 

Тогда система уравнений 

  (6.2) 
⎩
⎨
⎧

=++
=++

0
,0

222

111
cybxa
cybxa

будет иметь единственное решение.  
Сделаем замену переменных: 
 α+=tx , β+= zy ,

где α  и β  – решения системы (6.2). Тогда 
dt
dz

dx
dy =  и из уравнения (6.1) 

получим:  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++++
++++

=
222

111
)()(
)()(

czbta
czbtaf

dt
dz

βα
βα ,  

⇒  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++++
++++

=
)(

)(

22222

11111

cbazbta
cbazbtaf

dt
dz

βα
βα . 

Но α  и β  – решения системы (6.2). Следовательно, 
0111 =++ cba βα     и    0222 =++ cba βα , 

и имеет место однородное уравнение 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
+

=
zbta
zbtaf

dt
dz

22

11 . 

2) Теперь рассмотрим случай, когда хотя бы одно из чисел  или  
отлично от нуля, а коэффициенты при 

1c 2c
x  и  удовлетворяют условию y

0
22

11 =
ba
ba

. 

Равенство нулю определителя второго порядка с ненулевыми эле-
ментами означает, что его строки пропорциональны, т. е.  

12 aa λ= ,    12 bb λ= . 
Но тогда уравнение (6.1) можно записать в виде 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

++
=′

211

111
)( cybxa
cybxafy

λ
   или   )( 11 ybxay +=′ ϕ . 
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Это уравнение вида (4.2), которые мы уже рассмотрели ранее в §4. Мы 
показали, что оно приводится к уравнению с разделяющимися перемен-
ными с помощью замены ybxaz 11 += . 

ПРИМЕР 6.1. Найти общий интеграл уравнения  
0273)534( =++−′−− xyyxy . 

РЕШЕНИЕ. Запишем уравнение в виде 

543
237

−+−
−+−

=′
yx
yxy . 

Это уравнение вида (6.1). Рассмотрим систему  

⎩
⎨
⎧

=−+−
=−+−

.0543
,0237

yx
yx  

Она имеет единственное решение  

19
7

0 =x , 
19
29

0 =y . 

Следовательно, уравнение приводится к однородному заменой  

19
29,

19
7

00 +=+=+=+= zyzytxtx . 

В результате получим однородное уравнение 

zt
zt

dt
dz

43
37

+−
+−

= . 

Сделаем еще одну замену переменных: 

utz =      ⇒   
dt
dutu

dt
dz += . 

Это приведет нас к уравнению  

   
u
u

dt
dutu

43
37

+−
+−

=+ ,  

⇒  
u
uu

dt
dut

43
764 2

+−
−+−

= . 

Это уравнение с разделяющимися переменными. Запишем его в виде 

0
764

34
2 =

+−
−

+ du
uu

u
t
dt , 

⇒ 0
764

)764(
2
1

2

2
=

+−
+−

+
uu
uud

t
dt . 

Интегрируя, получаем 
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Cuut ~ln)764ln(
2
1ln 2 =+−+ ,   ;  0~ >C

⇒ ,   ; 222 ~)764( Ctuu =⋅+− 0~ >C

⇒    Ctuu =+− 22 )764( , 0>C . 

Сделаем обратную замену переменных 
t
zu=  и получим: 

Ctztz =+− 22 764 ,   0>C . 

Но 
19
29−= yz , 

19
7−= xt . Следовательно  

19
131104647 22 −=−+−+ Cyxxyyx .   

Переобозначив 
19
131

−C  через C , окончательно получим 

Cyxxyyx =−+−+ 104647 22 , где 
19
131−>C . 

Потери решений в процессе интегрирования не произошло, так как 
 0764 2 >+− uu u∀ , а 0=t  не является решением. ⋄ 

ПРИМЕР 6.2. Найти общий интеграл уравнения  
342)12( ++=′++ yxyyx . 

РЕШЕНИЕ. Запишем уравнение в виде 

12
342

++
++

=′
yx
yxy . 

Это уравнение вида (6.1). Рассмотрим систему  

⎩
⎨
⎧

=++
=++

.012
,0342

yx
yx  

Так как определитель ее матрицы 021
42 = , то система не имеет решений 

и исходное дифференциальное уравнение сводится к уравнению с разде-
ляющимися переменными с помощью замены  

yxz 2+= . 
В этом случае имеем:  yz ′+=′ 21 ,   

⇒ )1(
2
1 −′⋅=′ zy , 

и из уравнения получаем: 
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( )
1
321

2
1

+
+=−′⋅

z
zz . 

Разделяя переменные и интегрируя, находим: 

1
1
64 +

+
+=

z
z

dx
dz      или     

1
75

+
+=

z
z

dx
dz , 

⇒  dxdz
z
z =
+
+

75
1     )075( ≠+z , 

⇒  Cdxdz
z
z +=
+
+

∫∫ 75
1 ,  

⇒  Cdxdz
z

+=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
− ∫∫ 5/7

5/21
5
1 , 

⇒  Cxzz +=+− 5
5
7ln

5
2 . 

Заменяя yxz 2+= , получаем:  

Cxyxyx +=++−+ 5
5
72ln

5
22 , 

⇒  Cxyxy +=++− 4
5
72ln

5
22 , 

⇒  Cxyxy +=++− 2
5
72ln

5
1 , 

⇒  Cxyxy +=++− 107105ln5 . 

В процессе интегрирования, при делении на 75 +z , было потеряно 
решение 07105 =++ yx . Оно может быть включено в общий интеграл, 
если переписать общий интеграл в виде: 

.,7105 105 CCeyx xy ∀=++ − ⋄ 

6.2. Обобщенно однородные уравнения 

Уравнение первого порядка называется обобщённо однородным, 
если существует такое рациональное число α , что каждое слагаемое 
уравнения – однородная функция степени  относительно m x , , y y′  
(относительно x , , , ), если считать y dx dy x  – величиной измерения 1, 

 – величиной измерения y α , y′ ( ) – величиной измерения dy 1−α ,  – 
величиной измерения 0. 

dx
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Иначе говоря, уравнение 0),(),( =+ dyyxQdxyxP  является обоб-
щено однородным, если существует такое рациональное число α , что 

[ ]dyyxQdxyxPtdytyttxQdxyttxP m ),(),()(),(),( 1 +⋅=⋅+ −ααα   
или, что тоже, выполняются равенства 

    (6.3) 
⎭
⎬
⎫

⋅=⋅
⋅=

− .),()(),(
,),(),(

1 dyyxQtdytyttxQ
dxyxPtdxyttxP

m

m

αα

α

 
Обобщенно однородное уравнение приводится к однородному урав-

нению заменой 
 

αzy= .  

Действительно, после замены αzy =  получим уравнение 
 0),(),(

),(

1

),( 11

=⋅+ − dzzzxQdxzxP
zxQzxP
44 344 2143421
ααα α . (6.4) 

Рассмотрим функцию ) . Имеем: ,(1 zxP
dxyttxPdxzttxPdxtztxPdxtztxP ),(),())(,(),(1

αααα === . 
По условию (6.3) 
 . dxyxPtdxyttxP m ),(),( ⋅=α

⇒  , dxzxPtdxzxPtdxyxPtdxtztxP mmm ),(),(),(),( 11 ⋅=⋅=⋅= α

⇒  . ),(),( 11 zxPttztxP m=
Аналогично, для ) , имеем: ,(1 zxQ

=⋅⋅=⋅= −−− dzztzttxQdztztztxQdztztxQ 111
1 ),()())(,(),( αααααα αα  

dytyttxQ ⋅⋅= −1),( αα  
По условию (6.3) 

dyyxQtdytyttxQ m ),()(),( 1 ⋅=⋅ −αα . 
⇒   ; == dyyxQtdztztxQ m ),(),(1 dzzxQtdzzzxQt mm ),(),( 1

1 ⋅=⋅⋅ −αα α
⇒  . ),(),( 11 zxQttztxQ m=

Итак, функции  и )  – однородные одинаковой степе-
ни и, следовательно, уравнение (6.4) – однородное. 

),(1 zxP ,(1 zxQ

 
Обобщенно однородное уравнение приводится к уравнению с разде-

ляющимися переменными заменой 

 
αzxy= .  
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Действительно, из определения обобщенного однородного уравне-
ния, получаем: 

),(),( yxPtyttxP m ⋅=α      и     ),(),( 1 yxQtyttxQ m +−= αα . 

Положим 
x

t 1= . Тогда: 

),(1,1),( yxP
xx

yPyttxP m=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= α

α , 

),(1,1),( 1 yxQ
xx

yQyttxQ m +−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= αα

α . 

Следовательно,   

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅= αx

yPxyxP m ,1),( ,     ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅= +−

α
α

x
yQxyxQ m ,1),( 1  

⇒   ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅=− −

α
α ϕ

x
yx

yxQ
yxP 1

),(
),( . 

Таким образом, обобщенно однородное уравнение, разрешенное 
относительно производной, имеет вид 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅=−=′ −

α
α ϕ

x
yx

yxQ
yxPy 1

),(
),(  

Делая в этом уравнении замену αzxy=  получим: 
)(11 zxxzxz ϕα ααα ⋅=⋅⋅+′ −− ,  

 ⇒  zzxz αϕ −=′ )( .  
Но последнее уравнение, очевидно, является уравнением с разделяю-
щимися переменными. 

ПРИМЕР 6.3. Найти все решения уравнения 02 2
2 =+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − dydxy

x
. 

РЕШЕНИЕ. Запишем уравнение в виде 

02 2
2 =+− dydxydx

x
. 

Слагаемое dx
x2
2  имеет измерение 20)2(1 −=+−⋅ , слагаемое  – из-

мерение 

dxy2

αα 202 =+⋅ , слагаемое  – измерение 1dy −α . Равенства  
122 −==− αα  

справедливы при 1−=α . Следовательно, данное уравнение – обобщён-
но однородное, 1−=α . 
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Приведем исходное уравнение к уравнению с разделяющимися пе-
ременными, сделав замену 1−= zxy . Тогда: 

2x
zdx

x
dzdy −= , 

и уравнение примет вид: 

02
22

2

2 =−+−
x
zdx

x
dzdx

x
zdx

x
     или     , 0)2( 2 =+−− xdzdxzz

⇒ 0
2 2 =

−−
+

zz
dz

x
dx , 

⇒ 0
1

1
2

1
3
1

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

+
+ dz

zzx
dx      или     0

1
1

2
13 =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

+
+ dz

zzx
dx . 

Интегрируя, находим 

Cdz
zzx

dx ln
1

1
2

13 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

+
+ ∫∫ ,   0>C , 

⇒  C
z
zx ln

1
2lnln3 =

−
++⋅ ,   0>C , 

⇒  3

2
1 Cx

z
z

=
+
−    или    3

2
31 Cx

z
=

+
− ,   0≠C , 

⇒  31
32
Cx

z
−

=+ ,   0≠C , 

⇒  3

3

1
21
Cx
Cxz

−
+

= ,   0≠C . 

Сделаем обратную замену переменных yxz=  и получим: 

3

3

1
21
Cx
Cxyx

−
+

= ,   0≠C , 

⇒  4

321
Cxx
Cxy

−
+

= ,   0≠C . 

В процессе преобразований было потеряно решение  (т. е. 
). Оно может быть включено в общее при 0

1−= xy
1=z =C . Решение 12 −−= xy  

(т. е. ) входит в общее при 2−=z 01 =
C

, т. е. при ∞=C . 

Таким образом, все решения уравнения имеют вид: 

4

321
Cxx
Cxy

−
+

= , C∀ . ⋄ 
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§ 7. Линейные уравнения первого порядка 

 
Линейным дифференциальным уравнением первого порядка на-

зывается уравнение, которое может быть записано в виде 
 )()( xfyxpy =+′ , (7.1)

где )(),( xfxp  – заданные непрерывные функции. 
Иначе говоря, линейное дифференциальное уравнение первого по-

рядка это уравнение, в которое неизвестная функция  и ее производ-
ная  входят в первых степенях и не перемножаясь

y
y′ 1.  
Если 0)( ≡xf , то линейное уравнение называется однородным. В 

противном случае уравнение называется неоднородным. Рассмотрим их 
по отдельности. 

7.1. Линейные однородные уравнения 

Линейное однородное уравнение 
 0)( =+′ yxpy  (7.2)

является уравнением с разделяющимися переменными. 
Действительно, разделяя переменные, получаем  

0)( =+ dxxp
y

dy    (где  0≠y ). 

Откуда находим 
Cdxxpy ln)(ln =+ ∫ ,   0>C  

(здесь для удобства постоянная С представлена в виде Cln ); 

⇒  Cy dxxpe =∫⋅
)( , 

 ⇒  ,   ∫⋅= − dxxpeCy )( 0≠C . (7.3) 
В процессе преобразований было потеряно решение 0 . Оно 

может быть получено по формуле (7.3) при 0
=y

=C . Следовательно, об-
щее решение линейного однородного уравнения (7.2) будет иметь вид 

 ,  ∫⋅= − dxxpeCy )( C∀ . (7.4) 
 

                                           
1 Т. е. линейное относительно неизвестной функции и ее производной. 
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7.2. Линейные неоднородные уравнения 

Имеются два метода интегрирования линейных неоднородных 
уравнений первого порядка. 

1) Метод вариации постоянной (метод Лагранжа).  
Сначала решаем однородное уравнение, которое имеет ту же левую 

часть, что и уравнение (7.1) (его называют однородным уравнением, 
соответствующим данному неоднородному уравнению). Общим ре-
шением такого уравнения, как было показано выше, является функция 

 . ∫⋅=
− dxxpeCy )(

Далее полагаем, что решение неоднородного уравнения по струк-
туре совпадает с решением соответствующего линейного однородного 
уравнения, т. е. имеет вид 

∫⋅=
− dxxpexCy )()( . 

Функцию )(xC  можно найти, подставив  и y y′  в исходное неоднород-
ное уравнение (7.1). Действительно, 

=′y )()( )()( xpxC
dx
dC

dx
dy dxxpdxxp ee ⋅∫⋅−∫⋅=

−− . 

Подставляя выражения для  и y y′  в (7.1) получим 

)()()()()( )()()( xfxCxpxpxC
dx
dC dxxpdxxpdxxp eee =∫⋅⋅+⋅∫⋅−∫⋅

−−− , 

⇒  )()( xf
dx
dC dxxpe =∫⋅ − ,  

⇒  ∫⋅= dxxpexf
dx
dC )()( ,  

⇒  . dxxfdC dxxpe∫⋅= )()(
Интегрируя, находим 

1
)()()( CdxxfxC dxxpe +⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ∫⋅= ∫ . 

И, окончательно получим, что общее решение неоднородного уравне-
ния имеет вид 

∫⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ∫⋅=

−

∫
dxxpdxxp ee Cdxxfxy )()(

1)()(  

или 

 . (7.5) ∫ ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ∫⋅⋅∫+∫⋅=

−− dxxfCxy dxxpdxxpdxxp eee )()()( )()( 1
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Замечания .  1) С формальной точки зрения общее решение не-
однородного уравнения получается из общего решения соответст-
вующего однородного уравнения заменой константы C на функ-
цию C(x). Такой «произвол» объясняет происхождение названия 
метода «вариация постоянной». 
 2) Формула (7.5) трудна для запоминания. Поэтому в 
конкретных примерах обычно повторяют проведенные выше рас-
суждения.  
 3) Заметим, что первое слагаемое в (7.5) совпадает с 
общим решением однородного уравнения, а второе – функция  

∫ ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ∫⋅⋅∫=

− dxxfx dxxpdxxp ee )()( )()(ϕ   

является частным решением линейного неоднородного уравнения 
(получается из общего решения при 0=C ). 

ПРИМЕР 7.1. Решить уравнение 0 . Найти частное 
решение, удовлетворяющее начальному условию 

2 4 =−+′ xyyx
0)1( =y . 

РЕШЕНИЕ. Это линейное неоднородное уравнение. Запишем его в виде 
32 x

x
yy =+′ . 

Интегрируем соответствующее однородное уравнение 

02 =+′
x
yy      или     02 =+

x
y

dx
dy . 

Имеем:   
x
dx

y
dy 2−= , 

⇒  Cxy lnln2ln +−= ,   0>C . 

Откуда получаем, что общее решение рассматриваемого линейного од-
нородного уравнения  

2x
Cy = ,   C∀ . 

Теперь полагаем, что решение неоднородного уравнения совпадает 
по структуре с решением соответствующего однородного уравнения, 
т. е. имеет вид: 

 2
)(

x
xCy = . (7.6) 

Тогда  32
21
x
C

xdx
dC

dx
dy

−⋅= .  

Подставим y и 
dx
dy  в исходное уравнение. Получим: 
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0221 3
232 =−⋅+−⋅ x

x
C

xx
C

xdx
dC ,  

⇒ 01 3
2 =−⋅ x

xdx
dC ,  

⇒ 5x
dx
dC

=      и     CxxC +=
6

)(
6

. 

Подставим найденное )(xC  в (7.6) и получим, что общее решение ли-
нейного неоднородного уравнения имеет вид 

2

46

2 66
1

x
CxCx

x
y +=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⋅= . 

Теперь найдем частное решение, удовлетворяющее условию 
. Подставляя в общее решение начальные значения 0)1( =y 10 =x , 

, находим 00 =y
6
1

−=C . Следовательно, искомым частным решением 

уравнения будет функция 

 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅−=

⋅
−= 2

4
2

4 1
6
1

6
1

6 x
x

x
xy . ⋄ 

2) Метод Бернулли.  
Решение уравнения (7.1) может быть сведено к последовательному 

интегрированию двух уравнений с разделяющимися переменными. 
Будем искать решение уравнения (7.1) в виде произведения двух 

непрерывно дифференцируемых функций от x : 
 )()( xvxuy ⋅= . (7.7)
Тогда  

=′y u
dx
dvv

dx
du

dx
dy

⋅+⋅= . 

Подставим y и y′  в линейное неоднородное уравнение (7.1) и получим: 

)(xfpuvu
dx
dvv

dx
du

=+⋅+⋅ , 

или )(xfpv
dx
dvuv

dx
du

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅+⋅ . (7.8) 

Имеем одно дифференциальное уравнение (7.8), содержащее две неиз-
вестные функции u и v . Так как число неизвестных больше числа урав-
нений, то одно неизвестное можно выбрать произвольно. Выберем )(xv  
так, чтобы выражение в скобках в (7.8) обратилось в нуль. Тогда 
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⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=⋅

=+

.)(

,0

xfv
dx
du

pv
dx
dv

 

 
 (7.9)

 
 (7.10)

Уравнение (7.9) совпадает с (7.2). Его решением является функция 
(7.4), причем, учитывая свободу выбора )(xv , можно в (7.4) принять 

1=C , т. е. 
∫=

− dxxpexv )()( . 
Полученную функцию )(xv  подставим в уравнение (7.10) и найдем )(xu : 

)()( xf
dx
du dxxpe =∫⋅ −      или     ,  dxxfdu dxxpe∫⋅= )()(

⇒ Cdxxfxu dxxpe +∫⋅= ∫
)()()( . 

Подставив найденные таким образом )(xu  и )(xv  в (7.7), мы получим, 
что общее решение линейного неоднородного уравнения (7.1) имеет вид: 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +∫⋅⋅∫= ∫

− Cdxxfy dxxpdxxp ee )()( )( . 

ПРИМЕР 7.2. Найти общее решение уравнения  
xyxyx x 2cos2sincos ⋅=⋅+′⋅ . 

РЕШЕНИЕ. Запишем уравнение в виде 
xytgxy x cos2 ⋅=⋅+′ . 

Полагаем )()( xvxuy ⋅= . Подставляя uvy =  и vuvuy ′+′=′  в исходное 
уравнение, будем иметь 

xuvtgxvuvu x cos2 ⋅=⋅+′+′      или     . xvtgxvuvu x cos2)( ⋅=⋅+′+′
Согласно (7.9) полагаем 
 0=⋅+′ vtgxv . (7.11) 
Тогда xvu x cos2 ⋅=′ . (7.12) 

Находим одно решение уравнения (7.11). Имеем: 

tgxv
dx
dv

⋅−=      или     tgxdx
v
dv

−= ,  

⇒ Cxv lncoslnln += ,   0>C , 

⇒ xCv cos= ,   C∀ . 
Так как нам требуется какое-нибудь одно решение, то полагаем 1=C  и 
получаем 
 xxv cos)( = .  

Подставим найденную функцию )(xv  в уравнение (7.12): 
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xxu x cos2cos ⋅=⋅′ . 
Откуда находим  

=′u x2      или     dxdu x2= ,  

⇒  Cxu
x

+=
2ln

2)( . 

Так как по предположению )()( xvxuy ⋅= , то окончательно получа-
ем, что общее решение заданного линейного уравнения имеет вид 

xCxvxuy
x

cos
2ln

2)()( ⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=⋅= . ⋄ 

ПРИМЕР 7.3. Найти общее решение уравнения  

22
1

yx
y

−
=′ . 

РЕШЕНИЕ. Уравнение является линейным, если x считать функцией, а 
y аргументом. Действительно, в этом случае оно принимает вид  

22 yxx −=′ . 
Полагаем )()( yvyux ⋅= . Подставляя uvx =  и vuvux ′+′=′  в исходное 
уравнение, будем иметь 

22 yuvvuvu −=−′+′   
⇒ . 2)2( yvvuvu −=⋅−′+′

Согласно (7.9) полагаем 
 02 =⋅−′ vv . (7.13) 
Тогда . (7.14) 2yvu −=′

Находим одно решение уравнения (7.13). Имеем: 

v
dy
dv 2=      или     dy

v
dv 2= ,  

⇒  Cyv ln2ln += ,   0>C  

⇒  yCev 2= ,   C∀ . 
Так как нам требуется какое-нибудь одно решение, то полагаем 1=C  и 
получаем 
 .  yeyv 2)( =

Подставим найденную функцию )(yv  в уравнение (7.14): 
22 yeu y −=⋅′ . 

Откуда находим  
yeyu 22 −⋅−=′ , 
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⇒  . dyeydu y22 −⋅−=
Интегрируя два раза по частям, находим: 

Cyyeyu
y

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++=

−

2
1

2
)( 2

2
. 

Так как по предположению )()( yvyux ⋅= , то окончательно получа-
ем, что общее решение заданного линейного уравнения имеет вид 

y
y

eCyyeyvyux 22
2

2
1

2
)()( ⋅⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++=⋅=

−

. ⋄ 

 

§ 8. Уравнения Бернулли 

Уравнением Бернулли называется уравнение вида 
 nyxfyxpy ⋅=⋅+′ )()( , (8.1)

где )(),( xfxp  – непрерывные функции, 0≠n , 1≠n  (в противном слу-
чае это будет линейное уравнение). 

Уравнение Бернулли можно привести к линейному уравнению. Для 
этого достаточно обе части уравнения Бернулли разделить на , а 
затем сделать замену 

ny

 nyz −= 1 . 
Действительно, разделив обе части уравнения на , получим: ny

 )()(
1 xf

y
xp

y
y

nn =+
′

−      или     . (8.2) )()( 1 xfyxpyy nn =⋅+⋅′ −−

Теперь полагаем . Тогда nyz −= 1

dx
dyyn

dx
dz n−−= )1(      ⇒     

dx
dz

n
y

dx
dyy

n

−
==′

1
. 

Подставим  и nyz −= 1

dx
dz

n
yy

n

−
=′

1
 в уравнение (8.2) и получим: 

)()(1
1

xfzxp
dx
dz

yn
y

n

n

=+⋅
−

, 

⇒  )()(
1

1 xfzxp
dx
dz

n
=+

−
, 
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⇒  )()1()()1( xfnzxpn
dx
dz

⋅−=⋅⋅−+ . 

Это линейное неоднородное уравнение относительно z  и . Найдя 
его общее решение методом Бернулли, получим: 

z′

)()( xvxuz ⋅=      или     )()(1
1 xvxu

yn ⋅=−
,  

⇒  
)(

1
)(

11

xvxu
yn ⋅=− , 

⇒ )(~)(~
)(

1
)(

1 1
1

1
1

xvxu
xvxu

y
nn

⋅=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

−−
. 

Таким образом, решение уравнения Бернулли можно сразу искать в 
виде произведения двух функций методом Бернулли, не приводя предва-
рительно к линейному уравнению. 

Замечание .  Уравнение Бернулли при 0 имеет решение 
. Оно будет частным решением при 1 (обычно входит в 

общее при 

>n
0=y >n

∞=C ) и особым при 10 << n . 

ПРИМЕР 8.1. Найти общее решение уравнения . dxxyxydy )( 2 +=
РЕШЕНИЕ. Запишем уравнение в виде: 

xy
xy

dx
dy +

=
2

     или     1−=−′ y
x
yy . 

Это уравнение Бернулли, в котором 1−=n . Приведем его к линейному. 
Для этого разделим обе части уравнения на : 1−y

1
2

=−′
x
yyy . 

Далее полагаем . Тогда nyz −= 1 2y=

dx
dyy

dx
dz 2=      или     yyz ′=′ 2 . 

Подставим  и 2yz = yyz ′=′ 2  в исходное уравнение и получим 

1
2
1

=−′
x
zz      или     22

=−′ z
x

z . 

Это линейное неоднородное уравнение относительно z  и . Ре-
шим его методом вариации произвольной постоянной. Для соответст-

вующего однородного уравнения 

z′

x
zz 2

=′  имеем: 
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x
dx

z
dz 2=  

⇒  Cxz lnln2ln += ,   0>C ; 

⇒  2Cxz = ,   C∀ . 
Считаем, что решение неоднородного уравнения имеет вид  

2)( xxCz ⋅= . 

Тогда  Cxx
dx
dC

dx
dz

⋅+⋅= 22 . 

Подставляем z  и  в линейное неоднородное уравнение и находим: z′

222 22 =⋅−⋅+⋅ Cx
x

Cxx
dx
dC , 

22 =⋅ x
dx
dC      или     dx

x
dC 2

2
= ,  

⇒ C
x

xC +−=
2)( . 

Найденное )(xC  подставим в общее решение  неоднородно-
го уравнения и получим: 

2)( xxCz ⋅=

xCx
x

Cxz 22 22 −=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= . 

Вернемся к переменной  (по формуле ): y 2yz =
xCxy 222 −= . 

Следовательно, общее решение данного уравнения имеет вид 
xCxy 22 −±= . ⋄ 

ПРИМЕР 8.2. Найти все решения уравнения yxyyx 23=−′ . 
РЕШЕНИЕ. Запишем уравнение в виде 

yxy
x

y 31
=−′ . 

Это уравнение Бернулли. Проинтегрируем его, не приводя к линейному. 
По методу Бернулли полагаем )()( xvxuy ⋅= . Тогда vuvuy ′⋅+⋅′=′ . 
Подставив эти выражения в уравнение Бернулли, получим 

vuxuv
x

vuvu ⋅=−′+′ 31 , 

⇒ vuxv
x

vuvu ⋅=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −′+′ 31 . 
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Полагая выражение в скобках равным нулю, запишем систему: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⋅=′

=−′

.3

,01

vuxvu

v
x

v  

Находим одно из решений первого уравнения: 

x
v

dx
dv

=     или     
x

dx
v
dv

= , 

⇒ Cxv lnlnln += ,   0>C ; 

⇒  Cxv = ,   C∀ . 
Положим 1=C , тогда  

xv = . 
Из второго уравнения при xv =  находим )(xu : 

xuxxu ⋅=⋅′ 3 , 

ux
dx
du

⋅= 3      или     dxx
u

du 3= ,  

Cxu 222 3 +=      или     Cxu += 3 , 

⇒  ( )23 Cxu += . 
В итоге получим, что  общее решение данного уравнения имеет вид 

( )23 Cxxvuy +⋅=⋅= . 
В процессе интегрирования было потеряно решение 0 . Так как 

оно может быть получено из общего решения при 

=y
3)( xxCC −== , то 

это решение – особое.  
Таким образом, все решения дифференциального уравнения опре-

деляются равенствами:  

( )23 Cxxy +⋅= ,   C∀ ;     0=y . ⋄ 

ПРИМЕР 8.3. Решить уравнение . 0)1( 22 =+++ xydxdyyx
РЕШЕНИЕ. Запишем уравнение в виде 

xy
yx

dy
dx 122 ++

−=      или     
xy

y
y
xx 12 +

−=+′ . 

Сравним полученное уравнение с (8.1) и заметим, что это уравнение 
Бернулли, но теперь роль свободной переменной играет , а искомой 
функции – 

y
)(yx . Полагаем )()( yvyux ⋅= . Тогда vuvux ′⋅+⋅′=′ . Под-

ставив эти выражения в уравнение Бернулли, получим 
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yvu
y

y
vuvuvu

⋅⋅
+

−=
⋅

+′⋅+⋅′
12

,  

yvu
y

y
vvuvu

⋅⋅
+

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+′+⋅′

12

. 

Полагая выражение в скобках равным нулю, запишем систему: 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

⋅⋅
+

−=′

=+′

.1

,01

2

yvu
yvu

v
y

v
 

Находим одно из решений первого уравнения: 

y
v

dy
dv −=      или     

y
dy

v
dv −= ,  

⇒  Cyv lnlnln +−= ,   0>C ;  

⇒  
y
Cv = ,   C∀ . 

Пусть 1=C , тогда  

y
v 1
= . 

Из второго уравнения при 
y

v 1
=  находим : )(yu

y
y

u

y
y
u

⋅⋅

+
−=

′
1

12

,  

⇒  ,  dyyyduu )( 3 +−=⋅

⇒  
2242

242 Cyyu
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−= , 

24

2
1 yyCu −−±= . 

В итоге получим, что  общее решение данного уравнения имеет вид 
24

2
11)( yyC

y
vuyx −−⋅±=⋅= ,   C∀ . 

Потерянных решений нет. ⋄ 

 39



§ 9. Уравнения в полных дифференциалах 

Уравнение 
 0),(),( =+ dyyxNdxyxM  (9.1) 
называется уравнением в полных дифференциалах, если его левая 
часть является полным дифференциалом некоторой функции ),( yxu , 
т. е. если  
 ),(),(),( yxdudyyxNdxyxM =+ .

Очевидно, что общий интеграл уравнения в полных дифференциа-
лах будет иметь вид 

Cyxu =),( . 
Таким образом, задача интегрирования дифференциального урав-

нения в полных дифференциалах фактически сводится к задаче отыска-
ния функции двух переменных по ее полному дифференциалу. 

Критерий, когда выражение dyyxNdxyxM ),(),( +  представляет 
собой дифференциал некоторой функции ),( yxu  и один из возможных 
способов ее нахождения, дает следующая теорема.  
ТЕОРЕМА 9.1. Пусть функции ),(),,( yxNyxM  определены и непре-
рывны в области D  плоскости xOy  и имеют в ней непрерывные част-

ные производные 
y
M
∂
∂  и 

x
N
∂
∂ . Для того чтобы выражение 

 dyyxNdxyxM ),(),( +   
представляло собой полный дифференциал некоторой функции ),( yxu , 
необходимо и достаточно, чтобы во всех точках области D  выполня-
лось условие  
 

x
N

y
M

∂
∂

=
∂
∂ . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.   
1) Необходимость (⇒).  Пусть  

),(),(),( yxdudyyxNdxyxM =+ . 
Но  

dy
y
udx

x
uyxdu

∂
∂

+
∂
∂

=),( . 

Следовательно,  

x
uyxM
∂
∂

=),( ,     
y
uyxN
∂
∂

=),( . 
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Тогда 

yx
u

y
M

∂∂
∂

=
∂
∂ 2

,     
xy

u
x
N

∂∂
∂

=
∂
∂ 2

. 

По условию теоремы 
yx
u

y
M

∂∂
∂

=
∂
∂ 2

 и 
xy

u
x
N

∂∂
∂

=
∂
∂ 2

 – непрерывны в области 

 и, следовательно, D

      
xy

u
yx
u

∂∂
∂

=
∂∂

∂ 22
, 

⇒  
x
N

y
M

∂
∂

=
∂
∂ . 

2) Достаточность (⇐).  Пусть  

x
N

y
M

∂
∂

=
∂
∂ . 

Найдем функцию ),( yxu  такую, что  
dyyxNdxyxMyxdu ),(),(),( += , 

или, что то же самое, функцию, для которой 

),( yxM
x
u
=

∂
∂ ,     ),( yxN

y
u
=

∂
∂ . 

Сначала найдем любую функцию u(x, y), удовлетворяющую условию 

),( yxM
x
u
=

∂
∂ . 

Для этого достаточно проинтегрировать это равенство по x , считая  – 
постоянной. Получим: 

y

)(),(),( ydxyxMyxu ϕ+= ∫ , 

где )(yϕ  – произвольная функция.  
Теперь необходимо подобрать )(yϕ  так, чтобы выполнялось условие 

 ),( yxN
y
u
=

∂
∂ . 

Имеем: 

( ) ( ) )(),()(),( ydxyxM
y

ydxyxM
yy

u ϕϕ ′+
∂
∂

=+
∂
∂

=
∂
∂

∫∫  

и ),( yxN
y
u
=

∂
∂ . 

⇒  ( ) ),()(),( yxNydxyxM
y

=′+
∂
∂
∫ ϕ , 
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⇒  ( )∫∂
∂

−=′ dxyxM
y

yxNy ),(),()(ϕ . 

Следовательно, искомая функция )(yϕ  будет существовать, если 

выражение (∫∂
∂

− dxyxM
y

yxN ),(),( ) не зависит от x . Убедимся в этом, 

продифференцировав его по x  (если выражение не зависит от x , то в 
результате дифференцирования должен получиться ноль): 

( ) ( )=
∂∂
∂

−
∂
∂

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

−
∂
∂

∫∫ dxyxM
xyx

NdxyxM
y

yxN
x

),(),(),(
2

 

( ) =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

=
∂∂
∂

−
∂
∂

= ∫∫ dxyxM
xyx

NdxyxM
yxx

N ),(),(
2

 

( ) 0),( =
∂
∂

−
∂
∂

=
∂
∂

−
∂
∂

=
y

M
x
NyxM

yx
N . 

Итак, выражение ( )∫∂
∂

− dxyxM
y

yxN ),(),(  действительно не зави-

сит от x , и, следовательно, проинтегрировав его по , получим: y

( ) )(),(),( yCdydxyxM
y

yxN ϕ=+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

−∫ ∫  

и  

( ) CdydxyxM
y

yxNdxyxMyxu +⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

−+= ∫ ∫∫ ),(),(),(),( .   ∎ 

ПРИМЕР 9.1. Найти общий интеграл уравнения 
0)46()63( 3222 =+++ dyyyxdxxyx . 

РЕШЕНИЕ. Имеем  
22 63),( xyxyxM += ,     , 32 46),( yyxyxN +=

xy
y

M 12=
∂
∂ ,     xy

x
N 12=
∂
∂ . 

Так как условие =
∂
∂

y
M

x
N
∂
∂  выполнено, то уравнение является урав-

нением в полных дифференциалах, т. е. левая часть этого уравнения 
есть полный дифференциал некоторой функции ),( yxu . Найдем эту 
функцию так, как это было сделано в теореме. Имеем: 
1) )(3)()63()(),(),( 22322 yyxxydxxyxydxyxMyxu ϕϕϕ ++=++=+= ∫∫ . 

 42



2) 
( )

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+==
∂
∂

′+=++
∂
∂

=
∂
∂

.46),(

,)(6)(3

32

2223

yyxyxN
y
u

yyxyyxx
yy

u ϕϕ
   

 ⇒  , 322 46)(6 yyxyyx +=′+ϕ
⇒       и     . 34)( yy =′ϕ Cyy += 4)(ϕ

Таким образом, получили: 
Cyyxxyyxxyxu +++=++= 4223223 3)(3),( ϕ , 

и общий интеграл уравнения будет иметь вид: 
Cyyxx =++ 4223 3 . ⋄ 

Существуют и другие способы нахождения функции ),( yxu . Напри-
мер, она может быть найдена по одной из следующих формул, которые 
появляются при изучении свойств криволинейных интегралов II рода: 

 ),( yxu CdyyxNdxyxM
y

y

x

x
++= ∫∫

0

0

0

),(),( , (9.2) 

 ),( yxu CdyyxNdxyxM
y

y

x

x
++= ∫∫

00

0 ),(),(

)

, (9.3) 

где )  – любая точка области  непрерывности функций ,( 00 yx D ,( yxM , 

),( yxN , а интеграл в (9.2)  вычисляется 

в предположении, что переменная  (переменная 

∫
x

x
dxyxM

0

),(  ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
∫ )3.9(в),(
0

y

y
dyyxN

y x ) является константой. 

ПРИМЕР 9.2. Найти общий интеграл уравнения 
0)2( =+− −− dyxydx yy ee . 

РЕШЕНИЕ. Имеем  
yeyxM −=),( ,     )2(),( yexyyxN −+−= , 

    ye
y

M −−=
∂
∂ ,     ye

x
N −−=
∂
∂ . 

Так как условие =
∂
∂

y
M

x
N
∂
∂  выполнено, то уравнение является урав-

нением в полных дифференциалах, т. е. левая часть этого уравнения 
есть полный дифференциал некоторой функции ),( yxu . 
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Найдем функцию ),( yxu  по формуле (9.3). Так как функции 
),( yxM  и ),( yxN  определены и непрерывны в любой точке плоскости 

xOy , то можно взять в качестве точки )  начало координат. Тогда ,( 00 yx

 =),( yxu =++− ∫∫ − Cdyxydx
yx

yee
00

0 )2( =++− ∫∫ − Cdyxydx
yx

ye
00

)2(     

 ( ) =+−−= − Cxyx
yx ye
0

2
0 CyxCxxyx yy ee +−=+−+− −− 22 . 

Следовательно, общий интеграл исходного уравнения имеет вид 

Cyx ye =−− 2 .⋄ 

Иногда функцию ),( yxu  можно найти, сгруппировав члены выраже-
ния dyyM x dxy N x ),(),( + ),( y и приведя его таким образом к виду xdu

0

. 
Этот метод получил название метод интегрируемых комбинаций. 

ПРИМЕР 9.3. Найти общий интеграл уравнения 
 . )3(2 22 =−+ dyyxxydx
РЕШЕНИЕ. Имеем 

xyyxM 2),( = ,     . 22 3),( yxyxN −=

  x
y

M 2=
∂
∂ ,     x

x
N 2=
∂
∂ . 

Так как условие =
∂
∂

y
M

x
N
∂
∂  выполнено, то уравнение является урав-

нением в полных дифференциалах, т. е. левая часть этого уравнения 
есть полный дифференциал некоторой функции ),( yxu .  

Чтобы найти функцию ),( yxu , группируем члены уравнения сле-
дующим образом 

03)2( 22 =−+ dyydyxxydx . 
Имеем  

)(2 22 yxddyxxydx =+      и     . )(3 32 yddyy =
Следовательно, уравнение можно записать в виде 

0)()( 32 =− ydyxd , 
⇒ ( ) 032 =− yyxd . 

Таким образом, , 2),( yxyxu = 3y−
и общий интеграл исходного уравнения имеет вид 

2yx Cy =− 3 . ⋄ 
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§ 10. Интегрирующий множитель 

Если условие =
∂
∂

y
M

x
N
∂
∂  не выполнено, то уравнение   

 0),(),( =+ dyyxNdxyxM  (10.1) 
не является уравнением в полных дифференциалах. Но в некоторых 
случаях удается подобрать функцию ),( yxμ , после умножения на кото-
рую левая часть уравнения становится полным дифференциалом. Такая 
функция называется интегрирующим множителем уравнения. 

Покажем, как можно в некоторых случаях найти интегрирующий 
множитель. Поскольку уравнение  

0),(),( =+ dyyxNdxyxM μμ  
является уравнением в полных дифференциалах, то выполняется условие 

x
N

y
M

∂
∂

=
∂

∂ )()( μμ , 

т. е. 

μμμμ
x
NN

xy
MM

y ∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂ , 

или 

M
y

N
xx

N
y

M
∂
∂

−
∂
∂

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂ μμμ . 

Разделив обе части этого равенства на μ , получим 

 M
y

N
xx

N
y

M
∂
∂
⋅−

∂
∂
⋅=

∂
∂

−
∂
∂ μ

μ
μ

μ
11 , (10.2) 

 
x
N

y
M

y
M

x
N

∂
∂

−
∂
∂

=
∂

∂
−

∂
∂ μμ lnln . (10.3) 

Таким образом, всякая функция μ , удовлетворяющая уравнению 
(10.3), является интегрирующим множителем уравнения (10.1). Следо-
вательно, для нахождения ),( yxμ  нужно проинтегрировать дифферен-
циальное уравнение в частных производных (10.3). В общем случае эта 
задача является сложной, поэтому рассмотрим два частных случая. 

1) Пусть )(xμμ = . Тогда условие (10.3) принимает вид 

x
N

y
M

dx
dN

∂
∂

−
∂
∂

=
μln  

или 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

=
x
N

y
M

Ndx
d 1lnμ . 
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Откуда находим 

Cdx
x
N

y
M

N
x +⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

= ∫ 1)(lnμ  

и 
( )∫

= ∂
∂

−
∂
∂ dx

x
N

y
M

Nex
1

)(μ  
(так как достаточно иметь какой-нибудь один интегрирующий множи-
тель, то можно взять 0=C ). 

Итак, если выражение 

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

x
N

y
M

N
1  

зависит только от x , то интегрирующий множитель )(xμμ =  существу-
ет и может быть найден из уравнения  
 

)(ln x
dx

d ϕμ
= ,     где  ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

=
x
N

y
M

N
x 1)(ϕ . (10.4)

В противном случае интегрирующего множителя вида )(xμ  не существует. 

2) Пусть )(yμμ = . Тогда уравнение (10.3) принимает вид 

x
N

y
M

dy
dM

∂
∂

−
∂
∂

=−
μln  

или 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

−=
x
N

y
M

Mdy
d 1lnμ . 

Откуда находим 
( )∫

= ∂
∂

−
∂
∂

− dy
x
N

y
M

Mey
1

)(μ . 
Таким образом, если  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

x
N

y
M

M
1  

зависит только от , то интегрирующий множитель )y ( yμμ =  сущест-
вует и может быть найден из уравнения 
 

)(ln y
dy

d ψμ
−= ,     где  ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

=
x
N

y
M

M
y 1)(ψ . (10.5)

В противном случае интегрирующего множителя вида )(yμ  не существует. 
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ПРИМЕР 10.1. С помощью интегрирующего множителя, найти об-
щий интеграл уравнения  022 )( =+++ ydydxxyx .
РЕШЕНИЕ. Для данного уравнения 

xyxyxM ++= 22),( ,     yyxN =),( , 

⇒ y
y
M 2=
∂
∂ ,     0=

∂
∂

x
N ,     y

x
N

y
M 2=

∂
∂

−
∂
∂ . 

Это уравнение не является уравнением в полных дифференциалах, но 

отношение 2211
=⋅=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂ y

yx
N

y
M

N
 не зависит от . Следовательно, 

существует интегрирующий множитель )

y

(xμμ = , который может быть 
найден из уравнения (10.4): 

)(ln x
dx

d ϕμ
= ,    где 21)( =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

=
x
N

y
M

N
xϕ . 

Имеем:  

2ln
=

dx
d μ , 

⇒ Cx += 2ln μ      или    xeCx 2)( =μ , 
⇒  xex 2)( =μ     (при 1=C ). 

Умножим обе части исходного уравнения на xe2  и получим 
0)( 22 22 =+++ ydydxxyx xx ee .  

Тогда 
ydydxxyxdu xx ee 22 )( 22 +++= . 

Для нахождения функции ),( yxu  применим формулу (9.3), выбрав 
в качестве точки )  начало координат. В этом случае будем иметь ,( 00 yx

=+++= ∫∫ Cydydxxxyxu
yx

xx ee
00

2 22 )(),( =++ Cyx
yx xx ee
0

2
0

2 22
2
1

2
1  

( ) CyxCyx xxx eee ++=++= 2222 222
2
1

2
1

2
1 . 

Следовательно, общее решение уравнения имеет вид 

( ) Cyxxe ~
2
1 222 =+  

или 
( ) Cyxxe =+ 222 ,    где CC ~2= . ⋄ 
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ПРИМЕР 10.2. Найти общий интеграл уравнения  
0)()( 3223 =−++++ xdyydxdyyyxdxxyx  

Если известно, что для него существует интегрирующий множитель ви-
да . )

)
( 22 yx += μμ

РЕШЕНИЕ. Если , то  ()( 22 tyx μμμ =+=

x
dt
d

x
t

dt
d

x
2⋅=

∂
∂
⋅=

∂
∂ μμμ ,      y

dt
d

y
t

dt
d

y
2⋅=

∂
∂
⋅=

∂
∂ μμμ . 

Следовательно, из (10.2) получаем: 

yM
dt
dxN

dt
d

x
N

y
M 2121

⋅⋅−⋅⋅=
∂
∂

−
∂
∂ μ

μ
μ

μ
, 

⇒  ( )yMxN
dt
d

x
N

y
M 221

−⋅⋅=
∂
∂

−
∂
∂ μ

μ
, 

⇒  ( )yMxN
dt

d
x
N

y
M 22ln

−⋅=
∂
∂

−
∂
∂ μ , 

 ⇒  
yMxN
x
N

y
M

dt
d

22
ln

−
∂
∂

−
∂
∂

=
μ . (10.6) 

Таким образом, интегрирующий множитель  суще-
ствует, если функция 

)( 22 yx += μμ

yMxN
x
N

y
M

22 −
∂
∂

−
∂
∂

 

зависит только от , и находится он в этом случае по формуле 
(10.6). 

22 yxt +=

Для заданного уравнения 
yxyxyxM ++= 23),( ,       xyyxyxN −+= 32),( ,

⇒ 12 +=
∂
∂ xy

y
M ,      12 −=

∂
∂ xy

x
N ,     2=

∂
∂

−
∂
∂

x
N

y
M , 

222332
1

)(2)(2
2

22 yxyxyxyxyyxxyMxN
x
N

y
M

+
−=

++−−+
=

−
∂
∂

−
∂
∂

. 

Следовательно, интегрирующий множитель  
существует. Из уравнения (10.6) находим: 

)()( 22 tyx μμμ =+=
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tyxdt
d 11ln

22 −=
+

−=
μ , 

⇒  
t
dtd −=μln  

⇒  Ct +−= lnln μ      или     
t
C

=μ , 

⇒  22
11

yxt +
==μ      (при 1=C ). 

Умножив заданное дифференциальное уравнение на 22
1

yx +
, получим: 

0222222

32

22

23
=

+
−

+
+

+
+

+
+
+

yx
xdy

yx
ydxdy

yx
yyxdx

yx
xyx , 

⇒  02222 =
+

−
+

++
yx

xdy
yx

ydxydyxdx , 

⇒  02222 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

+
dy

yx
xydxx

yx
y . 

По формуле (9.3) (полагая 10 =x , 00 =y ) находим: 

),( yxu Cdy
yx

xydxx
x

yx
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+
= ∫∫

0
22

1
22 0

0 , 

⇒  ),( yxu C
x
y

x
xyx

yx

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅−+=

0

2

1

2
arctg1

22
,  

⇒  ),( yxu C
x
yyx

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+−= arctg

22
1

2

22
. 

Следовательно, общий интеграл заданного дифференциального 
уравнения имеет вид 

C
x
yyx ~arctg

22

22

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+      

или      

C
x
yyx =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+ arctg222 ,   где CC ~2= . ⋄ 
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§ 11. Дифференциальные уравнения первого порядка, 
не разрешенные относительно производной 

До сих пор рассматривались дифференциальные уравнения первого 
порядка, разрешенные относительно производной, то есть уравнения, 
которые можно было записать в виде 
 ),( yxfy =′ . (11.1) 
В общем случае дифференциальное уравнение первого порядка имеет вид: 
 0),,( =′yyxF , (11.2) 
причем непосредственный переход от уравнения вида (11.2) к уравне-
нию вида (11.1) не удается. Такие уравнения называются не разрешен-
ными относительно производной. 

Рассмотрим некоторые частные случаи уравнений, не разрешенных 
относительно производной, и укажем способы их интегрирования. 

11.1. Уравнения, разрешаемые относительно y′  неоднозначно 

Пусть уравнение (11.2) таково, что его можно разрешить (в элемен-
тарных функциях) относительно y′  неоднозначно. Т. е. уравнение (11.2) 
эквивалентно k  различным уравнениям 

),(,),,(),,(),,( 321 yxfyyxfyyxfyyxfy k=′=′=′=′ K . (11.3) 
Предположим, что для каждого из уравнений (11.3) найден общий 

интеграл: 
 0),,(,,0),,(,0),,( 21 =Φ=Φ=Φ CyxCyxCyx kK . (11.4) 
Совокупность общих интегралов (11.4) называется общим интегралом 
уравнения, разрешаемого относительно y′  неоднозначно. Эту совокуп-
ность можно записать в виде 
 0),,(),,(),,( 21 =Φ⋅⋅Φ⋅Φ CyxCyxCyx kK . 
 

y′Замечани е .  Если уравнение (11.2) разрешается относительно 
неоднозначно, то через каждую точку ) области, в которой 
рассматривается это уравнение, будет проходить не менее 

,( 00 yx
k  инте-

гральных кривых. Однако условие единственности для этой точки 
будет считаться нарушенным только в том случае, когда хотя бы две 
кривые в этой точке будут иметь общую касательную. Т. е. если 

 (),(),( 0000 yxfyxf ji ≠ ji ≠ ) и через точку )  не проходят осо-

бые кривые семейств 0

,( 00 yx

ki ,1=),,( =Φ Cyxi  ( ), то решение уравнения, 
удовлетворяющее условию 00 )( yxy =  считается единственным. 
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ПРИМЕР 11.1. Найти общий интеграл уравнения . 
Найти решение, удовлетворяющее условию а) 

4)( 22 =−′ xy 0
1)1( =y , б) . 0)0(y =

y′РЕШЕНИЕ. Разрешая уравнение относительно , получаем: 
xyxy 2,2 −=′=′ . 

Интегрируя каждое из этих уравнений, находим: 
CxyCxy +−=+= 22 , . 

Общий интеграл исходного уравнения имеет вид 
( ) ( ) 022 =−+⋅−− CxyCxy . 

а) Найдем решение, удовлетворяющее условию 1. Имеем:  )1( =y
Cxy += 2      ⇒  C+=11      ⇒  0=C ; 
Cxy +−= 2      ⇒  C+−= 11      ⇒  2=C . 

Таким, образом, искомое решение  и 2 . Решение 
единственное, так как указанные кривые имеют в точке )  разные 
касательные (рис. 11.1). 

2xy = 2 +−= xy
1( ;1

                        

 

1

1

Рис. 11.1 

 

Рис. 11.2.

б) Найдем решение, удовлетворяющее условию 0 . Имеем: )0( =y
Cxy += 2      ⇒  C+= 00      ⇒  0=C ; 
Cxy +−= 2      ⇒  C+−= 00      ⇒  0=C . 

Таким, образом, искомое решение  и . Кривые  
и  имеют в точке )  общую касательную. Следовательно, 
единственности решения в точке )  нет (рис. 11.2). ⋄ 

2xy = 2xy −= 2xy =
2xy −= 0;0(

0;0(
Если уравнение (11.2) не удается разрешить относительно  даже 

неоднозначно, либо полученные в результате уравнения сложно интег-
рировать, то в ряде случаев все же можно найти общее решение в пара-
метрическом виде. Рассмотрим этот метод на примере неполных урав-
нений, т. е. уравнений, не содержащих явно 

y′

x  или . y
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11.2. Неполные уравнения 

а) Уравнения, содержащие только производную 

Пусть дифференциальное уравнение имеет вид 
 0)( =′yF . (11.5) 

xТак как уравнение (11.5) не содержит  и , то его корни тоже не 
будут зависеть от 

y
x  и , т. е. будут постоянными. Пусть существует 

хотя бы один вещественный корень 
y

iky =′  этого уравнения. Интегрируя 
уравнение , получаем: iky =′

x
Cyki

−
=Cxky i +=      или     . 

Так как  – корень уравнения (11.5), то  ik

0=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

x
CyF . 

0=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

x
CyFУравнению  удовлетворяют, очевидно, все решения диф-

ференциального уравнения и, следовательно, оно является общим инте-
гралом уравнения (11.5). 

ПРИМЕР 11.2. Общим интегралом уравнения  
( ) ( ) ( ) 0442 234 =+′−′+′−′ yyyy  

является выражение:  

0442
234

=+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

x
Cy

x
Cy

x
Cy

x
Cy  

(вещественные корни уравнения существуют, например корнем будет 
). ⋄ 1=′y

б) Уравнения, не содержащие искомой функции 

Рассмотрим уравнение вида 
 0),( =′yxF , (11.6) 

в котором отсутствует искомая функция . Возможны 2 случая: y
y′1) уравнение (11.6) разрешимо относительно  неоднозначно; 

y′2) уравнение (11.6) неразрешимо относительно , но допускает пара-
метрическое представление, т. е. может быть заменено двумя урав-
нениями вида 

  )(),( tytx ψϕ =′= . 
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Первый случай сводится к уравнению, рассмотренному в п. 11.1. 
Во втором случае можно попытаться найти его решение в параметриче-
ском виде. Имеем: 

dxydy ′= dttdx )(ϕ′=,     , 
⇒  dtttdy )()( ϕψ ′⋅= , 

Cdttty +′⋅= ∫ )()( ϕψ⇒  . 

Таким образом, интегральные кривые уравнения (11.6) определя-
ются в параметрическом виде следующими уравнениями: 
  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+′⋅=

=

∫ .)()(
,)(

Cdttty
tx

ϕψ
ϕ

Исключая здесь (и далее в подобных ситуациях) из параметрических 
уравнений параметр t , получаем общий интеграл исходного уравнения. 

xЕсли уравнение (11.6) можно разрешить относительно , т. е. запи-
сать в виде  

  )( yx ′= ϕ , 

yt ′=то в качестве параметра удобно взять . Тогда 
dtttdxydy )(ϕ′⋅=′=)(tx ϕ= ,     , 

Cdttty +′⋅= ∫ )(ϕ⇒  . 

Общее решение уравнения в этом случае определяется в параметриче-
ском виде уравнениями: 

  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+′⋅=

=

∫ .)(

,)(

Cdttty

tx

ϕ

ϕ
 

( ) yyx ′+′= 3ПРИМЕР 11.3. Проинтегрировать уравнение . 
xРЕШЕНИЕ. Уравнение не содержит  и разрешено относительно y . 

Следовательно, его решения можно найти в параметрическом виде.  
ty =′ . Тогда Полагаем 

( )dttdx 13 2 +=ttx += 3 ,     , 
( )dtttdxydy 13 2 +⋅=′= , 

( ) CttCdttty ++=++⋅= ∫ 24
313

2
42⇒  . 
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⎪⎩

⎪
⎨
⎧

++=

+=

Ctty

ttx

24
3

,
2

4

3

Таким образом, уравнения  определяют в пара-

метрическом виде общее решение заданного уравнения. ⋄ 

ПРИМЕР 11.4. Проинтегрировать уравнение )ln( =′−′ yxy 1. 
РЕШЕНИЕ. Уравнение не содержит  и может быть разрешено относи-
тельно 

y
x :  

y
y

x ′+
′

= ln1 .  

Следовательно, его решения можно найти в параметрическом виде.  
ty =′ . Тогда Полагаем 

dt
tt

dx ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=

11
2t

t
x ln1

+= ,     ,  

dt
t

dt
tt

tdxydy ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−⋅=′= 1111

2⇒  . 

Интегрируя, получаем 

CttCdt
t

y ++−=+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−= ∫ ln11 . 

Таким образом, уравнения  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

++−=

+=

Ctty

t
t

x

ln

,ln1
 

определяют общее решение уравнения в параметрической форме. ⋄ 

в) Уравнения, не содержащие независимой переменной 

Рассмотрим уравнение вида 
 0),( =′yyF , (11.7) 
в котором отсутствует свободная переменная x. Возможны 2 случая: 

y′  неоднозначно; 1)  уравнение (11.7) разрешимо относительно 
y′2)  уравнение (11.7) неразрешимо относительно , но допускает пара-

метрическое представление, т. е. может быть заменено двумя урав-
нениями вида 

  )(),( tyty ψϕ =′= .
Первый случай мы рассмотрели выше в п.11.1. Во втором случае 

можно попытаться найти его решение в параметрическом виде. Имеем: 
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)(t
dx
dy ψ=dtdy ϕ ′=      и     . 

Cdt
t
tx +

′
= ∫ )(

)(
ψ
ϕdt

t
t

t
dydx

)(
)(

)( ψ
ϕ

ψ
′

==⇒       и     . 

Таким образом, интегральные кривые уравнения (11.7) определя-
ются в параметрическом виде следующими уравнениями: 
  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

+
′

= ∫
.)(

,
)(
)(

ty

Cdt
t
tx

ϕ
ψ
ϕ

 

Если уравнение (11.7) можно разрешить относительно , т. е. за-
писать в виде  

y

  )( yy ′= ϕ , 

yt ′=то в качестве параметра удобно взять . Тогда 

dtdy ϕ ′=)(ty ϕ= ,      

dt
t
t

y
dydx )(ϕ′

=
′

= Cdt
t
tx +

′
= ∫

)(ϕ⇒       и     . 

Общее решение уравнения в этом случае определяется в парамет-
рическом виде уравнениями: 

  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

+
′

= ∫
.)(

,)(

ty

Cdt
t
tx

ϕ

ϕ
 

( ) ( ) 63 34 −′+′−′= yyyyПРИМЕР 11.5. Проинтегрировать уравнение . 
xРЕШЕНИЕ. Уравнение не содержит  и разрешено относительно . 

Найдем его решения в параметрическом виде. Полагаем . Тогда 
y

ty =′

( )dtttdy 194 23 +−=63 34 −+−= ttty      и     . 

dx
dyy =′Из   следует  

dt
t

ttdt
t
tt

y
dydx ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=

+−
=

′
=

194194 2
23

0≠t  ( ), 

CtttCdt
t

ttx ++−=+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−= ∫ ln

2
9

3
4194 232⇒  . 
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Таким образом, уравнения  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−+−=

++−=

63

,ln
2
9

3
4

34

23

ttty

Ctttx
 

определяют общее решение уравнения в параметрическом виде.  
Общее решение получено в предположении, что 0≠t . При =t 0  

получаем 6 . Проверка показывает, что это тоже решение уравне-
ния, которое не входит в общее решение.⋄ 

−=y

( ) 13232 =′+ yyПРИМЕР 11.6. Проинтегрировать уравнение . 
xРЕШЕНИЕ. Уравнение не содержит  и допускает параметрическое 

представление  
ty 3cos= ,     (где  ty 3sin=′ ]2;0[ π∈t ). 

Следовательно, его решения можно найти в параметрическом виде.  
Имеем: 

      ⇒  . ty 3cos= tdttdy sincos3 2 ⋅−=

dx
dyy =′ t3sin=Из   следует  

dt
t
tdt

t
tt

t
dydx 2

2

3

2

3 sin
cos3

sin
sincos3

sin
⋅−=

⋅−
== 0sin ≠t  ( ), 

CttCdt
t

tCdt
t
tx ++=+

−
⋅−=+⋅−= ∫∫ 3ctg3

sin
sin13

sin
cos3 2

2

2

2

⇒  . 

Таким образом, уравнения  

⎩
⎨
⎧

=
++=

ty
Cttx

cos
,3ctg3  

определяют общее решение уравнения в параметрическом виде.  
Общее решение получено в предположении, что 0sin ≠t . Уравне-

ние 0 ℤ), но только sin =t kt π= ∈k =t имеет множество решений  ( 0  и 
π=t  попадают в промежуток ]2;0[ π .  При =t 0 π=t и   получаем соот-

ветственно  и 1. Проверка показывает, что это тоже решения 
уравнения, которые не входят в общее решение.⋄ 

=y 1 −=y

Замечани е .  Уравнение в примере 11.6 можно было разрешить 
относительно  и проинтегрировать его также, как уравнение 
примера 11.5. Но тогда решение окажется более трудоемким, чем 
приведенное выше (убедитесь в этом самостоятельно). 

y
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11.3. Уравнения Лагранжа 

Пусть уравнение 0),,( =′yyxF  не может быть разрешено относи-
тельно , но является линейным относительно y′ x  и . В этом случае 
его можно записать в виде 

y

 )()( yyxy ′+′⋅= ψϕ . (11.8)

Такое уравнение называется уравнением Лагранжа. 
Решение уравнения Лагранжа можно найти в параметрической 

форме.  
ty =′Полагаем . Тогда уравнение (11.8) запишется в виде 

 ()( ttxy ψϕ +⋅= ) . 
x , получаем: Дифференцируя это выражение по 

dx
dtt

dx
dttxty )()()( ψϕϕ ′+′+=′ , 

[ ]
dx
dtttxtt )()()( ψϕϕ ′+′=− , 

[ ] )()()( ttxtt
dt
dx ψϕϕ ′=′−− , 

)(
)(

)(
)(

tt
t

tt
tx

dt
dx

ϕ
ψ

ϕ
ϕ

−
′

=
−
′

⋅− 0)( ≠− tt ϕ,   (где  ). (11.9)  

dt
dxx  и Последнее уравнение является линейным относительно  и, сле-

довательно, легко интегрируется методом вариации постоянной или ме-
тодом Бернулли. Пусть ),( Ctx μ=  – общее решение уравнения (11.9). 
Тогда общее решение уравнения Лагранжа в параметрическом виде 
 

⎩
⎨
⎧

+⋅=
=

.)()(),(
,),(

ttCty
Ctx

ψϕμ
μ

 
 

Общее решение уравнения Лагранжа получено нами в предположе-
нии, что 0)( ≠− tt ϕ . Если уравнение 0)( =− tt ϕ  имеет действительные 
корни , то к найденному общему решению уравнения Лагранжа надо 
еще добавить )

it
()( ii ttxy ψϕ +⋅= . Непосредственная проверка показыва-

ет, что это будут решения, которые теряются в процессе интегрирования. 

ПРИМЕР 11.6. Проинтегрировать уравнение . ( )342 yyxy ′−′=
РЕШЕНИЕ. Данное уравнение является уравнением Лагранжа. Полага-
ем . Тогда уравнение запишется в виде ty =′
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342 txty −= . 
x , находим: Дифференцируя это выражение по 

dx
dtt

dx
dtxty 21222 −+=′ , 

[ ]
dx
dttxtt 21222 −+=⇒  , 

[ ] 0122 2 =−+
dx
dttxt⇒  , 

0122 2
=

−
+

t
tx

dt
dx⇒    (где ≠t 0 ), 

tx
tdt

dx 122
=+⇒  . 

xПолучили линейное неоднородное уравнение относительно  и 

dt
dx vux ⋅=. Найдем его решение методом Бернулли. Полагаем . Тогда 

vuvux ′+′=′ x′x  и . Подставим  в уравнение и получим следующую 
систему для функций u  и v : 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=′

=+′

.12

,02

tvu

v
t

v  

2
1
t

v = Ctu += 43Решая эту систему, получаем  ,   и общее решение ли-

нейного неоднородного уравнения будет иметь вид 

2
23

t
Ct +=2

1
t

( )Ct +43=x . 

Следовательно, интегральные кривые исходного уравнения определя-
ются уравнениями: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=

+=

.22

,3

3

2
2

t
Cty

t
Ctx

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=

+=

3

2
2

42

,3

txty
t
Ctx

     или      

Это решение получено в предположении, что 0≠t . При 0=t  получаем 
30402 ⋅−⋅= xy      ⇒  0=y . 

Проверка показывает, что это тоже решение уравнения, которое не вхо-
дит в общее. ⋄ 
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11.4. Уравнения Клеро 

Получить уравнение (11.9) невозможно, когда 0)( ≡− tt ϕ . В этом 
случае )(tt ϕ=  или yy ′=′)(ϕ  и уравнение Лагранжа принимает вид 
 )( yyxy ′+′⋅= ψ . (11.10) 

Уравнение вида (11.10) называется уравнением Клеро.  
Так же как для уравнения Лагранжа, для интегрирования уравнения 

Клеро применяют параметрический метод.  
ty =′ . Тогда уравнение (11.10) запишется в виде Полагаем 

 )(ttxy ψ+⋅= . (11.11) 
xДифференцируя обе части уравнения (11.11) по , получаем: 

dx
dtt

dx
dtxty )(ψ ′++=′ , 

[ ]
dx
dttxtt )(ψ ′++= , 

[ ] 0)( =′+
dx
dttx ψ . 

Последнее уравнение распадается на два уравнения: 

0=
dx
dt 0)( =′+ tx ψ     или      . 

В первом случае решение уравнения определяется системой 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=

=

.)(

,0

txty
dx
dt

ψ
 

Ct =  и Откуда находим 
 )(CCxy ψ+⋅= . (11.12) 

Функция (11.12) является общим решением уравнения Клеро (од-
нопараметрическое семейство прямых). 

Замечани е .  Сравнивая выражения (11.10) и (11.12), замечаем, 
что для получения общего решения уравнения Клеро достаточно в 
исходном уравнении заменить производную y′  на произвольную 
постоянную C . 
Во втором случае решение определяется системой  

⎩
⎨
⎧

+=
=′+

,)(
,0)(

txty
tx
ψ

ψ  

из которой находим решение 
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⎩
⎨
⎧

+⋅′−=
′−=

.)()(
,)(

ttty
tx

ψψ
ψ  (11.13) 

Убедимся, что кривая (11.13) действительно является интегральной 
кривой уравнения Клеро.  

Из (11.13) находим: 
dttdx )(ψ ′′−= ,  

tdttdtttttdy ⋅′′−=′+′−⋅′′−= )()]()()([ ψψψψ , 

t
dtt
tdtt

dx
dy

=
′′−
⋅′′−

=
)(

)(
ψ
ψ⇒  . 

Следовательно, подставляя (11.13) в уравнение (11.10) получим тождество: 

{ {)()()()(
y
t

y
t

x
t

y
ttt

′
+
′

⋅′−=+⋅′− ψψψψ
32144 344 21

. 

Более того, обычно решение (11.13) является особым. Действи-
тельно, пусть   

constt ≠′ )(ψ . 
Тогда из уравнения 0)( =′+ tx ψ t можно выразить :  

)(xt χ= . 
Это позволит записать (11.13) в явном виде: 

))(()( xxxy χψχ +⋅= . 
Предположим, что это решение получается из общего при некотором 
значении постоянной : 0C

)())(()( 00 CxCxxx ψχψχ +=+⋅ . 
Тогда   

( ) ( ))())(()( 00 CxC
dx
dxxx

dx
d ψχψχ +=+⋅ , 

⇒  0)())(()()( Cx
x

xxxx =′⋅
−
′+′⋅+ χχψχχ

43421
, 

⇒  0)( Cx =χ . 
Следовательно, решение (11.13) может быть получено из общего 

только если допустить, что )(xCC = . Но это означает, что решение яв-
ляется особым. 

ПРИМЕР 11.7. Проинтегрировать уравнение . 1)( −′+′= yxyy
РЕШЕНИЕ. Данное уравнения является уравнением Клеро. Полагаем 

. Тогда уравнение запишется в виде ty =′
1−+= ttxy . 
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xДифференцируя обе части этого равенства по , получаем: 

dx
dtttx

dx
dty ⋅−+=′ −2 ,  

( ) 02 =− −tx
dx
dt

dx
dtttx

dx
dtt ⋅−+= −2⇒  .      или     

0=
dx
dt 02 =− −tx⇒       или     . 

В первом случае имеем: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=

=

− .

,0
1ttxy

dx
dt

 

Ct =Откуда получаем  и общее решение уравнения Клеро (однопара-
метрическое семейство прямых) 

1−+⋅= CCxy . 
Во втором случае  

⎩
⎨
⎧

+=
=−
−

−

.
,0

1

2

ttxy
tx  

Откуда находим  

⎩
⎨
⎧

=+⋅=
=

−−−

−

.2
,

112

2

tttty
tx  

Избавляясь от параметра t , получаем в итоге решение  
xy 42 = . 

Таким образом, парабола  есть огибающая семейства пря-
мых 

xy 42 =
1−+⋅= CCxy  (рис. 11.3) и является особым решением заданного 

уравнения Клеро. ⋄ 
 

Рис. 11.3.

x

y
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	а) Уравнения, содержащие только производную 
	б) Уравнения, не содержащие искомой функции 
	в) Уравнения, не содержащие независимой переменной 



