
ВАРИАНТ № 11 
 
Найти предел функции или доказать, что он не существует  

1) 
yx

y

y
x −
→
→ 2

3lim
0
0

;     2) 
xy
xy

y
x 3

42
lim

2
0

+−

→
→

. 

3) Найти все частные производные второго порядка от функции  y
x

xu 2⋅= . 
 
Найти указанные частные производные сложной функции 

4) 
u
vy

u
x

xy
z =

+
== ,

1
1,

sin
1 ;  

u
z

∂
∂  − ?     

v
z
∂
∂  − ?     2

2

v
z

∂
∂  − ? 

5) ( ) tgtytx
x
y

y
xz 4,1, 2

22

=−=+= ;     
dt
dz  − ?   

6) , ];[ 2 yxyxfz −+=
yx

z
∂∂

∂2
 − ? 

 

7) Функция    задана неявно уравнением ( )xyy = yxxy 2cos += . Найти 
dx
dy . 

8) Функция    задана неявно уравнением ln( yxzz ,= ) 1−++= zyxz . Найти 
x
z
∂
∂  и 

y
z
∂
∂ . 

 
9) Для функции  ( )yx eez += ln   найти: 
а) производную в точке  О(0,0)  в направлении вектора  { }4,3−=e ; 
б) gradz  в точке  N(1,1). 

 
10) Записать уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 

 в точке М(1,1,1).  Существует ли на поверхности точка, в 
которой касательная плоскость к поверхности параллельна плоскости  XOY ? 

22 222 =+− zyx

 
11) Исследовать на экстремум функцию  

4183 22 −+−+= yxyxz . 
12) Записать формулу Тейлора до членов 2-го порядка малости для функции 

)cos( yxu −=  в окрестности точки М(π,0). 

13) Исследовать функцию 35 yxz −=  на непрерывность и дифференцируемость в 
точке М(0;0). 

 
14) Найти наибольшее и наименьшее значения функции  в области xyyxz 333 −+=

21,20 ≤≤−≤≤ yx . 

15) Вычислить приближённо значение функции 
yx
yxz

−
+

=   в точке  М(2,04;2,95). 



ВАРИАНТ № 12 
 
Найти предел функции или доказать, что он не существует  

1) ( )
22

2

0
0

1lim
yx
yx

y
x +

−

→
→

;     2) ( )
22

3

0
0

1lim
yx
yx

y
x +

+

→
→

. 

3) Найти все частные производные второго порядка от функции  
22

ln
yx

au
+

=   

(a− const). 
 
Найти указанные частные производные сложной функции 

4) uvyvuxyxz =+=+= ,,22 ; 
u
z

∂
∂  − ?     

v
z
∂
∂  − ?     

vu
z
∂∂

∂2

 − ? 

5) 3,3,arcsin tyx
x
yz t === − ;     

dt
dz  − ?   

6) , ];[ 22 xyyxfz −=
yx

z
∂∂

∂2
 − ? 

 

7) Функция    задана неявно уравнением ( )xyy = yxyx +=+ 222 . Найти  
dx
dy . 

8) Функция  задана неявно уравнением . Найти ( yxzz ,= ) 023 =−++ xyxzz
x
z
∂
∂  и 

y
z
∂
∂ . 

 
9) Для функции  найти: zyxxyzyxu 62332 222 −−++++=
а) производную в точке  О(0,0,0)  в направлении вектора  { }3,2,1 −=e ; 
б) gradu  в точке  О(0,0,0). 

 
10) Записать уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 

 в точке М(1,0,2).  Существует ли на поверхности точка, в 
которой нормаль к поверхности параллельна оси  OZ ? 

924 222 =+− zyx

 
11) Исследовать на экстремум функцию . 22 xyyxxyz −−=
 
12) Записать формулу Тейлора до членов 2-го порядка малости для функции 

)sin( yxu −=  в окрестности точки М(π,0). 

13) Исследовать функцию 3yxyz −=  на непрерывность и дифференцируемость в 
точке М(0;0). 

 
14) Найти наибольшее и наименьшее значения функции  22 23 yxz −−=   в круге  

. 122 ≤+ yx
15) Вычислить приближённо  35 995,7002,1 ⋅ . 



ВАРИАНТ № 13 
 
Найти предел функции или доказать, что он не существует  

1) 
yx

x

y
x −
→
→

0
0

lim ;     2) 
xy
xy

y
x

93lim
0
0

+−

→
→

. 

3) Найти все частные производные второго порядка от функции  ( )yexu += ln . 
 
Найти указанные частные производные сложной функции 

4) ; 332 ,13, vuyuxyz x +=+==
u
z

∂
∂  − ?     

v
z
∂
∂  − ?     2

2

u
z

∂
∂  − ? 

5) 3
1,lg,

2

t
ytxez yx === ;     

dt
dz  − ?   

6) ];[ 2

y
xyxfz += , 

yx
z
∂∂

∂ 2
 − ? 

 

7) Функция   задана неявно уравнением ( )xyy = yxyx arcsinarcsin −=− . Найти  
dx
dy . 

 
8) Функция    задана неявно уравнением . ( yxzz ,= ) 08822 222 =+−−++ zxzzyx

Найти  
x
z
∂
∂    и   

y
z
∂
∂ . 

9) Для функции  ( )2
3

22 yxz +=   найти: 
а) производную в точке  М(1,2)  в направлении от точки  М  к точке  N(2,0); 
б) gradz  в точке  К(2,2). 

 
10) Записать уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 

 в точке М(2,1,2).  Существует ли на поверхности точка, в 
которой нормаль к поверхности параллельна оси  OZ ? 

2210 22 =+− zyx

 
11) Исследовать на экстремум функцию . 3324236 yxyxyxz −−=
 
12) Записать формулу Тейлора до членов 3-го порядка малости для функции 

 в окрестности точки М(1,1,1). xyzyzyxu +−= 23

 
13) Исследовать функцию 33 xyyxz +−+=  на непрерывность и 
дифференцируемость в точке М(0;0). 

 
14) Найти наибольшее и наименьшее значения функции    в 
замкнутой области, ограниченной прямыми  

xxxyyz +−+= 22 32
2,0,0 =+== yxyx . 

15) Вычислить приближённо   05,197,0 .



ВАРИАНТ № 14 
 
Найти предел функции или доказать, что он не существует  

1) 22
0
0 3

5lim
yx

xy

y
x +
→
→

;     2) 
x

y
x x

y
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

→
∞→

1lim
2

. 

3) Найти все частные производные второго порядка от функции  x
y

yeu = . 
 
Найти указанные частные производные сложной функции 

4) ( ) ( )vuyvux
y
xz 2cos,2sin,

2

+=+=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛= ;  − ?     
v
z
∂
∂  − ?     2

2

v
z

∂
∂  − ? 

u
z

∂
∂

5) tarctgy
t

xz y
x

=== ,1,2 ;     
dt
dz  − ?   

6) ];[
2

2

y
xxyfz = , 

yx
z
∂∂

∂ 2
 − ? 

7) Функция  зада на неявно уравнением . Найти  ( )xyy = 03223 =+++ ybxyyaxx
dx
dy . 

8) Функция    задана неявно уравнением . ( yxzz ,= ) 08222 333 =+−−++ yxyzzyx

Найти  
x
z
∂
∂    и   

y
z
∂
∂ . 

9) Для функции  ( )22sin yxz +=   найти: 
а) производную в точке  М(1,1)  в направлении от точки  М  к точке  N(3,7); 

б) gradz  в точке  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
2

,0 πK . 

10) Записать уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 
 в точке М(1, 1, 3).  Существует ли на поверхности точка, в 

которой нормаль к поверхности параллельна оси  OY ? 
02 222 =−+ zyx

11) Исследовать на экстремум функцию 
yx

yxz 1122 +++= . 

12) Записать формулу Тейлора до членов 3-го порядка малости для функции 
 в окрестности точки М(1,1,1). zxyxyzyzxu 222 +−=

13) Исследовать функцию 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+

≠+
+
+

=

0,0

0,

33

33
33

xy

xy
xy
yx

z  на непрерывность и 

дифференцируемость в точке М(0;0). 
14) Найти наибольшее и наименьшее значения функции  в 
области 0

yxxyxz 8422 +−+=
1≤≤ x , 0 . 2≤≤ y

15) Вычислить приближённо значение функции 33 yxz +=   в точке  М(1,02; 1,97). 



ВАРИАНТ № 15 
 
Найти предел функции или доказать, что он не существует  

1) 24

2

0
0

2lim
yx
yx

y
x +
→
→

;     2) 
yxyxx

yx

y
x 22
lim 2

22

2
2 −−+

−

→
→

. 

3) Найти все частные производные второго порядка от функции  yxu += 2ln . 
 
Найти указанные частные производные сложной функции 

4) ; vuvu eyexyxz +− ==+= ,,3

u
z

∂
∂  − ?     

v
z
∂
∂  − ?     

vu
z
∂∂

∂2

 − ? 

5) 
t

y
t

x
y
xz

cos
1,1cos,2 === ;     

dt
dz  − ?  

6) ]);[ln( yxyxfz −+= , 
yx

z
∂∂

∂ 2
 − ? 

 

7) Функция    задана неявно уравнением . Найти  ( )xyy = 0122 =+− xyx
dx
dy . 

8) Функция  задана неявно уравнением . Найти  ( yxzz ,= ) 0325 =−+ xzyxz
x
z
∂
∂  и 

y
z
∂
∂ . 

9) Для функции  
yx

xz
+

= arcsin   найти: 

а) производную в точке  М(1,1)  в направлении от точки  М  к точке  N(2,2); 
б) gradz  в точке  К(3,4). 

10) Записать уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 
 в точке М(1,1,2).  Существует ли на поверхности точка, в 

которой нормаль к поверхности параллельна оси  OY ? 
012 222 =+−+ zyx

 
11) Исследовать на экстремум функцию . 54562 22 −+−++= yxyxyxz
12) Записать формулу Тейлора до членов 3-го порядка малости для функции 

 в окрестности точки М(1,1,1). 233 xyzxu +−=

13) Исследовать функцию 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+

≠+
+

+

=

0,0

0,

33

33
3 33

xy

xy
xy

yx

z  на непрерывность и 

дифференцируемость в точке М(0;0). 
14) Найти наибольшее и наименьшее значения функции  в 
квадрате 

4183 22 −+−+= yxyxz
10 ≤≤ x , 0 1≤y . ≤

15) Вычислить приближённо  ( ) ( )22 01,498,2 + . 



ВАРИАНТ № 16 
 
Найти предел функции или доказать, что он не существует  

1) ( )
( )xyyx

yx

y
x 22

22

0
0

cos1lim
+

+−

→
→

;     2) 22

22

0
0

11
lim

yx
yx

y
x +

−+

→
→

. 

3) Найти все частные производные второго порядка от функции  
x
ytgu = . 

Найти указанные частные производные сложной функции 

4) 
u
vyvuxyz x =⋅== ,,2 ; 

u
z

∂
∂  − ?     

v
z
∂
∂  − ?     2

2

u
z

∂
∂  − ? 

5) 
3

3 1,,1
t

ytx
xy

arctgz === ;     
dt
dz  − ?    

6) , xyyxyxfz sin];[ 22 +−+=
yx

z
∂∂

∂ 2
 − ? 

7) Функция    задана неявно уравнением . Найти ( )xyy = yxey +=1
dx
dy . 

8) Функция    задана неявно уравнением . Найти  ( yxzz ,= ) 0=+− zeyzx
x
z
∂
∂    и   

y
z
∂
∂ . 

9) Для функции  22
1

yx
z

+
=   найти: 

а) производную в точке  М(3,4)  в направлении радиус-вектора точки  М; 

б) gradz  в точке  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
1,

2
1К . 

10) Записать уравнения касательной  плоскости  и  нормали  к  поверхности  

22
94

22

=++ zyx   в точке  М(-2,3,0). Существует ли на поверхности точка, в 

которой нормаль к поверхности параллельна оси  OY ? 
11) Исследовать на экстремум функцию . xxyxz 162 22 −+=
12) Записать формулу Тейлора до членов 3-го порядка малости для функции 

 в окрестности точки М(1,1). )ln( 33 yxu =

13) Исследовать функцию 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+

≠+=
+

+
−

0,0

0,
33

3333

xy

xyez xy
yx

 на непрерывность и 

дифференцируемость в точке М(0;0). 
 
14) Найти наибольшее и наименьшее значения функции ( )yxyxz +++= sinsinsin  в 

прямоугольнике 
2

0 π
≤≤ x , 

2
0 π

≤≤ y . 

15) Вычислить приближённо  ( )  97,31,1 .



ВАРИАНТ № 17 
 
Найти предел функции или доказать, что он не существует  

1) 
yx

yxyx

y
x +

++−

→
→

22

0
0

23lim ;     2) ( )
( )22

22

0
3 3

113lim
−−

−+−−

→
→ yx

yx

y
x

. 

 
3) Найти все частные производные второго порядка от функции  3 23 yxu += . 
 
Найти указанные частные производные сложной функции 

4) vuyvux
y
xz ⋅=+== ,, 22 ; 

u
z

∂
∂  − ?     

v
z
∂
∂  − ?     2

2

v
z

∂
∂  − ? 

5) 1,3,sin 22 +=== tytx
y

xz ;     
dt
dz  − ?   

6) , yxyx eyxefz ++ +−= ];[
yx

z
∂∂

∂ 2
 − ? 

 

7) Функция    задана неявно уравнением ( )xyy = ( ) 623442 9ayxyxa =−+ . Найти 
dx
dy . 

8) Функция    задана неявно уравнением . Найти  ( yxzz ,= ) zezyx =++
x
z
∂
∂    и   

y
z
∂
∂ . 

9) Для функции    найти: yxyxz 2322 +−+=
а) производную в точке  О(0,0)  в направлении от точке  М  к точке  N(3,4); 
б) gradz  в точке  О(0,0). 

 
10) Записать уравнения касательной и нормали к поверхности  в 
точке М(4,7,3). Существует ли на поверхности точка, в которой касательная 
плоскость к поверхности параллельна плоскости  XOZ ? 

3722 222 −=+− zyx

 
11) Исследовать на экстремум функцию ( ) ( )42 12 −+−+= yyxz . 
 
12) Записать формулу Тейлора до членов 3-го порядка малости для функции 

 в окрестности точки М(1,1). yxeu +=
2

13) Исследовать функцию  на непрерывность и 
дифференцируемость в точке М(0;0). 

xyxyxz −+−= 223

 
14) Найти наибольшее и наименьшее значения функции    в 
замкнутой области, ограниченной треугольником с вершинами в точках А(1,0),  
В(0,0)  и  С(0,1). 

yyxyxz +−+= 22 32

15) Вычислить приближённо значение функции 22 yx
xyz
+

=   в точке  М(1,01; 1,03). 



ВАРИАНТ № 18 
 
Найти предел функции или доказать, что он не существует  

1) 
yx

yxyx

y
x +

++−

→
→

22

0
0

lim ;     2) 
( )
( )22

22

1
0 1

111
lim

−+

−+−+

→
→ yx

yx

y
x

. 

3) Найти все частные производные второго порядка от функции  
. ( )yyyxeu x sincos −=

 
Найти указанные частные производные сложной функции 

4) ; vuyvuxyxz +=+=+= 2332 3,42,
u
z

∂
∂  − ?     

v
z
∂
∂  − ?     

vu
z
∂∂

∂2

 − ? 

5) ;     322 ,sin, tytxez yx === −

dt
dz  − ?  

6) , xyyxyxfz sin];[ 22 +−+=
yx

z
∂∂

∂ 2
 − ? 

 

7) Функция    задана неявно уравнением . Найти  ( )xyy = 2244 2 yxyx =+
dx
dy . 

8) Функция   задана неявно уравнением . Найти  ( yxzz ,= ) 01=−− xyzez

x
z
∂
∂    и   

y
z
∂
∂ . 

 
9) Для функции  ( )22ln yxz +=   найти: 
а) производную в точке  М(1,3)  в направлении вектора  { }2,1−=l ; 
б) gradz  в точке  N(1,0). 

 
10) Записать  уравнения  касательной  плоскости и нормали к поверхности  

  в точке  М(-2,1,2). Существует ли на поверхности точка, в 
которой нормаль к поверхности параллельна оси  OZ ? 

222 222 =−− zyx

 
11) Исследовать на экстремум функцию . xyxyxz −+−= 22

12) Записать формулу Тейлора до членов 3-го порядка малости для функции 
 в окрестности точки М(0,1). 

2yxeu +=
13) Исследовать функцию  на непрерывность и 
дифференцируемость в точке М(0;0). 

xyyyz −+−= 22

 
14) Найти наибольшее и наименьшее значения функции  32 −−= yxz   в области, 
ограниченной прямыми 1,0,0 =+== yxyx . 

15) Вычислить приближённо значение функции 21 xyz ++=   в точке  М(0,99; 
0,02). 



ВАРИАНТ № 19 
 
Найти предел функции или доказать, что он не существует  

1) 22
0
0

3lim
yx

xy

y
x +
→
→

;     2) 
x

y
x x

y
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

→
∞→

21lim
2

. 

3) Найти все частные производные второго порядка от функции  
y
xyu 2cos= . 

Найти указанные частные производные сложной функции 

4) ; 2233 ,, vuyvuxyxz +=⋅=−=
u
z

∂
∂  − ?     

v
z
∂
∂  − ?     2

2

u
z

∂
∂  − ? 

5) ( )constrtrytrx
yx

z −==
+

= sin,cos,3
22

;    
dt
dz  − ? 

6) )ln(];[ 22 yxyx
y
xfz −+−= , 

yx
z
∂∂

∂ 2
 − ? 

7) Функция    задана неявно уравнением . Найти ( )xyy = 0233 =+− xyy
dx
dy . 

8) Функция    задана неявно уравнением . ( yxzz ,= ) 010422222 =−−+−++ zyxzyx

Найти  
x
z
∂
∂    и   

y
z
∂
∂ . 

9) Для функции    найти: 23yxz =
а) производную в точке  М(-9, 12)  в направлении биссектрисы первого 
координатного угла; 

б) gradz  в точке  М(-9, 12). 
 
10) Записать уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 

 в точке М(1,1,1).  Существует ли на поверхности точка, в 
которой нормаль на поверхности параллельна оси OZ ? 

12 222 =−− zyx

 
11) Исследовать на экстремум функцию . 42 2 yxyxz +−=
12) Записать формулу Тейлора до членов 3-го порядка малости для функции 

 в окрестности точки М(1,1,0). 222234 zyxxyzyxu +++=
 
13) Исследовать функцию  на непрерывность и 
дифференцируемость в точке М(0;0;0). 

xyxzyxz −+−−= 2223

 
14) Найти наибольшее и наименьшее значения функции  в 
квадрате 

4183 22 −+−+= yxyxz
40 ≤≤ x , 40 ≤y . ≤

15) Вычислить приближённо  . 32 998,3003,2 ⋅



ВАРИАНТ № 20 
 
Найти предел функции или доказать, что он не существует  

1) 42

2

0
0

2lim
yx

xy

y
x +
→
→

;     2) 
11

lim
22

22

0
0 −++

+

→
→ yx

yx

y
x

. 

3) Найти все частные производные второго порядка от функции  
y
xu arccos= . 

Найти указанные частные производные сложной функции 

4) uveyvuxxyz =−== ,, 22 ; 
u
z

∂
∂  − ?     

v
z
∂
∂  − ?     2

2

v
z

∂
∂  − ? 

5) tytx
y
xz 3,1,cosln 3 =+== ;     

dt
dz  − ?   

6) , )(];[ 22 xyyxxyfz ϕ+−=
yx

z
∂∂

∂ 2
 − ? 

 

7) Функция    задана неявно уравнением . Найти  ( )xyy = 0233 −−+ xyyx
dx
dy . 

8) Функция  задана неявно уравнением . Найти  ( yxzz ,= ) 03 =−+ xzxyz
x
z
∂
∂    и   

y
z
∂
∂ . 

9) Для функции  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

y
xz 1ln   найти: 

а) производную в точке  М(1,1)  в направлении от точки  М  к точке  О(0,0); 
б) gradz  в точке  М(1,1). 

 
10) Записать  уравнения  касательной  плоскости и нормали к поверхности  

  в точке  М(1,1,-1). Существует ли на поверхности точка, в 
которой нормаль к поверхности параллельна оси  OY ? 

02 22 =++ xyz

11) Исследовать на экстремум функцию  ( )22 yxez
x

+= . 
 
12) Записать формулу Тейлора до членов 3-го порядка малости для функции 

 в окрестности точки М(1,1,1). 33332 zyxzxyyxu +++=
 
13) Исследовать функцию  на непрерывность и 
дифференцируемость в точке М(0;0;0). 

22223 yxyxzyxz +−+−−=

 
14) Найти наибольшее и наименьшее значения функции  

  в прямоугольнике  444332 22 +++−−= yxyxxyz 30 ≤≤ x , . 20 ≤≤ y
15) Вычислить приближённо  . 96,202,1 ⋅e


