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1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ

ТЕОРИИ СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ

ВВЕДЕНИЕ

Статистические задачи занимают значительно место в матеметике, физике, экономике, особенно в случае необходимости учета флуктуационные эффекты. Наибольшую популярность и простоту имеют стохастические процессы, построенные на основе теории марковских случайных процессов диффузионного типа, а так же процессы, флуктуирующие параметры которых являются гауссовыми случайными величинами. 

Цель данного курса – показать взаимосвязь экономики, физики и теории стохастических процессов – как различные задачи, описываемые стохастическими уравнениями, могут быть решены при помощи общего подхода, известного в уравнениях математической физики. 

Определение: пусть G – некоторое множество, содержащее все подмножества множества (, т.е. G=2(. Если 
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При выполнении свойств 1) – 4) 
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 называют ( – алгеброй пространства событий (.

Определение: вероятностью 
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 попарно не пересекаются друг с другом.

При выполнении свойства 3) говорят о (–аддитивности вероятности. Если справедливо равенство 
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, то принято говорить только об аддитивности вероятности. 

Определение: тройка 
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 называется вероятностным пространством.

Определение: случайной величиной называется функция 
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, отображающая вероятностное пространство в одномерное евклидово пространство.

Определение: случайной функцией называется отображение 
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, если для каждого момента t она представляет собой случайную величину. Если t время, то 
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Определение: пусть 
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Определение: пусть 
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 – вероятностное пространство, 
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 называется реализацией (выборочной функцией), соответствующей элементарному событию 
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В соответствии с данным определением случайный процесс можно трактовать как совокупность сечений или пучок траекторий. 

Определение: случайный процесс  
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 непрерывна справа и имеет конечный предел слева. 

Определение: пусть 
[image: image32.wmf](

)

(

)

w

h

w

x

,

,

,

t

t

 – два случайных процесса. Они называются стохастически эквивалентными на T, если вероятность их отклонений в любой момент времени 
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1.1. ПРИМЕРЫ СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ
1) Рассмотрим обыкновенное дифференциальное уравнение с некоторым случайным возмущением: 


[image: image35.wmf](

)

(

)

0

,

,

0

0

2

>

l

=

+

l

-

=

=

x

x

t

f

x

t

x

t

&

.




(1)

Пусть 
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т.е. исходное уравнение превращается в уравнение с разделяющимися переменными. Тогда 
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Обозначим через 
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Данное решение имеет особенность в точке 
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Односторонние пределы не равны друг другу, т.е. в 
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 функция (2) теряет непрерывность. Более того, можно говорить о взрывном характере поведения в окрестности 
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Впомним про случайную силу 
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 и исследуем оказываемое ею влияние на поведение решения задачи (1). При 
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 в область отрицательных значений, причем это происходит до момента 
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Вид решения показан схематично на рис. 1. 

2) Поведение на финансовых рынках.

Допустим, что на финансовом рынке производится покупка или продажа некоторого товара стоимостью 
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Рис. 1. Поведение решения задачи (1) в окрестности особой точки

Предположим, что величина прибыли имеет нормальное распределение: 
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(3)
Кроме того, с силу сделанных ранее предположений 
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Действительно, 
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, т.е. к функции распределения случайной величины 
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Рассмотрим промежуток 
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зависит от времени, причем чем больше времени между продажей и покупкой, тем более сильным может быть это изменение. Пусть имеет место линейная зависимость:
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(4)

Рассмотрим случай отсутствия случайной составляющей (, т.е. найдем решение уравнения 
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Пусть в начальный момент времени стоимость продукта на бирже составляла 
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Переходя в нем к пределу при 
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решение которого с учетом начального условия есть 
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Учтем теперь влияние стохастической составляющей (. Для этого определим стандартное отклонение 
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Определение: волатильностью случайного процесса S называется число 
[image: image103.wmf](

)

(

)

å

=

-

-

D

=

D

N

i

i

R

R

N

t

t

S

0

2

1

1

, где 
[image: image104.wmf]t

D

– некоторый интервал времени.

Волатильность характеризует неустойчивость случайного процесса. Чем она больше, тем процесс менее устойчив и тем сложнее прогнозировать его поведение. 

Для проведения оценки 
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Подставляя (5) в (4), имеем:
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Вспоминая, что 
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которая зависит только от x. 

Обозначим через 
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Найдем параметры процесса 
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(делаем замену переменного под знаком интеграла 
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. Последнее равенство есть функция распределения нормальной случайной величины с нулевым средним и дисперсией 
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В соответствии со сделанным обозначением (6) запишется в виде 
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Это основное уравнение данного курса. Его решение будет получено позднее. 

Уравнение (7) описывает случайное блуждание частицы или системы частиц в некоторой среде. При этом предполагается, что время между столкновениями двух соседних частиц пренебрежимо мало по сравнению со временем жизни системы в целом. Это так называемое броуновское движение.

Определение: волатильностью случайного процесса S называется число 
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1.2. СХОДИМОСТЬ СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ 

В СРЕДНЕКВАДРАТИЧНОМ. 

НЕПРЕРЫВНОСТЬ. ДИФФЕРЕНЦИРУЕМОСТЬ
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Определение: пусть  
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 случайные процессы. Говорят, что  
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Определение: пусть  
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 случайные процессы. Говорят, что  
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 в среднеквадратичном в т. t=t0 , если 
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Определение (см., например, [6,13,15]): пусть  
[image: image149.wmf]R

T

n

®

W

´

x

x

:

,

 случайные процессы. Говорят, что  
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Можно показать (см. [19]), что выполнены следующие соотношения между данными определениями:

сходимость п.в. ( сходимость в среднеквадратичном ( сходимость по вероятности ( сходимость по распределению. 

В теории курса наиболее важным является сходимость в среднеквадратичном, поэтому остановимся на ней более подробно. Докажем справедливость утверждения следующей леммы. 

Лемма 1.2.1: пусть 
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Доказательство: Так как последовательность 
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причем оно справедливо для любого (>0. Пусть (1=(-1. Тогда 
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Определение: пусть 
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 случайный процесс. Говорят, что  
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Определение: ковариационной функцией случайного процесса 
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Ковариационная функция играет исключительно важную роль при определении случайных процессов. Ее важность определяется следующими теоремами.

Теорема 1.2.1: пусть 
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Доказательство: по условию, 
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так как 
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Определение: пусть 
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Процесс 
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Теорема 1.2.2: процесс 
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Теорема 1.2.3: пусть существует функция 
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Доказательство: справедливость утверждения следует из неравенства 
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. Выражение, стоящее справа, стремится к квадратному корню производной 
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Выражение слева есть 
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Теорема 1.2.4: пусть в каждый момент времени существует производная 
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Доказательство: действительно, 
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Кроме того, 
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, причем в последнем равенстве знак математического ожидания и производной можно поменять в соответствии с теоремой 3, ч.т.д.

Определение: пусть 
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Доказательство: допустим противное. Пусть 
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. Противоречие доказывает теорему. 

Замечание: теоремы 3, 4 устанавливают основные характеристики случайного процесса 
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 1.3. ВИНЕРОВСКИЙ ПРОЦЕСС
Винеровский процесс является наиболее простым и изученным среди случайных процессов. Его широкие применения в экономической теории, в теории фракталов, в финансовой математике обусловливают повышенный теоретический интерес к его свойствам. В основе винеровского процесса лежат так называемые марковские  процессы, когда вероятность занять системой определенное местоположение в заданном диапазоне в будущий момент времени однозначно определяется только текущими ее координатами и не зависит от прошлых состояний. В соответствии с этим допущением можно получить следующее определение: 

Определение: винеровским процессом 
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Для того чтобы оперировать с винеровским процессом, требуется знание начальных и центральных моментов нормальных случайных величин. 

Пусть имеется случайная величина 
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Далее проинтегрируем по частям выражение для 
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Выражая 
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Доказательство: найдем математическое ожидание выражения 
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(по аксиоме 2) винеровского процесса) =
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Теперь определим дисперсию 
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(по аксиоме 1) винеровского процесса) = 
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Так как в выражении для дисперсии записаны четвертый и второй начальные моменты нормальной случайной величины (ибо приращения винеровского процесса нормальны), то для продолжения доказательства воспользуемся формулой (9). 
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Так как математическое ожидание для 
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Замечание: определение винеровского процесс справедливо с точностью до произвольной случайной величины (, которая играет роль константы. Для доказательства рассмотрим процесс 
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2) случайная величина 
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 распределена нормально с нулевым средним и дисперсией 
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3) реализации 
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В дальнейшем, чтобы зафиксировать конкретный винеровский процесс, будем фиксировать начало этого процесса – точку 
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Теорема 1.3.2: винеровский процесс не дифференцируем в среднеквадратичном в любой момент времени T. 

Доказательство: рассмотрим левую и правую производные в точке (t,(). Имеем:
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Заметим, что если в аксиоме 2) винеровского процесса положить 
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Теорема 1.3.3 (о ковариационной функции винеровского процесса): пусть начальная точка винеровского процесса 
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(так как приращения винеровского процесса независимы) = 
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(так как приращения винеровского процесса независимы) = 
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Объединяя вместе два этих случая, получаем, что 
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1.4. ИНТЕГРАЛ ИТО. СВОЙСТВА. ФОРМУЛА ИТО
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По условию известно, что функция 
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Рассмотрим более подробно сумму 
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Среднеквадратичный предел для 
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Собирая все части, окончательно получаем, что 
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Замечание: добавок 
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 в интеграле Ито возникает из-за стохастичности подынтегральной функции. Если функция детерминирована (см. пример 2 п.1.4), то этот добавок отсутствует. 
1.4.1.СВОЙСТВА ИНТЕГРАЛА ИТО
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1) Пусть 
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Доказательство: докажем, что существует предел в среднеквадратичном. Действительно, 
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Последний интеграл – интеграл Римана от непрерывной ограниченной функции, который будет всегда существовать, ч.т.д.
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Доказательство: рассмотрим такое разбиение интервала [a,b], чтобы точка разбиения попадала в точку c: 
[image: image361.wmf]b

t

t

t

c

t

t

t

t

a

n

n

s

s

=

<

<

<

<

=

<

<

<

<

=

-

+

1

1

2

1

0

...

...

. Так как 
[image: image362.wmf]ò

b

a

dW

f

 существует, то существует предел 
[image: image363.wmf](

)

2

1

1

0

lim

÷

ø

ö

ç

è

æ

D

å

=

-

®

l

i

n

i

i

W

t

f

E

в среднеквадратичном. Тогда справедливо равенство:
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Доказательство: так как 
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В силу справедливости равенства (аналогичное равенство выполнено и для функции g)
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4) Пусть 
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5) О математическом ожидании интеграла Ито: пусть 
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Доказательство: по определению, 
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Пользуясь тем, что 
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что и требовалось доказать. 

6) Пусть 
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Доказательство: по условию теоремы, докажем, что 
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Рассмотрим подробнее каждое из слагаемых. Воспользуемся тем, что в силу независимости приращений винеровского процесса 
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По условию теоремы  интеграл по Риману 
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Замечание: для сокращения записи пишут, что 
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Согласно свойствам 6), 7) можно говорить, что 
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8) Интегрирование многочленов: обобщим свойства 6) – 7). Докажем, что 
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Доказательство: рассмотрим производную по времени:
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Воспользуемся формулой бинома Ньютона. Тогда 
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Следовательно, (13) преобразуется к виду:
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Применим свойства 6), 7). Тогда 
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Интегрируя это выражение на промежутке 
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Выразим 
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что и требовалось доказать.

Замечание: формула интегрирования многочленов является аналогом формулы интегрирования по частям. Кроме того, нетрудно заметить, что в (12) имеется добавок 
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1.4.2. ФОРМУЛА ИТО

Формула Ито является основной при интегрировании случайных процессов. Ее замечательные свойства позволяют получить основные уравнения и краевые задачи, являющие следствием соответствующих математических моделей. Рассматривая свойства интеграла, мы вплотную подошли к ее формулировке. 

Теорема 1.4.1 (одномерная формула Ито): пусть 
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или в интегральной форме
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Доказательство: рассмотрим функцию 
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Суммируя по 
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Заметим, что при этом мы воспользовались свойствами 6) и 7): 
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Таким образом, выражение (16) совпадает с (15). Вспоминая о принятых обозначениях, получаем (14), ч.т.д.

По аналогии с теоремой 1.4.1 можно доказать справедливость двумерной формулы Ито:

Теорема 1.4.2 (двумерная формула Ито): пусть 
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 – некоторый двумерный случайный процесс. Тогда 
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где 
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 – взаимная корреляция между двумя независимыми винеровскими процессами.  
Приведем примеры на применение формулы Ито.

Примеры:

1) Рассмотрим процесс поведения на финансовых рынках, который был введен в п. 1.1. Дифференциальное уравнение (7) определяет стоимость некоторого актива, подвергающегося случайному взаимодействию с внешним миром:
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Введем новую переменную 
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Используем (7). Тогда 
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 (по свойствам 6), 7) интеграла Ито) = 
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(17)

Заметим, что такая замена переменного помогает в нахождении решения (7). Действительно, используя формулу Ито и свойство 3) интеграла Ито (п. 1.4.1) имеем:
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Вся сложность нахождения решения уравнения (7) заключается в определении стохастического интеграла 
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Вычислим 
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Поэтому 
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. Подставляя все члены в (18), окончательно получим: 
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Полагая, что в начальный момент времени случайная величина 
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Полученное решение имеет интересные свойства:

a) если 
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 с ростом времени неограниченно возрастает и 
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 стремится к бесконечности. Это означает, что стоимость товара стремится к бесконечности. Кроме того, прибыль за время t, которая может быть найдена как 
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b) если 
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c) если 
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2) Процесс Орнштейна – Уленбека. 

Пусть 
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 – скорость частицы массой m, находящейся в подвижной среде и движущейся под воздействием множественных случайных взаимодействий частиц друг с другом. Пусть при этом имеется трение вида 
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где 
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Уравнению (20) можно дать и экономическую формулировку: пусть 
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 – скорость продажи или покупки некоторого актива стоимостью m, причем плата за ведение торговых операций равна 
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Стохастическое уравнение (20) принято называть уравнением Орнштейна – Уленбека. Оно существенно нелинейно и разделить переменные, как это было проделано в примере 1), не удается. 

Для нахождения решения умножим (20) на интегрирующий множитель. В самом общем случае вид множителя будет зависеть от типа решаемого уравнения. К сожалению, общего алгоритма для определения этого множителя не существует. 

Умножим (20) на функцию  
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Пользуясь формулой Ито, сделаем замену переменного 
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Заметим, что в (21) 
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или, отбрасывая промежуточное соотношение,  
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Данная форма записи является более удобной. Она позволяет проинтегрировать (21) и найти его решение напрямую. После интегрирования по промежутку 
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Вследствие неизвестной функциональной природе параметров 
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в общем случае не представляется возможным. Тем не менее, 
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где 
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 – некоторое начальное распределение случайного процесса 
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так же будет нормальным с некоторыми параметрами. 

Данная формула определяет вид решения уравнения (20). Остается найти параметры нормального распределения. Предположим, что 
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(по свойству 5 интеграла Ито, см. 1.4.1) = 
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 EMBED Equation.3  [image: image519.wmf](
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Замечание: техника решения уравнения Ланжевена, продемонстрированная в примере 2), может быть обобщена. Рассмотрим нелинейное дифференциальное уравнение вида 
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где  
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 – некоторые непрерывные функции, вид которых известен. В этом случае имеет место следующий алгоритм:

a) Вводим интегрирующий множитель 
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. Умножая на него исходное уравнение, получаем: 
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b) Найдем 
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По формуле Ито имеем:
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Поэтому 
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c) Введем новую переменную 
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с начальным условием 
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d) Полагая элементарные события фиксированными параметрами, решаем (26) как обычное дифференциальное уравнение первого порядка. Найдя 
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Замечание:  этот подход применяется при решении класса дифференциальных уравнений 
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(, ( – некоторые константы. 
2. МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ 

ФИНАНСОВОЙ МАТЕМАТИКИ

Примеры решения стохастических дифференциальных уравнений, представленные в п. 1.4.2 (особенно способ нахождения решения уравнения Ланжевена) не являются универсальными и не могут быть применены для абсолютно произвольного дифференциального уравнения. Тем не менее, в общем случае отыскать решение возможно, если перейти от стохастических к соответствующим  уравнениям в частных производных. Для последних имеется развитая теория и существует большое число методов решения (например, метод разделения переменных Фурье). 

2.1. Уравнение Фоккера –Планка –Колмогорова

Первое уравнение, которое будет рассмотрено ниже, называется уравнением Фоккера – Планка – Колмогорова. Оно является одним из основных в теории случайных процессов. Оно будет получено из так называемого диффузионного приближения (броуновского движения), что является частным случаем общей теории марковских процессов. 

Броуновское движение было открыто в 1827 году английским ботаником Робертом Броуном. Он заинтересовался стохастическим движением пыльцы, которое наблюдал при помощи микроскопа. Пытаясь найти ответ на вопрос «а не является ли подобное движение проявлением жизни пыльцы?», он провел ряд экспериментов и выяснил, что такое движение присуще и пыли, и взвести краски.

Дальнейшее развитие теория броуновского движения получила в работах А. Энштейна в 1905 г., в которых было дано его математически строгое описание и обоснование.

Определение: броуновским движением называется движение частиц, причем движение каждой частицы в отдельности не зависит от движения других частиц. Кроме того, движения этой частицы в разные временные интервалы считаются независимыми до тех пор, пока временные интервалы движения не слишком малы (т.е. бесконечно малые интервалы по времени отбрасываются). 

Энштейн показал, что движение броуновской частицы вызывается частыми соударениями с окружающими ее частицами. Полагая нерегулярность таких взаимодействий, а так же допуская статистически независимые удары, приходим к выводу, что поведение частицы может быть описано только вероятностным законом. Найдем этот закон распределения вероятности. Для этого обозначим через 
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. Пусть вероятность перехода из состояния 
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потому что вероятность перейти в каждую точку интервала постоянна и равна 
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Покажем, что справедливо равенство вида:
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Действительно, вероятность перехода из точки 
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 получаем, что вероятность перехода из 
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 равна произведению вероятностей перехода:
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Пусть 
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Переходя к пределу при 
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что и требовалось доказать. 

Уравнение (2) называют уравнением Чепмена – Колмогорова. Это нелинейное функциональное уравнение связывает все вероятности перехода друг с другом. Вследствие своей сложности и нелинейности оно редко решается в чистом виде. Однако оно часто применяется при выводе других уравнений, описывающих ту или иную систему частиц. 

Используем (2) при выводе уравнения Фоккера – Планка – Колмогорова (УФПК). Умножим обе части (2) на трижды непрерывно дифференцируемую функцию 
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Пусть интервал изменения переменной z есть интервал [a, b]. По теореме Фубини, 
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(4)

Разложим 
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Заметим, что последнее слагаемое является остаточным членом в форме Лагранжа. Обозначим его через 
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. Тогда, подставляя выражение для 
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Так как 
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Обозначим 
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Предположим, что вероятность больших отклонений за малое время стремится к нулю, т.е. 
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Деля (5) на (, интегрируя полученное выражение по частям, учитывая, что 
[image: image589.wmf](

)

1

,

,

,

1

=

ò

b

a

dx

x

t

z

t

P

, перейдем к пределу при 
[image: image590.wmf]0

®

t

. Тогда в силу условий на 
[image: image591.wmf](

)

y

x

,

j

 и в силу сделанных обозначений получим:


[image: image592.wmf](

)

(

)

(

)

0

2

11

2

=

ê

ë

é

ú

û

ù

¶

¶

-

¶

¶

+

¶

¶

j

ò

dx

x

P

k

x

P

A

t

P

x

b

a

,

Так как 
[image: image593.wmf](

)

y

x

,

j

 – произвольная функция, то последнее равенство справедливо тогда и только тогда, когда выражение, стоящее в квадратных скобках, равно нулю. Следовательно, 
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Уравнение вида (6) называют УФПК или уравнением Колмогорова вперед, т.к. его решение определяется через начальную вероятность 
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 и вычисляется в будущие моменты времени. Движение происходит вперед. Наряду с (6) можно рассмотреть уравнение Колмогорова назад:
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Если задаться вопросом о связи (6) с (7) из п. 1.1, то можно показать, что 
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где 
[image: image598.wmf]m

 – дрейф, 
[image: image599.wmf]s

– волатильность. 

Замечание (о применимости УФПК): при построении (6) был осуществлен предельный переход в (5) при 
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 является необходимым (но недостаточным) для возможности описывать броуновское движение с помощью (6). Выполнение этого условия означает, что время между случайными взаимодействиями между частицами пренебрежимо мало по сравнению с общим временем 
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жизни системы. Это так называемое диффузионное приближение.

Интересный случай возникает при вероятности перехода 
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где 
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 – случайный процесс с математическим ожиданием нуль и ковариационной функцией 
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2.1.1. ГРАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯ УФПК

Перепишем (6) через поток вероятности, для чего выбелим производную по x:
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Вводя обозначение 
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(7)

Уравнение (7) имеет вид уравнения сохранения или уравнения неразрывности (см. подробнее [19]). В данном случае имеет место сохранение вероятности.

Справедлива следующая теорема: 

Теорема 2.1 (о полном потоке вероятности): 
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задает полный поток вероятности через поверхность 
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, являющуюся границей исходной области. 

Граничные условия задаются обычно через вектор потока 
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. Существует три основных вида граничных условий:

1) граничные условия первого рода: 
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 – некоторая функция.

2) граничные условия второго рода: 
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 – некоторая функция.

Граничные условия второго рода часто называют мягкими граничными условиями. 

3) граничные условия третьего рода (условия непротекания, жесткие граничные условия): 
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 говорят об исчезающем потоке на границе.

Заметим, что граничные условия третьего рода обобщают и понятие граничных условий первого, и граничных условий второго рода. Они получаются, если положить 
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Запишем граничные условия исходя из физических условий, накладываемых на частицы, совершающих броуновское движение.

a) Отражающая граница – пусть частица не может покинуть границы заданной области G, т.е. поток вероятности на границе равен нулю. Согласно теореме 1, 
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, т.к. направление вектора нормали совпадает с направлением оси OX. Очевидно, что отражающая граница соответствует граничным условиям второго рода.  

b)   Поглощающая граница – пусть при попадании частицы на границу 
[image: image625.wmf]G
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 она удаляется из системы частиц. В частности, если говорить о пакете акций как о такой системе, то случай поглощающей границы соответствует условию покупки или продажи при достижении правой или левой границ интервала 
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По условию, частица не должна находиться на границе, т.е. вероятность находиться на 
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 равна нулю: 
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c) Разрывные граничные условия – пусть в (6) коэффициенты 
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 – скачок функции.

d) Выходная граница (например, для определенности, x=a).

Пусть 
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 зависит от времени.

e) Входная граница (например, для определенности, x=a).

Пусть 
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 через  x=a. Можно показать, что в этом случае существует стационарное решение 
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f) Хотя бы одно достижение границы за время t. 
Пусть 
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 – вероятность того, что частица, находящаяся в момент времени t=0 в точке 
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В соответствии со сделанными обозначениями вероятность того, что частица, находящаяся в т. x в момент t=0, будет лежать внутри 
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. В то же время, вероятность коснуться границ равна 
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, получаем единицу, так как это вероятности противоположных событий:
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Покажем, что для 
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 справедлив аналог теоремы Чепмена – Колмогорова (см. (2) п. 2.1.): 
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Действительно, вероятность 
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 того, что за время 
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 произойдет хотя бы одно достижение границы, равно сумме вероятности 
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 хотя бы одного достижения границы за время 
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 этого не произойдет (а произойдет за оставшееся время t). Вероятность того, что граница будет достигнута за время t вычисляется по формуле (2) п. 2.1.: 
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. Складывая вероятности, получаем, что (8) справедлива.

Пользуясь (8), вычислим вероятность нахождения в точке границы x=a:
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Заметим, что 
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По аналогии, 
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Определим начальное условие. Заметим, что если 
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Таким образом, решение задачи хотя бы одного достижения границы удовлетворяет (6) с граничными условиями 
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2.1.2. НЕКОТОРЫЕ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ 
ФОККЕРА–ПЛАНКА–КОЛМОГОРОВА

Уравнение (6) с граничными условиями, приведенными в п. 2.1.1., решаются аналитически с применением методов, известных из курса математической физики (см. [11,16]). Например, хорошо известный метод разделения переменных или метод Фурье. Рассмотрим несколько случаев:

1) Поглощающие границы. 

Пусть (6) имеет вид 
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т.е. коэффициент дрейфа (процент, с которым выплачивается дивиденд) равен нулю. Пусть начальное условие есть 
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где 
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 – начальная точка процесса. 

Пусть границы области 
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[image: image680.wmf](

)

(

)

0

,

1

,

0

=

=

t

P

t

P

.

Решение краевой задачи ищем в виде 
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. Подставляя его в (9), получаем, что 
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Тогда решение последнего уравнения сводится к решению задачи Штурма – Лиувилля вида:
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Общее его решение (ненулевое) будет только в случае 
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Данное решение должно удовлетворять граничным условиям. Используя граничные условия, определяем, что 
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Решением последнего тригонометрического уравнения являются собственные числа 
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причем константа 
[image: image690.wmf]2
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 определяется произвольным образом. Положим для определенности 
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Зная систему собственных функций, можно найти разложение Фурье для 
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где 
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 – коэффициенты ряда Фурье.

Перейдем ко второму уравнению из соотношения 
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 на уже известные собственные числа 
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Значит, общее решение краевой задачи (9) будет выражаться по формуле:
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(10)

причем коэффициенты 
[image: image702.wmf]C
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 пока не определены. 

Неизвестные коэффициенты находятся из покоэффициентного сравнения ряда Фурье, записанного по системе собственных функций 
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где 
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Подставим в (10) точку t=0:
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Сравнивая (11) и (12), получаем, что 
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)

0

sin

x

n

C

C

k

p

=

, т.е. решение (9) окончательно имеет вид: 
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Эта функция определяет вероятность перехода из точки x в точку 
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2) Отражающие границы. 

Решим (9) с начальным условием 
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где 
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 – начальная точка процесса. 

Пусть границы области 
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Решение краевой задачи ищем аналогично случаю 1), рассмотренному выше. При этом собственные числа 
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Решение (9) с отражающими границами окончательно имеет вид: 
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Эта функция определяет вероятность перехода из точки x в точку 
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3) Процесс Орнштейна – Уленбека (уравнение Ланжевена).

Для этого процесса уравнение (6) имеет вид:


[image: image724.wmf](

)

x

P

x

A

x

P

k

t

P

¶

¶

+

¶

¶

=

¶

¶

2

2

11

.

Выберем начальное условие 
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По аналогии с предыдущими случаями, решение этой задачи Коши ищем в виде 
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Делая замену аргумента 
[image: image728.wmf]11

k

A

x

y

=

, получаем уравнение для полиномов Эрмита 
[image: image729.wmf](

)

y

H

n

, решение которого есть собственные функции 
[image: image730.wmf](

)

(

)

(

)

y

H

n

y

X

n

n

n

2

/

1

!

2

-

=

 и собственные числа 
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. Общее решение записывается в виде:
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где 
[image: image733.wmf](

)

(

)

(

)

dx

y

H

x

P

n

A

n

n

n

ò

¥

¥

-

-

=

0

,

!

2

2

/

1

.

2.2. Уравнение Блэка – Шоулса (Black – Scholes)

Уравнение Блэка – Шоулса является основным при моделировании покупки и продажи так называемых опционов или производных ценных бумаг.

Определение: опционом покупателя (продавца) называется ценная бумага (контракт), дающая держателю опциона право купить (продать) определенный актив (пакет акций, облигаций, фьючерсов и т.п.) в установленный период или момент времени на заранее известных условиях. Контрагент обязан исполнить обязательства, связанные с правами держателя дериватива, за что он получает плату, называемую ценой контракта. В случае опциона покупателя ее принято обозначать через C, в случае опциона продавца – P. 
Уравнение Блэка – Шоулса возникло из задачи определения справедливой (или равновесной) цены опциона, которая устраивает и покупателя, и продавца. Эта задача была решена Фишером Блэком и Майроном Шоулсом в 1973 году, за что Майрон Шоулс и Роберт Мертон получили Нобелевскую премию в области экономики в 1997 г.

Различают опционы покупателя (call options) и опционы продавца (put options). Если опцион предъявляется к исполнению в определенный момент времени N, то говорят об опционе европейского типа. Если же опцион может быть предъявлен к исполнению в любой случайный момент 
[image: image734.wmf]N
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, то говорят об опционе американского типа.

Рассмотрим подробнее оперирование с опционами европейского типа.

1) Опцион покупателя

Пусть цена опциона равна C. Пусть опцион дает право приобрести в момент времени N акции ценой K (цена фиксирована). Пусть в момент времени N фактическая (реальная) стоимость акций равна S. Она может быть как больше, так и меньше K. 
Найдем прибыль покупателя:

a) 
[image: image735.wmf]K

S
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.

В этом случае покупателю выгоднее приобрести акции на рынке, чем предъявить опцион к исполнению. Поэтому прибыль покупателя составит (–C). 
b) 
[image: image736.wmf]K
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>

.

В этом случае прибыль покупателя составит (S–K–C).

По аналогии, прибыль продавца составит величину C и (K +C– S) соответственно.
В соответствии с рассуждениями, сделанными выше, следует, что покупка опциона покупателя связана с надеждой на повышение цены актива.  

2) Опцион продавца.

Пусть цена опциона равна P. Пусть опцион дает право продать в момент времени N акции ценой K (цена фиксирована). Пусть в момент времени N фактическая (реальная) стоимость акций равна S. Она может быть как больше, так и меньше K. Прибыль продавца в момент времени N составит (K – S–P) в случае 
[image: image737.wmf]K
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 и (–P), если 
[image: image738.wmf]K
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. Таким образом, покупка опциона продавца связана с надеждой на понижение цены актива. 

Для определенности, в дальнейшем будем рассматривать опцион покупателя (случай опциона продавца рассматривается аналогично). Пусть 
[image: image739.wmf](
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 – равновесная (справедливая) цена опциона покупателя, где E – цена (страйк-прайс), по которой покупатель имеет право приобрести актив в момент времени T (экспирэйшн дэйт, момент окончания действия опциона), t – текущее время, S – фактическая цена актива в момент t, ( – средняя доходность базового актива (процентная ставка), ( – величина риска (волатильность, риск больших отклонений случайного процесса V), r – безрисковая процентная ставка. 

Заметим, что в функции 
[image: image740.wmf](
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 переменными являются только 
[image: image741.wmf]t
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, остальные играют роль параметров. Поэтому будем обозначать справедливую цену только как 
[image: image742.wmf](
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Пусть S – текущая стоимость одной акции, пусть ( – их количество. Тогда справедливая цена портфеля акций, состоящего из одного опциона покупателя и ( акций, предназначенных для продажи,  равна 
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Предположим, что S удовлетворяет дифференциальному уравнению


[image: image744.wmf]dW
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рассмотренному нами ранее (см. п.1.1). 

Дифференцируя (13), имеем:
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По формуле Ито, примененной для стохастического процесса 
[image: image746.wmf](
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Так как 
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Таким образом, изменение цены портфеля равно
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В равенстве (15) есть два вида слагаемых – детерминированные (они стоят при 
[image: image751.wmf]t

d

) и стохастические (при 
[image: image752.wmf]dS

). Последние заранее неизвестны и их можно считать риском оперирования с нашим активом:


[image: image753.wmf]dS

S

V

Risk

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

D

-

¶

¶

=

.

Если предположить, что 
[image: image754.wmf]D
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, то риск будет равен нулю. В этом случае говорят о безрисковом активе. В этом случае изменение цены портфеля будет удовлетворять уравнению
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Операцию уменьшения риска называют хеджированием (страхованием). Для случая, рассмотренного выше, применяют специальное название – 
[image: image756.wmf]D

– хеджирование. Более того, (16) является примером так называемой динамической стратегии страхования, так как производная 
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 является некоторой функцией времени и с ее изменением число акций пакета должно так же меняться.

Продолжим исследование (16). Так как портфель безрисковый, то за момент 
[image: image758.wmf]t
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 портфель стоимостью 
[image: image759.wmf]P

 принесет доход (если, например, положить деньги в банк) в сумме
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где 
[image: image761.wmf]r

– безрисковая процентная ставка. 

Учитывая (13), имеем:
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Пользуясь тем, что 
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,  и учитывая (16), последовательно получаем
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или 
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Интегрируя последнее соотношение по промежутку [0, t], получаем, что 
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Интеграл по множеству ненулевой меры равен нулю тогда и только тогда, когда подынтегральная функция равна нулю, т.е. 
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(17)

Уравнение (17) называется уравнением Блэка – Шоулса (Black – Scholes). 

Несмотря на сделанные ранее предположения о функциональной зависимости 
[image: image770.wmf](
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, решение уравнения не зависит от величины дрейфа (. Это связано с тем, что величина риска в модели равна нулю и нет необходимости перерестраховываться и учитывать излишние риски, которые возникли бы в результате проведения операции хеджирования. 

2.2.1.  Допущения модели Блэка – Шоулса (Black – Scholes)

Уравнение (17) записано при следующих важных предположениях, ограничивающих его применение на практике:

1) Модель Блэка – Шоулса построена в предположении о нормальном законе распределения прибыли от торговли. Это означает, что предполагается выполнение дифференциального уравнения для функции прибыли S:
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2) Волатильность ( в (17) есть некоторая постоянная, хотя на практике она является некоторой неизвестной функцией времени 
[image: image772.wmf](
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. Иногда при проведении реальных расчетов полагают известной зависимость 
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, но в этом случае решение (17) будет иметь бесконечную дисперсию.

3)  Согласно модели фактическая цена актива 
[image: image774.wmf](
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4) Безрисковая процентная ставка 
[image: image776.wmf](
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 – известная функция времени. Это ограничение позволяет найти решение уравнения (17) явно. На практике такая зависимость не известна и является случайной величиной. Зачастую 
[image: image777.wmf](
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 определяется по эмпирическим данным (например, по результатам торгов).

5) По акциям пакета не производится дивидендных выплат

Если по акциям пакета производятся дивидендные выплаты с дивидендной ставкой по акциям D, то (17) преобразуется к виду (подробнее о таких уравнениях см. [20]):
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6) 
[image: image779.wmf]D

– хеджирование осуществляется непрерывно.

Это самое существенное и самое жесткое ограничение модели, так как на практике хеджирование производится в дискретные моменты времени. Зачастую время для переоценки риска и вычисления 
[image: image780.wmf]D

 зависит от стоимости ведения торговых операций с ценными бумагами, входящими в пакет. Однако если за ведение торговых операций плата не берется, то ограничение модели будет напрямую связано с минимальным количеством  времени, необходимым для обработки брокером заказа на покупку или продажу акций пакета (чтобы довести размер пакета до оптимального, равного
[image: image781.wmf]D

). 

7) В соответствии с 6), модель не учитывает плату за ведение торговых операций с ценными бумагами. 

8) Модель не учитывает возможность одновременной покупки или продажи ценных бумаг.

Замечание: начальное и граничные условия для (17) задаются по аналогии с УФПК (см. 2.1.1). 

2.2.2. приведение уравнения Блэка – Шоулса 

к каноническому виду. Формулы Блэка – Шоулса

Приведем (17) к каноническому виду, удобному для нахождения решения стандартными методами.

a) Введем новую переменную 
[image: image782.wmf](

)

t

S

U

,

 по правилу 
[image: image783.wmf](

)

U

e

V

t

T

r

-

-

=

 и подставим ее в (17):


[image: image784.wmf]0

2

2

2

2

2

=

×

¶

¶

+

¶

¶

s

+

¶

¶

S

S

U

r

S

U

S

t

U

.



(18)
b) Изменим знак производной по времени, для чего введем новую временную переменную 


[image: image785.wmf](

)

t

T

-

=

t

,

где 
[image: image786.wmf]T

 – время окончания контракта, t – текущее время. 
Имеем следующие равенства:
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Поэтому преобразуется в равенство вида:
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c) В (19) введем новую переменную (: 
[image: image789.wmf]S
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[image: image792.wmf]=
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(по равенству выше) = 
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Для того чтобы найти 
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Окончательно имеем:
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Используя соотношения для производных, запишем (19) в виде:
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Заметим, что коэффициенты при производных уравнения стали постоянными.

d) Введем переменную x по правилу: 
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Уравнение (21) является канонической формой записи уравнения диффузии или уравнения параболического типа. Его фундаментальным решением является функция
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При подстановке 
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Общее решение уравнения (21) получается с помощью фундаментального решения посредством формулы
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Вспоминая о сделанных обозначениях 
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(22)

где 
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 – функция вознаграждения во время окончания контракта.

Рассмотрим два частных случая применения этой формулы.

a) Опцион покупателя
Так как функция вознаграждения равна 
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Делая замену 
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Делая соответствующие замены переменного под знаками обоих интегралов, окончательно получим:
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Таким образом, для опциона покупателя справедливая цена равна
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где 
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 – функция распределения нормальной случайной величины, 
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b) Опцион продавца
Так как функция вознаграждения равна 
[image: image825.wmf](

)

{

}

0

,

max

,

0

0

S

E

T

S

V

-

=

, то (22) будет иметь вид:


[image: image826.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

0

0

0

2

2

2

0

2

5

.

0

ln

ln

exp

2

,

dS

S

S

E

t

T

t

T

r

S

S

t

T

e

t

S

V

E

t

T

r

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

s

-

s

-

+

-

-

s

-

p

=

ò

¥

-

-

-

.

По аналогии можно получить, что для опциона продавца справедливая цена равна
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где 
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 – функция распределения нормальной случайной величины, 
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Найдем число акций (, при котором риск равен нулю. Ранее (см. п. 2.2.) было найдено, что 
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a) Опцион покупателя: 
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b) Опцион продавца: 
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Замечание: если 
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, т.е. в случае когда цена акции по опциону совпадает с фактической ценой на рынке и когда безрисковая процентная ставка равна нулю, (24) – (25) приобретают вид:

для опциона покупателя:
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для опциона продавца:
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При тех же условиях для опциона покупателя справедливо асимптотическое равенство:
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Отметим, что (24) – (25) называются формулами Блэка – Шоулса для определения равновесной (справедливой) цены опциона покупателя и продавца соответственно. 
2.3. Модель стохастической волатильности
Основным недостатком модели Блэка – Шоулса, рассмотренной в п.2.2., является предположение о постоянном уровне волатильности (=const. Оно наиболее существенно ограничивает анализ реальных рисковых активов, торгуемых на фондовых рынках, так как зачастую эти финансовые инструменты обладают переменной волатильностью с функциональной зависимостью вида (=((t,S) или более сложной, когда ( является стохастическим процессом. Поэтому в данном параграфе будет рассмотрена модель стохастической волатильности, обобщающая теорию Блэка – Шоулса. 

 Пусть S – текущая стоимость актива, удовлетворяющего уравнению 
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[image: image844.wmf]1

W
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Пусть ( – некоторый стохастический процесс, причем


[image: image845.wmf](

)

(

)

2

,

,

,

,

dW

t

s

q

t

d

t

s

p

d

s

+

s

=

s

,

где 
[image: image846.wmf](

)

(

)

t

s

q

t

s

p

,

,

,

,

,

s

s

– некоторые непрерывные функции, 
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Пусть, как и прежде, 
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 – справедливая цена опциона (для определенности, опциона покупателя). Вследствие того, что модель описывается двумя стохастическими уравнениями, то, по аналогии с п.2.2., требуется проводить уже два вида страхования активов. Первым из них будет уже рассмотренное 
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 опционов страхования (которые являются вторыми производными бумагами для акций и производными бумагами для опционов) с ценой 
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Суммарная стоимость портфеля составит 
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Изменение стоимости за время 
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 будет 
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По формуле Ито, примененной для стохастического процесса 
[image: image860.wmf](

)

t

S

V

,

,

s

, имеем:


[image: image861.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

s

¶

s

¶

¶

+

s

s

¶

¶

+

¶

¶

+

s

s

¶

¶

+

¶

¶

+

¶

¶

=

dS

d

S

V

d

V

dS

S

V

d

V

dS

S

V

t

d

t

V

dV

2

2

2

2

2

2

2

2

2

1

.
По аналогии, применим формулу Ито для функции 
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Подставляя 
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или, преобразуя 
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Чтобы избавиться от стохастичности, в последнем выражении приравняем нулю коэффициенты, стоящие при  
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Данные соотношения принято называть хеджирующими. Они позволяют обнулить риск, связанный с покупкой опционов страхования и опциона покупателя. 

Окончательно, 
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После применения хеджирующих соотношений портфель активов становится безрисковым. Поэтому за момент 
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– безрисковая процентная ставка. 
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Соберем слева все, что связано с V, а справа – все, что связано с 
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Так как опционы со справедливыми ценами 
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 имеют разные параметры (сроки исполнения, функции вознаграждения и т.п.), то обе части равенства должны быть независимы от типа контракта – т.е. они должны зависеть только от S, t, (. Определим эту функцию как  
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 – произвольная функция, называемая рыночной ценой риска, 
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– фиксированные функции уравнения 
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Рассмотрим случай, когда не производится страхование риска покупки опционов. Таким образом, решим вопрос – выгодно ли проводить процедуру страхования, не является ли она излишней? Пусть портфель состоит из одного опциона и 
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 акций стоимостью S. Следовательно, стоимость портфеля составит 
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Так как 
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Как обычно, проведем 
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 – хеджирование по имеющейся у нас информации (не учитывая страхование волатильного риска). Тогда 
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Подставим в него найденное значение 
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Воспользуемся тем, что 
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Это равенство означает, что на единицу изменения риска волатильности 
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Изменим в равенстве 
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Добъемся того, чтобы 
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 была частным решением этого уравнения (тогда цена торгуемого актива совпадает со справедливой ценой опциона). Для этого подберем соответствующую функцию 
[image: image923.wmf]l

. Подставляя 
[image: image924.wmf]S

V

=

 в (((), имеем:


[image: image925.wmf](

)

0

=

-

ls

-

m

rS

S

, 

откуда 


[image: image926.wmf]s

-

m

=

l

r

.

Определив рыночную стоимость риска торговли активом, подставим его в исходное уравнение:
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т.е., учитывая риск 
[image: image928.wmf]l

, получаем обычное уравнение Блэка – Шоулса, рассмотренное в п.2.2.

Подводя итог, можно сказать, что волатильность является важнейшим параметром при торговле опционами. Ее трудно оценить, наблюдать или предугадать, т.к. зачастую она является стохастической функцией. Использование постоянной волатильности приводит к неверным результатам. Предполагая ее стохастичный характер, получаем систему уравнений ((). Для уменьшения рисков должны быть проведены мероприятия по выполнению хеджирующих соотношений 
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. При отсутствии дополнительного страхования появляется систематический риск 
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 – ожидаемый возврат средств (дрейф), 
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 – безрисковая процентная ставка, 
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 – волатильность актива.

3. Случайные блуждания частицы. Процесс Пуассона
3.1. Случайные блуждания частицы

Рассмотрим частицу, которая находится в некоторой точке x=n, 
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. Пусть при достижении границ интервала частица прекращает движение (т.е. имеют место поглощающие границы x=0 и x=a, см. подробнее п.2.1.2). 

При выполнении вышеуказанных условий говорят, что частица совершает случайное блуждание. Если 
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, то говорят о том, что удары данной частицы слева другими частицами более вероятны. Если 
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, то говорят о том, что удары данной частицы справа другими частицами более вероятны.

Пусть 
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 – вероятность того, что частица, начав движение из x=n, попадет в т. x=0 и будет поглощена этой границей. Пусть 
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 – вероятность того, что частица, начав движение из x=n, попадет в т. x=a и будет поглощена этой границей. Тогда 
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В соответствии со сделанными обозначениями имеем:
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Действительно, частица может совершить движение влево с вероятностью p или движение вправо с вероятностью q. Попадая в точки x=n+1 и x=n–1, вероятность продолжить движение из них равна  
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 соответственно. По формуле полной вероятности получаем (27).

Вспоминая о граничных условиях, имеем следующую краевую задачу:
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(27’)

Пусть 
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Таким образом, 
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так же будет частным решением. В силу произвольности 
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Действительно, 
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Найдем константы 
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Подставляя его в (28), получаем решение (27’):


[image: image974.wmf],

1

-

-

=

a

n

a

n

r

r

r

q







(29)
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Вычислим отдельно 
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(подставляем вместо p и q их значения) = 
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Поэтому 
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(29’)

По аналогии, для вероятности 
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Кроме того, граничные условия должны быть следующими (по соображениям, приведенным выше): 
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Получаем краевую задачу:
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(27’’)
Ее решение 
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Замечание: задачу случайного блуждания частицы можно переписать в терминах финансовой математики: пусть на рынке имеются две конкурирующие фирмы с капиталом n и (a-n) соответственно, причем a, n –  целые числа. Пусть величина суммарного капитала фирм в целом не изменяется, а просто перераспределяется между ними: капитал одной может быть увеличен только за счет капитала другой. Пусть вероятность накопления одной условной единицы капитала первой фирмой есть p, второй – 
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. Пусть вероятность потерять одну условную единицу капитала первой фирмой есть q, второй – 
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 вероятность того, что фирма с капиталом n в конце концов разорится (монополизация рынка второй фирмой), а через 
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 – вероятность того, что разорится другая фирма, получаем задачу (27’), решение которой есть (29) – (29’). 
3.2. Процессы рождения и гибели
Пусть 
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Формула Чепмена – Колмогорова (см. гл.2, п.2.1, 2)) будет иметь вид:
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(30)

Перейдем к изучению стохастического процесса, в котором из состояния 
[image: image1016.wmf]n
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Это следует из определения марковского процесса или из (30) при числе слагаемых, равном единице (в этом случае (30) будет формулой условной вероятности). 

По определению процесса следует, что 
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Кроме того, 
[image: image1041.wmf](
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Уравнение Колмогорова вперед (см. п.2.1) приобретет вид (в наших обозначениях):
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Кроме того, справедливы начальные условия: 
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По аналогии, уравнение Колмогорова назад будет следующим:
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(32) 

Начальные условия остаются теми же: 
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Зафиксируем точку 
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Зададим начальное условие на 
[image: image1050.wmf](

)

t

p

j

: пусть 
[image: image1051.wmf](

)

0

0

p

p

j

=

 известно. Пусть, кроме того, 
[image: image1052.wmf](

)

t

p

j

 не зависят от времени и постоянны: 
[image: image1053.wmf](

)

j

j

p

t

p

=

. Для нахождения решения запишем (22) при 
[image: image1054.wmf]0

=

j

. Тогда 


[image: image1055.wmf]0

1

1

0

0

=

m

+

l

-

p

p

, 

откуда 


[image: image1056.wmf]0

1

0

1

p

p

m

l

=

.

Подставляя его в (32), записанном при 
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Производя остальные вычисления по аналогии, окончательно имеем:
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Последовательность 
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Подставляя его в (33), получаем окончательное решение задачи рождения – гибели.
3.3. Процесс ПУАССОНА
Определение: пуассоновским процессом 
[image: image1066.wmf](
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3) случайные величины 
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 попарно независимы.

Докажем корректность данного определения, т.е. покажем, что оно непротиворечиво. Для этого определим вероятность наступления k событий за промежуток времени от 0 до t. Обозначим ее через 
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Действительно, рассмотрим для простоты временной интервал [0,1] и обозначим через p вероятность того, что за время 1 не наступит ни одно событие. Разобьем этот промежуток на n равных непересекающихся частей 
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(так как интервалы разбиения равны между собой 1/n)= 
[image: image1079.wmf]n

n

k

n

P

n

P

ú

û

ù

ê

ë

é

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

Õ

=

1

1

1

0

1

0

. 

Отсюда следует, что 
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Докажем, что в общем случае 
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В силу сепарабельности множества рациональных чисел для произвольного действительного числа t и для произвольного n существует натуральное k, что 
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Обозначим через 
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Отметим, что полученная функция 
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В случае a) 
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Остановимся подробнее на третьем случае 
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По определению вероятностного пространства, 
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Кроме того, 
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Определим вероятность того, что за время t+(t событие наступит ровно k раз. События могут наступить в соответствии со следующей схемой:

1) за время t произойдет k событий, за (t – ни одного;
2) за время t произойдет k-1 событие, за (t – одно;
3) …
k+1) за время t произойдет 0 событий, за (t – k.

По формуле полной вероятности 


[image: image1107.wmf](

)

(

)

(

)

å

=

-

D

=

D

+

k

j

j

k

j

k

t

P

t

P

t

t

P

0

.

Обозначим через 
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Поэтому расписывая два слагаемых суммы 
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Учитывая, что предел правой части равенства при 
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существует, существует предел левой части. Переходя к пределу при 
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Зададим начальные условия. Так как 
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 Для нахождения решения сделаем замену переменного 
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В соответствии с тем, что 
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В результате замены переменного  
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Решим уравнение последовательно:

случай 
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общий случай –
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Поэтому 
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, т.е. используемое определение корректно.

Замечание: промежуток времени, прошедший между появлениями двух последовательных событий, является случайной величиной (. Т. к. событие (>t эквивалентно тому, что за промежуток t событие не случится ни разу, то 
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. Это равенство определяет функцию распределения случайной величины (. 
4. СТОХАСТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ ОБРАБОТКИ ЭМПИРИЧЕСКИХ ДАННЫХ

4.1. Авторегрессионная модель AR(p)

Рассмотрим математическую модель, которая позволяет обработать эмпирические данные (например, котировки акций и т.п.) и оценить их будущее значение. Предлагаемая авторегрессионая модель позволяет получить оценку стохастического процесса 
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– некоторое разбиение временного интервала. Пусть 
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где 
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Введем в рассмотрение оператор сдвига 
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где 
[image: image1161.wmf]I

– единичный оператор: 
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Для полного описания эволюции процесса 
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Рассмотрим простейший случай p=1. Модель (34) будет переписана в виде
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Этот случай является особенным, т.к. модель (36) учитывает влияние предыдущего момента времени и не учитывает влияние от 
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Потребуем, чтобы 
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(37)

Заметим, что в (37) наиболее важную роль играет параметр 
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, который входит в равенство в степени n, начальное условие 
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 встречается только в первой степени. 

С ростом n влияние 
[image: image1176.wmf]0

h

 на 
[image: image1177.wmf]n

h

 будет изменяться в зависимости от значения 
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Найдем математическое ожидание, дисперсию и ковариацию 
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. По (37) имеем:
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Наконец, 
[image: image1185.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

1

2

1

4

1

2

1

1

2

0

2

1

...

1

,

cov

-

-

-

-

-

-

+

+

+

+

s

+

=

-

=

k

n

k

k

n

k

n

n

k

n

n

k

n

n

a

a

a

a

h

D

a

Eh

Eh

h

h

E

h

h

, если 
[image: image1186.wmf]1

+

³

k

n

. 

Вернемся к рассмотрению трех случаев изменения 
[image: image1187.wmf]1

a

. 

Так как 
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Аналогично, если 
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Наконец, 
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Таким образом, последовательность 
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 становится стационарной последовательностью. В частности, если положить, что начальное условие 
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 так же будет иметь нормальное распределение с параметрами 
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 называется стационарностью, когда с ростом n не меняются параметры распределения и функция распределения.

Так как 
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, то с ростом k корреляция стремится к нулю со скоростью геометрической прогрессии. 

Случай 
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соответствует случаю экспоненциального роста n. 

Рассмотрим третий случай, когда 
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. Сравнивая (36) с (27) (см. п. 3.1 гл. 2), видно, что имеет место классическое случайное блуждание частицы. Если, например, 
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Кроме того, 
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Перейдем к нахождению решения уравнения (36). Для этого обратим оператор 
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, где I – единичный оператор, L – оператор сдвига. Рассмотрим вспомогательное соотношение: 
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Уравнение (36) можно переписать в виде 
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Выражая 
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Пусть k=n-1. Тогда 
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Заменяя 
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(38)

Данное выражение определяет разложение обратного оператора 
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Далее, обозначим через 
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Докажем, что 
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 является решением уравнения 
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Действительно, предполагая сходимость ряда, имеем:
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Теорема 4.1. Пусть 
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, задаваемому (38), в среднеквадратичном: 


[image: image1243.wmf](

)

0

lim

2

=

-

¥

®

n

n

n

h

h

E

. 

Кроме того, 
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 является единственным решением задачи (36).

Доказательство: докажем единственность решения. Предположим противное – существует процесс 
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, удовлетворяющий (36), записанному в операторной форме 
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Обозначим через 
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 частичную сумму ряда (39) и рассмотрим 
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Так как 
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Рассмотрим случай p=2. В этом случае модель (34) будет переписана в виде
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или в операторной форме: 
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(40)

Алгоритм нахождения решения задачи (40) полностью повторяет одномерный случай с той лишь разницей, что добавляется отыскание разложения оператора 
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Пользуясь свойствами оператора сдвига и раскрывая скобки, имеем:


[image: image1263.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

2

2

1

2

2

1

2

1

2

1

L

a

L

a

I

L

L

I

L

I

L

I

-

-

=

l

l

+

l

+

l

-

=

l

-

l

-

.

Сравнивая коэффициенты, получаем систему
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Используя теорему Виета, заключаем, что  
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С учетом найденных 
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Заметим, что ранее (при p=1) было найдено разложение обратного оператора 
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Пусть 
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Поэтому 
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(41)

Предположим, что 
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, i=1,2. Используя геометрическую прогрессию, запишем операторное разложение для 
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и подставляя его в (41), окончательно имеем:
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(по определению оператора сдвига)= 


[image: image1281.wmf](

)

(

)

=

w

l

l

-

l

l

-

w

l

l

-

l

l

=

å

å

¥

=

¥

=

-

-

0

0

2

2

1

2

1

2

1

1

k

k

k

n

k

k

n

k
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Единственность решения доказывается по аналогии со случаем p=1. 
4.2. Обобщенная авторегрессионная модель условной неоднородности GARCH(p,q)

Прогнозирование волатильности рисковых активов играет важную роль при построении и расчете математических моделей финансовой математики. Оно применяется в теории ценообразования опционов, используется при разработке прибыльных стратегий размещения портфелей ценных бумаг различного вида и типа. Кроме того, оценивание уровня будущей волатильности находит все  большее приложение в определении предельного уровня риска (Value–at–Risk, VAR).

Первоначальные исследования волатильности были связаны с предположением о нормальности дневных приращений цен акций. Однако в дальнейшем было показано, что такое предположение не обосновано, так как приращения не имеют нормального распределения. У эмпирической функции плотности распределения, построенной на основе исторических данных (рис.2), существует ненулевой эксцесс (kurtosis) и асимметрия (skew). Кроме того, присутствует вытянутость функции плотности в (–окрестности точки математического ожидания, а так же наблюдаются так называемые «толстые хвосты» (fat–tails), когда вероятность значительных изменений ценовых приращений выше, чем для нормального распределения. Математически это означает, что случайный процесс является негауссовым, немарковским с долговременной корреляцией между данными. 

Для изучения распределений таких случайных процессов и прогнозирования будущего уровня их волатильности было предложено большое количество моделей. Наиболее изученной является модель Блэка – Шоулса (Black–Scholes) (см. п.2.2) для опционов. Она базируется на формуле Блэка – Шоулса расчета равновесной цены опционов покупателя и продавца. Фиксируя в ней различные цены исполнения E (strike prices) и сроки окончания действия контрактов T (times to maturity), получают так называемую «предполагаемую волатильность» (implied volatility), которую сравнивают с эмпирическими оценками ( по историческим данным. Данная модель позволяет построить новое распределение (implied–распределение) приращений временного ряда, которое уже будет иметь более толстые хвосты (рис.2) по сравнению с нормальным распределением и, как следствие, дает возможность рассчитать волатильность более точно. Тем не менее, хвосты остаются достаточно «тонкими» по сравнению с распределениями данных реальных финансовых рынков, что недопустимо. 

В связи с вышесказанным в настоящее время получили развитие другие подходы, например, процесс прогнозирования волатильности с помощью метода GARCH(p,q), позволяющий проводить анализ коррелированных и высокочастотных данных. Метод основан на предположении авторегрессионой зависимости вида  
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где 
[image: image1285.wmf]0

,

0

,

0

0

>

b

>

a

>

a

j

i

 – коэффициенты модели, подлежащие оценке, 
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 – относительные приращения значений временного ряда 
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При построении метода является существенным предположение о виде распределения 
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. В зависимости от него различают: GARCH(p,q) с нормальным распределением 
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Рис. 2. Эмпирическая плотность распределения для опциона покупателя (call option) на фьючерсный контракт на акции РАО ЕЭС РТС с котировками в рублях (код ES7000F5, торги проходили с 01 декабря 2004 по 05 июля 2005 года, всего 143 котировки) в сравнении с другими плотностями (1 – нормальная плотность с a=10-3, (=4,5(10-4;  2 – implied –плотность; 3 – эмпирическая плотность с  a=10-3, (=4,5(10-4), N – число наблюдений, попавших в соответствующий интервал.

Для простоты изложения рассмотрим (42) с p=1 и q=1. Тогда модель будет иметь вид:
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где 
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 – коэффициенты модели, подлежащие оценке, 
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 – относительные приращения значений временного ряда 
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Предположим произвольность распределения дневных приращений 
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 – цена некоторого актива в n–ый день торгов. Так как 
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Записывая (44) в будущий момент времени (n+k), получаем, что 
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Оценим дневную волатильность 
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 по последним k наблюдениям: 
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где 
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– выборочное среднее, k – лаг (задержка) временного ряда.

Учитывая, что математическое ожидание 
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Так как 
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(45)

Равенство (45) определяет условие устойчивости GARCH (1,1). Действительно, если 
[image: image1318.wmf]1

<

b

+

a

, то последнее слагаемое вносит все меньший вклад в математическое ожидание и с ростом лага k стремится к V:
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Если же 
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 и случайный процесс 
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 будет в среднем стремительно возрастать, что свидетельствует о его неустойчивости. 

Исходя из (46) можно сделать вывод, что V характеризует уровень возврата временного ряда к прежнему состоянию с коэффициентом возврата 
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.

Перейдем к определению параметров модели (43). Наиболее общим способом их оценки является нахождение максимума функции правдоподобия  
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или логарифмической функции правдоподобия
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где 
[image: image1326.wmf]i

f

 – функции плотности распределения наблюдений, m – число наблюдений. Например, если предположить, что имеет место нормальное распределение приращений 
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 с математическим ожиданием a и дисперсией 
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Легко показать, что в этом случае задача определения максимума выражения (47) совпадает с нахождением максимума функции
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Вид 
[image: image1331.wmf]m
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 изменится, если принять гипотезу о распределении 
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, отличном от нормального. 

Поиск максимума (48) осуществляется в соответствии с выполнением необходимого условия существования экстремума функции трех переменных:
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(49)
где 
[image: image1336.wmf]V
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Решение нелинейной системы (49) в предположении единственности экстремума в некоторой расчетной области может проводиться любым итерационным методом: методом наискорейшего спуска, сопряженных градиентов и т.п. 

Заметим, что в произвольном случае определить параметры 
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 из (49) достаточно сложно. Прежде всего это связано с необходимостью многократного решения системы (7) при расчетах значений ряда 
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 на всем временном горизонте (при любом n), что трудно осуществимо, если прогнозирование волатильности осуществляется в реальном времени. Кроме того, не стоит забывать и о подборе хорошего начального приближения итерационного алгоритма, и о том, что найденный экстремум будет локальным. 

После оценивания коэффициентов 
[image: image1339.wmf]b
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 и подстановки их в (43) остается провести статистическое исследование надежности предложенного метода GARCH(1,1) при прогнозировании волатильности. Так как модель (43) является автокорреляционной, то в качестве теста надежности естественно потребовать уменьшения автокорреляции 
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с фиксированным лагом k после применения метода:
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[image: image1342.wmf](
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Вычисление 
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следует проводить для значений рядов 
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соответственно до и после применения GARCH(1,1).

Известно, что гипотеза 
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 об уменьшении автокорреляции в структуре данных проверяется  с помощью статистики Ljung-Box:
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где m – максимальное значение лага, заданное исследователем. 

Гипотеза 
[image: image1348.wmf]0
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 принимается, если 
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и отвергается в противном случае. Соответственно, GARCH(1,1), определяемый выражением (43) с коэффициентами, удовлетворяющими (49), является статистически надежным с уровнем значимости a, если 
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УКАЗАНИЯ ПО ВЫПОЛНЕНИЮ ИНДИВИДУАЛЬНОГО ЗАДАНИЯ

Рассмотрим приложение теории случайных процессов к решению задач индивидуального задания №1 (см. приложение 1).

Задача 1. Изобразить график случайной функции 
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 – случайная величина, распределенная нормально с параметрами 
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Решение: случайная величина 
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 характеризует частоту случайных колебаний функции 
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 также фиксирована и распределена по нормальному закону. Поэтому 
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Рис. 3. Стохастический процесс 
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График получившейся кривой приведен на рис. 3. 
Задача 2. Изобразить график случайной функции 
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 – случайная величина, распределенная нормально с параметрами 
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Решение: по аналогии с примером 1, получаем решение, изображенное на рис. 4.
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Рис. 4. Стохастический процесс 
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Задача 3. Найти предел в среднеквадратичном 
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Решение: по определению, необходимо найти такой процесс 
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Вычислим каждый предел отдельно.  
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(по теореме Лебега о предельном переходе под знаком интеграла) = 
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. Заметим, что можно напрямую вычислить интеграл 
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, что так же приводит к равенству 
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Предположим, что предельный процесс является нулевым:
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В этом случае 
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 в среднеквадратичном.  

Задача 4. Найти предел в среднеквадратичном 
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Решение: по аналогии с предыдущим примером, необходимо доказать, что 
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Вычислим каждый предел отдельно.  

Так как для достаточно больших n 
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 (кроме точки нуль), то 


[image: image1391.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

ò

ò

ò

<

<

<

=

=

=

=

<

2

sin

sin

nt

nt

t

nt

nt

t

X

n

n

dx

x

f

dx

x

f

dx

x

f

t

F

t

X

P

n

, 

где 
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 – плотность равномерной функции распределения.

Следовательно, 
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, т.е. предельный стохастический процесс 
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 также будет иметь равномерное распределение, однако параметры распределения пока неизвестны. Тем не менее, 
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Окончательно, 
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Имеем два возможных варианта соотношений между 
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. Следовательно, если в качестве предельного процесса взять равномерно распределенный на [0,1] случайный процесс с параметрами 
[image: image1405.wmf](

)

5

.

0

=

X

E

 и 
[image: image1406.wmf](

)

6

/

1

2

=

X

E

, независимый с 
[image: image1407.wmf]n

X

, то 
[image: image1408.wmf](

)

(

)

0

)

(

lim

2

=

-

¥

®

t

X

t

X

E

n

n

.

2) 
[image: image1409.wmf]X

X

n

,

 зависимы. Допустим, что 
[image: image1410.wmf]n

X

 сходится в среднеквадратичном. Тогда 
[image: image1411.wmf]n

X

 сходится и по распределению, т.е. 
[image: image1412.wmf](

)

(

)

2

lim

X

E

X

X

E

n

n

=

¥

®

. Поэтому 
[image: image1413.wmf](

)

(

)

=

-

¥

®

2

)

(

lim

t

X

t

X

E

n

n
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Задача 5. Пользуясь формулой Ито, доказать формулу интегрирования по частям 
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Решение: применим формулу Ито для функции 
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Задача 6. Найти решение дифференциального уравнения 
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– некоторая случайная величина.

Решение: Согласно технике решения дифференциальных уравнений, приведенной в п. 1.4.2., выберем интегрирующий множитель в виде 
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Подставляем найденные выражения в формулу для 
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. Таким образом, исходное уравнение сведено к уравнению вида
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которое является уравнением в полных дифференциалах и его решение находится непосредственным интегрированием по промежутку [0,t]:
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Учитывая, что 
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Задача 7. пусть 
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– некоторые фиксированные числа. Найти решение уравнения: 
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 (броуновский мостик), 
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Решение: некоторые уравнения, в отличие от задачи 6, где применен интегрирующий множитель, можно решать соответствующей заменой переменного. В данном случае сделаем замену 
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Вспоминая обозначения для F и учитывая, что по условию задачи 
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Интегрируем по промежутку [0,t], делаем обратную замену переменного и получаем окончательный ответ: 
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ИНДИВИДУАЛЬНОЕ ЗАДАНИЕ №1

ВАРИАНТ №1

1. Изобразить график случайной функции:
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ВАРИАНТ №2

1. Изобразить график случайной функции:
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4. Найти решение стохастических дифференциальных уравнений:
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Примечание: использовать формулу Ито.

5. Сделать замену переменного в процессе 
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b. (по определению) 
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ВАРИАНТ №3

1. Изобразить график случайной функции:
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4. Найти решение стохастических дифференциальных уравнений:
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Примечание: использовать формулу Ито.

5. Сделать замену переменного в процессе 
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6. Вычислить интеграл Ито:
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b. (по определению) 
[image: image1544.wmf](

)

t

dW

W

t

s

Y

s

ò

=

0

)

(


ВАРИАНТ №4

1. Изобразить график случайной функции:
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3. Найти решение стохастических дифференциальных уравнений:
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5. Сделать замену переменного в процессе 
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6. Вычислить интеграл Ито:
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ВАРИАНТ №5
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2. Найти предел в среднеквадратичном при 
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b. Найти математическое ожидание и дисперсию процесса
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 распределены нормально с нулевым средним и дисперсией единица? Дифференцируем ли он?

4. Найти решение стохастических дифференциальных уравнений:
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b. Пусть 
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 – средне–возвратный процесс Орнштейна –Уленбека, удовлетворяющий уравнению 
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5. Сделать замену переменного в процессе 
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6. Вычислить интеграл Ито:

a. с помощью формулы Ито найти 
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b. (по определению) 
[image: image1598.wmf](

)

(

)

t

dW

W

t

tW

s

Y

s

ò

+

=

0

2

2

)

(


ВАРИАНТ №6

1. Изобразить график случайной функции:

а. 
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2. Найти предел в среднеквадратичном при 
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b. Найти математическое ожидание и дисперсию процесса
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3. Найти решение стохастических дифференциальных уравнений:

a. Пусть 
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 – средне–возвратный процесс Орнштейна –Уленбека, удовлетворяющий уравнению 
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b. Найти математическое ожидание и дисперсию средне–возвратного процесса Орнштейна –Уленбека (см. 3.a)

4. Непрерывен ли процесс 
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5. Сделать замену переменного в процессе 
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b. 
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6. Вычислить интеграл Ито:

a. с помощью формулы Ито найти 
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ВАРИАНТ №7

1. Изобразить график случайной функции:

а. 
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2. Найти предел в среднеквадратичном при 
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b. Найти математическое ожидание и дисперсию процесса
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3. Будет ли стохастический процесс, определенный в задании 2, непрерывным, дифференцируемым на 
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4. Найти решение стохастических дифференциальных уравнений:
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– некоторая случайная величина, распределенная нормально с математическим ожиданием нуль и дисперсией единица, ( – константа.
b. 
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– некоторая случайная величина, распределенная нормально с математическим ожиданием нуль и дисперсией единица, ( – константа. Будет ли решение непрерывным в любой момент времени t. 

5. Сделать замену переменного в процессе 
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6. Вычислить интеграл Ито:

a. с помощью формулы Ито найти 
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b. (по определению) 
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ВАРИАНТ №8

1. Изобразить график случайной функции:

а. 
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2. Найти предел в среднеквадратичном при 
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3. Броуновский мостик: пусть 
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4. Выполнить следующее задание: 

a. Показать, что для решения уравнения 3 справедливо равенство: 
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5. Сделать замену переменного в процессе 
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6. Вычислить интеграл Ито:

a. с помощью формулы Ито найти 
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b. (по определению) 
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ВАРИАНТ №9

1. Изобразить график случайной функции:

а. 
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2. Выполнить следующие задания:

a. Пусть стохастический процесс определен формулой
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b. Найти предел в среднеквадратичном при 
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3. Будет ли процесс 
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4. Найти решение стохастических дифференциальных уравнений:

a. 
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– некоторая случайная величина, распределенная нормально с математическим ожиданием нуль и дисперсией единица, ( – константа.
5. Докажите формулу дифференцирования по частям: пусть 
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6. Сделать замену переменного в процессе 
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7. Вычислить интеграл Ито:

a. с помощью формулы Ито найти 
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b. (по определению) 
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ВАРИАНТ №10

1. Изобразить график случайной функции:

а. 
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2. Найти предел в среднеквадратичном при 
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b. 
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3. Будет ли процесс 
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4. Найти решение стохастических дифференциальных уравнений:

a. 
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5. Сделать замену переменного в процессе 
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6. Вычислить интеграл Ито:

a. с помощью формулы Ито найти 
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b. (по определению) 
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ВАРИАНТ №11
1. Изобразить график случайной функции:

а. 
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– винеровский процесс. Использовать при вычислении 
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2. Найти предел в среднеквадратичном при 
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3. Будет ли процесс 
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4. Найти решение стохастических дифференциальных уравнений:

a. 
[image: image1722.wmf]dt
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b. 
[image: image1725.wmf]dt

S

dS

3

2

3

=

, 
[image: image1726.wmf]0

)

0

(

=

S

. Будет ли решение единственным?
5. Сделать замену переменного в процессе 
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6. Вычислить интеграл Ито:

a. с помощью формулы Ито найти 
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b. (по определению) 
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ВАРИАНТ №12
1. Изобразить график случайной функции:

а. 
[image: image1732.wmf](
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– винеровский процесс. Использовать при вычислении интеграла разложение в ряд Тейлора подынтегральной функции в окрестности точки W и формулу Ито.
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принимает только положительные значения
2. Найти предел в среднеквадратичном при 
[image: image1739.wmf]¥
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а. 
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b. 
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3. Будет ли процесс 
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4. Найти решение стохастических дифференциальных уравнений:

a. (процесс Орнштейна–Уленбека) 
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5. Сделать замену переменного в процессе 
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6. Вычислить интеграл Ито:

a. с помощью формулы Ито найти 
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b. (по определению) 
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ВАРИАНТ №13

(повышенной сложности)
1. Изобразить график случайной функции:

а. 
[image: image1756.wmf](
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– винеровский процесс. Использовать при вычислении интеграла разложение в ряд Тейлора подынтегральной функции в окрестности точки W и формулу Ито.
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принимает только положительные значения

2. Найти предел в среднеквадратичном при 
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3. Дифференцируем ли случайный процесс вида 
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4. Найти решение стохастических дифференциальных уравнений:

a. 
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– некоторая случайная величина, распределенная нормально с математическим ожиданием нуль и дисперсией единица, (, ( – константы. Будет ли решение непрерывным в любой момент времени t?
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[image: image1771.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

p

p

-

Î

=

=

-

+

-

=

2

,

2

)

0

(

,

1

2

1

2

const

a

S

dW

S

dt

S

dS

, причем время выбирается из условия, что  
[image: image1772.wmf]î

í

ì

þ

ý

ü

ú

û

ù

ê

ë

é

p

p

-

Ï

>

<

2

,

2

)

(

,

0

inf

s

W

s

t

. Примечание: использовать формулу Ито.

5. Сделать замену переменного в процессе 
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6. Вычислить интеграл Ито:

a. с помощью формулы Ито найти 
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b. (по определению) 
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ВАРИАНТ №14
1. Изобразить график случайной функции:

а. 
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– винеровский процесс. Использовать при вычислении интеграла разложение в ряд Тейлора подынтегральной функции в окрестности точки W и формулу Ито.
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2. Найти предел в среднеквадратичном при 
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3. Непрерывен ли случайный процесс вида 
[image: image1791.wmf](

)

(

)

å

p

=

¥

=

1

2

2

sin

n

n

t

n

t

f

, 
[image: image1792.wmf]]

1

,

0

[

Î

t

?
4. Найти решение стохастических дифференциальных уравнений:

a. (броуновское движение) 
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– случайная величина, распределенная нормально с математическим ожиданием нуль и дисперсией единица, (, (– константы. 

b. (процесс Коха для краткосрочной процентной ставки) 
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5. Сделать замену переменного в процессе 
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6. Вычислить интеграл Ито:

a. с помощью формулы Ито найти 
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b. (по определению) 
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ВАРИАНТ №15
1. Изобразить график случайной функции:

а. 
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– винеровский процесс. Использовать при вычислении 
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b.
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2. Найти предел в среднеквадратичном при 
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3. Будет ли процесс 
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, непрерывным? Дифференцируемым?
4. Выполнить следующие задания:

a. Доказать формулу интегрирования по частям:
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b. Найти решение стохастического дифференциального уравнения Бесселя:


[image: image1818.wmf]0

)

0

(

,

1

S

S

dW

dt

S

a

dS

=

+

-

=

, 
[image: image1819.wmf]0

S

– некоторая случайная величина, распределенная нормально с математическим ожиданием нуль и дисперсией единица.
5. Сделать замену переменного в процессе 
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6. Вычислить интеграл Ито:

a. с помощью формулы Ито найти 
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[image: image1824.wmf](

)

dW

W

t

sh

t

Y

t

ò

=

0

)

(


ВАРИАНТ №16
1. Изобразить график случайной функции:

а. 
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2. Найти предел в среднеквадратичном при 
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3. Будет ли процесс 
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, непрерывным? Дифференцируемым?

4. Найти решение стохастических дифференциальных уравнений:

a. 
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– некоторая случайная величина, распределенная нормально с математическим ожиданием нуль и дисперсией единица. 
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– некоторая случайная величина, распределенная нормально с математическим ожиданием нуль и дисперсией единица.

Примечание: использовать формулу Ито.

5. Сделать замену переменного в процессе 
[image: image1843.wmf]dW

S

dt

dS

2

s

+

=

:
a. 
[image: image1844.wmf](

)

S

t

ch

F

cos

ln

=


b. 
[image: image1845.wmf](

)

(

)

2

2

cos

ln

sin

t

t

S

F

+

=


6. Вычислить интеграл Ито:

a. с помощью формулы Ито найти 
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b. (по определению) 
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ВАРИАНТ №17
1. Изобразить график случайной функции:

а. 
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– винеровский процесс. Использовать при вычислении 
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3. Непрерывен ли процесс 
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4. Найти решение стохастических дифференциальных уравнений:

a. 
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5. Сделать замену переменного в процессе 
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6. Вычислить интеграл Ито:

a. с помощью формулы Ито найти 
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b. (по определению) 
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ВАРИАНТ №18
1. Изобразить график случайной функции:

а. 
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– винеровский процесс Использовать при вычислении 
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b.
[image: image1870.wmf](

)

1

)

(

ln

)

(

2

+

=

t

t

S

t

Y

, 
[image: image1871.wmf])

(

t

S

–случайная величина, распределенная равномерно с параметрами 
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2. Выполнить следующее задание:
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b. Доказать, что 
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3. Будет ли процесс 
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, непрерывным? Дифференцируемым?

4. Найти решение стохастических дифференциальных уравнений:

a. 
[image: image1883.wmf]dW

S

dt

S

dS

-

=

1

, 
[image: image1884.wmf]0

)

0

(

0

>

=

S

S

– некоторая случайная величина, распределенная нормально с математическим ожиданием нуль и дисперсией единица.
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– некоторая случайная величина, распределенная нормально с математическим ожиданием нуль и дисперсией единица, ( – константа. Будет ли решение непрерывным в любой момент времени t.

5. Сделать замену переменного в процессе 
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6. Вычислить интеграл Ито:

a. с помощью формулы Ито найти 
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b. (по определению) 
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ВАРИАНТ №19
1. Изобразить график случайной функции:

а. 
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– винеровский процесс, 
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2. Найти предел в среднеквадратичном при 
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 – последовательность нормально распределенных случайных величин со средним нуль и дисперсией единица, 
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3. Будет ли процесс 
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 распределены нормально с нулевым средним и дисперсией единица, непрерывным? Дифференцируемым?
4. Найти решение:

a. 
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– некоторая случайная величина, распределенная нормально с математическим ожиданием нуль и дисперсией единица. 
b. Пусть 
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5. Сделать замену переменного в процессе 
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6. Вычислить интеграл Ито:

a. с помощью формулы Ито найти 
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b. (по определению) 
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ВАРИАНТ №20
1. Изобразить график случайной функции:

а. 
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– винеровский процесс. Использовать при вычислении интеграла разложение в ряд Тейлора подынтегральной функции в окрестности точки W и формулу Ито.
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2. Найти предел в среднеквадратичном при 
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b. 
[image: image1927.wmf](

)

ò

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

t

n

n

s

W

d

n

s

n

s

t

X

0

sin

cos

)

(

.

3. Будет ли процесс 
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 распределены нормально с нулевым средним и дисперсией единица, непрерывным? Дифференцируемым?
4. Найти решение:
a. 
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– некоторая случайная величина, распределенная нормально с математическим ожиданием нуль и дисперсией единица, ( – константа. Будет ли решение непрерывным в любой момент времени t.
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– некоторая случайная величина, распределенная нормально с математическим ожиданием нуль и дисперсией единица, ( – константа.
5. Сделать замену переменного в процессе 
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6. Вычислить интеграл Ито:

a. с помощью формулы Ито найти 
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b. (по определению) 
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