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Действующие значения тока
и напряжения характеризуют
тепловое действие в линейном

резистивном элементе
с сопротивлением R

ДействующиеДействующие значениязначения
гармоническихгармонических

токовтоков ии
напряженийнапряжений
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Дж,RTIdtRiW 2
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( )m m mu = R i = U sin ωt+α , B; U =RI .

c,2T ωωωω
ππππ====

ПО ЗАКОНУ ДЖОУЛЯ –ЛЕНЦА ЭНЕРГИЯW:

ПО ЗАКОНУ ОМА НАПРЯЖЕНИЕ u:

- период

( )mi = I sin ωt+αТок:
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2
Idti

T
1

I m
T

0

2 ======== ∫∫∫∫

Действующее значение тока:

Действующее значение напряжения:

2
Udtu

T
1

U m
T

0

2 ======== ∫∫∫∫
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Действующее значение
гармонического тока i
численно равно такому

постоянному току I , который
за время равное периоду Т в том же

сопротивлении R выделяет
такое же количества тепла W
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Действующие значения тока
и напряжения не зависят
от угловой частоты
и начальной фазы

ω
α

В результате :

)sin(2

)sin(2

α+ω=
α+ω=

tUu

tIi
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Символический метод
применяется для расчета линейных
цепей с синусоидальными токами

и напряжениями.
Этот метод основан на изображении

синусоидальных величин
комплексными числами. 

СимволическийСимволический
методметод
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При этом проекция
вращающегося

вектора на любой из диаметров
окружности является
гармонической

функцией времени
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Следовательно, синусоидальная
величина может быть изображена

вращающимся вектором длиной F на
комплексной плоскости, причем
этот вектор записывается в

показательной (Fejα), 
тригонометрической (Fcosα+jFsinα)
и алгебраической формах (a+jb),

где - мнимая единицаj= -1
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====αααα++++ωωωω==== )tsin(Ii m ====αααα++++ωωωω )tsin(I2

j(ωt+α)IM[ 2 Ie ]= == == == = ⇒⇒⇒⇒ωωωω ]eI2[IM tj

jαI=Ie =Icosα+jIsinα⇒⇒⇒⇒ ====a + jb

мнимая составляющая
вращающегося вектора

Таким образом:

j(ωt+α)IM[ 2 Ie ]-
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b

a

t=0

α>0 1
I

1j −−−−====++++

комплекс действующего

значения тока

jαI=Ie −

ωωωω
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Синусоидальной величине
(току или напряжению)
соответствует комплекс ее
действующего значения и

наоборот.
Например: току

2,82 sin( 30 ),�i t= ⋅ ω −= ⋅ ω −= ⋅ ω −= ⋅ ω −

соответствует 302, 82

2
jI I e −−−−= = ⋅= = ⋅= = ⋅= = ⋅

�

ɺ

А
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При этом, например, комплексу
действующего значения

напряжения

45100 ,jU U e= = ⋅= = ⋅= = ⋅= = ⋅
�

ɺ

2 100 sin( 45 ),�u t= ⋅ ⋅ ω += ⋅ ⋅ ω += ⋅ ⋅ ω += ⋅ ⋅ ω +

соответствует синусоидальная
функция времени

В

В
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- вещественная составляющая

jαF=F e =a+jb⋅⋅⋅⋅ - комплексное
число

F α
a
b

- модуль - аргумент (фаза)

- мнимая составляющая

ДействияДействия
сс комплекснымикомплексными

числамичислами
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1. 1. ПереходПереход отот алгебраическойалгебраической
формыформы записизаписи

кк показательнойпоказательной формеформе
αααα⇒⇒⇒⇒++++ jFejba

2

o

2

18

F= a +b

b
α=( )+arctg0

a

180градусов
учитывается
при а<0
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НапримерНапример::

( )
( )

4
180 arctg2 32

180 53,1 126,9

3 4

3 4

5 5

j

j j

j

e

e e

  +   −  

−

− + =

 = − + ⋅ =
  

= =

�

� �
�
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2. 2. ПереходПереход отот показательнойпоказательной
формыформы записизаписи

кк алгебраическойалгебраической формеформе

jbaFej ++++⇒⇒⇒⇒αααα

⋅
⋅

a=F cosα

b=F sinα

( )
( )

1204 4cos 120

4sin 120

2 3, 46

je

j

j

− = − +

+ − =

= − −

�
�

�



ТПУ, ТОЭ, Носов Г.В., 2013 г. 18

1 2jα jα
1 2F e ±F e =

1 2 1 2=(a ±a )+j(b ±b )= a+jb= jαFe .
1 1 2 2(a +jb )±(a +jb )=

3. 3. СложениеСложение ии вычитаниевычитание

30 120

41,2

5 3

(4,33 2,5) ( 1,5 2,6)

5,83 5,1 7,74

j j

j

e e

j j

j e

−

−

− =
= − − − + =

= − =

� �

�

Например:
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1 1 2 2+ + =(a jb )(a jb ) ⋅1 2jα jα
1 2F e F e =

1 2j(α +α )
1 2=F F e = jαFe =a+jb.

4. 4. УмножениеУмножение

( ) ( )
135 56,3

191,3

1 2 3

1,41 3,61

5,09 5

j j

j

j j

e e

e j

− −

−

− − ⋅ − =

= ⋅ =

= = − +

� �

�

НапримерНапример::
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1 1

2 2

a +jb
=

a +jb
1 2j(α -α )1

2

F
e =

F

1

2

jα
1

jα
2

F e
=

F e
jαFe =a+jb.

5. 5. ДелениеДеление

НапримерНапример::

53,1
90

36,9

3 4 5
1 1

4 3 5

j
j

j

j e
e j

j e−

+ = = =
−

�

�

�
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m
1 1(a +jb ) = 1jα m

1(F e ) = 1jmαm
1F e = jαFe =a+jb.

6. 6. ВозведениеВозведение вв степеньстепень mm

Например:

0,5

0,5
135 67,5

2 2 ( 2 2)

2,82 1,68

0,643 1,552

j j

j j

e e

j

− + = − + =

 = = = 
 

= +

� �
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.

1jα
1 1 1 1 1(paд)

jα

ln(a +jb )=ln(F e )=ln(F )+j α =

                   =a+jb=Fe

7. 7. ЛогарифмЛогарифм

НапримерНапример:: ( ) ( )
( )

143,1

47,4

ln 8 6 ln 10

ln 10 143,1
180

2,3 2,5 3,397

π

− + = =

 = + ⋅ = 
 

= + =

�

�

�

�

j

j

j e

j

j e
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1j −−−−==== 1j2 −−−−==== jj3 −−−−====
jj

1 −−−−====

8. 8. НекоторыеНекоторые соотношениясоотношения

°°°°==== 90jej °°°°−−−−====−−−− 90jej

°°°°==== 0je1 °°°°====−−−− 180je1
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Рассмотрим действия
с синусоидальными

величинами, имеющими
одинаковую угловую

частотуω

ДействияДействия
сс синусоидальнымисинусоидальными

величинамивеличинами
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( ) ( )± ±

±
1 2 1 1

2 2

f(t)=f t f t = 2F sin(ωt+α )

2F sin(ωt+α )= 2Fsin(ωt+α).

1. 1. СложениеСложение ии вычитаниевычитание

( ) ( )⇒ 1jα
11 1 1 1f t = 2F sin ωt+α F =F e

( ) ( ) 2
22 2 2 2

jαf t = 2F sin ωt+α F =F e⇒
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аа) ) комплексныекомплексные числачисла

α

1 2jα jα jα
1 2F е ±F е =Fе

⇒⇒ определяютсяопределяются ииF

ДляДля определенияопределения ии

используютсяиспользуются: : 

F α
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бб)) векторавектора нана комплекснойкомплексной
плоскостиплоскости припри сложениисложении

+1

j++++

0

1F

2F

jαF=Fe
1 0α >

2 0α <
α

графически
определяем
F и α
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вв) ) векторавектора нана комплекснойкомплексной
плоскостиплоскости припри вычитаниивычитании

+1

j++++

0

1F

2F

α

jαF=Fe
1α >0

2α <0 графически
определяем
F и α
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⇒f(t)= 2Fsin(ωt+α) jαF=Fe
⇒

df(t)
= 2ωFsin(ωt+α+90°)

dt
⇒ j(α+90°)ωFe =jωF

22. . ДифференцированиеДифференцирование

Дифференцированию
синусоидальной функции
соответствует умножение

изображающего ее комплекса на jω
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⇒∫
2F

f(t)dt= sin(ωt+α-90°)
ω

⇒ j(α-90°)F F
e =

ω jω

33. . ИнтегрированиеИнтегрирование

Интегрированию
синусоидальной функции
соответствует деление

изображающего ее комплекса на jω
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Закон Ома в комплексной форме
основан на символическом методе
и справедлив для линейных цепей
с гармоническими напряжениями

и токами.
Этот закон следует из
взаимосвязи между
током и напряжением

отдельных элементов цепи.

ЗАКОН ОМА
В КОМПЛЕКСНОЙ

ФОРМЕ
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Резистивный 
элемент  

 

Комплекс 
напряжения 

 

Вектора 
напряжения и 
тока 

 

 

 

RI

IRUR ⋅⋅⋅⋅====

RU
I

+j

+1

RU
a b

a

b
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На комплексной плоскости
вектор напряжения

резистивного элемента
совпадает по направлению
с вектором своего тока
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Индуктивный 
элемент  

 

Комплекс 
напряжения 

 

Вектора 
напряжения и 
тока 

 

 

 

+j

+1

I

LU

LjX

IjXILjU LL ====ωωωω====

I
LU

a b

b

a
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На комплексной плоскости
вектор напряжения

индуктивного элемента
опережает по направлению

вектор своего тока на 90 градусов.

Где:

LXL ω= - индуктивное
сопротивление (Ом) 
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Емкостный 
элемент  

 

Комплекс 
напряжения 

 

Вектора 
напряжения и 
тока 

 

 

 

IjXI
C
j

U CC −−−−====
ωωωω

−−−−====

I CjX−−−−

CU

I

CU
+1

+j

a b

a

b
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На комплексной плоскости
вектор напряжения
емкостного элемента

отстает по направлению
от вектора своего тока на 90 

градусов.
Где:

- емкостное
сопротивление (Ом) 

CXC ω= 1
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Закон Ома в комплексной форме
для отдельных элементов аналогичен
закону Ома для резистивного элемента

при постоянном токе.
Для символического метода

необходимо составить комплексную
схему замещения с комплексными
сопротивлениями и с комплексами
действующих значений токов и

напряжений
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НапримерНапример, , комплекснаякомплексная схемасхема

замещениязамещения цепицепи::

R

LjX

CjX−−−−
E

I
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C

C
L jXR

)jX(R
jXZ

−−−−
−−−−++++====

Z
E

I ====

Эквивалентное комплексное
сопротивление:

По закону Ома в комплексной форме:
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Где:

– эквивалентное комплексное
сопротивление цепи (Ом);    

ϕ⋅=+= j
ЭЭ eZjXRZ

22
ЭЭ XRZ +=

- модуль сопротивления (Ом);

φ arctg Э

Э

X

R
=

-аргумент (фаза)сопротивления (Град).



ТПУ, ТОЭ, Носов Г.В., 2013 г. 42

Сложению и вычитанию
гармонических токов и напряжений
с одинаковой угловой частотой

в законах Кирхгофа
соответствует сложение и вычитание

их комплексных величин

ω

ЗАКОНЫ КИРХГОФА
В КОМПЛЕКСНОЙ

ФОРМЕ
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Для любого узла комплексной схемы
замещения цепи алгебраическая

сумма комплексных значений токов
равна нулю:

∑∑∑∑ ====±±±± 0I k

1. ПЕРВЫЙ
ЗАКОН КИРХГОФА
В КОМПЛЕКСНОЙ

ФОРМЕ
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Например:

0III 321 ====++++++++−−−−
узел а:

а
1I

3I2I

2. ВТОРОЙ
ЗАКОН КИРХГОФА
В КОМПЛЕКСНОЙ

ФОРМЕ
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Для любого контура комплексной схемы
замещения цепи алгебраическая
сумма комплексов напряжений
на пассивных элементах равна

алгебраической сумме комплексов
ЭДС, напряжений на

источниках тока и напряжений на
разрывах контура:

∑∑∑∑ ∑∑∑∑ ∑∑∑∑ ∑∑∑∑±±±±++++±±±±++++±±±±====±±±± pqJkn UUEU
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Например:

U

CUJU CI+

RU

LU

E RI

LI

J +

+

+

R

LjX

CjX−−−−
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UUEUUU JCLR ++++−−−−====++++−−−−

или

UUEI)jX(IjXIR JCCLLR ++++−−−−====−−−−++++−−−−
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Решая комплексные алгебраические
уравнения, составленные
по законам Кирхгофа в

комплексной форме, можно
определить комплексы токов и
напряжений в комплексной
схеме замещения цепи

3. МЕТОД ЗАКОНОВ
КИРХГОФА

В КОМПЛЕКСНОЙ
ФОРМЕ
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Например:

a

+
1 к. 2 к.

LjX

CjX−−−−

R

E

в

JU

J

JU
2I

1I
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0JII:a 21 ====−−−−++++−−−−
EI)jX(I)jXR(:к1 2C1L ====⋅⋅⋅⋅−−−−++++⋅⋅⋅⋅++++

J2C UI)jX(:к2 −−−−====⋅⋅⋅⋅−−−−−−−−

2ny ==== 3nв ====

11nn y1 ====−−−−====

2nnn 1в2 ====−−−−====
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ЗАКОНЫ ОМА И КИРХГОФА
В КОМПЛЕКСНОЙ ФОРМЕ

ИМЕЮТ ТАКОЙ ЖЕ ВИД КАК
И ДЛЯ ЦЕПЕЙ С ПОСТОЯННЫМИ

ТОКАМИ, ПОЭТОМУ К
КОМПЛЕКСНЫМ СХЕМАМ

ПРИМЕНИМЫ ВСЕ ИЗВЕСТНЫЕ
МЕТОДЫ РАСЧЕТА

В КОМПЛЕКСНОЙ ФОРМЕ
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Пример: ( ) ( )200 2 sin 100 90 , ;Be t t= + �

( ) ( )2 2 sin 100 , ;AJ t t= ( )1 2 200 ;ОмR R= =
( )2 ;ГнL= ( )50 .мкФC=

a

+( )e t

b

L

C

+

( )Ju t ( )Cu t2R

( )1i t

( )2i t( )J t ( )Ci t1R
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Комплексная схема:

Найти: ( ) ( )1 ? ?Ci t u t= =

( )
( )

( )6

100 1/ ;

100 2 200 ;

1 1 100 50 10 200 .

с

Ом

Ом

L

C

X L

X C −

ω =

= ω = ⋅ =

= ω = ⋅ ⋅ =

( ) ( )90 0200 ; 2 ;B Aj jE e J e= =
� �

( )
1 1

45200 200 283 ;Ом

L

j

Z R jX

j e

= + =

= + ≈
�

( )

( )

( )

2
2

2

45

200 200

200 200

100 100 141 .Ом

C

C

j

R jX
Z

R jX

j

j

j e−

−
= =

−
−

= =
−

= − ≈
�

a

++
JU CU

1I

2IJ1Z

2Z

b

E

11I

11I

22I
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Метод контурных токов:

( ) ( )0
22 1 2 11 2 222 ; ;AjI J e Z Z I Z I E= = + + =

�

( ) ( ) 0 00 90
11300 100 100 100 2 200 ;j jj I j e e+ + − =

( )
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Ответ:

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1,41 2 sin 100 98 , ;

322,5 2 sin 100 7 , .
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