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ЧАСТЬ III

Специальные функции

Данный раздел курса посвящен изучению свойств специ-
альных функций, возникающих при решении задач математи-
ческой физики. Даже для сравнительно простых физических
задач, допускающих точные аналитические решения, эти ре-
шения зачастую не могут быть выражены через элементарные
функции. Отсюда следует, что специальные функции являют-
ся основной базой конструирования решений задач математи-
ческой физики, причем сама эта база непрерывно расширяется
при изучении новых, не исследовавшихся ранее физических и
математических проблем. Авторы ставят здесь три основные
учебные задачи. Первая – ознакомить с наиболее употреби-
тельными конкретными специальными функциями (функции
Бесселя, ортогональные классическими полиномами и т.п.).
Вторая – на основе изучения различных свойств конкретных
функций выработать представление об общих методах и прие-
мах, пригодных для исследования свойств специальных функ-
ций, не рассмотренных в данном курсе. Третья – путем подбо-
ра задач сформировать практические навыки использования
общих методов в конкретных случаях. Эти цели и определяют
содержание данного раздела.

ГЛАВА 1

Задача Штурма–Лиувилля для
обыкновенных дифференциальных

уравнений

В узком смысле под специальными функциями понимают-
ся функции, которые появляются при решении уравнений с
частными производными, например, методом разделения пе-
ременных. В частности, при использовании метода разделения
переменных в цилиндрических и сферических координатах мы
приходим к цилиндрическим и сферическим функциям.

Одна из характерных особенностей этих функций состоит
в том, что они, как правило, являются решением уравнения

d

dt

[
k(t)

dy

dt

]
− q(t)y = 0
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с особыми точками, т.е. коэффициент k(t) обращается в нуль
в одной или нескольких точках промежутка изменения пере-
менной t. Решение таких уравнений имеет ряд специфических
свойств, часть из которых мы и рассмотрим в этой главе.

В более широком смысле под специальными функциями
математической физики понимается совокупность отдельных
классов неэлементарных функций, возникающих при решении
как теоретических, так и прикладных задач в самых различ-
ных разделах математики, физики и техники.

1. Краевые задачи для обыкновенных
дифференциальных уравнений

Рассмотрим линейное неоднородное дифференциальное
уравнение

x′′ + p(t)x′ + q(t)x = f(t), (1.1)

где p(t), q(t) – функции, непрерывные на отрезке [a, b]. Из кур-
са высшей математики известно, что общее решение уравнения
(1.1) имеет вид

x(t) = C1x1(t) + C2x2(t) + x̃(t), (1.2)

где C1 и C2 — произвольные постоянные, x1(t) и x2(t) — опре-
деленные на ]a, b[ и линейно независимые на этом интервале
решения уравнения (1.1) при f(t) = 0, а x̃(t) — любое опреде-
ленное на ]a, b[ частное решение уравнения (1.1).

Чтобы из общего решения (1.2) уравнения (1.1) выделить
какое-либо конкретное решение, нужно задать дополнитель-
ные условия. В разделе «Дифференциальные уравнения» кур-
са математического анализа решалась задача Коши: в неко-
торой точке t0 ∈]a, b[ задавалось значение самой неизвестной
функции и ее первой производной

x(t0) = x0, x′(t0) = x′0. (1.3)

При этом отмечалось, что существует одно и только одно ре-
шение задачи (1.1), (1.3). Однако зачастую в конкретных фи-
зических задачах требуется из всего множества решений (1.2)
выбрать решения, удовлетворяющие на концах отрезка [a, b]
следующим условиям:

α1x(a) + α2x
′(a) = xa,

β1x(b) + β2x
′(b) = xb,

(1.4)
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где α1, α2, β1, β2, xa, xb – постоянные числа, причем в парах
α1 и α2, β1 и β2 хотя бы одно из чисел должно быть отлич-
ным от нуля (т.е. |α1| + |α2| 6= 0 и |β1| + |β2| 6= 0). В этих
задачах значение искомой функции задается не в одной, а в
двух точках, ограничивающих отрезок, на котором требуется
определить решение.

Примером может служить задача о движении материаль-
ной точки массой m под действием заданной силы F (t, x, x′),
в которой часто требуется найти закон движения, если в на-
чальный момент t = t0 точка находилась в положении x0, а в
момент t = t1 должна попасть в точку x = x1. Задача сводится
к интегрированию уравнения Ньютона

m
d2x

dt2
= F (t, x, x′)

с краевыми условиями x(t0) = x0, x(t1) = x1.
Заметим, что эта задача, вообще говоря, не имеет един-

ственного решения. Если речь идет о баллистической задаче,
то в одну и ту же точку тело может попасть по навесной и по
настильной траекториям и, более того, при очень больших на-
чальных скоростях — после однократного или многократного
облета земного шара.

♦ Если известно общее решение дифференциального урав-
нения, для решения краевой задачи надо определить произ-
вольные постоянные, содержащиеся в общем решении, из гра-
ничных условий. При этом, конечно, не всегда существует дей-
ствительное решение, а если оно существует, то не обязательно
единственно.

Пример 1.1. Найти решение дифференциального уравнения

y′′ + y = 0 при y(0) = 0, y(t1) = y1.

Решение. Исходное уравнение является обыкновенным ли-
нейным дифференциальным уравнением второго порядка с по-
стоянными коэффициентами. Общее решение такого уравне-
ния имеет вид

y = C1 cos t+ C2 sin t.

Из первого граничного условия следует, что C1 = 0. Тогда
y(t) = C2 sin t. Если t1 6= πn, то из второго граничного условия
находим

y1 = y(t1) = C2 sin t1, т.е. C2 =
y1

sin t1
.
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Следовательно, в этом случае существует единственное реше-
ние краевой задачи

y(t) =
y1

sin t1
sin t.

Если t1 = πn и y1 = 0, то все кривые пучка y = C2 sin t явля-
ются решениями краевой задачи.

При t1 = πn и y1 6= 0 решений задачи не существует.

Применительно к проблемам математической физики нас
в основном будут интересовать однородные краевые задачи,
т.е. нахождение решений однородных линейных уравнений при
однородных краевых условиях.

� Краевые условия называются однородными, если из то-
го, что функции x1(t), . . . , xn(t) удовлетворяют этим услови-
ям, следует, что любая линейная комбинация этих функций

x(t) =
n∑
k=1

Ckxk(t) также им удовлетворяет.

♦ Условия (1.4) будут однородны, если xa = xb = 0.
♦ В дальнейшем нас не будет интересовать случай триви-

альных (т.е. тождественно равных нулю) решений.
� Самосопряженным дифференциальным уравнением на-

зывается уравнение вида

d

dt
[ϕ(t)x′(t)]− q(t)x(t) = f(t). (1.5)

Функции f(t) и q(t) предполагаются непрерывными на отрезке
[a, b], а ϕ(t) — непрерывной вместе со своей производной.

Утверждение 1.1. Уравнение (1.1) может быть приведено
к самосопряженному виду.

Введем функцию

ϕ(t) = exp

[ t∫

0

p(τ)dτ

]

и заметим, что ϕ′(t) = p(t)ϕ(t) и, следовательно,

ϕ(t)x′′(t) + p(t)ϕ(t)x′(t) =
d

dt
[ϕ(t)x′(t)].
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Умножим (1.1) на ϕ(t) и получим

d

dt
[ϕ(t)x′(t)]− q̃(t)x(t) = f̃(t), (1.6)

где q̃(t) = ϕ(t)q(t), f̃(t) = f(t)ϕ(t). Таким образом, уравнение
(1.1) приведено к самосопряженному виду.

Пример 1.2. Привести к самосопряженному виду уравнение

x′′ +
1

t
x′ +

(
1− ν2

t2

)
x = 0, x = x(t).

Решение. Домножим левую и правую части уравнения на
функцию

ϕ(t) = exp

( t∫

1

dτ

τ

)
= t,

тогда

tx′′ + x′ +
(
t− ν2

t

)
x = 0

или
d

dt
[tx′] +

(
t− ν2

t

)
x = 0.

Пример 1.3. Найти решение краевой задачи

x′′ − x = 2t, x = x(t), x(0) = 0, x(1) = −1. (1.7)

Решение. 1. Найдем общее решение однородного уравнения

x′′ − x = 0.

Составим характеристическое уравнение

k2 − 1 = 0,

следовательно, k = ±1, и общее решение однородного уравне-
ния имеет вид

x̄(t) = C̃1e
t + C̃2e

−t = C1 ch t+ C2 sh t.

Частным решением неоднородного уравнения будет функция

x̃(t) = −2t.
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В результате для общего решения уравнения (1.7) получим

x(t) = C1 ch t+ C2 sh t− 2t. (1.8)

2. Выберем константы C1 и C2 из граничных условий. Под-
ставив (1.8) в (1.7)

{
C1 = 0,
C1 ch 1 + C2 sh 1− 2 = −1,

получим

C1 = 0, C2 =
1

sh1
.

Окончательно запишем

x(t) =
sh t

sh 1
− 2t.

2. Задача Штурма–Лиувилля

Важным случаем однородных краевых задач являются так
называемые задачи на собственные значения.

Типичной задачей на собственные значения для линейно-
го дифференциального уравнения является задача Штурма–
Лиувилля. Рассмотрим обыкновенное линейное дифференци-
альное уравнение второго порядка

d

dt
[ϕ(t)x′(t)]− q(t)x(t) + λρ(t)x(t) = 0 (2.1)

с граничными условиями

α1x
′(a) + α2x(a) = 0, β1x

′(b) + β2x(b) = 0; (2.2)

|α1|+ |α2| 6= 0, |β1|+ |β2| 6= 0.

Функции ϕ′(t), q(t), ρ(t) будем предполагать непрерывными на
отрезке [a, b]. В дальнейшем будем считать ϕ(t) > 0, ρ(t) > 0,
q(t) > 0. Число λ — параметр уравнения, а α1, α2, β1, β2 —
заданные постоянные.

� Задачу об определении значений параметра λ, при ко-
торых существуют нетривиальные решения xλ(t) уравнения
(2.1), удовлетворяющие граничным условиям (2.2), называют
задачей Штурма–Лиувилля. Значения параметра λ, при ко-
торых существуют решения задачи Штурма–Лиувилля (2.1),
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(2.2), называют собственными числами, или собственными зна-
чениями, а отвечающие им решения xλ(t) — собственными
функциями этой задачи. Граничные условия (2.2) называются
граничными условиями Штурма.

� Совокупность всех собственных значений задачи Штур-
ма–Лиувилля называется спектром.

Собственные функции задачи Штурма–Лиувилля облада-
ют рядом замечательных свойств, которые широко использу-
ются при решении краевых задач не только для обыкновенных
дифференциальных уравнений, но и для уравнений в частных
производных.

Свойства собственных значений
и собственных функций задачи Штурма–Лиувилля

Свойство 1. Существуют последовательность собственных зна-
чений {λn}, n = 1,∞, и соответствующая им последователь-
ность собственных функций {xn(t)}, n = 1,∞, задачи Штурма–
Лиувилля (2.1), (2.2), причем все собственные значения можно
пронумеровать в порядке возрастания их абсолютного значе-
ния

|λ1| 6 |λ2| 6 . . . 6 |λn| 6 . . . (2.3)

Доказательство будет приведено позднее в разд. «Характе-
ристические числа и собственные функции» гл. «Интеграль-
ные уравнения» части IV (см. утверждение 59.2, а также, на-
пример, [32], стр. 338).

Свойство 2. Каждому собственному значению соответствует
с точностью до постоянного множителя только одна собствен-
ная функция.

Доказательство. Пусть собственному числу λ соответствуют
две собственных функции x(t), y(t). Тогда из (2.1) следует, что

d

dt
[ϕ(t)x′(t)]− q(t)x(t) + λρ(t)x(t) = 0,

d

dt
[ϕ(t)y′(t)]− q(t)y(t) + λρ(t)y(t) = 0.

Умножим первое уравнение на y(t), а второе — на x(t) и вы-
чтем из первого второе:

y(t)
d

dt
[ϕ(t)x′(t)]− x(t) d

dt
[ϕ(t)y′(t)] +

+x′(t)ϕ(t)y′(t)− x′(t)ϕ(t)y′(t) = 0.
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Последнее равенство можно записать в виде

d

dt
[y(t)ϕ(t)x′(t)− x(t)ϕ(t)y′(t)] = 0,

что дает

ϕ(t)[y(t)x′(t)− x(t)y′(t)] = const, t ∈ [a, b]. (2.4)

Из граничных условий (2.1) следует, что

α1x(a) + α2x
′(a) = 0,

α1y(a) + α2y
′(a) = 0,

причем по условию |α1|+ |α2| 6= 0. Следовательно,

∣∣∣∣
x(a) x′(a)
y(a) y′(a)

∣∣∣∣ = x(a)y′(a)− y(a)x′(a) = 0,

а так как правая часть (2.4) не зависит от t, а левая часть в
точке a обращается в нуль, то стоящая в правой части кон-
станта равна нулю. В итоге вронскиан

W [x(t), y(t)] = y(t)x′(t)− x(t)y′(t) =

∣∣∣∣
y(t) x(t)
y′(t) x′(t)

∣∣∣∣ = 0

для t ∈ [a, b], т.е. функции x(t) и y(t) линейно зависимы и,
следовательно, x(t) = Cy(t), что и требовалось доказать.

� Функции x(t) и y(t), определенные и интегрируемые на
интервале ]a, b[, называются ортогональными на этом интер-
вале с весом ρ(t), если

〈x(t)|y(t)〉ρ =

b∫

a

x(t)y(t)ρ(t)dt = 0, (2.5)

где ρ(t) > 0 определена и интегрируема на ]a, b[.
� Число, сопоставляемое каждой паре вещественных функ-

ций x(t) и y(t) по правилу (2.5), называется скалярным про-
изведением функций x(t) и y(t) с весом ρ(t) > 0 на интервале
]a, b[.

� Величина

‖x‖ = ‖x(t)‖ =
√
〈x(t)|x(t)〉ρ (2.6)
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называется нормой функции x(t).

Свойство 3. Собственные функции задачи Штурма–Лиувил-
ля, соответствующие различным собственным числам, попар-
но ортогональны на интервале ]a, b[ с весом ρ(t).

Доказательство. Пусть функции xk(t) и xl(t) — собственные
функции, соответствующие собственным числам λk и λl (k 6=
l). Тогда должно выполняться

d

dt
[ϕ(t)x′k(t)]− q(t)xk(t) = −λkρ(t)xk(t),

d

dt
[ϕ(t)x′l(t)]− q(t)xl(t) = −λlρ(t)xl(t).

Домножим первое уравнение на xl(t), а второе — на xk(t) и
после вычитания получим

xl(t)
d

dt
[ϕ(t)x′k(t)]− xk(t)

d

dt
[ϕ(t)x′l(t)] +

ϕ(t)x′l(t)x
′
k(t)− ϕ(t)x′l(t)x

′
k(t) =

= (λl − λk)ρ(t)xk(t)xl(t)

или

d

dt
{ϕ(t)[xl(t)x

′
k(t)− xk(t)x′l(t)]} = (λl − λk)ρ(t)xk(t)xl(t).

Проинтегрируем последнее соотношение по dt в пределах от a
до b и учтем соотношения

xl(a)x
′
k(a)− xk(a)x′l(a) = xl(b)x

′
k(b)− xk(b)x′l(b) = 0,

которые вытекают из условия существования нетривиальных
решений следующих систем алгебраических уравнений:

{
α1xk(a) + α2x

′
k(a) = 0,

α1xl(a) + α2x
′
l(a) = 0,

и

{
β1xk(b) + β2x

′
k(b) = 0,

β1xl(b) + β2x
′
l(b) = 0.

В результате получим, что

(λl − λk)
b∫

a

ρ(t)xk(t)xl(t)dt = 0.
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Но так как λl 6= λk, свойство 3 доказано.
♦ Из свойства 2 следует, что собственные функции опреде-

лены с точностью до постоянной. Часто эту константу находят
из условия равенства нормы функции xk(t) единице:

‖xk(t)‖2 =

b∫

a

ρ(t)x2
k(t)dt = 1, k = 1,∞. (2.7)

Условие (2.7) называется условием нормировки.

� Система функций {xk(t)}, k = 1,∞, называется орто-
гональной на интервале ]a, b[ с весом ρ(t), если для любых
k, l = 1,∞ справедливо 〈xk(t)|xl(t)〉ρ = 0, k 6= l.

� Ортогональная на интервале ]a, b[ система функций
{xk(t)}, k = 1,∞, называется ортонормированной с весом ρ(t),
если ‖xk(t)‖ = 1, k = 1,∞.

Ортогональная на интервале ]a, b[ система функций {xk(t)},
k = 1,∞, порождает ортонормированную с весом ρ(t) = 1 си-
стему функций {un(t)}, где

un(t) =

√
ρ(t)xn(t)

‖xn(t)‖
. (2.8)

В результате условие полноты (см. разд. «Дельта-функция и
ортонормированные системы» части II) для ортогональной си-
стемы функций с весом ρ(t) примет вид

∞∑

k=1

xk(t)xk(τ)

‖xk(t)‖2
ρ(τ) = δ(t− τ), (2.9)

где δ(t− τ) — дельта-функция Дирака.

Свойство 4. Теорема разложения В.А. Стеклова. Если
функция f(t) дважды непрерывно дифференцируема на [a, b] и
удовлетворяет граничным условиям (2.2), то она разлагается в
абсолютно и равномерно сходящийся на [a, b] ряд по собствен-
ным функциям xk(t) задачи Штурма–Лиувилля (2.1), (2.2)

f(t) =
∞∑

k=1

Ckxk(t), (2.10)
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где

Ck =
〈f(t)|xk(t)〉ρ
‖xk(t)‖2

=

b∫
a

f(t)xk(t)ρ(t)dt

b∫
a

x2
k(t)ρ(t)dt

. (2.11)

Ряд (2.10) называется рядом Фурье функции f(t) по ортого-
нальной системе функций {xk(t)}, а коэффициенты (2.11) —
коэффициентами Фурье функции f(t).

Доказательство будет приведено позднее в разд. «Теорема
Гильберта–Шмидта и ее следствия» гл. «Интегральные урав-
нения» части IV (см. доказательство теоремы 60.3, а также,
например, [32], стр. 339).

Пример 2.1. Показать, что система собственных функций за-
дачи Штурма–Лиувилля (2.1), (2.2) удовлетворяет условию
полноты (2.9) на отрезке [a, b] в классе дважды непрерывно
дифференцируемых на этом отрезке функций, если для них
справедливы граничные условия (2.2).

Решение. Рассмотрим соотношение (2.10), где функция f(t)
удовлетворяет условиям теоремы Стеклова. С учетом (2.11)
получим

f(t) =

∞∑

k=1

Ckxk(t) =

∞∑

k=1

xk(t)

b∫

a

f(τ)xk(τ)ρ(τ)

‖xk‖2
dτ.

Изменим порядок суммирования и интегрирования. Это воз-
можно, так как ряд (2.10) сходится равномерно. Тогда

f(t) =

b∫

a

f(τ)

{ ∞∑

k=1

xk(τ)xk(t)

‖xk‖2
ρ(τ)

}
dτ =

b∫

a

f(τ)δ(t− τ)dτ.

Здесь мы воспользовались определением дельта-функции Ди-
рака. Таким образом, условие полноты выполняется.

Пример 2.2. Найти собственные значения и ортонормирован-
ные собственные функции задачи Штурма–Лиувилля

y′′ + λy = 0, y = y(x), y(0) = y(l) = 0, l > 0.

и записать условие ортогональности собственных функций.
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Решение. 1. Пусть λ = 0, тогда

y(x) = C1x+ C2,

и краевым условиям удовлетворяет только тривиальное реше-
ние C1 = C2 = 0.

2. Пусть λ < 0, тогда общее решение уравнения y′′ +λy = 0
есть функция

y(x) = C1e
x
√
−λ + C2e

−x
√
−λ.

Из краевых условий находим C1 = C2 = 0, т.е. существует
только тривиальное решение.

3. Пусть λ > 0. Тогда общее решение уравнения y′′+λy = 0
имеет вид

y(x) = C1 sinx
√
λ+ C2 cosx

√
λ.

Подставив это выражение в краевые условия, из первого по-
лучим C2 = 0, а из второго

C1 sin(
√
λl) = 0.

Таким образом, данная краевая задача имеет нетривиальное
решение, если

l
√
λ = πn и λn =

(πn
l

)2

, n = 1,∞.

Этим значениям соответствуют собственные функции

yn(x) = Cn sin
πnx

l
, n = 1,∞.

4. Запишем условие ортогональности. Для этого вычислим
интеграл

I =

l∫

0

yk(x)yn(x)ρ(x)dx.

В нашем случае ρ(x) = 1, поскольку исходное уравнение в
самосопряженной форме (2.1) имеет вид y′′ − λy = 0. Тогда

I =

l∫

0

Ck sin
πnx

l
Cn sin

πnx

l
dx = δknC

2
k

l∫

0

sin2 πnx

l
dx = δknC

2
k

l

2
.
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Окончательно получим

I =

l∫

0

yk(x)yn(x)dx =
lC2
k

2
δkn.

Если положить Ck =
√

2/l, то система функций yn(x) будет
ортонормированной.

5. Рассмотрим возможную физическую интерпретацию за-
дачи. Пусть, например, однородный упругий стержень, распо-
ложенный вдоль оси Ox, сжимается вдоль нее силой P , причем
торцы стержня, расположенные в точках x = 0 и x = l, удер-
живаются на оси, но могут свободно вращаться вокруг точек
закрепления (рис. 1).

Если обозначить через y по-

Рис. 1

перечное отклонение точек
стержня от его исходного (пря-
молинейного) положения, то
оказывается, что функция y(x)
с достаточной точностью удо-
влетворяет дифференциально-
му уравнению

y′′(x) +
P

EJ
y(x) = 0

и граничным условиям

y(0) = y(l) = 0,

где E — модуль Юнга и J — так называемый «момент инер-
ции» характеризуют материал и поперечное сечение стерж-
ня [30].

Естественно, что при малых значениях P прямолинейная
форма стержня устойчива. Однако существует критическое
значение P1 силы P такое, что при P > P1 прямолинейная
форма стержня становится неустойчивой и стержень изгиба-
ется. Критические значения Pn, при которых стержень прини-
мает устойчивые криволинейные формы, как раз и задается
выражением для собственных значений λn

Pn
EJ

= −λn =
(πn
l

)2

или

Pn = EJ
(πn
l

)2

, n = 1,∞.
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При этом собственные функции определяют с точностью до
множителя (амплитуды) соответствующие равновесные состо-
яния стержня (см. рис. 1).

Легко увидеть, что изменение направления силы (ее зна-
ка в уравнении) на противоположное (растяжение) приводит
к тому, что равновесным состоянием является только прямая
y(x) = 0, в полном соответствии со знаком собственных значе-
ний λn.

Наиболее простое решение при n = 1 было найдено еще
Эйлером в 1757 г. Отметим, однако, что уравнение y′′ = λy
описывает малые отклонения, а анализ более точного уравне-
ния, справедливого при любых отклонениях (оно оказывается
нелинейным), показывает, что с ростом Pn максимальное от-
клонение участков стержня в равновесном состоянии от пря-
мой y(x) = 0 быстро возрастает и стержень разрушается.

Рассмотренная физическая интерпретация математическо-
го решения не единственна. Аналогичные задачи возникают
при нахождении собственных колебаний струн, стержней и др.

♦ Одним из главных источников задач на собственные зна-
чения являются смешанные задачи для дифференциальных
уравнений в частных производных. Если такая смешанная за-
дача допускает разделение переменных, то ей может быть по-
ставлена в соответствие <спектральная> задача на собствен-
ные значения (2.1) (см. разд. «Разделение переменных в урав-
нении Лапласа», «Разделение переменных в уравнении
Гельмгольца», «Метод Фурье для уравнения теплопроводно-
сти», «Метод Фурье для волнового уравнения» части IV).

В заключение мы рассмотрим ряд примеров, в которых
проследим влияние вида граничных условий и коэффициен-
тов уравнения на решение задачи Штурма–Лиувилля.

Пример 2.3. Решить задачу Штурма–Лиувилля

x′′ − λx = 0, x = x(t), x′(1) = x′(3) = 0, (2.12)

написать условие ортогональности для собственных функций
задачи и ортонормировать эти функции.

Решение. 1. Найдем общее решение уравнения (2.12). Соста-
вим характеристическое уравнение

k2 − λ = 0.
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Следовательно, k = ±
√
λ и в зависимости от характера значе-

ний λ для общего решения получим

а) λ > 0 x(t) = C̃1e
√
λt + C̃2e

−
√
λt = C1 ch

√
λt+ C2 sh

√
λt;

б) λ = 0 x(t) = C1 + C2t;

в) λ < 0 x(t) = C1 cos
√
−λt+ C2 sin

√
−λt.

2. Рассмотрим случай λ > 0. Тогда

x′(t) =
√
λ(C1 sh

√
λt+ C2 ch

√
λt),

и для определения постоянных C1, C2 и λ из граничных усло-
вий получим

{ √
λ(C1 sh

√
λ+ C2 ch

√
λ) = 0,√

λ(C1 sh 3
√
λ+ C2 ch 3

√
λ) = 0.

Из первого уравнения находим

C1 = −C2
ch
√
λ

sh
√
λ
.

Подставив это выражение во второе уравнение, получим

C2

sh
√
λ

(
− ch

√
λ sh 3

√
λ+ sh

√
λ ch 3

√
λ
)

= 0.

С учетом соотношения ch a sh b± sh a ch b = sh(a± b) найдем

C2 sh(2
√
λ) = 0.

Следовательно, C2 = 0 или
√
λ = 0. Последнее невозможно,

так как λ > 0. Таким образом, при λ > 0 C1 = C2 = 0 и
нетривиальных решений нет.

3. Рассмотрим случай λ = 0. Из граничных условий найдем
C2 = 0. Постоянная C1 из этих условий не определяется. Для
удобства переобозначим C1 = C0. Следовательно, при λ = 0

x(t) = C0. (2.13)

4. Рассмотрим случай λ < 0. Аналогично случаю 2 получим

x′(t) =
√
−λ(−C1 sin

√
−λt+ C2 cos

√
−λt)
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и { √
−λ(−C1 sin

√
−λ+ C2 cos

√
−λ) = 0,√

−λ(C1 sin 3
√
−λ+ C2 cos 3

√
−λ) = 0.

Умножим первое уравнение на sin 3
√
−λ, второе – на − sin

√
−λ

и сложим полученные выражения. Тогда

√
−λ(cos

√
−λ sin 3

√
−λ− sin

√
−λ cos 3

√
−λ)C2 = 0

или √
−λC2 sin 2

√
−λ = 0.

Нетривиальные решения задачи Штурма–Лиувилля существу-
ют, если

2
√
−λ = πk и − C1 sin

πk

2
+ C2 cos

πk

2
= 0, k = 1,∞.

Обозначив

C1 = Ck cos
πk

2
, C2 = Ck sin

πk

2
,

окончательно получим

λk = −
(πk

2

)2

,

xk(t) = Ck

(
cos

πk

2
cos

πkt

2
+ sin

πk

2
sin

πkt

2

)
=

= Ck cos
πk

2
(t− 1), k = 1,∞. (2.14)

5. Объединив (2.13) и (2.14), для k = 0,∞ получим

λk = −
(πk

2

)2

, xk(t) = Ck(1 + δk0) cos
πk

2
(t− 1). (2.15)

6. Выпишем условие ортогональности. Уравнение (2.12) за-
писано в самосопряженной форме с ρ(t) = 1. Следовательно,
функции (2.15) должны быть ортогональны относительно ска-
лярного произведения

〈xk(t), xl(t)〉 =

3∫

1

xk(t)xl(t)dt.
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С учетом интегралов

3∫

1

cos
πk

2
(t− 1)dt = 0,

3∫

1

dt = 2,

3∫

1

cos
πk

2
(t− 1) cos

πl

2
(t− 1)dt = δkl, k, l = 1,∞,

получим искомое соотношение ортогональности собственных
функций (2.15)

3∫

1

xk(t)xl(t)dt = C2
k(1 + δk0)δkl, k, l = 0,∞.

7. Ортонормированные собственные функции получаются
из (2.15) делением на норму собственной функции (на корень
квадратный из коэффиицента при δkl в последнем соотноше-
нии:

xk(t) =
1√

1 + δk0
cos

πk

2
(t− 1).

Пример 2.4. Решить задачу Штурма–Лиувилля

t2x′′ +
1

4
x− λx = 0, x(1) = 0, x(e2) = 0. (2.16)

Написать условие ортогональности собственных функций за-
дачи и ортонормировать эти функции.

Решение. 1. Уравнение (2.16) — уравнение Эйлера, и его ре-
шение ищем в виде

x(t) = tµ. (2.17)

Подставив (2.17) в (2.16), получим

t2µ(µ− 1)tµ−2 +
1

4
tµ − λtµ = 0

или

µ2 − µ+
1

4
− λ = 0.
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Следовательно,

µ =
1

2
±
√
λ.

Если λ > 0, то существуют два линейно независимых ре-
шения уравнения (2.16) и его общее решение имеет вид

x(t) = C1t
√
λ+1/2 + C2t

−
√
λ+1/2, λ > 0. (2.18)

Если λ < 0, то формула (2.17) дает два комплексных реше-
ния уравнения (2.16). Поскольку уравнение (2.16) линейное,
то действительные и мнимые части его комплексных решений
— также решения уравнения (2.16). Следовательно, функции

x1(t) = Re ti
√
−λ+1/2 =

√
t cos(

√
−λ ln t),

x2(t) = Im ti
√
−λ+1/2 =

√
t sin(

√
−λ ln t)

являются решениями уравнения (2.16). Функции x1(t) и x2(t)
линейно независимы, поэтому общее решение уравнения (2.16)
имеет вид

x(t) =
√
t[C1 cos(

√
−λ ln t) + C2 sin(

√
−λ ln t)], λ < 0. (2.19)

Если λ = 0, то формула (2.17) определяет только одно ре-
шение уравнения

t2x′′ +
1

4
x = 0 (2.20)

— функцию x1(t) =
√
t.

Чтобы отыскать общее решение уравнения (2.20), проведем
замену x(t) =

√
ty(t), в результате которой для функции y(t)

приходим к уравнению вида

(ty′)′ = 0, (2.21)

откуда
y(t) = C1 + C2 ln t

и, следовательно, общее решение уравнения (2.16) при λ = 0
имеет вид

x(t) =
√
t(C1 + C2 ln t), λ = 0. (2.22)

2. Рассмотрим случай λ > 0. Подставив (2.18) в граничные
условия, получим

{
C1 + C2 = 0,

C1e
2(

√
λ+1/2) + C2e

2(−
√
λ+1/2) = 0.
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Исключив с помощью первого уравнения C1 из второго, полу-
чим

C2 sh 2
√
λ = 0,

откуда при положительных λ находим, что C2 = 0 и при λ > 0
краевым условиям удовлетворяет только тривиальное реше-
ние x(t) ≡ 0.

3. Пусть λ = 0. Из краевых условий для функции (2.22)
получим

C1 = 0, C1e+ 2C2e = 0.

Следовательно, λ = 0 не является собственным значением.
4. При λ < 0 из краевых условий получим

{
C1 = 0,
C1e cos 2

√
−λ+ C2e sin 2

√
−λ = 0.

В результате

C2 sin 2
√
−λ = 0.

Таким образом, данная краевая задача имеет ненулевые реше-
ния, если 2

√
−λ = πk, т.е.

λ = λk = −
(πk

2

)2

, k = 1,∞.

Эти значения λ являются собственными. Соответствующие им
собственные функции имеют вид

xk(t) = Ck
√
t sin

(πk
2

ln t
)
, k = 1,∞. (2.23)

5. Выпишем условие ортогональности собственных функ-
ций. Представим уравнение (2.16) в самосопряженной форме

x′′ +
1

4t2
x− λ 1

t2
x = 0.

Следовательно, ρ(t) = 1/t2, и функции (2.23) ортогональны
относительно скалярного произведения

〈x(t)|y(t)〉ρ =

e2∫

1

x(t)y(t)
dt

t2
.
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С учетом результатов примера 2.2 получим

e2∫

1

xk(t)xl(t)
dt

t2
=

e2∫

1

CkCl sin
(πk

2
ln t
)

sin
(πl

2
ln t
)
d(ln t) =

=
1

2
C2
kδkl, k, l = 1,∞.

6. Ортонормированные собственные функции имеют вид

xk(t) =
√

2t sin
(πk

2
ln t
)
, k = 1,∞.

Отметим, что задача (2.16) заменой переменной t = eτ сво-
дится к уравнению с постоянными коэффициентами

d2x

dτ2
− dx

dτ
+
(1

4
− λ
)
x = 0

с граничными условиями

x(0) = x(2) = 0.

Пример 2.5. Решить задачу Штурма–Лиувилля

x′′ + 2 th tx′ + λx = 0, x = x(t), x(0) = x(l) = 0, (2.24)

записать условие ортогональности для собственных функций
задачи и ортонормировать эти функции.

Решение. 1. С учетом соотношений

(x ch t)′ = x′ ch t+ x sh t,

(x ch t)′′ = x′′ ch t+ 2x′ sh t+ x ch t = (x′′ + 2 th tx′ + x) ch t

уравнение (2.24) можно представить в виде

1

ch t
[(x ch t)′′ + (λ − 1)(x ch t)] = 0.

Следовательно, положив x(t) = z(t)/(ch t), для функции z =
z(t) получим задачу Штурма–Лиувилля

z′′ + (λ− 1)z = 0, z(0) = z(l) = 0,



2. Задача Штурма–Лиувилля 23

решение которой приведено в примере 2.2. Возвратившись к
исходной функции x(t), для собственных значений и собствен-
ных функций задачи (2.24) получим

λk =
(πk
l

)2

+ 1, xk(t) =
Ck
ch t

sin
πk

l
t, k = 1,∞. (2.25)

2. Выпишем условие ортогональности функций (2.25). Для
этого представим уравнение (2.24) в самосопряженной форме.
Согласно теореме 1.1, домножим уравнение (2.24) на функцию

ϕ(t) = exp

( t∫

0

2 th t dt
)

= exp
(
2 ln ch t

∣∣∣
t

0

)
= ch2 t.

Получим
ch2 t x′′ + 2 ch t sh t x′ + λ ch2 t x = 0

или
(x′ ch2 t)′ + λ ch2 t x = 0.

Следовательно, ρ(t) = ch2 t, и условие ортогональности имеет
вид

〈xk(t)|xm(t)〉ρ =

l∫

0

xk(t)xm(t) ch2 t dt =
l

2
C2
kδkm, k,m = 1,∞.

3. Ортонормированные собственные функции имеют вид

xk(t) =

√
2

l

1

ch t
sin

πk

l
t, k = 1,∞.

Пример 2.6. Решить задачу Штурма–Лиувилля

y′′ + α̃y′ + λ̃y = 0, y = y(t), y(a) = y′(b) = 0, (2.26)

где b − a = l, l > 0, α̃ = 2α/l, λ̃ = λ/(l2). Написать условие
ортогональности собственных функций задачи.

Решение. Сделаем замену переменных t = x+a. Тогда задача
(2.26) преобразуется в задачу

y′′+
2α

l
y′+

λ

l2
y = 0, y = y(x), y(0) = 0, y′(l) = 0. (2.27)
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Составим характеристическое уравнение

k2 +
2α

l
k +

λ

l2
= 0.

Тогда

k1,2 = −α
l
± 1

l

√
α2 − λ.

1. Пусть α2−λ = −µ2. Тогда λ = α2 +µ2, и общее решение
уравнения (2.27) запишется в виде

y(x) = e−αx/l
(
C1 cos

µ

l
x+ C2 sin

µ

l
x
)
.

Из первого граничного условия y(0) = C1 = 0. Следовательно,

y(x) = C2e
−αx/l sin

µ

l
x

и

y′(x) = C2e
−αx/l

[
−α
l

sin
µ

l
x+

µ

l
cos

µ

l
x
]
.

Из второго граничного условия найдем

y′(l) =
C2

l
e−α[µ cosµ− α sinµ] = 0.

Нетривиальные решения существуют, если

µ cosµ− α sinµ = 0, или tg µ =
µ

α
. (2.28)

Пусть µ = µk, k = 1,∞, — положительные корни уравнения
(2.28) (см. рис. 2). Тогда λk = α2 + µ2

k и

yk(x) = e−αx/l sin
µk
l
x, k = 1,∞. (2.29)

Рис. 2
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Запишем уравнение (2.27) в самосопряженной форме

(e2αx/ly′)′ +
λ

l2
e2αx/ly = 0.

Следовательно, ρ(x) = e2αx/l. Тогда условие ортогональности
имеет вид

〈yk(x)|yl(x)〉ρ =

l∫

0

exp
(2α

l
x
)
yk(x)yl(x)dx = ‖yk‖2δkl. (2.30)

а) Ортогональность

Ik,n = 〈yk(x)|yn(x)〉ρ =

=

l∫

0

e2αx/le−αx/l sin
(µk
l
x
)
e−αx/l sin

(µn
l
x
)
dx =

=

l∫

0

sin
µk
l
x sin

µn
l
x dx =

l∫

0

1

2

(
cos

µk − µn
l

x− cos
µk + µn

l
x
)
dx =

=
l

2

[ 1

µk − µn
sin

µk − µn
l

x− 1

µk + µn
sin

µk + µn
l

x
]∣∣∣
l

0
=

=
l

2

(µk + µn) sin(µk − µn)− (µk − µn) sin(µk + µn)

(µ2
k − µ2

n)
=

=
l

µ2
k − µ2

n

[−µk sinµn cosµk + µn sinµk cosµn] =

=
l cosµk cosµn
µ2
k − µ2

n

[−µk tg µn + µn tg µk] =

=
l cosµk cosµn
µ2
k − µ2

n

[
−µk

µn
α

+ µn
µk
α

]
= 0, k 6= n.

Здесь мы воспользовались формулой (2.28).
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б) Норма

Ik,k = ‖yk‖2 =

l∫

0

sin2 µk
l
x dx =

l∫

0

1

2

(
1− cos

2µk
l
x
)
dx =

=
l

2
− l

4µk
sin

2µk
l
x
∣∣∣
l

0
=
l

2
− l

4µk
sin 2µk =

=
l

2

(
1− sinµk cosµk

µk

)
=
l

2

(
1− sinµk cosµk

α tgµk

)
=

=
l

2

(
1− cos2 µk

α

)
=
l

2

[
1− 1

α(1 + tg2 µk)

]
=

=
l

2

(
1− α

α2 + µ2
k

)
=
l

2

α2 + µ2
k − α

α2 + µ2
k

.

2. Пусть α2−λ = 0, λ = α2. Тогда общее решение уравнения
(2.27) имеет вид

y(x) = e−αx/l(C1 + C2x).

Из первого граничного условия y(0) = C1 = 0, откуда

y(x) = C2e
−αx/lx

и
y′(x) = C2e

−αx/l
(
−α
l
x+ 1

)
.

Из второго граничного условия найдем

y′(l) = C2e
−α(1 − α) = 0.

Нетривиальные решения существуют, если 1 − α = 0, т.е. су-
ществует одно нетривиальное решение

y0(x) = e−x/lx (2.31)

при α = 1 с λ0 = 1.
а) Ортогональность

I0,k = 〈y0(x)|yk(x)
∣∣
α=1
〉 =

=

l∫

0

e2x/le−x/lxe−x/l sin
µk
l
x dx =

l∫

0

x sin
µk
l
x dx.
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Проинтегрируем по частям:

I0,k = − xl
µk

cos
µkx

l

∣∣∣
l

0
+

l

µk

l∫

0

cos
µkx

l
dx =

= − l
2

µk
cosµk +

l2

µ2
k

sin
µkx

l

∣∣∣
l

0
=

= − l
2

µk
cosµk +

l2

µ2
k

sinµk =
l2 cosµk
µ2
k

[
µk − tgµk

]
= 0.

б) Норма

I0,0 = ‖y0‖ =

l∫

0

x2dx =
x3

3

∣∣∣
l

0
=
l3

3
.

3. Пусть α2 − λ = µ2, λ = α2 − µ2. Тогда общее решение
уравнения (2.27) имеет вид

y(x) = e−αx/l
(
C1 ch

µ

l
x+ C2 sh

µ

l
x
)
.

Из первого граничного условия y(0) = C1 = 0. Следовательно,

y(x) = C2e
−αx/l sh

µ

l
x

и

y′(x) = C2e
−αx/l

(
−α
l

sh
µ

l
x+

µ

l
ch
µ

l
x
)
.

Из второго граничного условия имеем

y′(0) =
1

l
C2e

−α[µ chµ− α shµ] = 0.

Нетривиальные решения существуют в виде

yµ(x) = C2e
−αx/l sh

µ

l
x, (2.32)

если
µ chµ− α shµ = 0, или thµ =

µ

α
.

Из рис. 3 видно, что решение этого уравнения существует для
α > 1.
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Рис. 3

а) Ортогональность. Проверим ортогональность функций
(2.32) с функциями (2.29):

〈yµ(x)|yk(x)〉ρ =

l∫

0

sh
µ

l
x sin

µk
l
x dx =

=
l2

µ+ µ2
k

[µ
l

ch
µ

l
x sin

µk
l
x− µk

l
sh
µ

l
x cos

µk
l
x
]∣∣∣
l

0
=

=
l

µ2 + µ2
k

[µ chµ sinµk − µk shµ sinµk] =

=
l chµ cosµk
µ2 + µ2

k

[µ tgµk − µk thµ] =

=
l chµ cosµk
µ2 + µ2

k

(
µ
µk
α
− µk

µ

α

)
= 0.

б) Норма

‖yµ‖2 =

l∫

0

sh2 µ

l
x dx =

1

2

l∫

0

(
ch

2µx

l
− 1
)
dx =

=
l

2

( 1

2µ
sh

2µx

l

∣∣∣
l

0
− 1
)

=
l

2

( shµ chµ

α thµ
− 1
)

=

=
l

2

(ch2 µ

α
− 1
)

=
l

2

[ 1

α(1 − th2 µ)
− 1
]

=

=
l

2

[ 1

α(1 − µ2/α2)
− 1
]

=
l

2

( α

α2 − µ2
− 1
)

=
l

2

α− α2 + µ2

α2 − µ2
.
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Таким образом, решение задачи Штурма–Лиувилля (2.27)
при разных значениях величины α имеет разную структуру:

1) α = 1, yk(t) = e−x/l
{

sin
µkx

l
, λk = 1 + µ2

k, k = 1,∞,
x, λ0 = 1;

2) α < 1, yk(t) = e−αx/l sin
µkx

l
, λk = α2 + µ2

k, k = 1,∞;

3) α > 1, yk(t) = e−αx/l






sin
µkx

l
, λk = α2 + µ2

k, k = 1,∞,

sh
µx

l
, λ0 = α2 − µ2,

где µk – положительные корни уравнения (2.28), x = t− a, а µ
– положительный корень уравнения thµ = µ/α.

Отметим, что при α = 0 уравнение (2.28) вырождается в
уравнение вида tg µ = ∞ с решениями µk = π(k + 1/2), k =
1,∞. В этом случае

yk(t) = sin
πx(2k + 1)

2
, λk =

π2

4
(2k + 1)2, k = 1,∞.

♦ Все утверждения этого параграфа сделаны в предполо-
жении, что ϕ(t) > 0 при t ∈ [a, b]. Однако они останутся спра-
ведливыми, если ϕ(a) = 0 и(или) ϕ(b) = 0, а ϕ(t) представима
в виде ϕ(t) = (t − a)ψ(t) и ψ(a) 6= 0 и(или) ϕ(t) = (t − b)ψ(t)
и ψ(b) 6= 0. Тогда на соответствующей границе необходимо по-
ставить условие

∣∣∣∣ lim
t→a+0

x(t)

∣∣∣∣ <∞ и(или)

∣∣∣∣ lim
t→b−0

x(t)

∣∣∣∣ <∞. (2.33)

Условие (2.33) можно заменить условием квадратичной инте-
грируемости функции x(t) на интервале ]a, b[. Утверждения
останутся справедливыми и для неограниченных интервалов,
т.е. a = −∞ и(или) b =∞. Задачи, для которых справедливы
все вышеприведенные утверждения, называются сингулярны-
ми. Более подробно см. задачу Штурма–Лиувилля для урав-
нений Бесселя, Лежандра, Лагерра и т.д.
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Пример 2.7. Решить задачу Штурма–Лиувилля

y′′ +
2

t
y′ + λy = 0, y = y(t), 0 < t < l, (2.34)

| lim
t→0

y(t)| <∞, y(l) = 0.

Записать соотношение ортогональности собственных функций
задачи и ортонормировать эти функции.

Решение. Сделаем в уравнении (2.34) замену

y(t) =
z(t)

t
. (2.35)

Тогда

y′ =
z′

t
− z

t2
, y′′ =

z′′

t
− 2

z′

t2
+ 2

z

t3
.

Подставив эти выражения в (2.34), получим

[z′′
t
− 2

z′

t2
+ 2

z

t3

]
+

2

t

[z′
t
− z

t2

]
+ λ

z

t
= 0;

∣∣∣lim
t→0

z(t)

t

∣∣∣ <∞, z(l)

l
= 0.

В результате для определения функции z = z(t) получим сле-
дующую задачу Штурма–Лиувилля:

z′′ + λz = 0, z(0) = z(l) = 0, 0 < t < l,

решение которой получено в примере 2.2

λn =
(πn
l

)2

, zn(t) = Cn sin
πn

l
t, n = 1,∞ (2.36)

с соотношением ортогональности

l∫

0

zn(t)zk(t)dt = C2
n

l

2
δkn, k, n = 1,∞. (2.37)

Из (2.36) и (2.37) получим с учетом (2.35) решение исходной
задачи

λn =
(πn
l

)2

, yn(t) =
Cn
t

sin
πn

l
t,
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а соотношение ортогональности запишется в виде

l∫

0

t2yn(t)yk(t)dt = C2
n

l

2
δnk, n, k = 1,∞.

Ортонормированные собственные функции примут вид

yn(t) =

√
2

l

1

t
sin

πn

l
t.

Математическая постановка большинства физических за-
дач содержит граничные условиям Штурма (2.2). Существует,
однако, важный класс граничных условий — так называемые
периодические граничные условия

y(t+ l) = y(t), t ∈ R, l > 0,

или в эквивалентной форме

y(a)− y(b) = 0, y′(a)− y′(b) = 0, a ∈ R, b = a+ l.

Основное отличие периодических граничных условий (назва-
ние понятно из их явного вида) от граничных условий Штурма
(2.2) заключается в том, что для уравнения второго порядка
одному собственному значению λn могут соответствовать две
линейно независимые собственные функции.

Пример 2.8. Найти собственные значения и собственные
функции задачи

y′′ + λy = 0, y(0) = y(l), y′(0) = y′(l).

Решение. Общее решение исходного уравнения имеет вид

y(x) = C1e
√
−λx + C2e

−
√
−λx,

подстановка которого в граничные условия приводит к системе

C1(e
√
−λl − 1) + C2(e

−
√
−λl − 1) = 0,

C1(e
√
−λl − 1)− C2(e

−
√
−λl − 1) = 0.

Система будет иметь нетривиальные решения, если ее опреде-
литель равен нулю. В этом случае приходим к уравнению

(e
√
−λl − 1)(e−

√
−λl − 1) = 0,
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откуда √
−λl = 2nπi, n = 0,∞,

и, соответственно,

λn =
(2nπ

l

)2

.

Таким образом, всем собственным значениям λn с n > 0 соот-
ветствуют две собственные функции: sin(2πnx/l), cos(2πnx/l),
а собственному значению λ0 = 0 — единственная: cos 0 = 1.

♦ Остальные свойства задачи с периодическими граничны-
ми условиями совпадают со свойствами задачи с граничными
условиями Штурма (2.1).



ГЛАВА 2

Цилиндрические функции

3. Функции Бесселя первого рода

Рассмотрим уравнение

x2y′′ + xy′ + (x2 − ν2)y = 0, Re ν > 0. (3.1)

� Уравнение (3.1) называется уравнением Бесселя индекса
ν, а его решения, не равные тождественно нулю, называются
цилиндрическими функциями.

♦ Такие функции возникают при решении методом разде-
ления переменных уравнений в частных производных, содер-
жащих оператор Лапласа, в цилиндрической системе коорди-
нат. Поэтому они и называются цилиндрическими.

Теорема 3.1. Существует частное решение уравнения (3.1),
задаваемое равномерно сходящимся рядом

y(x) =

∞∑

k=0

(−1)k
2νΓ(ν + 1)C0

k!Γ(ν + 1 + k)

(x
2

)2k+ν

, C0 6= 0. (3.2)

Доказательство. Частное решение уравнения мы будем ис-
кать в виде обобщенного степенного ряда

y(x) =

∞∑

k=0

Ckx
k+σ , (3.3)

где σ — некоторое число, а Ck – некоторые подлежащие опре-
делению постоянные, причем C0 6≡ 0. Тогда

xy′(x) = C0σx
σ + C1(σ + 1)xσ+1 +

∞∑

k=2

Ck(k + σ)xk+σ ,

x2y′′(x) = C0σ(σ − 1)xσ + C1(σ + 1)σxσ+1+

+

∞∑

k=2

ck(k + σ)(k + σ − 1)xk+σ, (3.4)

x2y(x) =
∞∑

n=0

Cnx
n+σ+2 =

∞∑

k=2

Ck−2x
k+σ .
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В последнем равенстве мы сделали замену n+ 2 = k. Подста-
вим (3.2) и (3.3) в уравнение (3.1) и получим

[σ(σ − 1) + σ − ν2]xσC0 +

+[σ(σ + 1) + (σ + 1)− ν2]xσ+1C1 +

+xσ
∞∑

k=2

{[(k + σ)(k + σ − 1) + (k + σ)− ν2]Ck + Ck−2}xk = 0.

Приравняв коэффициенты при одинаковых степенях x, полу-
чим

C0[σ
2 − ν2] = 0 xσ,

C1[(σ + 1)2 − ν2] = 0, xσ+1,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,
Ck[(k + σ)2 − ν2] + Ck−2 = 0, xσ+k, k > 2.

Так как C0 6= 0, то из первого уравнения находим σ = ±ν.
1. Пусть σ = ν, тогда из второго равенства находим C1 = 0

и

Ck = − Ck−2

(k + ν)2 − ν2
= − Ck−2

k(2ν + k)
.

Следовательно, для нечетного k (k = 2l+ 1)

C2l+1 = 0,

а для четного k (k = 2l)

C2l = − C2(l−1)

22(ν + l)l
,

т.е.

C2 = − C0

22(ν + 1)1
;

C4 =
C0

242!(ν + 1)(ν + 2)
;

...

C2l = (−1)l
C0

22ll!(ν + 1)(ν + 2) · · · (ν + l)
.
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Нетрудно убедиться (например, используя признак Далам-
бера), что ряд (3.3) сходится равномерно на любом промежут-
ке [0, a] и, следовательно, функция y(x) (3.3) является реше-
нием уравнения Бесселя для любого C0.

С учетом соотношений

zΓ(z) = Γ(z + 1), l! = Γ(l + 1),

1

(ν + 1)(ν + 2) · · · (ν + l)
=

Γ(ν + 1)

Γ(l + ν + 1)

получим

C2l =
(−1)lΓ(ν + 1)C0

22lΓ(l + ν + 1)Γ(l + 1)
,

и решением уравнения (3.1) будет ряд

y(x) =

∞∑

l=0

(−1)l
Γ(ν + 1)2νC0

l!Γ(l+ ν + 1)

(x
2

)ν+2l

, (3.5)

что и требовалось доказать.
♦ Удобно в качестве C0 взять число

C0 =
1

2νΓ(ν + 1)
.

� Функция

Jν(x) =
∞∑

k=0

(−1)k
1

k!Γ(ν + k + 1)

(x
2

)2k+ν

(3.6)

Рис. 4
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называется функцией Бесселя первого рода (см. рис. 4). Здесь
комплексное число ν – индекс функции Бесселя, а x – незави-
симая переменная.

♦ Поскольку уравнение (3.1) не меняется при замене ν на
−ν, то функция J−ν(x) также является решением уравнения
(3.1).

Следствие 3.1.1. Справедливо соотношение

J−n(x) = (−1)nJn(x). (3.7)

Доказательство. Рассмотрим функцию

J−n(x) =

∞∑

k=0

1

k!Γ(k + 1− n)

(x
2

)2k−n
.

Заметим, что

1

Γ(k + 1− n)
=

{
0 0 6 k < n,
1

(k − n)!
k > n.

Тогда

J−n(x) =

∞∑

k=n

(−1)k
1

k!(k − n)!

(x
2

)2k−n
.

Положив k = l + n, с учетом (3.6) получим

J−n(x) =

∞∑

l=0

(−1)l+n
1

l!(l + n)!

(x
2

)2l+n

= (−1)nJn(x), (3.8)

что и требовалось доказать.

Следствие 3.1.2. Справедливо соотношение

J−n(−x) = Jn(x). (3.9)

Доказательство. Из соотношения (3.8) следует

J−n(−x) =

∞∑

l=0

(−1)l+n
1

l!(l + n)!

(−x
2

)2l+n

=

=

∞∑

l=0

(−1)3l+2n 1

l!(l + n)!

(x
2

)2l+n

= Jn(x),

что и требовалось доказать.
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Теорема 3.2. Если ν не является целым числом, то функ-
ции Jν(x) и J−ν(x) линейно независимы.

Доказательство. Выпишем уравнения Бесселя для функций
Jν и J−ν :

d

dx
[xJ ′

ν(x)] +
(
x− ν2

x

)
Jν(x) = 0,

d

dx
[xJ ′

−ν(x)] +
(
x− ν2

x

)
J−ν(x) = 0.

Первое из уравнений умножим на J−ν(x), второе — на Jν(x) и
вычтем его из первого. Получим

J−ν(x)
d

dx
[xJ ′

ν(x)]− Jν(x)
d

dx
[xJ ′

−ν(x)] +

+xJ ′
−ν(x)J

′
ν (x)− xJ ′

ν(x)J
′
−ν(x) =

=
d

dx
{x[J−ν(x)J ′

ν (x)− Jν(x)J ′
−ν(x)]} =

= − d

dx
{xW [Jν(x), J−ν(x)]} = 0,

где W [Jν , J−ν ] — определитель Вронского функций Jν(x) и
J−ν(x). Следовательно,

xW [Jν(x), J−ν(x)] = C.

Отсюда в пределе x→ 0 можно определить константу C:

C = lim
x→0

xW [Jν(x), J−ν(x)] =

= lim
x→0

[xJν(x)J
′
−ν(x) − xJ−ν(x)J ′

ν (x)].

С учетом определения функции Бесселя (3.6) и соотношения

xJ ′
ν(x) =

∞∑

l=0

(−1)l
2l + ν

l!Γ(ν + l + 1)

(x
2

)2l+ν

находим

C = lim
x→0

{ ∞∑

k=0

∞∑

l=0

(−1)k+l(2l − ν)
k!Γ(ν + k + 1)l!Γ(−ν + l + 1)

(x
2

)2k+2l

−

−
∞∑

k=0

∞∑

l=0

(−1)k+l(2l + ν)

l!Γ(−ν + k + 1)k!Γ(ν + l+ 1)

(x
2

)2k+2l
}
.
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Отличны от нуля только слагаемые с k = l = 0, поэтому

C =
−ν

Γ(1 + ν)Γ(1 − ν) −
ν

Γ(1− ν)Γ(1 + ν)
=

= − 2ν

νΓ(ν)Γ(1 − ν) =
−2

π
sinπν.

Здесь мы воспользовались соотношением

Γ(ν)Γ(1− ν) =
π

sinπν
.

Таким образом,

C = − 2

π
sinπν

а

W [Jν(x), J−ν(x)] = − 2

πx
sinπν. (3.10)

Из (3.10), в частности, вытекает, что Jν(x) и J−ν(x) линейно
независимы при нецелом ν, что и требовалось доказать.

Следствие. Если ν 6= n, то общее решение уравнения (3.1)
имеет вид

y(x) = C1Jν(x) + C2J−ν(x). (3.11)

Доказательство непосредственно следует из того, что функ-
ции Jν(x) и J−ν(x) линейно независимы (см. уравнение (3.10))
и являются решениями линейного дифференциального урав-
нения второго порядка (3.1).

Рис. 5
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Рис. 6

♦ Заметим, что функции Бесселя (3.6) определены не толь-
ко для вещественных аргументов и индексов, но и для ком-
плексных. Так, например, на рис. 5 изображен модуль функ-
ции Бесселя нулевого индекса от комплексного аргумента z,
а на рис. 6 приведены графики действительной и мнимой ча-
стей, а также модуля функции Бесселя J1+i(x) комплексного
индекса.

Пример 3.1. Найти общее решение уравнения

y′′ +
y′

x
+
(
1− 1

9x2

)
y = 0.

Решение. Данное уравнение запишем в виде

x2y′′ + xy′ +
(
x2 − 1

9

)
y = 0.

Оно является уравнением Бесселя с ν = 1/3. Поэтому его об-
щее решение есть

y(x) = C1J1/3(x) + C2J−1/3(x).

Пример 3.2. Найти общее решение уравнения

x2y′′ + xy′ + 4(x4 − 2)y = 0. (3.12)

Решение. Сделаем в уравнении (3.12) замену переменных
x2 = τ , x =

√
τ . Тогда

y′ =
dy

dx
=
dτ

dx

dy

dτ
= 2x

dx

dτ
= 2
√
τ
dy

dτ
,

y′′ = 2
√
τ
d

dτ
y′ =

√
τ
d

dτ

√
τ
dy

dτ
= 2

dy

dτ
+ 4τ

d2y

dτ2
.
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Подставив эти выражения в уравнение (3.12), получим

τ
(
2
dy

dτ
+ 4τ

d2y

dτ2

)
+ 2
√
τ
√
τ
dy

dτ
+ 4(τ2 − 2)y = 0

или

τ2 d
2y

dτ2
+ τ

dy

dτ
+ (τ2 − 2)y = 0.

Это уравнение Бесселя с индексом ν =
√

2. Его общее решение
имеет вид

y(τ) = C1J√2(τ) + C2J−
√

2(τ).

Возвратившись к исходным переменным, получим

y(x) = C1J√2(x
2) + C2J−

√
2(x

2).

Пример 3.3. ∗ Получить дифференциальное уравнение для функ-
ции

f(x) = Jµ(x)Jν(x). (3.13)

Решение. Введем вспомогательные функции

ψ(x) = J ′
µ(x)J

′
ν(x),

ϕ(x) = µ2Jµ(x)J
′
ν(x) + ν2Jν(x)J

′
µ(x).

(3.14)

Продифференцируем f(x) дважды

f ′(x) = J ′
µ(x)Jν(x) + Jµ(x)J

′
ν(x); (3.15)

f ′′(x) = J ′′
µ (x)Jν(x) + Jµ(x)J

′′
ν (x) + 2J ′

µ(x)J
′
ν(x). (3.16)

Если учесть, что для функций Бесселя имеет место уравнение (3.1)

J ′′
µ (x) =

“µ2

x2
− 1

”
Jµ(x)− 1

x
J ′
µ(x), (3.17)

то (3.16) перепишется в виде

f ′′(x) =
“µ2

x2
− 1

”
Jµ(x)Jν(x)− 1

x
J ′
µ(x)Jν(x)+

+
“ν2

x2
− 1

”
Jµ(x)Jν(x)− 1

x
J ′
ν(x)Jµ(x) + 2J ′

µ(x)J
′
ν(x). (3.18)

Принимая во внимание (3.13) и (3.14), из (3.18) запишем

ψ(x) =
1

2
f ′′(x) +

1

2x
f ′(x) +

“
1− µ2 + ν2

2x2

”
f(x). (3.19)

Продифференцировав (3.19), получим
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ψ′(x) =
1

2
f ′′′(x) +

1

2x
f ′′(x)+

+
“
1− µ2 + ν2 + 1

2x2

”
f ′(x) +

µ2 + ν2

x3
f(x). (3.20)

Но из (3.14) следует

ψ′(x) = J ′′
µ (x)J ′

ν(x) + J ′
µ(x)J

′′
ν (x) =

=
“µ2

x2
− 1

”
Jµ(x)J

′
ν(x) +

“ν2

x2
− 1

”
Jν(x)J

′
µ(x)−

2

x
J ′
µ(x)J

′
ν(x),

что приводит к соотношению

ψ′(x) =
1

x2
ϕ(x)− f ′(x)− 2

x
ψ(x). (3.21)

С помощью (3.19) и (3.20) отсюда найдем

2xϕ(x) = x3f ′′′(x) + 3x2f ′′(x)+
+[4x3 + x(1− µ2 − ν2)]f ′(x) + 4x2f(x). (3.22)

Исходя из определения функции ϕ(x) (3.14), получим

ϕ′(x) = ν2J ′
νJ

′
µ + µ2J ′

µJ
′
ν + ν2JνJ

′′
µ + µ2JµJ

′′
ν =

= (µ2 + ν2)J ′
µJ

′
ν + ν2

“µ2

x2
− 1

”
JµJν − ν2

x
JνJ

′
µ +

+µ2
“ν2

x2
− 1

”
JµJν −

µ2

x
JµJ

′
ν =

= −ϕ(x)

x
+ (µ2 + ν2)ψ(x) +

“2µ2ν2

x2
− µ2 − ν2

”
f(x)

или

xϕ′(x) + ϕ(x) = (µ2 + ν2)xψ(x) +
h2µ2ν2

x2
− µ2 − ν2

i
xf(x). (3.23)

Воспользовавшись соотношением (3.19), из (3.23) найдем

2[xϕ(x)]′ = (µ2 + ν2)[xf ′′(x) + f ′(x)]− (µ2 − ν2)2

x
f(x). (3.24)

Если мы теперь продифференцируем (3.22), то должны получить
(3.23), что и приводит к следующему дифференциальному уравне-
нию для функции f = f(x):

f (4) +
6

x
f ′′′ +

“
4 +

7− 2µ2 − 2ν2

x2

”
f ′′+

+
h (µ2 + ν2)2

x4
+

8

x2

i
f = 0. (3.25)

Если µ = ν [т.е. f(x) = J2
ν (x)], то уравнение (3.25) можно записать

в виде
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d

dx

ˆ
x3f ′′′ + 3x2f ′′ + (4x2 + 1− 4ν2)xf ′ + 4x2f

˜
= 0. (3.26)

Выражение в квадратных скобках в (3.26) – постоянная, но посколь-
ку при x → 0 оно обращается в нуль (при Re ν > 0 это очевидно),
то оно равно нулю для всех x. Тогда функция f(x) = J2

ν (x) удовле-
творяет уравнению

f ′′′ +
3

x
f ′′ +

“
4 +

1− 4ν2

x2

”
f ′ +

4

x
f = 0. (3.27)

Пример 3.4. ∗ Найти разложение функции f(x) (3.13) в ряд Тей-
лора по степеням x.

Решение. Из разложения (3.6) функции Jν(x) в ряд следует, что
ряд для f(x) должен иметь вид

f(x) =
∞X

k=0

Ck
“x

2

”µ+ν+2k

, (3.28)

причем для коэффициента C0 из (3.6) получим

C0 =
1

Γ(1 + µ)Γ(1 + ν)
. (3.29)

Подставив это разложение в (3.25), найдем рекуррентную формулу
для коэффициентов Ck

(µ+ ν + k)(µ+ k)(ν + k)kCk =
= −(µ+ ν + 2k)(µ+ ν + 2k − 1)Ck−1, (3.30)

из которой легко найти (A = const)

Ck =
(−1)kΓ(µ+ ν + 2k + 1)A

Γ(µ+ ν + k + 1)Γ(µ+ k + 1)Γ(ν + k + 1)Γ(k + 1)
. (3.31)

Сравнив с (3.29) при k = 0, имеем A = 1 и окончательно находим

f(x) = Jµ(x)Jν(x) =

=
∞X

k=0

(−1)kΓ(µ+ ν + 2k + 1)

k!Γ(µ+ ν + k + 1)Γ(µ+ k + 1)Γ(ν + k + 1)

“x
2

”µ+ν+2k

.(3.32)

Нетрудно показать, что ряд (3.32) сходится во всей комплексной
плоскости.

Пример 3.5. Доказать формулу Неймана

I =

π/2Z

0

Jµ+ν(2x cosϕ) cos[(µ− ν)ϕ] dϕ =
π

2
Jµ(x)Jν(x), (3.33)

Re(µ+ ν) > −1.
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Решение. Используя для левой части определение функции Бес-
селя (3.6) и свойства гамма-функции (см. пример I.40.10), получим

J =
∞X

k=0

(−1)kxµ+ν+2k

k!Γ(µ+ ν + k + 1)

π/2Z

0

cosµ+ν+2k ϕ cos([µ− ν]ϕ)dϕ =

=
π

2

∞X

k=0

(−1)kΓ(µ+ ν + 2k + 1)

k!Γ(µ+ ν + k + 1)Γ(µ+ k + 1)Γ(ν + k + 1)

“x
2

”µ+ν+2k

.

Сравнив это разложение с (3.32), убеждаемся в справедливости со-
отношения (3.33).

4. Функции Бесселя второго рода

Как выяснено в предыдущем разделе, при целых ν = n
частные решения уравнения Бесселя (3.1)

x2y′′ + xy′ + (x2 − n2)y = 0 (4.1)

не являются линейно независимыми, так как

J−n(x) = (−1)nJn(x),

т.е. в этом случае найдено только одно частное решение урав-
нения (4.1).

Рассмотрим уравнения Бесселя с нецелыми ν. Его общее
решение имеет вид (см. рис. 7)

y(x) = C1Jν(x) + C2J−ν(x).

Рис. 7
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Если положить

C1 = ctg πν, C2 = − 1

sinπν
,

то получим функцию

Nν(x) =
Jν(x) cos πν − J−ν(x)

sinπν
. (4.2)

� Функция (4.2) называется функцией Неймана
♦ Она была введена Вебером и иногда называется так-

же функцией Вебера и часто обозначается через Yν(x). Функ-
цию Nν(x) называют также бесселевой (или цилиндрической)
функцией второго рода индекса ν от аргумента x (см. рис. 8).

♦ Функция Неймана (4.2) определена для нецелых ν. Од-
нако ее можно доопределить для целых ν, полагая

Nn(x) = lim
ν→n

Nν(x).

Утверждение 4.1. Существует предел

Nn(x) = lim
ν→n

Nν(x) =

=
2

π

(
γ + ln

x

2

)
Jn(x)− 1

π

n−1∑

k=0

(n− k − 1)!

k!

(x
2

)−n+2k

−

− 1

π

∞∑

k=0

(−1)k

k!(k + n)!

(x
2

)2k+n{ k+n∑

m=1

1

m
+

k∑

m=1

1

m

}
, (4.3)

где γ – постоянная Эйлера, введенная ранее в разд. «Гамма-
функция» части I.

Рис. 8
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Доказательство этого утверждения см., например, в [27].

Утверждение 4.2. Функции Jν(x) и Nν(x) линейно незави-
симы при любом ν.

Для доказательства того, что функция Неймана Nν(x) и
функция Бесселя первого рода Jν(x) линейно независимы при
всех ν, рассмотрим определитель Вронского

W (x) = W [Jν(x), Nν(x)] =

∣∣∣∣
Jν(x) Nν(x)
J ′
ν(x) N ′

ν(x)

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣∣

Jν(x)
Jν(x) cos πν − J−ν(x)

sinπν

J ′
ν(x)

J ′
ν(x) cos πν − J ′

−ν(x)

sinπν

∣∣∣∣∣∣∣
=

cosπν

sinπν

∣∣∣∣
Jν(x) Jν(x)
J ′
ν(x) J ′

ν(x)

∣∣∣∣−

− 1

sinπν

∣∣∣∣
Jν J−ν(x)

J ′
ν(x) J ′

−ν(x)

∣∣∣∣ = −
1

sinπν
W [Jν(x), J−ν(x)].

Из соотношения (4.2) получим

W [Jν(x), Nν(x)] = − 1

sinπν
W [Jν(x), J−ν(x)] =

= − 1

sinπν

(
− 2

πx

)
sinπν.

Таким образом,

W [Jν(x), Nν(x)] =
2

πx
. (4.4)

Эта формула получена в предположении, что ν не является це-
лым числом. Но в силу теоремы 4.1 ее можно распространить
и на целые значения ν = n.

Из соотношения (4.4) следует, что W [Jν(x), Nν(x)] 6= 0 при
любых значениях ν и x. Следовательно, Jν(x) и Nν(x) линейно
независимы, что и требовалось доказать.

Утверждение 4.3. Функции Jν(x) и Nν(x) образуют фунда-
ментальную систему решений уравнения Бесселя при любом,
в том числе и целом, индексе. Общее решение уравнения Бес-
селя (3.1) при любом индексе ν дается формулой

y(x) = C1Jν(x) + C2Nν(x). (4.5)
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Справедливость утверждения непосредственно следует из
того, что функции Jν(x) и Nν(x) линейно независимы и яв-
ляются решениями линейного дифференциального уравнения
второго порядка (3.1).

Пример 4.1. Найти общее решение уравнения

x2y′′ + xy′ +
(
a2x2 − ν2

)
y = 0, (4.6)

где a и ν — некоторые постоянные.

Решение. Положим x = t/a, тогда

dy

dx
= a

dy

dt
,

d2y

dx2
= a2 d

2y

dt2

и уравнение примет вид

t2
d2y

dt2
+ t

dy

dt
+
(
t2 − ν2

)
y = 0.

Следовательно,

y(t) = C1Jν(t) + C2Nν(t).

Возвратившись к исходным переменным, получим

y(x) = C1Jν(ax) + C2Nν(ax). (4.7)

5. Рекуррентные соотношения
для функций Бесселя

Теорема 5.1. Справедливы следующие рекуррентные соот-
ношения:

d

dx
[x−νJν(x)] = −Jν+1(x)

xν
, (5.1)

d

dx
[xνJν(x)] = xνJν−1(x). (5.2)



5. Рекуррентные соотношения для функций Бесселя 47

Доказательство. Из определения (3.6) следует

d

dx

[Jν(x)
xν

]
=

d

dx

[ ∞∑

k=0

(−1)k

k!Γ(k + ν + 1)

x2k

22k+ν

]
=

=

∞∑

k=0

(−1)k2k

k!Γ(k + ν + 1)

x2k−1

22k+ν
=

=

∞∑

k=1

(−1)k−1(−1)

(k − 1)!Γ([k − 1] + [ν + 1] + 1)

x2(k−1)+1+ν

22(k−1)+(ν+1)

1

xν
=

=
(−1)

xν
Jν+1(x).

Аналогично получаем

d

dx
[xνJν(x)] =

d

dx

[ ∞∑

k=0

(−1)k

k!Γ(k + ν + 1)

x2k+2ν

22k+ν

]
=

=
∞∑

k=0

(−1)k2(k + ν)

k!Γ(k + ν + 1)

x2k+2ν−1

22k+ν
=

=

∞∑

k=0

(−1)k

k!Γ(k + [ν − 1] + 1)

x2k+(ν−1)

22k+(ν−1)
xν = xνJν−1(x),

что и требовалось доказать.

Следствие 5.1.1. Справедливы следующие рекуррентные со-
отношения:

xJ ′
ν(x) = νJν(x) − xJν+1(x). (5.3)

xJ ′
ν(x) = −νJν(x) + xJν−1(x). (5.4)

Доказательство непосредственно следует из соотношений
(5.1) и (5.2).

Пример 5.1. Доказать справедливость рекуррентного соотноше-
ния (5.3), исходя из определения бесселевых функций (3.6).

Решение. Из определения (3.6) следует, что
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xJ ′
ν(x) =

∞X

k=0

(−1)k(2k + ν)

k!Γ(k + ν + 1)

“x
2

”2k+ν

=

= ν

∞X

k=0

(−1)k

k!Γ(k + ν + 1)

“x
2

”2k+ν

+

+2

∞X

k=1

(−1)k

(k − 1)!Γ(k + ν + 1)

“x
2

”2k+ν

.

Положив l = k − 1, получим

xJ ′
ν(x) = νJν(x) + 2

∞X

l=0

(−1)l+1

l!Γ(l + (ν + 1) + 1)

“x
2

”2l+(ν+1)+1

=

= νJν(x)− xJν+1(x),

что и требовалось доказать.

Пример 5.2. Доказать справедливость рекуррентного соотноше-
ния (5.4), исходя из определения бесселевых функций (3.6).

Решение. Рассмотрим

xJ ′
ν(x) =

∞X

k=0

(−1)k(2k + ν)

k!Γ(k + ν + 1)

“x
2

”2k+ν

.

Аналогично предыдущему примеру

xJ ′
ν(x) = ν

∞X

k=0

(−1)k[(2k + 2ν)− ν]
k!Γ(k + ν + 1)

“x
2

”2k+ν

=

= −ν
∞X

k=0

(−1)k

k!Γ(k + ν + 1)

“x
2

”2k+ν

+

+

∞X

k=0

(−1)k(2k + 2ν)

k!(k + ν)Γ(k + (ν − 1) + 1)

“x
2

”2k+(ν−1) x

2
=

−νJν(x) + xJν−1(x),

Здесь мы воспользовались тем, что

Γ(k + ν + 1) = (k + ν)Γ(k + (ν − 1) + 1).

Таким образом, соотношение (5.4) доказано.

Следствие 5.1.2. Справедливы рекуррентные соотношения

2J ′
ν(x) = Jν−1(x) − Jν+1(x), (5.5)

2
ν

x
Jν(x) = Jν−1(x) + Jν+1(x). (5.6)
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Доказательство. Складывая соотношения (5.3) и (5.4), по-
лучим (5.5). Вычтя (5.4) из (5.3), получим (5.6).

♦ Положим в (5.3) ν = 0. Тогда

J ′
0(x) = −J1(x). (5.7)

Следовательно, нули функции J1(x) совпадают с максимума-
ми и минимумами функции J0(x) (см. рис. 4).

Следствие 5.1.3. Справедливы соотношения

(1

x

d

dx

)m[Jν(x)
xν

]
= (−1)m

Jν+m(x)

xν+m
, (5.8)

(1

x

d

dx

)m
[xνJν(x)] = xν−mJν−m(x). (5.9)

Доказательство. Доказательство проведем методом матема-
тической индукции. Представим (5.1) в виде

1

x

d

dx

[Jν(x)
xν

]
= −Jν+1(x)

xν+1
.

Таким образом, при m = 1 соотношение (5.8) справедливо.
Предположим, что (5.8) выполняется при некотором m = k.
Проверим справедливость соотношения (5.8) при m = k + 1.
Для этого продифференцируем его по x и воспользуемся со-
отношением (5.1). Получим

d

dx

(1

x

d

dx

)k[Jν(x)
xν

]
= (−1)k

d

dx

[Jν+k(x)
xν+k

]
= (−1)k+1 Jν+k+1(x)

xν+k
.

Следовательно,

(1

x

d

dx

)( 1

x

d

dx

)k[Jν(x)
xν

]
= (−1)k+1 Jν+k+1(x)

xν+k+1
,

что и требовалось доказать. Аналогично доказывается (5.9).

Следствие 5.1.4. Справедливы соотношения
“ d

dx

”m
xν/2Jν(2

√
qx) = qm/2x(ν−m)/2Jν−m(2

√
qx); (5.10)

“ d

dx

”m
x−ν/2Jν(2

√
qx) =

= (−1)mqm/2x−(ν+m)/2Jν+m(2
√
qx). (5.11)
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Доказательство. Проведем в (5.9) замену переменных

x = 2
p
qt,

1

x

d

dx
=

1

2q

d

dt
(5.12)

и получим
“ 1

2q

d

dt

”m
[2

p
qt]νJν(2

p
qt) = (2

p
qt)ν−mJν−m(2

p
qt).

Заменив здесь t на x, получим (5.10). Аналогично из (5.8) придем
к (5.11).

Рис. 9

Следствие 5.1.5. Функции Бесселя полуцелого индекса вы-
ражаются через элементарные функции (см. рис. 9)

J1/2+m(x) = (−1)mxm+1/2
[ 1

x

d

dx

]m[√ 2

πx

sinx√
x

]
; (5.13)

J−1/2−m(x) = xm+1/2
[ 1

x

d

dx

]m[√ 2

πx

cosx√
x

]
. (5.14)

Доказательство. Вычислим J1/2(x) и J−1/2(x):

J1/2(x) =

∞∑

k=0

(−1)k

k!Γ(k + 3/2)

(x
2

)2k+1/2

;

J−1/2(x) =

∞∑

k=0

(−1)k

k!Γ(k + 1/2)

(x
2

)2k−1/2

.

Из основного функционального соотношения для гамма-функ-
ции Γ(z + 1) = zΓ(z) и из того, что Γ(1/2) =

√
π, следует

Γ(k + 3/2) =
(2k + 1)!!

2k+1

√
π и Γ(k + 1/2) =

(2k − 1)!!

2k
√
π.
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Следовательно,

J1/2(x) =

∞∑

k=0

(−1)k2k+1

k!(2k + 1)!!
√
π

(x
2

)2k+1/2

и

J−1/2(x) =
∞∑

k=0

(−1)k2k

k!(2k − 1)!!
√
π

(x
2

)2k−1/2

.

Заметим, что

k!(2k + 1)!! =
(2k)!!

2k
(2k + 1)!! =

(2k + 1)!

2k
,

k!(2k − 1)!! =
(2k)!

2k
.

Тогда

J1/2(x) =

∞∑

k=0

(−1)k
√

2

(2k + 1)!
√
π
x2k+1 1√

x
=

√
2

πx
sinx,

J−1/2(x) =

∞∑

k=0

(−1)k
√

2

(2k)!
√
π
x2k 1√

x
=

√
2

πx
cosx.

Следовательно,

J1/2(x) =

√
2

πx
sinx и J−1/2(x) =

√
2

πx
cosx. (5.15)

Положим в соотношении (5.8) ν = 1/2, а в (5.9) ν = −1/2 и вос-
пользуемся соотношениями (5.15). Получим формулы (5.13) и
(5.14), что и требовалось доказать.

Пример 5.3. Вычислить J3/2(x) и J−3/2(x).

Решение. Подставим в (5.13) m = 1 и в (5.14) m = 1. Тогда

J3/2(x) =

√
2

πx

(sinx

x
− cosx

)
,

J−3/2(x) =

√
2

πx

(
− sinx− cosx

x

)
.

(5.16)
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Пример 5.4. Доказать справедливость соотношений

J ′
0(x) = −J1(x),
J2(x) − J0(x) = 2J ′′

0 (x), (5.17)

x2J ′′
n(x) = (n2 − n− x2)Jn + xJn+1(x).

Решение. Применив рекуррентную формулу

− 1

x

d

dx
[x−νJν(x)] = x−(ν+1)Jν+1(x)

для ν = 0, получим первое равенство.
Продифференцировав полученное равенство и воспользо-

вавшись соотношением

J ′
ν(x) =

1

2
[Jν−1(x) − Jν+1(x)]

для ν = 1, получим второе равенство.
В тождестве

x2J ′′
n(x) + xJ ′

n(x) + (x2 − n2)Jn(x) ≡ 0

воспользуемся рекуррентным соотношением (5.5). Тогда

x2J ′′
n (x) = −x

2
[Jn−1(x)− Jn+1(x)] − (x2 − n2)Jn(x).

Исключим из этого равенства Jn−1(x) с помощью соотношения
(5.6) и получим

x2J ′′
n(x) = −x

2
[
2n

x
Jn(x)− 2Jn+1(x)]− (x2 − n2)Jn(x)

или

x2J ′′
n(x) = (n2 − n− x2)Jn(x) + xJn+1(x).

Пример 5.5. Доказать соотношение

x∫

0

Jν(t)dt = 2

∞∑

k=0

Jν+2k+1(x), ν > −1. (5.18)
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Решение. Воспользуемся известной формулой для производ-
ной бесселевой функции 2J ′

ν(x) = Jν−1(x) − Jν+1(x). Заменив
ν на ν + 1, получим 2J ′

ν+1(x) = Jν(x) − Jν+2(x). Проинтегри-
ровав, найдем

2Jν+1(x) =

x∫

0

Jν(t)dt−
x∫

0

Jν+2(t)dt, ν + 1 > 0 (ν > −1).

Аналогично

2Jν+3(x) =

x∫

0

Jν+2(t)dt−
x∫

0

Jν+4(t)dt,

2Jν+5(x) =

x∫

0

Jν+4(t)dt−
x∫

0

Jν+6(t)dt,

и т.д.

Сложив эти равенства, получим

x∫

0

Jν(t)dt = 2[Jν+1(x) + Jν+3(x) + Jν+5(x) + . . . ].

Здесь ν > −1. Можно показать, что ряд справа быстро схо-
дится.

Пример 5.6. Вычислить интеграл Вебера

I =

∞Z

0

e−a
2x2

Jν(bx)x
ν+1dx, b > 0, Re ν > −1.

Решение. Рассмотрим интеграл

I =

∞Z

0

e−a
2x2

Jν(bx)x
ν+1dx =

=

∞Z

0

e−a
2x2

xν+1
“ ∞X

k=0

(−1)k
(bx/2)ν+2k

k!Γ(ν + k + 1)

”
dx =

=
∞P
k=0

(−1)k
(b/2)ν+2k

k!Γ(ν + k + 1)

∞Z

0

e−a
2x2

x2ν+2k+1dx.
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Сделав замену переменных a2x2 = t, получим

I =
∞X

k=0

(−1)k
(b/2)ν+2k

k!Γ(ν + k + 1)

1

2a2ν+2k+2

∞Z

0

e−ttν+kdt =

=
bν

(2a2)ν+1

∞X

k=0

(−1)k
(b/2)2k

k!a2k
=

=
bν

(2a2)ν+1

∞X

k=0

(−1)k
(b2/4a2)k

k!
=

bν

(2a2)ν+1
e−b

2/4a2

для Re ν > −1, b > 0. Таким образом,

∞Z

0

e−a
2x2

Jν(bx)x
ν+1dx =

bν

(2a2)ν+1
e−b

2/4a2 . (5.19)

Пример 5.7. При помощи бесселевых функций полуцелого поряд-
ка вычислить интегралы Френеля

S(x) =
1√
2π

xZ

0

sin t√
t
dt, C(x) =

1√
2π

xZ

0

cos t√
t
dt.

Решение. Имеем

S(x) =
1

2

xZ

0

r
2

πt
sin t dt =

1

2

xZ

0

J1/2(t)dt.

Положим в соотношении (5.18) ν = 1/2 и получим

xZ

0

J1/2(t) dt = 2

∞X

n=0

J1/2+2k+1(x).

Тогда

S(x) =

∞X

n=0

J3/2+2k(x).

Аналогично найдем

C(x) =
∞X

n=0

J1/2+2k(x).

Можно показать, что полученные ряды быстро сходятся и поэтому
удобны для вычислений.
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Пример 5.8. Вывести рекуррентную формулу

x∫

0

tµJν(t)dt = xµJν+1(x) − (µ− ν − 1)

x∫

0

tµ−1Jν+1(t)dt (5.20)

при µ+ ν > −1.

Решение. Воспользуемся рекуррентным соотношением (5.2)
и положим в нем ν = ν + 1. Тогда

d

dx
[xν+1Jν+1(x)] = xν+1Jν(x).

Подынтегральную функцию tµJν(t) в (5.20) представим в виде

tµ−(ν+1)tν+1Jν(t) = tµ−(ν+1) d

dt
[tν+1Jν+1(t)].

Выполним один раз интегрирование по частям, положив

U = tµ−(ν+1), dV =
d

dt
[tν+1Jν+1(t)]dt.

Найдем

x∫

0

tµJν(t)dt =

x∫

0

tµ−(ν+1) d

dt
[tν+1Jν+1(t)]dt =

= tµ−(ν+1)tν+1Jν+1(t)
∣∣∣
x

0
−

x∫

0

tν+1Jν+1(t)(µ− ν − 1)tµ−ν−2dt =

= xµJν+1(x) − (µ− ν − 1)

x∫

0

tµ−1Jν+1(t)dt.

Здесь использовано условие µ + ν > −1. В самом деле,
tµJν+1(t)|t=0 = 0, так как

tµJν+1(t) =

∞∑

k=0

(−1)k
t(µ+ν+1)+2k

2ν+1+2kk!Γ(ν + 2 + k)
, µ+ ν + 1 > 0.
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Пример 5.9. Используя соотношение (5.20), показать, что вычис-
ление интеграла

xZ

0

tmJν(t)dt, ν > −1, m = 0,∞

сводится к вычислению интеграла

xZ

0

Jν+m(t)dt.

Если m− ν = 2k+1, k = 0,∞, то исходный интеграл выражается в
замкнутом виде через конечное число бесселевых функций.

Решение. Воспользуемся соотношением (5.20), положив µ = m

xZ

0

tmJν(t)dt = xmJν+1(x)− (m− ν − 1)

xZ

0

tm−1Jν+1(t)dt,

где m+ ν > −1. Применим эту формулу m раз

xZ

0

tm−1Jν+1(t)dt = xm−1Jν+2(x)− (m− ν − 3)

xZ

0

tm−2Jν+2(t)dt,

xZ

0

tm−2Jν+2(t)dt = xm−2Jν+3(x)− (m− ν − 5)

xZ

0

tm−3Jν+3(t)dt,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,
xZ

0

tJν+m−1(t)dt = xJν+m(x)− [m− ν − (2m− 1)]

xZ

0

Jν+m(t)dt,

Пришли к интегралу
xZ

0

Jν+m(t)dt,

рассмотренному в примере 5.5.
Если m−ν = 2k+1 (k = 0,∞), то, применив исходную формулу

k раз, придем к равенству

xZ

0

tm−k+1Jν+k−1(t)dt =

= xk+ν+1Jν+k(x)− (m− ν − 2k + 1)

xZ

0

tνk+1Jν+k(t)dt.
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Но m− k = k + ν + 1 (из условия m− ν = 2k + 1). Тогда

xZ

0

tm−kJν+k(t)dt =

xZ

0

tk+ν+1Jν+k(t)dt =

= tk+ν+1Jν+k(t)
˛̨
˛
x

0
= xk+ν+1Jν+k(x),

и исходный интеграл будет выражен в замкнутом виде через бессе-
левы функции.

Пример 5.10. Используя прием, описанный в примере 5.9, вычис-
лить интегралы

xZ

0

t3J0(t)dt,

xZ

0

t3J1(t)dt.

Решение. Воспользовавшись соотношением (5.20) и положив в нем
µ = 3, ν = 0, получим

xZ

0

t3J0(t)dt = x3J1(x)− (3− 0− 1)

xZ

0

t2J1(t)dt =

= x3J1(x)− 2t2J2(t)
˛̨x
0

= x3J1(x)− 2x2J2(x) =

= x3J1(x)− 2x2
h 2

x
J1(x)− J0(x)

i
= (x3 − 4x)J1(x) + 2x2J0(x).

Аналогично

xZ

0

t3J1(t)dt = x3J2(x)− (3− 1− 1)

xZ

0

t2J2(t)dt =

= x3J2(x)−
h
x2J3(x)− (2− 2− 1)

xZ

0

tJ3(t)dt
i

=

= x3J2(x)− x2J3(x) +
h
xJ4(x)− (1− 3− 1)

xZ

0

J4(t)dt
i

=

= x3J2(x)− x2J3(x) + xJ4(x) + 6
∞X

k=0

J2k+3(x).
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6. Различные виды функций Бесселя

� Функции

H(1)
ν (x) = Jν(x) + iNν(x), H(2)

ν (x) = Jν(x) − iNν(x) (6.1)

называются, соответственно, первой и второй функциями Хан-
келя, или функциями Бесселя третьего рода.

Воспользовавшись определениями функции НейманаNν(x)
(4.2), получим

H
(1)
ν (x) =

J−ν(x)− e−iπνJν(x)
i sinπν

,

H
(2)
ν (x) =

−J−ν(x) + eiπνJν(x)

i sinπν
.

(6.2)

♦ При ν → n в формулах (6.2) возникает неопределенность
типа 0/0, которая может быть раскрыта, например, по правилу
Лопиталя.

♦ Из (6.2), в частности, следует, что

H
(1)
−ν (x) = eiπνH(1)

ν (x) и H
(2)
−ν (x) = e−iπνH(2)

ν (x).

Пример 6.1. Выразить функции ХанкеляH
(1,2)
1/2 (x) иH

(1,2)
−1/2(x)

через элементарные функции.

Решение. Так так sin(π/2) = 1 и eiπ/2 = i, то из (6.2) с учетом
(5.15) получим

H
(1)
1/2(x) = −i

√
2

πx
eix, H

(1)
−1/2(x) =

√
2

πx
eix;

H
(2)
1/2(x) = i

√
2

πx
e−ix, H

(2)
−1/2(x) =

√
2

πx
e−ix.

♦ Сравнение формул (6.1) с формулами Эйлера показыва-
ет, что Jν(x) – аналог функции cosx, Nν(x) – sinx, H(1)(x) –
eix.

� Функция

Iν(x) = i−νJν(ix) = e−iπν/2Jν(ix) (6.3)

называется модифицированной бесселевой функцией первого
рода индекса ν (см. рис. 10).
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Рис. 10 Рис. 11

� Функция

Kν(x) = iν+1π

2
H(1)
ν (ix) (6.4)

называется модифицированной функцией Бесселя второго ро-
да или функцией Макдональда (см. рис. 11).

♦ Из определения функции Jν(x) следует, что функция
Iν(x) представима рядом Тейлора вида

Iν(x) =

∞∑

k=0

1

k!Γ(ν + k + 1)

(x
2

)2k+ν

. (6.5)

♦ Функции Kν(x) и Iν(x) связаны соотношением

Kν(x) =
π

2

I−ν(x) − Iν(x)
sinπν

.

Теорема 6.1. Функции Iν(x) иKν(x) являются линейно неза-
висимыми решениями уравнения

x2y′′ + xy′ − (x2 + ν2)y = 0. (6.6)

Доказательство. Заменой переменной z = ix уравнение (6.6)
приводится к уравнению Бесселя

z2 d
2y

dz2
+ z

dy

dz
+ (z2 − ν2)y = 0,

частными решениями которого являются функции

y(z) = C1Jν(z) = C1Jν(ix) и y(z) = C2J−ν(z) = C2J−ν(ix),
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где C1, C2 — произвольные постоянные. Выбрав, согласно (6.3),
C1 = i−ν , C2 = iν , убеждаемся, что Iν(x), I−ν(x) являются
частными решениями уравнения (6.6).

Вронскиан функций i−νJν(z) и iνJ−ν(z), согласно (3.10),
можно записать

W [i−νJν(z), i
νJ−ν(z)] = W [Jν(z), J−ν(z)] = − 2

πz
sinπν

или в развернутой форме

i−νJν(z)
d

dz
[iνJ−ν(z)]− iνJ−ν(z)

d

dz
[i−νJν(z)] = − 2

πz
sinπν.

Последнее равенство с учетом определения (6.3) и соотноше-
ний

z = ix,
d

dz
=

1

i

d

dx

запишется в виде

Iν(x)
dI−ν (x)

dx
− I−ν(x)

dIν (x)

dx
= W [Iν(x), I−ν (x)] = − 2

πx
sinπν.

Отсюда следует линейная независимость функций Iν(x), I−ν(x)
при ν 6= n.

Вычислим

W [Iν(x),Kν(x)] = W
[
Iν(x),

π

2

I−ν(x)− Iν(x)
sinπν

]
=

=
π

2 sinπν
W [Iν(x), I−ν (x)] =

π

2 sinπν

(
− 2

πx
sinπν

)
= − 1

x
.

Следовательно, Iν(x) и Kν(x) линейно независимы при любых
ν, что и требовалось доказать.

Следствие. Функции Iν(x) и Kν(x) образуют фундаменталь-
ную систему решений уравнения (6.6), и общее решение урав-
нения (6.6) имеет вид

y(x) = C1Iν(x) + C2Kν(x). (6.7)

Доказательство следует из того, что Iν(x) и Kν(x) линейно
независимы при любых ν и являются решениями уравнения
(6.6).
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Теорема 6.2. Для функций Бесселя мнимого аргумента спра-
ведливы следующие рекуррентные соотношения:

Iν−1(x) − Iν+1(x) =
2ν

x
Iν(x),

Iν−1(x) + Iν+1(x) = 2I ′ν(x).
(6.8)

Доказательство. Заменив x на ix в рекуррентном соотноше-
нии

Jν+1(x) + Jν−1(x) =
2ν

x
Jν(x)

и умножив равенство на i−(ν+1), получим первую формулу.
Для вывода второй формулы воспользуемся рекуррентным со-
отношением

Jν−1(x) − Jν+1(x) = 2J ′
ν(x).

Пример 6.2. Найти общее решение уравнения

y′′ +
(
4 +

1

x

)
y′ +

(
3 +

2

x
− 5

x2

)
y = 0. (6.9)

Решение. Сделаем замену переменных

y(x) = e−2xz(x). (6.10)

Вычислим производные

y′(x) = [e−2xz(x)]′ = e−2x[−2z(x) + z′(x)];
y′′(x) = {e−2x[−2z(x) + z′(x)]}′ = (6.11)

= e−2x[z′′(x) − 4z′(x) + 4z(x)].

Подставим (6.10) и (6.11) в (6.9)

e−2x[z′′(x) − 4z′(x) + 4z(x)] +
(
4 +

1

x

)
e−2x[z′(x) − 2z(x)] +

+
(
3 +

2

x
− 5

x2

)
e−2xz(x) = 0.

Разделив на экспоненту и приведя подобные, получим

x2z′′(x) + xz′(x) + (−x2 − 5)z(x) = 0. (6.12)

Уравнение (6.12) — уравнение Бесселя (6.6) с ν =
√

5, общее
решение которого, согласно (6.7), имеет вид

z(x) = C1I√5(x) + C2K√
5(x).

Окончательно получим

y(x) = C1e
−2xI√5(x) + C2e

−2xK√
5(x)
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7. Асимптотическое поведение
цилиндрических функций

Теорема 7.1. Функция

y(x) =
A√
x

cos(x + ϕ), (7.1)

где A и ϕ — произвольные постоянные, является асимпто-
тическим с точностью до O(x−3/2), x→∞, решением урав-
нения Бесселя (3.1) при любом ν.

Доказательство. Рассмотрим уравнение Бесселя

y′′ +
1

x
y′ +

(
1− ν2

x2

)
y = 0. (7.2)

Сделаем в уравнении (7.2) замену переменных x = εt, t ∈]0, 1],
ε = const. Тогда при больших x, т.е. при x → ∞, параметр ε
также будет стремиться к бесконечности.

Уравнение (7.2) в новых переменных примет вид

1

ε2
ÿ +

1

ε2t
ẏ +

(
1− ν2

ε2t2

)
y = 0. (7.3)

Здесь точка означает дифференцирование по переменной t,
ẏ = dy/dt.

Решение уравнения (7.3) будем искать в виде

y(t, ε) = eiεS(t)f(t, ε), (7.4)

где функция S(t) не зависит от ε, функция f(t, ε) зависит от
параметра ω = 1/ε регулярно, т.е.

f(t, ε) = f0(t) +
1

ε
f1(t) +

1

ε2
f2(t) + . . . , (7.5)

а fk(t), k = 0,∞, от ε не зависят. Из (7.4) найдем

ẏ(t, ε) = ḟ(t, ε)eiεS(t) + iεṠ(t)f(t, ε)eiεS(t),

ÿ(t, ε) = f̈(t, ε)eiεS(t) + 2iεṠ(t)ḟ(t, ε)eiεS(t) − (7.6)

−ε2(Ṡ(t))2f(t, ε)eiεS(t).
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Подставим (7.4) и (7.6) в уравнение (7.3), получим

{
[−Ṡ2(t) + 1]f(t, ε) +

1

ε

[
2iḟ(t, ε)Ṡ(t) +

i

t
f(t, ε)Ṡ(t)

]
+

+
1

ε2

[
f̈(t, ε) +

1

t
ḟ(t, ε)− ν2

t2
f(t, ε)

]}
eiεS(t) = 0.

Подставим разложение (7.5) и приравняем коэффициенты при
одинаковых степенях 1/ε. Получим

ε0

ε−1

. . .

∣∣∣∣∣∣∣

1− Ṡ2(t) = 0

2ḟ0 +
1

t
f0 = 0

. . . . . . . . . . . . . .

Из этих уравнений находим

S(t) = ±t, f0(t) =
C√
t
.

Следовательно, функция

y(t, ε) =
C±√
t

exp(±iεt) (7.7)

является асимптотическим с точностью до O(1/ε) решением
уравнения (7.3). Уравнение (7.3) — линейное дифференциаль-
ное уравнение второго порядка с вещественными коэффици-
ентами. Следовательно, действительная и мнимая части его
комплексных решений — также решения уравнения (7.3). Та-
ким образом, функция

y(t, ε) =
C1√
t
cos εt+

C2√
t
sin εt (7.8)

– также асимптотическое решение уравнения (7.3). Положив
в (7.8)

C1 =
A√
ε

cosϕ, C2 =
A√
ε

sinϕ

и возвратившись к исходным переменным, получим утвержде-
ние теоремы.
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Можно показать (см., например, [3]), что при x→∞ спра-
ведливы следующие асимптотические оценки:

Jν(x) =

√
2

πx
cos
(
x− πν

2
− π

4

)
+O(x−3/2), (7.9)

Nν(x) =

√
2

πx
sin
(
x− πν

2
− π

4

)
+O(x−3/2), (7.10)

H(1,2)
ν (x) =

√
2

πx
exp
[
±i
(
x− πν

2
− π

4

)]
+O(x−3/2).(7.11)

♦ Отметим, что асимптотические оценки (7.9)–(7.11) спра-
ведливы не только для x ≫ 1, но и для всех |z| ≫ 1, arg z <
π − δ, δ – произвольное малое положительное число.

♦ Аналогично можно получить асимптотику функций Бес-
селя мнимого аргумента при x→∞:

In(x) =

√
1

2πx
ex[1 +O(1/x)], (7.12)

Kn(x) =

√
1

2x
e−x[1 +O(1/x)]. (7.13)

Рассмотрим поведение цилиндрических функций при x →
+0. Из определения (3.6) следует

Jν(x) =
1

Γ(ν + 1)

(x
2

)ν
+O(xν ), x→ +0, ν > 0. (7.14)

Из определения (4.2) и соотношения (4.3) получим

Nν(x) = −Γ(ν)

π

(x
2

)−ν
+O(x−ν ), x→ 0, ν > 0,

N0(x) =
2

π
ln
x

2
+O(1), x→ 0.

Из (6.2) найдем

H
(1,2)
0 (x) = ±i ln x

2
,

H(1,2)
ν (x) = ±iΓ(ν)

π

(x
2

)−ν
, ν > 0, x→ +0.
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Аналогично для функций Бесселя мнимого аргумента имеем

Iν(x) =
1

Γ(ν + 1)

(x
2

)ν
+O(xν ), x→ +0, ν > 0;

Kν(x) =
1

2
Γ(ν)

(x
2

)−ν
+O(x−ν ), x→ +0, ν > 0;

K0(x) = ln
x

2
+O(1), x→ 0.

Пример 7.1. Доказать, что

∞∫

0

Jn(x)dx =

∞∫

0

Jn+2(x)dx, n = 0,∞. (7.15)

Решение. Рассмотрим разность Jn(x)−Jn+2(x). Из формулы
(5.5) при ν = n+ 1 найдем

Jn(x) − Jn+2(x) = 2J ′
n+1(x).

Тогда

∞∫

0

[Jn(x) − Jn+2(x)]dx = 2

∞∫

0

J ′
n+1(x)dx = 2Jn+1(x)

∣∣∞
0
.

Для функций Бесселя следующая асимптотическая оценка:

Jν(x) ≈
( 2

πx

)1/2

cos
(
x− νπ

2
− π

4

)
, x→∞ (7.16)

справедлива при больших x. Следовательно,

lim
x→∞

Jν(x) = 0. (7.17)

Учтем, что Jn+1(0) = 0 при n = 0,∞, и получим

∞∫

0

[Jn(x) − Jn+2(x)]dx = 0 или

∞∫

0

Jn(x)dx =

∞∫

0

Jn+2(x)dx,

что и требовалось доказать.
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Пример 7.2. Показать, что

∞∫

0

Jn+1(x)

xn
dx =

1

2nn!
, n = 0,∞. (7.18)

Решение. Воспользуемся соотношением

∫
Jn+1(x)

xn
dx = −Jn(x)

xn
+ C,

которое следует из (5.1), и получим

∞∫

0

Jn+1(x)

xn
dx = −Jn(x)

xn

∣∣∣
∞

0
=
Jn(x)

xn

∣∣∣
x=0

=

=
1

xn

∞∑

k=0

(−1)k
(x/2)n+2k

k!Γ(n+ k + 1)

∣∣∣
x=0

=

=

∞∑

k=0

(−1)k
x2k

2n+2kk!Γ(n+ k + 1)

∣∣∣
x=0

=
1

2nn!
.

Здесь мы воспользовались соотношениями (7.16) и (7.17).

8. Интегральное представление
функций Бесселя

До сих пор мы рассматривали вещественные решения уравне-
ния Бесселя. Теперь мы покажем, что существуют решения урав-
нения Бесселя в виде контурных интегралов. Но прежде мы рас-
смотрим дифференциальное уравнение более общего вида.

� Уравнение

(az + a1)f
′′ + (bz + b1)f

′ + (cz + c1)f = 0 (8.1)

называется обыкновенным дифференциальным уравнением Лапла-
са. Здесь f – искомая функция, а a, a1, b, b1, c, c1 – постоянные
коэффициенты.

Теорема 8.1. Функция

f(z) =

Z

γ

ϕ(ζ)eζzdζ, (8.2)
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является решением уравнения Лапласа (8.1), если

ϕ(ζ) =
D

aζ2 + bζ + c
exp

»Z
a1ζ

2 + b1ζ + c1
aζ2 + bζ + c

dζ

–
, (8.3)

где D = const, а контур γ удовлетворяет условию

(aζ2 + bζ + c)ϕ(ζ)eζz
˛̨
γ

= 0. (8.4)

Доказательство. Будем искать решение уравнения (8.1) в виде
(8.2), где ϕ(ζ) – неизвестная функция, а γ – некоторый заранее
неизвестный контур интегрирования. Тогда

f ′(z) =

Z

γ

ζϕ(ζ)eζzdζ,

f ′′(z) =

Z

γ

ζ2ϕ(ζ)eζzdζ.

Подставив в (8.1), получим
Z

γ

{(az + a1)ζ
2 + (bz + b1)ζ + (cz + c1)}ϕ(ζ)eζzdζ = 0

или Z

γ

ϕ(ζ)eζz[(aζ2 + bζ + c)z + (a1ζ
2 + b1ζ + c1)]dζ = 0.

Потребуем теперь, чтобы функция ϕ(ζ) удовлетворяла дополни-
тельному условию

(a1ζ
2 + b1ζ + c1)ϕ(ζ) =

d

dζ
[(aζ2 + bζ + c)ϕ(ζ)], (8.5)

что эквивалентно (8.3). Тогда
Z

γ

eζz{(aζ2 + bζ + c)zϕ(ζ) +
d

dζ
[(aζ2 + bζ + c)ϕ(ζ)]dζ = 0

или Z

γ

n d

dζ
[(aζ2 + bζ + c)ϕ(ζ)eζz]

o
dζ = 0,

если справедливо соотношение (8.4). Следовательно, функция f(z)
(8.2) будет удовлетворять уравнению (8.1), если функция ϕ(ζ) удо-
влетворяет уравнению (8.5), а значение функции

Φ(ζ) = (aζ2 + bζ + c)ϕ(ζ)eζz (8.6)

в конечной точке будет совпадать с ее значением в начальной точке
контура. Таким образом, теорема доказана.
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♦ Функция ϕ(ζ) аналитична, кроме, может быть, двух особых
точек, являющихся корнями уравнения

ax2 + bx+ c = 0.

Если особые точки не охватываются контуром, то по теореме Коши
f(z) тождественно равна нулю, т.е. контур γ должен охватывать
хотя бы одну особую точку.

Теорема 8.2. Функция

f(z) = zνA

Z

γ

(1− η2)ν−1/2eiηzdη, (8.7)

где A = const, удовлетворяет уравнению Бесселя при условии

(1− η2)ν−3/2eiηz
˛̨
γ

= 0. (8.8)

Доказательство. 1. Рассмотрим уравнение Бесселя

z2f ′′ + zf ′ + (z2 − ν2)f = 0. (8.9)

Сделаем подстановку
f = zνw. (8.10)

При этом

f ′ = νzν−1w + zνw′,

f ′′ = ν(ν − 1)zν−2w + 2νzν−1w′ + zνw′′.

Подставим эти соотношения в (8.9). Тогда

ν(ν − 1)zνw + 2νzν+1w′ + zν+2w′′ +

+νzνw + zν+1w′ + νzν+2w − ν2zνw = 0

или
zν+2w′′ + (2ν + 1)zν+1w′ + zν+2w = 0.

Окончательно получим

zw′′ + (2ν + 1)w′ + zw = 0. (8.11)

2. Таким образом, мы привели уравнение Бесселя к уравнению
Лапласа с коэффициентами a = 1, a1 = 0, b = 0, b1 = 2ν + 1, c = 1,
c1 = 0. Следовательно,

ϕ(ζ) =
D

1 + ζ2
exp

Z
(2ν + 1)ζ

1 + ζ2
dζ

ff
,

а так как Z
(2ν + 1)ζ

1 + ζ2
dζ =

2ν + 1

2
ln(1 + ζ2),

то
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exp

Z
(2ν + 1)ζ

1 + ζ2
dζ

ff
= (1 + ζ2)(2ν+1)/2.

Окончательно запишем

ϕ(ζ) = (1 + ζ2)ν−1/2. (8.12)

Следовательно,

fν(z) = Dzν
Z

γ

(ζ2 + 1)ν−1/2eζzdζ.

3. Сделаем в интеграле замену ζ = iη, что эквивалентно пово-
роту плоскости ζ против часовой стрелки на π/2. Тогда ζ2 = −η2,
а dζ = idη и для fν(z) получим

fν(z) = Dizν
Z

γ

(−η2 + 1)ν−1/2eiηzdη =

= Di(−1)ν−1/2zν
Z

γ

(1− η2)ν−1/2eiηzdη.

Выберем D = −i(−1)1/2−νA, тогда функция fν(z) определяется
уравнением (8.7). Таким образом, в комплексной плоскости уравне-
нию Бесселя может удовлетворить функция, представленная неко-
торым контурным интегралом, что и требовалось доказать.

♦ Если контур является замкнутой кривой, внутри которой на-
ходится одна из точек t = ±1, то при ее обходе в положительном
направлении аргумент увеличивается на (ν − 1/2)πi независимо от
формы контура. Модуль функции при этом не меняется. Если взять
контур в виде восьмерки, то указанные точки обходятся в противо-
положных направлениях.

♦ Если ν + 1/2 6= n, то (1− η)ν−1 – многозначная функция.
♦ Придавая контуру ту или иную форму, можно получить раз-

личные интегральные представления бесселевых функций.

9. Интеграл Пуассона

Теорема 9.1. Для функции Бесселя Jν(z) справедливы следующие
интегральные представления:

Jν(z) =
1√

πΓ(ν + 1/2)

“z
2

”ν 1Z

−1

(1− η2)ν−1/2 cos ηz dη, (9.1)

Jν(z) =
1√

πΓ(ν + 1/2)

“z
2

”ν πZ

0

sin2ν θ cos(z cos θ)dθ (9.2)

при Re(ν − 1/2) > 0. Соотношения (9.1) и (9.2) называются фор-
мулами или интегралами Пуассона.
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Доказательство. 1. Рассмотрим функцию fν(z) (8.7). При Re ν >
1/2 в качестве контура интегрирования можно выбрать отрезок
[−1, 1], тогда

fν(z) = Azν
1Z

−1

(1− η2)ν−1/2eiηzdη =

= Azν
1Z

−1

(1− η2)ν−1/2 cos ηzdη. (9.3)

Здесь мы воспользовались тем, что в силу нечетности подынте-
гральной функции интеграл, содержащий sin ηz, равен нулю.

2. Аналитическое продолжение функции Jν(x) в комплексную
плоскость будет иметь вид

Jν(z) =
“z

2

”ν ∞X

k=0

(−1)k

k!Γ(k + 1 + ν)

“z
2

”2k

.

Следовательно,

lim
z→0

Jν(z)

zν
=

1

2ν
1

Γ(1 + ν)
. (9.4)

Теперь рассмотрим аналогичный предел для fν(z):

lim
z→0

fν(z)

zν
= A

1Z

−1

(1− η2)ν−1/2dη.

Сделаем замену η2 = t, η =
√
t, dη = dt/2

√
t:

lim
z→0

fν(z)

zν
= A

1Z

0

t1/2−1(1− t)ν+1/2−1dt = AB(1/2, ν + 1/2) =

= A
Γ(1/2)Γ(ν + 1/2)

Γ(ν + 1)
=
A
√
πΓ(ν + 1/2)

Γ(ν + 1)
,

т.е.

lim
z→0

fν(z)

zν
=
A
√
πΓ(ν + 1/2)

Γ(ν + 1)
. (9.5)

Положим
A =

1

2ν
√
πΓ(ν + 1/2)

. (9.6)

Тогда

Jν(z) =
1√

πΓ(ν + 1/2)

“z
2

”ν 1Z

−1

(1− η2)ν−1/2eiηzdη =
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=
1√

πΓ(ν + 1/2)

“z
2

”ν 1Z

−1

(1− η2)ν−1/2 cos ηz dη (9.7)

при Re(ν − 1/2) > 0. Таким образом, соотношение (9.1) доказано.
3. Сделаем в интеграле (9.1) замену η = cos θ, dη = − sin θdθ:

(1− η2)ν−1/2 =
sin2ν θ

sin θ
.

Заметим, что θ = π при η = −1, θ = 0 при η = +1. Получим

Jν(z) =
1√

πΓ(ν + 1/2)

“z
2

”ν πZ

0

sin2ν θeiz cos θdθ =

=
1√

πΓ(ν + 1/2)

“z
2

”ν πZ

0

sin2ν θ cos(z cos θ)dθ, (9.8)

что и требовалось доказать.

10. Производящие функции.
Интеграл Бесселя

� Производящей функцией функциональной последователь-
ности {an(z)}, n = −∞,∞, называется функция Φ(z, t), раз-
лагающаяся в сходящийся степенной ряд по t

Φ(z, t) =

∞∑

n=−∞
an(z)t

n (10.1)

с коэффициентами an(z).
♦ Если известна производящая функция, то для изучения

последовательности {an(z)} можно использовать свойства ко-
эффициентов ряда Лорана аналитических функций.

Теорема 10.1. Функция

F (z, t) = exp
[1
2
z
(
t− 1

t

)]
(10.2)

является производящей для бесселевых функций целого ин-
декса, т.е.

exp
[1
2
z
(
t− 1

t

)]
=

∞∑

n=−∞
Jn(z)t

n. (10.3)
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Доказательство. Рассмотрим функцию комплексного пере-
менного t (10.2). Она имеет существенно особые точки t = 0
и t = ∞ и, следовательно, разлагается в ряд Лорана на ком-
плексной плоскости t, причем коэффициенты будут функция-
ми параметра z, входящего в выражение (10.2), т.е.

F (z, t) =

∞∑

n=−∞
an(z)t

n, (10.4)

где

an =
1

2πi

∫

γ0

exp[(z/2)(η − 1/η)]

ηn+1
dη. (10.5)

Здесь γ0 – произвольный замкнутый контур, охватывающий
начало координат.

Сделаем замену переменной η = 2t/z, (z 6= 0), а γ0 → γ, γ
также содержит начало координат. Тогда

an(z) =
1

2πi

(z
2

)n ∫

γ

t−n−1et−z
2/4tdt,

но

e−z
2/4t =

∞∑

k=0

(−1)k

k!

z2k

22ktk
,

причем последний ряд сходится равномерно. Тогда

an(z) =
∞∑

k=0

(−1)k

k!

(z
2

)2k+n
{

1

2πi

∫

γ

t−n−1−ketdt

}
.

Если n+k < 0, то под интегралом стоит аналитическая функ-
ция и он равен нулю. Если n+ k > 0, то точка t = 0 — полюс
порядка n+ k + 1. Следовательно,

1

2πi

∫

γ

t−n−1−ketdt = lim
t→0

1

(n+ k)!

dn+k

dtn+k

[ et

tn+k+1
tn+k+1

]
.

Поскольку

1

2πi

∫

γ

t−n−1−ketdt =






1

(n+ k)!
n+ k > 0

0 k + n < 0
=

=
1

Γ(n+ k + 1)
,
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получим

an(z) =

∞∑

k=0

(−1)k

k!Γ(k + n+ 1)

(z
2

)2k+n

= Jn(z).

Следствие 10.1.1. Справедлива формула

e−iz sinϕ =
∞∑

n=−∞
Jn(z)e

−inϕ. (10.6)

Доказательство. Положим в формуле (10.3) t = e−iϕ:

F (z, eiϕ) = e−iz sinϕ =

∞∑

n=−∞
Jn(z)e

−inϕ,

что и требовалось доказать.

Следствие 10.1.2. Справедливо соотношение

Jn(z) =
1

2π

π∫

−π

ei(nϕ−z sinϕ)dϕ =
1

π

π∫

0

cos(nϕ−z sinϕ)dϕ. (10.7)

Формула (10.7) называется интегралом Бесселя, а при n = 0 –
интегралом Парсеваля.

Доказательство. Разложим функцию e−iz sinϕ в ряд Фурье
по переменной ϕ:

e−iz sinϕ =

∞∑

n=−∞
Cne

−inϕ, (10.8)

где

Cn =
1

2π

π∫

−π

e−iz sinϕ+inϕdϕ.

Разложение в ряд Фурье единственно. Следовательно, коэф-
фициенты рядов (10.6) и (10.8) равны и соотношение (10.7)
справедливо.
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♦ Формула Бесселя (10.7) справедлива только для целых
n. В противном случае она имеет вид

Jν(z) =
1

π

π∫

0

cos(νϕ− z sinϕ)dϕ−

− sinπν

π

∞∫

0

e−νϕ−z shϕdϕ (10.9)

(cм., например, [27] § 30).

Следствие 10.1.3. Справедливы соотношения

cos(z sinϕ) = J0(z) + 2

∞∑

n=1

J2n(z) cos(2nϕ); (10.10)

sin(z sinϕ) = 2

∞∑

n=1

J2n−1(z) sin(2n− 1)ϕ; (10.11)

cos(z cos θ) = J0(z) + 2

∞∑

n=1

(−1)nJ2n(z) cos(2nθ); (10.12)

sin(z sin θ) = 2

∞∑

n=1

(−1)n+1J2n−1(z) cos(2n− 1)θ. (10.13)

Разложения (10.10) – (10.13) называются разложениями Яко-
би.

Доказательство. Приравняв действительные и мнимые ча-
сти соотношения (10.6), находим (10.10), (10.11) (проделать са-
мим). Сделав в (10.10), (10.11) замену ϕ = π/2 − θ, получим
(10.12) и (10.13).

Из (10.10) и (10.11) следует

π∫

0

cos(z sinϕ) cos 2nϕdϕ = πJ2n(z), (10.14)

π∫

0

sin(z sinϕ) sin(2n− 1)ϕdϕ = πJ2n−1(z). (10.15)
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Пример 10.1. Разложить в ряд по функциям Бесселя целых
индексов функции cosx и sinx.

Решение. В равенствах (10.10) – (10.13) положим z = x:

cos(x sinϕ) = J0(x) + 2

∞∑

k=1

J2k(x) cos 2kϕ,

sin(x sinϕ) = 2

∞∑

k=1

J2k−1(x) sin(2k − 1)ϕ.

При ϕ = π/2 окончательно получим

cosx = J0(x) + 2
∞∑
k=1

J2k(x) cos kπ = J0(x) + 2
∞∑
k=1

(−1)kJ2k(x),

sinx = 2
∞∑
k=1

J2k−1(x) sin(2k − 1)
π

2
= 2

∞∑

k=1

(−1)k+1J2k−1(x).

Пример 10.2. Используя интегральное представление функций
Бесселя (10.7), доказать, что

I =

∞Z

0

J0(βx)e
−αxdx =

1p
α2 + β2

, α > 0, β > 0.

Решение. Воспользуемся соотношениями (10.7)

I =
2

π

∞Z

0

e−αx
π/2Z

0

cos(βx sinϕ)dϕ =

=
2

π

π/2Z

0

dϕ

∞Z

0

e−αx cos(βx sinϕ)dx.

Рассмотрим интеграл
∞Z

0

e−αx cos(βx sinϕ)dx =

=
1

2

∞Z

0

[e(−α+iβ sinϕ)x + e(−α−iβ sinϕ)x]dx =

=
1

2

he(−α+iβ sinϕ)x

−α+ iβ sinϕ
+
e(−α−iβ sinϕ)x

−α− iβ sinϕ

i˛̨
˛
∞

0
=

=
1

2

“ 1

α− iβ sinϕ
+

1

α+ iβ sinϕ

”
=

α

α2 + β2 sin2 ϕ
.
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Тогда

I =
2α

π

π/2Z

0

dϕ

α2 + β2 sin2 ϕ
=

2

πα

π/2Z

0

−d(ctgϕ)

(1 + ctg2 ϕ) + β2/α2
=

= − 2

πα

1p
1 + β2/α2

arctg
“ ctgϕp

1 + β2/α2

”˛̨
˛
π/2

0
=

1p
α2 + β2

,

α > 0, β > 0.

Пример 10.3. С помощью производящей функции

F (z, t) = exp

»
z

2

„
t− 1

t

«–

для функций Бесселя первого рода Jn(z) показать, что

Jn(−z) = (−1)nJn(z).

Решение. Заменим в (10.3) t на −t и z на −z и получим

exp
hz
2

“
t− 1

t

”i
=

∞X

n=−∞
(−1)nJn(−z)tn.

Тогда Jn(z) = (−1)nJn(−z) или Jn(−z) = (−1)nJn(z).

Следствие 10.1.4. Функция

G(z, t) = exp
hz
2

“
t+

1

t

”i

является производящей для функций Бесселя мнимого аргумента
In(z).

Доказательство. Известно, что

exp
h z
2

“
t− 1

t

”i
=

∞X

n=−∞
Jn(z)tn.

Заменим в (10.3) z на iz, а t на −it, тогда получим

exp
hz
2

“
t+

1

t

”i
=

∞X

n=−∞
Jn(iz)(−i)ntn,

но
(−i)nJn(iz) =

“1

i

”n
Jn(iz) = i−nJn(iz) = In(z).

Следовательно,

G(z, t) = exp
hz
2

“
t+

1

t

”i
=

∞X

n=−∞
In(z)t

n, (10.16)

что и требовалось показать.
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Следствие 10.1.5. Справедливо соотношение

I−n(z) = In(z). (10.17)

Доказательство. Сделаем в соотношении (10.16) замену перемен-
ных t = 1/t, n = −k. Получим

G(z, 1/t) = exp
hz
2

“
t+

1

t

”i
=

∞X

k=−∞
I−k(z)t

k,

что и требовалось доказать.

Следствие 10.1.6. Справедливы соотношения

ez cosϕ = I0(z) + 2
∞P
n=1

In(z) cosnϕ,

ez sinϕ = I0(z) + 2
∞P
n=1

In(z) cos
“nπ

2
− nϕ

”
.

(10.18)

Доказательство. Положим в соотношении (10.16) t = eiϕ, тогда

ez cosϕ =
∞X

n=−∞
In(z)e

inϕ

или

ez cosϕ = I0(z) + [I1(z)e
iϕ + I−1(z)e

−iϕ] +

+ [I2(z)e
2iϕ + I−2(z)e

−2iϕ] + · · ·+
+ [In(z)einϕ + I−n(z)e

−inϕ] + . . .

Так как I−n(z) = In(z) и einϕ+e−inϕ = 2 cosnϕ, то первое разложе-
ние в (10.18) доказано. При ϕ = π/2− ψ получим второе равенство
в (10.18).

Следствие 10.1.7 (теорема сложения). Справедливы следую-
щие разложения:

Jn(u+ v) =
∞X

s=−∞
Js(u)Jn−s(v), (10.19)

Jn(u+ v) =
nX

k=0

Jn−k(u)Jk(v)+

+
∞X

k=1

(−1)k[Jn+k(u)Jk(v) + Jn+k(v)Jk(u)]. (10.20)

Соотношения (10.19) и (10.20) называются формулами сложения
для функций Бесселя первого рода.
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Доказательство. Известно, что

exp
hz
2

“
t− 1

t

”i
=

∞X

n=−∞
Jn(z)tn, 0 < |t| <∞.

Положим z = u+ v, тогда

exp
hu+ v

2

“
t− 1

t

”i
= exp

hu
2

“
t− 1

t

”i
exp

hv
2

“
t− 1

t

”i

и имеем
∞X

n=−∞
Jn(u+ v)tn =

∞X

l=−∞
Jl(u)t

l
∞X

k=−∞
Jk(v)t

k.

Перемножим ряды и приравняем коэффициенты при tn в левой и
правой частях. Приходим к равенству (10.19)

Jn(u+ v) =
∞X

k=−∞
Jn−k(u)Jk(v).

В частности,

J0(u+ v) =

∞X

k=−∞
J−k(u)Jk(v) = J0(u)J0(v) + 2

∞X

k=1

J−k(u)Jk(v)

или

J0(u+ v) =
∞X

k=−∞
J−k(u)Jk(v) =

= J0(u)J0(v) + 2
∞X

k=1

(−1)kJk(u)Jk(v). (10.21)

Это равенство содержит функции Бесселя только с неотрицатель-
ными индексами.

Для доказательства формулы (10.20) воспользуемся соотноше-
нием J−n(x) = (−1)nJn(x). В самом деле, при k = 0, n оба индек-
са неотрицательны (n − k > 0, k > 0), а при k = n+ 1,∞ будет
n− k < 0, k > 0. Поэтому запишем

Jn(u+ v) =

nX

k=0

Jn−k(u)Jk(v) +

−1X

k=−∞
Jn−k(u)(−1)−kJ−k(v)

| {z }
n−k=m,m=1,∞

+

+
∞X

k=n+1

(−1)k−nJk−n(u)Jk(v)

| {z }
k−n=m,m=1,∞

=
nX

k=0

Jn−k(u)Jk(v) +

+

∞X

m=1

Jn+m(u)(−1)mJm(v) +

∞X

m=1

Jm(u)(−1)mJn+m(v).
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Итак, следствие доказано.
♦ Можно показать, что для функций Макдональда Kν(x) спра-

ведливо интегральное представление

Kν(x) =

∞Z

0

e−x ch p ch (νp) dp, Re x > 0, (10.22)

аналогичное представлению (10.7). Из (10.22), в частности, следует

K0(x) =

∞Z

0

e−x ch pdp. (10.23)

Пример 10.4. Показать, что справедливо следующее интеграль-
ное представление:

∞Z

0

pJ0(Rp)dp

p2 + k2
= K0(Rk). (10.24)

Решение. Обозначим

J(R, k) =

∞Z

0

pJ0(pR)dp

p2 + k2
=

∞Z

0

qJ0(Rkq)dq

q2 + 1
= f(Rk).

Здесь мы сделали замену переменных p = kq. Рассмотрим функцию

f(x) =

∞Z

0

qJ0(qx)dq

q2 + 1
,

которая после замены переменных q2 = z запишется в виде

f(x) =
1

2

∞Z

0

J0(x
√
z)dz

z + 1
.

Воспользуемся интегральным представлением

1

z + 1
=

∞Z

0

e−(z+1)ydy.

Тогда

f(x) =
1

2

∞Z

0

dy e−y
∞Z

0

dz e−zyJ0(x
√
z)

или после замены переменных z = s/y
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f(x) =
1

2

∞Z

0

dy
e−y

y

∞Z

0

ds e−sJ0

“s
x2s

y

”
.

Рассмотрим далее интеграл

∞Z

0

e−pJ0(a
√
p)dp =

∞Z

0

e−pdp

∞X

k=0

(−1)k(a
√
p)2k

22k(k!)2
=

=
∞X

k=0

(−1)ka2k

22k(k!)2

∞Z

0

e−ppkdp =
∞X

k=0

(−1)k

k!

“a
2

”2k

= e−a
2/4.

Следовательно,

f(x) =
1

2

∞Z

0

dy

y
e−y−x

2/(4y). (10.25)

Сделаем в (10.25) замену y = xet/2. Тогда

f(x) =
1

2

∞Z

−∞

dp e−x ch t =

∞Z

0

e−x ch tdt.

С учетом (10.23) нетрудно заметить, что соотношение (10.24) спра-
ведливо.

11. Интегралы Ломмеля

Теорема 11.1. При условии Re ν > −1 справедливы соотно-
шения

ζ∫

0

zJν(αz)Jν(βz)dz =

=
ζ

α2 − β2
{βJν(αζ)J ′

ν(βζ) − αJν(βζ)J ′
ν (αζ)}; (11.1)

=
ζ

α2 − β2
{αJν(βζ)Jν+1(αζ)− βJν(αζ)Jν+1(βζ)};(11.2)

=
ζ

α2 − β2
{βJν−1(βζ)Jν(αζ) − αJν(αζ)Jν−1(βζ); (11.3)

ζ∫

0

zJ2
ν (αz)dz =

ζ2

2

{
[J ′
ν(αζ)]

2 +
(
1− ν2

α2ζ2

)
[Jν(αζ)]

2
}
. (11.4)
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Соотношения (11.1)–(11.4) называются интегралами Ломме-
ля.

Доказательство. 1. Рассмотрим уравнение

z2y′′ + zy′ + (α2z2 − ν2)y = 0. (11.5)

Сделаем в нем замену переменных α2z2 = t2, тогда

y′ =
dy

dz
= α

dy

dt
и y′′ =

d2y

dz2
= α2 d

2y

dt2
.

В результате получим

t2
d2y

dt2
+ t

dy

dt
+ (t2 − ν2)y = 0,

следовательно,

y(t) = C1Jν(t) + C2Nν(t) = C1Jν(αz) + C2Nν(αz) (11.6)

– общее решение уравнения (11.5). В частности, положим C2 =
0, а C1 = 1. Получим

z2d
2Jν(αz)

dz2
+ z

dJν(αz)

dz
+ (α2z2 − ν2)Jν(αz) = 0

и

z2 d
2Jν(βz)

dz2
+ z

dJν(βz)

dz
+ (β2z2 − ν2)Jν(βz) = 0.

Умножим первое уравнение на 1
zJν(βz), а второе – на 1

zJν(αz)
и вычтем. Тогда

zJν(βz)
d2Jν(αz)

dz2
− zJν(αz)

d2Jν(βz)

dz2
+

+Jν(βz)
dJν(αz)

dz
−Jν(αz)

dJν(βz)

dz
= −(α2 − β2)zJν(αz)Jν(βz).

Левую часть равенства можно представить в виде

d

dz

[
zJν(βz)

dJν(αz)

dz
− zJν(αz)

dJν(βz)

dz

]
=

= −(α2 − β2)zJν(αz)Jν(βz).
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Проинтегрируем левую и правую части равенства в пределах
от 0 до ζ:

−(α2 − β2)

ζ∫

0

zJν(αz)Jν(βz)dz =

=
[
zJν(βz)

dJν(αz)

dz
− zJν(αz)

dJν(βz)

dz

]∣∣∣
ζ

0
=

= ζ
[
Jν(βζ)

dJν (αζ)

dζ
− Jν(αζ)

dJν (βζ)

dζ

]
−

− lim
z→0

z
[
Jν(βz)

dJν(αz)

dz
− Jν(αz)

dJν(βz)

dz

]
.

2. Покажем, что этот предел равен нулю. Действительно,

Jν(αz) =

∞∑

n=0

(−1)n

n!Γ(n+ ν + 1)

(αz
2

)2n+ν

=

=
1

Γ(ν + 1)

(αz
2

)ν
+
(αz

2

)ν+2 ∞∑

n=1

(−1)n

n!Γ(n+ ν + 1)

(αz
2

)2n−2

=

=
1

Γ(ν + 1)

(αz
2

)ν
+
(αz

2

)ν+2

Q1(αz),

где

Q1(αz) =

∞∑

n=1

(−1)n

n!Γ(n+ ν + 1)

(αz
2

)2n−2

– ряд по положительным степеням z. Аналогично

z dJν(βz)

dz
= z
[ ∞∑

n=0

(−1)n

n!Γ(n+ ν + 1)

(βz
2

)2n+ν]′
=

= z

∞∑

n=0

(−1)n(2n+ ν)

n!Γ(n+ ν + 1)

(βz
2

)2n+ν−1β

2
=

=
ν

Γ(ν + 1)

(βz
2

)ν
+
(βz

2

)ν+2 ∞∑

n=1

(−1)n(2n+ ν)

n!Γ(n+ ν + 1)

(βz
2

)2n−2

=

=
ν

Γ(ν + 1)

(βz
2

)ν
+
(βz

2

)ν+2

R1(βz),
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где

R1(βz) =

∞∑

n=1

(−1)n(2n+ ν)β

n!Γ(n+ ν + 1)

(βz
2

)2n−2

– ряд по положительным степеням z. Тогда

lim
z→0

z
[
Jν(βz)

dJν(αz)

dz
− Jν(αz)

dJν(βz)

dz

]
=

= lim
z→0

{[ 1

Γ(ν + 1)

(βz
2

)ν
+
(βz

2

)ν+2

Q1(βz)
]
×

×
[ ν

Γ(ν + 1)

(αz
2

)ν
+
(αz

2

)ν+2

R1(αz)
]
−

−
[ 1

Γ(ν + 1)

(αz
2

)ν
+
(αz

2

)ν+2

Q1(αz)
]
×

×
[ ν

Γ(ν + 1)

(βz
2

)ν
+
(βz

2

)ν+2

R1(βz)
]}

= 0.

Здесь мы воспользовались тем, что Re ν > −1 и lim
z→0

Q1(αz) =

lim
z→0

R1(βz) = 0, так как Q1(αz) и R1(βz) – ряды по положи-

тельным степеням z.
3. Заметим, что

dJν(βζ)

dζ
= β

dJν(βζ)

d(βζ)
= βJ ′

ν(βζ).

Тогда при α 6= β

ζ∫

0

zJν(αz)Jν(βz)dz =
ζ

α2 − β2
[αJν(βζ)J

′
ν (αζ)−βJν(αζ)J ′

ν (βζ)].

Таким образом, соотношение (11.1) доказано. Воспользовав-
шись в последнем равенстве рекуррентным соотношением

J ′
ν(αζ) =

ν

αζ
Jν(αζ) − Jν+1(αζ)

и аналогичным для J ′
ν(βζ), получим (11.2).

Если использовать другое рекуррентное соотношение

J ′
ν(αζ) = − ν

αζ
Jν(αζ) + Jν−1(αζ),
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то получим (11.3).
4. Интеграл Ломмеля (11.4) можно вычислить из (11.1) с

помощью предельного перехода β → α. Действительно,

ζ∫

0

zJ2
ν (αz)dz = lim

β→α

{ ζ

α2 − β2

[
βJν(αζ)J

′
ν (βζ)−αJν (βζ)J ′

ν(αζ)
]}
.

Возникающую в правой части этого выражения неопределен-
ность типа 0/0 раскроем по правилу Лопиталя:

ζ∫

0

zJ2
ν (αz)dz = lim

β→α

d
dβ

{
ζ
[
βJν(αζ)J

′
ν (βζ) − αJν(βζ)J ′

ν (αζ)
]}

d
dβ (α2 − β2)

=

= lim
β→α

ζ

2β

[
αζJ ′

ν(βζ)J
′
ν (αζ)− Jν(αζ)J ′

ν (βζ)− βζJν (αζ)J ′′
ν (βζ)

]
.

Но функция Jν(βζ) удовлетворяет уравнению

(βζ)2J ′′
ν (βζ) + βζJ ′

ν(βζ) + (β2ζ2 − ν2)Jν(βζ) = 0.

Тогда

J ′′
ν (βζ) = −

(
1− ν2

β2ζ2

)
Jν(βζ)−

1

βζ
J ′
ν(βζ),

и исходное выражение принимает вид

ζ∫

0

zJ2
ν (αz)dz

= lim
β→α

ζ2

2β

{
αJ ′

ν(αζ)J
′
ν (βζ) + β

[
1− ν2

β2ζ2

]
Jν(βζ)Jν (αζ)

}
=

=
ζ2

2

{[
J ′
ν(αζ)

]2
+
[
1− ν2

α2ζ2

]
Jν(αζ)

}
,

совпадающий с (11.4). Таким образом, теорема доказана.

12. Корни бесселевых функций

Задачи об определении корней бесселевых функций играют
важную роль в приложениях.
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Теорема 12.1. Если индекс ν вещественен и ν > −1, то
функция Jν(z) имеет только вещественные корни, т.е. ес-
ли

Jν(α
ν
k) = 0, то (ανk)

∗ = ανk. (12.1)

Доказательство. Будем доказывать методом от противного.
1. По определению,

Jν(z) =
(z

2

)ν ∞∑

k=0

(−1)k

k!Γ(ν + k + 1)

(z
2

)2k

. (12.2)

Предположим, что корни чисто мнимые, т.е. z = it. Получим

Jν(it) =
( i

2

)ν
tν

∞∑

k=0

1

k!Γ(ν + k + 1)

( t
2

)2k

,

где под знаком суммы содержатся только положительные сла-
гаемые. Следовательно, Jν(it) 6= 0 при вещественных t, отлич-
ных от нуля. Таким образом, функция Jν(z) не имеет чисто
мнимых корней.

2. Предположим теперь, что α = a+ ib – комплексный ко-
рень уравнения (12.1) Jν(α) = 0 и a 6= 0. Так как Jν(z) разлага-
ется в степенной ряд (12.2) с вещественными коэффициентами,
то α∗ – также корень этого уравнения, т.е. Jν(α

∗) = 0.
Теперь воспользуемся интегралом Ломмеля (11.1), поло-

жив α = α, β = α∗, т.е.

ζ∫

0

zJν(αz)Jν(α
∗z)dz =

=
ζ

α2 − (α∗)2
{α∗Jν(αζ)J

′
ν(α

∗ζ)− αJν(α∗ζ)J ′
ν(αζ)}.

Положим здесь ζ = 1, тогда с учетом Jν(α) = Jν(α
∗) = 0

получим
1∫

0

zJν(αz)Jν(α
∗z)dz = 0.

Поскольку Jν(α
∗z) = [Jν(αz)]

∗, то

1∫

0

zJν(αz)Jν(α
∗z)dz =

1∫

0

z|Jν(αz)|2dz > 0.
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Полученное противоречие показывает, что функция Jν(z) не
имеет комплексных корней при ν > −1.

Теорема 12.2. Все корни функции Jν(z), кроме z = 0, про-
стые.

Доказательство. Предположим, что z0 6= 0 – корень кратно-
сти n > 1. Тогда Jν(z0) = J ′

ν(z0) = 0, но

J ′′(z0) = − 1

z0
J ′
ν(z0)−

(
1− ν2

z2
0

)
Jν(z0) = 0.

Продифференцировав уравнение Бесселя, получим

J ′′′(z0) =
{ d

dz

[
− 1

z
J ′
ν(z)−

(
1− ν2

z2

)
Jν(z)

]}∣∣∣
z=z0

= 0.

Аналогично можно показать, что все производные функ-
ции Jν(z) в точке z0 обращаются в нуль. Следовательно, функ-
ция Jν(z) ≡ 0, так как все коэффициенты ряда Тейлора в точке
z0 равны нулю, и Jν(z) не может иметь кратных корней, что
и следовало доказать.

Теорема 12.3. Уравнение Jν(z) = 0 имеет бесконечное мно-
жество решений (корней).

Доказательство. Функция Бесселя Jν(x) является решением
уравнения Бесселя и, следовательно, при больших x допускает
следующее асимптотическое представление (7.1):

y(x) =
A√
x

cos(x + ϕ), (12.3)

где A =
√

2/π, ϕ = −πν/2, а функция cosx имеет бесконечное
число нулей. Следовательно, Jν(x) также имеет бесконечное
число нулей, и теорема доказана.

Можно (см. [27]) доказать справедливость следующих тео-
рем, описывающих поведение корней функций Бесселя.

Теорема 12.4 (Бурже). Функции Jν(z) и Jν+m(z),m = 1,∞,
не имеют общих корней, за исключением z = 0.

Теорема 12.5. Любые γm(ν), для которого выполняется
Jν(γm(ν)) = 0, суть возрастающие функции переменного ν,
если ν > 0.
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13. Ряды Фурье–Бесселя и Дини

Здесь мы рассмотрим ряды Фурье–Бесселя и Дини, игра-
ющие важную роль в приложениях.

Теорема 13.1. Последовательность функций

Jν

(
αν1
x

l

)
, Jν

(
αν2
x

l

)
, . . . , Jν

(
ανk
x

l

)
. . . , ν > −1, (13.1)

в которой ανk, k = 1,∞ – корни уравнения

Jν(x) = 0, (13.2)

образует ортогональную систему функций с весом ρ(x) = x,
т.е.

l∫

0

xJν

(
ανk
x

l

)
Jν

(
ανj
x

l

)
dx =

l2

2
[J ′
ν(α

ν
k)]

2δkj . (13.3)

Здесь δkj – символ Кронекера.

Доказательство. Положимв интегралеЛоммеля (11.1) ζ = 1,
α = ανk, β = ανj для k 6= j. Так как Jν(α

ν
k) = Jν(α

ν
j ) = 0,

получим ∫ 1

0

tJν(α
ν
kt)Jν(α

ν
j t)dt = 0. (13.4)

Положив в интеграле Ломмеля (11.4) ζ = 1 и α = ανk, получим

1∫

0

tJ2
ν (α

ν
kt)dt =

1

2
[J ′
ν(α

ν
k)]

2. (13.5)

Объединив (13.4) и (13.5) и сделав в них замену переменных
t = x/l, получим (13.3). Таким образом, теорема доказана.

Теорема 13.2. Пусть некоторую функцию f(x) веществен-
ного переменного x можно представить равномерно сходя-
щимся функциональным рядом

f(x) =
∞∑

k=1

akJν

(
ανk
x

l

)
, ν > −1, (13.6)
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где через ανk обозначены положительные корни уравнения
Jν(α) = 0, пронумерованные в порядке их возрастания. То-
гда

ak =
2

[lJ ′
ν(α

ν
k)]

2

l∫

0

xf(x)Jν

(
ανk
x

l

)
dx. (13.7)

Ряд (13.6) с коэффициентами (13.7) называется рядом
Фурье–Бесселя.

Доказательство. Так как ряд (13.6) сходится равномерно,
его можно интегрировать почленно. Домножим равенство (13.6)
на xJν(α

ν
nx/l) и проинтегрируем в пределах [0, l]. Получим

l∫

0

xf(x)Jν

(
ανn
x

l

)
dx =

∞∑

k=1

ak

l∫

0

xJν

(
ανn
x

l

)
Jν

(
ανk
x

l

)
dx

и, используя (13.3), найдем

l∫

0

xf(x)Jν

(
ανn
x

l

)
dx =

∞∑

k=1

ak
l2

2
[J ′
ν(α

ν
k)]

2δkn =
l2

2
[J ′
ν(α

ν
n)]2an,

что и требовалось доказать.

Теорема 13.3 (Гобсона). Если для функции f(x) выполня-
ются следующие условия:

1) существует интеграл

l∫

0

t1/2|f(t)|dt <∞;

2) |f(x)| <∞ для x ∈ [0, l],

тогда ряд
∞∑
k=1

akJν(α
ν
kx/l) сходится для ν > −1/2, x ∈]0, l[, и

сумма его равна

1

2
[f(x+ 0) + f(x− 0)].
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Доказательство см., например, [11], гл. XVIII.

� Если γνk – положительные корни уравнения

xJ ′
ν(x) +HJν(x) = 0, (13.8)

где H = const, не зависящая от x и ν, то ряд

f(x) =
∞∑

m=1

bmJν

(
γνm

x

l

)
, (13.9)

где

bm =
2(γνm)2

[(γνm)2 − ν2]J2
ν (γ

ν
m) + [γνmJ

′
ν(γ

ν
m)]2
×

× 1

l2

l∫

0

xf(x)Jν

(
γνm

x

l

)
dx, (13.10)

называется рядом Дини функции f(x).

Теорема 13.4. Функции Jν(γ
ν
mx/l), m = 1,∞, ν > −1, где

γνm — корни уравнения (13.8), обладают на интервале ]0, l[
свойством ортогональности с весом ρ(x) = x, т.е.

l∫

0

xJν

(
γνm

x

l

)
Jν

(
γνk
x

l

)
dx =

=
l2

2

{[
1− ν2

(γνm)2

]
J2
ν (γ

ν
m) + [J ′

ν(γ
ν
m)]2

}
δkm. (13.11)

Доказательство дословно повторяет доказательство соотно-
шения (13.3).

Пример 13.1. Разложить на интервале ]0, 1[ в ряд Фурье–

Бесселя
∞∑
k=1

akJ0(α
0
kx) функцию f(x) = x0 = 1, α0

k — корни

бесселевой функции J0(x).

Решение. Запишем

ak =

2
1∫
0

x0xJ0(α
0
kx)dx

[J ′
0(α

0
k)]

2
.
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Поскольку J ′
0(x) = −J1(x), то, проведя замену переменных

t = α0
kx, получим

ak =

2
α0

k∫
0

tJ0(t)dt

(α0
k)

2J2
1 (α0

k)
.

Используя рекуррентное соотношение

d

dz
[zν+1Jν+1(z)] = zν+1Jν(z),

при ν = 0 найдем

ak =
2

(α0
k)

2J2
1 (α0

k)
tJ1(t)

∣∣α0
k

0
=

2

α0
kJ1(α0

k)
.

Таким образом,

∞∑

k=1

2J0(α
0
kx)

α0
kJ1(α0

k)
= 1, x ∈]0, 1[.

Пример 13.2. Разложить в ряд Фурье–Бесселя функцию
f(x) = x2 + 1 на интервале ]0,1[ при ν = 0.

Решение. Условия разложимости выполнены. Имеем ряд

x2 + 1 =
∞∑

n=1

anJ0(α
0
nx), 0 < x < 1

с коэффициентами

an =
2

J2
1 (α0

n)

1∫

0

x(x2 + 1)J0(α
0
nx)dx, n = 1,∞.

Вычислим интеграл

I =

1∫

0

(x3 + x)J0(α
0
nx)dx =

1∫

0

x3J0(α
0
nx)dx +

1∫

0

xJ0(α
0
nx)dx.
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Сделаем в нем замену t = α0
nx. Тогда

I =
1

(α0
n)

4

α0
n∫

0

t3J0(t)dt+
1

(α0
n)2

α0
n∫

0

tJ0(t)dt = I1 + I2.

Проведем в I1 интегрирование по частям, положив t2 = U ,
tJ0(t)dt = dV . Тогда dU = 2tdt, V = tJ1(t). Получим

I1 =

α0
n∫

0

t3J0(t)dt = t3J1(t)
∣∣∣
α0

n

0
− 2

α0
n∫

0

t2J1(t)dt =

=
[
t3J1(t)− 2t2J2(t)

]∣∣∣
α0

n

0
= (α0

n)3J1(α
0
n)− 2(α0

n)
3J2(α

0
n).

С учетом рекуррентного соотношения (5.6)

J2(α
0
n) =

2

α0
n

J1(α
0
n)− J0(α

0
n) =

2

α0
n

J1(α
0
n),

так как J0(α
0
n) = 0, найдем

an =
2

J2
1 (α0

n)

[ (α0
n)3J1(α

0
n)− 4α0

nJ1(α
0
n)

(α0
n)4

+
1

(α0
n)2

α0
nJ1(α

0
n)
]

или

an =
2

α0
nJ1(α0

n)

(
1− 2

(α0
n)

2

)
, n = 1,∞.

Итак,

x2 + 1 = 4

∞∑

n=1

(
1− 2

(α0
n)

2

) J0(α
0
nx)

α0
nJ1(α0

n)
, 0 < x < 1.

Пример 13.3. Разложить функцию f(x) = xν (ν > −1) в ряд
Дини по системе функций {Jν(γνnx): n = 1,∞} на ]0,1[, если
γνn – положительные нули функции J ′

ν(x), ν > 0.

Решение. Разложение имеет вид (13.9)

xν =

∞∑

n=1

bnJν(γ
ν
nx), 0 < x < 1,
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где, согласно (13.10),

bn =
2

[1− ν2/(γνn)
2]J2

ν (γ
ν
n)

1∫

0

xν+1Jν(γ
ν
nx)dx, n = 1,∞.

Сделав замену переменных γνnx = t, вычислим интеграл

1∫

0

xν+1Jν(γ
ν
nx)dx =

1

(γνn)ν+2

γν
n∫

0

tν+1Jν(t)dt =

=
1

(γνn)ν+2

[
tν+1Jν+1(t)

]∣∣∣
γν

n

0
=

1

γνn
Jν+1(γ

ν
n).

Окончательно получим

xν = 2

∞∑

n=1

γνnJν+1(γ
ν
n)

[(γνn)2 − ν2]J2
ν (γ

ν
n)
Jν(γ

ν
nx), 0 < x < 1.

Пример 13.4. Разложить в ряд Фурье–Бесселя функцию
f(x) = x−ν (0 < x < 1) по системе {Jν(ανnx) : n = 1,∞},
где ανn — положительные нули функции Jν(x).

Решение. Согласно (13.7), имеем

x−ν =

∞∑

n=1

anJν(α
ν
nx), 0 < x < 1,

где, согласно (13.10),

an =
2

J2
ν+1(α

ν
n)

1∫

0

x−ν+1Jν(α
ν
nx)dx, n = 1,∞.

Вычислим
1∫
0

x−ν+1Jν(α
ν
nx)dx. Из рекуррентного соотношения

− 1

x

d

dx
[x−νJν(x)] = x−(ν+1)Jν+1(x)

найдем ∫
x−νJν+1(x)dx = −x−νJν(x) + C.
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Заменим ν на ν − 1. Тогда
∫
x−ν+1Jν(x)dx = −x−ν+1Jν−1(x) + C.

В нашем случае

1∫

0

x−ν+1Jν(α
ν
nx)dx =

1

(ανn)ν−2

αν
n∫

0

t−ν+1Jν(t)dt =

= − 1

(ανn)ν−2
t−ν+1Jν−1(t)

∣∣∣
αν

n

0
=

=
1

ανn
Jν−1(α

ν
n) +

1

(ανn)ν−2
t−ν+1Jν−1(t)

∣∣∣
t=0

.

Найдем

t−ν+1Jν−1(t)
∣∣∣
t=0

=

∞∑

k=0

(−1)k
t2k

2ν−1+2kk!Γ(ν + k)

∣∣∣
t=0

=
1

2ν−1Γ(ν)
.

Тогда

an =
2

J2
ν+1(α

ν
n)

[ (ανn)
ν−2

2ν−1Γ(ν)
− Jν−1(α

ν
n)

ανn

]
, n = 1,∞.

Окончательно получим

x−ν =

∞∑

n=0

2

J2
ν+1(α

ν
n)

[ (ανn)ν−2

2ν−1Γ(ν)
− Jν−1(α

ν
n)

ανn

]
Jν(α

ν
nx).

14. Задача Штурма–Лиувилля для уравнения
Бесселя

Задача Штурма–Лиувилля для уравнения Бесселя играет
важную роль при решении широкого класса уравнений в част-
ных производных. Ее стандартная формулирировка имеет вид

Найти собственные значения и собственные функции задачи

x2y′′ + xy′ + (λx2 − ν2)y = 0, ν > 0, (14.1)

lim
x→0
|y(x)| <∞, ly′(l) +Hy(l) = 0, H > 0, l > 0.
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Записать соотношение ортогональности для собственных функ-
ций задачи.

Решение проведем по схеме, использованной ранее для дру-
гих обыкновенных дифференциальных уравнений.

1. Пусть λ = ω2, ω > 0. Общее решение уравнения (14.1)
имеет вид

y(x) = C1Jν(ωx) + C2Nν(ωx).

Из явного вида функции

Jν(x) =
(x

2

)ν ∞∑

k=0

(−1)k

k!Γ(ν + k + 1)

(x
2

)2k

следует, что

Jν(0) =

{
0 ν > 0,
1 ν = 0.

Следовательно, |Jν(0)| <∞ при ν > 0. Поскольку

lim
x→0
|Nν(x)| =∞,

то C2 = 0.
Рассмотрим второе условие

C1[ωlJ
′
ν(ωl) +HJν(ωl)] = 0.

Выражение в квадратных скобках равно нулю, если ωl = γνk ,
k = 1,∞, где γνk – корни уравнения γJ ′

ν(γ) + HJν(γ) = 0.
Следовательно,

λk =
(γνk
l

)2

, yk(x) = AkJν

(
γνk
x

l

)
. (14.2)

2. Пусть λ = −ω2, ω > 0. Тогда общее решение уравнения

x2y′′ + xy′ − (ω2x2 + ν2)y = 0

имеет вид
y(x) = C1Iν(ωx) + C2Kν(ωx).

Аналогично предыдущему случаю

| lim
x→0

Iν(x)| <∞, а | lim
x→0

Kν(x)| =∞.
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Следовательно,
C2 = 0.

По определению,

Iν(x) =

∞∑

k=0

1

k!Γ(ν + k + 1)

(x
2

)2k+ν

.

Тогда

ωlI ′(ωl) +HI(ωl) =

∞∑

k=0

2k + ν +H

k!Γ(ν + k + 1)

( lω
2

)2k+ν

= 0.

Это равенство невозможно, так как его левая часть положи-
тельна при ωl 6= 0. Тогда

C1 = 0 и y(x) = 0, (14.3)

т.е. существуют только тривиальные решения.
3. Пусть λ = 0. В этом случае

x2y′′ + xy′ − ν2y = 0,

и необходимо рассмотреть две возможности: ν = 0 и ν 6= 0.
a) Положим ν = 0 и преобразуем уравнение к виду

xy′′ + y′ =
d

dx
[xy′(x)] = 0,

откуда
xy′ = C1,

и для общего решения получим

y(x) = C1 lnx+ C2.

Из первого условия C1 = 0, из второго – C2 = 0.
б) Положим ν > 0. Частное решение ищем в виде y = xα,

подстановка которого дает

α(α − 1)xα + αxα − ν2xα = 0.

Следовательно, α = ±ν. Тогда

y(x) = C1x
ν + C2x

−ν .
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Из первого условия (14.1) найдем

C2 = 0,

из второго
C1(νl

ν +Hlν) = 0

и
C1 = 0.

Резюмируя все сказанное выше, запишем окончательное реше-
ние задачи Штурма–Лиувилля (14.1):

λk =
(γνk
l

)2

, yk(x) = C1Jν

(
γνk
x

l

)
.

4. Соотношение ортогональности для функций (14.2) с уче-
том (13.11) примет вид

l∫

0

xyn(x)yk(x)dx = CmCk

l∫

0

xJν

(
γνm

x

l

)
Jν

(
γνk
x

l

)
dx =

= C2
m

l2

2

{[
1− ν2

(γνm)2

]
J2
ν (γ

ν
m) + [J ′

ν(γ
ν
m)]2

}
δkm.(14.4)

15. Интегральные преобразования
бесселевых функций

Рассмотрим несколько примеров интегральных преобразо-
ваний бесселевых функций.

Пример 15.1. Найти преобразование Лапласа функции Бес-
селя нулевого индекса J0(t).

Решение. По определению,

J0(t) =
∞∑

k=0

(−1)kt2k

22k(k!)2
=

∞∑

k=0

C2kt
2k,

где

C2k =
(−1)k

22k(k!)2
.
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Согласно первой теореме разложения,

f(t) =

∞∑

k=0

C2kt
2k→: ϕ(p) =

∞∑

k=0

C2k
(2k)!

p2k+1
. (15.1)

Воспользовавшись свойствами факториалов

(2k)! = (2k)!!(2k − 1)!! = 2kk!(2k − 1)!!,

где по определению (−1)!! = 1, получим

C2k(2k)! =
(−1)k

22k(k!)2
2kk!(2k − 1)!!

и, следовательно,

ϕ(p) =

∞∑

k=0

(−1)k(2k − 1)!!

2k(k!)

1

p2k+1
=

1√
1 + p2

.

Таким образом,

J0(t)→:
1√

1 + p2
. (15.2)

Пример 15.2. Найти лапласовское изображение функции

f(t) = tn/2Jn(2
√
at).

Решение. Согласно определению функции Бесселя (3.6), по-
лучим

f(t) = tn/2Jn(2
√
at) = tn/2

∞∑

k=0

(−1)kak+n/2tk+n/2

k!Γ(k + n+ 1)
=

=

∞∑

k=0

(−1)kak+n/2

k!(k + n)!
tk+n.

В силу первой теоремы разложения

f(t) =
∞∑

k=0

Ckt
k→: ϕ(p) =

∞∑

k=0

Ckk!

pk+1
.
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Тогда

f(t)→:
∞∑

k=0

(−1)kak+n/2

k!

1

pk+n+1
=

=
an/2

pn+1

∞∑

k=0

(−1)k

k!

(a
p

)k
=
an/2

pn+1
e−a/p.

Окончательно получим

tn/2Jn(2
√
at)→: a

n/2

pn+1
e−a/p. (15.3)

Пример 15.3. Найти лапласовское изображение функции

f(t) = Jn(t), n = 0,∞.

Решение. 1. При n = 0 решение дается формулой (15.2).
2. Из рекуррентного соотношения

tJ ′
n(t) = nJn(t)− tJn+1(t) (15.4)

при n = 0 получим
J1(t) = −J ′

0(t). (15.5)

По теореме о дифференцировании оригинала

f ′(t)→: pϕ(p)− f(0), (15.6)

где f(t)→: ϕ(p). С учетом соотношения (15.2) из (15.5) получим

J1(t)→: − p
1√

1 + p2
+ J0(0).

Поскольку J0(0) = 1, это дает

J1(t)→:
√

1 + p2 − p√
1 + p2

. (15.7)

3. В рекуррентном соотношении

2J ′
n(t) = Jn−1(t)− Jn+1(t) (15.8)
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положим n = 2. Тогда

J2(t) = −2J ′
1(t) + J0(t).

Из теоремы о дифференцировании оригинала (15.6) с учетом
соотношений (15.2) и (15.7) получим

J2(t)→: − 2
[
p

√
1 + p2 − p√

1 + p2
− J1(0)

]
+

1√
1 + p2

. (15.9)

Так как J1(0) = 0, окончательно найдем

J2(t)→:
(
√

1 + p2 − p)2√
1 + p2

. (15.10)

4. Используя метод математической индукции, с учетом ре-
куррентного соотношения (15.8) и равенства Jn(0) = 0, n > 0,
для целых ν = n > 2 имеем

Jn(x) = Jn−2(x) − 2J ′
n−1(x)→:

→: (
√

1 + p2 − p)n−2

√
1 + p2

− 2p
(
√

1 + p2 − p)n−1

√
1 + p2

=

=
(
√

1 + p2 − p)n−2[1− 2p(
√

1 + p2 − p)]√
1 + p2

=

=
(
√

1 + p2 − p)n−2[(p2 + 1)− 2p
√

1 + p2 + p2]√
1 + p2

=

=
(
√

1 + p2 − p)n−2(
√

1 + p2 − p)2√
1 + p2

=
(
√

1 + p2 − p)n√
1 + p2

,

что с учетом (15.3) и (15.4) дает

Jn(x)→:
(
√

1 + p2 − p)n√
1 + p2

, n = 0,∞. (15.11)

Пример 15.4. Найти лапласовское изображение функции

f(t) = Jν(t), ν > −1.
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Решение. Рассмотрим уравнение Бесселя для u(t)

t2u′′ + tu′ + (t2 − ν2)u = 0. (15.12)

Пусть u(t)→: U(p). По теореме о дифференцировании изобра-
жения

t2u′′→: (p2U − pu0 − u1)
′′ = p2U ′′ + 4pU ′ + 2U,

tu′→: − (pU − u0)
′ = −pU ′ − U,

t2u→: U ′′,

где u0 = u(0) и u1 = u′(0) — начальные данные. Так как точка
t = 0 является особой для (15.12), то она не учитывается в
операторном уравнении

(p2 + 1)U ′′ + 3pU ′ + (1− ν2)U = 0. (15.13)

Сделаем в уравнении замену переменных

p = sh q, U(p) =
1

ch q
V (q),

dU

dp
=
dU

dq

dq

dp
=
dU

dq

/dp
dp

=
1

ch q

[ 1

ch q

dV

dq
− sh q

ch2 q
V
]
, (15.14)

d2U

dp2
=

d

dq

(dU
dp

)/dp
dq

=

=
1

ch3 q

[d2V

dq2
− 3

sh q

ch q

dV

dq
+

3 sh2 q − ch2 q

ch2 q
V
]
.

Тогда уравнение (15.13) преобразуется к виду

d2V

dq2
− ν2V = 0. (15.15)

Частными линейно независимыми решениями этого уравнения
являются функции e−νq и eνq. Так как

q = Arsh p = Ln (
√
p2 + 1 + p), ch q =

√
p2 + 1,

то, возвратившись в частном решении e−νq к старой перемен-
ной p и функции U , получим частное решение

U(p) =
1√
p2 + 1

e−ν Ln (
√
p2+1+p) =

1√
p2 + 1

1

(
√
p2 + 1 + p)ν

(15.16)
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уравнения (15.13).

Функция
√
p2 + 1 допускает выделение однозначных вет-

вей в плоскости p = Re p + i Im p с вырезанными лучами
Re p = 0, | Im p| > 1. Положим ν > −1 и условимся рассматри-

вать ту ветвь
√
p2 + 1, которая на оси Re p принимает поло-

жительные значения. Тогда U(p)→ 0 при |p| → ∞, Re p > 0, и,
следовательно, будет служить изображением некоторой функ-
ции u(t), т.е.

u(t)→: 1√
p2 + 1

1

(
√
p2 + 1 + p)ν

=
(
√
p2 + 1− p)ν√
p2 + 1

. (15.17)

Совершив в (15.17) предельный переход ν → n, получим (15.11).
Следовательно,

u(t) = Jν(t)→:
(
√
p2 + 1− p)ν√
p2 + 1

, ν > −1. (15.18)

Пример 15.5. Найти лапласовское изображение функции

f(t) = Jn(at).

Решение. По теореме подобия, если f(t)→: ϕ(p), то

f(at)→: 1

a
ϕ
(p
a

)
.

Тогда

Jν(at)→:
1

a

[
√

(p/a)2 + 1− p/a)ν√
(p/a)2 + 1

=

=
1

aν
(
√
p2 + a2 − p)ν√
p2 + a2

. (15.19)

Пример 15.6. Найти лапласовское изображение функции Iν(t).

Решение. По определению,

Iν(t) = i−νJν(it)→: i−ν
1

iν
(
√
p2 − 1− p)ν√
p2 − 1

=

=
(p−

√
p2 − 1)ν√
p2 − 1

. (15.20)

Здесь мы воспользовались соотношением (15.19).



102 Глава 2. Цилиндрические функции

Пример 15.7. Найти лапласовское изображение функции

f(t) =
J0(t)− 1

t
.

Решение. Согласно теореме об интегрировании изображения,

f(t)

t
→:

∞∫

p

ϕ(q)dq, (15.21)

где f(t)→: ϕ(p). Из (15.19) найдем

J0(t)− 1

t
→:

∞∫

p

[ 1√
1 + q2

− 1

q

]
dq. (15.22)

Здесь мы учли, что 1→: 1/p. После интегрирования получим

J0(t)− 1

t
→: ln

q +
√

1 + q2

q

∣∣∣
∞

p
= ln 2− ln

p+
√

1 + p2

p
.

Окончательно получим

J0(t)− 1

t
→: ln

2p

p+
√

1 + p2
. (15.23)

Пример 15.8. Найти лапласовское изображение функции

f(t) =
Jν(at)

t
, ν > 0.

Решение. Согласно теореме об интегрировании изображения
(15.21), из (15.20) получим

Jν(at)

t
→:

∞∫

p

(
√
a2 + q2 − q)ν

aν
√
a2 + q2

dq. (15.24)

Сделаем в этом интеграле замену переменной
√
q2 + a2−q = u.

Тогда q2 + a2 = q2 + 2qu+ u2 и

q =
a2 − u2

2u
, dq =

(
− a2

2u2
− 1

2

)
du = −a

2 + u2

2u2
du,

1√
a2 + q2

=
1

u+ q
=

1

u+ (a2 − u2)/(2u)
=

2u

a2 + u2
.
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Следовательно,

Jν(at)

t
→: 1

aν

0∫

√
p2+a2−p

uν
2u

a2 + u2

(
−a

2 + u2

2u2

)
du =

=

√
p2+a2−p∫

0

uν−1du =
uν

ν

∣∣∣
√
p2+a2−p

0
.

Окончательно получим

Jν(at)

t
→: (
√
p2 + a2 − p)ν

νaν
. (15.25)

Пример 15.9. Вычислить интеграл

I(t) =

t∫

0

Jn(τ)Jm(t− τ)
τ(t− τ) dτ, n,m = 1,∞.

Решение. Согласно теореме умножения изображений (теоре-
ме Бореля), если f(t)→: ϕ(p), g(t)→: ψ(p), то

t∫

0

f(τ)g(t− τ)dτ→: ϕ(p)ψ(p). (15.26)

Положим в (15.26)

f(t) =
Jn(t)

t
, g(t) =

Jm(t)

t
.

С учетом (15.25) получим

I(t)→: (
√
p2 + 1− p)n

n

(
√
p2 + 1− p)m

m
.

Найдем оригинал правой части последнего соотношения. С
учетом (15.25) имеем

t∫

0

Jn(τ)Jm(t− τ)
τ(t− τ) dτ =

m+ n

mn

Jn+m(t)

t
. (15.27)
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Здесь мы воспользовались свойством единственности: функ-
ции, имеющие одинаковые изображения, равны.

Пример 15.10. Вычислить интеграл

I =

∞∫

0

[J0(t)− cos t]
dt

t
.

Решение. Согласно формуле Парсеваля,

∞∫

0

f(t)ψ(t)dt =

∞∫

0

g(t)ϕ(t)dt, (15.28)

где
f(t)→: ϕ(p), g(t)→: ψ(p).

Положим в (15.28)

f(t) = J0(t)− cos t, ψ(p) =
1

p
.

Тогда

ϕ(p) =
1√
p2 + 1

− p

p2 + 1
, g(t) = 1.

Следовательно,

I =

∞∫

0

( 1√
p2 + 1

− p

p2 + 1

)
dp =

[
ln(p+

√
p2 + 1)−

−1

2
ln(p2 + 1)

]∣∣∣
∞

0
= ln

p+
√
p2 + 1√

p2 + 1

∣∣∣
∞

0
= ln 2.

Окончательно получим

∞∫

0

[J0(t)− cos t]
dt

t
= ln 2.

Пример 15.11. Используя частный случай теоремы Эфроса,
вычислить интеграл

I(t) =

t∫

0

J0(
√
t2 − τ2)dτ.
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Решение. Используем частный случай теоремы Эфроса:

t∫

0

J0(
√
t2 − τ2)f(τ)dτ→: 1√

p2 + 1
ϕ(
√
p2 + 1).

Положим здесь f(t) = 1, ϕ(p) = 1/p. Тогда

1

q
ϕ(q)

∣∣
q=
√
p2+1

=
1√
p2 + 1

1√
p2 + 1

=
1

p2 + 1
←: sin t.

Следовательно,

I(t) =

t∫

0

J0(
√
t2 − τ2)dτ = sin t.

Пример 15.12. Используя частный случай теоремы Эфроса,
вычислить интеграл

I(t) =

t∫

0

e−2τJ0(2
√
τ(t− τ))dτ.

Решение. Используем частный случай теоремы Эфроса:

t∫

0

J0(2
√
τ(t− τ))f(τ)dτ→: 1

p
ϕ
(
p+

1

p

)
. (15.29)

Положим здесь

f(t) = e−2t, ϕ(p) =
1

p+ 2
.

Тогда

ϕ(q)
∣∣
q=p+1/p

=
1

q + 2

∣∣∣
q=p+1/p

=
p

(p+ 1)2
.

Следовательно,

1

p
ϕ
(
p+

1

p

)
=

1

(p+ 1)2
←: te−t.
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Окончательно получим

t∫

0

e−2τJ0(2
√
τ(t− τ))dτ = te−t.

Пример 15.13. Вычислить интеграл

I =

∞∫

0

J1/2(x)dx. (15.30)

Решение. Первый способ. Заметим, что исходный интеграл
можно представить в виде

I =

∞∫

0

e−pxJ1/2(x)dx
∣∣∣
p=0

,

где интеграл является преобразованием Лапласа функции
J1/2(x). Следовательно,

I =
(
√
p2 + 1− p)1/2√

p2 + 1

∣∣∣
p=0

= 1.

Второй способ. Используем частный случай теоремы Эфроса:

∞Z

0

“ t
τ

”ν/2
Jν(2
√
τt)f(τ )dτ→: 1

pν+1
ϕ

“1

p

”
. (15.31)

Сделаем в интеграле (15.30) замену x = 2
√
τt. Тогда

∞Z

0

J1/2(x)dx =

∞Z

0

“ t
τ

”1/2

J1/2(2
√
τt)dτ =

= t1/4
∞Z

0

“ t
τ

”1/4

J1/2(2
√
τt)τ−1/4dτ.

Положим в формуле (15.31)

f(t) = t1/4, ϕ(p) =
Γ(3/4)

p3/4
, ν =

1

2
.
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Тогда
∞Z

0

“ t
τ

”1/4

J1/2(2
√
τt)dτ→: 1

pν+1
ϕ(q)

˛̨
˛q=1/p
ν=1/2

=

=
1

p3/2
Γ(3/4)p3/4 =

Γ(3/4)

p3/4
←: t−1/4.

Следовательно,
∞Z

0

J1/2(x)dx = t1/4t−1/4 = 1.

Пример 15.14. Используя преобразование Лапласа, найти
частное решение уравнения

ty′′ + ky′ + ay = btn/2Jn(2
√
at), y(0) = 0, k = 0,∞.

Решение. Пусть y(t)→: ȳ(p). По теореме о дифференцирова-
нии оригинала

y′(t) = pȳ − y(0), y′′(t) = p2ȳ − py(0)− y′(0), (15.32)

а по теореме о дифференцировании изображения

ty′′(t)→: − d

dp
[p2ȳ(p)− py(0)− y′(0)] = −p2ȳ′(p)− 2pȳ(p) + y(0).

Тогда с учетом (15.3) и начального условия y(0) = 0 получим

[−p2ȳ′ − 2pȳ + y(0)] + k[pȳ − y(0)] + aȳ = b
an/2

pn+1
e−a/p

или

ȳ′ − a

p2
ȳ +

2− k
p

ȳ = −b a
n/2

pn+3
e−a/p.

Решение уравнения будем искать методом Бернулли: ȳ(p) =
u(p)v(p), ȳ(p)′ = u′(p)v(p) + v′(p)u(p). Следовательно,

u′v + u
(
v′ +

2− k
p

v − a

p2
v
)

= −ba
n/2

pn+3
e−a/p.

Для определения функций v(p) и u(p) получим уравнения

v′ +
2− k
p

v − a

p2
v = 0, u′ = − ban/2

pn+3v(p)
e−a/p.
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Отсюда

v(p) =
1

p2−k e
−a/p, u′ = − ban/2

pn+k+1

и

u(p) =
ban/2

pn+k

1

n+ k
+ C.

Для функции ȳ(p) получим

ȳ(p) = − b

(n+ k)
√
a

a(n+1)/2

pn+2
e−a/p + C

e−a/p

p2−k .

Найдем оригинал функции ȳ(p):

y(t) =
b

(n+ k)
√
a
t(n+1)/2Jn+1(2

√
at) +

+Ca(k−1)/2t(1−k)/2J1−k(2
√
at).

Пример 15.15. С помощью преобразования Лапласа найти
общее решение уравнения

ty′′ + 2y′ + ay = btn/2Jn(2
√
at).

Решение. Аналогично предыдущему примеру получим

[−p2ȳ′ − 2pȳ + y(0)] + 2[pȳ − y(0)] + ay = b
an/2

pn+1
e−a/p

или

ȳ′ − a

p2
ȳ +

1

p
ȳ = −b a

n/2

pn+3
e−a/p − 1

p2
y(0).

Решение уравнения будем искать методом Бернулли:

ȳ(p) = u(p)v(p), ȳ(p)′ = u′(p)v(p) + v′(p)u(p).

Следовательно,

u′v + u
(
v′ +

1

p
v − a

p2
v
)

= −ba
n/2

pn+3
e−a/p − 1

p2
y(0).

Для определения функций v(p) и u(p) получим уравнения

v′ +
1

p
v − a

p2
v = 0, u′ = − ban/2

pn+3v(p)
e−a/p − 1

p2
y(0).
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Отсюда

v(p) =
1

p
e−a/p, u′ = −ba

n/2

pn+2
− 1

p2
y(0)ea/p

и

u(p) = −ba
n/2

pn+1

1

n+ 1
+ C + y(0)ea/p.

Для функции ȳ(p) получим

ȳ(p) = − b

(n+ 2)
√
a

a(n+1)/2

pn+2
e−a/p + C

e−a/p

p
− y(0).

Найдем оригинал функции ȳ(p):

y(t) = − b

(n+ 2)
√
a
t(n+1)/2Jn+1(2

√
at) + CJ0(2

√
at)− y(0)δ(t).

Это выражение содержит обобщенную функцию δ(t), которая
не является решением исходного уравнения. В этом можно убе-
диться непосредственной подстановкой. Полученное противо-
речие связано с тем, что в общем решении слагаемое, пропор-
циональное y(0), должно умножаться на функцию, не являю-
щуюся оригиналом.



ГЛАВА 3

Классические ортогональные
полиномы

16. Полиномы Лежандра

При изучении распределения ньютоновских потенциалов
на шаре Лежандр ввел полиномы специального вида, назван-
ные впоследствии полиномами Лежандра, и исследовал их свой-
ства.

♦ Ортогональные полиномы Лежандра могут быть опреде-
лены посредством:
1) производящей функции;

2) соответствующего дифференциального уравнения;

3) интегрального представления;

4) ортогонализации степеней xk.
Заметим, что функции Бесселя целого индекса могут быть

также определены с помощью производящей функции (см. разд.
«Производящие функции. Интеграл Бесселя»).

� Функция

Ψ(t, x) =
1√

1 + t2 − 2tx
, |t| < 1, −1 6 x 6 1, (16.1)

называется производящей функцией полиномов Лежандра.
Положив

x = cos θ, 0 6 θ 6 π,

найдем

1 + t2 − 2tx = 1 + t2 − 2t cos θ = (t− eiθ)(t− e−iθ).
Таким образом, Ψ(t, x) как функция переменной t на интер-
вале −1 6 x 6 1 имеет две особые точки t = t1,2 = exp(±iθ).
Обе точки лежат на единичной окружности |t| = 1. Следо-
вательно, Ψ(t, x) как функция t при любом фиксированном
вещественном x, |x| 6 1, аналитична внутри круга единичного
радиуса и разлагается в этом круге в равномерно сходящийся
ряд Тейлора по степеням t.

Теорема 16.1. Коэффициенты разложения функции Ψ(t, x)
(16.1) в ряд Тейлора

Ψ(t, x) =

∞∑

n=0

Pn(x)t
n (16.2)
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по степеням t являются полиномами степени n по x.
Полиномы Pn(x) называются полиномами Лежандра сте-

пени n.

Доказательство. Очевидно, что

Pn(x) =
1

n!

∂nΨ

∂tn

∣∣∣
t=0

.

С другой стороны, n-ая производная от аналитической функ-
ции дается интегральной формулой Коши

n!

2πi

∮

γ

Ψ(ω, x)

ωn+1
dω =

∂nΨ(t, x)

∂tn

∣∣∣∣
t=0

, (16.3)

где γ – произвольный кусочно гладкий замкнутый контур в
комплексной плоскости ω, охватывающий точку ω = 0 и ле-
жащий внутри круга единичного радиуса.

В интеграле (16.3) сделаем замену переменных
√

1− 2xω + ω2 = 1− ωz, (16.4)

тогда

1− 2xω + ω2 = 1− 2ωz + ω2z2,

2(z − x) = (z2 − 1)ω, ω =
2(x− z)
1− z2

. (16.5)

При этом преобразовании точка ω = 0 отображается в точку
z = x. Тогда

dω = d
(2(z − x)
z2 − 1

)
= 2
[ dz

z2 − 1
− z − x

(z2 − 1)2
2zdz

]
=

=
2(z2 − 1− 2z2 + 2zx)

(z2 − 1)2
dz = −2

1 + z2 − 2xz

(z2 − 1)2
dz;

Аналогично с учетом (16.5) получим

1− ωz =
(1− z2)− 2z(x− z)

1− z2
=

1 + z2 − 2zx

1− z2
.

Таким образом,

Ψ(ω, x)dω =
dω

1− ωz =

= − z2 − 1

1 + z2 − 2zx

(−2)(1 + z2 − 2zx)

(z2 − 1)2
dz =

2dz

z2 − 1
.



112 Глава 3. Классические ортогональные полиномы

Следовательно,

∮

γ

Ψ(ω, x)

ωn+1
dω =

∮

γ̃

[ z2 − 1

2(z − x)
]n+1 2dz

z2 − 1
=

1

2n

∮

γ̃

(z2 − 1)n

(z − x)n+1
dz,

где γ̃ – произвольный кусочно гладкий замкнутый контур,
охватывающий точку z = x. (В последнем интеграле подынте-
гральное выражение как функция z аналитична всюду, кроме
точки z = x. Следовательно, теперь замкнутый контур γ̃ про-
изволен, если он охватывает точку z = x.) Таким образом,

Pn(x) =
1

2πi

1

2n

∮

γ̃

(z2 − 1)n

(z − x)n+1
dz. (16.6)

Преобразуем

dn

dxn

∫

γ̃

(z2 − 1)n

z − x dz = n!

∮

γ̃

(z2 − 1)n

(z − x)n+1
dz

и
1

2πi

∮

γ̃

(z2 − 1)n

z − x dz = (x2 − 1)n.

Отсюда

Pn(x) =
1

2nn!

dn

dxn
(x2 − 1)n. (16.7)

Следовательно, Pn(x) – полином порядка n, что и требовалось
доказать.

� Формулы (16.7) называются формулами Родрига, а соот-
ношение (16.6) – интегралом Шлёфли.

Следствие. Справедливо соотношение

Pn(−x) = (−1)nPn(x).

Доказательство. По определению,

1√
1− 2xz + z2

=

∞∑

n=0

Pn(x)zn.
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Заменим x на −x и z на −z:

1√
1− 2xz + z2

=

∞∑

n=0

Pn(−x)(−z)n.

Из сравнения двух рядов следует, что Pn(−x) = (−1)nPn(x).

Пример 16.1. Показать справедливость следующих соотно-
шений:

Pn(1) = 1, Pn(−1) = (−1)n.

Решение. Действительно, полагая в (16.1) x = 1 и x = −1,
получим

Ψ(t, 1) =
1

1− t =
∞∑

n=0

tn =
∞∑

n=0

Pn(1)tn,

Ψ(t,−1) =
1

1 + t
=

∞∑

n=0

(−1)ntn =

∞∑

n=0

Pn(−1)tn.

Первое уравнение дает Pn(1) = 1, второе – Pn(−1) = (−1)n.

Пример 16.2. Найти значение Pn(0) при любом n.

Решение. Аналогично примеру 16.1 положим в соотношении
(16.1) x = 0. Получим

Ψ(t, 0) =
1√

1 + t2
=

∞∑

n=0

Pn(0)tn.

С другой стороны,

1√
1 + t2

=
∞∑

k=0

(−1)k
(2k − 1)!!

(2k)!!
t2k.

Отсюда найдем

P2k+1(0) = 0, P2k(0) = (−1)k
(2k − 1)!!

(2k)!!
, k = 0,∞.

Пример 16.3. Найти явный вид шести первых полиномов Ле-
жандра.
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Решение. Положив в (16.7) n = 0, 5, получим функции

P0(x) = 1, P1(x) = x, P2(x) =
3

2
x2 − 1

2
,

P3(x) =
1

2
(5x3 − 3x), P4(x) =

1

8
(35x4 − 30x2 + 3),

P5(x) =
1

8
(63x5 − 70x3 + 15x),

графики которых приведены на рис. 12 и 13.

Рис. 12

Рис. 13

Пример 16.4. Найти значения P ′
n(0) для любого n.

Решение. Воспользуемся равенством

∂Ψ

∂x
=

t√
(1− 2xt+ t2)3

=

∞∑

n=0

P ′
n(x)t

n.

При x = 0 получим

t√
(1 + t2)3

=

∞∑

n=0

P ′
n(0)tn.

Разложим выражение в левой части в ряд Тейлора по степеням
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t:

∞∑

n=0

P ′
n(0)tn = t

[
1− 3

2
t2 +

(−3/2)(−5/2)

2!
t4 + · · ·+

+(−1)k
(2k + 1)!!

(2k)!!
t2k + . . .

]
, |t| < 1.

Отсюда P ′
2k(0) = 0 и

P ′
2k+1(0) = (−1)k

(2k + 1)!!

2kk!
= (−1)k

(2k + 1)!

(2kk!)2
, k = 0,∞.

Пример 16.5. Показать, что для полиномов Лежандра спра-
ведливо следующее представление:

Pn(x) =

[n/2]∑

k=0

(−1)k
(2n− 2k)!

2nk!(n− k)!(n− 2k)!
xn−2k.

Решение. Согласно формуле Родрига,

Pn(x) =
1

2nn!

dn

dxn
(x2 − 1)n,

но

(x2 − 1)n = x2n − nx2n−2 +
n(n− 1)

2!
x2n−4 −

−n(n− 1)(n− 2)

2!
x2n−6 + · · ·+ (−1)n,

т.е.

(x2 − 1)n =
n∑

k=0

(−1)kCknx
2n−2k.

Тогда

dn

dxn
(x2 − 1)n =

=

[n/2]∑

k=0

(−1)kCkn(2n− 2k)(2n− 2k − 1) · · · (n+ 1− 2k)xn−2k
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или

dn

dxn
(x2 − 1)n =

[n/2]∑

k=0

(−1)k
n!(2n− 2k)!

k!(n− k)!(n− 2k)!
xn−2k.

Итак,

Pn(x) =

[n/2]∑

k=0

(−1)k
(2n− 2k)!

2nk!(n− k)!(n− 2k)!
xn−2k.

Теорема 16.2. Для полиномов Лежандра справедливо следующее
интегральное представление:

Pn(x) =
1

π

πZ

0

[x+ (x2 − 1)1/2 cosϕ]ndϕ. (16.8)

Соотношение (16.8) называется интегралом Лапласа.

Доказательство. Используем интеграл Шлёфли (16.6)

Pn(x) =
2−n

2πi

Z

γ

(z2 − 1)n

(z − x)n+1
dz,

где точка z = x лежит внутри контура интегрирования γ. В каче-
стве контура интегрирования возьмем окружность радиуса |

√
x2 − 1|

с центром z = x. Тогда z = x +
√
x2 − 1eiϕ, −π 6 ϕ < π. В самом

деле, |z − x| = |
√
x2 − 1|. Получим

Pn(x) =
1

2πi

1

2n

πZ

−π

[(x+
√
x2 − 1eiϕ)2 − 1]n

√
x2 − 1ieiϕ

(
√
x2 − 1eiϕ)n+1

dϕ

или

Pn(x) =
1

2π

πZ

−π

“x2 + 2x
√
x2 − 1eiϕ + (x2 − 1)e2iϕ − 1

2
√
x2 − 1eiϕ

”n
dϕ =

=
1

2π

πZ

−π

“ (x2 − 1)(e−iϕ + eiϕ)eiϕ

2
√
x2 − 1eiϕ

+ x
”n
dϕ =

=
1

2π

πZ

−π

(
p
x2 − 1 cosϕ+ x)ndϕ =

1

π

πZ

0

(x+
p
x2 − 1 cosϕ)ndϕ.
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Выбор значения корня
√
x2 − 1 здесь произволен, так как после

возведения в n-ую степень и почленного интегрирования нечетные
степени выпадают. Действительно,

πZ

0

cosm ϕdϕ =

π/2Z

0

cosm ϕdϕ+

πZ

π/2

cosm ϕdϕ.

Во втором интеграле сделаем подстановку ϕ = ψ + π/2. Тогда

πZ

0

cosm ϕdϕ =

π/2Z

0

cosm ϕdϕ+ (−1)m
π/2Z

0

sinm ϕdϕ.

С учетом соотношения (см. разд. II.5)

π/2Z

0

cosm ϕdϕ =

π/2Z

0

sinm ϕdϕ =

√
π

2

Γ((m+ 1)/2)

Γ(m/2 + 1)
.

При четном m получим

2

π/2Z

0

sinm ϕdϕ =
√
π

Γ((m+ 1)/2)

Γ(m/2 + 1)
,

при нечетном m — нуль. Таким образом, теорема доказана.

Следствие. Справедливо неравенство

|Pn(x)| 6 1, −1 6 x 6 1. (16.9)

Доказательство. Пусть x – вещественная переменная, удовлетво-
ряющая условию −1 6 x 6 1. Тогда

|x+
p
x2 − 1 cosϕ| =

p
x2 + (1− x2) cos2 ϕ 6 1,

так как cos2 ϕ 6 1. Имеем

Pn(x) =
1

π

πZ

0

(x+
p
x2 − 1 cosϕ)ndϕ,

но ˛̨
˛
πZ

0

(x+
p
x2 − 1 cosϕ)ndϕ

˛̨
˛ 6 1 · π,

следовательно, |Pn(x)| 6 1, что и требовалось доказать.

Пример 16.6. Показать, что Pn(cos θ) представляет собой поли-
ном по cos kθ. Определить коэффициенты этого полинома. Вывести
неравенство

|Pn(x)| 6 1, −1 6 x 6 1.
Показать, что если n > 0, то |Pn(x)| = 1 лишь при x = 1 или x = −1.
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Решение. В разложении

1√
1− 2zx+ z2

=

∞X

n=0

Pn(x)z
n, |z| < 1

положим x = cos θ. Получим

1√
1− 2z cos θ + z2

=

∞X

n=0

Pn(cos θ)zn.

Используя равенство

1− 2z cos θ + z2 = 1− (eiθ + e−iθ)z + z2 = (1− zeiθ)(1− ze−iθ),
найдем

1√
1− zeiθ

1√
1− ze−iθ

=
∞X

n=0

Pn(cos θ)zn.

С другой стороны,

1√
1− zeiθ

= (1− zeiθ)−1/2 =

= 1 +
1

2
zeiθ +

1 · 3
222!

z2e2iθ +
1 · 3 · 5
233!

z3e3iθ + . . . ,

1√
1− ze−iθ

= (1− ze−iθ)−1/2 =

= 1 +
1

2
ze−iθ +

1 · 3
222!

z2e−2iθ +
1 · 3 · 5
233!

z3e−3iθ + . . .

Тогда

“
1 +

∞X

k=1

(2k − 1)!!

2kk!
zkeikθ

”“
1 +

∞X

k=1

(2k − 1)!!

2kk!
zke−ikθ

”
=

=
∞X

n=0

Pn(cos θ)z
n.

Перемножив выражения в скобках и приравняв коэффициенты при
zn в левой и правой частях, найдем

Pn(cos θ) =
(2n− 1)!!

2nn!
(einθ + e−inθ) +

+
(2n− 3)!!

2n−1(n− 1)!

1

2
(ei(n−2)θe−i(n−2)θ) +

+
(2n− 5)!!

2n−2(n− 2)!

1 · 3
222!

(ei(n−4)θ + e−i(n−4)θ) + . . .

Число слагаемых в правой части равно [n/2].
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Рис. 14

Воспользовавшись формулой Эйлера, получим (см. рис. 14)

Pn(cos θ) = 2
(2n− 1)!!

(2n)!
cosnθ + 2

(2n− 3)!!

(2n− 2)!!

1

2
cos(n− 2)θ+

+2
(2n− 5)!!

(2n− 4)!!

1 · 3
2 · 4 cos(n− 4)θ + . . . (16.10)

Тогда

|Pn(cos θ)| =

=
˛̨
˛2(2n− 1)!!

(2n)!
cosnθ + 2

(2n− 3)!!

(2n− 2)!!

1

2
cos(n− 2)θ + . . .

˛̨
˛ 6

6 2
(2n− 1)!!

(2n)!
+ 2

(2n− 3)!!

(2n− 2)!!

1

2
+ · · · = Pn(1) = 1,

т.е. |Pn(x)| 6 1, −1 6 x 6 1. Равенство имеет место только при θ =
kπ, k – целое (в этом случае косинусы одновременно обращаются в
1 или –1). Значит, |Pn(x)| = 1 при x = 1, x = −1.

17. Рекуррентные соотношения
для полиномов Лежандра

Утверждение 17.1. Справедливы следующие рекуррентные
соотношения

(n+ 1)Pn+1(x)− x(2n+ 1)Pn(x) + nPn−1(x) = 0; (17.1)

nPn(x) − xP ′
n(x) + P ′

n−1(x) = 0. (17.2)

1. Продифференцируем производящую функцию Ψ(t, x)
(10.1) по x и получим

∂Ψ(t, x)

∂x
=

t

(1 + t2 − 2tx)3/2
.
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Следовательно,

(1 + t2 − 2tx)
∂Ψ

∂x
− tΨ = 0. (17.3)

Аналогично, продифференцировав по t, получим

∂Ψ(t, x)

∂t
=

2t− 2x

(−2)(1 + t2 − 2tx)3/2
,

что дает

(1 + t2 − 2tx)
∂Ψ

∂t
+ (t− x)Ψ = 0. (17.4)

Домножим (17.3) на (t− x), а (17.4) – на t и сложим

(t− x)∂Ψ

∂x
+ t

∂Ψ

∂t
= 0. (17.5)

Подставим в (17.4)

Ψ(t, x) =

∞∑

k=0

Pk(x)t
k и

∂Ψ(t, x)

∂t
=

∞∑

k=0

kPk(x)t
k−1.

Тогда

(1 + t2 − 2tx)

∞∑

k=1

kPk(x)t
k−1 + (t− x)

∞∑

k=0

Pk(x)t
k = 0.

Следовательно,
∞∑

k=0

kPk(x)t
k−1

︸ ︷︷ ︸
k−1=n

+

∞∑

k=0

kPk(x)t
k+1

︸ ︷︷ ︸
k+1=n

−
∞∑

k=0

2kxPk(x)t
k

︸ ︷︷ ︸
k=n

+

+
∞∑

k=0

Pk(x)t
k+1

︸ ︷︷ ︸
k+1=n

−
∞∑

k=0

xPk(x)t
k

︸ ︷︷ ︸
k=n

= 0.

Изменим в полученных суммах индекс суммирования по пра-
вилу, указанному под фигурной скобкой:

∞∑

n=1

(n+ 1)Pn+1(x)t
n + P1(x) +

∞∑

n=1

(n− 1)Pn−1(x)t
n −

−
∞∑

n=1

2nxPn(x)tn +

∞∑

n=1

Pn−1(x)t
n −

∞∑

n=1

xPn(x)tn − xP0(x) = 0.



17. Рекуррентные соотношения для полиномов Лежандра 121

С учетом соотношения P1(x) = xP0(x) получим

∞∑

n=1

[(n+ 1)Pn+1(x) + (n− 1)Pn−1(x)−

− 2nxPn(x) + Pn−1(x) − xPn(x)]tn = 0,

Приравняв к нулю коэффициенты при одинаковых степенях
t, приходим к (17.1).

Проделаем аналогичную процедуру с соотношением (17.5):

∞∑

n=1

nPn(x)tn +

∞∑

n=0

P ′
n(x)tn+1 −

∞∑

n=0

xP ′
n(x)tn = 0.

Положим во второй сумме n + 1 = n, тогда n изменяется в
пределах n = 1,∞. Учитывая, что P ′

0(x) = 0, получим

∞∑

n=1

[nPn − xP ′
n + P ′

n−1]t
n = 0.

Таким образом, справедливость утверждения доказана.

Утверждение 17.2. Справедливы следующие соотношения:

(n+ 1)Pn(x)− P ′
n+1(x) + xP ′

n(x) = 0. (17.6)

P ′
n+1(x)− P ′

n−1(x)− (2n+ 1)Pn(x) = 0. (17.7)

Действительно, продифференцировав (17.1) по x, имеем

(n+ 1)P ′
n+1(x)− (2n+ 1)Pn(x)−

−(2n+ 1)xP ′
n(x) + nP ′

n−1(x) = 0.

Исключив с помощью (17.2) P ′
n−1, запишем

(n+ 1)P ′
n+1(x)− (2n+ 1)Pn(x)−

−(2n+ 1)xP ′
n(x) + n(xP ′

n(x) − nPn(x)) = 0

или

(n+ 1)P ′
n+1(x)− (n+ 1)xP ′

n(x)− (n+ 1)2Pn(x) = 0.

Таким образом, соотношение (17.6) доказано.
Сложив (17.2) с (17.6), получим (17.7).
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Утверждение 17.3. Справедливо соотношение

∫
Pn(x)dx =

1

2n+ 1
[Pn+1(x) − Pn−1(x)] + C, (17.8)

где C – произвольная постоянная.

Соотношение (17.8) непосредственно следует из уравнения
(17.7).

Утверждение 17.4. Полиномы Лежандра y = Pn(x) удовле-
творяют уравнению

[(1− x2)y′]′ + n(n+ 1)y = 0. (17.9)

Действительно, пусть U(x) = (x2 − 1)n. Тогда

U ′(x) = n2x(x2 − 1)n−1

или
(x2 − 1)U ′(x)− 2nxU(x) = 0.

Продифференцируем это соотношение n+ 1 раз по x:

[(x2 − 1)U ′(x)](n+1) − 2n[xU(x)](n+1) = 0. (17.10)

По формуле Лейбница

(UV )(n) =

n∑

k=0

n!

k!(n− k)!U
(n−k)V (k)

имеем

[(x2 − 1)U ′(x)](n+1) = (x2 − 1)U (n+2)(x) +

+(n+ 1)2xU (n+1)(x) +
(n+ 1)n

2
2U (n)(x);

2n[xU(x)](n+1) = xU (n+1)(x) + (n+ 1)U (n)(x).

Тогда из формулы (17.10) получим

(x2 − 1)[U (n)(x)]′′ + 2x(n+ 1)[U (n)(x)]′ + n(n+ 1)U (n)(x)−
−2n{x[U (n)(x)]′ + (n+ 1)U (n)(x)} = 0.
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Обозначив W = U (n)(x), запишем

(x2 − 1)W ′′ + 2xW ′ − n(n+ 1)W = 0.

Это линейное дифференциальное уравнение, следовательно,
y(x) = CW (x), где C = const, – также его решение. Положив
C = 1/(2nn!), получим

y =
1

n!2n
[
(x2 − 1)n

](n)
= Pn(x),

что и требовалось показать.

Пример 17.1. Используя рекуррентные соотношения для полино-
мов Лежандра, доказать справедливость соотношения (17.9).

Решение. В соотношении (17.6) изменим индекс n на n− 1, тогда

nPn−1(x)− P ′
n(x) + xP ′

n−1(x) = 0.

Из полученного уравнения вычтем (17.2), умноженное на x. Полу-
чим

(x2 − 1)P ′
n(x)− nxPn(x) + nPn−1(x) = 0.

Дифференцирование полученного выражения по x дает

[(x2 − 1)P ′
n(x)]′ − n[xPn(x)]′ + nP ′

n−1(x) = 0

или
[(1− x2)P ′

n(x)]′ + n[xPn(x)]′ − nP ′
n−1(x) = 0.

Подставив сюда P ′
n−1(x) из (17.2), найдем

[(1− x2)P ′
n(x)]

′ + nPn(x) + nxP ′
n(x)− n[xP ′

n−1(x)− nPn(x)] = 0,

откуда следует

[(1− x2)P ′
n(x)]

′ + n(1 + n)Pn(x) = 0

или
(1− x2)P ′′

n (x)− 2xP ′
n(x) + n(1 + n)Pn(x) = 0.

Утверждение 17.5. Справедливо рекуррентное соотношение

(1− x2)P ′
n(x) =

n(n+ 1)

2n+ 1
[Pn−1(x)− Pn+1(x)]. (17.11)

Используем тождество

d

dx
[(1− x2)P ′

n(x)] = −n(n+ 1)Pn(x).
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Отсюда

(1− x2)P ′
n(x) = −n(n+ 1)

∫
Pn(x)dx + C

или

(1− x2)P ′
n(x) = n(n+ 1)

1

2n+ 1
[Pn−1(x) − Pn+1(x)] + C.

Полагая x = 1, найдем C = 0 и соотношение доказано.

Утверждение 17.6. Все нули полиномов Лежандра простые
и расположены на интервале ]− 1, 1[.

Доказательство этого утверждения приведено в разделе,
посвященном общим свойствам ортогональных полиномов (см.
теорему 31.4).

Пример 17.2. Доказать, что

P ′
n(1) =

1

2
n(n+ 1).

Решение. Имеем

(1 − x2)P ′′
n (x)− 2xP ′

n(x) + n(n+ 1)Pn(x) = 0.

Полагаем x = 1. Получим

−2P ′
n(1) + n(n+ 1)Pn(1) = 0.

Но Pn(1) = 1 при любом n. Следовательно,

P ′
n(1) =

1

2
n(n+ 1).

18. Ортогональность полиномов Лежандра

Утверждение 18.1. Полиномы Лежандра разных порядков
ортогональны на отрезке [−1, 1] с весом ρ(x) = 1, т.е.

1∫

−1

Pn(x)Pm(x)dx = 0, n 6= m. (18.1)
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Действительно,

d

dx
[(1− x2)P ′

n(x)] + n(n+ 1)Pn(x) = 0,

d

dx
[(1− x2)P ′

m(x)] +m(m+ 1)Pm(x) = 0.

Домножим первое уравнение на Pm(x), второе – на Pn(x) и
вычтем его из первого. Получим

Pm(x)
d

dx
[(1− x2)P ′

n(x)]− Pn(x)
d

dx
[(1 − x2)P ′

m(x)] +

+[(n+ 1)n− (m+ 1)m]Pn(x)Pm(x) = 0

или

d

dx
{(1− x2)[Pm(x)P ′

n(x) − Pn(x)P ′
m(x)]} −

−(n−m)(m+ n+ 1)Pn(x)Pm(x) = 0.

Проинтегрируем левую и правую части последнего равенства
на интервале ]− 1, 1[. Поскольку

1∫

−1

d

dx
{(1− x2)[Pm(x)P ′

n(x) − Pn(x)P ′
m(x)]}dx =

= {(1− x2)[Pm(x)P ′
n(x) − Pn(x)P ′

m(x)]}
∣∣∣
1

−1
= 0,

то

(m+ n+ 1)(n−m)

1∫

−1

Pn(x)Pm(x)dx = 0,

откуда и следует (18.1).

Утверждение 18.2. Для нормы полиномов Лежандра спра-
ведливо соотношение

‖Pn‖2 =

1∫

−1

[Pn(x)]2dx =
2

2n+ 1
. (18.2)
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По формуле Родрига

J =

1∫

−1

[Pn(x)]2dx =
1

22n(n!)2

1∫

−1

dn(x2 − 1)

dxn
dn(x2 − 1)

dxn
dx.

Проинтегрируем это выражение n раз по частям и учтем, что
внеинтегральные слагаемые, содержащие (x2 − 1)|1−1, равны
нулю. Тогда

J =
(−1)n

22n(n!)2

1∫

−1

(x2 − 1)n
[ d2n

dx2n
(x2 − 1)n

]
dx.

Заметив, что
d2n

dx2n
(x2 − 1)n = (2n)!,

получим

J =
(−1)n(2n)!

22n(n!)2

1∫

−1

(x2 − 1)ndx.

Сделав в интеграле

I =

1∫

−1

(x2 − 1)ndx = (−1)n
1∫

−1

(1 − x2)ndx,

замену переменных 1− x = 2t, dx = −2dt, запишем

I = (−1)n22n+1

1∫

0

tn(1− t)ndt = (−1)n22n+1B(n+ 1, n+ 1) =

= (−1)n22n+1 Γ(n+ 1)Γ(n+ 1)

Γ(2n+ 2)
= (−1)n

(n!)222n+1

(2n+ 1)!
.

Следовательно,

J =
2

2n+ 1
.

Таким образом, утверждение доказано.
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Теорема 18.1. Полиномы Лежандра Pn(x) являются реше-
нием задачи Штурма–Лиувилля

d

dx

[
(1− x2)

dy

dx

]
+ λy = 0, (18.3)

| lim
|x|→1

y(x)| <∞, x ∈ [−1, 1]

с собственными значениями λ = n(n+ 1).
� Уравнение (18.3) при любом λ называется уравнением

Лежандра, а его решения, отличные от тождественного ну-
ля, — функциями Лежандра.

Доказательство. Полиномы Лежандра удовлетворяют условиям
(18.3) при λ = n(n + 1). Рассмотрим теперь λ 6= n(n + 1). Введем
число ν

ν =

r
λ+

1

4
− 1

2
, λ = ν(ν + 1), ν 6= n. (18.4)

Уравнение (18.3) примет вид

(1− x2)y′′(x)− 2xy′(x) + ν(ν + 1)y(x) = 0. (18.5)

Будем искать yν(x) в виде ряда по степеням x

yν(x) =
∞X

k=0

Ck(ν)x
k. (18.6)

Подставив (18.6) в уравнение (18.5) и приравняв к нулю коэффи-
циенты при одинаковых степенях x, найдем рекуррентные соотно-
шения для коэффициентов Ck(ν):

Ck+2(ν) =
(k − ν)(k + ν + 1)

(k + 2)(k + 1)
Ck(ν). (18.7)

Посредством (18.7) все Ck(ν) с четными номерами выразятся через
C0(ν), с нечетными — через C1(ν). Коэффициенты C0(ν) и C1(ν)
остаются произвольными (общее решение, как и должно быть, зави-
сит от двух произвольных постоянных). С учетом известного свой-
ства гамма-функции

Γ(1 + x) = xΓ(x),

прямой проверкой можно убедиться, что рекуррентному соотноше-
нию удовлетворяют следующие коэффициенты:

C2n(ν) =
Γ(n− ν/2)Γ(n+ (1 + ν)/2)

Γ(n+ 1)Γ(n+ 1/2)
A(ν), (18.8)

C2n+1(ν) =
Γ(n+ (1− ν)/2)Γ(n+ 1 + ν/2)

Γ(n+ 1)Γ(n+ 3/2)
B(ν), (18.9)
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где A(ν), B(ν) произвольны. Следовательно,

yν(x) = A(ν)
∞X

n=0

Γ(n− ν/2)Γ(n+ (1 + ν)/2)

Γ(n+ 1)Γ(n+ 1/2)
x2n+

+B(ν)
∞X

n=0

Γ(n+ (1− ν)/2)Γ(n+ 1 + ν/2)

Γ(n+ 1)Γ(n+ 3/2)
x2n+1. (18.10)

Легко установить (проделать самим), что при |x| < 1 ряды (18.10)
сходятся абсолютно и равномерно, т.е. для x, лежащих внутри кру-
га единичного радиуса, эти ряды определяют все множество функ-
ций Лежандра yν(x).

Используя формулу Стирлинга для функции Γ(n + a) при
n→∞:

Γ(n+ a) =
√

2πe−nnn+a−1/2[1 +O(1/n)], (18.11)

из (18.8) и (18.9) при n→∞ получим

C2n(ν) =
A(ν)

n
+O(1/n2), C2n+1(ν) =

B(ν)

n
+O(1/n2). (18.12)

Но знакоположительные ряды

∞X

n=n0

x2n

n
,

∞X

n=n0

x2n

n

при x→ ±1 расходятся, а поэтому при x→ ±1 расходятся оба ряда
в (18.10). Можно было бы попытаться устранить эту расходимость,
например, при x → 1 за счет выбора A(ν) и B(ν) (и это действи-
тельно можно сделать!), но тогда нельзя будет устранить расходи-
мость при x→ −1. Тем самым доказано, что решение задачи (18.3)
возможно лишь при целых ν, т.е. при λ = n(n+ 1).

Пример 18.1. Решить задачу Штурма–Лиувилля

y′′ + ctg xy′ + λy = 0, |y(0)| <∞, |y(π)| <∞. (18.13)

Нормировать собственные функции задачи.
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Решение. Сделаем в уравнении замену переменных

t = cosx. (18.14)

Поскольку dt/dx = − sinx и

dy

dx
=
dy

dt

dt

dx
= − sinx

dt

dx
,

d2y

dx2
=

d

dx

(dy
dx

)
=

d

dx

(
− sinx

dy

dt

)
=

= − cosx
dy

dt
− sinx

d2y

dt2
dt

dx
= sin2 x

d2y

dt2
− cosx

dy

dt
,

получим

sin2 x
d2y

dt2
− cosx

dy

dt
+

cosx

sinx

(
− sinx

dy

dt

)
+ λy = 0 (18.15)

или

(1− cos2 x)
d2y

dt2
− 2 cosx

dy

dt
+ λy = 0.

Исключим x из уравнения (18.15) с помощью (18.14) с учетом
того, что t|x=0 = 1, t|x=π = −1. Тогда для определения y(x)
получим следующую задачу Штурма–Лиувилля:

(1− t2)d
2y

dx2
− 2t

dy

dt
+ λy = 0, (18.16)

|y(1)| <∞, |y(−1)| <∞.

Решением задачи (18.16) являются (см. теорему 18.1) собствен-
ные значения λn = n(n + 1) и собственные функции yn(t) =
= CnPn(t) с условием ортогональности

〈yn(t)|ykt)〉 =
1∫

−1

CnCkPn(t)Pk(t)dt =
2C2

n

2n+ 1
δnk,

где n, k = 0,∞.
Возвратимся к исходным переменным. Положив

Cn =

√
2n+ 1

2
,
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получим решение задачи (18.13)

yn(x) =

√
2n+ 1

2
Pn(cosx), λn = n(n+ 1) (18.17)

с условием ортогональности

〈yn(x)|yk(x)〉 =

√
(2n+ 1)(2k + 1)

4
×

×
π∫

0

Pn(cosx)Pk(cos x) sinxdx = δnk

(см. теорему 18.1).

Теорема 18.2. Полином f(x) степени n тогда и только тогда
удовлетворяет условиям

1Z

−1

xkf(x)dx = 0 при k = 0, n− 1,

когда f(x) имеет вид CPn(x), где C – постоянная, а Pn(x) – поли-
ном Лежандра порядка n.

Доказательство. Пусть f(x) = CPn(x). Система функций {Pn(x):
n = 0,∞} ортогональна на ]− 1, 1[. Следовательно,

1Z

−1

xkPn(x)dx = 0, k = 0, n− 1.

Предположим, что для некоторой функции f(x) справедливо

1Z

−1

xkf(x)dx = 0, k = 0, n− 1.

Проинтегрировав по частям k раз, получим

1Z

−1

xkf(x)dx = f1(1)− kf2(1) + k(k − 1)f3(1)− · · ·+ (−1)kk!fn+1(1),
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где

f1(x) =

xZ

−1

f(t)dt, f2(x) =

xZ

−1

f1(t)dt, . . .

Получим f1(1) = 0 при k = 0, f2(1) = 0 при k = 1 и т.д., fn(1) = 0
при k = n− 1. В силу принятых обозначений

fn(x) =

xZ

−1

dt

tZ

−1

dt1 · · ·
tn−1Z

−1

f(tn−1)dtn−1.

Очевидно, что функции fk(x) при k = 1, n− 1 являются произ-
водными порядка (n− k) от функции fn(x), причем в точках x = 1
и x = −1 функция fn(x) и ее производные до (n − 1)-го порядка
включительно обращаются в нуль, т.е. точки x = 1 и x = −1 бу-
дут нулями функции fn(x) кратности n. Учитывая, кроме того, что
f(x) – многочлен степени 2n от x, найдем представление

fn(x) = a0(x− 1)n(x+ 1)n.

Тогда

f(x) =
dn

dxn
fn(x) или f(x) = a0,

т.е. f(x) = CPn(x), что доказывает теорему.

Пример 18.2. Вычислить

1Z

−1

xmPn(x)dx, n,m = 0,∞.

Решение. Если m < n, то

Jmn ≡
1Z

−1

xmPn(x)dx = 0,

так как полином из ортогональной системы ортогонален любому
полиному меньшей степени (см. теорему 18.2). Пусть m > n. При-
меним интегрирование по частям, положив U = xm, dV = Pn(x)dx.
Получим

Jmn = xm
1

2n+ 1
[Pn+1(x)− Pn−1(x)]

˛̨
˛
1

−1
−

− m

2n+ 1

1Z

−1

xm−1Pn+1(x)dx+
m

2n+ 1

1Z

−1

xm−1Pn−1(x)dx.
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Внеинтегральное слагаемое равно нулю, поэтому

Jmn = − m

2n+ 1

1Z

−1

xm−1Pn+1(x)dx+

+
m

2n+ 1

1Z

−1

xm−1Pn−1(x)dx. (18.18)

Если m = n, то

1Z

−1

xm−1Pn+1(x)dx = 0,

и получим рекуррентное соотношение

Jnn =
n

2n+ 1
Jn−1
n−1 ,

откуда найдем

Jnn =
n

2n+ 1

n− 1

2n− 1

n− 2

2n− 3
· · · 1

3
J0

0 ,

но

J0
0 =

1Z

−1

P0(x)dx =

1Z

−1

dx = 2.

Тогда
1Z

−1

xnPn(x)dx = 2
n!

(2n+ 1)!!
.

Пусть m строго больше n. Из соотношения

(n+ 1)Pn+1(x)− (2n+ 1)xPn(x) + nPn−1(x) = 0,

выразим

Pn+1(x) =
2n+ 1

n+ 1
xPn(x)− n

n+ 1
Pn−1(x)

и подставим в равенство (18.18). Получим

Jmn = − m

n+ 1
Jmn +

mn

(n+ 1)(2n+ 1)
Jm−1
n−1 +

m

2n+ 1
Jm−1
n−1

или
n+m+ 1

n+ 1
Jmn =

m

n+ 1
Jm−1
n−1 .

Итак,
Jmn =

m

m+ n+ 1
Jm−1
n−1 .

Тогда
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Jmn =
m

m+ n+ 1

m− 1

m+ n− 1
Jm−2
n−2 =

=
m

m+ n+ 1

m− 1

m+ n− 1

m− 2

m+ n− 3
· · · m− (n− 1)

m+ n− (2n− 3)
Jm−n

0 .

Но

Jm−n
0 ≡

1Z

−1

xm−nP0(x)dx =

1Z

−1

xm−ndx =

=

8
><
>:

0, если m− n = 2k − 1,

2

1Z

0

xm−ndx =
2

m− n+ 1
, если m− n = 2k.

Получили Jmn = 0 при m − n = 2k − 1, k = 1,∞. Если m − n = 2k,
k = 1,∞, то

Jmn =
2m(m− 1)(m− 2) · · ·

(m+ n+ 1)(m+ n− 1)(m+ n− 3) · · · ×

× · · · (m− n+ 1)

· · · (m− n+ 3)(m− n+ 1)
=

= 2
n!(m− n− 1)!!

(m− n)!(m+ n+ 1)!!
= 2

m!

(m− n)!!(m+ n+ 1)!!

и окончательно

1Z

−1

xmPn(x)dx =

=

8
>>>>><
>>>>>:

0 при m < n;

2
n!

(2n+ 1)!!
при m = n;

0 при m > n, m− n = 2k − 1;

2
m!

(m− n)!!(m + n+ 1)!!
при m > n, m− n = 2k.

Пример 18.3. Вычислить интеграл

I =

5∫

0

x2P 2
n(x/5)dx. (18.19)
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Решение. Сделаем в интеграле замену переменных x/5 = t.
Тогда

I =

1∫

0

(5t)2P 2
n(t)5dx = 125

1∫

0

[tPn(t)]2dt. (18.20)

В силу четности подынтегрального выражения (18.20) можно
представить в виде

I =
125

2

1∫

−1

[tPn(t)]2dt.

Воспользуемся рекуррентной формулой (17.1)

(n+ 1)Pn+1(t)− (2n+ 1)tPn(t) + nPn−1(t) = 0,

откуда

tPn(t) =
1

2n+ 1

[
(n+ 1)Pn+1(t) + nPn−1(t)

]
.

Следовательно,

I =
125

2

1∫

−1

1

(2n+ 1)2
[
(n+ 1)Pn+1(t) + nPn−1(t)

]2
dt =

=
125

2(2n+ 1)2

1∫

−1

[
(n+ 1)2P 2

n+1(t) + 2n(n+ 1)Pn+1(t)Pn−1(t) +

+n2P 2
n−1(t)

]
dt =

125

2(2n+ 1)2

[
(n+ 1)2

1∫

−1

P 2
n+1(t)dt+

+2n(n+ 1)

1∫

−1

Pn+1(t)Pn−1(t)dt + n2

1∫

−1

P 2
n−1(t)dt

]
.

С учетом условия ортогональности

1∫

−1

Pn(t)Pk(t)dt = ‖Pn‖2δnk =
2

2n+ 1
δnk
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получим

I =
125

2(2n+ 1)2
{(n+ 1)2‖Pn+1‖2 + n2‖Pn−1‖2}

или

I =
125

(2n+ 1)2

{(n+ 1)2

2n+ 3
+

n2

2n− 1

}
.

Пример 18.4. Показать, что

1Z

0

x2Pn+1(x)Pn−1(x)dx =
n(n+ 1)

(2n− 1)(2n+ 1)(2n+ 3)
.

Решение. Подынтегральная функция будет четной при любом n,
так как Pn+1(x) и Pn−1(x) одновременно четные или нечетные функ-
ции. Из рекуррентного соотношения

(n+ 1)Pn+1(x)− (2n+ 1)xPn(x) + nPn−1(x) = 0

выразим

xPn+1(x) =
1

2n+ 3
[(n+ 2)Pn+2(x) + (n+ 1)Pn(x)],

xPn−1(x) =
1

2n− 1
[nPn(x) + (n− 1)Pn−2(x)].

Тогда в силу ортогональности {Pn(x) : n = 0,∞} на ]−1, 1[ получим

1Z

0

x2Pn+1(x)Pn−1(x)dx =

=
1

2

n(n+ 1)

(2n− 1)(2n+ 3)

1Z

−1

P 2
n(x)dx =

n(n+ 1)

(2n− 1)(2n+ 1)(2n+ 3)
.

Пример 18.5. Показать, что интеграл

J =

1Z

−1

x(1− x2)P ′
n(x)P

′
m(x)dx

равен нулю при m− n 6= ±1 и найти его значение при m− n = ±1.
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Решение. Из соотношения (17.11) найдем

(1− x2)P ′
n(x) =

n(n+ 1)

2n+ 1
[Pn−1(x)− Pn+1(x)].

Очевидно, что
xP ′

m(x) = [xPm(x)]′ − Pm(x).

Тогда

J =

1Z

−1

x(1− x2)P ′
n(x)P

′
m(x)dx =

=
n(n+ 1)

2n+ 1

1Z

−1

[xPm(x)]′[Pn−1(x)− Pn+1(x)]dx

при условии m 6= n ± 1 (или m − n 6= ±1) в силу ортогональности
{Pn(x) : n = 0,∞} на ]− 1, 1[.

Проведем интегрирование по частям, положив

U = Pn−1(x)− Pn+1(x), dV = [xPm(x)]′dx,

тогда dU = [P ′
n−1(x) − P ′

n+1(x)]dx, V = xPm(x). Внеинтегральное
слагаемое равно нулю, так как Pn−1(1) − Pn+1(1) = 0, Pn−1(−1) −
Pn+1(−1) = 0. Получим

J = n(n+ 1)

1Z

−1

xPn(x)Pm(x)dx.

Из рекуррентной формулы

(n+ 1)Pn+1(x)− (2n+ 1)xPn(x) + nPn+1(x) = 0

выразим xPn(x). Тогда

J =
n(n+ 1)2

2n+ 1

1Z

−1

Pn+1(x)Pm(x)dx+

+
n2(n+ 1)

2n+ 1

1Z

−1

Pn−1(x)Pm(x)dx.

Если m 6= n+ 1 и m 6= n− 1 (или m− n 6= ±1), то J = 0.
Рассмотрим случай m = n+ 1. Имеем
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1Z

−1

x(1− x2)P ′
n(x)P ′

m(x)dx =

=
n(n+ 1)

2n+ 1

1Z

−1

xP ′
n+1(x)[Pn−1(x)− Pn+1(x)]dx =

=
n(n+ 1)

2n+ 1

1Z

−1

[xPn+1(x)]
′[Pn−1(x)− Pn+1(x)]dx−

−n(n+ 1)

2n+ 1

1Z

−1

Pn+1(x)[Pn−1(x)− Pn+1(x)]dx =

= n(n+ 1)

1Z

−1

xPn+1(x)Pn(x)dx+
n(n+ 1)

2n+ 1
‖Pn+1(x)‖2 =

= n(n+ 1)

1Z

−1

h n+ 1

2n+ 1
Pn+1(x) +

n

2n+ 1
Pn−1(x)

i
Pn−1(x)dx+

+
n(n+ 1)

2n+ 1
‖Pn+1(x)‖2 =

=
n(n+ 1)2

2n+ 1
‖Pn+1(x)‖2 +

n(n+ 1)

2n+ 1
‖Pn+1(x)‖2 =

=
2n(n+ 1)(n+ 2)

(2n+ 1)(2n+ 3)
.

Для m = n− 1 аналогично найдем

1Z

−1

x(1− x2)P ′
n(x)P

′
m(x)dx =

2n(n+ 1)(n− 1)

(2n− 1)(2n+ 1)
.

19. Ряд Фурье–Лежандра

♦ Можно показать, что произвольная функция f(x), удо-
влетворяющая условиям Дирихле на отрезке [−1, 1], разла-



138 Глава 3. Классические ортогональные полиномы

гается в ряд по полиномам Лежандра

f(x) =
∞∑

k=0

akPk(x), ak =
2k + 1

2

1∫

−1

f(x)Pk(x)dx. (19.1)

В каждой точке, где функция f(x) непрерывна, ряд (19.1)
сходится к этой функции, а в точках разрыва – к функции
f∗(x) = [f(x+ 0) + f(x− 0)]/2.

� Ряд (19.1) называется рядом Фурье–Лежандра.
♦ Напомним, что функция f(x) удовлетворяет на отрезке

[a, b] условиям Дирихле, если она:
1) равномерно ограничена на [a, b];

2) имеет на [a, b] конечное число экстремумов;

3) непрерывна на [a, b] за исключением, может быть, конеч-
ного числа точек разрыва первого рода.
♦ В случае бесконечного интервала (a = −∞ и/или

b = ∞) функция f(x) удовлетворяет условиям Дирихле, ес-
ли она подчиняется, помимо условий 1 и 2, справедливых на
любом конечном промежутке, дополнительному условию аб-
солютной (или квадратичной) интегрируемости, т.е.

b∫

a

|f(x)|dx <∞.

Пример 19.1. Найти коэффициенты ряда Фурье по полино-
мам Лежандра для функции f(x) = |x|.
Решение. Имеем

|x| =
∞∑

n=0

CnPn(x), −1 6 x 6 1,

где

Cn =
(
n+

1

2

) 1∫

−1

|x|Pn(x)dx.

Очевидно, что C2k+1 = 0, k = 1,∞. Вычислим

C2k =
4k + 1

2

1∫

−1

|x|Pk(x)dx = (4k + 1)

1∫

0

xP2k(x)dx, k = 1,∞.
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При k = 0 непосредственно находим C0 = 1/2. Для k = 1,∞
проведем интегрирование по частям, положив U = x, dV =
P2k(x)dx. Тогда

dU = dx, V =
1

4k + 1
[P2k+1(x)− P2k−1(x)].

Получим

C2k = x[P2k+1(x)− P2k−1(x)]
∣∣∣
1

0
−

1∫

0

[P2k+1(x) − P2k−1(x)]dx =

= −P2k+2(x)− P2k(x)

4k + 3

∣∣∣
1

0
+
P2k(x)− P2k−2(x)

4k − 1

∣∣∣
1

0
=

=
P2k+2(0)− P2k(0)

4k + 3
− P2k(0)− P2k−2(0)

4k − 1
.

Преобразуем полученный результат. Из рекуррентного соот-
ношения

(2n+ 1)xPn(x) = (n+ 1)Pn+1(x) + nPn−1(x)

при x = 0 найдем

(n+ 1)Pn+1(0) = −nPn−1(0).

Тогда

P2k+2(0) = −2k + 1

2k + 2
P2k(0), P2k−2(0) = − 2k

2k − 1
P2k(0).

Подставив, получим

C2k =
[ 1

4k − 1

(
− 2k

2k − 1
− 1
)

+
1

4k + 3

(
− 2k + 1

2k + 2
− 1
)]
P2k(0)

или

C2k = − 4k + 1

(2k − 1)(2k + 2)
P2k(0).

Итак,

C2k = (−1)k+1 (4k + 1)(2k − 1)!!

(2k − 1)(2k + 2)(2k)!!
, k = 1,∞.

или

C2k = (−1)k+1 (4k + 1)(2k − 2)!

22k(k − 1)!(k + 1)!
, k = 1,∞.
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Пример 19.2. Разложить функцию

f(x) =

{
0 при −1 6 x < α
1 при α < x 6 1

в ряд Фурье–Лежандра.

Решение. Функция удовлетворяет условиям разложимости.
Тогда

f(x) =
∞∑

n=0

CnPn(x),

где

Cn =
(
n+

1

2

) 1∫

−1

f(x)Pn(x)dx, n = 0,∞.

Имеем

Cn =
(
n+

1

2

) 1∫

α

Pn(x)dx =

=
(
n+

1

2

) 1

2n+ 1
[Pn+1(x)− Pn−1(x)]

∣∣∣
1

α
=

= −1

2
[Pn+1(α) − Pn−1(α)], n = 1,∞

и

C0 =
1

2

1∫

α

P0(x)dx =
1

2
(1− α).

Здесь мы воспользовались тем, что P0(x) = 1. Искомое разло-
жение запишется в виде

f(x) =
1

2
(1− α)− 1

2

∞∑

n=1

[Pn+1(α) − Pn−1(α)]Pn(x).

В частности, если

f(x) =

{
0 при −1 6 x < 0,
1 при 0 < x 6 1,
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получим

f(x) =
1

2
− 1

2

∞∑

n=1

[Pn+1(0)− Pn−1(0)]Pn(x),

но

Pn+1(0)− Pn−1(0) =

=





0, n = 2k, k = 1,∞;

(−1)k+1 (2k)!(4k + 3)

22k+1k!(k + 1)!
, n = 2k + 1, k = 0,∞.

Тогда

f(x) =
1

2
+

∞∑

k=0

(−1)k
(4k + 3)(2k)!

22k+2k!(k + 1)!
P2k+1(x).

Пример 19.3. Разложить в ряд Фурье по полиномам Лежан-
дра на интервале ]− 1, 1[ функцию f(x) = x2 − x+ 1.

Решение. Так как f(x) – полином второй степени, то в раз-
ложении

f(x) =

∞∑

n=0

CnPn(x)

коэффициенты Cn = 0 при n > 2, т.е.

f(x) = C0P0(x) + C1P1(x) + C2P2(x).

Коэффициенты C0, C1, C2 можно вычислить по формуле

Cn =
(
n+

1

2

) 1∫

−1

f(x)Pn(x)dx

при n = 0, 1, 2 или непосредственно, используя явный вид по-
линомов Лежандра

P0(x) = 1, P1(x) = x, P2(x) =
1

2
(3x2 − 1),

т.е.

x2−x+1 = C0 ·1+C1x+C2
1

2
(3x2−1) =

3

2
C2x

2+C1x+C0−
C2

2
.
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Окончательно получим

x2 − x+ 1 =
4

3
P0(x) − P1(x) +

2

3
P2(x).

Пример 19.4. Разложить функцию

f(x) =

r
1− x

2

в ряд по полиномам Лежандра.

Решение. Для данной функции выполнены достаточные условия
сходимости ряда Фурье–Лежандра. Тогда

f(x) =

∞X

n=0

CnPn(x),

где

Cn =
“
n+

1

2

” 1Z

−1

f(x)Pn(x)dx.

Для нашей функции коэффициенты Cn ряда вычислим, применив
следующий прием. Воспользуемся разложением

1√
1− 2xz + z2

=

∞X

n=0

Pn(x)z
n, |z| < 1 (−1 < x < 1).

Умножим это равенство на f(x) и проинтегрируем от x = −1 до
x = 1. Интегрирование возможно при равномерной сходимости ря-

да
∞P
n=0

Pn(x)zn на [−1, 1], что следует из оценки |Pn(x)| 6 1, спра-

ведливой на интервале −1 6 x 6 1. Приходим к равенству

1√
2

1Z

−1

r
1− x

1− 2xz + z2
dx =

∞X

n=0

zn
1Z

−1

r
1− x

2
Pn(x)dx, |z| < 1.

Вычислим интеграл, стоящий в левой части равенства. Сделаем
подстановку

u =

r
1− x

1− 2xz + z2
.

Тогда

x =
1− u2(1 + z2)

1− 2u2z
, dx = − (1− z)2

2z2

udu

(u2 − 1/2z)2
.

Получим
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J =
1√
2

1Z

−1

r
1− x

1− 2xz + z2
dx =

=
1√
2

(1 + z2)2

2z2

0Z

√
2/(1+z)

u2du

(u2 − 1/2z)2
=

=
(1 + z2)2

2
√

2z2

√
2/(1+z)Z

0

u
udu

u2 − 1/2z
.

Проинтегрируем по частям:

J =
(1 + z2)2

2
√

2z2

n
− u

2u2 − 1/z

˛̨
˛
√

2/(1+z)

0
+

√
2/(1+z)Z

0

du

2u2 − 1/z

o
=

=
(1 + z2)2

2
√

2z2

h
− u

2u2 − 1/z
+

1

4
p

1/2z
ln
u− 1/

√
2z

u+ 1/
√

2z

i˛̨
˛
√

2/(1+z)

0
=

=
(1 + z2)2

2
√

2z2

h√2z(1 + z)

(1− z)2 +

√
2z

4
ln

2
√
z − 1− z

2
√
z + 1− z

i
=

=
(1 + z2)2

2
√

2z2

h√2z(1 + z)

(1− z)2 +

√
2z

2
ln

1−√z
1 +
√
z

i
=

=
1

2z

h
1 + z +

(1− z)2
2
√
z

ln
1−√z
1 +
√
z

i
.

Распишем подробно
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1

2z

h
1 + z +

(1− z)2
2
√
z

ln
1−√z
1 +
√
z

i
=

=
1

2z

n
1 + z +

(1− z)2
2
√
z

(−2)
h√
z +

(
√
z)3

3
+

(
√
z)5

5
+ . . .

io
=

=
1

2z

h
1 + z − (1− z)2

“
1 +

z

3
+
z2

5
+ . . .

”i
=

=
1

2z

h
1 + z − (1− z)2

∞X

n=1

zn−1

2n− 1

i
=

=
1

2z

h
1 + z −

∞X

n=1

zn−1

2n− 1
| {z }

n−1=k

+2
∞X

n=1

zn

2n− 1
| {z }

n=k

−
∞X

n=1

zn+1

2n− 1
| {z }

n+1=k

i
=

=
1

2z

h
1 + z −

∞X

k=0

zk

2k + 1
+ 2

∞X

k=1

zk

2k − 1
−

∞X

k=2

zk

2k − 3

i
=

=
1

2z

h
1 + z − 1− z

3
+ 2z −

∞X

k=2

“ 1

2k + 1
− 2

2k − 1
+

1

2k − 3

”
zk

i
=

=
4

3
− 4

∞X

k=2

zk−1

(4k2 − 1)(2k − 3)
.

Положив в последней сумме k − 1 = n, получим

1

2z

h
1 + z +

(1− z)2
2
√
z

ln
1−√z
1 +
√
z

i
=

4

3
− 4

∞X

n=1

zn

(4n2 − 1)(2n− 3)
.

Итак, мы приходим к равенству

4

3
− 4

∞X

n=1

zn

(4n2 − 1)(2n− 3)
=

∞X

n=0

“ 1Z

−1

r
1− x

2
Pn(x)dx

”
zn.

Отсюда

1Z

−1

r
1− x

2
P0(x)dx =

4

3
,

1Z

−1

r
1− x

2
Pn(x)dx = − 4

(4n2 − 1)(2n+ 3)
, n = 1,∞.

Но
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Cn =
“
n+

1

2

” 1Z

−1

r
1− x

2
Pn(x)dx,

следовательно, C0 = 2/3,

Cn = − 2

(2n− 1)(2n+ 3)
, n = 1,∞.

Искомое разложение имеет вид
r

1− x
2

=
2

3
P0(x)− 2

∞X

n=1

1

(2n− 1)(2n+ 3)
Pn(x), −1 < x < 1.

Пример 19.5. Разложить функцию

f(x) =
1√

1− x2

в ряд по полиномам Лежандра.

Решение. Разложение имеет вид

f(x) =
∞X

n=0

CnPn(x),

где

Cn =
“
n+

1

2

” 1Z

−1

f(x)Pn(x)dx, n = 0,∞.

Так как функция f(x) – четная, то C2k+1 = 0, а

C2k =
4k + 1

2

1Z

−1

1√
1− x2

P2k(x)dx =
4k + 1

2

πZ

0

P2k(cos θ)dθ,

где k = 0,∞. Использовав соотношение (16.10), запишем

P2k(cos θ) = 2
(4k − 1)!!

(4k)!
cos 2kθ + 2

(4k − 3)!!

(2k − 2)!!

1

2
cos(2k − 2)θ +

+2
(4k − 5)!!

(4k − 4)!!

1 · 3
2 · 4 cos(2k − 4)θ + · · ·+ (4k − 2k − 1)!!

(4k − 2k)!!

(2k − 1)!!

(2k)!!
.

Проинтегрировав это равенство от θ = 0 до θ = π, найдем

πZ

0

P2k(cos θ)dθ =
h (2k − 1)!!

(2k)!!

i2

π, k = 1,∞.

Тогда
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C2k =
4k + 1

2

h (2k − 1)!!

(2k)!!

i2

π, k = 1,∞.

Непосредственно вычислим

C0 =
1

2

1Z

−1

dx√
1− x2

=
1

2
arcsin x

˛̨
˛
1

−1
=
π

2
.

Итак, для −1 < x < 1 имеем

1√
1− x2

=
π

2
P0(x) +

π

2

∞X

k=1

(4k + 1)
h (2k − 1)!!

(2k)!!

i2

P2k(x).

Проинтегрировав это равенство в пределах от 0 до x, получим раз-
ложение

arcsin x =
π

2
P1(x) +

π

2

∞X

k=1

h (2k − 1)!!

(2k)!!

i2

[P2k+1(x)− P2k−1(x)].

Пример 19.6. Найти сумму ряда

Φ(x, y, z) =
∞X

n=0

Pn(x)Pn(y)z
n, (19.2)

|x| < 1, |y| < 1, 0 6 z < 1.

Решение. Воспользуемся представлением полиномов Лежандра
Pn(x) через интеграл Лапласа (16.8). Поменяв местами интегри-
рование и суммирование, получим

Φ(x, y, z) =
1

π

πZ

0

R(x, y, z, θ)dθ, (19.3)

где обозначено

R(x, y, z, θ) =

∞X

n=0

[(x+ i
p

1− x2 cos θ)z]nPn(y).

Подынтегральное выражение R(x, y, z, θ) в (19.3) можно просумми-
ровать по n, если воспользоваться определением полиномов Лежан-
дра через производящую функцию. С учетом (16.2), где положим

ω = z(x+ i
p

1− x2 cos θ),

получим

R(x, y, z, θ) =

∞X

n=0

ωnPn(y) =
1p

1 + ω2 − 2ωy
=
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=
1q

ω − y + i
p

1− y2

1q
ω − y − i

p
1− y2

. (19.4)

Проведем в (19.3) замену переменных с помощью соотношений

cos θ =
1− (1 + γ) sin2 ϕ

1− (1− γ) sin2 ϕ
, dθ =

2
√
γdϕ

1− (1− γ) sin2 ϕ
, (19.5)

где

γ =
zx− y − i

p
1− y2 + iz

√
1− x2

zx− y − i
p

1− y2 − iz
√

1− x2
,

θ1 = 0, ϕ1 = 0, θ2 = π, ϕ2 = π/2. После такой замены получим

Φ(x, y, z) =
2

πa

π/2Z

0

dϕ

1− k2 sin2 ϕ
; k2 = 1− b2

a2
, (19.6)

a2 = 1 + z2 + 2z[
p

(1− x2)(1− y2)− xy],
b2 = 1 + z2 − 2z[

p
(1− x2)(1− y2) + xy].

Таким образом, функция Φ(x, y, z) выражается через полный эл-
липтический интеграл первого рода K(k) (см. [16], стр. 919, разд.
8.112.1)

Φ(x, y, z) =
2

πa
K(k). (19.7)

Пример 19.7. Найти сумму ряда

F (x, y, z) =
∞X

n=0

2n+ 1

2
Pn(x)Pn(y)z

n, (19.8)

|x| < 1, |y| < 1, 0 6 z < 1

и показать, что для полиномов Лежандра справедливо условие пол-
ноты (2.9)

lim
z→1−0

F (x, y, z) = δ(x− y), |x| < 1, |y| < 1. (19.9)

Решение. Заметим, что имеет место тождество

F (x, y, z) =
1

2
Φ + z

∂Φ

∂z
, (19.10)

где Φ(x, y, z) определена формулой (19.7). Учтем непосредственно
проверяемые соотношения (см. обозначения примера 19.6)

∂a

∂z
=
a2 − 1 + z2

2az
,

∂k

∂z
=

(1− z2)k

2a2z
(19.11)
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и выражение (см. [16], стр. 921, разд. 8.112.2) для производной пол-
ного эллиптического интеграла первого рода

k
dK(k)

dk
=

E(k)

1− k2
−K(k), (19.12)

где E(k) – полный эллиптический интеграл второго рода (см. [16],
стр. 921, разд. 8.112.2), и получим для F (x, y, z) выражение

F (x, y, z) =
(1− z2)E(k)

πab2
. (19.13)

Рассмотрим для произвольной функции ϕ(x), непрерывной на
отрезке [−1, 1], интеграл

J(x, z) =

1Z

−1

F (x, y, z)ϕ(y)dy. (19.14)

Сделаем в нем замену переменных

y = x+ (1− z)
√

1− x2t, (19.15)

− 1

1− z

r
1 + x

1− x 6 t 6
1

1− z

r
1− x
1 + x

,

после чего перейдем к пределу z→ 1 − 0. Учтем, что при z→ 1 − 0
справедливы асимптотическое оценки (см. разд. <Простейшие асимп-
тотические оценки> части I)

a2 ∼ 4(1− x2), b2 ∼ (1− z)2(1 + t2), k ∼ 1, E(1) ∼ 1. (19.16)

В результате для J(x, z) найдем

lim
z→1−0

J(x, z) = ϕ(x)
1

π

1Z

−1

dt

1 + t2
= ϕ(x), (19.17)

что и доказывает соотношение (19.9).

Пример 19.8. Найти сумму ряда

S(t, x) =
∞X

n=1

tn

n
Pn(x). (19.18)

♦ Этот ряд используется при построении функции Грина внут-
ренней задачи Неймана.
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Решение. Для вычисления суммы этого ряда представим (16.2) в
виде

1√
1− 2tx+ t2

= 1 +

∞X

n=1

Pn(x)tn.

Это соотношение проинтегрируем по t, предварительно разделив
обе его части на t:

Z
dt

t
√

1− 2tx+ t2
=

Z
dt

t
+

∞X

n=1

Pn(x)

Z
tn−1dt.

Тогда Z
dt

t
√

1− 2tx+ t2
= ln t+

∞X

n=1

tn

n
Pn(x).

Отсюда находим выражение для искомой суммы (19.18)

S(t, x) =
∞X

n=1

tn

n
Pn(x) = − ln t+

Z
dt

t
√

1− 2tx+ t2
. (19.19)

Для вычисления интеграла в правой части воспользуемся первой
подстановкой Эйлера

p
1− 2tx+ t2 = y − t, (19.20)

тогда
Z

dt

t
√

1− 2tx+ t2
= ln

t(x+ 1)

1− xt+
√
t2 − 2tx+ 1

+C,

где C – произвольная функция переменной x. Возвратившись к
(19.18), имеем

∞X

n=1

tn

n
Pn(x) = ln

x+ 1

1− xt+
√
t2 − 2tx+ 1

+ C. (19.21)

Произвольную постоянную C можно вычислить, положив t = 0 в
(19.21):

C = − ln
x+ 1

2
.

В результате сумма ряда (19.18) будет равна

∞X

n=1

tn

n
Pn(x) = ln

2

1− xt+
√
t2 − 2tx+ 1

. (19.22)

Пример 19.9. Найти сумму ряда

S(t, x) =
∞X

n=0

tn+1

n+ 1
Pn(x). (19.23)
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Решение. Разложение (16.2) проинтегрируем по t:

I =

Z
dt√

1− 2tx+ t2
=

Z ∞X

n=0

tnPn(x)dt =
∞X

n=1

tn+1

n+ 1
Pn(x). (19.24)

Вычисление интеграла (19.24) с помощью подстановки (19.20) дает

I =

Z
dy

y − x = ln(y − x) + C = ln(t− x+
p

1− 2tx+ t2) + C.

Определение постоянной, как и в предыдущем случае, приводит к

C = − ln(1− x).

В результате ряд (19.23) можно представить в виде

∞X

n=1

tn+1

n+ 1
Pn(x) = ln

t− x+
√

1− 2tx+ t2

1− x , |t| < 1. (19.25)

20. Присоединенные функции Лежандра

� Функции

Pmn (x) = (1− x2)m/2P (m)
n (x) (20.1)

называются присоединенными функциями Лежандра (см. рис.
15 и 16).

♦ Заметим, что при m > n присоединенные функции Ле-
жандра Pmn (x) тождественно равны нулю, а при m = 0 совпа-
дают с полиномами Лежандра, т.е. P 0

n = Pn(x).

Пример 20.1. Найти явный вид функций Лежандра P 1
1 (x),

P 1
2 (x).

Рис. 15 Рис. 16
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Решение. Действительно, P1(x) = x, P2(x) = (3x2−1)/2. Сле-

довательно, P
(1)
1 (x) = 1, P

(1)
2 (x) = 3x. Окончательно получим

P 1
1 (x) =

√
1− x2, P 1

2 (x) = 3x
√

1− x2.

Теорема 20.1. Присоединенные функции Лежандра Pmn удо-
влетворяют уравнению

d

dx

[
(1 − x2)

dy

dx

]
+
[
n(n+ 1)− m2

1− x2

]
y = 0. (20.2)

Уравнение (20.2) называется уравнением Лежандра порядка
m, или уравнением для присоединенных функций Лежандра.

Доказательство. Продифференцируем уравнение Лежандра

(1− x2)P ′′
n − 2xP ′

n + n(n+ 1)Pn = 0

m раз по x и воспользуемся формулой Лейбница. Тогда

(1− x2)P
(m+2)
n − 2xmP

(m+1)
n − 2m(m− 1)

2
P (m)
n −

−2xP
(m+1)
n − 2mP

(m)
n + (n+ 1)nP

(m)
n = 0

или

(1 − x2)[P
(m)
n ]′′ − 2x(m+ 1)[P

(m)
n ]′−

−[m(m+ 1) + n(n+ 1)]P
(m)
n = 0. (20.3)

Пусть y(x) = (
√

1− x2)mP
(m)
n . Тогда

P (m)
n (x) = (1− x2)−m/2y(x),

[P (m)
n (x)]′ = mx(1− x2)−(m+2)/2y(x) + (1 − x2)−m/2y′(x),

[P (m)
n (x)]′′ = m(1− x2)−(m+2)/2y(x) +

+m(m+ 2)x2(1 − x2)−(m+4)/2y(x) +

+2mx(1− x2)−(m+2)/2y′(x) + (1− x2)−m/2y′′(x).

Подставив эти выражения в формулу (20.3), получим

(1− x2)[m(1 − x2)−(m+2)/2y(x) +

+m(m+ 2)x2(1− x2)−(m+4)/2y(x) +

+2mx(1− x2)−(m+2)/2y′(x) + (1 − x2)−m/2y′′(x)]−
−2x(m+ 1)[mx(1 − x2)−(m+2)/2y(x) + (1− x2)−m/2y′(x)] −

−[m(m+ 1)− n(n+ 1)](1− x2)−m/2y(x) = 0.
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Сократив на множитель (1−x2)−m/2 и приведя подобные, по-
лучим

(1− x2)y′′ − 2xy′ + n(n+ 1)y − m2

1− x2
y = 0,

что и требовалось доказать.

Следствие. Для присоединенных функций Лежандра спра-
ведливы следующие рекуррентные соотношения:

Pm+1
n (x)− 2mx√

1− x2
Pmn (x)+

+(n+m)(n−m+ 1)Pm−1
n (x) = 0. (20.4)

[(1− x2)m/2Pmn (x)]′+
+(n+m)(n−m+ 1)(1− x2)(m−1)/2Pm−1

n (x). (20.5)

Доказательство. Заменив в соотношении (20.3) m на m− 1,
имеем

(1 − x2)P (m+1)
n − 2xmP (m)

n − [n(n+ 1)−m(m− 1)]P (m−1)
n = 0.

С учетом того, что

n(n+ 1)−m(m− 1) = n2 −m2 + n+m = (n+m)(n−m+ 1),

запишем

(1−x2)P (m+1)
n −2xmP (m)

n +(n+m)(n−m+1)P (m−1)
n = 0. (20.6)

Домножив (20.6) на (1− x2)(m−1)/2, получим

(1− x2)(m+1)/2P
(m+1)
n (x)− 2mx√

1− x2
(1 − x2)m/2P (m)

n (x) +

+(n+m)(n−m+ 1)(1− x2)(m−1)/2P
(m−1)
n (x) = 0,

откуда с учетом определения (20.1) и следует рекуррентная
формула (20.4).

Домножив (20.6) на (1 − x2)m−1, найдем

(1− x2)mP
(m+1)
n − 2mx(1 − x2)m−1P

(m)
n +

+(n+m)(n−m+ 1)(1− x2)m−1P
(m−1)
n = 0
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или

[(1 − x2)mP (m)
n ]′+

+(n+m)(n−m+ 1)(1− x2)m−1P
(m−1)
n = 0, (20.7)

откуда с учетом определения (20.1) и следует рекуррентная
формула (20.5).

Теорема 20.2. Присоединенные функции Лежандра Y = Pmn (x)
являются решениями следующей задачи Штурма–Лиувилля

[(1− x2)y′]′ + λy − m2

1− x2
y = 0, (20.8)

lim
|x|→1−0

∣∣y(x)
∣∣ <∞ (20.9)

с собственными значениями λn = n(n+ 1).

Доказательство. Пока без доказательства.

Теорема 20.3. Присоединенные функции Лежандра образу-
ют на интервале ] − 1, 1[ ортогональную с весом ρ(x) = 1
систему функций с соотношением ортогональности

1∫

−1

Pmk (x)Pmn (x)dx =
2(n+m)!

(2n+ 1)(n−m)!
δnk. (20.10)

Доказательство. Обозначим

Amk,n =

1∫

−1

Pmk (x)Pmn (x)dx. (20.11)

Тогда из определения присоединенных функций Лежандра по-
лучим

Amk,n =

1∫

−1

(1− x2)m
[ dm
dxm

Pn(x)
][ dm
dxm

Pk(x)
]
dx.

Проведем интегрирование по частям, положив

U = (1− x2)mP (m)
n (x), dV = P

(m)
k (x)dx.



154 Глава 3. Классические ортогональные полиномы

Получим

Amk,n = (1 − x2)mP
(m)
n (x)P

(m−1)
k (x)

∣∣∣
1

−1
−

−
1∫

−1

P
(m−1)
k (x)[(1 − x2)mP (m)

n (x)]′dx. (20.12)

Очевидно, что внеинтегральное слагаемое равно нулю.
Использовав рекуррентное соотношение (20.7), выражение

(20.12) можно записать в виде

Amk,n = (n−m+ 1)(n+m)

1∫

−1

P
(m−1)
k (x)(1− x2)m−1P (m−1)

n (x)dx

или, согласно (20.11),

Amk,n = (n−m+ 1)(n+m)Am−1
k,n . (20.13)

Применим формулу (20.13) к Am−1
k,n , Am−2

k,n и т.д. Получим

Amk,n =
(n+m)!

(n−m)!
A0
k,n. (20.14)

В силу (20.11) и (18.2)

A0
k,n = ‖Pn(x)‖2δkn =

2

2n+ 1
δkn,

и теорема доказана.
Можно показать, что справедливо следующее

Утверждение 20.1. Если функция f(x) удовлетворяет усло-
виям Дирихле на интервале ] − 1, 1[, то для функции f(x)
справедливо разложение

f(x) =

∞∑

n=m

Cmn P
m
n (x), (20.15)

где

Cmn =
2n+ 1

2

(n−m)!

(n+m)!

1∫

−1

f(x)Pmn (x)dx

— коэффициенты Фурье, а сам ряд (20.15) называется рядом
Фурье по присоединенным функциям Лежандра.
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Теорема 20.4. Для присоединенных функций Лежандра при
0 < k,m 6 n справедливо условие ортогональности

1∫

−1

P kn (x)Pmn (x)
dx

1 − x2
=

1

m

(n+m)!

(n−m)!
δmk. (20.16)

Доказательство. 1. Докажем ортогональность этих функций. Со-
гласно (20.2), функции P kn (x) удовлетворяют уравнению

(1− x2)y′′ − 2xy′ +
“
λ− k2

1− x2

”
y = 0 при λ = n(n+ 1).

Следовательно,

(1− x2)[P kn (x)]′′ − 2x[P kn (x)]′ +
h
n(n+ 1)− k2

1− x2

i
P kn (x) = 0;

(1− x2)[Pmn (x)]′′ − 2x[Pmn (x)]′ +
h
n(n+ 1)− m2

1− x2

i
Pmn (x) = 0.

Умножим эти соотношения, соответственно, на Pmn (x) и P kn (x) и
вычтем из первого второе. Найдем

h
(1− x2){[P kn (x)]′Pmn (x)− [Pmn (x)]′P kn (x)}

i′
+

+
m2 − k2

1− x2
P kn (x)Pmn (x) ≡ 0.

Проинтегрировав в пределах от x = −1 до x = 1, получим

1Z

−1

P kn (x)Pmn (x)
dx

1− x2
= 0 при m 6= k.

Тем самым доказана ортогональность присоединенных функ-
ций Лежандра, у которых нижние индексы одинаковы, а верхние
различны, на интервале ]− 1, 1[ с весом ρ(x) = 1/(1− x2).

2. Вычислим интеграл (20.16) при k = m. Обозначим

Bmn =

1Z

−1

[Pmn (x)]2
dx

1− x2

или с учетом определения (20.1)

Bmn =

1Z

−1

(1− x2)m−1[P (m)
n (x)]2dx.



156 Глава 3. Классические ортогональные полиномы

Один из полиномов P
(m)
n (x) преобразуем по формуле (20.3). Тогда

Bmn =
1

(n+m+ 1)(n−m)

1Z

−1

(1− x2)m−1P (m)
n (x)×

×[2(m+ 1)xP
(m+1)
n (x)− (1− x2)P

(m+2)
n (x)]dx =

=
−1

(n+m+ 1)(n−m)

 1Z

−1

(1− x2)mP (m)
n (x)P (m+2)

n (x)dx−

−2(m+ 1)

1Z

−1

(1− x2)m−1xP (m)
n (x)P (m+1)

n (x)dx

ff
. (20.17)

Перейдем в первом интеграле от полиномов P
(m)
n (x) к функциям

Pmn (x). В силу доказанной ортогональности присоединенных функ-
ций Лежандра по верхнему индексу имеем

1Z

−1

(1− x2)mP (m)
n (x)P (m+2)

n (x)dx =

=

1Z

−1

Pmn (x)Pm+2
n (x)

dx

1− x2
= 0. (20.18)

Второй интеграл в (20.17) проинтегрируем по частям, положив

U = P
(m)
n (x)P

(m+1)
n (x),

dU = {[P (m+1)
n (x)]2 + P

(m)
n (x)P

(m+2)
n (x)}dx;

dV = (1− x2)m−1xdx, V = − 1

2m
(1− x2)m.

Тогда

1Z

−1

(1− x2)m−1xP (m)
n (x)P (m+1)

n (x)dx =

= − 1

2m
(1− x2)mP (m)

n (x)P (m+1)
n (x)

˛̨
˛
1

−1
+

+
1

2m

 1Z

−1

(1− x2)m[P (m+1)
n (x)]2dx+

+

1Z

−1

(1− x2)mP (m)
n (x)P (m+2)

n (x)dx

ff
.
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Внеинтегральное слагаемое равно нулю. С учетом (20.18) последний
интеграл также равен нулю. Тогда

1Z

−1

(1− x2)m−1xP (m)
n (x)P (m+1)

n (x)dx =

=
1

2m

1Z

−1

(1− x2)m[P (m+1)
n (x)]2dx =

1

2m
Bm+1
n . (20.19)

Здесь мы воспользовались определением коэффициентов Bmn .
Подставив (20.19) в (20.17), получим рекуррентное соотношение

Bmn =
m+ 1

m(n+m+ 1)(n−m)
Bm+1
n . (20.20)

Применив полученное соотношение (n−m− 1) раз, имеем

Bmn =
n(m+ n)!

m(n−m)!(2n)!
Bnn .

Из определения коэффициентов Bmn запишем

Bnn =

1Z

−1

[Pnn (x)]2
dx

1− x2
=

=

1Z

−1

(1− x2)n−1[P (n)
n (x)]2dx =

“ (2n)!

2nn!

”2
1Z

−1

(1− x2)n−1dx.

Здесь мы воспользовались соотношением

P (n)
n (x) =

(2n)!

2nn!
,

которое следует из формулы Родрига для полиномов Лежандра. В
интеграле

I =

1Z

−1

(1− x2)n−1dx = 2

1Z

0

(1− x2)n−1dx

сделаем замену переменных x2 = t. Тогда

I =

1Z

0

t1/2−1(1− t)n−1dt = B
“1

2
, n

”
=

Γ(1/2)Γ(n)

Γ(n+ 1/2)
=

=

√
π(n− 1)!

(2n− 1)!!
√
π/(2n)

=
22n(n!)2

n(2n− 1)!!n!2n
=

22n(n!)2

n(2n)!
,
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откуда

Bnn =
(2n)!

n
и, соответственно,

Bmn =
(n+m)!

m(n−m)!
,

и теорема доказана.

Пример 20.2. Показать, что система функций {P (k)
2m (x):m = 0,∞}

ортогональна с весом (1− x2)k на интервале ]0, 1[.

Решение. Из (20.10) следует, что

1Z

−1

P kn (x)P ks (x)dx = 0 при n 6= s

или
1Z

−1

(1− x2)k
dk

dxk
Pn(x)

dk

dxk
Ps(x)dx = 0 при n 6= s.

В частности,

1Z

−1

(1− x2)k
dk

dxk
P2m(x)

dk

dxk
P2l(x)dx = 0 при m 6= l.

Так как подынтегральная функция четна при любом k, то

1Z

0

(1− x2)k
dk

dxk
P2m(x)

dk

dxk
P2l(x)dx = 0 при m 6= l,

что и требовалось доказать.

Пример 20.3. Найти несколько первых членов ряда Фурье по при-
соединенным функциям Лежандра второго порядка на интервале
]− 1, 1[ для функции

f(x) =


1 при x > 0,
−1 при x < 0.

Решение. Так как 0 6 k 6 n, k = 2, то n = 2,∞, т.е. суммирование
ведется от n = 2:

f(x) = C2P
2
2 (x) + C3P

2
3 (x) + · · ·+CnP

2
n(x) + . . . ;

Cn =
2n+ 1

2

(n− 2)!

(n+ 2)!

1Z

−1

f(x)P 2
n(x)dx.
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Здесь

P 2
n(x) = (1− x2)

d2Pn(x)

dx2
.

Так как по условию f(x) – нечетная функция, а P 2
n(x) – четная

при n = 2k, то C2k = 0, k = 1,∞. Вычислим C2k+1, k = 1,∞, по
формуле

C2k+1 =
4k + 1

2

(2k − 1)!

(2k + 3)!
2

1Z

0

(1− x2)
d2

dx2
P2k+1(x)dx.

Имеем

C3 =
7

2

1!

5!
2

1Z

0

(1− x2)
d2

dx2

“5

2
x3 − 3

2
x

”
dx =

7

32
;

C5 =
11

2

3!

7!
2

1Z

0

(1− x2)
d2

dx2

“63

8
x5 − 70

8
x3 +

15

8
x

”
dx =

=
11 · 3!

7!

1Z

0

1

8
(63 · 20x3 − 70 · 6x− 63 · 20x5 − 70 · 6x3)dx =

=
11 · 3!
7!8

“63 · 20
4
− 70 · 6

2
− 63 · 20

6
− 70 · 6

4

”
dx = 0;

C7 =
15

2

5!

9!
2

1Z

0

(1− x2)
d2

dx2
P7(x)dx.

Получили

f(x) =
7

32
P 2

3 (x) + . . . , −1 < x < 1.

Теорема 20.5. Функция

Fm(x, t) =
(2m)!(1− x2)m/2

2mm!(1− 2xt+ t2)(2m+1)/2
(20.21)

является производящей функцией для присоединенных функций Ле-
жандра, т.е.

F (x, t) =

∞X

l=0

Pmm+l(x)t
l. (20.22)

Доказательство. Из (20.21) имеем

(1− 2xt+ t2)−1/2 =

∞X

n=0

Pn(x)t
n.
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Продифференцировав это равенство m раз по x, получим

(2m− 1)!!tm(1− 2xt+ t2)−(2m+1)/2 =

∞X

n=m

dmPn(x)

dxm
tn.

Умножив полученное соотношение на (1−x2)m/2 и разделив на tm,
приходим к равенству

(1− x2)m/2(2m− 1)!!(1− 2xt+ t2)−(2m+1)/2 =

=
∞X

n=m

(1− x2)m/2
dmPn(x)

dxm
tn−m.

Введем новый индекс суммирования l = n−m. Тогда

(1− x2)m/2(2m− 1)!!

(1− 2xt+ t2)(2m+1)/2
=

∞X

l=0

(1− x2)m/2
dmPm+l(x)

dxm
tl.

Но, согласно определению (20.1),

(1− x2)m/2
dmPk+s(x)

dxk
= Pmk+s(x).

Следовательно,

(1− x2)m/2(2m)!

2mm!(1− 2xt+ t2)(2m+1)/2
=

∞X

l=0

(1− x2)m/2Pmm+l(x)t
l,

что и требовалось доказать.

Пример 20.4. Вычислить

1Z

0

(1− x2)[P ′
n(x)]2dx.

Решение. В силу четности подынтегральной функции

J =

1Z

0

(1− x2)[P ′
n(x)]2dx =

1

2

1Z

−1

(1− x2)[P ′
n(x)]

2dx.

Проинтегрируем по частям, положив U = (1 − x2)P ′
n(x), dV =

P ′
n(x)dx. Тогда V = Pn(x),

dU =
d

dx
[(1− x2)P ′

n(x)]dx = −n(n+ 1)Pn(x)dx.

Найдем
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J =
1

2
(1− x2)P ′

n(x)Pn(x)
˛̨
˛
1

−1
+

1

2
n(n+ 1)‖Pn(x)‖2 =

n(n+ 1)

2n+ 1
.

Если использовать присоединенные функции Лежандра, то

(1− x2)1/2
dPn(x)

dx
= P 1

n(x)

и
1Z

0

(1− x2)[P ′
n(x)]2dx =

1

2

1Z

−1

[P 1
n(x)]2dx =

=
1

2
‖P 1

n(x)‖2 =
1

2

(n+ 1)!

(n− 1)!

2

2n+ 1
=
n(n+ 1)

2n+ 1
.

21. Сферические функции

� Функции

Y mn (θ, ϕ) = eimϕPmn (cos θ) (21.1)

называются сферическими функциями, или сферическими гар-
мониками первого рода (см. рис. 17 – 24).

Теорема 21.1. Функции Y mn (θ, ϕ) удовлетворяют уравнению

1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂Y

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2Y

∂ϕ2
+ n(n+ 1)Y = 0. (21.2)

Доказательство. Подставим в (21.2) Y (θ, ϕ) = eimϕy(θ). Со-
кратив на eimϕ, для функции y(θ) получим уравнение

1

sin θ

d

dθ

(
sin θ

dy

dθ

)
+
(
− m2

sin2 θ
+ n(n+ 1)

)
y = 0. (21.3)

Сделаем в этом уравнении замену переменных cos θ = x.
Тогда

sin θ =
√

1− x2,

d

dθ
=
dx

dθ

d

dx
= − sin θ

d

dx
=
√

1− x2
d

dx
.

Окончательно получим

d

dx

[
(1 − x2)

dy

dx

]
+
[
n(n+ 1)− m2

1− x2

]
y = 0. (21.4)
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Рис. 17

Рис. 18

Рис. 19

Рис. 20
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Рис. 21

Рис. 22

Рис. 23

Рис. 24
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Уравнение (21.4) — уравнение Лежандра порядка m. Следо-
вательно, функции y(x) = Pmn (x) удовлетворяют уравнению
(21.4), а функции (21.1) — уравнению (21.2). Таким образом,
теорема доказана.

Можно показать (см., например, [62], стр. 684), что спра-
ведлива следующая теорема:

Теорема 21.2. Сферические функции Y mn (θ, ϕ) при любом ϕ
являются собственными для задачи Штурма–Лиувилля

1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂Y

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2Y

∂ϕ2
+ λY = 0; (21.5)

|Y (θ, ϕ)| <∞, Y (θ, ϕ + 2π) = Y (θ, ϕ).

� Ограниченные решения уравнения (21.5), обладающие
непрерывными частными производными до второго порядка
включительно, называются сферическими функциями.

Теорема 21.3. Функции Y mn (θ, ϕ) обладают свойством ор-
тогональности

2π∫

0

dϕ

π∫

0

Y mn (θ, ϕ)Y lk (θ, ϕ) sin θ dθ =

=
4π

2n+ 1

(n+m)!

(n−m)!
δmlδnk. (21.6)

Доказательство непосредственно следует из свойства орто-
гональности присоединенных функций Лежандра Pmn (x) (21.4),
если в них сделать замену переменных x = cos θ, и условия

2π∫

0

ei(m−l)ϕdϕ = 2πδml.

22. Полиномы Эрмита

� Функция

H(x, t) = e2xt−t
2

(22.1)

называется производящей функцией полиномов Эрмита.
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Теорема 22.1. Коэффициенты разложения функции (22.1) в
ряд Тейлора по t

H(x, t) =

∞∑

n=0

Hn(x)
tn

n!
(22.2)

являются полиномами степени n.
Полиномы Hn(x) называются полиномами Эрмита или

полиномами Чебышева–Эрмита.

Доказательство. Так как функция H(x, t) – аналитическая
по x и t, то

Hn(x) =
∂nH(x, t)

∂tn

∣∣∣
t=0

=
n!

2πi

∮

γ

e2ωx−ω
2

ωn+1
dω, (22.3)

где γ – произвольный замкнутый контур, содержащий точку
ω = 0. Но 2ωx− ω2 = x2 − (x− ω)2, поэтому

Hn(x) =
ex

2

n!

2πi

∮

γ

e−(x−ω)2

ωn+1
dω.

Сделаем замену переменных x−ω = z, ω = −(z−x), dω = −dz,
а контур γ перейдет в произвольный контур γ̃, охватывающий
точку z = x. Тогда

Hn(x) = ex
2 n!

2πi
(−1)n

∮

γ̃

e−z
2

(z − x)n+1
dz (22.4)

или

Hn(x) = (−1)nex
2 dn

dxn

[ 1

2πi

∮

γ̃

e−z
2

z − xdz
]
.

Согласно интегральной формуле Коши,

1

2πi

∮

γ̃

e−z
2

z − xdz = e−x
2

.

Таким образом,

Hn(x) = (−1)nex
2 dn

dxn
e−x

2

, (22.5)
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откуда следует, что Hn(x) есть полиномы степени n.
� Соотношение (22.5) называется формулой Родрига для

полиномов Эрмита.

Пример 22.1. Получить явный вид полиномов ЭрмитаH0(x),
H1(x), H2(x) и показать, что

Hn(−x) = (−1)nHn(x). (22.6)

Решение. 1. Из формулы Родрига (22.5) имеем

H2(x) = (−1)2ex
2

(e−x
2

)′′ = ex
2

(−2xe−x
2

)′ =

= ex
2

(−2 + 4x2)e−x
2

= 4x2 − 2,

т.е. H2(x) = 4x2 − 2. Аналогично находим, что H0(x) = 1,
H1(x) = 2x (см. рис. 25).

Рис. 25

2. Поскольку H(−x,−t) = H(x, t), то

∞∑

n=0

H(−x) (−1)ntn

n!
=

∞∑

n=0

H(x)
tn

n!
,

что возможно лишь в том случае, если справедливо соотноше-
ние (22.6).

Пример 22.2. Вычислить Hn(0) при любом n.

Решение. Положив в разложении

e2xt−t
2

=

∞∑

n=0

1

n!
Hn(x)tn
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x = 0, получим

e−t
2

=

∞∑

n=0

1

n!
Hn(0)tn.

С другой стороны,

e−t
2

=

∞∑

k=0

(−1)k
t2k

k!
.

Тогда

H2k+1(0) = 0,
1

(2k)!
H2k(0) = (−1)k

1

k!
, k = 0,∞,

или

H2k(0) = (−1)k
(2k)!

k!
, k = 0,∞.

Пример 22.3. Показать, что для полиномов Эрмита справед-
ливо следующее представление:

Hn(x) =

[n/2]∑

l=0

(−1)l
n!

(n− 2l)!l!
(2x)n−2l. (22.7)

Решение. Из определения имеем

e2xt−t
2

=

∞∑

n=0

1

n!
Hn(x)t

n.

С другой стороны,

e2xt−t
2

=

∞∑

k=0

1

k!
(2xt− t2)k =

∞∑

k=0

1

k!
tk(2x− t)k =

=
∞∑

k=0

1

k!
tk

k∑

l=0

(−1)l(2x)k−ltlClk =

=
∞∑

k=0

k∑

l=0

(−1)l
1

k!

k!

l!(k − l)! t
k+l(2x)k−l.
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Введем новый индекс суммирования k + l = n, тогда k − l =
= n − 2l. Так как l = 0, k, то n − 2l > 0, откуда l 6 [n/2].
Получим

e2xt−t
2

=

∞∑

n=0

[n/2]∑

l=0

(−1)l
1

l!(n− 2l)!
(2x)n−2ltn.

Тогда

1

n!
Hn(x) =

[n/2]∑

l=0

(−1)l
1

l!(n− 2l)!
(2x)n−2l,

Hn(x) =
[n/2]∑
l=0

(−1)l
n!

l!(n− 2l)!
(2x)n−2l.

Теорема 22.2. Для полиномов Эрмита справедливы следующие
интегральные представления:

H2k(x) = (−1)k22k+1ex
2 1√

π

∞Z

0

e−t
2

t2k cos 2xt dt,

H2k+1(x) = (−1)k22k+2ex
2 1√

π

∞Z

0

e−t
2

t2k+1 sin 2xt dt, (22.8)

Hn(x) = 2n+1ex
2 1√

π

∞Z

0

e−t
2

tn cos
“
2xt− πn

2

”
dt.

Доказательство. В интеграле

J =

∞Z

0

e−t
2

cos 2xt dt

разложим косинус в ряд Тейлора:

J =

∞Z

0

e−t
2

∞X

n=0

(−1)n
(2xt)2n

(2n)!
dt =

∞X

n=0

(−1)n
(2x)2n

(2n)!

∞Z

0

e−t
2

t2ndt.

Почленное интегрирование возможно, так как ряд равномерно схо-
дится на любом конечном отрезке [0, a]:

∞Z

0

e−t
2

t2ndt =
(2n− 1)!!

2n+1

√
π, n = 1,∞.
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Тогда

J =

√
π

2
+

∞X

n=1

(−1)n
(2x)2n(2n− 1)!!

(2n)!2n

√
π

2
=

=

√
π

2

„
1 +

∞X

n=1

(−1)n
x2n

n!

«
=

√
πe−x

2

2
.

Итак,

e−x
2

=
2√
π

∞Z

0

e−t
2

cos 2tx dt. (22.9)

Продифференцировав полученное соотношение 2k раз по парамет-
ру x, получим

d2ke−x
2

dx2k
=

2√
π

∞Z

0

e−t
2 d2k cos 2tx

dx2k
dt =

=
2√
π

∞Z

0

e−t
2

(2t)2k(−1)k cos 2tx dt,

но
d2ke−x

2

dx2k
= (−1)2ke−x

2

H2k(x),

тогда

H2k(x) =
22k+1

√
π
ex

2

(−1)k
∞Z

0

e−t
2

t2k cos 2tx dt.

Таким образом, первое соотношение в формуле (22.8) доказано.
Продифференцируем теперь соотношение (22.9) 2k + 1 раз. По-

лучим

H2k+1(x) =
(−1)k22k+2ex

2

√
π

∞Z

0

e−t
2

t2k+1 sin 2xt dt.

Обе формулы можно объединить:

Hn(x) = 2n+1ex
2 1√

π

∞Z

0

e−t
2

tn cos
“
2xt− πn

2

”
dt.

В самом деле, e2xti = cos 2xt+ i sin 2xt. Если n = 2k, то
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H2k(x) =
1√
π

22k(−1)kex
2
» ∞Z

−∞

e−t
2

cos 2xt t2kdt+

+i

∞Z

−∞

e−t
2

sin 2xt t2kdt

–
.

Поскольку второе слагаемое в квадратных скобках равно нулю, то

H2k(x) =
1√
π

22k+1(−1)kex
2

∞Z

0

e−t
2

t2k cos 2xt dt.

При n = 2k+ 1 получим формулу для H2k+1(x). Последнее соотно-
шение в (22.8) является непосредственным следствием двух первых.
Таким образом, теорема доказана.

Теорема 22.3. Для полиномов Эрмита справедливо следующее
интегральное представление:

Hn(x) =
2n√
π

∞Z

−∞

(x+ it)ne−t
2

dt. (22.10)

Доказательство. Рассмотрим интеграл, стоящий в правой части
(22.10):

2n√
π

∞Z

−∞

(x+ it)ne−t
2

dt =
1√
π

∞Z

−∞

(2x+ 2it)ne−t
2

dt =

=
1√
π

∞Z

−∞

e−t
2

nX

k=0

Ckn(2x)n−k(2it)kdt =

=
1√
π

nX

k=0

Ckn(2x)n−k(2i)k
∞Z

−∞

tke−t
2

dt =

=
1√
π

[n/2]X

s=0

(−1)sC2s
n (2x)n−2s22s

∞Z

−∞

t2se−t
2

dt.

Здесь мы воспользовались тем, что

∞Z

−∞

tke−t
2

dt = 0 при k = 2s+ 1, s = 0,∞.
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Заметим, что

∞Z

−∞

t2se−t
2

dt = 2

∞Z

0

t2se−t
2

dt =

∞Z

0

e−uus−1/2du =

= Γ(s+ 1/2) =
(2s− 1)!!

2s
√
π =

(2s)!

22ss!

√
π.

Тогда

2n√
π

∞Z

−∞

(x+ it)ne−t
2

dt =

[n/2]X

s=0

(−1)s(2x)n−2sC2s
n

(2s)!

s!
=

=

[n/2]X

s=0

(−1)s(2x)n−2s n!

(n− 2s)!s!
= Hn(x).

Здесь мы воспользовались представлением (22.7). Таким образом,
теорема доказана. Продифференцировав равенство (22.10) по x, по-
лучим

H ′
n(x) =

2n√
π

∞Z

−∞

n(x+ it)n−1e−t
2

dt =

= 2n 2n−1
√
π

∞R
−∞

(x+ it)n−1e−t
2

dt = 2nHn−1(x),

т.е. H ′
n(x) = 2nHn−1(x).

Теорема 22.4. Функции

H1(x, t) = et
2

sin 2xt, H2(x, t) = et
2

cos 2xt

являются производящими функциями для нечетных H2k+1(x) и
четных H2k(x) полиномов Эрмита, соответственно, т.е.

H1(x, t) = et
2

sin 2xt =
∞X

k=0

(−1)k
H2k+1(x)

(2k + 1)!
t2k+1,

H2(x, t) = et
2

cos 2xt =
∞X

k=0

(−1)k
H2k(x)

(2k)!
t2k.

(22.11)

Доказательство. Имеем
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et
2

cos 2xt =
1

2
et

2

(e2xti + e−2xti) =

=
1

2
[e−(it)2+2x(it) + e−(it)2+2(−x)ti] =

=
1

2

» ∞X

n=0

1

n!
Hn(x)(it)

n +

∞X

n=0

1

n!
Hn(−x)(it)n

–
=

=

∞X

k=0

(−1)k
H2k(x)

(2k)!
t2k.

Аналогично установим справедливость второго равенства:

et
2

sin 2xt =
1

2i
et

2

(e2xti − e−2xti) =
1

2i
e−(it)2(e2xit − e2(−x)it)

=
1

2i
[e2x(it)−(it)2 − e2(−x)(it)−(it)2 ] =

=
1

2i

» ∞X

n=0

1

n!
Hn(x)(it)

n −
∞X

n=0

1

n!
Hn(−x)(it)n

–
=

=
1

2i

∞X

n=0

1

n!
Hn(x)[1− (−1)n](it)n =

=
1

2i

∞X

n=0

1

(2k + 1)!
H2k+1(x)2i

2k+1t2k+1 =

=

∞X

k=0

(−1)k
1

(2k + 1)!
H2k+1(x)t

2k+1,

что и требовалось доказать.

Пример 22.4. Вычислить интеграл

J =

∞∫

−∞

exp(2xy − α2x2)Hn(x)dx, Reα2 > 0.

Решение. Воспользовавшись формулой (22.3), для J получим

J =
∂n

∂tn

∞∫

−∞

exp(2xy + 2xt− α2x2 − t2)dx
∣∣∣
t=0

.

С учетом значения интеграла

∞∫

−∞

exp(2βx− α2x2)dx =

√
π

α
exp

β2

α2
, Reα2 > 0, (22.12)



23. Рекуррентные соотношения для полиномов Эрмита 173

приведем J к виду

J =
∂n

∂tn

√
π

α
exp
[y2 + 2yt− (α2 − 1)t2

α2

]∣∣∣
t=0

.

Введя переменную q:

αq = t
√
α2 − 1

(условие t = 0 приводит к q = 0), для J получим

J =

√
π(α2 − 1)n/2ey

2/α2

αn+1

∂n

∂qn
exp
( 2yq

α
√
α2 − 1

− q2
)∣∣∣
q=0

.

Воспользовавшись снова соотношением (22.3), при условии
Reα2 > 0 окончательно найдем

∞∫

−∞

e2xy−α
2x2

Hn(x)dx =

=

√
π(α2 − 1)n/2

αn+1
ey

2/α2

Hn

( y

α
√
α2 − 1

)
. (22.13)

Пример 22.5. Показать, что полином Эрмита Hn(x) может
быть представлен в виде

Hn(x) = b̂n · 1, b̂ = 2x− d

dx
. (22.14)

Решение. Из формулы Родрига (22.5) последовательным пре-
образованием получаем

Hn(x) = (−1)nex
2 dn

dxn
e−x

2

=

=
(
−ex2 d

dx
e−x

2
)(
−ex2 d

dx
e−x

2
)
· · ·
(
−ex2 d

dx
e−x

2
)

︸ ︷︷ ︸
n

·1 = b̂n · 1,

b̂ = −ex2 d

dx
e−x

2

= 2x− d

dx
,

что эквивалентно формуле (22.14).
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23. Рекуррентные соотношения
для полиномов Эрмита

Теорема 23.1. Справедливы соотношения

Hn+1(x) − 2xHn(x) + 2nHn−1 = 0, (23.1)

H ′
n(x) = 2nHn−1(x). (23.2)

Доказательство. Формулу Родрига (22.5)

Hn(x) = (−1)nex
2

(e−x
2

)(n)

продифференцируем по x:

d

dx
Hn(x) = (−1)n2xex

2

(e−x
2

)(n) − (−1)n+1ex
2

(e−x
2

)(n+1).

Таким образом,

H ′
n(x) = 2xHn(x) −Hn+1(x). (23.3)

Рассмотрим теперь

Hn+1(x) = (−1)n+1ex
2 dn

dxn
d

dx

(
e−x

2)
= (−1)n2ex

2
( dn
dxn

xe−x
2
)
.

Поскольку

( d
dx

)n
xe−x

2

= 2(−1)n
[
x(e−x

2

)(n) + n(e−x
2

)(n−1)
]
,

то получим

Hn+1(x) = 2xHn(x) − 2nHn−1(x), (23.4)

что эквивалентно (23.1). Вычтя (23.4) из (23.3), получим (23.2),
что и требовалось доказать.

Пример 23.1. Вычислить H ′
n(0) для всех n.

Решение. Применим рекуррентную формулу

H ′
n(x) = 2nHn−1(x).

Положим x = 0 и получим H ′
n(0) = 2nHn−1(0). Отсюда

H ′
2k(0) = 0, H ′

2k+1(0) = 2(2k + 1)H2k(0),
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и с учетом результатов предыдущего примера окончательно
получим

H ′
2k+1(0) = (−1)k2

(2k + 1)!

k!
, k = 0,∞.

Теорема 23.2. Полиномы Эрмита y = Hn(x) удовлетворя-
ют дифференциальному уравнению

y′′n(x)− 2xy′n(x) + 2nyn(x) = 0 (23.5)

или в самосопряженном виде

d

dx

(
e−x

2 dyn(x)

dx

)
+ 2ne−x

2

yn(x) = 0.

Доказательство. Продифференцируем (23.2):

d2Hn(x)

dx2
= 2nH ′

n−1(x).

Выразив H ′
n−1(x) из (23.3), получим

d2Hn(x)

dx2
= 2n[2xHn−1(x) −Hn(x)],

а записав из (23.2)

Hn−1(x) =
H ′
n

2n
(x),

найдем
d2Hn(x)

dx2
= 2xH ′

n(x) − 2nHn(x),

что и требовалось доказать.
� Уравнение

y′′ − 2xy′ + λy = 0, x ∈]−∞,∞[, (23.6)

называется уравнением Эрмита.

Теорема 23.3. Полиномы Эрмита Hn(x) являются решени-
ем задачи на собственные значения и собственные функции
(задачи Штурма–Лиувилля) уравнения (23.6) при условии непре-
рывности и квадратичной интегрируемости на ]−∞,∞[ функ-

ций y(x, λ) с весом ρ(x) = e−x
2

и собственными значениями
λ = 2n.
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Доказательство. Запишем уравнение (23.6) в самосопряженной
форме

(e−x
2

y′)′ + λe−x
2

y = 0, (23.7)

откуда и следует явный вид весовой функции ρ(x) = e−x
2

.
Из условия квадратичной интегрируемости функций y(x, λ) с

весом ρ(x) = e−x
2

∞Z

−∞

e−x
2

y2(x, λ)dx <∞

следует, что сама функция y(x, λ) на бесконечности может возрас-

тать не быстрее, чем ex
2/2.

Непрерывное решение уравнения (23.6) ищем в виде степенного
ряда

y(x) =

∞X

n=0

Cnx
n =

∞X

l=0

ˆ
C2l + xC2l+1

˜
x2l. (23.8)

Подстановка (23.8) в (23.6) дает

∞X

n=0

n(n− 1)Cnx
n−2 − 2x

∞X

n=0

nCnx
n−1 + λ

∞X

n=0

Cnx
n = 0. (23.9)

Заменим в первом слагаемом (23.9) индекс суммирования n→ n+2.
Тогда ∞X

n=0

[(n+ 2)(n+ 1)Cn+2 − (2n− λ)Cn]x
n = 0,

откуда следует

Cn+2 =
2n− λ

(n+ 2)(n+ 1)
Cn. (23.10)

Формула (23.10) после задания C0 и C1 полностью определяет ко-
эффициенты ряда (23.8), а тем самым и общее решение (если C0,
C1 — произвольные постоянные) уравнения (23.6). Это позволяет
исследовать его поведение при |x| → ∞.

Понятно, что поведение ряда в этом случае определяется коэф-
фициентами при x с большими n. Из (23.10) для n≫ 1 (как четных
n = 2l, так и нечетных n = 2l + 1) имеем

Cn+2

Cn
∼ 2

n
∼ 1

l
, l→∞, (23.11)

поэтому ряд (23.8) при |x| → ∞ ведет себя как ex
2

, т.е.

∞X

n=0

Cnx
n ∼ ex

2

, |x| → ∞. (23.12)

В этом легко убедиться, выписав разложение для функции eαx
2

.
Действительно,
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eαx
2

=
∞X

k=0

αk

k!
x2k,

ak =
αk

k!
, ak+2 =

αk+1

(k + 1)!

откуда или ak+2

ak
∼ α

k
, k ≫ 1. (23.13)

Сравнив (23.13) с (23.11), убеждаемся в справедливости (23.12).
Таким образом, при произвольном значении λ ряд (23.8) рас-

тет как e2x
2

, т.е. быстрее чем ex
2/2. Этого можно избежать, если

оборвать ряд на n-ом слагаемом, положив в (23.10) λ = 2n и одно-
временно C1 = 0 (если n четно) и C0 = 0 (если n нечетно). Но тогда
уравнение (23.6) переходит в уравнение

y′′ − 2xy′ + 2ny = 0,

решением которого с точностью до произвольной постоянной Cn
являются полиномы Эрмита, т.е.

y(x, λ) = yn(x) = CnHn(x),

образующие спектр собственных функций с собственными значени-
ями λ = 2n, что и требовалось доказать.

♦ Естественное требование квадратичной интегрируемости

функции e−x
2/2y(x, λ) иногда заменяют более жестким условием:

|y(x, λ)| должен возрастать не быстрее некоторой конечной степени
x при |x| → ∞.

24. Ортогональность полиномов Эрмита

Теорема 24.1. Для полиномов Эрмита справедливо следую-
щее условие ортогональности:

∞∫

−∞

e−x
2

Hn(x)Hm(x)dx = 2nn!
√
πδnm. (24.1)

Доказательство. Пусть n > m. Рассмотрим интеграл

J =

∞∫

−∞

e−x
2

Hn(x)Hm(x)dx = (−1)n
∞∫

−∞

Hm(x)(e−x
2

)(n)dx.

Проинтегрируем по частям, положив

U = Hm(x), dU = H ′
m(x)dx, dV = (e−x

2

)(n)dx, V = (e−x
2

)(n−1).
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Тогда

J = (−1)nHm(x)(e−x
2

)(n−1)
∣∣∣
∞

−∞
+

+(−1)n+1

∞∫

−∞

H ′
m(x)(e−x

2

)(n−1)dx.

Поскольку lim
|x|→∞

Hm(x)e−x
2

= 0, то

J = (−1)n+1

∞∫

−∞

H ′
m(x)(e−x

2

)(n−1)dx.

Проведя аналогичное интегрирование m− 1 раз, получим

J = (−1)n+m

∞∫

−∞

H(m)
m (x)(e−x

2

)(n−m)dx.

Учтем, что H
(m)
m (x) = 2mm! в силу рекуррентного соотноше-

ния H ′
m(x) = 2mHm−1(x) и условия H0(x) = 1. Тогда

J = (−1)n+mm!2m
∞∫

−∞

(e−x
2

)(n−m)dx =

= (−1)n+mm!2m






(e−x
2

)(n−m+1)
∣∣∞
−∞ = 0, n > m

∞∫

−∞

e−x
2

dx =
√
π, n = m

=

= n!2n
√
πδnm.

Окончательно получим

J = n!2n
√
πδnm,

что и требовалось доказать.
Можно показать (см., например, [27]), что справедлива сле-

дующая теорема:
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Теорема 24.2. Если функция f(x) удовлетворяет условиям
Дирихле на любом конечном интервале и квадратично инте-

грируема на интервале ]−∞,∞[ с весом e−x
2

, то ее можно
разложить в ряд по полиномам Эрмита

f(x) =

∞∑

n=0

CnHn(x) (24.2)

с коэффициентами

Cn =
1√
πn!2n

∞∫

−∞

f(x)e−x
2

Hn(x)dx, (24.3)

причем ряд (24.2) сходится к функции

f∗(x) =
1

2
[f(x+ 0) + f(x− 0)].

Ряд (24.2) называется рядом Фурье–Эрмита.

Пример 24.1. Разложить функцию

f(x) =

{
1 при |x| < a,
0 при |x| > a

в ряд по полиномам Эрмита.

Решение. Очевидно, что условия разложимости функции в
ряд Фурье по полиномам Эрмита выполнены.

Так как функция f(x) четная, то разложение имеет вид

f(x) =

∞∑

n=0

C2nH2n(x),

где

C2n =
1

22n(2n)!
√
π

a∫

−a

e−x
2

H2n(x)dx.

Воспользуемся соотношением

d

dx
[e−x

2

Hk−1(x)] = −e−x2

Hk(x), k = 1,∞.
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Тогда

C2n = −2
1

22n(2n)!
√
π

a∫

0

d

dx
[e−x

2

H2n−1(x)] =

= − 2e−a
2

22n(2n)!
√
π
H2n−1(a), n = 1,∞.

Коэффициент C0 найдем непосредственно

C0 =
1√
π

a∫

−a

e−x
2

H0(x)dx =
2√
π

a∫

0

e−x
2

dx = erf a,

где erf x – функция ошибок (см. разд. <Интеграл ошибок>
части I). Итак,

f(x) = erf a− 2√
π
e−a

2
∞∑

n=1

H2n−1(a)

22n(2n)!
H2n(x).

Пример 24.2. Разложить в ряд по полиномам Эрмита функ-
цию

signx =

{ −1 при x < 0,
0 при x = 0,
1 при x > 0.

Решение. Функция y = signx нечетная, следовательно, C2n =
0, n = 0,∞. Разложение имеет вид

signx =

∞∑

n=0

C2n+1H2n+1(x).

Вычислим коэффициенты ряда. Имеем

C2n+1 =
1

22n(2n+ 1)!
√
π

∞∫

0

e−x
2

H2n+1(x)dx.

Воспользуемся соотношением

e−x
2

H2n+1(x) = − d

dx
[e−x

2

H2n(x)].
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Тогда

C2n+1 = − 1

22n(2n+ 1)!
√
π
e−x

2

H2n(x)
∣∣∣
∞

0
=

= (−1)n
1

(2n+ 1)22nn!
√
π
.

Итак,

signx =
1√
π

∞∑

n=0

(−1)n
H2n+1(x)

(2n+ 1)22nn!
, −∞ < x <∞.

Пример 24.3. Разложить функцию f(x) = ex в ряд по поли-
номам Эрмита.

Решение. Достаточные условия разложимости функции f(x)
в ряд по полиномам Эрмита выполнены. Действительно, функ-
ция f(x) и ее производная непрерывны на любом конечном

отрезке и интеграл
∞∫

−∞
e−x

2

f2(x)dx имеет конечное значение:

∞∫

−∞

e−x
2

f2(x)dx = e

∞∫

−∞

e−(x−1)2dx = e
√
π.

Тогда

f(x) =

∞∑

n=0

CnHn(x), −∞ < x <∞,

где

Cn =
1

‖Hn‖2

∞∫

−∞

e−x
2

exHn(x)dx, n = 0,∞.

Проинтегрировав по частям с учетом соотношения

d

dx
[e−x

2

Hn−1(x)] = −e−x2

Hn(x),
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находим

∞∫

−∞

e−x
2

exHn(x)dx =

= −exe−x2

Hn−1(x)
∣∣∣
∞

−∞
+

∞∫

−∞

exe−x
2

Hn−1(x)dx.

Внеинтегральное слагаемое равно нулю. В самом деле,

lim
x→∞

ex−x
2

Hn−1(x) = e1/4 lim
x→∞

Hn−1(x)

e(x−1/2)2
= 0.

Применив n − 1 раз интегрирование по частям, придем к ра-
венству

Cn =
1

2nn!
√
π

∞∫

−∞

e−x
2

exH0(x)dx =

=
e1/4

2nn!
√
π

∞∫

−∞

e−(x−1/2)2dx =
e1/4

2nn!
.

Итак,

ex = e1/4
∞∑

n=0

Hn(x)

2nn!
, −∞ < x <∞.

♦ Разложение f(x) = ex в ряд по полиномам Эрмита можно
получить искусственным приемом, используя производящую
функцию.

Пример 24.4. Найти разложение функций f(x) = eax, ϕ(x) =
shax, g(x) = chax в ряд по полиномам Эрмита.

Решение. В равенстве

e2xz−z
2

=

∞∑

n=0

Hn(x)

n!
zn

положим z = a/2, тогда

eax = ea
2/4

∞∑

n=0

an

2nn!
Hn(x).
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В частности,

ex = e1/4
∞∑

n=0

Hn(x)

2nn!
.

Из последнего соотношения легко получить разложения ги-
перболических функций

ch ax = ea
2/4

∞∑

n=0

a2n

22n(2n)!
H2n(x),

sh ax = ea
2/4

∞∑

n=0

a2n+1

22n+1(2n+ 1)!
H2n+1(x).

Пример 24.5. Показать, что

∞∫

−∞

x2e−x
2

H2
n(x)dx =

√
π2nn!(n+ 1/2).

Решение. Воспользуемся рекуррентной формулой

Hn+1(x) − 2xHn(x) + 2nHn−1(x) = 0.

Тогда

∞∫

−∞

x2e−x
2

H2
n(x)dx =

1

4
‖Hn+1‖2 + n2‖Hn−1‖2 = 2nn!

√
π

2n+ 1

2
.

Пример 24.6. Вычислить

∞Z

−∞

e−x
2

xmHn(x)dx

для любых натуральных чисел m и n.

Решение. Если 0 6 m 6 n− 1, то

∞Z

−∞

e−x
2

xmHn(x)dx = 0,

так как полином из ортогональной системы ортогонален любому
полиному меньшей степени.
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При m > n используем равенство

d

dx
[e−x

2

Hn(x)] = −e−x
2

Hn+1(x)

и выполним интегрирование по частям. Тогда

Amn ≡
∞Z

−∞

e−x
2

xmHn(x)dx = −
∞Z

−∞

xm
d

dx
[e−x

2

Hn−1(x)]dx =

−xme−x2

Hn−1(x)
˛̨
˛
∞

−∞
+m

∞Z

−∞

e−x
2

xm−1Hn−1(x)dx ≡ mAm−1
n−1 .

Если m = n, то

Ann = nAn−1
n−1 = n(n− 1)An−2

n−2 = · · · = n(n− 1) · · · 1A0
0,

A0
0 =

∞Z

−∞

e−x
2

dx =
√
π.

Если m > n, то Amn = mAm−1
n−1 = m(m − 1)Am−2

n−2 = · · · =

= m(m− 1) · · · [m− (n− 1)]Am−n
0 , где

Am−n
0 =

∞Z

−∞

e−x
2

xm−ndx =

=

8
><
>:

0 при m− n = 2k + 1, k = 0,∞;

2

∞Z

0

e−x
2

xm−ndx при m− n = 2k, k = 0,∞.

Вычислим
∞R
0

e−x
2

xm−ndx при m − n = 2k, k = 0, 1, . . . Положим

x2 = t, dx = 1
2
t−1/2dt и получим

∞Z

0

e−x
2

xm−ndx =
1

2

∞Z

0

e−tt(m−n−1)/2dt =

=
1

2
Γ

“m− n+ 1

2

”
=

1

2

(m− n− 1)!!

2(m−n)/2

√
π.

Тогда ∞Z

0

e−x
2

xmHn(x)dx =
m!
√
π

2(m−n)/2(m− n)!!
.
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В итоге имеем
∞Z

0

e−x
2

xmHn(x)dx =

=

8
>>><
>>>:

0 при m < n,√
πn! при m = n,

0 при m > n, m− n = 2k − 1,
m!
√
π

2(m−n)/2(m− n)!!
при m > n, m− n = 2k,

(24.4)

где k = 0,∞.

Пример 24.7. Разложить функцию f(x) = x2m (m = 0,∞) в ряд
Фурье по полиномам Эрмита.

Решение. Условия разложимости выполнены: функция f(x) = x2m

— гладкая на любом конечном отрезке оси 0x,
∞Z

−∞

e−x
2

x4mdx =

(
(4m− 1)!!

22m
при m = 1,∞,

√
π при m = 0.

Тогда
∞X

n=0

C2nH2n(x), −∞ < x <∞,

C2n =
1

22n(2n)!
√
π

∞Z

−∞

x2me−x
2

H2n(x)dx, n = 0,∞.

Коэффициенты C2n = 0 при n > m. Вычислим C2n при n = 0, 2m.
Воспользовавшись соотношением (24.4), имеем

C2n =
1

22n(2n)!
√
π

( √
π

2m−n
(2m)!

(2m− 2n)!!
при m > n,

√
π(2n)! при m = n

или

C2n =

8
><
>:

(2m)!

22m(m− n)!(2n)!
при n = 0,m− 1,

1

22m
при n = m.

Итак,

C2n =
(2m)!

22m(m− n)!(2n)!
, n = 0,m.

Получили разложение

x2m =
(2m)!

22m

∞X

n=0

H2n(x)

(m− n)!(2n)!
, −∞ < x <∞.
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Пример 24.8. Найти разложение функции f(x) = e−a
2x2

в ряд по
полиномам Эрмита.

Решение. Имеем

e−a
2x2

=

∞X

n=0

CnHn(x), −∞ < x <∞.

В силу четности функции коэффициенты C2k+1 = 0. Найдем

C2k =
2

‖H2k‖2

∞Z

0

e−(a2+1)x2

H2k(x)dx.

Воспользуемся интегральным представлением (22.8) для функции
H2k(x). Тогда

C2k =
(−1)k22k+2

√
π‖H2k‖2

∞Z

0

e−(a2+1)x2

ex
2

dx

∞Z

0

e−t
2

t2k cos 2xt dt =

=
(−1)k22k+2

√
π22k(2k)!

√
π

∞Z

0

e−t
2

t2kdt

∞Z

0

e−a
2x2

cos 2xt dx.

Применив формулу

e−x
2

=
2√
π

∞Z

0

e−t
2

cos 2xt dt,

вычислим внутренний интеграл
∞Z

0

e−a
2x2

cos 2xt dx =
1

a

∞Z

0

e−(ax)2 cos
“
2xt

t

a

”
d(ax) =

1

a

√
π

2
e−t

2/a2 .

Тогда

C2k =
2(−1)k√
π(2k)!a

∞Z

0

e−t
2

e−t
2/a2t2kdt.

Сделаем замену переменных (1 + 1
a2

)t2 = ξ. Получим

C2k =
2(−1)k√
π(2k)!a

∞Z

0

eξ
ξk(1 + 1/a2)1/2

(1 + 1/a2)k+12ξ1/2
dξ =

=
(−1)k√

π(2k)!a(1 + 1/a2)k+1/2

∞Z

0

eξξk−1/2dξ =

=
(−1)kΓ(k + 1/2)√

π(2k)!a(1 + 1/a)k+1/2
=

(−1)ka2k

(1 + a2)k+1/222kk!
.
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Итак,

e−a
2x2

=
∞X

k=0

(−1)k
a2kH2k(x)

(1 + a2)k+1/222kk!
. (24.5)

В разложении функции f(x) = e−a
2x2

(24.5) положим a = 1 и про-
интегрируем полученное равенство в пределах от 0 до x. Найдем

xZ

0

e−t
2

=
∞X

k=0

(−1)k

2k+1/222kk!

xZ

0

H2k(t)dt.

Отсюда

2√
π

xZ

0

e−t
2

dt =
1√
π

∞X

k=0

(−1)k
H2k+1(x)

2k+1/222kk!(2k + 1)

или

erf x =
1√
2π

∞X

k=0

(−1)k
H2k+1(x)

(2k + 1)k!23k
,

т.е. получено разложение интеграла вероятности.

25. Функции Эрмита

В приложениях часто применяются функции Эрмита.
� Функция вида

un(x) =
1

‖Hn(x)‖
√
ρ(x)Hn(x), n = 0,∞ (25.1)

называется функцией Эрмита (см. рис. 26). Здесь ‖Hn‖2 =

2nn!
√
π, ρ(x) = e−x

2

.

Рис. 26
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Утверждение 25.1. Функции Эрмита un(x) ортонормиро-
ваны на интервале ]−∞,∞[ с весом ρ(x) = 1, т.е.

∞∫

−∞

un(x)Um(x)dx = δnm. (25.2)

Рассмотрим

∞∫

−∞

un(x)um(x)dx =

=
1√

2n+mn!m!π

∞∫

∞

e−x
2/2Hm(x)e−x

2/2Hn(x)dx =

=
2nn!
√
πδnm√

2n+mn!m!
= δnm,

что и доказывает утверждение.

Теорема 25.1. Функции Эрмита y = un(x) являются соб-
ственными функциями задачи Штурма–Лиувилля

y′′ + (λ− x2)y = 0, lim
|x|→∞

y(x) = 0, (25.3)

соответствующими собственным значениям λ = 2n + 1 и
нормировочному условию ‖y(x)‖ = 1.

Доказательство. Сделаем в уравнении замену

y(x) = e−x
2/2z(x).

Тогда для функции z(x) получим задачу Штурма–Лиувилля
для полиномов Эрмита (см. теорему 23.3). С учетом формул
(25.1) и (25.2) теорема доказана.

Пример 25.1. Найти суммы рядов

а) σu(x, y, z) =
∞X

n=0

un(x)un(y)z
n.

б) σH(x, y, z) =
∞X

n=0

1

2nn!
Hn(x)Hn(y)z

n.
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Решение. Из определения функции Эрмита (25.1) следует, что
функции σu(x, y, z) и σH(x, y, z) связаны соотношением

σu(x, y, z) =
1√
π

exp
“
−x

2 + y2

2

”
σH(x, y, z). (25.4)

а) Воспользуемся представлением (22.10) для полиномов Эрми-
та Hn(x) и получим

σu(x, y, z) =
1√
π

exp
“
−x

2 + y2

2

” ∞X

n=0

∞Z

−∞

[(x+ it)z]nHn(y)

n!
e−t

2

dt.

Поменяем порядок суммирования и интегрирования:

σu(x, y, z) =
1√
π

exp
“
−x

2 + y2

2

” ∞Z

−∞

dt e−t
2

∞X

n=0

[(x+ it)z]nHn(y)

n!
.

Проведя теперь суммирование с помощью (22.2), найдем

σu(x, y, z) =
1√
π

∞Z

−∞

dt e

»

− x2+y2

2
+2yz(x+it)−z2(x+it)2−t2

–

=

=
1√
π

∞Z

−∞

dt e

»

−( 1
2
+z2)x2+2yz+2itz(y−xz)−(1−z2)t2− y2

2

–

.

Вычислив интеграл от гауссовой экспоненты с учетом формулы
(22.12), для |z| < 1 окончательно получим

σu(x, y, z) =
∞X

n=0

un(x)un(y)z
n =

=
1p

π(1− z2)
exp

h4xyz − (1 + z2)(x2 + y2)

2(1− z2)

i
. (25.5)

б) Из соотношения (25.4) следует, что

σH(x, y, z) =

∞X

n=0

1

2nn!
Hn(x)Hn(y)z

n =

=
1√

1− z2
exp

h2xyz + z2(x2 + y2)

1− z2

i
. (25.6)

Формула (25.6) называется формулой Меллера.
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Пример 25.2. Показать, что функции Эрмита в классе квадра-
тично интегрируемых непрерывных функций удовлетворяют усло-
вию полноты (2.9)

∞X

n=0

un(x)un(y) = δ(x− y). (25.7)

Решение. Найдем сумму ряда (25.7) методом Абеля. Для этого
рассмотрим вспомогательный ряд (25.5) при |z| < 1. В этом случае
сумма исходного ряда находится как обобщенный предел от (25.5)
при z → 1− 0, а соотношение (25.7) будет доказано, если мы пока-
жем, что

lim
z→1−0

σu(x, y, z) = δ(x− y). (25.8)

Пусть ϕ(x) – квадратично интегрируемая непрерывная (кусочно
непрерывная) функция. Тогда интеграл

J =

∞Z

−∞

σu(x, y, z)ϕ(x)dx, |z| < 1

существует. Подставив σu(x, y, z) из (25.5) и проведя замену пере-
менных

x =
p

1− z2t+
2yz

1 + z2
,

получим

J =
1√
π

exp
h
− (1− z2)y2

2(1 + z2)

i
×

×
∞Z

−∞

ϕ
“p

1− z2t+
2yz

1 + z2

”
exp

“
−1 + z2

2
t2

”
dt. (25.9)

Устремив здесь z → 1− 0, получим J = ϕ(y), что доказывает соот-
ношение (25.7).

В частности, из (25.9) при ϕ(x) = 1 с учетом (22.12) имеем

∞Z

−∞

σu(x, y, z) dx =

r
2

1 + z2
exp

h
− (1− z2)y2

2(1 + z2)

i
. (25.10)

Пример 25.3. Найти трехчленную рекуррентную формулу
для функций Эрмита и выразить производную от функций
Эрмита через эти функции.

Решение. Из формулы (25.1) имеем

Hn(x) = (2nn!
√
π)1/2ex

2/2un(x). (25.11)
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Подставив это выражение в (23.1), получим трехчленную ре-
куррентную формулу

√
n+ 1

2
un+1(x) − xun(x) +

√
n

2
un−1(x) = 0. (25.12)

Соответственно, из (23.2) с учетом (25.12) получим

u′n(x) =
√

2nun−1(x) − xun(x) =

= xun(x) −
√

2(n+ 1)un+1(x) =

=

√
n

2
un−1(x)−

√
n+ 1

2
un+1(x). (25.13)

Первые два соотношения из (25.13) можно записать в виде

âun(x) =
√
nun−1(x), â+un(x) =

√
n+ 1un+1(x), (25.14)

где операторы â и â+ имеют вид

â =
1√
2

(
x+

d

dx

)
, â+ =

1√
2

(
x− d

dx

)
(25.15)

и называются операторами «уничтожения» и «рождения». Из
(25.14) вытекает, что

un(x) =
1√
n!

(â+)nu0(x), â+âun(x) = nun(x),

ââ+un(x) = (n+ 1)un(x),
(25.16)

т.е. все функции un(x) «порождаются» функцией u0(x) при
последовательном действии на нее оператором «рождения» â+

и являются собственными функциями операторов â+â и ââ+.
Операторы â и â+ удовлетворяют перестановочным соотноше-
ниям

ââ+ − â+â = 1, (25.17)

что проверяется непосредственно с учетом (25.15).

26. Линейный гармонический осциллятор

Задача о гармоническом осцилляторе имеет принципиаль-
ное значение для теоретической физики. Часто при изучении



192 Глава 3. Классические ортогональные полиномы

сложной системы оказывается возможным представить ее со-
вокупностью гармонических осцилляторов, по крайней мере в
некотором приближении. Задача о гармоническом осциллято-
ре сыграла большую роль, в частности, при создании метода
вторичного квантования в квантовой теории поля и т.д.

Рассмотрим квантовую систему с гамильтонианом

Ĥ =
p̂2

2m
+
kx2

2
, p̂ = −i~ ∂

∂x
(26.1)

и задачу о нахождении допустимых энергий системы E и со-
ответствующих им волновых функций ΨE(x), которые опре-
деляются стационарным уравнением Шрёдингера

ĤΨE = EΨE (26.2)

(см. также разд. «Уравнения квантовой механики» части IV).
Квадрат модуля волновой функции |ΨE(x)|2 с физической

точки зрения можно интерпретировать как плотность вероят-
ности обнаружить частицу в точке x. Поэтому волновая функ-
ция ΨE(x) должна стремиться к нулю при неограниченном
возрастании x.

Подставив (26.1) в (26.2), получим задачу Штурма–Лиу-
вилля

− ~
2

2m

d2Ψ

dx2
+
kx2

2
Ψ = EΨ, (26.3)

lim
|x|→∞

|ΨE(x)| = 0.

Сделав в уравнении замену переменных x = x~t, где

x~ =

√
~

mω0
, ω2

0 =
k

m
,

получим

d2Ψ

dt2
+
(2mx2

0E

~2
− kmx4

~

~2
t2
)
Ψ = 0.

Обозначив λ = 2E/(~ω0), получим задачу Штурма–Лиувилля
для функций Эрмита (25.3). Следовательно,

λn = 2n+ 1, Ψn(t) = un(t).
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Возвратившись к исходным переменным, получим

En = ~ω0

(
n+

1

2

)
, (26.4)

Ψn(x) =
1√
x~

un

( x
x~

)
=

1√
2nn!
√
πx~

e−x
2/(2x2

0)Hn

( x
x~

)
.

Наличие множителя 1/
√
x~ следует из условия ортонормиро-

ванности.

Пример 26.1. Вероятность перехода между двумя состояни-
ями гармонического осциллятора, которые характеризуются
квантовыми числами m и n, определяется интегралом

∞∫

−∞

xe−x
2

Hn(x)Hm(x)dx.

Доказать, что этот интеграл равен

√
π2n−1n!δm,n−1 +

√
π2n(n+ 1)!δm,n+1,

т.е. такой переход возможен только между соседними энерге-
тическими уровнями m = n± 1.

Решение. Из рекуррентной формулы

Hn+1(x)− 2xHn(x) + 2nHn−1(x) = 0

выразим xHn(x) и внесем под знак интеграла. Получим

∞∫

−∞

e−x
2
(1

2
Hn+1(x) + nHn−1(x)

)
Hm(x)dx =

=
1

2

∞∫

∞

Hn+1(x)Hm(x)e−x
2

dx+ n

∞∫

−∞

Hn−1(x)Hm(x)e−x
2

dx =

= 2n(n+ 1)!
√
πδm,n+1 + n2n−1(n− 1)!

√
πδm,n−1.
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27. Полиномы Лагерра

Определим полиномы Лагерра с помощью производящей
функции.

� Функция

Lα(x, t) =
1

(1 − t)α+1
e−xt/(1−t), α > −1, (27.1)

называется производящей функцией полиномов Лагерра ин-
декса α.

Теорема 27.1. Коэффициенты разложения функции Lα(x, t)
в ряд Тейлора по степеням t

Lα(x, t) =

∞∑

n=0

Lαn(x)tn. (27.2)

являются полиномами порядка n. Полиномы Lαn(x) называ-
ются (обобщенными) полиномами Лагерра индекса α (см. рис.
27 – 29).

Доказательство. Функция Lα(x, t) аналитична в области |t| <
< 1. Поэтому, согласно интегральной формуле Коши (I.14.7),

Lαn(x) =
1

n!

∂nLα(x, t)

∂tn

∣∣∣
t=0

=
1

2πi

∮

γ

Lα(x, ω)

ωn+1
dω,

где γ – произвольный кусочно гладкий замкнутый контур,
охватывающий точку ω = 0. Сделаем в интеграле замену

ω = 1− x

z
.

Тогда

dω =
x

z2
dz, 1− ω =

x

z
,

xω

1− ω = x
z − x
z

z

x
= z − x,

и получим

Lα(x, ω) =
zα+1

xα+1
exe−z.

Поскольку

ω−n−1 =
zn+1

(z − x)n+1
,
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Рис. 27

Рис. 28

Рис. 29

то

Lαn(x) =
exx−α

2πi

∮

γ̃

zn+αe−z

(z − x)n+1
dz, (27.3)

где γ̃ — контур, охватывающий точку z = x, или

Lαn(x) =
x−αex

n!

dn

dxn
1

2πi

∮

γ̃

zn+αe−z

z − x dz.
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Из интеграла Коши (I.12.1) получим

1

2πi

∮

γ̃

zn+αe−z

z − x dz = xn+αe−x.

Следовательно,

Lαn(x) =
1

n!

ex

xα
dn

dxn
[xn+αe−x], (27.4)

что и требовалось доказать.

♦ Полиномы Лагерра нулевого индекса L0
n(x) часто обо-

значаются через Ln(x).
� Формула (27.4) называется формулой Родрига для поли-

номов Лагерра.

Пример 27.1. Найти явный вид полиномов Лагерра Lα0 (x) и
Lα1 (x) для любых α > −1.

Решение. По формуле Родрига (27.4) находим

Lα0 (x) = x−αex(xαe−x) = 1,

Lα1 (x) = x−αex(x1+αe−x)′ =

= x−αex[(1 + α)xαe−x − x1+αe−x] = 1 + α− x.

Следовательно, Lα0 (x) = 1, Lα1 (x) = 1 + α− x.

Пример 27.2. Показать, что для полиномов Лагерра спра-
ведливо следующее представление:

Lαn(x) =

n∑

k=0

(−1)kΓ(n+ α+ 1)

Γ(α+ k + 1)k!(n− k)!x
k. (27.5)

Решение. В соотношении (27.4) выполним дифференцирова-
ние по формуле Лейбница. Найдем

dn

dxn
(xn+αe−x) =

n∑

k=0

Ckn(xn+α)(n−k)(e−x)(k) =

=
n∑

k=0

Ckn(−1)ke−x(α+ n)(α+ n− 1) · · · (α+ k + 1)xα+k.
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Тогда

Lαn(x) =

n∑

k=0

(α+ n)(α + n− 1) · · · (α+ k + 1)

k!(n− k)! (−x)k,

и, умножив числитель и знаменатель на Γ(α+ k+1), с учетом
основного функционального соотношения для гамма-функции
получим

Lαn(x) =

n∑

k=0

Γ(n+ α+ 1)(−x)k
k!(n− k)!Γ(α+ k + 1)

,

что и требовалось показать.

Пример 27.3. С помощью представления (27.5) получить явный
вид производящей функции для полиномов Лагерра

Lα(x, z) =

∞X

n=0

Lαn(x)zn. (27.6)

Решение. Использовав представление (27.5) и поменяв порядок
суммирования, получим

Lα(x, z) =

∞X

n=0

nX

m=0

zn(−x)mΓ(n+ α+ 1)

Γ(n−m+ 1)Γ(m+ α+ 1)Γ(m+ 1)
=

=

∞X

m=0

(−xz)m
m!

∞X

n=0

Γ(n+m+ α+ 1)zn

Γ(n+ 1)Γ(m+ α+ 1)
. (27.7)

Если воспользоваться известным соотношением

(1− z)−p =

∞X

n=0

znΓ(n+ p)

n!Γ(p)
,

можно вычислить внутреннюю сумму в (27.7):

∞X

n=0

Γ(n+m+ α+ 1)

Γ(n+ 1)Γ(m+ α+ 1)
zn = (1− z)−(m+α+1) (27.8)

и записать производящую функцию

Lα(x, z) = (1− z)−1−α
∞X

m=0

1

m!

“
− xz

1− z
”m

= (1− z)−1−αexz/(z−1).

Итак, окончательно
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∞X

n=0

Lαn(x)zn = (1− z)−1−α exp
“ xz

z − 1

”
, |z| < 1, (27.9)

что можно записать, пользуясь формулой (35.2), в виде

∞X

n=0

s
Γ(α+ n+ 1)

Γ(n+ 1)
Iα+n,n(x)z

n =

= xα/2(1− z)−1−α exp
“z + 1

z − 1

x

2

”
. (27.10)

Пример 27.4. Вычислить сумму

Pα(x, z) =
∞X

n=0

Lα−nn (x)zn. (27.11)

Решение. Аналогично примеру 27.3

Pα(x, α) =
∞X

n=0

nX

m=0

zn
“

α
n−m

” (−x)m
m!

=

=
∞X

m=0

(−xz)m
m!

∞X

n=0

“
α
n

”
zn.

Здесь коэффициент при zn – биномиальный коэффициент (см. разд.
<Биномиальные коэффициенты> части I). Использовав известное
разложение

(1 + z)α =
∞X

n=0

“
α
n

”
zn, |z| < 1,

окончательно получим

∞X

n=0

Lα−nn (x)zn(1 + z)αe−xz, |z| < 1, (27.12)

что эквивалентно выражению

∞X

n=0

Iα,n(x)z
n

p
Γ(n+ 1)

=
(z +

√
x)αp

Γ(α+ 1)
exp

“
−z
√
x− x

2

”
, (27.13)

где |z|2 < |x|.

Теорема 27.2. Справедливо следующее интегральное представле-
ние:

Lαn(x) =
(−1)nΓ(n+ α+ 1)

(2n)!
√
πΓ(α+ 1/2)

1Z

−1

(1− t2)α−1/2H2n(t
√
x)dt, (27.14)

где α > −1/2, H2n(z) – полиномы Эрмита.
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Доказательство. Воспользуемся представлением (22.7) для поли-
номов Эрмита

H2n(x) =
nX

k=0

(−1)k
(2n)!

(2n− 2k)!k!
(2x)2n−2k.

Тогда

1Z

−1

(1− t2)α−1/2H2n(t
√
x)dt =

=

nX

k=0

(−1)k
(2n)!22n−2kxn−k

(2n− 2k)!k!

1Z

−1

(1− t2)α−1/2t2n−2kdt.

Но при α+ 1/2 > 0 или α > −1/2

1Z

−1

(1− t2)α−1/2t2n−2kdt = 2

1Z

0

(1− t2)α−1/2t2n−2kdt =

=

1Z

0

(1− u)α−1/2un−k−1/2du =

= B(n− k + 1/2, α+ 1/2) =
Γ(n− k + 1/2)Γ(α+ 1/2)

Γ(n− k + α+ 1)
.

Правая часть искомой формулы равна

I(x) =
(−1)nΓ(n+ α+ 1)√
π(2n)!Γ(α+ 1/2)

×

×
nX

k=0

(−1)k
(2n)!22n−2kΓ(n− k + 1/2)Γ(α+ 1/2)

(2n− 2k)!k!Γ(n− k + α+ 1)
xn−k =

=
Γ(n+ α+ 1)√

π

nX

k=0

22n−2kΓ(n− k + 1/2)

k!(2n− 2k)!Γ(n− k + α+ 1)
(−x)n−k.

Использовав соотношение

Γ(z)Γ(z + 1/2) =

√
π

22z−1
Γ(2z)

и положив в нем z = n− k + 1/2, получим

Γ(n− k + 1/2)Γ(n− k + 1) =

√
π

22n−2k
Γ(2n− 2k + 1)
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или
22n−2kΓ(n− k + 1/2)

(2n− 2k)!
√
π

=
1

Γ(n− k + 1)
.

Таким образом,

I(x) =

nX

k=0

Γ(n+ α+ 1)(−x)n−k
k!(n− k)!Γ(n− k + α+ 1)

или, положив n−k = s и применив представление (27.5) для Lαn(x),
найдем

I(x) =

nX

s=0

Γ(n+ α+ 1)(−x)s
(n− s)!s!Γ(s+ α+ 1)

= Lαn(x),

что и требовалось доказать.

Теорема 27.3. Имеет место следующее интегральное представ-
ление:

Lαn(x) =
1

n!
exx−α/2

∞Z

0

tn+α/2Jα(2
√
xt)dt, x > 0, (27.15)

где Jα(q) – функция Бесселя первого рода порядка α, α > −1.

Доказательство. 1. Рассмотрим интеграл

I =

∞Z

0

(
√
xt)n+αJn+α(2

√
xt)e−tdt.

Воспользовавшись разложением (3.6) и определением гамма-функ-
ции (см. разд. <Гамма-функция> части I), получим

I =
∞X

k=0

(−1)k

k!Γ(k + n+ α+ 1)

∞Z

0

(
√
xt)n+α+2k+n+αe−tdt =

=

∞X

k=0

(−1)kxn+α+k

k!Γ(k + n+ α+ 1)

∞Z

0

tk+n+αe−tdt =

=

∞X

k=0

(−1)k
xk+n+α

k!
= xn+αe−x.

Таким образом,

xn+αe−x =

∞Z

0

(
√
xt)n+αJn+α(2

√
xt)e−tdt. (27.16)
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2. Из определения функции Бесселя (3.6) следует, что

uν/2Jν(2
√
u) =

∞X

k=0

(−1)kuk+ν

k!Γ(k + ν + 1)
. (27.17)

Продифференцируем обе части соотношения (27.17) по u:

`
uν/2Jν(2

√
u)

´′
=

∞X

k=0

(−1)k(k + ν)uk+ν−1

k!Γ(k + ν + 1)
=

∞X

k=0

(−1)kuk+ν−1

k!Γ(k + ν)
=

= u(ν−1)/2
∞X

k=0

(−1)kuk+(ν−1)/2

k!Γ(k + ν)

“n
2

”2k+ν−1

= u(ν−1)/2Jν−1(2
√
u).

Таким образом, получим соотношение
`
uν/2Jν(2

√
u)

´′
= u(ν−1)/2Jν−1(2

√
u). (27.18)

3. Продифференцируем (27.16) по x. С учетом (27.18) получим

(xn+αe−x)′ =

∞Z

0

t(
√
xt)n+α−1Jn+α−1(2

√
xt)e−tdt.

Повторив эту операцию n раз, найдем

(xn+αe−x)(n) =

∞Z

0

(
√
xt)αJα(2

√
xt)tne−tdt.

С учетом формулы Родрига (27.4) теорема доказана.

Следствие. Полиномы Лагерра связаны с полиномами Эрмита со-
отношениями

H2n(x) = (−1)n22nL
−1/2
n (x2), (27.19)

H2n+1(x) = (−1)n22n+1√xL1/2
n (x2). (27.20)

Доказательство. Согласно (5.15),

J−1/2(x) =

r
2

πx
cos x, J1/2(x) =

r
2

πx
sin x. (27.21)

Подставив (27.21) в (27.15), получим

L
−1/2
n (x) =

1

n!
exx1/4

∞Z

0

tn−1/4

s
2

2π
√
xt

cos(2
√
xt)e−tdt =

=
2ex

n!
√
π

∞Z

0

e−u
2

u2n cos(2u
√
x)du.

С учетом (22.8) соотношение (27.19) доказано. Доказательство со-
отношения (27.20) аналогично.
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28. Рекуррентные соотношения
для полиномов Лагерра

Теорема 28.1. Справедливо следующее рекуррентное соот-
ношение:

nLα−1
n (x) = (n+ α− 1)Lα−1

n−1(x)− xLαn−1(x). (28.1)

Доказательство. По определению,

Lα−1
n (x) =

1

n!

ex

xα−1

dn

dxn
[xn+α−1e−x] =

=
1

n!
exx1−α dn−1

dxn−1
[−e−xxn+α−1 + (n+ α− 1)xn+α−2e−x] =

=− 1

n!
exx1−α[e−xxn+α−1](n−1) +

n+ α− 1

n!
[e−xxn+α−2](n−1) =

= −x
n
Lαn−1(x) +

n+ α− 1

n
Lα−1
n−1(x),

что и требовалось доказать.

Теорема 28.2. Справедливо рекуррентное соотношение

Lα+1
n (x) = Lα+1

n−1(x) + Lαn(x). (28.2)

Доказательство. Рассмотрим

Lα+1
n (x) =

1

n!
exx−α−1[e−xxn+α+1](n) =

=
1

n!
exx−α−1{x[e−xxn+α](n) + n[e−xxn+α](n−1)} =

=
1

n!
exx−α−1+1[e−xxn+α](n) +

+
1

(n− 1)!
exx−α−1[e−xxn−1+α+1](n−1) =

= Lαn(x) + Lα+1
n−1(x),

что и требовалось доказать.

Следствие 28.2.1. Справедливо рекуррентное соотношение

(n+1)Lαn+1(x)−(2n+1+α−x)Lαn(x)+(n+α)Lαn−1(x) = 0. (28.3)
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Доказательство. Заменим в (28.2) α на α−1, тогда получим

Lα−1
n = Lαn(x) − Lαn−1(x). (28.4)

Заменим в (28.1) n на n+ 1. Тогда

(n+ 1)Lα−1
n+1(x) = (n+ α)Lα−1

n (x) − xLαn(x)

или с учетом (28.4)

(n+ 1)
[
Lαn+1(x)− Lαn(x)

]
= (n+ α)[Lαn(x) − Lαn−1(x)]− xLαn(x)

или

(n+ 1)Lαn+1(x) − (2n+ 1 + α− x)Lαn(x) + (n+ α)Lαn−1(x) = 0,

что и требовалось доказать.

Следствие 28.2.2. Справедливо рекуррентное соотношение

d

dx
Lαn(x) = −Lα+1

n−1(x) =
n

x
Lαn(x)− (n+ α)

x
Lαn−1(x). (28.5)

Доказательство. Продифференцируем соотношение (27.4) по
x и получим

dLαn(x)

dx
=

d

dx

1

n!
exx−α[e−xxα+n](n) =

=
1

n!
exx−α[e−xxα+n](n) − α

n!
exx−α−1[e−xxα+n](n) −

− 1

n!
exx−α[e−xxα+n](n) +

α+ n

n!
exx−α[e−xxα+n−1](n).

С учетом (27.4) найдем

dLαn(x)

dx
= −α

x
Lαn(x) +

n+ α

x
Lα−1
n (x).

Подставим сюда (28.4). Тогда

dLαn(x)

dx
= −α

x
Lαn(x) +

n+ α

x
[Lαn(x) − Lαn−1(x)] =

=
n

x
Lαn −

n+ α

x
Lαn−1(x).
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Таким образом, правая часть соотношения (28.5) доказана.
Положим в (28.1) α = α+ 1 и получим

nLαn(x) = (n+ α)Lαn−1(x) − xLα+1
n−1(x).

С помощью полученного соотношения исключим nLαn(x) из
правой части соотношения (28.5). Тогда

dLαn(x)

dx
=

1

x

[
(n+ α)Lαn−1(x)− xLα+1

n−1(x)
]
− n+ α

x
Lαn−1(x) =

= −Lα+1
n−1(x),

что и требовалось доказать.

Теорема 28.3. Полиномы Лагерра y = Lαn(x) удовлетворяют
дифференциальному уравнению

xy′′ + (α+ 1− x)y′ + ny = 0. (28.6)

Доказательство. Пусть U(x) = xn+αe−x. Тогда

U ′(x) = (n+ α)xn+α−1e−x − xn+αe−x

или
xU ′(x) + (x− n− α)U(x) = 0.

Продифференцируем это соотношение n+ 1 раз по x. С помо-
щью формулы Лейбница

(UV )(n) =
n∑

k=0

n!

(n− k)!k!U
(n−k)(x)V (k)(x)

получим

x[U (n)(x)]′′ + (x+ 1− α)[U (n)(x)]′ + (n+ 1)U (n)(x) = 0. (28.7)

Сделаем в полученном уравнении замену U (n) = n!xαe−xy. С
учетом соотношений

[U (n)(x)]′ = n!xαe−x
{α− x

x
y + y′

}
;

[U (n)(x)]′′ = n!xαe−x
{[α(α − 1)

x2
− 2α

x
+ 1
]
y +

+2
[α
x
− 1
]
y′ + y′′

}
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из (28.7), разделив на общий множитель n!xαe−x, получим

x
{[α(α − 1)

x2
− 2α

x
+ 1
]
y + 2

[α
x
− 1
]
y′ + y′′

}
+

+(x+ 1− α)
{α− x

x
y + y′

}
+ (n+ 1)y = 0.

Приведя подобные, получим утверждение теоремы.

Пример 28.1. Используя рекуррентные соотношения для полино-
мов Лагерра, доказать справедливость формулы (28.6).

Решение. В уравнение (28.6) подставим y = Lαn:

[Lαn(x)]′ = −Lα+1
n−1(x), [Lαn(x)]′′ = Lα+2

n−2(x),

тогда

x[Lαn ]′′(x) + (α+ 1− x)[Lαn]′(x) + nLαn(x) =

= nLαn(x) + (α+ 1− x)Lα+1
n−1(x) + xLα+2

n−2(x).

Положим в (28.4) α = α+ 1, тогда

Lαn(x) = Lα+1
n (x)− Lα+1

n−1(x), Lα+1
n−1(x) = Lα+2

n−1(x)− Lα+2
n−2(x)

и

n[Lα+1
n (x)− Lα+1

n−1(x)]− (α+ 1− x)[Lα+2
n−1(x)− Lα+2

n−2(x)] +

+xLα+2
n−2(x) = n[Lα+2

n (x)− 2Lα+2
n−1(x) + Lα+2

n−2(x)] +

+(α+ 1− x)Lα+2
n−1(x) + (α+ 1)Lα+2

n−2(x) =

= nLα+2
n (x)− (2n+ α+ 1− x)Lα+2

n−1(x) +

+(α+ 1 + n)Lα+2
n−2(x).

Положим в (28.3) α = α+ 2, n = n− 1 и получим

nLα+2
n (x)− (2n− 2 + 1 + α+ 2− x)Lα+2

n−1(x) +

+(α+ 2 + n− 1)Lα+2
n−2(x) = 0,

что и требовалось доказать.

Пример 28.2. С помощью рекуррентных соотношений доказать,
что

“ d

dx

”k
xνLνn(x) =

Γ(n+ ν + 1)

Γ(n+ ν + 1− k)x
ν−kLν−kn (x). (28.8)
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Решение. Вычислим, используя формулы (28.5) и (28.2),

d

dx
xνLνn(x) = νxν−1Lνn(x) + xν

d

dx
Lνn(x) =

= xν−1
h
νLνn(x) + x

d

dx
Lνn(x)

i
=

= xν−1
ˆ
νLνn(x) + nLνn(x)− (n+ ν)Lνn−1(x)

˜
=

= (n+ ν)xν−1
ˆ
Lνn(x)− Lνn−1(x)

˜
= (n+ ν)xν−1Lν−1

n (x).

Окончательно имеем

d

dx
xνLνn(x) = (n+ ν)xν−1Lν−1

n (x). (28.9)

Отсюда немедленно следует

dk

dxk
xνLνn(x) = (n+ ν)(n+ ν − 1) · · ·
· · · (n+ ν − k + 1)xν−kLν−1

n (x), (28.10)

что эквивалентно формуле (28.8).

29. Ортогональность полиномов Лагерра

Теорема 29.1. Полиномы Лагерра ортогональны на интер-
вале [0,∞[ с весом ρ(x) = xαe−x при α > −1. Условие ортого-
нальности имеет вид

∞∫

0

xαLαn(x)Lαm(x)e−xdx =
Γ(n+ α+ 1)

n!
δnm. (29.1)

Доказательство. Запишем формулу Родрига для полиномов
Лагерра

Lαn(x) =
1

n!
exx−α[e−xxα+n](n).

Не уменьшая степени общности, будем считать, что n > m.
Тогда

In,m =

∞∫

0

xαLαn(x)Lαm(x)e−xdx =
1

n!

∞∫

0

Lαm(x)[e−xxα+n](n)dx.
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а) Пусть n = 0. Тогда, по предположению, m = 0. Посколь-
ку Lα0 (x) = 1, то

I0,0 =

∞∫

0

xαe−xdx = Γ(α+ 1). (29.2)

б) Пусть n > 0. Проведем интегрирование In,m по частям,

положив U = Lαm(x), dU = [Lαm(x)]′dx, dV = [e−xxα+n](n)dx,
V = [e−xxα+n](n−1). Получим

In,m =
1

n!

{
Lαm(x)[e−xxα+n](n−1)

∣∣∣
∞

0
−

−
∞∫

0

[e−xxα+n](n−1)[Lαm(x)]′dx
}
.

По определению, α > −1 и n 6= 0. Поэтому α+n > 0, что дает
xα+n|x=0 = 0. Следовательно, внеинтегральное слагаемое рав-
но нулю. Проинтегрировав по частям еще m− 1 раз, получим

In,m =
(−1)n

n!

∞∫

0

[e−xxα+n](n−m)[Lαm(x)](m)dx.

Вычислим производную

[Lαm(x)](m) =
1

m!
[x−αex(xα+me−x)(m)](m) =

=
1

m!
[xm(−1)m +Qm−1(x)]

(m) = (−1)m,

где Qm−1(x) – полином m− 1 степени, т.е.

[Lαm(x)](m) = (−1)m.

Тогда

In,m =
(−1)n+m

n!

∞∫

0

[e−xxα+n](n−m)dx =
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=
(−1)n+m

n!






[e−xxα+n](n−m+1)
∣∣∞
0
, n 6= m

∞∫

0

e−xxn+αdx, n = m
=

=
(−1)n+m

n!

{
0, n 6= m;
Γ(n+ α+ 1), n = m =

=
Γ(n+ α+ 1)

n!
δnm. (29.3)

Объединив (29.2) и (29.3), получим утверждение теоремы.

Теорема 29.2. Полиномы Лагерра являются решением зада-
чи на собственные значения (задачи Штурма–Лиувилля)

xy′′ + (α+ 1− x)y′ + λy = 0, α > −1, (29.4)

при условии непрерывности, ограниченности в точке x = 0
и квадратичной интегрируемости на [0,∞[ функций y(x, λ) с
весом ρ(x) = xαe−x. Уравнение (29.4) называется уравнением
Лагерра.

Доказательство. Прежде всего отметим, что уравнение (29.4) в
самосопряженной форме имеет вид

(xα+1e−xy′)′ + λxαe−xy = 0, (29.5)

откуда и следует явный вид весовой функции ρ(x) = xαe−x.
Поскольку условием квадратичной интегрируемости функций

y(x, λ) с весом ρ(x) = xαe−x является неравенство

∞Z

0

xαe−xy2(x, λ)dx <∞,

это означает, что сама функция y(x, λ) на бесконечности может воз-

растать не быстрее, чем x−α/2ex/2.
С учетом сказанного и непрерывности решение уравнения (29.4)

ищем в виде обобщенного степенного ряда

y(x) =

∞X

n=0

Cnx
n+σ, (29.6)

где Cn и σ — постоянные, подлежащие определению. Подстановка
(29.6) в (29.4) дает

x

∞X

n=0

(n+ σ)(n+ σ − 1)Cnx
n+σ−2+
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+(α+ 1− x)
∞X

n=0

(n+ σ)Cnx
n+σ−1 + λ

∞X

n=0

Cnx
n+σ = 0 (29.7)

или
∞X

n=0

Cn(n+ σ)(n+ σ + α)xn+σ−1+

+
∞X

n=0

Cn(λ− n− σ)xn+σ = 0. (29.8)

Из первой суммы (29.8) выделим слагаемые с n = 0, а в «укорочен-
ной» сумме индекс суммирования n заменим на n+ 1. Тогда

C0σ(σ + α)xσ−1 +

+
∞X

n=0

{Cn+1(n+ σ + 1)(n+ σ + α+ 1) +

+Cn(λ− n− σ)}xn+σ = 0,

откуда следует, что
(
C0σ(σ + α) = 0,

Cn+1 =
n+ σ − λ

(n+ σ + 1)(n+ σ + 1 + α)
Cn, n = 0,∞. (29.9)

Из (29.9) следует, что нетривиальные решения уравнения (29.4) су-
ществуют лишь при σ = 0 или σ = −α. С другой стороны, последо-
вательное применение второй формулы (29.9) позволяет выразить
все коэффициенты Cn через C0 в виде

Cn =
(−1)n(λ− σ)(λ− σ − 1) · · · (λ− σ − n+ 1)

(σ + 1) · · · (σ + n)(σ + α+ 1) · · · (σ + α+ n)
C0. (29.10)

Формулу (29.10) можно записать в более удобной форме. Для этого
домножим числитель и знаменатель на произведение

Γ(λ− σ − n+ 1)Γ(σ + 1)Γ(σ + α+ 1)

с последующим использованием основного функционального соот-
ношения для гамма-функций. В результате получим

Cn =
(−1)nΓ(λ− σ + 1)Γ(σ + 1)Γ(σ + α+ 1)

Γ(σ + n+ 1)Γ(σ + α+ n+ 1)Γ(λ− σ − n+ 1)
C0. (29.11)

Если в (29.11) положить σ = 0 и обозначить an = Cn|σ=0, то

an =
(−1)nΓ(λ+ 1)Γ(α+ 1)

Γ(n+ 1)Γ(α+ n+ 1)Γ(λ− n+ 1)
a0. (29.12)

Положим теперь в (29.11) σ = −α и обозначим bn = Cn|σ=−α. Тогда
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bn =
(−1)nΓ(λ+ α+ 1)Γ(1− α)

Γ(n+ 1)Γ(n+ 1− α)Γ(λ+ α− n+ 1)
b0. (29.13)

Таким образом, с помощью (29.12) и (29.13) общее решение уравне-
ния (29.4) можно записать

y(x) = a0

∞X

n=0

(−1)nΓ(λ+ 1)Γ(α+ 1)

Γ(n+ 1)Γ(α+ n+ 1)Γ(λ− n+ 1)
xn+

+b0x
−α

∞X

n=0

(−1)nΓ(λ+ α+ 1)Γ(1− α)

Γ(n+ 1)Γ(n+ 1− α)Γ(λ+ α− n+ 1)
xn, (29.14)

где a0, b0 — произвольные постоянные.
Для α > 0 требование ограниченности функции y(x) в точке

x = 0 вынуждает положить b0 = 0. Тогда

y(x) = a0

∞X

n=0

(−1)nΓ(λ+ 1)Γ(α+ 1)

Γ(n+ 1)Γ(α+ n+ 1)Γ(λ− n+ 1)
xn. (29.15)

Явный вид (29.15) функции y(x) позволяет исследовать ее поведе-
ние при x → ∞, которое в этом случае определяется коэффициен-
тами an (29.12) с большими n.

Из (29.15) для n≫ 1 имеем

an+1

an
≈ −Γ(n+ 1)Γ(n+ 1 + α)Γ(λ− n+ 1)

Γ(n+ 2)Γ(n+ 2 + α)Γ(λ− n)
=

= − (λ− n)

(n+ 1)(n+ α+ 1)
=

1

n
, (29.16)

а это означает, что ряд (29.15) при x→∞ ведет себя как ex, т.е.

y(x) =
∞X

n=0

anx
n ∼ ex, x→∞. (29.17)

В этом легко убедиться, выписав разложение для функции eβx.
Действительно,

eβx =

∞X

n=0

Cnx
n =

∞X

n=0

βn

n!
xn,

откуда

an =
βn

n!
, an+1 =

βn+1

(n+ 1)!
или

an+1

an
∼ β

n
, n→∞. (29.18)

Сравнив (29.18) с (29.16), убеждаемся в справедливости (29.17).
Таким образом, при произвольном значении λ ряд (29.15) растет

как ex, т.е. быстрее чем x−α/2ex/2. Этого можно избежать, если
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оборвать ряд на n-ом слагаемом, положив в Γ(λ− n+ 1) из (29.15)
λ = m — некоторому целому числу. Тогда Γ(1) = 1 при n = m и
Γ(m−n) =∞ при n > m, а следовательно, an = 0, так как Γ(m−n)
стоит в знаменателе.

Итак, положив λ = m, мы нашли спектр собственных значе-
ний задачи (29.4). Соответствующий спектр собственных функций
следует из (29.17)

ym(x) =
mX

n=0

anx
n.

Задав в (29.12)

a0 =
Γ(m+ α+ 1)

Γ(m+ 1)Γ(α+ 1)
,

получим

ym(x) =

mX

n=0

Γ(m+ α+ 1)(−x)n
Γ(n+ α+ 1)n!(m− n)!

= Lαm(x) (29.19)

в полном соответствии с представлением полиномов Лагерра в виде
(27.5).

При α 6 0 следует положить a0 = 0. Тогда

y(x) = b0x
−α

∞X

n=0

(−1)nΓ(λ+ α+ 1)Γ(1− α)

Γ(n+ 1)Γ(n+ 1− α)Γ(λ+ α− n+ 1)
xn, (29.20)

и для того чтобы оборвать этот ряд, нужно выбрать λ = m−α, где
m — некоторое целое число. Тогда

ym(x) = b0x
−α

mX

n=0

(−1)nΓ(λ+ α+ 1)Γ(1− α)

Γ(n+ 1)Γ(n+ 1− α)Γ(m− n+ 1)
xn.

Задав

b0 =
Γ(m− α+ 1)

Γ(λ+ α+ 1)Γ(1− α)
,

можем записать спектр собственных значений λ = m − α и соб-
ственных функций

ym(x) = x−α
mX

n=0

Γ(m− α+ 1)(−x)n
Γ(n− α+ 1)n!(m− n)!

= x−αL−α
m (x). (29.21)

Если обозначить α = −µ, то соотношение ортогональности для
функций (29.21) совпадает с соотношением ортогональности для
функций (29.19). Действительно,

〈ym(x)|yn(x)〉 =
∞Z

0

xαe−x[x−αL−α
m (x) · x−αL−α

n (x)]dx =

=

∞Z

0

xµe−xLµm(x)Lµn(x)dx.

Таким образом, теорема доказана.
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30. Ряд Фурье–Лагерра

Аналогично рассмотренным ранее ортогональным полино-
мам полиномы Лагерра можно использовать в качестве базиса
для разложения функции f(x) в функциональные ряды. При
этом можно показать справедливость следующей теоремы:

Теорема 30.1. Если функция f(x) удовлетворяет условиям
Дирихле на интервале, лежащем внутри [0,∞[, и квадратич-
но интегрируема на [0,∞[ с весом xαe−x, то ее можно раз-
ложить в ряд по полиномам Лагерра

f(x) =
∞∑

n=0

CαnL
α
n(x) (30.1)

с коэффициентами

Cαn =
n!

Γ(n+ α+ 1)

∞∫

0

xαe−xLαn(x)dx, α > −1, (30.2)

причем ряд сходится к функции f∗(x) = [f(x+0)+f(x−0)]/2.
Ряд (30.1) называется рядом Фурье–Лагерра.

Пример 30.1. Разложить функцию f(x) = e−bx (b > 0) в ряд
Фурье по полиномам Лагерра.

Решение. Первый способ. Условия разложимости функции
выполнены, следовательно,

e−bx =

∞∑

n=0

CαnL
α
n(x), Cαn =

n!

Γ(n+ α+ 1)

∞∫

0

e−xxαe−bxLαn(x)dx.

Найдем Cαn , n = 0,∞. По формуле Родрига для полиномов
Лагерра (27.4)

Lαn(x) =
1

n!
x−αex

dn(xn+αe−x)

dxn
.

Тогда

Cαn =
1

Γ(n+ α+ 1)

∞∫

0

e−bx
dn(xn+αe−x)

dxn
dx.
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Проинтегрировав по частям, получим

In =

∞∫

0

e−bx
dn(xn+αe−x)

dxn
dx =

= e−bx
dn−1(xn+αe−x)

dxn−1

∣∣∣
∞

0
+ b

∞∫

0

e−bx
dn−1(xn+αe−x)

dxn−1
dx.

Внеинтегральное слагаемое при x = ∞ равно нулю за счет
множителя e−bx (b > 0), а при x = 0 — за счет второго мно-
жителя

dn−1(xn+αe−x)

dxn−1
,

так как, вычислив производную n− 1-го порядка по формуле
Лейбница, получим сумму, каждое слагаемое которой содер-
жит x в положительной степени (низшая степень будет равна
α+ 1), но, по условию, α > −1, значит, α+ 1 > 0.

Применив n раз интегрирование по частям, придем к ра-
венству

∞∫

0

e−bx
dn(xn+αe−x)

dxn
dx = bn

∞∫

0

e−(b+1)xxn+αdx.

Сделаем в интеграле замену переменных (b+1)x = t и получим

In =
bn

(b + 1)n+α+1

∞∫

0

e−ttn+αdt =
bnΓ(n+ α+ 1)

(b+ 1)n+α+1
.

Тогда

Cαn =
In

Γ(n+ α+ 1)
=

bn

(b+ 1)n+α+1
, n = 0,∞.

Найдем разложение

e−bx =
1

(b+ 1)α+1

∞∑

n=0

( b

b+ 1

)n
Lαn(x), 0 < x <∞.
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Рассмотрим частный случай, когда b = 1. Тогда

e−x =
1

2α+1

∞∑

n=0

1

2n
Lαn(x), 0 < x <∞.

Если α = 0, то

e−x =
1

2

∞∑

n=0

1

2n+1
Ln(x), 0 < x <∞. (30.3)

Второй способ. Воспользуемся разложением производящей
функции

1

(1− z)(α+1)
exp

“
− xz

1− z
”

=
∞X

n=0

Lαn(x)zn, |z| < 1.

Положим здесь z = b/(b+ 1), где b – действительное число. Тогда

1− z =
1

b+ 1
, − xz

1− z = −bx,

причем из |z| < 1 следует, что b > −1/2. В результате имеем

(b+ 1)α+1e−bx =
∞X

n=0

Lαn(x)
“ b

b+ 1

”n
.

При b = 1 получим

e−x =
∞X

n=0

1

2n+α+1
Lαn(x), 0 < x <∞.

Пример 30.2. Разложить функцию f(x) = xp, x > 0, в ряд
Фурье по полиномам Лагерра.

Решение. Для коэффициентов Фурье имеем представление

Cαn =
n!

Γ(n+ α+ 1)

∞∫

0

e−xxαxpLαn(x)dx, n = 0,∞

или

Cαn =
1

Γ(n+ α+ 1)

∞∫

0

xp
dn

dxn
(xn+αe−x)dx, n = 0,∞.
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Как и в примере 30.1, интегрируем n раз по частям. Получим

Cαn =
(−1)np(p− 1) · · · (p− n+ 1)

Γ(n+ α+ 1)

∞∫

0

xp−nxn+αe−xdx;

Cαn =
(−1)np(p− 1) · · · (p− n+ 1)

Γ(n+ α+ 1)
Γ(p+ α+ 1).

Тогда при 0 < x <∞

xp = Γ(p+α+ 1)
∞∑

n=0

(−1)n
p(p− 1) · · · (p− n+ 1)

Γ(n+ α+ 1)
Lαn(x). (30.4)

Пример 30.3. Разложить функцию f(x) = lnx в ряд по по-
линомам Лагерра.

Решение. Искомое разложение имеет вид

f(x) =
∞∑

n=0

CαnL
α
n(x),

где

Cαn =
n!

Γ(n+ α+ 1)

∞∫

0

xαe−xLαn(x) ln xdx =

=
1

Γ(n+ α+ 1)

∞∫

0

(xn+αe−x)(n) lnxdx. (30.5)

Рассмотрим случай n > 1. Интегрируем (30.5) по частям, поло-
жив U = lnx, dU = dx/x, dV = (xn+αe−x)(n)dx, V = (xn+αe−x)(n−1),
и получим

Cαn = − 1

Γ(n+ α+ 1)

∞∫

0

1

x
(xn+αe−x)(n−1)dx.

Повторив интегрирование по частям n− 1 раз, получим

Cαn = − (n− 1)!

Γ(n+ α+ 1)

∞∫

0

1

xn
xn+αe−xdx = − (n− 1)!Γ(α+ 1)

Γ(n+ α+ 1)
.
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Если n = 0, то

Cα0 =
1

Γ(α+ 1)

∞∫

0

xαe−x lnxdx =
Γ′(α+ 1)

Γ(α+ 1)
.

Следовательно,

lnx =
Γ′(α+ 1)

Γ(α+ 1)
− Γ(α+ 1)

∞∑

n=1

(n− 1)!

Γ(n+ α+ 1)
Lαn(x).

♦ Существует еще один способ получения разложений по поли-
номам Лагерра, основанный на интегральном представлении (27.14).

Действительно, зная разложение четной функции ϕ(x) в ряд по
полиномам Эрмита и воспользовавшись представлением полиномов
Лагерра через полиномы Эрмита (27.14), получим функцию

f(x) =

1Z

−1

(1− t2)α−1/2ϕ(t
√
x)dt

и, следовательно, ее разложение в ряд по полиномам Лагерра.
Пусть

ϕ(x) =

∞X

n=0

C2nH2n(x), −∞ < x <∞.

Тогда

ϕ(t
√
x) =

∞X

n=0

C2nH2n(t
√
x).

Умножив это равенство на (1 − t2)α−1/2 и проинтегрировав в пре-
делах от –1 до 1, получим

1Z

−1

(1− t2)α−1/2ϕ(t
√
x)dt =

∞X

n=0

C2n

1Z

−1

(1− t2)α−1/2H2n(t
√
x)dt.

Используем для функции f(x) представление (27.14) и придем к
равенству

f(x) =
∞X

n=0

CαnL
α
n(x)

при α > −1/2, где

Cαn = (−1)n
(2n)!

√
πΓ(α+ 1/2)

Γ(n+ α+ 1)
C2n.
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Пример 30.4. С помощью интегрального представления (27.14)
получить разложение функции x2m в ряд по полиномам Лагерра.

Решение. Известно, что

x2m =
(2m)!

22m

mX

n=0

H2n(x)

(m− n)!(2n)!
, −∞ < x <∞.

Здесь

C2m =
(2m)!

22m(m− n)!(2n)!
.

Найдем разложение в ряд Фурье по полиномам Лагерра для функ-
ции

f(x) =

1Z

−1

(1− t2)α−1/2(t
√
x)2mdt.

Преобразуем интеграл

1Z

−1

(1− t2)α−1/2(t
√
x)2mdt = 2xm

1Z

0

(1− t2)α−1/2t2mdt =

= xm
1Z

0

(1− u)α−1/2um−1/2du = xmB(α+ 1/2, m+ 1/2) =

= xm
Γ(α+ 1/2)Γ(m + 1/2)

Γ(α+m+ 1)

при α > −1/2. Таким образом,

f(x) = xm
Γ(α+ 1/2)Γ(m + 1/2)

Γ(α+m+ 1)
, α > −1

2
.

Найдем разложение

f(x) =

mX

n=0

CαnL
α
n(x)

с коэффициентами

Cαn = (−1)n
(2n)!

√
πΓ(α+ 1/2)

Γ(n+ α+ 1)

(2m)!

22m(m− n)!(2m)!
, n = 0,m.

Получим

xm =
mX

n=0

(−1)n
√
πΓ(α+ 1/2)(2m)!Γ(α+m+ 1)

Γ(n+ α+ 1)22m(m− n)!Γ(α+ 1/2)Γ(m + 1/2)
Lαn(x)
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или

xm = m!Γ(α+m+ 1)

mX

n=0

(−1)n

(m− n)!Γ(n+ α+ 1)
Lαn(x),

что согласуется с разложением (30.4).

Пример 30.5. Вычислить сумму

S =

∞X

n=0

znLαn(x)

Γ(n+ α+ 1)
. (30.6)

Решение. Подставив (27.5) в (30.6) и поменяв порядок суммиро-
вания (см. пример I.7.1), найдем

S =

∞X

n=0

nX

m=0

zn(−x)m
Γ(n−m+ α)Γ(α+m+ 1)Γ(m+ 1)

=

=

∞X

m=0

∞X

n=0

zn+m(−x)m
Γ(n+ 1)Γ(α+m+ 1)Γ(m+ 1)

=

=

∞X

m=0

(−xz)m
Γ(α+m+ 1)Γ(m+ 1)

∞X

n=0

zn

n!
=

= ez
∞X

m=0

(−xz)m
m!Γ(α+m+ 1)

.

Но последняя сумма в этом равенстве выражается через функцию
Бесселя первого рода (3.6), и окончательно получим

∞X

n=0

znLαn(x)

Γ(n+ α+ 1)
= ez(xz)−α/2Jα(2

√
xz). (30.7)

Пример 30.6. Доказать справедливость разложения полинома
Lαn(x) по ортогональной системе полиномов Lβn(x)

Lαn(x) =
nX

k=0

“
α− β + n− k − 1

n− k
”
Lβk(x) =

= (−1)n
nX

k=0

(−1)k
“
β − α
n− k

”
Lβk (x). (30.8)

Решение. Найдем сумму ряда

F (x) =
nX

k=0

“
α− β + n− k − 1

n− k
”
Lβk (x). (30.9)
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Если воспользоваться соотношением
“
α+ n
n

”
= (−1)n

“ −α− 1
n

”
. (30.10)

(см. разд. «Биномиальные коэффициенты» части I), то выражение
(30.9) можно представить в эквивалентной форме

F (x) =
nX

k=0

(−1)n+k
“
α− β
n− k

”
Lβk(x). (30.11)

Воспользуемся теперь формулой Родрига для полиномов Лагерра
(27.4), которую с помощью биномиальных коэффициентов можно
переписать в виде

Lβk (x) =

nX

m=0

(−1)m
“
k + β
k −m

”xm
m!

, (30.12)

и для F (x) найдем

F (x) =
nX

k=0

kX

m=0

(−1)n+m+k
“
β − α
n− k

”“
k + β
k −m

”xm
m!

. (30.13)

Это выражение, согласно (I.7.7), можно записать в виде

F (x) =
nX

m=0

n−mX

k=0

(−1)n+k
“

β − α
n−m− k

”“
m+ β + k

k

”xm
m!

.

Из соотношения (30.10) следует

“
m+ β + k

k

”
= (−1)k

“−m− β − 1
k

”
,

после чего имеем

F (x) = (−1)n
nX

m=0

xm

m!

n−mX

k=0

“
β − α

n−m− k
”“−m− β − 1

k

”
.

Сумму по k можно вычислить с помощью соотношения

nX

k=0

“
α
k

”“
β

n− k
”

=
“
α+ β
n

”
. (30.14)

Суммирование дает

F (x) = (−1)n
nX

m=0

xm

m!

“−m− α− 1
n−m

”
.

Воспользуемся еще раз соотношением (30.10)
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“−m− α− 1

n−m
”

= (−1)n+m
“
n+ α
n−m

”

и с учетом (30.11) окончательно получим

F (x) =
nX

m=0

(−1)m
“
n+ α
n−m

”xm
m!

= Lαn(x),

что и требовалось показать.

31. Ортогональные классические полиномы

Мы рассмотрели основные свойства полиномов Лежандра, Эр-
мита и Лагерра. Нетрудно заметить, что свойства этих полиномов
во многом похожи. Рассмотрим теперь общие свойства, присущие
ортогональным полиномам, называемым классическими.

31.1. Метод ортогонализации Шмидта

Утверждение 31.1. 1. Пусть {fk(x), k = 0,∞} – линейно неза-
висимая система функций.

2. Пусть на интервале ]a, b[ определено скалярное произведение
с весом ρ(x), ρ(x) > 0,

〈g1(x)|g2(x)〉ρ =

bZ

a

ρ(x)g1(x)g2(x)dx, (31.1)

причем
|〈fk(x)|fj(x)〉ρ| <∞, k, j = 0,∞.

Тогда существуют конечные линейные комбинации функций fk(x),
k = 0,∞,

ϕn(x) =
nX

k=0

λn,kfk(x) (31.2)

такие, что

〈ϕk(x)|ϕm(x)〉ρ = ‖ϕk(x)‖2δkm, k,m = 0,∞. (31.3)

Положим

ϕ0(x) = γ0,0f0(x),
ϕ1(x) = γ1,0ϕ0(x) + γ1,1f1(x),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ϕn(x) =

n−1X

k=0

γn,kϕk(x) + γn,nfn(x),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(31.4)
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Будем считать, что γn,n не равны нулю, поскольку функции ϕn(x)
линейно независимы. Очевидно, что функции ϕn(x) – конечные ли-
нейные комбинации функций fk(x). Выберем γn,k из условия

〈ϕk(x)|ϕj(x)〉 = 0, k 6= j.

Домножим второе уравнение в (31.4) на ϕ0(x)ρ(x) и проинтегриру-
ем в пределах от a до b. Тогда для выполнения условия ортогональ-
ности (31.3) необходимо

γ1,0‖ϕ0(x)‖2 + γ1,1〈f1(x)|ϕ0(x)〉ρ = 0.

Следовательно,

γ1,0 = −γ1,1
〈f1(x)|ϕ0(x)〉ρ
‖ϕ0(x)‖2

.

Дальнейшее доказательство проведем методом математической
индукции. Пусть соотношение (31.3) выполняется для всех m < n.
Тогда, домножив n-е уравнение в (31.4) на ρ(x)ϕm(x), m = 0, n− 1,
и проинтегрировав в пределах от a до b, получим

〈ϕm(x)|ϕn(x)〉 =

=
n−1X

k=0

γn,k〈ϕm(x)|ϕk(x)〉ρ + γn,n〈ϕm(x)|fn(x)〉ρ =

= γn,m‖ϕm(x)‖2 + γn,n〈ϕm(x)|fn(x)〉ρ, m = 0, n− 1.

Следовательно, для ортогональности функций ϕn(x) и ϕm(x), m =
0, n− 1, необходимо

γn,m = −γn,n
〈ϕm(x)|fn(x)〉ρ
‖ϕm(x)‖2 , m = 0, n− 1. (31.5)

Таким образом, утверждение доказано.

Утверждение 31.2. Интервал ]a, b[ и весовая функция ρ(x) опре-
деляют (с точностью до постоянного множителя) систему ор-
тогональных полиномов {Pn(x)}.

Действительно, положив в (31.4) fn(x) = xn, получим систему
ортогональных полиномов

Pn(x) =

n−1X

k=0

γn,kx
k + γn,nx

n, γn,n 6= 0, (31.6)

где

γn,k = −γn,n
〈Pk(x)|xk〉ρ
‖Pk‖2

, k = 0, n− 1. (31.7)

Таким образом, система ортогональных полиномов полностью опре-
деляется интервалом ]a, b[ и весовой функцией ρ(x), ρ(x) > 0. При-
чем
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σk =

bZ

a

xkρ(x)dx, |σk| <∞, k = 0,∞, (31.8)

даже если интервал ]a, b[ бесконечен. Таким образом, утверждение
доказано.

� Величины σk (31.8) называются начальными (степенными)
моментами функции ρ(x) порядка k.

♦ Из соотношения (31.7) видим, что ортогональные полиномы
Pn(x) определены с точностью до произвольной постоянной γn,n.
Если γn,n удовлетворяет дополнительному условию ‖Pn(x)‖ = 1,
n = 0,∞, то такие полиномы называются ортонормированными, а
если γn,n = 1, n = 0,∞, то полиномы Pn(x) называются стандарти-
зованными.

31.2. Обобщенная формула Родрига

Теорема 31.1. Если весовая функция ρ(x) удовлетворяет усло-
вию

ρ′(x)

ρ(x)
=
α(x)

β(x)
, ρ(a)β(a) = ρ(b)β(b) = 0, x ∈]a, b[, (31.9)

где
α(x) = α0 + α1x, β(x) = β0 + β1x+ β2x

2, (31.10)

то функция

Pn(x) =
An
ρ(x)

[ρ(x)βn(x)](n), An = const (31.11)

есть полином степени n.
� Условие (31.9) называется уравнением Пирсона, соотноше-

ния (31.11) – обобщенной формулой Родрига, а полиномы Pn(x) –
классическими ортогональными полиномами.

Доказательство. I. Рассмотрим функцию

U(x) = ρ(x)βn(x). (31.12)

Покажем, что U (n)(x) = ρ(x)Rn(x), где Rn(x) – полином степени не
выше n. Доказательство проведем методом математической индук-
ции. Из (31.12) находим

U ′(x) = ρ′(x)βn(x) + nρ(x)βn−1(x)β′(x) =

= ρ(x)βn−1(x)[α(x) + nβ′(x)] = ρ(x)βn−1(x)R1(x).

Здесь мы воспользовались уравнением Пирсона и обозначили че-
рез R1(x) полином первой или нулевой степени по x. Для второй
производной получим
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U ′′(x) = ρ(x)βn−2(x)[α′(x)R1(x) + (n− 1)β′(x)R1(x) +

+β(x)R′
1(x)] = ρ(x)βn−2(x)R2(x),

где R2(x) – полином не выше второй степени. Предположим, что

U (k)(x) = ρ(x)βn−k(x)Rk(x), k < n, (31.13)

где Rk(x) – некоторый полином степени не выше k. Тогда

U (k+1)(x) = ρ(x)βn−k−1(x)[α(x)Rk(x) +

+(n− k)β′(x)Rk(x) + β(x)R′
k(x)] = ρ(x)βn−k−1(x)Rk+1(x),

так как в квадратных скобках стоит полином степени не выше k+1.
Таким образом, методом математической индукции мы показали,
что

Pn(x) = AnRn(x),
где Rn(x) – полином степени не выше n.

II. Покажем, что Pn(x) – полином, степень которого равна n.
Из граничного условия для уравнения Пирсона (31.9) и соотно-

шения (31.13) найдем

[ρ(x)βk(x)]
˛̨
x=a

= [ρ(x)βk(x)]
˛̨
x=b

= 0; (31.14)

U (k)(x)
˛̨
x=a

= U (k)(x)
˛̨
x=b

= 0, k = 0, n− 1.

Следовательно, для любого полиномаQk(x) =
kP
j=0

Cjx
j , k = 0, n− 1,

получим

Ik,n =

bZ

a

ρ(x)Qk(x)Pn(x)dx = An

bZ

a

Qk(x)[ρ(x)β
n(x)](n)dx.

Проинтегрируем Ik,m один раз по частям, положив u = Qk(x), du =

Q′
k(x)dx, dv = [ρ(x)βn(x)](n)dx, v = [ρ(x)βn(x)](n−1), т.е.

Ik,n = An
n
Qk(x)[ρ(x)β

n(x)](n−1)
˛̨
˛
b

a
−

−
bZ

a

Q′
k(x)[ρ(x)β

n(x)](n−1)dx
o

=

= An


Qk(x)U

(n−1)(x)
˛̨
˛
b

a
−

bZ

a

Q′
k(x)U

(n−1)(x)dx

ff
.

В силу (31.14) внеинтегральное слагаемое равно нулю. Оставший-
ся интеграл проинтегрируем еще k − 1 раз по частям и с учетом

соотношения Q
(k)
k (x) = Ck получим
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Ik,n = Ak(−1)kk!Ck

bZ

a

[ρ(x)βn(x)](n−k)dx =

= (−1)kAkk!Ck[ρ(x)β
n(x)](n−k−1)

˛̨b
a

= 0.

Таким образом,
Ik,n = 0, k = 0, n− 1. (31.15)

Предположим теперь, что Pn(x) – полином степени, меньшей
чем n. Тогда из (31.15) при Qk(x) = Pn(x) следует, что

bZ

a

ρ(x)P2
n(x)dx = 0.

В силу свойств весовой функции это равенство невозможно, так как
P2
n(x) > 0. Полученное противоречие доказывает теорему.

Следствие 31.1.1. Полином Pn(x) ортогонален на интервале ]a, b[
произвольному полиному Qk(x) степени, меньшей чем n (k < n).

Доказательство непосредственно следует из (31.15).

Следствие 31.1.2. Полиномы Pk(x) образуют на интервале ]a, b[
ортогональную с весом ρ(x) систему функций {Pn(x)}, n = 0,∞,
т.е.

bZ

a

ρ(x)Pn(x)Pm(x)dx = ‖Pn‖2δnm. (31.16)

Доказательство. Рассмотрим два полинома Pn(x), Pm(x). Пусть
для определенности n > m. Тогда если n > m, то в соответствии с
предыдущей леммой 〈Pm(x)|Pn(x)〉ρ = 0. Если n = m, то 〈Pn(x)|Pn(x)〉 =
‖Pn(x)‖2, что и требовалось доказать.

Рассмотрим более подробно уравнение Пирсона или, как его еще
называют, уравнение для весовой функции ρ(x). Интервал ]a, b[,
присутствующий в (31.9), может быть как полубесконечным (b =∞
или a = −∞), так и бесконечным (a = −∞, b = ∞). Согласно
условиям (31.9), (31.10), функцию β(x) (с точностью до несуще-
ственного постоянного множителя) можно выбрать такой, чтобы
она обращалась в нуль в конечных граничных точках:

β(x) =

8
><
>:

(x− a)(b− x), x ∈]a, b[;
x− a, x ∈]a,∞[;
b− x, x ∈]−∞, b[;
1, x ∈]−∞,∞[.

(31.17)

Любой из этих интервалов с помощью линейной замены переменной
можно свести к интервалу ]− 1, 1[ или ]0,∞[, или ]−∞,∞[. Тогда
равенства (31.17) можно записать
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β(x) =

(
1− x2, x ∈]− 1, 1[;
x, x ∈]0,∞[;
1, x ∈]−∞,∞[.

(31.18)

С учетом (31.18) решение уравнения Пирсона (с точностью до несу-
щественного постоянного множителя) будет иметь вид

ρ(x) =

8
>>>>><
>>>>>:

(1− x)µ(1 + x)ν , µ = −1

2
(α0 + α1),

ν =
1

2
(α0 − α1); x ∈]− 1, 1[;

xµ exp(α1x), µ = α0; x ∈]0,∞[;

exp
“
α0x+

α1

2
x2

”
; x ∈]−∞,∞[.

(31.19)

Отсюда следует, что
1. На конечном интервале ]− 1, 1[ для выполнения условий (31.9)

ρ(x)β(x)
˛̨
x=±1

= (1− x)µ+1(1 + x)ν+1
˛̨
x=±1

= 0

необходимо, чтобы были справедливы неравенства µ > −1,
ν > −1. Функция α(x) в этом случае в силу равенств α0 = ν−µ,
α1 = −(ν + µ) будет иметь вид

α(x) = ν − µ− (ν + µ)x. (31.20)

2. На полубесконечном интервале ]0,∞[ для выполнения условий
(31.9)

ρ(x)β(x)
˛̨
x=0,∞ = xµ+1 exp(α1x)

˛̨
x=0,∞ = 0

можно положить α1 = −1 и потребовать µ > −1, тогда

α(x) = µ− x. (31.21)

3. На бесконечном интервале ] − ∞,∞[ для выполнения условий
(31.9) достаточно выбрать α0 = 0, α1 = −2 так, что

α(x) = −2x. (31.22)

Таким образом, мы приходим к следующим каноническим фор-
мам классических ортогональных полиномов, определяемых фор-
мулой Родрига (31.11):

1. Полиномы Якоби Pn(x) = Pµ,νn (x) определены на интервале
] − 1, 1[ с весовой функцией ρ(x) = (1 − x)µ(1 + x)ν и функ-
циями α(x) = ν − µ− (ν + µ)x и β(x) = 1− x2, причем µ > −1,
ν > −1, An = (−1)n/(2nn!).

Важными частными случаями полиномов Якоби являются:

а) полиномы Лежандра Pn(x) = P 0,0
n (x), µ = ν = 0;

б) полиномы Чебышева первого рода

Tn(x) =
n!
√
π

Γ(1/2 + n)P
−1/2,−1/2
n

, µ = ν = −1

2
;



226 Глава 3. Классические ортогональные полиномы

Рис. 30

в) полиномы Чебышева второго рода

Un(x) =
(n+ 1)!

√
π

2Γ(3/2 + n)P
1/2,1/2
n

, µ = ν =
1

2
;

г) полиномы Гегенбауэра (или ультрасферические полиномы)

Cλn(x) =
Γ(2λ+ n)Γ(λ+ 1/2)

Γ(2λ)Γ(λ+ 1/2 + n)P
λ−1/2,λ−1/2
n

, µ = ν = λ− 1

2
.

Полиномы Чебышева первого и второго рода (см. рис. 30 и 31)
являются также частными случаями полиномов Гегенбауэра с
λ = 0 и λ = 1, соответственно. На рис. 32 и 33 изображены
графики некоторых частных случаев полиномов Якоби.

2. Полиномы Лагерра (обобщенные полиномы Лагерра, или Чебы-
шева–Лагерра) Pn(x) = Lµn(x) определены на интервале ]0,∞[
с весовой функцией ρ(x) = xµe−x и функциями α(x) = µ− x и
β(x) = x, причем µ > −1, An = 1/(n!).

3. Полиномы Эрмита (Чебышева–Эрмита) Pn(x) = Hn(x) определены

на интервале ]−∞,∞[ с весовой функцией ρ(x) = e−x
2

и функ-
циями α(x) = −2x и β(x) = 1, причем An = (−1)n.

Рис. 31
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Рис. 32

Для рассмотренных ранее полиномов Pn(x), L
µ
n(x), Hn(x) под-

становка выражений (31.18) и (31.19) в (31.11) с учетом приведен-
ных значений An дает уже известные формулы Родрига.

31.3. Производящая функция

� Функция F (x, t) называется производящей функцией для си-
стемы полиномов {Pn(x)}, n = 0,∞, если ее разложение в ряд Тей-
лора в точке t = 0 имеет вид

F (x, t) =
∞X

n=0

1

n!An
Pn(x)tn.

Теорема 31.2. Функция

F (x, t) =
1

ρ(x)

ρ(ω(x, t))

1− tβ′(ω(x, t))
(31.23)

является производящей для полиномов {Pn(x)}. Здесь ω неявным
образом определяется уравнением

Рис. 33
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ω − x− tβ(ω) = 0. (31.24)

В формуле (31.23) используется то из решений уравнения (31.24),
которое при малых |t| расположено ближе всего к точке x.

Доказательство. Разложим функцию (31.23) в ряд Тейлора по t:

F (x, t) =

∞X

n=0

Cn(x)tn, (31.25)

где

Cn(x) =
1

n!

∂nF (x, t)

∂tn

˛̨
˛
t=0

=
1

4πi

1

ρ(x)

Z

γ

ρ(ω(x, z))

[1− zβ′(ω(x, z))]zn+1
dz,

а γ – произвольный замкнутый контур в комплексной плоскости
z, охватывающий начало координат. Сделаем в интеграле замену
переменных z → ω(x, z), где ω(x, z) определяется уравнением

ω − x− zβ(ω) = 0. (31.26)

Следовательно,

z =
ω − x
β(ω)
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и
dω − β(ω)dz − zβ′

ω(ω)dω = 0

или

dz =
1− zβ′

ω(ω)

β(ω)
dω.

При преобразовании, определяемом соотношением (31.26), контур
γ трансформируется в контур γ̃, охватывающий точку x, поэтому
следует взять ближайшее к x значение ω, чтобы остаться в области
аналитичности. В результате получим

Cn(x) =
1

2πi

1

ρ(x)

Z

γ̃

ρ(ω)βn(ω)

(ω − x)n+1
dω =

=
1

2πi

1

n!ρ(x)

dn

dxn


1

2πi

Z

γ̃

ρ(ω)βn(ω)

ω − x dω

ff
.

Воспользовавшись интегральной формулой Коши (I.12.1), получим

Cn(x) =
1

n!ρ(x)
[ρ(x)βn(x)](n) =

1

n!An
Pn(x).

Таким образом, для функции (31.23) справедливо

F (x, t) =

∞X

n=0

1

n!An
Pn(x)tn, (31.27)

что и требовалось доказать.

Пример 31.1. Найти производящую функцию для полиномов Ле-
жандра Pn(x).

Решение. Поскольку для полиномов Pn(x) функция β(ω) = 1−ω2,
то уравнение (31.24) принимает вид

ω − x− t(1− ω2) = 0

или
tω2 + ω − (x+ t) = 0.

Из двух решений

ω1,2 =
−1±

p
1 + 4t(t+ x)

2t
,

согласно теореме 31.2, выбираем решение, содержащее знак «+».
Приняв во внимание, что β′(ω) = −2ω и ρ(x) = 1, находим

F (x, t) =
1

1 + 2tω
=

1√
1 + 4tx+ 4t2

=
∞X

n=0

Pn(x)
tn

Ann!
.
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Замена t→ −t/2 приводит к разложению

1√
1− 2tx+ t2

=
∞X

n=0

Pn(x)
(−1)ntn

2nAnn!
=

=
∞X

n=0

(−1)ntn

2nn!

h dn

dxn
(1− x2)n

i
=

∞X

n=0

tn

2nn!

dn

dxn
(x2 − 1),

которое с учетом (16.7) можно записать в виде

1√
1− 2tx+ t2

=
∞X

n=0

Pn(x)tn,

откуда следует выражение для производящей функции

F (x, t) =
1√

1− 2tx+ t2
,

совпадающее с использованным ранее выражением (16.1).
♦ Аналогично из (31.23) для производящих функций полиномов

Лагерра Lµn(x) и Эрмита Hn(x) можно получить выражения (22.1)
и (27.1), соответственно. Для полиномов Чебышева первого рода
Tn(x) производящая функция имеет вид

1− tx√
1− 2xt+ t2

=

∞X

n=0

Tn(x)t
n, (31.28)

а для полиномов Чебышева второго рода Un(x):

1

1− 2xt+ t2
=

∞X

n=0

Un(x)tn. (31.29)

31.4. Дифференциальные уравнения
для классических ортогональных полиномов

Теорема 31.3. Ортогональные полиномы y = Pn(x) (31.11) удо-
влетворяют уравнению

β(x)y′′ + [α(x) + β′(x)]y′ − γny = 0, (31.30)

где α(x) и β(x) определяются соотношением (31.10), а

γn = n[α1 + (n+ 1)β2]. (31.31)

Доказательство. Рассмотрим функцию (31.12)

U(x) = ρ(x)βn(x).

Тогда
U ′(x) = ρ(x)βn−1(x)[α(x) + β′(x)]
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или
β(x)U ′ − [α(x) + nβ′(x)]U = 0.

Продифференцируем это соотношение n+1 раз. С учетом формулы
Лейбница

(UV )(n) =
nX

k=0

n!

k!(n− k)!U
(k)V (n−k)

получим

β(x)U (n+2) + (n+ 1)β′(x)U (n+1) +
(n+ 1)n

2
U (n)β′′(x)−

−[α(x) + nβ′(x)]U (n+2) − (n+ 1)[α′(x) + nβ′′(x)]U (n) = 0.

Здесь мы воспользовались тем, что β(k)(x) = 0, k > 2, α(j)(x) = 0,
j > 1. Приведя подобные, получим

β(x)U (n+2) − [α(x)− β′(x)]U (n+1)−
−(n+ 1)

h
α′(x) +

n

2
β′′(x)

i
U (n) = 0. (31.32)

Сделаем в уравнении (31.32) замену

U (n)(x) = A−1
n ρ(x)Pn(x);

U (n+1)(x) =
1

An

h
ρ(x)

α(x)

β(x)
Pn(x) + ρ(x)P ′

n(x)
i
; (31.33)

U (n+2)(x) =
ρ(x)

An

hα2(x) + α′(x)β(x)− α(x)β′(x)

β2(x)
Pn(x)+

+2
α(x)

β(x)
P ′
n + P ′′

n(x)
i

и получим

ρ(x)

An

n
β(x)

hα2(x) + α′(x)β(x)− α(x)β′(x)

β2(x)
Pn(x) +

+2
α(x)

β(x)
P ′
n + P ′′

n(x)
i
− [α(x)− β′(x)]

hα(x)

β(x)
Pn(x) + P ′

n(x)
i
−

−(n+ 1)
h
α′(x) +

n

2
β′′(x)

i
P(x)

o
= 0.

Приводя подобные, получим утверждение теоремы.
С помощью соотношений (31.18)–(31.22) запишем явный вид

дифференциальных уравнений для полиномов

1. Якоби y = Pµ,νn (x):

(1− x2)y′′ + [ν − µ− (ν + µ+ 2)x]y′+
+n(ν + µ+ n+ 1)y = 0 (31.34)

откуда при µ = ν = 0 получаются уравнения для полиномов
Лежандра
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(1− x2)y′′ − 2xy′ + n(n+ 1)y = 0,

при µ = ν = −1/2 – для полиномов Чебышева первого рода

(1− x2)y′′ − xy′ + n2y = 0,

при µ = ν = 1/2 – для полиномов Чебышева второго рода

(1− x2)y′′ − 3xy′ + n(n+ 2)y = 0,

при µ = ν = λ− 1/2 – для полиномов Гегенбауэра

(1− x2)y′′ +−(2λ+ 1)xy′ + n(2λ + n)y = 0.

Отметим, что функции Tn(x) и
√

1− x2Un−1(x) являются двумя
линейно независимыми решениями уравнения

(1− x2)y′′ − xy′ + n2y = 0. (31.35)

2. Лагерра y = Lµn(x):

xy′′ + (µ− x+ 1)y′ + ny = 0.

3. Эрмита y = Hn(x):

y′′ − 2xy′ + 2ny = 0.

31.5. Алгебраические свойства
ортогональных полиномов

Теорема 31.4. Все нули ортогональных полиномов P(x) действи-
тельны, различны (т.е. простые) и расположены на интервале
]a, b[.

Доказательство. Допустим, что теорема неверна и только часть
нулей является простыми либо таких нет вообще. Рассмотрим толь-
ко те нули, в которых P(x) меняет знак. Построим полином

Qk(x) =
kY

j=1

(x− λj), k 6 n,

где λj – нули полинома Pn(x), λj ∈]a, b[, в которых он меняет знак
(если k = 0, то Q0 = const). Следовательно, функция

Φ(x) = Pn(x)Qk(x), x ∈]a, b[,
не меняет знак, и в силу свойств скалярного произведения получим

bZ

a

ρ(x)Pn(x)Qk(x)dx 6= 0. (31.36)



31. Ортогональные классические полиномы 233

С другой стороны, Qk(x) – полином степени k (k < n), ортого-
нальный полиному Pn(x), т.е.

bZ

a

ρ(x)Pn(x)Qk(x)dx = 0.

Полученное противоречие доказывает теорему.

Теорема 31.5. Любые три последовательных классических поли-
нома Pn−1(x), Pn(x), Pn+1(x) связаны соотношением

µn−1

µn

‖Pn(x)‖2
‖Pn−1(x)‖2

Pn−1(x)+

+
h νn
µn
− νn+1

µn+1
− x

i
Pn(x) +

µn
µn+1

Pn+1(x) = 0, (31.37)

где µn, νn – коэффициенты, соответственно, при xn и xn−1 в по-
линоме

Pn(x) =
nX

k=0

αnkx
k, αnn = µn, αnn−1 = νn.

Доказательство. Разложим полином xPn(x) по ортогональной си-
стеме функций {Pk(x)}, k = 1,∞. Получим

xPn(x) =

n+1X

k=0

CnkPk(x), (31.38)

где

Cnk =
1

‖Pk‖2

bZ

a

xPn(x)Pk(x)dx,

причем
‖Pk‖2Cnk = ‖Pk‖2Ckn. (31.39)

Так как xPn(x) — полином степени n + 1, то, следовательно, в
(31.38), с одной стороны, Cnk = 0 при k > n+1, а с другой стороны,
согласно (31.39), Cnk = 0 при k < n− 1 (это вытекает из следствия
31.1.1). Таким образом, сумма в правой части (31.38) содержит все-
го три слагаемых, т.е.

xPn(x) = Cnn−1Pn−1(x) + CnnPn(x) + Pnn (x). (31.40)

Приравняв в (31.40) коэффициенты при xn+1 и xn, получим

µn = Cnn+1µn+1, νn = Cnnµn + Cnn+1νn+1,

откуда
Cnn+1 =

µn
µn+1

, Cnn =
νn
µn
− νn+1

µn+1
. (31.41)
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Для нахождения коэффициента Cnn−1 воспользуемся формулой
(31.39), из которой следует, что

Cnn−1 = Cn−1
n

‖Pn‖2
‖Pn−1‖2

или с учетом (31.41)

Cnn−1 =
µn−1

µn

‖Pn‖2
‖Pn−1‖2

. (31.42)

Подставив (31.41) и (31.42) в (31.40), приходим к рекуррентной фор-
муле (31.37).

Пример 31.2. С помощью рекуррентного соотношения (31.37) по-
лучить для полиномов Лежандра рекуррентное соотношение (17.1).

Решение. Так как для полиномов Лежандра

µn =
(2n)!

2n(n!)2
, νn = 0,

а
‖Pn(x)‖2 =

2

2n+ 1
,

то

µn−1

µn
=

n

2n− 1
,

µn
µn+1

,
‖Pn‖2
‖Pn−1‖2

=
2n− 1

2n+ 1
. (31.43)

Подставив (31.43) в (31.37), получим соотношение (17.1)

nPn−1(x)− x(2n+ 1)Pn(x) + (n+ 1)Pn+1(x) = 0.

Теорема 31.6. Для нормированного на единицу полинома Pn(x),
n > 1, имеет место представление через моменты весовой функ-
ции (31.8)

Pn(x) =
1√

∆n−1∆n

˛̨
˛̨
˛̨
˛̨
˛̨

σ0 σ1 . . . σn
σ1 σ2 . . . σn+1

...
σn−1 σn . . . σ2n−1

1 x . . . xn

˛̨
˛̨
˛̨
˛̨
˛̨
, (31.44)

где через ∆n обозначен определитель Грама

∆n =

˛̨
˛̨
˛̨
˛̨
˛̨

σ0 σ1 . . . σn
σ1 σ2 . . . σn+1

...
σn−1 σn . . . σ2n−1

σn σn+1 . . . σ2n

˛̨
˛̨
˛̨
˛̨
˛̨
. (31.45)
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Доказательство. 1. Полином Pn(x) ортогонален любому полино-
му

Rk(x) =
kX

l=0

αkl x
l

степени k < n. Действительно, умножив (31.40) на xlρ(x) и про-
интегрировав в пределах от a до b, получим определитель с двумя
одинаковыми строками. Следовательно,

bZ

a

xlPn(x)ρ(x)dx = 0, l < n

и
bZ

a

Rk(x)Pn(x)ρ(x)dx = 0, k < n.

Таким образом, ортогональность доказана.
2. Найдем норму ‖Pn(x)‖ полинома Pn(x). Заметим, что

Pn(x) =

nX

l=0

αnl x
l = µnx

n +Qn−1(x),

где Qn−1(x) – полином степени n− 1, а согласно свойствам опреде-
лителя,

µn =
∆n−1√
∆n−1∆n

.

Таким образом,

‖Pn(x)‖2 =

bZ

a

ρ(x)

"r
∆n−1

∆n
xn +Qn−1(x)

#
Pn(x)dx =

=
q

∆n−1

∆n

bR
a

ρ(x)xnPn(x)dx =
q

∆n−1

∆n

∆n√
∆n−1∆n

= 1,

что и требовалось доказать.

Пример 31.3. Показать, что если {Pn(x)} — полиномы, ортого-
нальные на ]− a, a[ с четной весовой функцией ρ(x), то:

1) полиномы gn(x) = P2n(
√
x) ортогональны на интервале ]0, a2[

с весовой функцией

ρ̄(x) =
1√
x
ρ(
√
x); (31.46)

2) полиномы

qn(x) =
1√
x
P2n+1(

√
x) (31.47)

ортогональны на интервале ]0, a2[ с весовой функцией ρ̃(x)=
√
xρ(
√
x).
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Решение. Так как вес ρ(x) единственным образом (с точностью до
постоянного множителя) определяет систему ортогональных поли-
номов, то для ρ(−x) = ρ(x) справедливо Pn(−x) = (−1)nPn(x).
Это означает, что при нечетном n полиномы Pn(x) содержат толь-
ко нечетные степени x, а при четном n — только четные степени x,
т.е.

P2n(x) = gn(x
2), P2n+1(x) = xqn(x

2).

Здесь gn(x) и qn(x) — некоторые полиномы от x степени n.
Используя условие ортогональности для полиномов четных сте-

пеней, при m 6= n получим

aZ

−a

ρ(x)P2n(x)P2m(x)dx =

aZ

−a

ρ(x)gn(x
2)gm(x2)dx =

= 2

aZ

0

ρ(x)gn(x
2)gm(x2)dx =

a2Z

0

ρ(
√
t)√
t
gn(t)gm(t)dt = 0,

откуда и следует справедливость первого утверждения.
Аналогично

aZ

−a

ρ(x)P2n+1(x)P2m+1(x)dx =

aZ

−a

ρ(x)x2qn(x2)qm(x2)dx =

= 2

aZ

0

x2ρ(x)gn(x
2)gm(x2)dx =

a2Z

0

√
tρ(
√
t)gn(t)gm(t)dt = 0.

Отсюда следует справедливость второго утверждения.
Нетрудно заметить, что формулы (27.19) и (27.20), связываю-

щие полиномы Эрмита и Лагерра, являются частным случаем со-
отношений (31.46) и (31.47).

32. Интегральные преобразования
классических ортогональных полиномов

Рассмотрим несколько примеров интегральных преобразо-
ваний классических ортогональных полиномов.

Пример 32.1. Найти лапласовское изображение функции

f(t) = tαLαn(t), α > −1.
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Решение. Согласно соотношению (27.5), для полиномов Ла-
герра справедливо представление

Lαn(t) =

n∑

k=0

(−1)kΓ(n+ α+ 1)

Γ(α+ k + 1)k!(n− k)! t
k =

n∑

k=0

Cαk t
k.

Воспользуемся первой теоремой разложения [см. соотношение
(15.1)]. Тогда

f(t) = tαLαn(t) =

n∑

k=0

Cαk t
k+α→: ϕ(p) =

n∑

k=0

Cαn
Γ(k + α+ 1)

pk+α+1
.

Преобразуем коэффициент при 1/(pk+α+1):

CαnΓ(k + α+ 1) =
(−1)kΓ(n+ α+ 1)

k!(n− k)! .

Следовательно,

ϕ(p) =
Γ(n+ α+ 1)

n!pα+1

n∑

k=0

(−1)kn!

k!(n− k)!
1

pk
=

=
Γ(k + α+ 1)

n!

1

pα+1

(
1− 1

p

)n
.

Окончательно получим

tαLαn(t)→: Γ(k + α+ 1)

n!

(p− 1)n

pn+α+1
. (32.1)

В частности, при α = 0 из (32.1) следует

Ln(t)→:
(p− 1)n

pn+1
. (32.2)

Пример 32.2. Найти лапласовское изображение функций

f1(t) =
1√
t
H2n(

√
t), f2(t) = H2n+1(

√
t).
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Решение. Первый способ. Из соотношений (27.19) и (27.20)
следует, что

f1(t) =
1√
t
(−1)n22nL−1/2

n (t),

f2(t) = (−1)n22n+1
√
tL1/2
n (t).

Положив в (32.1) α = −1/2 и α = 1/2, окончательно получим

1√
t
H2n(

√
t)→: (−1)n22nΓ(n+ 1/2)

n!

(p− 1)n

pn+1/2
, (32.3)

H2n+1(
√
t)→: (−1)n22n+1 Γ(n+ 3/2)

n!

(p− 1)n

pn+3/2
. (32.4)

Второй способ. Соотношения (32.3) и (32.4) можно получить
непосредственно из представления (22.7)

Hn(t) =

[n/2]X

k=0

(−1)kn!

k!(n− 2k)!
(2t)n−2k

для полиномов Эрмита. Здесь [n/2] означает целую часть числа
n/2. Воспользуемся первой теоремой разложения [см. соотношение
(15.1)]

f1(t) =
1√
t
H2n(

√
t) =

nX

k=0

(−1)k(2n)!

k!(2n− 2k)!
22n−2ktn−k−1/2 =

=
nX

k=0

C1
kt
n−k−1/2→: ϕ1(p) =

nX

k=0

C1
k
Γ(n− k − 1/2)

pn−k−1/2
.

С учетом соотношений

Γ
“
m+

1

2

”
=

1

2m
(2m− 1)!!

√
π;

(2m− 1)! = 2m−1m!(2m− 1)!!

(32.5)

при m = n− k получим

ϕ1(p) =
nX

k=0

(−1)k(2n)!
√
π

k!(n− k)!pn−k+1/2
=

(2n)!
√
π

n!

(1− p)n
pn+1/2

,

откуда с учетом (32.5) получим (32.3). Доказательство соотношения
(32.4) аналогично.
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Пример 32.3. Используя теорему умножения для изображе-
ний, доказать справедливость соотношения

I(t) =

t∫

0

(t− τ)α−1τmLmn (τ)dτ =

=
Γ(α)Γ(n+m+ 1)

Γ(n+m+ α+ 1)
tm+αLm+α

n (t), (32.6)

где α > −1.

Решение. Воспользуемся теоремой Бореля (15.26), положив

f(t) = tα−1, g(t) = tmLmn (t).

Тогда с учетом (32.1)

f(t)→: ϕ(p) =
Γ(α)

pα
, g(t)→: ψ(p) =

Γ(n+m+ 1)

n!

(p− 1)n

pn+m+1
.

Следовательно,

I(t)→: Γ(α)Γ(n +m+ 1)

n!

(p− 1)n

pn+m+1+α
.

Найдем оригинал последнего выражения

I(t) =
Γ(α)Γ(n +m+ 1)

Γ(n+m+ α+ 1)
tm+αLm+α

n (t),

что и требовалось доказать.

Пример 32.4. С помощью преобразования Лапласа найти раз-
ложение функции f(t) = e−t в ряд Фурье–Лагерра при α = 0.

Решение. Разложим правую часть соотношения

e−t→: 1

p+ 1

в ряд Тейлора по степеням w = (p− 1)/p:

1

p+ 1
=

1

2p

1

1− (p− 1)/(2p)
=

1

2p

∞∑

n=0

1

2n
(p− 1)n

pn
.
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Проведя обратное преобразование Лапласа, с учетом (32.2) по-
лучим

e−t =

∞∑

n=0

1

2n+1
Ln(t),

что согласуется с соотношением (30.3).

Пример 32.5. Найти Фурье-образ функции

f(x) = un(x).

Решение. По определению (22.2), (25.1),

e−x
2/2+2xt−t2 =

∞∑

n=0

Nnun(x)
tn

n!
, Nn = (2nn!

√
π)1/2. (32.7)

Проведем преобразование Фурье левой и правой частей соот-
ношения (32.7) по переменной x. Получим

e−t
2

Fx→pe
−x2/2+2xt =

∞∑

n=0

Nn
n!
ūn(p)t

n,

где обозначено ūn(p) = Fx→pun(x). Вычислим

Fx→pe
−x2/2+2xt =

1√
2π

∞∫

−∞

dx e−ipxe−x
2/2+2xt =

=
1√
2π

∞∫

−∞

dx e−(x+ip−2t)2/2e(ip−2t)2/2 = e−p
2/2+2ipt+2t2 .

Следовательно,

e−p
2/2+2ipt+t2 =

∞∑

n=0

Nn
n!
ūn(p)t

n.

Положив it = τ , запишем

e−p
2/2+2pτ−τ2

=

∞∑

n=0

Nn
n!

(−i)nūn(p)τn.

С учетом (32.7) окончательно получим

Fx→pun(x) = (−i)nūn(p). (32.8)



ГЛАВА 4

Гипергеометрическая функция∗

В этой главе мы рассмотрим важный класс специальных функ-
ций – гипергеометрические функции.

� Функция

pFq(a1, a2, . . . , ap; b1, b2, . . . , bq;x) =
∞X

n=0

pQ
s=1

(as)n

qQ
l=1

(bl)n

xn

n!

называется обобщенной гипергеометрической функцией, а ряд, сто-
ящий в правой части формулы, — обобщенным гипергеометриче-
ским рядом. Здесь через (a)n (n = 0,∞) обозначен символ Похгам-
мера (сдвинутый факториал)

(a)n = a(a+ 1)(a+ 2) · · · (a+ n− 1) =
Γ(a+ n)

Γ(a)
.

33. Вырожденная гипергеометрическая
функция∗

� Функция

Φ(a, c;x) = 1F1(a; c;x) =

= 1 +
a

c

x

1!
+
a(a+ 1)

c(c+ 1)

x2

2!
+
a(a+ 1)(a+ 2)

c(c+ 1)(c+ 2)

x3

3!
+ · · · =

=
Γ(c)

Γ(a)

∞X

n=0

Γ(a+ n)

Γ(c+ n)

xn

n!
=

∞X

n=0

(a)n
(c)n

xn

n!
(33.1)

называется вырожденной гипергеометрической функцией, а ряд,
стоящий в правой части, — вырожденным гипергеометрическим ря-
дом. Здесь предполагается, что c не является целым отрицательным
числом, т.е. c 6= −m, m = 0,∞.

Утверждение 33.1. Функция Φ(a, c; z), где z – комплексное чис-
ло, аналитична на всей комплексной плоскости.

Исследуем степенной ряд

Φ(a, c; z) =

∞X

k=0

uk(z), uk(z) =
(a)k
(c)k

zk

k!

на абсолютную сходимость. Для этого составим ряд из модулей. По
признаку Даламбера (признаку сходимости знакоположительных
рядов)
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lim
k→∞

|uk+1(z)|
|uk(z)|

= lim
k→∞

(a)k+1(ck)

(c)k+1(ak)

|z|k!
(k + 1)!

= lim
k→∞

a+ k

c+ k

|z|
k + 1

= 0 < 1

для любого z. Здесь мы воспользовались основным функциональ-
ным соотношением для символов Похгаммера

(a)n+1 = (a+ n)(a)n, (33.2)

которое следует непосредственно из определения. Значит, ряд схо-
дится для всех |z| <∞, и утверждение доказано.

� Дифференциальное уравнение

xy′′ + (c− x)y′ − ay = 0 (33.3)

называется вырожденным гипергеометрическим уравнением.
Сделаем в уравнении (33.3) замену переменных

ψ(x) = xc/2e−x/2y(x), y(x) = x−c/2ex/2ψ(x). (33.4)

Получим

ψ′′ +
“
−1

4
+
k

x
+

1/4− u2

x2

”
ψ = 0, (33.5)

где обозначено

a = −1

2
− k + u, c = 1 + 2u; u =

c− 1

2
, k =

c

2
− a.

� Уравнение (33.5) называется уравнением Уитеккера в стан-
дартной форме.

Теорема 33.1. Функции

y1(x) = Φ(a, c; x),
y2(x) = x1−cΦ(a− c+ 1, 2− c;x),
y3(x) = exΦ(c− a, c;−x),
y4(x) = x1−cexΦ(1− a, 2− c;−x)

(33.6)

являются решениями уравнения (33.3).

Доказательство для функций y1(x) и y2(x) получаем прямой под-
становкой ряда (33.1) в уравнение (33.3). Для функции y3(x) сде-
лаем в уравнении замену переменных y(x) = exz(x). Тогда

y′(x) = ex[z′(x) + z(x)];

y′′(x) = ex[z′′(x) + 2z′(x) + z(x)].

Для функции z(x) получим уравнение

xz′′ + (c+ x)z′ + (c− a)z = 0,

решением которого является функция z(x) = Φ(c− a, c;−x). Таким
образом, функция y3(x) — решение уравнения (33.3). Доказатель-
ство для функции y4(x) аналогично доказательству для функции
y3(x).
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Следствие 33.1.1. Если c 6= n, n = −∞,∞, то

y(x) = C1y1(x) + C2y2(x) (33.7)

есть общее решение (33.3).

Доказательство. Как следует из (33.1), функции y1(x) и y2(x)
при указанных c линейно независимы и функция (33.7) — общее
решение (33.3).

Следствие 33.1.2. Справедливо соотношение

Φ(a, c;x) = exΦ(c− a; c;−x). (33.8)

Доказательство. Между y1(x) и y3(x) существует линейная зави-
симость

αy1(x) + βy3(x) = 0.

При x = 0 нетрудно получить

α+ β = 0.

Следовательно, y1(0) = y3(0). В силу единственности решения за-
дачи Коши

y1(x) = y3(x),

и утверждение доказано.

Теорема 33.2. Справедливы рекуррентные соотношения

(c− a)Φ(a− 1, c; x) + (2a− c+ x)Φ(a, c; x)−
−aΦ(a+ 1, c;x) = 0,

c(c− 1)Φ(a, c− 1; x)− c(c− 1 + x)Φ(a, c;x) +

+(c− a)xΦ(a, c+ 1;x) = 0,

(a− c+ 1)Φ(a, c; x)− aΦ(a+ 1, c;x) + (c− 1)Φ(a, c− 1; x) = 0,

cΦ(a, c;x)− cΦ(a − 1, c;x)− xΦ(a, c+ 1; x) = 0,

c(a+ x)Φ(a, c;x)− (c− a)xΦ(a, c+ 1; x)− acΦ(a+ 1, c;x) = 0,

(a− 1 + x)Φ(a, c;x) + (c− a)Φ(a− 1, c;x)−
−(c− 1)Φ(a, c− 1; x) = 0.

Доказательство. Любое из соотношений проверяется прямой под-
становкой ряда (33.1).

Теорема 33.3. Справедливо следующее интегральное представле-
ние:

Φ(a, c;x) =
Γ(c)

Γ(a)Γ(c− a)

1Z

0

extta−1(1− t)c−a−1dt (33.9)

при 0 < Re a < Re c.



244 Глава 4. Гипергеометрическая функция∗

Доказательство. Первый способ. Рассмотрим дифференциальное
уравнение (33.3)

bLy = 0,
где обозначим

bL = x
d2

dx2
+ (c− x) d

dx
− a.

Нетрудно заметить, что

bL[e−xtta−1(1 + t)c−a−1] = − d

dt
[e−xtta(1 + t)c−a]. (33.10)

Интегрируя тождество (33.10) по t в пределах 0 > t > −1, считая
Re c > Rea > 0, получим, что функция

y(x) = A

−1Z

0

e−xtta−1(1 + t)c−a−1dt

— решение уравнения (33.3). Заменив здесь t → −t и выбрав мно-
житель A из условия y(0) = Φ(a, c; 0) = 1, получим (33.10).

Второй способ. Известно, что

ext =
∞X

n=0

tn
xn

n!
.

Подставим это разложение в (33.9):

Φ(a, c;x) =
Γ(c)

Γ(a)Γ(c− a)

∞X

n=0

xn

n!

1Z

0

tn+a−1(1− t)c−a−1dt =

=
Γ(c)

Γ(a)Γ(c− a)

∞X

n=0

1

n!
B(n+ a, c− a)xn.

Учтя, что

B(n+ a, c− a) =
Γ(n+ a)Γ(c− a)

Γ(n+ c)
,

получим ряд (33.1).

Пример 33.1. Доказать справедливость соотношений

ex = Φ(a, a;x),

Jν(x) =
1

Γ(1 + ν)

“x
2

”ν
e−ixΦ

“1

2
+ ν, 1 + 2ν; 2ix

”
,

Iν(x) =
1

Γ(1 + ν)

“x
2

”ν
e−xΦ

“ 1

2
+ ν, 1 + 2ν; 2x

”
, (33.11)

Lαν (x) =
Γ(α+ 1 + ν)

Γ(ν + 1)Γ(α+ 1)
Φ(−ν,α+ 1; x),

dn

dxn
Φ(a, c;x) =

(a)n
(c)n

Φ(a+ n, c+ n;x).
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Доказать самостоятельно.

Пример 33.2. Получить первый член асимптотического разложе-
ния Φ(a, c; x) при Rex→∞, если 0 < Rea < Re c; a и c ограничены.

Решение. Проведем в (33.9) замену переменной интегрирования t
на 1− t и получим

Φ(a, c;x) =
Γ(c)ex

Γ(a)Γ(c− a)

1Z

0

e−xttc−a−1(1− t)a−1dt.

Применив метод Лапласа, при Rex→∞ имеем

1Z

0

e−xttc−a−1(1− t)a−1dt ≈ Γ(c− a)
xc−a

,

откуда окончательно найдем

Φ(a, c; x) ∼ Γ(c)

Γ(a)
exxa−c, Rex→∞. (33.12)

Пример 33.3. Вычислить интеграл

I =

∞Z

0

e−xxn+ν/2Jν(2
√
qx)dx (33.13)

при q > 0, Re(n+ ν + 1) > 0.

Решение. Подставим в формулу (33.13) разложение функции Бес-
селя в ряд (3.6):

I = qν/2
∞X

k=0

(−q)k
k!Γ(k + ν + 1)

∞Z

0

e−xxn+ν+kdx =

= qν/2
∞X

k=0

Γ(n+ ν + 1 + k)

Γ(ν + 1 + k)

(−q)k
k!

.

Сравнив правую часть с формулой (33.1) и воспользовавшись соот-
ношением (33.8), получим

∞Z

0

e−xxn+ν/2Jν(2
√
qx)dx =

=
Γ(n+ ν + 1)

Γ(ν + 1)
qν/2Φ(n+ ν + 1, ν + 1;−1) =

= −Γ(n+ ν + 1)

Γ(ν + 1)
e−qqν/2Φ(−n, ν + 1; q). (33.14)
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34. Гипергеометрическая функция Гаусса∗

Свойства обобщенных гипергеометрических функций мы про-
демонстрируем на примере функции, введенной в 1812 г. Гауссом и
получившей впоследствии его имя.

� Функция

F (a, b; c;x) = 2F1(a, b; c;x) =
∞X

n=0

(a)n(b)n
(c)n

xn

n!
(34.1)

называется гипергеометрической функцией Гаусса.
♦ Нетрудно заметить (см. утверждение 33.1), что ряд (34.1) схо-

дится при |x| < 1. Из определения также следует, что

F (a, b; c; x) = F (b, a; c;x).

� Дифференциальное уравнение

x(1− x)y′′ + [c− (a+ b+ 1)x]y′ − aby = 0, y = y(x) (34.2)

называется гипергеометрическим.

Теорема 34.1. Если c 6= n, n = −∞,∞, то функции

y1(x) = F (a, b; c;x),
y2(x) = x1−cF (a− c+ 1, b− c+ 1; 2− c;x) (34.3)

образуют фундаментальную систему решений уравнения (34.2).

♦ Шесть функций

F (a± 1, b; c;x), F (a, b± 1; c; x), F (a, b; c± 1;x)

называются смежными. Можно показать, что между функцией
F (a, b; c; x) и любыми двумя смежными с ней существует линей-
ная зависимость, коэффициенты которой есть линейные функции
x. Эти соотношения впервые были найдены Гауссом. Например,

cF (a, b− 1; c;x) + (a− b)xF (a, b; c+ 1; x)−
−cF (a− 1, b; c;x) = 0. (34.4)

Нетрудно получить, что

dn

dxn
F (a, b; c;x) =

(a)n(b)n
(c)n

F (a+ n, b+ n; c+ n;x). (34.5)

Теорема 34.2. При Re c > Re b > 0 справедливо интегральное
представление

F (a, b; c;x) =
Γ(c)

Γ(b)Γ(c− b)

1Z

0

tb−1(1− t)c−b−1(1− xt)−adt. (34.6)
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Доказательство. Рассмотрим дифференциальное уравнение (34.2)
bLy = 0, где обозначено

bL = x(1− x) d
2

dx2
+ [c− (a+ b+ 1)x]

d

dx
− ab.

Можно проверить, что

bL[(1− xt)−atb−1(1− t)c−b−1] = −a d
dt

[tb(1− t)c−b(1− tx)−a−1].

Проинтегрировав это выражение по t в пределах от нуля до едини-
цы, имеем (34.6), что и требовалось доказать.

Можно показать, что справедливо

Утверждение 34.1. Справедливы следующие представления:

F (a, b; c;x) = (1− x)−aF
“
a, c− b; c; x

x− 1

”
=

= (1− x)−bF
“
c− a, b; c; x

x− 1

”
=

= (1− x)c−a−bF (c− a, c− b; c; x) = (34.7)

=
Γ(c)Γ(b− a)
Γ(b)Γ(c− a) (−1)ax−aF

“
a, a+ 1− c; a+ 1− b; 1

x

”
+

+
Γ(c)Γ(a− b)
Γ(a)Γ(c− b) (−1)bx−bF

“
b, b+ 1− c; b+ 1− a; 1

x

”
.

Пример 34.1. Доказать, что при |x| < 1 справедливы соотноше-
ния

1)
1

1− x = F (1, b; b;x);

2) ln(1 + x) = xF (1, 1; 2;−x);
3) (1− x)−b = F (a, b; a;x);

4) ln
1 + x

1− x = 2xF
“1

2
, 1;

3

2
; x2

”
.

Решение. Согласно определению, имеем

1) F (1, b; b;x) =

= 1 +
∞X

k=1

1 · 2 · 3 · · · kb(b+ 1)(b+ 2) · · · (b+ k − 1)

k!b(b + 1)(b+ 2) · · · (b+ k − 1)
xk =

=
∞X

k=0

xk =
1

1− x ;
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2) F (1, 1; 2;−x) = x+
∞X

k=1

k!k!(−1)k

k!(k + 1)!
xk+1 =

=

∞X

k=1

(−1)kxk+1

k + 1
= ln(1 + x);

3) F (a, b; a;x) = 1 +
b

1
x+

b(b+ 1)

1 · 2 x2 + · · ·+

+
b(b+ 1) · · · (b+ k − 1)

k!
xk + · · · = (1− x)−b;

4) 2xF
“1

2
, 1;

3

2
;x2

”
=

= 2x

»
1 +

∞X

k=1

1
2

`
1
2

+ 1
´
· · ·

`
1
2

+ k − 1
´
k!

k! 3
2

`
3
2

+ 1
´
· · ·

`
3
2

+ k − 1
´ x2k

–
=

= 2x
h
1 +

∞X

k=1

1 · 3 · 5 · · · (2k − 1)

1 · 3 · 5 · · · (2k + 1)
x2k

i
= 2x

∞X

k=1

x2k

2k + 1
.

При |x| < 1 получим

ln
1 + x

1− x = ln(1 + x)− ln(1− x) = x− x2

2
+
x3

3
− . . .

· · ·+ (−1)k−1xk

k!
+ · · · −

“
−x− x2

2
− x3

3
− · · · − xk

k!

”
=

= 2x
∞X

k=0

x2k

2k + 1
.

Пример 34.2. Доказать, что при любом натуральном k справед-
ливо равенство

dk

dxk
ˆ
xc+k−1(x− 1)a+b−c+kF (k)(a, b; c; x)

˜
=

= (−1)ka(a− 1) · · · (a+ k − 1)b(b− 1) · · · (b+ k − 1)×
×xc−1(x− 1)a+b−cF (a, b; c;x), (34.8)



34. Гипергеометрическая функция Гаусса∗ 249

где

F (k)(a, b; c;x) =
dk

dxk
F (a, b; c;x).

Решение. Запишем гипергеометрическое уравнение в самосопря-
женном виде

d

dx

h
xc(x− 1)a+b−c+1 dy

dx

i
+ abxc−1(x− 1)a+b−cy = 0. (34.9)

Продифференцировав n раз функцию F (a, b; c; x), получим

F (n)(a, b; c;x) =
a(a+ 1) · · · (a+ n− 1)b(b+ 1) · · · (b+ n− 1)

c(c+ 1) · · · (c+ n− 1)
×

×F (a+ n, b+ n; c+ n;x),

т.е. n-я производная от гипергеометрической функции с парамет-
рами a, b, c лишь постоянным множителем отличается от гипер-
геометрической функции с параметрами a+ n, b + n, c+ n. Таким
образом, функция F (n)(a, b; c;x) удовлетворяет уравнению (34.9),
если в нем заменить a, b, c соответственно на a+n, b+n, c+n, т.е.

d

dx

h
xc+n(x− 1)a+b+1−c+n dF

(n)(a, b; c;x)

dx

i
+

+(a+ n)(b+ n)xc−1+n(x− 1)a+b−c+nF (n)(a, b; c;x) = 0.

Продифференцировав это тождество n раз, получим новое тожде-
ство:

dn+1

dxn+1

h
xc+n(x− 1)a+b+1−c+n dF

(n)(a, b; c;x)

dx

i
=

= −(a+ n)(b + n)
dn

dxn
ˆ
xc−1+n(x− 1)a+b−c+nF (n)(a, b; c;x)

˜
. (34.10)

Положим в (34.10) n+ 1 = k и преобразуем правую часть получив-
шегося соотношения с помощью (34.10), где, в свою очередь, поло-
жим n = k. Проделав эту операцию k − 1 раз, придем к исходному
тождеству, справедливому при любом k.

Пример 34.3. Показать, что справедливо соотношение

Pn(x) = F
“
n+ 1,−n; 1;

1− x
2

”
, (34.11)

где Pn(x) – полиномы Лежандра (16.2).

Решение. Покажем, что уравнение Лежандра

(1− x2)y′′ − 2xy′ + n(n+ 1)y = 0, n = 0,∞,
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сводится к гипергеометрическому уравнению. Сделаем в уравнении
Лежандра замену переменных x = 1− 2t. Тогда

t =
1− x

2
,

dy

dx
= −1

2

dy

dt
,

d2y

dx2
=

1

4

d2y

dt2
.

В результате получим

t(t− 1)
d2y

dt2
+ (2t− 1)

dy

dt
− n(n+ 1)y = 0,

т.е. гипергеометрическое уравнение с параметрами a = n + 1,
b = −n, c = 1. Следовательно, решением этого уравнения является
гипергеометрическая функция

y1(t) = F (n+ 1,−n; 1; t).

Возвратившись к исходным переменным, видим, что функция

y1(x) = F
“
n+ 1,−n; 1;

1− x
2

”

является решением уравнения Лежандра.
Из определения (34.1) следует, что функция y1(t) является по-

линомом степени n от t с коэффициентами при tk, равными

Γ(n+ 1 + k)

Γ(n+ 1)

Γ(k − n)

Γ(−n)

1

k!
.

Следовательно,

F (n)(n+ 1,−n; 1; t) = (−1)n
2

n!
. (34.12)

Положив в (34.8) α = n+ 1, β = −n, γ = 1, с учетом (34.12) после
приведения подобных имеем

F (n)(n+ 1,−n; 1; t) =
(−1)n

n!

dn

dtn
[tn(t− 1)n].

Возвратившись к переменной x, с учетом формулы Родрига (16.7)
получим

F
“
n+ 1,−n; 1;

1− x
2

”
=

1

n!2n
dn

dxn
(x2 − 1)n = Pn(x),

что и требовалось показать.
В частности,

P1(x) = F
“
2,−1; 1;

1− x
2

”
= x;

P2(x) = F
“
3,−2; 1;

1− x
2

”
=

1

2
(3x2 − 1);

P3(x) = F
“
4,−3; 1;

1− x
2

”
=

1

2
(5x3 − 3x);

P4(x) = F
“
5,−4; 1;

1− x
2

”
=

1

8
(35x4 − 30x2 + 3).
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35. Функции Лагерра∗

Функция

Iν,µ(x) =

s
Γ(ν + 1)

Γ(µ+ 1)

e−x/2x(ν−µ)/2

Γ(ν − µ+ 1)
Φ(−µ, ν − µ+ 1; x) (35.1)

называется функцией Лагерра.

Пример 35.1. Показать, что если µ = m — целое неотрицательное
число, то функции Лагерра связаны с полиномами Лагерра соот-
ношением

Iν,m(x) =

s
Γ(m+ 1)

Γ(ν + 1)
e−x/2x(ν−m)/2Lν−mm (x). (35.2)

Решение. Воспользуемся формулой Родрига для полиномов Ла-
герра (27.4)

Lαn(x) =
1

n!
exx−α dn

dxn
e−xxn+α =

nX

k=0

„
n+ α
n− k

«
(−x)k
k!

=

=

„
n+ α
n

«
Φ(−n, 1 + α; x). (35.3)

Здесь „
α
n

«
=
α(α− 1) · · · (α− n+ 1)

n!

— биномиальные коэффициенты (см. одноименный раздел части I).
Из (35.3) и определения функции Лагерра (35.1) следует (35.2).
♦ Из условий ортогональности полиномов Лагерра (29.1) сле-

дует, что система функций Iα+n,n(x) при α > −1 и целом неотри-
цательном n образует ортонормированную систему

∞Z

0

Iα+n,n(x)Iα+m,m(x)dx = δmn. (35.4)

Пример 35.2. Показать, что для функций Iν,µ(x) справедливы со-
отношения

Iν,µ(x) =

s
Γ(ν + 1)

Γ(µ+ 1)

ex/2x(ν−µ)/2

Γ(ν − µ+ 1)
Φ(ν + 1, ν − µ+ 1;−x) =

= ex/2x(ν−µ)/2
∞X

k=0

(−1)k
p

Γ(ν + 1)Γ(µ+ 1)

k!Γ(µ− k + 1)Γ(ν − µ+ 1)
xk =

=
ex/2x(ν−µ)/2

p
Γ(ν + 1)Γ(µ+ 1)

∞X

k=0

(−1)kΓ(ν + 1 + k)

Γ(ν − µ+ 1 + k)

xk

k!
. (35.5)
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Решение. Первое равенство следует из определения функций Ла-
герра (35.1) при учете (33.8). Второе равенство в (35.5) следует из
определения (35.1) при использовании разложения (33.1) и учете
равенства

Γ(−m+ k)

Γ(−m)
= (−1)k

Γ(m+ 1)

Γ(m+ 1− k) ,

справедливого для целых неотрицательных k. Наконец, третье ра-
венство в (35.5) есть следствие первого при использовании разло-
жения (33.1).

♦ Используя определение функции Лагерра (35.1), из соотно-
шения (33.14) можно получить следующее интегральное представ-
ление при Re(n+ 1) > 0:

In,m(x) =
ex/2p

Γ(m+ 1)Γ(n+ 1)

∞Z

0

e−yy(n+m)/2Jn−m(2
√
xy)dy.

(35.6)

Рассмотрим простейшие свойства функций Лагерра.

Свойство 1. Справедливо соотношение

In,m(x) = (−1)n−mIm,n(x), (35.7)

если n−m — целое число.

Доказательство следует из интегрального представления (35.6),
если учесть, что для целых n справедливо соотношение (3.7)

Jn(x) = (−1)nJ−n(x).

Следствие. Для полиномов Лагерра справедливо соотношение

Γ(m+ 1)(−1)mxnLn−mm (x) = Γ(n+ 1)(−1)nxmLm−n
n (x), (35.8)

если n, m — целые неотрицательные числа.

Доказательство. Подставим в обе части соотношения (35.7) вы-
ражения (35.2) и получим искомое равенство.

Свойство 2. Справедливо асимптотическое разложение

lim
p→∞

Ip+α,p+β
“x2

4p

”
= Jα−β(x). (35.9)

Доказательство. Согласно третьему равенству (35.5), имеем

Ip+α,p+β
“x2

4p

”
= ex

2/(8p)
“x
2

”α−β ∞X

k=0

(−1)kQk
k!Γ(α− β + 1 + k)

“x
2

”2k

, (35.10)

где обозначено
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Qk =
Γ(p+ α+ 1 + k)p

Γ(p+ α+ 1)Γ(p+ β + 1)
p(β−α)/2−k.

Величины Qk, k = 0,∞, можно представить в следующем виде:

Qk =
Q

(1)
kq

Q
(2)
k Q

(3)
k

,

Q
(1)
k =

Γ(p+ α+ 1 + k)

Γ(p)
e−(α+1+k) lnp,

Q
(2)
k =

Γ(p+ α+ 1)

Γ(p)
e−(α+1) ln p,

Q
(3)
k =

Γ(p+ β + 1)

Γ(p)
e−(β+1) ln p.

Исследуем их поведение при больших p. Из асимптотического раз-
ложения Γ(z) при больших значениях |z| (формула Стирлинга)

Γ(z) ≈
√

2π exp
h“
z − 1

2

”
ln z − z

i“
1 +

1

12z
+ . . .

”
(35.11)

следует

lim
|z|→∞

Γ(z + α)

Γ(z)
e−α ln z = 1. (35.12)

Отсюда получим

lim
p→∞

Q
(s)
k = lim

p→∞
Qk = 1, s = 1, 3,

что в силу (35.10) приводит к выражению

lim
p→∞

Ip+α,p+β
“x2

4p

”
=

“x
2

”α−β ∞X

k=0

(−1)k

k!Γ(α− β + 1 + k)

“x
2

”2k

,

(35.13)
которое с учетом (3.6) доказывает (35.9).

Свойство 3. Для функций Лагерра справедливы следующие соот-
ношения:

2
p
x(ν + 1)Iν+1,µ(x) = (ν − µ+ x)Iν,µ(x)− 2xI ′ν,µ(x); (35.14)

2
p
x(µ+ 1)Iν,µ+1(x) = (ν − µ− x)Iν,µ(x) + 2xI ′ν,µ(x); (35.15)

2
√
xνIν−1,µ(x) = (ν − µ+ x)Iν,µ(x) + 2xI ′ν,µ(x); (35.16)

2
√
xµIν,µ−1(x) = (ν − µ− x)Iν,µ(x)− 2xI ′ν,µ(x); (35.17)

2
√
νµIν−1,µ−1(x) = (ν + µ− x)Iν,µ(x)− 2xI ′ν,µ(x); (35.18)

2
p

(ν + 1)(µ+ 1)Iν+1,µ+1(x) =
= (ν + µ+ 2− x)Iν,µ(x) + 2xI ′ν,µ(x). (35.19)
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Доказательство. Любое из соотношений проверяется подстанов-
кой формулы (35.5) и использованием рекуррентных соотношений
(теорема 33.2) и выражения (33.11) для производной гипергеомет-
рической функции Φ(a, c; x).

Вычтя из формулы (35.16) формулу (35.14), а из (35.15) – (35.17),
получим

2
√
xI ′ν,µ(x) =

√
νIν−1,µ(x)−

√
ν + 1Iν+1,µ(x);

2
√
xI ′ν,µ(x) =

p
µ+ 1Iν,µ+1(x)−

√
µIν,µ−1(x). (35.20)

Сложив эти же формулы, получим трехчленные рекуррентные со-
отношения по каждому из индексов ν и µ:

p
x(ν + 1)Iν+1,µ(x)− (ν − µ+ x)Iν,µ(x)+

+
√
xνIν−1,µ(x) = 0, (35.21)

p
x(µ+ 1)Iν,µ+1(x)− (ν − µ− x)Iν,µ(x)+

+
√
xµIν,µ−1(x) = 0. (35.22)

Очевидно, из выражений (35.14)–(35.19) можно получить и другие
линейные соотношения, связывающие функции Лагерра.

♦ При практическом использовании формул (35.20) нужно про-
являть некоторую осторожность в случае, когда один из индексов
стремится к нулю. Так, в первой из формул (35.20) прямым вычис-
лением можно найти (при любом µ)

2
√
xI ′0,µ(x) = − sinµπ

π

p
Γ(µ+ 1)ex/2x−(µ+1)/2 − I1,µ(x), (35.23)

т.е. имеем

lim
ν→0

√
νIν−1,µ(x) = − sinµπ

π

p
Γ(µ+ 1)ex/2x−(µ+1)/2, (35.24)

что можно получить непосредственно из второго разложения в фор-
муле (35.5).

С другой стороны, прямое вычисление дает

2
√
xI ′ν,0(x) = Iν,1(x). (35.25)

Сравнив (35.25) со вторым равенством в (35.20) при µ→ 0, получим

lim
µ→0

√
µIν,µ−1(x) = 0. (35.26)

Пример 35.3. Определить асимптотическое поведение при ν →
∞ функций Iν,µ(x) с фиксированными µ, x.

Решение. Приняв во внимание соотношение (35.13), получим из
второго разложения в ряд (35.5)

Iν,µ(x) ∼ ex/2x(ν−µ)/2νµp
Γ(ν + 1)Γ(µ+ 1)

∞X

k=0

(−x)k
k!

.
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При ν →∞ и ограниченных µ, x окончательно найдем

Iν,µ(x) ∼
νµx(ν−µ)/2e−x/2p
Γ(ν + 1)Γ(µ+ 1)

. (35.27)

Пример 35.4. Определить асимптотическое поведение при µ →
∞ функций Iν,µ(x) с фиксированными ν, x.

Решение. Пусть разность ν − µ не равна целому числу. Восполь-
зуемся очевидным равенством (k — целое)

Γ(ν − µ+ k + 1) =
Γ(ν − µ+ k + 1)Γ(µ− ν − k)

Γ(µ− ν − k) =

=
π

sin π(µ− ν − k)
1

Γ(µ− ν − k) =

= (−1)k
π

sin π(µ− ν)
1

Γ(µ− ν − k) . (35.28)

Первое разложение в (35.5) перепишется в виде

Iν,µ(x) =
sin π(µ− ν)

π

p
Γ(ν + 1)Γ(µ+ 1)×

×e−x/2x(ν−µ)/2
∞X

k=1

Γ(µ− ν − k)
Γ(µ− k + 1)

xk

k!
. (35.29)

Учтем соотношение (35.12) при µ→∞ и получим

Iν,µ(x) ∼ sin π(ν − µ)

πµν+1

p
Γ(µ+ 1)Γ(ν + 1)ex/2x(ν−µ)/2,

где ν и x ограничены, а ν−µ не равно целому числу. Если ν−µ равно
целому числу, то соотношение (35.7) сводит пример к предыдущему.

Пример 35.5. Определить асимптотическое поведение функций
Iα+n,n(x) при n→∞ и ограниченных α, x.

Решение. Первое разложение в (35.5) можно записать в виде

Iα+n,n(x) = e−x/2xα/2×

×
∞X

k=0

s
Γ(n+ α+ 1)Γ(n+ 1)

Γ(n− k + 1)Γ(n− k + 1)

(−x)k
k!Γ(α+ k + 1)

. (35.30)

Воспользовавшись формулой (35.12), при n→∞ найдем

Iα+n,n(x) ≈ e−x/2(nx)α/2
∞X

k=0

(−nx)k
k!Γ(α+ k + 1)

=

= e−x/2Jα(2
√
nx). (35.31)
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Учтем асимптотическую формулу для функций Бесселя (7.16) и
окончательно получим при n→∞

Iα+n,n(x) ≈
e−x/2

(π2nx)1/4
cos

“
2
√
nx− π

2
α− π

4

”
. (35.32)

Пример 35.6. Вычислить сумму

S =
∞X

n=0

Iα+n,n(x)Iα+n,n(y)z
n.

Решение. Используя интегральное представление (35.6) для
Iα+n,n(y), получим

S = ex/2
∞Z

0

dp e−ppα/2Jα(2
√
xp)

∞X

n=0

Iα+n,n(x)(pz)
n

p
Γ(n+ 1)Γ(n+ α+ 1)

.

С учетом суммы (35.76) для S имеем

S = e(x−y)/2z−α/2
∞Z

0

Jα(2
√
xp)Jα(2

√
yzp) dp.

Наконец, воспользовавшись результатом (36.10), для |z| < 1 окон-
чательно найдем

∞X

n=0

Iα+n,n(x)Iα+n,n(y)z
n =

=
z−α/2

1− z exp
“z + 1

z − 1

x+ y

2

”
Iα

“2
√
xyz

1− z
”
. (35.33)

Заменив здесь z на −z, получим

∞X

n=0

(−1)nIα+n,n(x)Iα+n,n(y)z
n =

=
z−α/2

1 + z
exp

“z − 1

z + 1

x+ y

2

”
Jα

“2
√
xyz

1 + z

”
. (35.34)

Пример 35.7. Показать, что система функций Iα+n,n(x), x > 0,
удовлетворяет условию полноты на полуоси x > 0, т.е.

∞X

n=0

Iα+n,n(x)Iα+n,n(y) = δ(x− y). (35.35)
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Решение. Рассмотрим функциюKα(z;x, y), определяемую соотно-
шением

Kα(z;x, y) =
z−α/2

1− z exp
“z + 1

z − 1

x+ y

2

”
Iα

“2
√
xyz

1− z
”

(35.36)

при дополнительных условиях |z| < 1, Reα > −1, x > 0, y > 0.
Тогда из соотношения (35.33) следует

∞X

n=0

Iα+n,n(x)Iα+n,n(y)z
n = Kα(z;x, y). (35.37)

Таким образом, утверждение будет доказано, если будет показана
справедливость соотношения

lim
z→1−0

Kα(z;x, y) = δ(x− y), x > 0, y > 0. (35.38)

Рассмотрим произвольную основную функцию ϕ(x) такую, что су-
ществует интеграл

Jα(z, x) =

∞Z

0

ϕ(y)Kα(z;x, y)dy. (35.39)

Сделаем в интеграле (35.39) замену переменных

y = x+ 2u
p
x(1− z).

В результате получим

Jα(z, x) =

∞Z

−q

ϕ(x+ 2u
p
x[1− z])Rα(z;x, u)du, (35.40)

где

Rα(z;x, u) = 2
p
x(1− z)Kα(z;x, x+ 2u

p
x[1− z]),

q =

r
x

4(1− z) .

При r → +∞ имеет место асимптотическая оценка (7.12):

Iα(r) ∼ er√
2πr

. (35.41)

Отсюда при z → 1− 0 следует асимптотическая формула

Kα(z;x, y) ∼
exp

h
(
√
x−√y)2

“
1
2
− 1

1−z

”i

2
p
π(1− z)√xy

, (35.42)
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приводящая к следующему предельному соотношению:

lim
z→1−0

Rα(z;x, u) =
exp(−u2)√

π
, (35.43)

с учетом которого из (35.40) получим

lim
z→1−0

Jα(z, x) = ϕ(x)

∞Z

−∞

exp(−u2)√
π

du = ϕ(x). (35.44)

Здесь мы учли, что q → ∞ при z → 1 − 0. В силу произвольно-
сти функции ϕ(x) соотношение (35.38) доказано и, следовательно,
условие полноты (35.35) справедливо.

Пример 35.8. Вычислить сумму

Sαβ (x, z) =

∞X

n=0

Γ(β + n+ 1)

Γ(α+ n+ 1)
Lαn(x)zn.

Решение. Подставив сюда выражение (27.5) для Lαn(x), запишем

Sαβ (x, z) =
∞X

n=0

nX

m=0

f(n,m),

f(n,m) =
Γ(β + n+ 1)zn(−x)m

m!Γ(n−m+ 1)Γ(α+ n+ 1)
.

Поменяв порядок суммирования, получим

Sαβ (x, z) =
∞X

m=0

∞X

n=0

f(n+m,m) =

=
∞X

m=0

(−xz)m
m!Γ(α+m+ 1)

∞X

n=0

znΓ(β +m+ n+ 1)

n!
.

Воспользовавшись известным разложением в ряд Тейлора

(1− z)−p =
∞X

n=0

Γ(p+ n)zn

n!Γ(p)
, (35.45)

для Sαβ (x, z) запишем

Sαβ (x, z) = (1− z)−1−β
∞X

m=0

Γ(β +m+ 1)

m!Γ(α+m+ 1)

“ xz

z − 1

”m
=

= (1− z)−1−β Γ(β + 1)

m!Γ(α+ 1)
Φ

“
1 + β, 1 + α;

xz

z − 1

”
.
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С учетом свойства (33.6) вырожденной гипергеометрической функ-
ции окончательно найдем два представления для S:

Sαβ (x, z) =
∞X

n=0

Γ(β + n+ 1)

Γ(α+ n+ 1)
Lαn(x)zn =

=
Γ(β + 1)

m!Γ(α+ 1)
(1− z)−1−βΦ

“
1 + β, 1 + α;

xz

z − 1

”
=

=
Γ(β + 1)

m!Γ(α+ 1)
(1− z)−1−βe−xz/(1−z)Φ

“
α− β, 1 + α;

xz

z − 1

”
,(35.46)

где |z| < 1 и β не равно целому отрицательному числу. Если здесь
полиномы Лагерра выразить через функции Лагерра и учесть со-
отношение (35.1), то получим

∞X

n=0

Γ(β + n+ 1)

Γ(α+ n+ 1)Γ(n+ 1)
Iα+n,n(x)z

n =

=
p

Γ(1 + β)Γ(1 + β − α)z−α/2×
× 1

(1−z)1+β−α/2 exp
“z + 1

z − 1

x

2

”
Iβ,β−α

“ xz

z − 1

”
, (35.47)

где также |z| < 1, а β не равно целому отрицательному числу.
При α = β из (35.46) получим производящую функцию для

полиномов Лагерра

Sαα(x, z) =

∞X

n=0

Lαn(x)zn =
1

(1− z)1+α exp
“ xz

z − 1

”
, (35.48)

где |z| < 1, а из (35.47)

Sαα(x, z) =
∞X

n=0

s
Γ(α+ n+ 1)

Γ(1 + n)
Iα+n,n(x)z

n =

= 1

zα/2(1−z)α/2+1 exp
“z + 1

z − 1

x

2

”
, |z| < 1

2
. (35.49)

Согласно интегральной формуле Коши, из (35.46) для целых неот-
рицательных n найдем представление

Iα+n,n(x) =

s
Γ(1 + n)

Γ(1 + α+ n)

xα/2

2πi

I

|w|=ρ

exp
“
w+1
w−1

x
2

”
dw

(1− w)1+αwn+1
, (35.50)

где 0 < ρ < 1.

Пример 35.9. Для целых неотрицательных n доказать соотноше-
ние
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Iα+n,n(x) = x(α−β)/2
nX

k=0

„
α− β + n− k − 1

n− k

«
×

×
s

Γ(1 + n)Γ(1 + β + k)

Γ(1 + k)Γ(1 + α+ n)
Iβ+k,k(x). (35.51)

Решение. Выразив полиномы Лагерра Lαn(x) и Lβn(x) в (30.8) через
функции Лагерра Iα+n,n(x) и Iβ+k,k(x) согласно (35.2), получим
(35.51).

Пример 35.10. Вычислить сумму

S(x) = Sm,nµ,l (x) =
lX

k=0

Ik+µ,m(x)Ik+µ,n(x). (35.52)

Решение. Продифференцируем (35.52) по x:

S′(x) = [Sm,nµ,l (x)]′ =

=

lX

k=0

ˆ
I ′k+µ,m(x)Ik+µ,n(x) + Ik+µ,m(x)I ′k+µ,n(x)

˜
. (35.53)

Вычтем (35.14) из (35.16) и получим

I ′n,m(x) =
1√
x

ˆ√
nIn−1,m(x)−

√
n+ 1In+1,m(x)

˜
. (35.54)

Подставив (35.54) в (35.53), найдем

2
√
xS′(x) =

lX

k=0

Qk −
lX

k=0

Qk+1,

где

Qk =
p
k + µ

ˆ
Ik+µ−1,m(x)Ik+µ,n(x) + Ik+µ,m(x)Ik+µ−1,n(x)

˜
.

Сделаем во второй сумме замену k → k − 1:

2
√
xS′(x) =

lX

k=0

Qk −
l+1X

k=1

Qk =

= Q0 +

lX

k=1

Qk −Ql+1 −
lX

k=1

Qk = Q0 −Ql+1.

Окончательно имеем

S′(x) =
1

2

r
µ

x

ˆ
Iµ−1,m(x)Iµ,n(x) + Iµ,m(x)Iµ−1,n(x)

˜
−
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−1

2

r
l + µ+ 1

x

ˆ
Il+µ,m(x)Il+µ+1,n(x)+

+Il+µ+1,m(x)Il+µ,n(x)
˜
. (35.55)

Учтя (35.27), видим, что

Rm,nµ (x) =
∞X

k=0

Ik+µ,m(x)Ik+µ,n(x), (35.56)

причем из (35.55) при l→∞ найдем

d

dx
Rm,nµ (x) =

1

2

r
µ

x

ˆ
Iµ−1,m(x)Iµ,n(x) + Iµ,m(x)Iµ−1,n(x)

˜
. (35.57)

Для S(x) тогда легко получить

Sm,nµ,l (x) = Rm,nµ (x)−Rm,nµ+l+1(x). (35.58)

Из (35.57) найдем

Rm,nµ (x) =
1

2

xZ

0

r
µ

y

ˆ
Iµ−1,m(y)Iµ,n(y)+

+Iµ,m(y)Iµ−1,n(y)
˜
dy, Re (2µ−m− n) > 0. (35.59)

Если m и n – целые неотрицательные числа, то от ограничения
Re (2µ−m− n) > 0 можно освободиться следующим образом. Для
любых µ, m, n всегда существует такое целое l, что

Re (2µ+ 2l + 2−m− n) > 0. (35.60)

Из (35.58) имеем

Rm,nµ+l+1(x) = Rm,nµ (x)− Sm,nµ,l (x), (35.61)

а для Rm,nµ+l+1(x) в силу (35.60) справедливо (35.59), т.е.

Rm,nµ+l+1(x) =
1

2

xZ

0

s
µ+ l + 1

y

ˆ
Iµ+l,m(y)Iµ+l+1,n(y)+

+Iµ+l+1,m(y)Iµ+l,n(y)
˜
dy. (35.62)

Учтем, что при целых m, n конечная сумма (35.52) обладает свой-
ством

lim
x→∞

Sm,nµ,l (x) = 0, (35.63)

и из (35.55) получим

Sm,nµ,l (x) =
1

2

xZ

0

s
µ+ l + 1

y

ˆ
Iµ+l,m(y)Iµ+l+1,n(y)+
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+Iµ+l+1,m(y)Iµ+l,n(y)
˜
dy−

−1

2

∞Z

x

r
µ

y

ˆ
Iµ−1,m(y)Iµ,n(y) + Iµ,m(y)Iµ−1,n(y)

˜
dy. (35.64)

Подставив (35.64) и (35.62) в (35.61), найдем

Rm,nµ+l+1(x) =
1

2

∞Z

0

s
µ+ l + 1

y

ˆ
Iµ+l,m(y)Iµ+l+1,n(y)+

+Iµ+l+1,m(y)Iµ+l,n(y)
˜
dy−

−1

2

∞Z

x

r
µ

y

ˆ
Iµ−1,m(y)Iµ,n(y) + Iµ,m(y)Iµ−1,n(y)

˜
dy. (35.65)

С учетом (36.26) окончательно имеем

Rm,nµ (x) = δmn − 1

2

∞Z

x

r
µ

y

ˆ
Iµ−1,m(y)Iµ,n(y)+

+Iµ,m(y)Iµ−1,n(y)
˜
dy, (35.66)

где m, n – целые неотрицательные числа.
Соотношения (35.57) и (35.58) имеют место при любых значе-

ниях параметров µ, m, n, и, следовательно, Rµ,nµ (x) определяется
квадратурой от правой части (35.57)

Rm,nµ (x) = Rm,nµ (a)−

−1

2

aZ

x

r
µ

y

ˆ
Iµ−1,m(y)Iµ,n(y) + Iµ,m(y)Iµ−1,n(y)

˜
dy, (35.67)

где a произвольно. Если m, n – целые неотрицательные и µ = 0, то,
учитывая (35.24), получим

Rm,n0 (x) = δmn. (35.68)

Пример 35.11. Вычислить сумму

Rn,m(z;x, y) =

∞X

k

Ik,n(x)Ik,m(y)zk, (35.69)

где m, n – целые неотрицательные числа.

Решение. Из (27.13) запишем

Lα−nn (x) =
1

n!

dn

dτn
(1 + τ )αe−xτ

˛̨
˛
τ=0

=
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=

s
Γ(1 + α)

Γ(1 + n)
ex/2x(n−α)/2Iα,n(x). (35.70)

С учетом (35.70) для суммы (35.69) найдем

Rn,m(z;x, y) =
e−(x+y)/2x−n/2y−m/2p

Γ(1 + n)Γ(1 +m)
×

× dm

dtm
dn

dτn

∞X

k=0

[(1 + τ )(1 + t)z
√
xy]k

k!
e−xτ−yt

˛̨
˛
τ=t=0

.

Вычислив сумму по k, получим

Rn,m(z;x, y) =
e−(x+y)/2x−n/2y−m/2p

Γ(1 + n)Γ(1 +m)
×

× dm

dtm
dn

dτn
e(1+τ)(1+t)z

√
xy−xτ−yt

˛̨
˛̨
t=τ=0

.

Легко видеть, что

dn

dτn
e(1+τ)(1+t)z

√
xy−xτ−yt

˛̨
˛̨
τ=0

=

=
ˆ
(1 + t)z

√
xy − x

˜n
e−(y−z√xy)t+z√xy ,

и для суммы (35.69) получим

Rn,m(z;x, y) =
ez

√
xy−(x+y)/2y−m/2p

Γ(1 + n)Γ(1 +m)
×

× dm

dtm
ˆ
(1 + t)z

√
y −
√
x

˜n
e−(y−z√xy)t

˛̨
˛̨
t=0

. (35.71)

Положив здесь

t =
z
√
y −√x
z
√
y

τ,

приведем (35.71) к виду

Rn,m(z;x, y) =
ez

√
xy−(x+y)/2(z

√
y −√x)nzmp

Γ(1 + n)Γ(1 +m)

dm

dτm
(1 + τ )n

eqτ

˛̨
˛̨
τ=0

.

Здесь учтено, что из условия t = 0 следует τ = 0, и обозначено

q =
(
√
y − z√x)(z√y −√x)

z
= x+ y −√xy

“
z +

1

z

”
. (35.72)

Воспользовавшись (35.70), окончательно получим
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Rn,m(z;x, y) =
∞X

k=0

Ik,n(x)Ik,m(y)zk =

= z(m+n)/2
hz√y −√x
√
y − z√x

i
exp

h√xy
2

“
z − 1

z

”i
×

×In,m
“
x+ y −√xy

h
z +

1

z

i”
, (35.73)

где m, n – целые неотрицательные числа. В частном случае z = 1
найдем

Rn,m(1;x, y) =
∞X

k=0

Ik,n(x)Ik,m(y) = In,m([
√
y −
√
x]2). (35.74)

Отсюда, положив y = x, получим (35.52).

Пример 35.12. Доказать соотношения
∞X

n=0

Iα+n,n(x)z
n

p
Γ(n+ 1)Γ(n+ α+ 1)

= ez−x/2z−α/2Jα(2
√
xz); (35.75)

∞X

n=0

(−1)nIα+n,n(x)z
n

p
Γ(n+ 1)Γ(n+ α+ 1)

= e−z−x/2z−α/2Iα(2
√
xz). (35.76)

Решение. Выразив в (30.7) полиномы Лагерра с помощью (35.2)
через функции Лагерра Iα+n,n(x), получим (35.75). Аналогичные
вычисления приводят к сумме (35.76).

36. Интегралы, содержащие специальные
функции∗

Введенные выше гипергеометрические функции и функции Ла-
герра позволяют получить явные выражения для некоторых инте-
гралов, содержащих специальные функции. Проиллюстрируем это
на ряде примеров.

Пример 36.1. Вычислить интеграл

I =

∞Z

0

e−xLαn(x)xν/2Jν(2
√
qx)dx, Re(ν + 1) > 0. (36.1)

Решение. Подставив в формулу (36.1) выражение (30.12), найдем

I =

nX

k=0

(−1)k
“
n+ α
n− k

” 1

k!

∞Z

0

e−xxk+ν/2Jν(2
√
qx)dx =

=
nX

k=0

(−1)k
“
n+ α
n− k

” 1

k!

Γ(k + ν + 1)

Γ(ν + 1)
e−qqν/2Φ(−k, ν + 1; q).
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Но, согласно (33.11), для целых k имеем

Lνk(q) =
“
k + ν
k

”
Φ(−k, ν + 1; q) =

=
Γ(k + ν + 1)

k!Γ(ν + 1)
Φ(−k, ν + 1; q), (36.2)

что приводит к выражению

I = e−qqν/2
nX

k=0

(−1)k
“
n+ α
n− k

”
Lνk(q).

Отсюда, согласно (30.8), окончательно получим

∞Z

0

e−xLαn(x)xν/2Jν(2
√
qx)dx = (−1)ne−qqν/2Lν−α−nn (q). (36.3)

Пример 36.2. Вычислить интеграл

J =

∞Z

0

e−xLαm(x)Lβn(x)x
(α+β)/2Jα+β(2

√
qx)dx,

Re(α+ β + 1) > 0.

Решение. Воспользуемся формулой Родрига для полиномов Ла-
герра (27.4) и перепишем интеграл в виде

J =
1

Γ(m+ 1)

∞Z

0

dxxβLβn(x)x(α+β)/2Jα+β(2
√
qx)

d

dx
e−xxm+α.

Проинтегрировав это выражение по частям m раз, с использовани-
ем формулы Лейбница находим

J =
(−1)m

Γ(m+ 1)

∞Z

0

dx e−xxm+α ×

× dm

dxm

h
xβLβn(x)x

(α+β)/2Jα+β(2
√
qx)

i
=

=
(−1)m

Γ(m+ 1)

mX

k=0

“
m
k

”
e−xxm+α

h dk

dxk
x(α+β)/2Jα+β(2

√
qx)

i
×

×
h dk

dxk
x(α+β)/2Jα+β(2

√
qx)

i
.

Это выражение с помощью формулы
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d

dx
xαLαn(x) = xα−1Lα−1

n (x), (36.4)

которая следует из (28.5), и соотношения (28.8) приведем к виду

J = (−1)m
mX

k=0

(−1)k
“
n+ β
m− k

”qk/2
k!
×

×
∞Z

0

dx e−xLβ−m+k
n (x)x(α+β+k)/2Jα+β+k(2

√
qx).

Вычислив с помощью (36.1) интеграл в этом выражении, получим

J = (−1)m+nLα+m−n
n (q)e−qq(α+β)/2

mX

k=0

(−1)k
“
n+ β
m− k

”qk/2
k!

.

Наконец, согласно формуле (30.12), окончательно находим
∞Z

0

e−xx(α+β)/2Lαm(x)Lβn(x)Jα+β(2
√
qx)dx =

= (−1)n+me−qq(α+β)/2Lβ+n−m
m (x)L

(α+m−n
n (x) (36.5)

при Re(α+β+1) > 0. Если здесь полиномы Лагерра выразить через
функции Лагерра согласно (35.2), то получим

∞Z

0

Im+α,m(x)In+β,n(x)Jα+β(2
√
qx)dx = In+α,m(q)Im+β,n(q) (36.6)

при Re(α+ β + 1) > 0, m,n = 0,∞.

Пример 36.3. Вычислить интеграл

J =

∞Z

0

e−xx(α+β)/2Lαm(x)Lβn(x)Jα−β(2
√
qx)dx,

Re(α+ β + 1) > 0.

Решение. Пусть для определенности n > m. Как и в примере 36.2,
воспользуемся формулой Родрига для полиномов Лагерра (27.4) и
после интегрирования по частям получим

J =
1

Γ(m+ 1)

∞Z

0

dxx−(α−β)/2Jα−β(2
√
qx)×

×Lβn(x)
dm

dxm

h
e−xx(m+α)/2

i
=

=
(−1)m

Γ(m+ 1)

∞Z

0

dx e−xxm+α dm

dxm

h
x−(α−β)/2Jα−β(2

√
qx)Lβn(x)

i
.
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Продифференцировав выражение в квадратных скобках по форму-
ле Лейбница, с помощью (5.11) и (36.4) запишем

J =
1

Γ(m+ 1)

mX

k=0

“
m
k

”
qk/2 ×

×
∞Z

0

dx e−xxm+α−(α−β+k)/2Jα−β(2
√
qx)Lβ+m−k

n−m+k(x).

Воспользовавшись в интеграле формулой Родрига для полиномов
Лагерра (27.4), перепишем интеграл в виде

J =
mX

k=0

qk/2

(n−m+ k)!(m− k)!k! ×

×
∞Z

0

dxx(α−β+k)/2Jα−β(2
√
qx)

dn−m+k

dxn−m+k
[e−xxn+β].

Проинтегрировав по частям, с учетом формулы (5.10) имеем

J = (−1)n+mq(n−m)/2
mX

k=0

(−q)k
(n−m+ k)!(m− k)!k! ×

×
∞Z

0

e−xxn+β+(α−β+m−n)/2Jα−β+m−n(2
√
qx)dx.

Из последнего соотношения с помощью (33.14) найдем

J = (−1)n+m Γ(α+m+ 1)

Γ(n+ 1)Γ(α− β +m− n+ 1)
e−qq(α−β)/2 ×

×Φ(−n− β, α− β +m− n+ 1; q)

mX

k=0

“
n

m− k
” (−q)k

k!
.

Наконец, воспользовавшись формулой (30.12), окончательно запи-
шем

∞Z

0

e−xx(α+β)/2Lαm(x)Lβn(x)Jα−β(2
√
qx)dx =

= (−1)n+m Γ(m+ α+ 1)e−qq(α−β)/2

Γ(α− β +m− n+ 1)Γ(n+ 1)
Ln−mm (q)×

×Φ(−n− β, α− β +m− n+ 1; q) (36.7)

при Re(α+ β + 1) > 0.
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♦ Если воспользоваться соотношениями (35.1) и (35.2), то фор-
мулу (36.7) можно представить в симметричном виде

∞Z

0

Im+α,m(x)In+β,n(x)Jα−β(2
√
qx)dx =

= (−1)n+mIn,m(q)Im+α,n+β(q) (36.8)

при Re(α+ 1) > 0, m,n = 0,∞.

Пример 36.4. Вычислить интеграл

J =

∞Z

0

e−apJα(2
√
xp)Jα(2

√
yp) dp

в предположении, что Reα > −1 и Rea > 0.

Решение. Заменив в интеграле одну из функций Бесселя, согласно
определению (3.6), ее разложением в ряд

Jα(2
√
xp) =

∞X

n=0

(−1)n(xp)(α+2n)/2

n!Γ(α+ n+ 1)
,

получим

J =
∞X

n=0

(−1)n(xp)(α+2n)/2

n!Γ(α+ n+ 1)

∞Z

0

e−appn+α/2Jα(2
√
yp)dp, (36.9)

откуда с учетом (35.6) найдем

J =
1

a

“x
a

”α/2
e−x/2

∞X

n=0

(−1)n(x/a)nIα+n,n(y/a)p
Γ(n+ 1)Γ(n+ α+ 1)

.

С учетом суммы (35.76) для |z| < 1 окончательно запишем

∞Z

0

e−apJα(2
√
xp)Jα(2

√
yp) dp =

1

a
e−(x+y)/aIα

“2
√
xy

a

”
. (36.10)

Пример 36.5. Вычислить интеграл

J =

∞Z

0

e−ayyβ/2Iα(2
p
by) dy.
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Решение. Подставив разложение в ряд функции Iα(x) (6.5), после
замены переменных y → y/a получим

J = a−1−β/2
“ b
a

”α/2 ∞X

n=0

“ b
a

”n
∞R
0

e−yyn+(α+β)/2dy

Γ(α+ n+ 1)Γ(n+ 1)
=

= a−1−β/2
“ b
a

”α/2 ∞X

n=0

Γ(n+ 1 + [α+ β]/2)

n!Γ(α+ n+ 1)

“ b
a

”n
=

= a−1−β/2
“ b
a

”α/2 Γ(1 + [α+ β]/2)

Γ(α+ 1)
Φ

“
1 +

α+ β

2
, 1 + α;

b

a

”
.

Итак, при Re a > 0 окончательно имеем

∞Z

0

e−ayyβ/2Iα(2
p
by) dy = a−1−β/2

“ b
a

”α/2
×

×Γ(1 + [α+ β]/2)

Γ(α+ 1)
Φ

“
1 +

α+ β

2
, 1 + α;

b

a

”
. (36.11)

Пример 36.6. Вычислить интеграл

S =

∞Z

0

x−λJν(ax)dx, −Re ν − 1 < Reλ <
1

2
. (36.12)

Решение. В формуле (33.14) сделаем следующие замены и пере-
обозначения:

x→ αx2, q =
a2

4α
, −2n = 1 + ν + λ,

и получим

∞Z

0

e−αx
2

x−λJν(ax)dx =
Γ([ν − λ+ 1]/2)

21+νΓ(1 + ν)

aν

α(ν−λ+1)/2
×

×e−a2/(4α)Φ
“ν + λ+ 1

2
, 1 + ν;

a2

4α

”
. (36.13)

Перейдя в (36.12) к пределу при α→ 0, с учетом асимптотической
формулы (33.12) для вырожденной гипергеометрической функции
найдем

∞Z

0

e−αx
2

x−λJν(ax)dx =
aλ−1

2λ
=

Γ([ν − λ+ 1]/2)

Γ([ν + λ+ 1]/2)
(36.14)

при условии −1/2 < Reλ < 1 + Re ν.
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Пример 36.7. Вычислить интегралы

J1 =

∞Z

0

e−ayym+α/2Iα(2
p
by)dy,

J2 =

∞Z

0

e−ayym+α/2Jα(2
p
by)dy,

если Re (m+ α+ 1) > 0, a > 0.

Решение. 1. Сделаем замену переменной y → y/a и введем обо-
значение x = b/a. Получим

J1 = Ja−(m+1+α/2),

где

J =

∞Z

0

e−yym+α/2Iα(2
√
xy)dy.

Подставив сюда разложение Iα(q) в ряд Тейлора (6.5) и использовав
формулу (33.1), найдем

J = xα/2
∞X

k=0

xk

k!Γ(α+ k + 1)

∞Z

0

e−yyα+m+kdy =

= xα/2
∞X

k=0

Γ(α+m+ k + 1)

Γ(α+ k + 1)
xk =

=
Γ(α+m+ 1)

k!Γ(α+ 1)
Φ(α+m+ 1, α+ 1;x).

С помощью (33.6) окончательно запишем

J1 =

∞Z

0

e−ayym+α/2Iα(2
p
by)dy =

=
Γ(m+ α+ 1)

Γ(α+ 1)

bα/2

am+α+1
Φ

“
α+m+ 1, α+ 1;

b

a

”
=

=
Γ(m+ α+ 1)

Γ(α+ 1)

eb/abα/2

am+α+1
Φ

“
−m,α+ 1;− b

a

”
, (36.15)

где Re (m+ α+ 1) > 0, a > 0.
2. Аналогичные вычисления приводят к следующему результа-

ту:
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J2 =

∞Z

0

e−ayym+α/2Jα(2
p
by)dy =

=
Γ(m+ α+ 1)

Γ(α+ 1)

bα/2

am+α+1
Φ

“
α+m+ 1, α+ 1;− b

a

”
=

=
Γ(m+ α+ 1)

Γ(α+ 1)

e−b/abα/2

am+α+1
Φ

“
−m,α+ 1;

b

a

”
, (36.16)

где Re (m + α + 1) > 0, a > 0. Несложно убедиться, что формулы
(36.15) и (36.16) получаются друг из друга заменой b→ −b.

Пример 36.8. Вычислить интеграл

J =

∞Z

0

e−ayIα(2
p
by)Iα+n,n(y)dy, Re (2a− 1) > 0, Reα > −1.

Решение. Обозначив q = a− 1/2 > 0 и использовав для функции
Лагерра второе разложение в ряд (35.5), запишем

J = [Γ(1 + α+ n)Γ(1 + n)]−1/2
∞X

k=0

Γ(1 + α+ n+ k)

k!Γ(1 + α+ k)
×

×(−1)k
∞Z

0

e−qyyk+α/2Iα(2
p
by)dy.

Интеграл по y вычисляется по формуле (33.13), и для J получим

J =
[Γ(1 + α+ n)Γ(1 + n)]−1/2

Γ(1 + α)

bα/2eb/q

q1+α
×

×
∞X

k=0

Γ(1 + α+ n+ k)

Γ(1 + k)

“
−1

q

”k
Φ

“
−l, 1 + α;− b

q

”
.

При целых k

Φ
“
−l, 1 + α;− b

q

”
=

Γ(1 + k)Γ(1 + α)

Γ(1 + α+ k)
Lαk

“
− b
q

”
, (36.17)

что приводит к следующему выражению:

J = [Γ(1 + α+ n)Γ(1 + n)]−1/2 b
α/2eb/q

q1+α
×

×
∞X

k=0

Γ(1 + α+ n+ k)

Γ(1 + α+ k)

“
−1

q

”k
Lαk

“
− b
q

”
, (36.18)

Положив в (27.7)
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z = −1

q
, x = − b

q
, β = α+ n,

получим

J =
1

1 + q

“ q

1 + q

”n+α/2

e
(1+2q)b
2q(1+q)

s
Γ(1 + α+ n)

Γ(1 + n)
×

×e
− b

2q(1+q)

Γ(1 + α)

h b

q(1 + q)

iα/2
Φ

“
−n, a+ α;

b

1(1 + q)

”
.

Подставив сюда q в явном виде и введя функции Лагерра, оконча-
тельно найдем

∞Z

0

e−ayIα(2
p
by)Iα+n,n(y)dy =

2

2a+ 1

“2a− 1

2a+ 1

”n+α/2

×

× exp
“ 4ab

4a2 − 1

”
Iα+n,n

“ 4ab

4a2 − 1

”
, (36.19)

при условиях Re(2a − 1) > 0, Reα > −1. Если n – целое неот-
рицательное, то ограничение на a можно ослабить: Re(2a+ 1) > 0.
Формально ряд (36.18) сходится лишь при |q| > 1, что соответствует
Rea > 3/2, однако интеграл слева в (36.19) существует при Rea >
1/2 для любых комплексных n, для которых имеет смысл функция
Iα+n,n(x), а для целых неотрицательных n при Re a > −1/2 правая
часть (36.19) есть очевидное аналитическое продолжение исходного
интеграла в эти области. В частности, для целых неотрицательных
n интеграл (36.19) существует при a = 1/2, и предельный переход
при a→ 1/2 в правой части приводит к результату

∞Z

0

e−y/2Iα(2
√
xy)Iα+n,n(y)dy =

(−1)nexxn+α/2

p
Γ(1 + α+ n)Γ(1 + n)

, (36.20)

где Reα > −1, n – целое неотрицательное число.

Пример 36.9. Вычислить интеграл

J =

∞Z

0

e−ayJα(2
p
by)Iα+n,n(y)dy, Re (2a− 1) > 0, Reα > −1.

Решение. Аналогично примеру 36.8, но использовав для функции
Лагерра разложение в ряд (33.14) вместо (35.5), получим аналог
формулы (36.18)

J =
bα/2e−b/qp

Γ(1 + α+ n)Γ(1 + n)]q1+α
×
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×
∞X

k=0

Γ(1 + α+ n+ k)

Γ(1 + α+ k)

“
−1

q

”k
Lαk

“
− b
q

”
, (36.21)

где q = a− 1/2. Положив в (27.7)

z = −1

q
, x =

b

q
, β = α+ n,

получим
∞Z

0

e−ayJα(2
p
by)Iα+n,n(y)dy =

=

s
Γ(1 + α+ n)

Γ(1 + n)

bα/2e2b/(1−2a)

Γ(1 + α)

“ 2

2a+ 1

”1+α

×

×
“2a− 1

2a+ 1

”n
Φ

“
1 + α+ n, 1 + α;

4b

4a2 − 1

”
=

=

s
Γ(1 + α+ n)

Γ(1 + n)

bα/2e−2b/(1+2a)

Γ(1 + α)

“ 2

2a + 1

”1+α

×

×
“2a− 1

2a+ 1

”n
Φ

“
−n, 1 + α;

4b

1− 4a2

”
, (36.22)

где Re(2a−1) > 0, α > −1. Второе представление (36.22) допускает
и такую запись:

∞Z

0

e−ayJα(2
p
by)Iα+n,n(y)dy =

2eiπn

2a + 1

“1− 2a

1 + 2a

”n+α/2

×

× exp
“ 4ab

1− 4a2

”
Iα+n,n

“ 4ab

1− 4a2

”
, (36.23)

аналогичную (36.19). И здесь для целых неотрицательных n инте-
грал существует, если справедливы условия Rea > −1/2, α > −1.
При a = 1/2 предельным переходом получим

∞Z

0

e−y/2Jα(2
√
xy)Iα+n,n(y)dy =

=
e−xxα/2p

Γ(1 + α+ n)Γ(1 + n)
, (36.24)

где α > −1, n – целое неотрицательное число.

Пример 36.10. Вычислить интеграл

Jnm =
1

2

∞Z

0

r
a+ 1

x

ˆ
Ia,m(x)Ia+1,n(x) + Ia+1,m(x)Ia,n(x)

˜
dx,

где Re a > (m+ n)/2− 1, m, n – целые неотрицательные числа.
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Решение. Выберем при m 6= n

β = a− m+ n

2

и воспользуемся формулой (35.51) для каждой функции Лагерра в
подынтегральном выражении. Получим соотношение

1

2

r
a+ 1

2

ˆ
Ia,m(x)Ia+1,n(x) + Ia+1,m(x)Ia,n(x)

˜
=

=
1

2Γ(1 + a)

nX

k=0

mX

s=0

Q

»“m+n
2
− 1− k

n− k
”“m+n

2
− s

m− s
”

+

+
“m+n

2
− 1− s

m− s
”“m+n

2
− k

n− k
”–
Iβ+k,k(x)Iβ+s,s(x),

где обозначено

Q2 =
Γ(1 + n)Γ(1 +m)Γ(1 + β + k)Γ(1 + β + s)

Γ(1 + k)Γ(1 + s)
.

Если учесть тождество

“
α+ 1
k

”
=

α+ 1

α+ 1− k
“
α
k

”
, (36.25)

то легко получить соотношение (n 6= m)

“m+n
2
− 1− k

n− k
”“m+n

2
− s

m− s
”

+

+
“m+n

2
− 1− s

m− s
”“m+n

2
− k

n− k
”

=

=
2(k − s)
n−m

“m+n
2
− 1− k

n− k
”“m+n

2
− 1− s

m− s
”
.

Таким образом, для Jnm при n 6= m получим

Jnm =

nX

k=0

mX

s=0

Q(k − s)
n−m

“m+n
2
− 1− k

n− k
”
×

×
“m+n

2
− 1− s

m− s
” ∞Z

0

Iβ+k,k(x)Iβ+s,s(x) dx.

Условие ортогональности (35.4) приводит к результату

Jnm = 0, m 6= n.

При m = n получим
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Jmn =

∞Z

0

r
a+ 1

x
Ia+1,n(x)Ia,n(x) dx, Re a > n− 1.

Положив в формуле (35.51)

α = a+ 1− n, β = a− n,

найдем

Ia+1,n(x) =
√
x

nX

k=0

„
n− k
n− k

«
×

×
s

Γ(1 + n)Γ(1 + a− n+ k)

Γ(1 + k)Γ(2 + a)
Ia−n+k,k(x),

что приводит к следующему выражению:

Jnn =

∞X

k=0

s
Γ(1 + n)Γ(1 + a− n+ k)

Γ(1 + k)Γ(1 + a)

∞Z

0

Ia,n(x)Ia−n+k,k(x) dx.

Но в силу (35.4) имеем

∞Z

0

Ia,n(x)Ia−n+k,k(x) dx = δnk,

и в этом случае Jnn = 1. Окончательно получим

1

2

∞Z

0

r
a+ 1

x

ˆ
Ia,m(x)Ia+1,n(x)+

+Ia+1,m(x)Ia,n(x)
˜
dx = δmn, (36.26)

где Re a > (m+ n)/2− 1; m, n – целые неотрицательные числа.

Пример 36.11. Показать, что при Re(µ + ν) > 0 справедливо со-
отношение

I =

∞Z

0

Jµ(x)Jν(x)
dx

xλ
=

=
2−λΓ(λ)Γ

`
µ+ν−λ+1

2

´

Γ
`
µ+ν+λ+1

2

´
Γ

`
µ−ν+λ+1

2

´
Γ

`
ν−µ+λ+1

2

´ . (36.27)

Интеграл (36.27) называется интегралом Вебера–Шафхейтлина.
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Решение. Воспользовавшись представлением (3.33), получим

I =
2

π

π/2Z

0

dϕ cos([µ− ν]ϕ)

∞Z

0

x−λJµ+ν(2x cosϕ)dx.

Внутренний интеграл по x вычисляется с помощью (36.13):

I =
1

π

Γ([µ+ ν − λ+ 1]/2)

Γ([µ+ ν + λ+ 1]/2)

π/2Z

0

cosλ−1 ϕ cos([µ− ν]ϕ)dϕ. (36.28)

Внутренний интеграл в (36.28) лишь обозначениями отличается от
интеграла (I.40.21), и окончательно найдем, что соотношение (36.27)
справедливо.

Пример 36.12. Показать, что при x > 0, y > 0, Reα > −1 спра-
ведливы соотношения

∞Z

0

Jα(2
√
xp)Jα(2

√
yp) dp = δ(x− y), (36.29)

∞Z

0

Jα(xp)Jα(yp)p dp =
δ(x− y)√

xy
=
δ(x− y)

x
. (36.30)

Решение. Воспользуемся соотношением (36.10):

Jαa (x, y) =

∞Z

0

e−apJα(2
√
xp)Jα(2

√
yp)dp =

=
1

a
e−(x+y)/aIα

„
2
√
xy

a

«
(36.31)

и заменим в нем функцию Бесселя Jα(2
√
xp) разложением (36.9).

Тогда

Jαa (x, y) =
∞X

n=0

(−1)nxα/2+n

Γ(1 + α+ n)n!

∞Z

0

e−appn+α/2Jα(2
√
yp)dp.

С учетом (36.16) и (35.1) получим

Jαa (x, y) =
1

a

“x
a

”α/2
e−y/(2a)

∞X

n=0

(−1)n(x/a)nIα+n,n(y/a)

Γ(1 + n)Γ(1 + α+ n)
.

Покажем, что справедливо предельное соотношение
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lim
α→+0

Jαa (x, y) = δ(x− y), x > 0, y > 0. (36.32)

Для этого рассмотрим произвольную основную функцию ϕ(x) и
вычислим интеграл

Jαa (x) =

∞Z

0

ϕ(y)Jαa (x, y) dy, Reα > −1. (36.33)

Сделаем в (36.33) замену переменных

y = x+ 2t
√
ax, dy = 2

√
ax dt,

тогда для пределов интегрирования получим

−q < t <∞, где q =
1

2

r
x

a
.

В результате найдем

Jαa (x) =

∞Z

−q

dt ϕ(x+ 2t
√
ax)Rα(a;x, t), (36.34)

где
Rα(a;x, t) = 2

√
axJαa (x, x+ 2t

√
ax).

Воспользовавшись асимптотической оценкой (7.12)

Iα(x) ∼ ex√
2πx

, x→ +∞, (36.35)

получим

lim
a→+0

Rα(a;x, t) =
exp(−t2)√

π
.

Следовательно,

lim
a→+0

Jαa (x) = ϕ(x)

∞Z

−∞

exp(−t2)√
π

dt = ϕ(x),

и, по определению дельта-функции Дирака, соотношение (36.29)
справедливо. Сделав в (36.29) замены p→ p2, x→ x2/4 и y → y2/4,
с учетом свойств дельта-функции получим (36.30).



ГЛАВА 5

Ряды Неймана и Каптейна∗

В этом разделе мы рассмотрим некоторые приемы, позволяю-
щие находить суммы рядов по специальным функциям.

В практических приложениях, например в теории излучения
электромагнитных волн, наряду с рассмотренными ранее рядами
Фурье–Бесселя (13.6) и Дини (13.10) используются ряды вида

∞X

m=0

aνmJν+m(bνmx),

∞X

m=0

aν,µm Jν+m(bνmx)Jµ+m(dµmx).

В этой главе мы рассмотрим некоторые частные случаи таких ря-
дов, а именно, ряды Неймана и Каптейна.

37. Ряды Неймана∗

� Ряд ∞X

m=0

aνmJν+m(x) (37.1)

называется рядом Неймана первого рода.
� Ряд ∞X

m=0

aµ,νm Jν+m/2(x)Jµ+m/2(x) (37.2)

называется рядом Неймана второго рода.
При разложении функции в ряд Неймана иногда оказывается

полезным следующее соотношение ортогональности функций Бес-
селя:

Теорема 37.1. Функции Jν+2n+1(x) образуют на интервале [0,∞[
ортогональную систему функций с весом ρ(x) = 1/x и условием
ортогональности

∞Z

0

Jν+2n+1(x)Jν+2m+1(x)
dx

x
=

1

2(2n+ ν + 1)
δmn (37.3)

при условии Re(ν +m+ n) > −1.

Доказательство. Заменим в интеграле Вебера–Шафхейтлина
(36.27) ν на ν + 2n + 1, а µ на ν + 2m + 1 и положим λ = 1. С
учетом свойств гамма-функции
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1

Γ(−k) = 0, Γ(1) = 1

получим формулу (37.3), что и требовалось доказать.
Рассмотрим несколько примеров вычисления суммы рядов Ней-

мана.

Пример 37.1. Вычислить суммы рядов Неймана

1) S1(x) =
∞X

k=0

(−1)kJ2k+1(x). (37.4)

2) S2(x) =
∞X

k=0

(−1)k(2k + 1)J2k+1(x); (37.5)

Решение. 1) Найдем лапласовское изображение функции S1(x). С
учетом (15.19) получим

S1(x)→:
∞X

k=0

(−1)k
(
p
p2 + 1− p)2k+1

p
p2 + 1

=

=

p
p2 + 1− pp
p2 + 1

∞X

k=0

(−1)k(
p
p2 + 1− p)2k =

=

p
p2 + 1− pp
p2 + 1

1

1 + (
p
p2 + 1− p)2

=
1

2(p2 + 1)
.

Следовательно,

∞X

k=0

(−1)k
(
p
p2 + 1− p)2k+1

p
p2 + 1

=
1

2(p2 + 1)
. (37.6)

Найдя оригиналы функций в (37.6), получим

S1(x) =
∞X

k=0

(−1)kJ2k+1(x) =
1

2
sin x.

2) Найдем лапласовское изображение функции S2(x) (37.5):

S2(x) =
∞X

k=0

(−1)k(2k + 1)J2k+1(x)→:

→:
∞X

k=0

(−1)k(2k + 1)
(
p
p2 + 1− p)2k+1

p
p2 + 1

.

Домножим правую и левую части (37.6) на
p
p2 + 1 и продиффе-

ренцируем по p. Получим
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∞X

k=0

(−1)k(2k + 1)
(
p
p2 + 1− p)2k+1

p
p2 + 1

= −1

2

d

dp

1p
p2 + 1

.

Согласно теореме о дифференцировании изображения (см. разд.
<Свойства преобразования Лапласа> части I), найдем оригиналы

S2(x) =
∞X

k=0

(−1)k(2k + 1)J2k+1(x) =
1

2
xJ0(x). (37.7)

38. Ряд Каптейна первого рода∗

� Ряд
∞X

m=0

aνmJν+m
`
(ν +m)x

´
(38.1)

называется рядом Каптейна первого рода.
В этом разделе мы ограничимся рядами вида

∞X

m=1

Jm(mx)

m2ν
cosmγ, (38.2)

∞X

m=1

Jm(mx)

m2ν+1
sinmγ, (38.3)

γ = γ(æ) = æ− x sin æ, |x| < 1. (38.4)

Здесь æ – параметр, не зависящий от x.
Рассмотрим сначала простейший случай, когда µ = 0.

Теорема 38.1. Справедливы соотношения

1

1− x cosæ
= 1 + 2

∞X

m=1

Jm(mx) cosmγ; (38.5)

∞X

m=1

Jm(mx) cosmγ =
1

2

x cos æ

1− x cos æ
. (38.6)

Для доказательства этих соотношений удобно ввести вспомогатель-
ную функцию F (x, γ), которую неявным (параметрическим) обра-
зом определим соотношением

F (x, γ) = Φ(x,æ) = (1− x cosæ)−1. (38.7)

Прежде чем перейти к доказательству теоремы, рассмотрим
простейшие свойства этой функции.
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Свойства функции F (x, γ)

Свойство 1. Функция F (x, γ) – четная функция переменной γ.

Доказательство. Заменив æ на −æ, найдем из (38.7) и (38.4)

Φ(x,−æ) = Φ(x,æ) = F (x, γ),

γ(−æ) = −γ(æ).

Отсюда следует четность функции F (x, γ) по переменной γ.

Свойство 2. При фиксированных x (|x| < 1) функция F (x, γ) есть
периодическая функция переменной γ с периодом 2π.

Доказательство. Заменив в (38.7) и (38.4) æ на æ + 2π, найдем

Φ(x,æ + 2π) = Φ(x,æ) = F (x, γ),

γ(æ + 2π) = æ + 2π − x sin æ = γ + 2π.

Окончательно
F (x, γ + 2π) = F (x, γ).

Свойство 3. При фиксированном x функция F (x, γ) есть беско-
нечно дифференцируемая функция переменной γ.

Доказательство. Из (38.7) следует

dF (x, γ)

dγ
=
dæ

dγ

dΦ(x,æ)

dæ
.

Из (38.7) имеем

dγ

dæ
= p(x,æ), p = p(x,æ) = 1− x cos æ, (38.8)

0 < 1− |x| 6 p 6 1 + |x| < 2,
dæ

dγ
=

1

p
,

dp

dæ
= x sin æ,

d

dγ
=
x sin æ

p

d

dp
. (38.9)

Поскольку из (38.7) следует

Φ(x,æ) =
1

p
, (38.10)

то из (38.8)–(38.10) найдем

dF (x, γ)

dγ
=
dæ

dγ

dp

dæ

dΦ

dp
= −x sin æ

p3
. (38.11)

Продолжив дифференцирование, получим

d2F (x, γ)

dγ2
= −1

p

d

dæ

x sin æ

p3
= − 1

p4
x cosæ +

3x sin æ

p5

dp

dæ
=
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=
3x2 sin2 æ

p5
− x cos æ

p4
=

3[x2 − (1− p2)]

p5
− 1− p

p4
=

= −2p2 − 5p+ 3(1− x2)

p5
. (38.12)

Поскольку в силу (38.8) p 6= 0, то производные (38.11) и (38.12)
существуют.

Из соотношений (38.9) несложно найти

d2

dγ2
=

d

dγ

d

dγ
=

1

p

d

dæ

1

p

d

dæ
=

1

p

d

dæ

x sin æ

p

d

dp
=

=
x cos æ

p2
− x2 sin2 æ

p3

d

dp
+
x sin æ

p2

d

dæ

d

dp
=

=
h1− p
p2
− x2 − (1− p)2

p3

i d
dp

+
x2 − (1− p)2

p2

d2

dp2
.

Окончательно имеем

bA =
d2

dγ2
=
x2 − (1− p)2

p2

d2

dp2
+

1− x2 − p
p3

d

dp
. (38.13)

С учетом этого найдем

d2nF (x, γ)

dγ2n
= ( bA)n

1

p
= L2n+3

“1

p

”
, (38.14)

где L2n+3(y) – полином степени 2n + 3 от y = 1/p. Продифферен-
цировав еще раз по γ, в силу (38.9) получим

d2n+1F (x, γ)

dγ2n+1
=
x sin æ

p

d

dp
L2n+3

“1

p

”
= M4n+3

“1

p

”
x sin æ, (38.15)

где M4n+3(y) – полином степени 4n+ 3 от y.
Таким образом, существование всех производных по γ при p 6= 0

доказано.

Перейдем к доказательству теоремы 38.1.

Доказательство. Соотношение (38.6) является тривиальным след-
ствием (38.5). Найдем разложение F (x, γ) при |x| < 1 в ряд Фурье
по γ.

Поскольку функция F (x, γ) при |x| < 1 является четной перио-
дической с периодом 2π бесконечно дифференцируемой функцией
γ, то она разлагается в абсолютно сходящийся ряд Фурье по cosmγ

F (x, γ) =
a0

2
+

∞X

m=1

am cosmγ. (38.16)

Коэффициенты am убывают с ростом m быстрее, чем любая отри-
цательная степень m:
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am =
2

π

πZ

0

F (x, γ) cosmγdγ =

=
2

π

πZ

0

Φ(x,æ)(1− x cosæ) cosm(æ− x sin æ)dæ =

=
2

π

πZ

0

cosm(æ− x sin æ)dæ = 2Jm(mx). (38.17)

Итак, окончательно имеем (38.5), что и требовалось доказать.
♦ Из свойств коэффициентов Фурье следует, что при любом

|x| < 1 и любом a
lim
m→∞

maJm(mx) = 0. (38.18)

Исследуем свойства сумм рядов (38.2) и (38.3) при произволь-
ном ν. Для этого введем вспомогательные функцииRν(x, p) и Sν(x, p)
соотношениями

1

2
Rν(x, p) =

∞X

m=1

Jm(mx)

m2ν
cosmγ, (38.19)

x

2
Sν(x, p) sin æ =

∞X

m=1

Jm(mx)

m2ν+1
sinmγ, (38.20)

|x| < 1, 0 < 1− |x| 6 p 6 1 + |x| < 2. (38.21)

Здесь p определено в (38.10).
Ряды (38.19) и (38.20) при условиях (38.21) существуют для всех

(комплексных) ν и сходятся по γ абсолютно и равномерно в силу
(38.18).

♦ Из соотношения (38.6) следует, что

R0(x, p) =
1

p
− 1. (38.22)

Свойства функций Rν(x, p) и Sν(x, p)

Свойство 1. Справедливы соотношения

Rν(x, p) = Rν(−x, p), Sν(x, p) = Sν(−x, p). (38.23)

Доказательство. В формулах (38.19) и (38.20) проведем замену
переменных x → −x, γ → γ + π и учтем, что при такой замене
справедливы соотношения

cosm(γ + π) = (−1)m cosmγ, sinm(γ + π) = (−1)m sinmγ,

Jm(mx) = (−1)mJm(−mx), æ→ æ + π.



284 Глава 5. Ряды Неймана и Каптейна∗

Легко установить, что при такой замене выражения

p, x sin æ, x cos æ, Jm(mx) sinmγ, Jm(mx) cosmγ

не меняются. Отсюда следует (38.23).

Свойство 2. Справедливы соотношения (штрихом обозначена про-
изводная по p)

R′
ν(x, p) = −pSν−1(x, p); (38.24)

[x2 − (1− p)2]S′
ν(x, p) + (1− p)Sν(x, p) = pRν(x, p); (38.25)

p[x2 − (1− p)2]S′′
ν (x, p) + (1− x2 + p− 2p2)S′

ν(x, p)−
−Sν(x, p) = −p3Sν−1(x, p); (38.26)

p[x2 − (1− p)2]R′′
ν (x, p) + (1− x2 − p)R′

ν(x, p) =

= −p3Rν−1(x, p). (38.27)

Соотношения (38.24)–(38.27) справедливы при любых ν.

Доказательство. Продифференцировав (38.19) по γ и учтя (38.8)
и (38.9), найдем

1

2

d

dγ
Rν(x, p) = −

∞X

m=1

Jm(mx)

m2ν−1
sinmγ = −x

2
Sν−1(x, p) sin æ,

d

dγ
Rν(x, p) =

x sin æ

p

d

dp
Rν(x, p).

Отсюда немедленно следует (38.24).
Продифференцировав (38.20) по γ, с учетом (38.8) и (38.9) по-

лучим

x

2

d

dγ
Sν(x, p) sin æ = −

∞X

m=1

Jm(mx)

m2ν
cosmγ =

1

2
Rν(x, p),

d

dγ
Sν(x, p) sin æ = Sν(x, p)

1

p

d

dæ
sin æ +

x sin2 æ

p

d

dp
Sν(x, p) =

=
cosæ

p
Sν(x, p) +

x sin2 æ

p
S′
ν(x, p) =

=
1

x

h1− p
p

Sν(x, p) +
x2 − (1− p)2

p
S′
ν(x, p)

i
,

откуда найдем (38.25).
Разделив правую и левую части (38.25) на p, продифференци-

ровав по p и воспользовавшись (38.24), получим (38.26).
Заменив в (38.25) ν на ν−1 и выразив из (38.24) Sν−1(x, p) через

R′
ν(x, p), приходим к (38.27).
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Пример 38.1. Показать справедливость соотношения

∞X

m=1

Jm(mx)

m
sin[m(æ− x sin æ)] =

x

2
sin æ, (38.28)

где æ определено в (38.4).

Решение. Из (38.28) следует, что для доказательства соотношения
(38.28) достаточно показать справедливость равенства

S0(x, p) = 1. (38.29)

Проинтегрировав по γ равенство (38.19) при ν = 0, с учетом (38.22)
найдем

∞X

m=1

Jm(mx)

γZ

0

cosmγ dγ =
1

2

γZ

0

R0(x, p)dγ =
1

2

æZ

0

R0(x, p)p dæ =

=
1

2

æZ

0

(1− p)dæ =
x

2

æZ

0

cosæ dæ =
x

2
sin æ,

γZ

0

cosmγ dγ =
sinmγ

m
,

∞X

m=1

Jm(mx)

γZ

0

cosmγ dγ =

∞X

m=1

Jm(mx)

m
sinmγ =

=
x

2
S0(x, p) sin æ =

x

2
sin æ.

Отсюда окончательно имеем (38.29), что и требовалось показать.

Свойство 3. Для ν = n, n = 0,∞, функции Sn(x, p) являются
полиномами по p степени 2n.

Доказательство проведем методом математической индукции. Из
(38.29) видно, что S0(x, p) есть полином нулевой степени по p. По-
ложив в уравнении (38.26) ν = 1 и подставив в правую часть выра-
жения (38.29), найдем

p[x2− (1− p)2]S′′
1 (x, p)+ (1− x2 + p− 2p2)S′

1(x, p)−S1(x, p)+ p3 = 0.

Общим решением этого уравнения будет функция

S1(x, p) = S0
1(x, p) + Y (x, p),
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где

12S0
1(x, p) = 2p2 + 5(p+ 1− x2),

Y (x, p) = A+
B + A arcsin[(1− p)/x]p

x2 − (1− p)2
, (38.30)

A и B – произвольные постоянные. Но функция S1(x, p) конеч-
на при всех p, удовлетворяющих ограничению (38.21). Функция
Y (x, p), являющаяся общим решением однородного уравнения (38.26)
(если в (38.26) положить правую часть равной нулю), обращается в
бесконечность хотя бы в одной из точек p = 1±x при ненулевых A и
B. Таким образом, единственным конечным при всех разрешенных
значениях p решением является S1(x, p) = S0

1(x, p), следующее из
общего решения при Y (x, p) = 0, т.е. A = B = 0. Итак, окончатель-
но получим

12S1(x, p) = 2p2 + 5(p+ 1− x2), (38.31)

т.е. S1(x, p) является полиномом второго порядка по p.
Пусть теперь Sn−1(x, p) найдено и является полиномом степени

2n− 2 по p. Докажем, что Sn(x, p) является полиномом степени 2n
по p. Запишем в общем случае

Sn(x, p) =

2nX

k=0

a
(n)
k pk (38.32)

и докажем, что коэффициенты a
(n)
k однозначно выражаются из

(38.26) через коэффициенты a
(n−1)
k , которые считаются уже извест-

ными. Тем самым функции Sn(x, p) однозначно восстанавливают-
ся по Sn−1(x, p) с помощью уравнения (38.26), ибо все другие ре-
шения этого уравнения отличаются от найденного Sn(x, p) слага-
емым Y (x, p) (общим решением однородного уравнения), которое
при ненулевых коэффициентах A и B в (38.30) не является конеч-
ным при всех допустимых p, что противоречит конечности Sn(x, p).

Подставив (38.32) в (38.26) и приравняв коэффициенты при оди-
наковых степенях p в правой и левой частях (38.26), найдем следу-
ющую рекуррентную формулу:

(k− 1)
ˆ
(k+ 1)(1− x2)a

(n)
k+1− (2k+ 1)a

(n)
k + ka

(n)
k−1

˜
= a

(n−1)
k−3 . (38.33)

Здесь полагаем

a
(s)
k = 0, k < 0, k > 2s. (38.34)

В (38.33) k меняется в пределах 0 6 k 6 2n + 1 (в правой и ле-
вой частях (38.26) степени p, если (38.32) справедливо, изменяются
именно в этих пределах). При k = 1 (38.33) обращается в тождество
и не является содержательным уравнением. Тем самым (38.33) есть

система 2n+1 уравнений относительно 2n+1 неизвестных a
(n)
k при

условии, что a
(n−1)
k известны.
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Система (38.33) может быть записана в виде матричного урав-
нения

Ax = y, (38.35)
где квадратная (2n + 1) × (2n + 1) матрица A имеет элементы Aks
(k, s = 0, 2n), причем отличны от нуля только элементы главной
диагонали и следующих двух поддиагоналей:

A00 = 1, Akk = k(k + 1), k > 0;

A01 = x2 − 1, Ak k+1 = −k(2k + 3), k > 0; (38.36)

A02 = 0, Ak k+2 = k(k + 2)(1− x2), k > 0.

Остальные элементы матрицы равны нулю. Элементы столбцов xk
и yk имеют вид

xk = a
(n)
k , yk = a

(n−1)
k−2 (38.37)

при выполнении условия (38.34). Поскольку матрица A есть верх-
няя треугольная, то ее определитель ∆ есть произведение диаго-
нальных элементов и равен

∆ = (2n+ 1)(2n!)2 6= 0. (38.38)

Следовательно, уравнение (38.35) (т.е. рекуррентные соотношения

(38.33) при известных a
(n−1)
k ) имеет единственное решение.

Прямым вычислением мы показали, что, согласно (38.29) и
(38.31), S0(x, p) и S1(x, p) являются полиномами соответствующей
степени, откуда следует справедливость утверждения (по только
что доказанному), что Sn(x, p) есть полином степени 2n.

Таким образом, функции Sν(x, p) при ν = n, n = 1,∞, можно
вычислить в явном виде методом неопределенных коэффициентов,
если рассматривать выражения (38.33) как рекуррентные соотно-
шения.

Свойство 4. Справедливы соотношения

a
(n)
2n =

1

(2n+ 1)!
; (38.39)

a
(n)
2n−1 =

rn
(2n)!

; (38.40)

a
(n)
2n−2 =

1

(2n− 1)!

h nX

k=2

4k − 1

2k(2k − 1)
rk +

2n+ 3

4(2n+ 1)
(1− x2)

i
, (38.41)

где

rn =
2nX

s=1

1

1 + s
=

1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

2n+ 1
,

rn+1 = rn +
1

2n+ 2
+

1

2n+ 3
,

r1 =
5

6
, r2 =

77

60
, r3 =

223

140
, r4 =

4609

2520
, . . .
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Доказательство. Положив в (38.33) k = 2n+ 1, получим

(2n+ 1)2na
(n)
2n = a

(n−1)

2(n−1)
. (38.42)

Это соотношение является рекуррентной формулой для a
(m)
2m , свя-

зывающей два последовательных коэффициента. При m = 0 из

(38.29) имеем a
(0)
0 = 1, что немедленно приводит к (38.39).

Положив в (38.33) k = 2n, найдем

−(4n+ 1)(2n− 1)a
(n)
2n + 2n(2n − 1)a

(n)
2n−1 = a

(n−1)
2n−3 . (38.43)

Подставив сюда (38.39), получим

2n(2n− 1)a
(n)
2n−1 = a

(n−1)
2n−3 +

(4n+ 1)(2n− 1)

(2n+ 1)!
. (38.44)

Это есть рекуррентное соотношение, связывающее два последова-

тельных коэффициента a
(m)
2m−1 с начальным условием

a
(1)
1 =

5

12
, (38.45)

следующим из (38.31). Решением (38.44) с начальным условием
(38.45) является выражение (38.40).

Положив в (38.33) k = 2n− 1, получим

2n(2n− 2)(1− x2)a
(n)
2n − (4n− 1)(2n− 2)a

(n)
2n−1 +

+(2n− 1)(2n− 2)a
(n)
2n−2 = a

(n−1)
2n−4 .

Подставив сюда соотношения (38.39) и (38.44), получим рекуррент-

ную формулу для a
(m)
2m−2

(2n− 1)(2n− 2)a
(n)
2n−2 =

= a
(n−1)
2n−4 +

(4n− 1)(2n− 2)rn
(2n)!

− 2n(2n− 2)

(2n+ 1)!
(1− x2) (38.46)

с начальным условием

a
(1)
0 =

5

12
(1− x2), (38.47)

следующим из (38.31). Тогда из (38.46) получим (38.41).

Свойство 5. Функция Sn(x, p) есть полином степени 2n как по p,
так и по x, причем содержит только четные степени x.

Доказательство. Считая в (38.33) k = 0, 2, 3, найдем

a
(n)
0 = (1− x2)a

(n)
1 , (38.48)

3(1− x2)a
(n)
3 − 5a

(n)
2 + 2a

(n)
1 = 0, (38.49)

8(1− x2)a
(n)
4 − 14(1− x2)a

(n)
3 + 6a

(n)
2 = 2a

(n−1)
0 . (38.50)
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Формулы (38.39), (38.40), (38.41), (38.48) позволяют записать сле-
дующий общий вид:

Sn(x, p) =
p2n

(2n+ 1)!
+
p2n−1rn
(2n)!

+

+
p2n−2

(2n− 1)!

h nX

k=2

4k − 1

2k(2k − 1)
rk +

2n+ 3

4(2n+ 1)
(1− x2)

i
+

+a
(n)
2n−3p

2n−3 + · · ·+ a
(n)
2 p2 + a

(n)
1 (p+ 1− x2). (38.51)

Из (38.33) легко видеть, что коэффициенты a
(n)
2n−2s и a

(n)
2n−2s−1 есть

полиномы степени s от x2, что и требовалось доказать.

Свойство 6. Функция Rν(x, p) при ν = n, n = 1,∞, есть полином
степени 2n по p и по x и содержит только четные степени x.

Доказательство. Из (38.24) немедленно следует, что Rn(x, p) при
n > 0 действительно являются полиномами степени 2n по p, причем
имеем

Rn(x, p) =

2nX

k=0

b
(n)
k pk, (38.52)

b
(n)
1 = 0, b

(n)
k+2 = −a

(n−1)
k

k + 2
, k > 0. (38.53)

Коэффициент b
(n)
0 не может быть определен из (38.24). Однако,

подставив (38.52) в (38.25), получим

b
(n)
0 = (2 + x2)a

(n)
1 − 2(1− x2)a

(n)
2 . (38.54)

Соотношения (38.53) также следуют из формулы (38.25) при учете
условий (38.33). В частности, из (38.39) и (38.40) получим

b
(n)
2n = − 1

(2n)!
, b

(n)
2n−1 = − rn−1

(2n− 1)!
,

4R1(x, p) = 2 + 3x2 − 2p2. (38.55)

Пример 38.2. Найти явный вид полиномов S2(x, p) и R2(x, p).

Решение. Пользуясь соотношениями (38.39), (38.40), (38.41), най-

дем коэффициенты a
(2)
4 , a

(2)
3 , a

(2)
2 , а из (38.49) получим a

(2)
1 и в

соответствии с (38.32) запишем

8640S2(x, p) = 72p4 + 462p3 + (1582 − 504x2)p2+
+(3262− 567x2)(p+ 1− x2). (38.56)

Определив b
(2)
4 , b

(2)
3 , b

(2)
2 по формулам (38.53), (38.31) и b

(2)
0 по (38.54),

получим

576R2(x, p) = 224 + 420x2 − 105x4−
−120(1− x2)p2 − 80p3 − 24p4. (38.57)
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Пример 38.3. Найти суммы рядов (38.2) и (38.3) при ν = 1, 2.

Решение. 1. Подставив (38.55) в (38.19), с учетом (38.4) и (38.8)
найдем

∞X

m=1

Jm(mx)

m2
cos[m(æ− x sin æ)] = 1 +

3

2
x2 − (1− x cosæ)2. (38.58)

2. Подставив (38.31) в (38.20), с учетом (38.4) и (38.8) получим

∞X

m=1

Jm(mx)

m3
sin[m(æ− x sin æ)] =

=
1

x sin æ

h1

3
(1− x cos æ)2 +

5

6
(2− x cos æ− x2)

i
. (38.59)

3. Аналогично из (38.56) и (38.57) находятся суммы рядов (38.2),
(38.3) при ν = 2.

Свойство 7. Функция Rν(x, p) при ν = −n, n = 0,∞, есть полином
степени 4n+ 1 от p−1, а S−n(x, p) – полином степени 4n− 1 от p−1.

Доказательство. Введем переменную q = p−1. Для производных
найдем

d

dp
= −q2 d

dq
,

d2

dp2
= q4

d2

dq2
+ 2q3

d

dp
. (38.60)

Перепишем дифференциальные соотношения (38.24)–(38.27), заме-
нив в них n на −n, введя переменную q и обозначив штрихом про-
изводную по q:

q3R′
−n(x, q) = S−(n+1)(x, q); (38.61)

q[(1− x2)q2 − 2q + 1]S′
−n(x, q) + (q − 1)S−n(x, q) =

= R−n(x, q); (38.62)

q4[(1− x2)q2 − 2q + 1]S′′
−n(x, q) + q3S−n(x, q)+

+3q4[(1− x2)q − 1]S′
−n(x, q) = S−(n+1)(x, q); (38.63)

q4[(1− x2)q2 − 2q + 1]R′′
−n(x, q)+

+ q3[3(1− x2)q2 − 5q + 2]R′
−n(x, q) = R−(n+1)(x, q). (38.64)

Если утверждение справедливо относительно полинома R−n(x, q),
то, согласно (38.61), оно справедливо и относительно S−n(x, q).

Поскольку, согласно (38.22), имеем

R0(x, q) = q − 1, (38.65)

то по формуле (38.64) R−1 есть полином пятой степени, R−2 – поли-
ном девятой степени по q и т.д. Формула (38.64) дает возможность
путем дифференцирований восстановить последовательно полино-
мы R−n(x, q), причем степень следующего полинома увеличивается
на четыре, что и доказывает наше утверждение.
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Пример 38.4. Найти суммы рядов (38.2), (38.3) при ν = −1.

Решение. Найдем функцииR−1(x, q) и S−1(x, q). Из (38.61) и (38.64)
при n = 0 с учетом (38.65) получим

R−1(x, q) = q3[3(1− x2)q2 − 5q + 2], S−1(x, q) = q3. (38.66)

Подставив (38.66) в (38.19) и (38.20), с учетом соотношения q = 1/p
получим

∞X

m=1

m2Jm(mx) cos[m(æ− x sin æ)] =

=
1

2

1

(1− x cosæ)3

h 3(1− x2)

(1− x cosæ)2
− 5

1− x cosæ
+ 2

i
. (38.67)

∞X

m=1

mJm(mx) sin[m(æ− x sin æ)] =
1

(1− x cos æ)3
(38.68)

Свойство 8. Функции Rν(x, q) и Sν(x, q) при ν = −n, n = 0,∞,
представимы в виде

R−n(x, q) = q2n+1R̄n(x, q),

S−n(x, q) = q2n+1S̄n−1(x, q),
(38.69)

где R̄n(x, q) и S̄n(x, q) есть полиномы степени 2n от q = p−1.

Доказательство. Проведем в (38.61)–(38.64) замены (38.69) и по-
лучим

(2n+ 1)R̄n(x, q) + qR̄′
n(x, q) = S̄n(x, q); (38.70)

q
ˆ
(1− x2)q2 − 2q + 1

˜
S̄′
n−1(x, q) +

ˆ
(2n+ 1)(1− x2)q2−

−(4n+ 1)q + 2n
˜
S̄n−1(x, q) = R̄n(x, q); (38.71)

q2
ˆ
(1− x2)q2 − 2q + 1

˜
S̄′′
n−1(x, q) + q

ˆ
(4n+ 5)(1− x2)q2−

−(8n+ 7) + 2(2n+ 1)
˜
S̄′
n−1(x, q)+

+
ˆ
(2n+ 1)(2n+ 3)(1− x2)q2 − 2(n+ 1)(4n+ 1)q−

−2n(2n+ 1)
˜
S̄n−1(x, q) = S̄n(x, q); (38.72)

q2
ˆ
(1− x2)q2 − 2q + 1

˜
R̄′′
n(x, q) + q

ˆ
(4n+ 5)(1− x2)q2−

−(8n+ 9)q + 4(n+ 1)
˜
R̄′
n(x, q)+

+(2n+ 1)
ˆ
(2n+ 3)(1− x2)q2 − (4n+ 5)q+

+2(n+ 1)
˜
R̄n(x, q) = R̄n+1(x, q). (38.73)

Из сравнения (38.69) и (38.66) найдем

S̄0(x, q) = 1, R̄1(x, q) = 3(1− x2)q2 − 5q + 2, (38.74)
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а из (38.70) или (38.72) получим

S̄1(x, q) = 15(1− x2)q2 − 20q + 6. (38.75)

Формулы (38.70) и (38.71) [или формулы (38.72) и (38.73), явля-
ющиеся их дифференциальными следствиями, что устанавливает-
ся прямой проверкой] позволяют с помощью дифференцирования
последовательно вычислить R̄n(x, q) и S̄n(x, q) в виде полиномов
указанной степени по q с коэффициентами, зависящими от x2. В
частности, из (38.71) и (38.75) найдем

R̄2(x, p) = 105(1 − x2)2q4 − 315(1− x2)q3+
+20(17 − 6x2)q2 − 154q + 24, (38.76)

а из (38.76), использовав (38.70), получим

S̄2(x, p) = 945(1− x2)2q4 − 2520(1 − x2)q3+
+140(17 − 6x2)q2 − 924q + 120. (38.77)

Свойство 9. Полиномы R̄n(x, q) и S̄n(x, q) представимы в виде

S̄n(x, q) =
2nX

k=0

(−1)kā
(n)
k qk,

R̄n(x, q) =
2nX

k=0

(−1)k b̄
(n)
k qk,

(38.78)

где коэффициенты ā
(n)
k и b̄

(n)
k определяются следующими рекур-

рентными соотношениями:

ā
(n)
k = (2n+ 1 + k)b̄

(n)
k , (38.79)

b̄
(n+1)
k = (2n+ k − 1)(2n+ k + 1)(1− x2)b̄

(n)
k−2+

+(4n+ 2k + 3)(2n+ k)b̄
(n)
k−1+

+(2n+ k + 1)(2n+ k + 2)b̄
(n)
k . (38.80)

Доказательство. Из (38.70) находим (38.79). Из (38.73), считая

b̄
(n)
k = 0 при k < 0, k > 2n, получим рекуррентные соотношения

(38.80), позволяющие вычислить b̄
(n+1)
s , если известны b̄

(n)
s .

В принципе, формулы (38.80) позволяют вычислить коэффици-

енты b̄
(n)
s в общем виде, Например, положив в (38.80) k = 2n + 2,

получим
b̄
(n+1)
2n+2 = (4n+ 3)(4n+ 1)(1− x2)b̄

(n)
2n , (38.81)

откуда с учетом начального условия b̄
(1)
2 = 3(1− x2), вытекающего

из (38.74), следует общий вид

b̄
(n)
2n = (4n− 1)!!(1− x2)n. (38.82)
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Положив k = 2n+ 1, из (38.80) находим

b̄
(n+1)
2n+1 = 8n(2n + 1)(1− x2)b̄

(n)
2n−1 + (8n+ 5)(4n+ 1)b̄

(n)
2n , (38.83)

Подставив сюда (38.82) и рассматривая (38.83) как рекуррентное

соотношение для коэффициентов b̄
(s)
2s−1, находим

3b̄
(n)
2n−1 = (4n+ 1)!!(1− x2)n−1. (38.84)

Положив k = 2n, из (38.80) с учетом (38.82) и (38.84) получим

3b̄
(n+1)
2n = 3(4n+ 1)(4n− 1)(1− x2)b̄

(n)
2n−2+

+4n(8n+ 3)(4n+ 1)!!(1− x2)n−1+

+6(2n+ 1)(4n+ 1)!!(1 − x2)n, (38.85)

Отсюда запишем в общем виде

9b̄
(n)
2n−2 = 2n(4n− 3)!!(1− x2)n−2[(8n+ 1)(2n− 1) − 9nx2]. (38.86)

Положив k = 0, из (38.80) находим

b̄
(n+1)
0 = (2n+ 2)(2n+ 1)b̄

(n)
0 . (38.87)

С учетом начального условия b̄
(1)
0 = 2, следующего из (38.74), по-

лучим общую формулу
b̄
(n)
0 = (2n)!. (38.88)

При k = 1, подставив (38.88), из (38.80) находим

b̄
(n+1)
1 = (2n+ 3)(2n+ 2)b̄

(n)
1 + (4n+ 5)(2n+ 1)!. (38.89)

Отсюда с учетом начального условия b̄
(1)
1 = 5 следует

b̄
(n)
1 = (2n+ 1)!rn, (38.90)

где величины rn определены формулами (38.40). Положив в (38.80)
k = 2 и подставив (38.88) и (38.90), получим рекуррентную формулу

b̄
(n+1)
2 = (2n+ 4)(2n+ 3)b̄

(n)
2 +

+(2n+ 3)(2n+ 1)!(1− x2) + (4n+ 7)(2n+ 2)!rn, (38.91)

из которой находим (n > 2)

2b̄
(n)
2 = (2n+ 1)!

h
n(1− x2) + 2(n+ 1)

nX

s=2

(4s+ 3)rs−1

(s+ 1)(2s+ 1)

i
. (38.92)

Подобные вычисления можно продолжить, однако получающи-
еся общие формулы становятся все более громоздкими. Выражения
(38.80) и (38.79) являются универсальными соотношениями, поз-

воляющими вычислить последовательно все коэффициенты b̄
(n)
s и

ā
(n)
s .

Итак, нами построен алгоритм явного вычисления функций
Rn(x, p) и Sn(x, p) при целых n.
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39. Ряд типа ряда Каптейна первого рода∗

В этом разделе мы будем рассматривать ряды, аналогичные ря-
дам (38.2), (38.3), в которых вместо функции Бесселя стоит ее про-
изводная

∞X

m=1

J ′
m(mx)

m2ν−1
cosmγ,

∞X

m=1

J ′
m(mx)

m2ν
sinmγ. (39.1)

Для исследования свойств этих рядов введем вспомогательные функ-
ции Lν(x, p), Mν(x, p) с помощью соотношений

∞X

m=1

J ′
m(mx)

m2ν−1
cosmγ =

1

2x
Lν(x, p), (39.2)

∞X

m=1

J ′
m(mx)

m2ν
sinmγ =

1

2
Mν(x, p) sin x, (39.3)

где p определено соотношением (38.10).
Очевидно, что если мы запишем явный вид функций Lν(x, p)

и Mν(x, p), то мы найдем и суммы рядов (39.1). Поэтому рассмот-
рим некоторые свойства функций Lν(x, p) и Mν(x, p) и их связь с
функциями Rν(x, p) и Sν(x, p).

Свойство 1. При любом комплексном ν справедливы соотношения

Lν(x, p) = x
∂Rν(x, p)

∂x
+ (1− x2 − p)Sν−1(x, p); (39.4)

Mν(x, p) = x
∂Sν(x, p)

∂x
+
x2Sν(x, p)− (1− x2 − p)Rν(x, p)

x2 − (1− p)2 .(39.5)

Доказательство. При постоянном γ из соотношений (38.4) и (38.8)
запишем

∂æ

∂x
=

sin æ

p
,

∂p

∂x
=
x2 − 1 + p

xp
. (39.6)

Продифференцировав (38.19) по x при постоянном γ, найдем

∞X

m=1

J ′
m(mx)

m2ν−1
cosmγ =

1

2

“∂Rν
∂x

+
x2 − 1 + p

xp

∂Rν
∂p

”
.

Учтя (38.24) и сравнив с (39.2), получим (39.4). Аналогично, про-
дифференцировав по x при постоянном γ соотношение (38.20) и
использовав (39.6) и (38.25), придем к (39.5).

Свойство 2. Справедливы соотношения

L′
ν(x, p) = −pMν−1(x, p), (39.7)

[x2 − (1− p)2]M ′
ν(x, p) + (1− p)Mν(x, p) = pLν(x, p), (39.8)

p[x2 − (1− p)2]M ′′
ν (x, p) + (1− x2 + p− 2p2)M ′

ν(x, p)−
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−Mν(x, p) = −p3Mν−1(x, p), (39.9)

p[x2 − (1− p)2]L′′
ν (x, p) + (1− x2 − p)L′

ν(x, p) =
= −p3Lν−1(x, p). (39.10)

Доказательство аналогично доказательству свойства 2 предыду-
щего раздела (штрихом обозначена производная по p).

Пример 39.1. Найти суммы рядов (39.1) при ν = 0,±1.

Решение. Найдем явный вид функций Lν(x, p), Mν(x, p) при
ν = 0,±1. Пользуясь выражениями (38.22), (38.29), (38.31), (38.55)
и формулами (39.7), (39.8), найдем

L0(x, p) = (1− x2 − p)p−3, M0(x, p) = p−1; (39.11)

2L1(x, p) = 2 + x2 − 2p, 2M1(x, p) = 1− x2 + p; (39.12)

L−1(x, p) = 15(1− x2)2p−7 − 35(1− x2)p−6+

+(26− 12x2)p−5 − 6p−4, (39.13)

M−1(x, p) = 3(1− x2)p−5 − 2p−4 = p−4[3(1− x2)p−1 − 2].

Следовательно, получим суммы

∞X

m=1

mJ ′
m(mx) cosm(æ− x sin æ) =

1

2x

x cosæ− x2

(1− x cosæ)3
;

∞X

m=1

J ′
m(mx) sinm(æ− x sin æ) =

1

2

sin x

1− x cos æ
;

∞X

m=1

J ′
m(mx)

m
cosm(æ− x sin æ) =

1

4x
(x2 + 2x cos æ);

∞X

m=1

J ′
m(mx)

m2
sinm(æ− x sin æ) =

1

4
(2− x2 − cos æ) sin x.

Аналогично из (39.13) находим суммы рядов (39.1) при ν = −1.

Свойство 3. Для ν = n, n = 1,∞, функции Ln(x, p) и Mn(x, p) есть
полиномы по p степени 2n − 1, а для ν = −n, n = 0,∞, функции
L−n(x, p) есть полиномы степени 4n + 3 по p−1, функции Mn(x, p)
– полиномы степени 4n+ 1 по p−1.

Доказательство. При n = 0,±1 справедливость утверждения вы-
текает из формул (39.11)–(39.13). Для ν = −n, n = 2,∞, это следует
из формул (39.9), (39.10). Для ν = n, n = 2,∞, доказательство ана-
логично доказательству свойства 3 для функций Rn(x, p), Sn(x, p).
В частности, проведя замену q = p−1 и использовав (38.60), полу-
чим соотношения
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q3L′
−n(x, q) = M−(n+1)(x, q); (39.14)

q[(1− x2)q2 − 2q + 1]M ′
−n(x, q)+

+(q − 1)M−n(x, q) = L−n(x, q); (39.15)

q4[(1− x2)q2 − 2q + 1]M ′′
−n(x, q)+

+3q4[(1− x2)q − 1]M ′
−n(x, q)+

+q3M−n(x, q) = M−(n+1)(x, q); (39.16)

q4[(1− x2)q2 − 2q + 1]L′′
−n(x, q)+

+q3[3(1− x2)q2 − 5q + 2]L′
−n(x, q) = L−(n+1)(x, q), (39.17)

аналогичные (38.61)–(38.64). Здесь штрихом обозначена производ-
ная по q.

Пример 39.2. Из свойства 3 следует, что для ν = n, n = 1,∞,
полиномы Ln(x, p) и Mn(x, p) можно представить в виде

Mn(x, p) =

2n−1X

k=0

c
(n)
k pk, (39.18)

Ln(x, p) =
2n−1X

k=0

d
(n)
k pk. (39.19)

Найти рекуррентные соотношения для коэффициентов c
(n)
k и d

(n)
k и

связь между ними.

Решение. Из формул (39.7), (39.11) находим связь, аналогичную
(38.53):

d
(1)
1 = −1, d

(n)
1 = 0; (k + 2)d

(n)
k+2 = −c(n−1)

k , (39.20)

где n > 1, k > 0. Для d
(n)
0 из (39.8) найдем аналог (38.54)

d
(n)
0 = (2 + x2)c

(n)
1 − 2(1− x2)c

(n)
2 . (39.21)

Для коэффициентов c
(n)
k из (39.9) получим аналог (38.33)

(k − 1)[(k + 1)(1− x2)c
(n)
k+1 − (2k + 1)c

(n)
k + kc

(n)
k−1] = c

(n−1)
k−3 , (39.22)

причем, в отличие от (38.34), считаем

c
(n)
k = 0, k < 0, k > 2n− 1. (39.23)

Положив, в частности, в (39.22) k = 2n, получим

2n(2n− 1)c
(n)
2n−1 = c

(n−1)
2n−3 .

Из (39.12) следует c
(1)
1 = 1/2, откуда найдем
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c
(n)
2n−1 =

1

(2n)!
, n = 1,∞. (39.24)

В (39.22) положим k = 2n− 1, учтем (39.23) и (39.24) и запишем

(2n− 1)(2n− 2)c
(n)
2n−2 = c

(n−1)
2n−4 +

(2n− 2)(4n− 1)

(2n)!
. (39.25)

Из (39.12) следует 2c
(1)
0 = 1− x2, откуда немедленно получим

(2n− 1)!c
(n)
2n−2 = rn −

x2

2
− 1

2n+ 1
, (39.26)

где rn определено формулой (38.40). Подобные вычисления могут
быть продолжены и далее, однако формулы становятся всё более
громоздкими и лучше пользоваться непосредственно соотношения-
ми (39.22).

Свойство 4. При n = 1,∞ справедливы соотношения

M−n(x, q) = q2(n+1)M̄n(x, q),

L−n(x, q) = q2(n+1)L̄n+1(x, q),
(39.27)

где M̄n(x, q), L̄n(x, q) — полиномы по q степени 2n− 1.

Доказательство. Из (39.13) следует, что при n = 1 соотношения
(39.27) справедливы и

M̄1 = 3(1− x2)q − 2,
L̄2 = 15(1− x2)2q3 − 35(1− x2)q2 + (26− 12x2)q − 6.

(39.28)

Подставив в формулы (39.14), (39.15) выражения (39.27), найдем

2nL̄n(x, q) + qL̄′
n(x, q) = M̄n(x, q), (39.29)

[(1− q)2 − x2q2][2(n+ 1)M̄n(x, q) + qM̄ ′
n(x, q)]+

+(q − 1)M̄n(x, q) = L̄n+1(x, q). (39.30)

Из (39.29) следует, что M̄n(x, q) вычисляется, если L̄n(x, q) извест-
но, причем если L̄n(x, q) — полином по q, то и M̄n(x, q) — полином
той же степени по q. Из (39.30) следует, что L̄n+1(x, q) определяет-
ся, если известно M̄n(x, q), причем L̄n+1(x, q) является полиномом
по q, степень которого на два превышает степень M̄n(x, q), что и
требовалось доказать.

Таким образом, при ν = n, n = −∞,∞, вычисление функций
Ln(x, p) и Mn(x, p) возможно в явном виде.
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40. Ряд Каптейна первого рода.
Специальный случай∗

В этом разделе мы рассмотрим ряды Каптейна вида

∞X

m=1

Jm(mx)

m2ν
,

∞X

m=1

J ′
m(mx)

m2ν−1
, |x| < 1. (40.1)

Аналогично предыдущим разделам введем вспомогательные функ-
ции Rν(x) и Lν(x):

x

2
Rν(x) =

∞X

m=1

Jm(mx)

m2ν
,

1

2
Lν(x) =

∞X

m=1

J ′
m(mx)

m2ν−1
. (40.2)

Рассмотрим простейшие свойства функций Rν(x) и Lν(x) и найдем
их связь с функциями Rν(x, p) (38.19) и Lν(x, p) (39.2).

Свойство 1. Справедливы соотношения

xRν(x) = Rν(x, 1− x), xLν(x) = Lν(x, 1− x). (40.3)

Доказательство. Из (38.19) и (39.2) при γ = 0 имеем

xRν(x) = Rν(x, p)|γ=0, xLν(x) = Lν(x, p)
˛̨
γ=0

,

но γ = 0 соответствует æ = 0 или p = 1− x. Таким образом, прихо-
дим к (40.3).

Пример 40.1. Найти суммы рядов (40.1) при ν = 0,±1.

Решение. Вычислим Rν(x) и Lν(x) при ν = 0,±1. Из выражений
(38.22), (38.55), (38.66), (39.11)–(39.13) найдем

R0(x) = (1− x)−1, L0(x) = (1− x)−2,
R1(x) = 1 + x/4, L1(x) = 1 + x/2, (40.4)

R−1(x) = (1− x)−4, L−1(x) = (1 + 3x)(1− x)−5.

Следовательно,

∞X

m=1

Jm(mx) =
x

2

1

1− x ,
∞X

m=1

mJ ′
m(mx) =

1

2

1

(1− x)2 ;

∞X

m=1

Jm(mx)

m2
=
x

2
+
x2

8
,

∞X

m=1

J ′
m(mx)

m
=
x

4
+

1

2
;

∞X

m=1

m2Jm(mx) =
1

2

x

(1− x)4 ,
∞X

m=1

m3J ′
m(mx) =

1

2

1 + 3x

(1− x)5 .
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Пример 40.2. Найти три первых члена разложения функцийRν(x)
и Lν(x) в ряд Тейлора по x при произвольных ν.

Решение. Для функций Бесселя справедливо разложение в ряд

Jm(mx) =
“mx

2

”m ∞X

k=0

(−1)k

k!Γ(k +m+ 1)

“mx
2

”k
, (40.5)

подставив которое в формулы (40.2) и ограничившись слагаемыми,
содержащими переменную x в степени не выше третьей, найдем

Rν(x) = 1 + x2−2ν + x2(91−ν − 1)/8 + . . .

Lν(x) = 1 + x21−2ν + 3x2(91−ν − 1)/8 + . . .
(40.6)

Отсюда, в частности, следует

Rν(0) = Lν(0) = 1. (40.7)

Свойство 2. Справедливы следующие соотношения:

Lν(x) = Rν(x) + xR′
ν(x),

(1− x2)Rν−1(x) = Lν(x) + xL′
ν(x),

(40.8)

Rν(x) = −
1Z

0

Rν−1(xt)(1− x2t2) ln t dt, (40.9)

Lν(x) = −
1Z

0

hx2

2
(1− t2) + ln t]Lν−1(xt)dt, (40.10)

x2R′′
ν (x) + 3xR′

ν(x) +Rν(x) = (1− x2)Rν−1(x),
x2(1− x2)L′′

ν (x) + x(3− x2)L′
ν(x) + (1 + x2)Lν(x) =

= (1− x2)2Lν−1(x).
(40.11)

Доказательство. 1. Продифференцировав (40.2) по x и учтя урав-
нение Бесселя

J ′′
m(mx) =

1− x2

x2
Jm(mx)− 1

mx
J ′
m(mx), (40.12)

получим (40.8).
2. Из соотношений (40.8) с учетом (40.7) получим

Rν(x) =
1

x

xZ

0

Lν(t)dt =

1Z

0

Lν(xt)dt, (40.13)

Lν(x) =
1

x

xZ

0

(1− t2)Rν−1(t)dt =

1Z

0

(1− x2t2)Rν−1(xt)dt. (40.14)
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Подставив (40.14) в (40.13) и проинтегрировав по частям, получим
рекуррентное соотношение (40.9). Аналогично для Lν(x) получим
(40.10).

3. Повторное дифференцирование (40.8) приводит к уравнениям
(40.11).

Легко проверить, что (40.9) и (40.10) являются решениями этих
уравнений.

Свойство 3. Справедливы следующие разложения:

Rν(x) =
∞X

k=0

C
(ν)
k xk, Lν(x) =

∞X

k=0

(k + 1)C
(ν)
k xk, (40.15)

C
(ν)
k =

1

2k

[k/2]X

s=0

(−1)s(k + 1− 2s)k+1−2ν

s!(k + 1− s)! ,

где [k/2] — целая часть числа k/2.

Доказательство непосредственно следует из (40.5).

Пример 40.3. Найти суммы рядов (40.1) при ν = 2.

Решение. Найдем явный вид функций R2(x) и L2(x). Положив
ν = 2 в (40.9) и в (40.10), после вычисления интегралов получим

R2(x) = 1 +
x

16
− x2

9
− x3

64
;

L2(x) = 1 +
x

8
− x2

3
− x3

16
.

(40.16)

Следовательно,

∞X

m=1

Jm(mx)

m4
=
x

2
+
x2

32
− x3

18
− x4

128
;

∞X

m=1

J ′
m(mx)

m3
=

1

2
+

x

16
− x2

6
− x3

32
.

Свойство 4. Функции Rn(x) и Ln(x) (n = 1,∞) есть полиномы
степени 2n− 1 по x.

Доказательство. Из (40.13) следует, что если Ln(x) есть полином
некоторой степени по x, то Rn(x) также есть полином той же сте-
пени по x. Из (40.14) следует, что если Rn−1(x) есть полином по
x степени s, то Ln(x) — полином по x степени s + 2. Но из (40.4)
следует, что R1(x) и L1(x) есть полиномы первой степени, что и
доказывает утверждение. Формулы (40.9) и (40.10) позволяют ре-
курсией осуществить построение всех полиномов.
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Свойство 5. Справедливы соотношения

R−n(x) =
1 + 3xAn−2(x)

(1− x)3n+1
, L−n(x) =

1 + 3xBn−1(x)

(1− x)3n+2
, (40.17)

где n = 0,∞, а An(x) и Bn(x) — полиномы по x степени n (при
n < 0 положим An(x) = Bn(x) = 0).

Доказательство. При n = 0, 1 из (40.4) следует, что (40.17) спра-
ведливо, причем B0(x) = 1. Подставив (40.17) в (40.12), получим
дифференциальные связи

Bn(x) = n+ 1 + [2 + (3n+ 2)x]An−1(x)+
+x(1− x)A′

n−1(x), (40.18)

(1 + x)An(x) = n+ 1 + [2 + 3(n+ 1)x]Bn(x)+
+x(1− x)B′

n(x), (40.19)

Из (40.19) следует, что если An(x) и Bn(x) — полиномы, то степени
их одинаковы, а из (40.8) следует, что Bn(x) имеет степень на еди-
ницу больше, чем An−1(x), и восстанавливается по An−1(x), что и
доказывает свойство. В частности, из (40.18) и (40.19) последова-
тельно находим

B0(x) = 1, A0(x) = 3, B1(x) = 8 + 15x,
A1(x) = 18 + 75x, B2(x) = 39 + 369x + 525x2, (40.20)

A2(x) = 81 + 1377x + 3675x2.

Пример 40.4. Вычислить An(0), Bn(0); An(1), Bn(1).

Решение. Положив в (40.18) и в (40.19) x = 0, 1, найдем

Bn(0) = n+ 1 + 2An−1(0), An(0) = n+ 1 + 2Bn(0);
Bn(1) = n+ 1 + (3n+ 4)An−1(1), (40.21)

2An(1) = n+ 1 + (3n+ 5)Bn(1);

Отсюда следуют рекуррентные формулы

Bn(0) = 3n+ 1 + 4Bn−1(0),

2Bn(1) = 3n2 + 6n+ 2 + (3n+ 4)(3n+ 2)Bn−1(1), (40.22)

B0(0) = B0(1) = 1.

Разрешив эти рекуррентные соотношения, получим

3Bn(0) = 2 · 4n+1 − 3n− 5, Bn(1) =
2(3n+ 4)!

6n+2(n+ 1)!
− 1

3
. (40.23)

Из (40.21) найдем

3An(0) = 4n+2 − 3n− 7, An(1) =
(3n+ 5)!

6n+2(n+ 1)!
− 1

3
. (40.24)
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Свойство 6. Справедливы соотношения

R−n(x) = q2n+2[1 + 2(q − 1)Qn−2(q)],
L−n(x) = q2n+2[1 + 2(q − 1)Pn−2(q)],

(40.25)

q = (1− x)−1 n = 1,∞,

где Pn(q), Qn(q) — полиномы степени n по q (Q−1 = 0).

Доказательство. Из (40.8) найдем

Pn(q) = n+ 2 + [2 + (2n+ 5)(q − 1)]Qn−1(q)+
+q(q − 1)]Q′

n−1(q), (40.26)

(2q − 1)Qn(q) = n+ 1 + [2 + (2n+ 5)(q − 1)]Pn(q)+
+q(q − 1)]P ′

n(q), (40.27)

где штрихом обозначена производная по q. Из (40.27) следует, что
если Pn(q) и Qn(q) — полиномы, то степени их одинаковы, а из
(40.26) имеем, что степень Pn(q) на единицу больше, чем степень
Qn−1(q), причем Pn(q) восстанавливается по Qn−1(q), после чего
восстанавливается и Qn(q). Из (40.4) следует

R0(q) = q, L0(q) = q2, R−1(q) = q4,
L−1(q) = q4(4q − 3),

(40.28)

что совпадает при n = 1 с (40.25), если считать Q−1 = 0, P0 = 2.
Тогда из (40.26) и (40.27) последовательно восстановим

P0(q) = 2, Q0(q) = 5, P1(q) = 35q − 22,
Q1(q) = 140q − 112, P2(q) = 4(350q2 − 532q + 197), (40.29)

Q2(q) = 7700q2 − 13090q + 5513.

Пример 40.5. Вычислить Pn(0), Qn(0); Pn(1), Qn(1).

Решение. Из (40.26) и (40.27) при q = 0, 1 найдем

Pn(0) = n+ 2− (2n+ 3)Qn−1(0),
Pn(1) = n+ 2 + 2Qn−1(1);
Qn(0) = (2n+ 3)Pn(0)− n− 1,
Qn(1) = n+ 1 + 2Pn(1).

(40.30)

Отсюда следуют рекуррентные соотношения

Pn(0) = 2(n+ 1)2 − (2n+ 1)(2n+ 3)Pn−1(0),
Pn(1) = 3n+ 2 + 4Pn−1(1), (40.31)

P0(0) = P0(1) = 2.

Разрешив эти рекуррентные соотношения, получим

2Pn(0) = 1 + (−1)n(2n+ 3)[(2n+ 1)!]2,
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2Qn(0) = 1 + (−1)n[(2n+ 3)!!], (40.32)

Pn(1) = 4n+1 − 2− n, Qn(1) = 2 · 4n+1 − 3− n.

Свойство 7. Справедливы соотношения

∞X

m=1

J2m(2mx)

(2m)2n
=
x

4
[Rn(x)−Rn(−x)],

∞X

m=1

J ′
2m(2mx)

(2m)2n−1
=

1

4
[Ln(x)− Ln(−x)].

(40.33)

Доказательство. В (40.2) заменим x на −x и учтем

Jm(−x) = (−1)mJm(x), J ′
m(−x) = (−1)m+1J ′

m(x),

тогда получим

∞X

m=1

(−1)m
Jm(mx)

m2n
= −x

2
Rn(−x);

∞X

m=1

(−1)m
J ′
m(mx)

m2n−1
= −1

2
Ln(−x).

Складывая эти выражения с (40.2), получим (40.33).

41. Ряд Каптейна второго рода∗

� Ряд

∞X

m=0

aν,µm J(ν+m)/2

“ν + µ+ 2m

2
x

”
J(µ+m)/2

“ν + µ+ 2m

2
x

”
(41.1)

называется рядом Каптейна второго рода.
В этом разделе мы ограничимся рассмотрением рядов вида

∞X

m=1

J2
m(mx)

m2n
,

∞X

m=1

[J ′
m(mx)]2

m2n
; |x| < 1. (41.2)

Для исследования свойств этих рядов введем вспомогательные
функции Wn(t) и Vn(t) соотношениями

Wn(t) = 4
∞X

m=1

J2
m(mx)

m2n
, Vn(t) = 4

∞X

m=1

[J ′
m(mx)]2

m2n
, (41.3)

где t = x2.



304 Глава 5. Ряды Неймана и Каптейна∗

Пример 41.1. Найти два первых ненулевых члена разложения
функций Wn(t) и Vn(t) в ряд Тейлора по t.

Решение. Воспользовавшись рядом (40.5), для первых двух членов
разложения получим

Wn(t) = t
h
1 +

“ 1

4n
− 1

4

”
t+ . . .

i
,

Vn(t) = 1 +
“ 1

4n
− 3

4

”
t+ . . .

(41.4)

Свойство 1. Справедливы соотношения

Wn(t) =
4n+1

π

πZ

0

» ∞X

m=1

J2m(2mx sinϕ)

(2m)2n

–
dϕ =

=
4nx

π

πZ

0

[Rn(x sinϕ)−Rn(−x sinϕ)] sinϕdϕ. (41.5)

Доказательство. Воспользуемся формулой Неймана (3.33)

J2
m(mx) =

1

π

πZ

0

J2m(2mx sinϕ)dϕ. (41.6)

Подставив (41.6) в (40.33) и изменив порядок суммирования и ин-
тегрирования, получим (41.5).

Свойство 2. Справедливы соотношения

tV ′
n(t) + Vn(t) = (1− t)W ′

n(t), (41.7)

2t[tW ′′
n (t) +W ′

n(t)] = tVn−1(t) + (1− t)Wn−1(t), (41.8)

Vn(t) =
1− t
t

Wn(t) +
1

t

tZ

0

Wn(y)dy =

=
1− t
t

Wn(t) +

1Z

0

Wn(ty)dy, (41.9)

2Wn(t) = t

1Z

0

[Wn−1(yt)− Vn−1(yt)] ln y dy−

−
1Z

0

y−1Wn−1(yt) ln y dy. (41.10)

Здесь штрихом обозначена производная по t.
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Доказательство. 1. Продифференцировав (41.3) по t с помощью
формулы (40.12), получим соотношения (41.7) и (41.8).

2. С учетом начального условия Vn(0) = 1, следующего из (41.3),
из (41.7) получим (41.9). Аналогично из (41.8) получим (41.10).

Пример 41.2. Найти суммы рядов (41.2) при n = 0,±1.

Решение. Найдем явный вид функций Vn(t) и Wn(t) при n = 0,±1.
Из (40.4) и (41.5) после вычисления интегралов запишем

W0(t) = 2
“ 1√

1− t
− 1

”
,

W1(t) = t, (41.11)

W−1 =
t(1 + t/4)

(1− t)7/2 = (q − 1)q3/2
h
1 +

5

4
(q − 1)

i
,

где введена переменная

q = (1− t)−1. (41.12)

Воспользовавшись соотношением (41.9), получим

V0(t) = 2(1−
√

1− t)t−1,
V1(t) = 1− t/2, (41.13)

V−1 =
(1 + 3t/4)

(1− t)5/2 = q3/2
h
1 +

7

4
(q − 1)

i
.

Следовательно,
∞X

m=1

J2
m(mx) =

1

2

1−
√

1− x2

√
1− x2

; (41.14)

∞X

m=1

J2
m(mx)

m2
=
x2

4
;

∞X

m=1

m2J2
m(mx) =

x2

16

4 + x2

(1− x2)7/2
; (41.15)

∞X

m=1

[J ′
m(mx)]2 =

1

2x2
(1−

p
1− x2);

∞X

m=1

1

m2
[J ′
m(mx)]2 = −x

2

8
+

1

4
;

∞X

m=1

m2[J ′
m(mx)]2 =

1

16

4 + 3x2

(1− x2)5/2
. (41.16)

Пример 41.3. Найти соотношение, связывающее функции V̄n(t) и
W̄n(t), если они определяются формулами

Wn(t) = t[1− tW̄n−2(t)], Vn(t) = 1− tV̄n−2(t), (41.17)
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Решение. Сравнив (41.17) с (41.4), находим

4W̄n(0) = 1− 4−n−1, 4V̄n(0) = 3− 4−n. (41.18)

Подставив (41.17) в (41.7) и (41.8) и заменив индекс суммирования
n на n+ 1, получим

2V̄n(t) + tV̄ ′
n(t) =

= 1 + 2(1− t)W̄n−1(t) + t(1− t)W̄ ′
n−1(t), (41.19)

8W̄n(t) + 10tW̄ ′
n(t) + 2t2W̄ ′′

n (t) =
= 1 + V̄n(t) + (1− t)W̄ ′

n−1(t). (41.20)

Поскольку, согласно (41.18), функции V̄n(t) и W̄n(t) при t = 0 ко-
нечны, отсюда вытекают соотношения

V̄n(t) =
1

2
+ (1− t)W̄n−1(t) +

1

t2

tZ

0

y2W̄n−1(y)dy =

=
1

2
+ (1− t)W̄n−1(t) + t

1Z

0

y2W̄n−1(yt)dy; (41.21)

W̄n(t) =
1

8
− 1

t2

tZ

0

y[(1− y)W̄n−1(y) + V̄n(y)](ln y − ln t)dy =

=
1

8
− 1

2

1Z

0

y[(1− ty)W̄n−1(ty) + V̄n(ty)] ln y dy. (41.22)

Следовательно, V̄n(t) однозначно восстанавливается по функции
W̄n−1(t), после чего однозначно восстанавливается и функция W̄n(t),
т.е. соотношения (41.21), (41.22) являются рекуррентными.

Пример 41.4. Доказать, что при целом n > 0 функции V̄n(t) и
W̄n(t) являются полиномами степени n по t.

Решение. Из определения (41.17) при n = 1 с использованием
(41.11) найдем

W̄−1(t) = 0. (41.23)
Отсюда с помощью (41.21) и (41.22) получим

V̄0(t) =
1

2
, W̄0(t) =

3

16
;

16V̄1(t) = 11− 2t, 576W̄1(t) = 5(27− 2t),
(41.24)

что, в частности, согласуется с формулами (41.18). Таким образом,
при n = 0, 1 утверждение верно. Но из (41.21) и (41.22) следует, что
если W̄n−1(t) есть полином по t степени n− 1, то V̄n(t) и W̄n(t) есть
полиномы по t степени n.
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Пример 41.5. Представив полиномы W̄n(t) и V̄n(t), n = 0,∞, в
виде

W̄n(t) =

nX

k=0

a
(n)
k tk, V̄n(t) =

nX

k=0

b
(n)
k tk, (41.25)

найти соотношение, связывающее коэффициенты a
(n)
k и b

(n)
k .

Решение. Для удобства будем считать, что a
(n)
k = b

(n)
k = 0 при

k < 0, k > n. Подставим (41.25) в (41.19) и (41.20) и найдем

(k + 2)b
(n)
k = (k + 2)a

(n−1)
k − (k + 1)a

(n−1)
k−1 ,

2(k + 2)2a
(n)
k = b

(n)
k + a

(n−1)
k − a(n−1)

k−1

(41.26)

с вытекающими из (41.18) начальными условиями

4a
(n)
0 = 1− 4−n−1, 4b

(n)
0 = 3− 4−n, (41.27)

что также согласуется с (41.26). Из (41.26) находим

2(k + 2)3a
(n)
k = 2(k + 2)a

(n−1)
k − (2k + 3)a

(n−1)
k−1 . (41.28)

Отсюда коэффициенты a
(n)
k восстанавливаются по коэффициентам

a
(n−1)
s , после чего из (41.26) восстанавливаются и b

(n)
k . В частности,

при k = n имеем

2(n+ 2)3a(n)
n = −(2n+ 3)a

(n−1)
n−1 . (41.29)

Из этого рекуррентного соотношения с учетом (41.27) следует

a(n)
n = (−1)n

(2n+ 3)!4−n−1

(n+ 2)3[(n+ 1)!]4
. (41.30)

Тогда для b
(n)
n из (41.26) найдем

b(n)
n = (−1)n

(2n+ 1)!4−n

(n+ 2)(n+ 1)2(n!)4
. (41.31)

Положив в (41.26) k = 1, с учетом (41.27) получим

3 · 26a
(n)
1 = 2 · 41−n − 31−2n − 5,

3 · 26b
(n)
1 = 2 · 43−n − 33−2n − 37.

(41.32)

Свойство 3. Справедливы соотношения

Gn(q) = Fn(q) +

√
q

q − 1

qZ

1

y−3/2(y − 1)Fn(y)dy, (41.33)

bA3Fn(q) = 8
d

dq
(q − 1)Fn−1(q), (41.34)
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где обозначено
bA = 3q − 1 + 2q(q − 1)

d

dq
, (41.35)

а функции Gn(q) и Fn(q) определяются соотношениями

Wn(q) =
√
q(q − 1)Fn(q), Vn(q) =

√
qGn(q). (41.36)

Доказательство. Проведя в (41.7) и (41.8) замену переменных
(41.12), получим (штрихом далее обозначаем производную по q)

q(q − 1)V ′
n(q) + Vn(q) = qW ′

n(q), (41.37)

2q2(q − 1)
d

dq
q(q − 1)

dWn(q)

dq
=

= (q − 1)Vn−1(q) +Wn−1(q). (41.38)

Из (41.37) следует аналог формулы (41.9)

(q − 1)Vn(q) = Wn(q) + q

qZ

0

y−2Wn(y)dy. (41.39)

С помощью этого выражения приведем (41.38) к виду

2q2(q − 1)
d

dq
q(q − 1)

dWn(q)

dq
=

= 2Wn−1(q) + q

qZ

0

y−2Wn(y)dy. (41.40)

Поделив обе части этого выражения на q и продифференцировав,
получим

2q2(q − 1)
d

dq
q(q − 1)

d

dq
q(q − 1)

dWn(q)

dq
=

= 2qW ′
n−1(q)−Wn(y) = 2q3/2

d

dq
q−1/2Wn−1(q).

Таким образом, возникает рекуррентное соотношение

q1/2
d

dq
q(q − 1)

d

dq
q(q − 1)

dWn(q)

dq
=

d

dq
q−1/2Wn−1(q). (41.41)

Произведем замену функций Vn(q) и Wn(q) на Fn(q) и Gn(q), со-
гласно (41.36), и получим (41.33) и (41.34).

♦ Из (41.34) также можно получить

8Fn−1(q) = 2q[ bA2 − (q − 1) bA+ (q − 1)(3q − 1)]Fn(q)+

+
1

q − 1

qZ

1

(y − 1)(15y2 − 12y + 1)Fn(y)dy. (41.42)
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Пример 41.6. Доказать, что справедливы соотношения

F−n(q) = qn[1 + (q − 1)F̄n(q)],

G−n(q) = qn[1 + (q − 1)Ḡn(q)],
(41.43)

где F̄n(q) и Ḡn(t), n = 1,∞, есть полиномы по q степени 2n − 2,
которые представимы в виде

F̄n(q) =
2n+ 3

4
+ [6 + (2n+ 5)(q − 1)]Zn(q)+

+2q(q − 1)Z′
n(q),

Ḡn(q) =
2n+ 5

4
+ [6 + (2n+ 7)(q − 1)]Zn(q)+

+2q(q − 1)Z′
n(q).

(41.44)

Здесь Zn(q) — полиномы по q степени 2n− 3. Найти рекуррентные
соотношения для полиномов Zn(q)

Решение. При n = 1 из сравнения (41.43), (41.36) с (41.11) и (41.13)
получим, что высказанные утверждения верны, причем

F̄1(q) = 5/4, Ḡ1(q) = 7/4, Z1(q) = 0. (41.45)

Соотношение (41.33) показывает, что если Fn(q) есть полином неко-
торой степени по q, то и Gn(q) есть полином той же степени по q.
Из (41.42) следует, что если F−n(q) есть полином степени s по q, то
F−n+1(q) есть полином степени s + 3 по q. Поскольку F−1(q) есть
полином второй степени по q, то F−n(q) и G−n(q) есть полиномы
степени 3n− 1. Из соотношений (41.33) и (41.34) при q = 1 следует

F−n(1) = G−n(1) = F−(n+1)(1) = F−1(1) = 1. (41.46)

Если при этом выражения (41.43) справедливы, то F̄n(q) и Ḡn(q)
действительно должны быть полиномами по q степени 2n − 2. Из
(41.37) с учетом (41.36) и (41.43) для F̄n(q) и Ḡn(q) получим урав-
нение

2 + [4 + (2n+ 5)(q − 1)]F̄n(q) + 2q(q − 1)F̄ ′
n(q) =

= [4 + (2n+ 3)(q − 1)]Ḡn(q) + 2q(q − 1)Ḡ′
n(q). (41.47)

Функции (41.44) являются общим решением уравнения (41.47) при
любых Zn(q) и n. Следовательно, Zn(q) должен быть полиномом по
q степени 2n − 3 при целом положительном n. Наконец, подставив
в (41.38) выражения (41.36) с учетом (41.43) и (41.44), для Zn(q)
получим рекуррентные соотношения

3(3n+ 4) +
7

4
(2n+ 3)(2n+ 5)(q − 1)+

+
1

8
(2n+ 3)(2n+ 5)(2n+ 7)(q − 1)2+
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+
h
48 + 48(2n + 5)(q − 1) + 10(2n+ 5)(2n+ 7)(q − 1)2+

+
1

2
(2n+ 5)(2n+ 7)(2n+ 9)(q − 1)3

i
Zn+

+2q(q − 1)
h
48 + 20(2n + 7)(q − 1)+

+
3

2
(2n+ 7)(2n+ 9)(q − 1)2

i
Z′
n+

+2q2(q − 1)2
h
20 + 3(2n+ 9)(q − 1)

i
Z′′
n(q) + 4q3(q − 1)3Z′′′

n (q) =

= 4
h
3 + (n+ 4)(q − 1)

i
Zn+1(q) + 4q(q − 1)Z′

n+1(q). (41.48)

Пример 41.7. Найти Z2(q) и Z3(q) и значения Zn(1).

Решение. Из (41.48) при n = 1 и Z1(q) = 0 найдем

64Z2(q) = 7(1 + 15q). (41.49)

При n = 2 с учетом (41.49) получим

2Z3(q) = 19 + 3 · 11 · 53 · 2−4(q − 1)+
+3 · 7 · 11 · 13 · 2−4(q − 1)2+
+52 · 7 · 11 · 13 · 2−8(q − 1)3. (41.50)

При q = 1 из (41.48) следует

Zn+1(1) = 4Zn(1) + 1 +
3n

4
, Z1 = 0. (41.51)

Из этого рекуррентного соотношения найдем

12Zn(1) = 2 · 4n − 3n− 5. (41.52)

42. Ряд Каптейна второго рода и
равенство Парсеваля∗

Существуют и другие методы вычисления приведенных ранее
сумм. Рассмотрим несколько примеров, в которых суммы рядов
Каптейна второго рода вычисляются с помощью равенства Пар-
севаля для рядов Фурье

1

2π

πZ

−π

f(t)g(t)dt =
∞X

n=−∞
anbn, (42.1)

где

an =
1

2π

πZ

−π

einτf(τ )dτ, bn =
1

2π

πZ

−π

einτg(τ )dτ

– коэффициенты Фурье функций f(t) и g(t), соответственно.



42. Ряд Каптейна второго рода и равенство Парсеваля∗ 311

Пример 42.1. С помощью равенства Парсеваля найти сумму ряда

S =

∞X

n=1

[Jn(nx)]2.

Решение. Воспользовавшись соотношением (3.9) и тем, что
J0(0) = 1, запишем

S =
∞X

n=1

[Jn(nx)]2 =
1

2

∞X

n=−∞
[Jn(nx)]2 − 1

2
=

1

2
S1 − 1

2
.

С учетом интегрального представления (10.7), справедливого для
функций Бесселя целого индекса, представим сумму S1 в виде

S1 =

∞X

n=−∞
[Jn(nx)]2 =

∞X

n=−∞

“ 1

2π

πZ

−π

ei(nη−nx sin η)dη
”2

. (42.2)

Сделаем в интеграле замену переменных y = η − x sin η, dy =
= (1− x cos η)dη, ϕ(y) = 1/(1− x cos η), dη = ϕ(y)dy. Тогда

S1 =

∞X

n=−∞

“ 1

2π

πZ

−π

einyϕ(y)dy
”2

=

=
∞X

n=−∞

“ 1

2π

πZ

−π

einyϕ(y)dy
”“ 1

2π

πZ

−π

e−inyϕ(−y)dy
”
.

Положив в равенстве Парсеваля (42.1) f(t) = ϕ(t), g(t) = ϕ(−t),
получим

S1 =
1

π

πZ

−π

ϕ(y)ϕ(−y)dy =
1

π

πZ

−π

1

1− x cos η

1

1 + x cos η
dη =

=
1

π

1√
1− x2

arctg
tg η√
1− x2

˛̨
˛
π

−π
=

1√
1− x2

,

т.е. ∞X

n=−∞
[Jn(nx)]2 =

1√
1− x2

(42.3)

и ∞X

n=0

[Jn(nx)]2 =
1

2

1−
√

1− x2

√
1− x2

, (42.4)

что совпадает с (41.14).
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Пример 42.2. Используя равенство Парсеваля, найти сумму ряда

S =
∞X

n=1

n2[Jn(nx)]2.

Решение. Заметим, что

∞X

n=0

n2J2
n(nx) =

1

2

∞X

n=−∞
n2J2

n(nx).

Обозначив
γ(η) = γ(x, η) = η − x sin η, (42.5)

представим ряд, стоящий в правой части, в виде

2S =
∞X

n=−∞
n2J2

n(nx) =
∞X

n=−∞
n2

˛̨
˛ 1

2π

πZ

−π

eiγ(η)ndη
˛̨
˛
2

.

Проинтегрируем один раз по частям, положив

dU = einγ(η)p(η)dη, V =
1

p(η)
,

U = − i
n
einγ(η), dV = − ṗ(η)

p2(η)
dη.

Здесь точкой обозначена производная по η

p(η) = γ̇(η) = 1− x cos η, ṗ(η) = x sin η.

Внеинтегральное слагаемое равно нулю, поэтому

2S =
∞X

n=−∞
n2

˛̨
˛− i

2π

πZ

−π

eiγ(η)n
ṗ(η)

p2(η)
dη

˛̨
˛
2

=

=

∞X

n=−∞
n2

˛̨
˛− i

2π

πZ

−π

eiγn
h ṗ(γ)
p2(γ)

dη

dγ

i
dγ

˛̨
˛
2

.

С учетом равенства Парсеваля (42.1) запишем

2S =
1

2π

πZ

−π

h ṗ(γ)
p3(γ)

i2

dγ =
1

π

πZ

−π

ṗ2(η)

p5(η)
dη.

Заметим, что

ṗ2(η) = x2 sin2 η = (x2 − 1) + 2p− p2.

Тогда
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2S =
1

2π

πZ

−π

ṗ2(η)

p5(η)
dη =

1

2π

πZ

−π

(x2 − 1) + 2p(η)− p2(η)

p5(η)
dη.

Воспользовавшись интегралом

1

2π

πZ

−π

dη

(1− x cos η)m
= (1− x2)−m/2Pm−1([1− x2]−1/2), (42.6)

где |x| < 1 и Pm(x) — полином Лежандра, получим

2S =
x2 − 1

(1− x2)5
P4

“ 1√
1− x2

”
+

2

(1− x2)3/2
P3

“ 1√
1− x2

”
−

− 1√
1− x2

P2

“ 1√
1− x2

”
.

С учетом явного вида полиномов Лежандра P2(x), P3(x), P4(x) (см.
пример 16.3) запишем

2S =
1

8

1

(1− x2)7/2
{[−35 + 30(1− x2)− 3(1− x2)2] +

+8[5− 3(1− x2)]− 4[3(1 − x2)− (1− x2)2]} =

=
1

8

1

(1− x2)7/2
[5− 6(1− x2) + (1− x2)2] =

=
1

8

1

(1− x2)7/2
(4x2 + x4) =

x2(4 + x2)

8(1− x2)7/2
.

Таким образом,

∞X

n=1

n2ˆ
Jn(nx)

˜2
=

1

2

∞X

n=−∞
n2ˆ

Jn(nx)
˜2

=
x2(4 + x2)

16(1− x2)7/2
, (42.7)

что совпадает с (41.15).

Пример 42.3. С помощью равенства Парсеваля найти сумму ряда

S =

∞X

n=1

n2[J ′
n(nx)]2.

Решение. Аналогично примеру 42.2

S =
∞X

n=0

n2[J ′
n(nx)]2 =

1

2

∞X

n=−∞
n2[J ′

n(nx)]2.

Тогда
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2S =
∞X

n=−∞
n2[J ′

n(nx)]2 =
∞X

n=−∞

˛̨
˛ in
2π

πZ

−π

eiγ(η)n sin η dη
˛̨
˛
2

=

=

∞X

n=−∞

˛̨
˛ in
2π

πZ

−π

eiγ(η)n
p(η) cos η − sin ηṗ(η)

p2(η)
dη

˛̨
˛
2

=

=
1

2π

πZ

−π

[p(η) cos η − sin ηṗ(η)]2

p5(η)
dη.

С учетом соотношения

x sin2 η =
(x2 − 1) + 2p− p2

x
, cos η =

1− p
x

получим

2S =
1

2π

πZ

−π

[p(η) cos η − sin ηṗ(η)]2

p5(η)
dη =

=
1

2πx2

πZ

−π

[p(η)(1− p(η)− (x2 − 1) − 2p(η) + p2(η)]2

p5(η)
dη =

=
1

2πx2

πZ

−π

(1− x2)2 − 2(x2 − 1)p(η) + p2(η)

p5(η)
dη.

С учетом (42.6) получим

2S =
(1− x2)2

(1− x2)5/2
P4

“ 1√
1− x2

”
− 2

1− x2

(1− x2)3/2
P3

“ 1√
1− x2

”
+

+
1√

1− x2
P2

“ 1√
1− x2

”
=

=
1

8x2(1− x2)5/2
{[35− 30(1− x2) + 3(1− x2)]−

−8[5− 3(1− x2)] + 4[3 − (1− x3)]} =

=
1

8x2(1− x2)5/2
{7− 10(1− x2) + 3(1− x2)2} =

4 + 3x2

8(1− x2)5/2
.

Таким образом,
∞X

n=0

n2[J ′
n(nx)]2 =

1

2

∞X

n=−∞
n2[J ′

n(nx)]2 =
4 + 3x2

16(1− x2)5/2
, (42.8)

что совпадает с (41.16). Аналогично с помощью равенства Парсе-
валя можно находить суммы рядов (41.2) при целых ν.



Задания для самоконтроля по курсу
«Обобщенные и специальные

функции»

Теоретические вопросы

1. Сформулировать задачу Штурма–Лиувилля для линейных диф-
ференциальных уравнений. Самосопряженная форма уравне-
ния задачи. Исследовать влияние граничных условий на свой-
ства собственных значений и собственных функций.

2. Сформулировать основные свойства решений задачи Штурма–
Лиувилля. Доказать любые два свойства.

3. С помощью обобщенного степенного ряда получить частные ре-
шения уравнения Бесселя. Дать определение функции Бесселя
первого рода.

4. Вычислить вронскиан функций Бесселя Jν(x) и J−ν(x). Найти
общее решение уравнения Бесселя с нецелым индексом.

5. Дать определение функции Неймана. Вычислить вронскиан функ-
ций Jν(x) и Nν(x) и найти общее решение уравнения Бесселя с
произвольным индексом.

6. Доказать рекуррентные соотношения для функций Бесселя
ˆ
x−νJν(x)

˜′
= −x−νJν+1(x),

ˆ
xνJν(x)

˜′
= xνJν−1(x)

и сформулировать следствия из них.
7. Выразить функции Бесселя и Неймана полуцелых индексов че-

рез элементарные функции.
8. Записать уравнение Бесселя с параметром и найти его частные

решения. Дать определение функции Ханкеля.
9. Вычислить вронскиан модифицированных функций Бесселя Iν(x)

и Kν(x) и найти общее решение модифицированного уравнения
Бесселя.

10. Исходя из известных рекуррентных соотношений для функций
Бесселя, доказать аналогичные соотношения для модифициро-
ванных функций.

11. Исследовать асимптотическое поведение цилиндрических функ-
ций (любых двух) в окрестности точек x = 0 и x =∞.

12. С помощью обыкновенного дифференциального уравнения Ла-
пласа доказать теорему об интегральном представлении част-
ного решения уравнения Бесселя.

13. Исходя из интегрального представления решения уравнения Бес-
селя, доказать одну из формул (интегралов) Пуассона для функ-
ций Бесселя.

14. Исходя из производящей функции

F (z, t) = exp
hz
2

“
t− 1

t

”i
,

получить представление функций Бесселя в виде ряда и инте-
грала Бесселя.
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15. Вывести один из интегралов Ломмеля.
16. Сформулировать основные свойства нулей бесселевых функций.

Доказать любые два свойства.
17. Исходя из интегралов Ломмеля, вычислить норму и получить

условие ортогональности функций Бесселя.
18. Дать определение и вычислить коэффициенты разложения ря-

дов Фурье–Бесселя и Дини. Сформулировать теорему Гобсона.
19. Найти решение задачи Штурма–Лиувилля для уравнения Бес-

селя.
20. С помощью производящей функции Ψ(x, t) = (1 + t2 − 2tx)−1/2

получить формулу Родрига для полиномов Лежандра.
21. С помощью производящей функции Ψ(x, t) = exp(2tx − t2) по-

лучить формулу Родрига для полиномов Эрмита.
22. С помощью производящей функции Ψ(x, t) = exp(2tx − t2) по-

лучить формулу Родрига для полиномов Эрмита.
23. С помощью производящей функции

Ψ(x, t) = (1− t)−(α+1) exp
“
− xt

1− t
”

получить формулу Родрига для полиномов Лагерра.
24. С помощью производящей функции

Ψ(x, t) =
ρ(ω(x, t))

ρ(x)[1− tβ′(ω(x, t))]

получить обобщенную формулу Родрига для классических ор-
тогональных полиномов.

25. Для полиномов Лежандра доказать следующие рекуррентные
соотношения:

(n+ 1)Pn+1(x)− x(2n+ 1)Pn(x) + nPn−1(x) = 0,

nPn(x)− xP ′
n(x) + P ′

n−1(x) = 0.
(∗∗)

26. Исходя из рекуррентных соотношений (**), получить уравнения
для полиномов Лежандра и доказать их ортогональность.

27. Дать определение ряда Фурье–Лежандра. Вычислить норму и
получить условие ортогональности полиномов Лежандра.

28. Найти решение задачи Штурма–Лиувилля для уравнения Ле-
жандра.

29. Дать определение присоединенных функций Лежандра. Найти
частные решения уравнения Лежандра порядка m.

30. Получить условие ортогональности присоединенных функций
Лежандра. Дать определение ряда Фурье по присоединенным
функциям Лежандра.

31. Дать определение сферических функций и получить условие их
ортогональности.

32. Доказать рекуррентные соотношения

Hn+1(x)− 2xHn(x) + 2nHn−1(x) = 0,

H ′
n(x) = 2nHn−1(x) = 0

и получить из них уравнение для полиномов Эрмита.
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33. Найти решение задачи Штурма–Лиувилля для уравнения Эр-
мита. Доказать ортогональность полиномов Эрмита.

34. Дать определение ряда Фурье–Эрмита. Вычислить норму по-
линомов Эрмита и получить явный вид коэффициентов ряда
Фурье–Эрмита.

35. С помощью функций Эрмита решить задачу о квантовом гар-
моническом осцилляторе.

36. Доказать рекуррентные соотношения

(n+ 1)Lαn+1(x)− (2n+ 1 + α− x)Lαn(x) + (n+ α)Hα
n−1(x) = 0,

[Lαn(x)]′ =
1

x

ˆ
nLαn(x)− (n+ α)Lαn−1(x)

˜

и получить из них уравнение для полиномов Лагерра.
37. Решить задачу Штурма–Лиувилля для уравнения Лагерра и

получить условие ортогональности полиномов Лагерра.
38. Дать определение ряда Фурье–Лагерра. Вычислить норму по-

линомов Лагерра и получить явный вид коэффициентов ряда
Фурье–Лагерра.

39. С помощью уравнения Пирсона получить обобщенное диффе-
ренциальное уравнение для классических ортогональных поли-
номов.

40.∗ Дать понятие обобщенного гипергеометрического ряда, гипер-
геометрической и вырожденной гипергеометрической функций
Гаусса.
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Индивидуальные задания

Вариант № 1

1.1. Доказать, что при z = iy справедливо соотношение

|Γ(z)| =
r

π

y shπy
.

1.2. Решить задачу Штурма–Лиувилля:

а) y′′ + 2y′ + (λ+ 1)y = 0, y(0) = y(a) = 0;

б) y′′ +
2

x
y′ + λy = 0, |y(0)| <∞, y′(1/3) + 3y(1/3) = 0.

Записать соотношение ортогональности для собственных функций
задачи.

1.3. Вычислить Z
xJ0(x)dx.

1.4. Найти лапласовское изображение функции J1(t).
1.5. Используя теорему умножения, вычислить интеграл

tZ

0

(t− τ )J0(2
√
τ)dτ.

1.6. Вычислить tZ

0

(t− τ )3Ln(τ )dτ.

1.7. Функцию f(x) = 1 разложить в ряд Фурье–Бесселя на ин-
тервале ]0, π[ при ν = 0.

1.8. Доказать равенство

lim
ε→0

1√
ε
e−x

2/ε =
√
πδ(x).

1.9. Доказать, что

(ln |x|)′ = P 1

x
.

1.10. Доказать, что

Fx→pδ(x) =
1√
2π
.
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Вариант № 2

2.1. Вычислить
aZ

0

x2n
p
a2 − x2dx, a > 0, n = 0,∞.

2.2. Решить задачу Штурма–Лиувилля:

а) y′′ + λy = 0, y′(π/2) = y(π) = 0;

б) y′′ + 2
y′

x
+ λy = 0, 0 < x < 1, |y(0)| <∞, y′(1) + y(1) = 0.

Записать соотношение ортогональности для собственных функций
задачи.

2.3. Найти общее решение уравнения

y′′ +
“
1 +

1

x

”
y′ +

“ 1

2x
+

4

x2

”
y = 0.

Указание: сделать замену переменных y = e−x/2z.
2.4. Найти лапласовское изображение функции J2(t).
2.5. Используя теорему умножения, вычислить интеграл

tZ

0

cos(t− τ )J0(τ )dτ.

2.6. Вычислить tZ

0

(t− τ )ταLαn(τ )dτ.

2.7. Функцию f(x) = xp разложить в ряд Фурье на интервале
]0,∞[ по полиномам Лагерра.

2.8. Доказать равенство

lim
ε→0

ε

x2 + ε2
= πδ(x).

2.9. Доказать, что
“
P 1

x

”′
= −P 1

x2
.

2.10. Доказать, что

Fx→pδ(x− x0) =
e−ipx0

√
2π

.
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Вариант № 3

3.1. Используя гамма-функцию, доказать, что

1Z

0

xk ln x dx = − 1

(k + 1)2
, k > −1.

3.2. Решить задачу Штурма–Лиувилля:

а) y′′ + λy = 0, y′(1/2) = y(1) = 0.

б) y′′ + 2
y′

x
+ λy = 0, 0 < x < π, |y(0)| <∞, y(π) = 0.

Записать соотношение ортогональности для собственных функций
задачи.

3.3. Вычислить Z
J4(x)

x3
dx.

3.4. Найти лапласовское изображение функции J3(t).
3.5. Используя теорему умножения, вычислить интеграл

tZ

0

sin(t− τ )J0(τ )dτ.

3.6. Вычислить tZ

0

(t− τ )2Ln(τ )dτ.

3.7. Функцию f(x) = xν разложить в ряд Фурье на интервале
]0, 1[ по системе (Jν(λ

ν
nx)), если λνn — нули Jν(x).

3.8. Вычислить (sign x)′.
3.9. Доказать, что

“ 1

x+ i0

”′
= −πδ′(x)− P 1

x2
.

3.10. Доказать, что

Fx→p · 1 =
1√
2π
δ(p).

Вариант № 4

4.1. Вычислить

π/2Z

0

(sinϕ)a(cosϕ)bdϕ, a > −1, b > −1.
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4.2. Найти собственные значения и собственные функции зада-
чи:

а) y′′ + λy = 0, y′(π) = y(2π) = 0.

б) (xy′)′ − n2

x
y + λxy = 0, 0 < x < 1, |y(0)| <∞, y(1) = 0.

Записать соотношение ортогональности для собственных функций
задачи.

4.3. Вычислить Z
J1(x)dx.

4.4. Найти лапласовское изображение функции J0(t).
4.5. Используя теорему умножения, вычислить интеграл

tZ

0

J0(t− τ )J1(τ )

τ
dτ.

4.6. Пользуясь теоремами смещения и дифференцирования ори-
гинала, доказать, что

Ln(x) =
ex

n!

dn

dxn
(xne−x).

4.7. Функцию f(x) = 1 разложить в ряд Фурье на интервале
]0, 1[ по ортогональной системе


1

x
sin(µnx), n = 1,∞

ff
,

где 0 < µ1 < µ2 < . . . – все положительные корни уравнения tgµ =
−µ/2.

4.8. Вычислить [θ(x)]′.
4.9. Доказать, что

“ 1

x− i0
”′

= πδ′(x)− P 1

x2
.

4.10. Доказать, что

Fx→p

“δ(x− x0) + δ(x+ x0)

2

”
=

1√
2π

cos px0.

Вариант № 5

5.1. Вычислить
∞Z

0

e−x
b

dx, b = const .
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5.2. Решить задачу Штурма–Лиувилля:

а) y′′ + λy = 0, y′(π/2) = y(π) = 0.

б) y′′ + 2
y′

x
+ λy = 0, 0 < x < π, |y(0)| <∞, πy′(π) + y(π) = 0.

Записать соотношение ортогональности для собственных функций
задачи.

5.3. Записать общее решение уравнения

y′′ +
“ 1

x
+ 2 ctg x

”
y′ −

“ 2

x2
− ctg x

x

”
y = 0.

Сделать замену переменных y = z/ sin x.

5.4. Найти лапласовское изображение функции
√
tJ1(
√
t).

5.5. Используя теорему умножения, вычислить интеграл

tZ

0

J0(τ )J0(t− τ )τdτ.

5.6. С помощью преобразования Лапласа доказать, что

L1/2
n (x) =

(−1)n

n!22n+1
H2n+1(

√
x).

5.7. Функцию f(x) = 5−2|x| разложить в ряд Фурье–Лежандра
на интервале ]− 1, 1[.

5.8. Вычислить ([x])′, где [x] — целая часть числа x.
5.9. Доказать, что

“
P 1

x2

”′
= −2P 1

x3
, при

D
P 1

x3

˛̨
˛ϕ

E
= V.p.

∞Z

−∞

ϕ(x)− xϕ′(0)

x3
dx.

5.10. Доказать, что

Fx→p
δ(x− x0)− δ(x+ x0)

2i
=

1√
2π

sin px0.

Вариант № 6

6.1. Вычислить
∞Z

−∞

x2ne−ax
2

dx, a > 0, n = 0,∞.

6.2. Решить задачу Штурма–Лиувилля:

а) y′′ + λy = 0, y′(π/2) = y(3π/2) = 0;

б) (2x+ 3)2y′′ + 4(2x + 3)y′ + (λ+ 1)y = 0, y(0) = y(3) = 0.
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Записать соотношение ортогональности для собственных функций
задачи.

6.3. Записать общее решение уравнения

y′′ +
5

x
y′ + xy = 0.

Сделать замену переменных y = z/x2.

6.4. Найти лапласовское изображение функции
√
tJ1(2

√
at).

6.5. Используя теорему умножения, вычислить интеграл

tZ

0

J0(t− τ )J1(τ )

τ
dτ.

6.6. С помощью преобразования Лапласа доказать, что

L−1/2
n (x) =

(−1)n

n!22n
H2n(

√
x).

6.7. Функцию f(x) = x2 разложить в ряд Фурье–Бесселя на
интервале ]0, 1[ при ν = 0.

6.8. Вычислить (|x|)′′.
6.9. Доказать, что

1

2π

∞X

k=−∞
eikx =

∞X

k=−∞
δ(x− 2πk).

6.10. Доказать, что

Fx→pδ
(α)(x) =

(−ip)α√
2π

.

Вариант № 7

7.1. Доказать, что

Γ(n+ 1/2)Γ(−n+ 1/2) = (−1)nπ.

7.2. Решить задачу Штурма–Лиувилля:

а) y′′ + λy = 0, y(−1) = 0 = y(1);

б) [(1− x2)y′]′ + λy = 0, |y(−1)| <∞, |y(1)| <∞.

Записать соотношение ортогональности для собственных функций
задачи.

7.3. Найти общее решение уравнения

y′′ +
“
4− 6

x2

”
y = 0.
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Сделать замену переменных y = z
√
x.

7.4. Найти лапласовское изображение функции [J0(t)− 1]/t.
7.5. Используя теорему умножения, вычислить интеграл

tZ

0

(t− τ )
√
τJ1(2

√
τ )dτ.

7.6. Найти лапласовское изображение функции H2n+1(
√
x).

7.7. Функцию f(x) = e−x разложить в ряд Фурье на интервале
]0,∞[ по полиномам Лагерра.

7.8. Вычислить | sin x|′′.
7.9. Доказать, что

1

π

∞X

k=0

cos(2k + 1)x =

∞X

k=−∞
(−1)kδ(x− πk).

7.10. Доказать, что

Fx→px
α =

(−i)|α|√
2π

δ(α)(p).

Вариант № 8

8.1. Вычислить

1Z

−1

(1 + x)a(1− x)bdx, a < −1, b > −1.

8.2. Найти собственные значения и собственные функции зада-
чи:

а) y′′ + λy = 0, y′(π) = y(3π/2) = 0;

б) y′′ +
2

x
y′ + λy = 0, |y(0)| <∞, 3y′(3) + y(3) = 0.

Записать соотношение ортогональности для собственных функций
задачи.

8.3. Записать общие решения уравнения

y′′ + x4y = 0.

Сделать замену переменных y = z
√
x, t = x3.

8.4. Найти лапласовское изображение функции J2(t)/t.
8.5. Используя теорему умножения, вычислить интеграл

tZ

0

(t− τ )τJ2(2
√
τ )dτ.
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8.6. Найти лапласовское изображение функции
1√
x
H2n(

√
x).

8.7. Разложить в ряд Фурье–Лежандра функцию

f(x) =
n

1, 0 6 x 6 1;
−1, −1 6 x < 0.

8.8. Вычислить (e−a|x|)′′.
8.9. Доказать, что

∂θ

∂t
(at− |x|) = aδ(at− |x|),

где, по определению, δ(at− |x|) = θ(t)δ(at+ x) + θ(t)δ(at− x).
8.10. Доказать, что

Fx→pθ(x)e
−ax =

1√
2π

1

a− ip , a > 0.

Вариант № 9

9.1. Вычислить интеграл
ZZ

E

√
xy dxdy,

где E — треугольник, ограниченный полуосями и прямой x+y = 1.
9.2. Найти собственные значения и собственные функции задачи

а) y′′ + λy = 0, y′(1/2) = y(3/2) = 0;

б) (xy′)′ +
4

x
y′ + λxy = 0, y(0) <∞, y(1) = 0.

Записать соотношение ортогональности для собственных функций
задачи.

9.3. Записать общие решения уравнений

x2y′′ + xy′ + (λ2x2 − ν2)y = 0; x2y′′ + xy′ − (x2 + ν2)y = 0.

9.4. Найти лапласовское изображение функции J3(t)/t.
9.5. Используя теорему умножения, вычислить интеграл

tZ

0

sin(t− τ )J1(τ )dτ.

9.6. Найти лапласовское изображение функции xαLαn(x).
9.7. Функцию f(x) = 1 разложить в ряд Фурье–Бесселя на ин-

тервале ]0, π/2[ при ν = 0.

9.8. Вычислить (e−|x+a| sin x)′′.
9.9. Доказать, что
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∂

∂t
θ(at− |x|) = θ(t)δ(at+ x)− θ(t)δ(at− x).

9.10. Доказать, что

Fx→pθ(−x)eax =
1√
2π

1

a+ ip
, a > 0.

Вариант № 10

10.1. Показать, что

∞Z

0

e−x
4

dx

∞Z

0

x2e−x
4

dx =
π/8√

2
.

10.2. Найти собственные значения и собственные функции за-
дачи:

а) y′′ + λy = 0, y′(π) = y(3π/2) = 0;

б) y′′ +
2

x
y′ + λy = 0, |y(0)| <∞, 3y′(3/2) + 2y(3/2) = 0.

Записать соотношение ортогональности для собственных функций
задачи.

10.3. Показать, что

I1/2(x) =

r
2

πx
sh x, K1/2(x) =

r
2

πx
e−x.

10.4. Найти лапласовское изображение функции e−tJ0(t).
10.5. Используя теорему умножения, вычислить интеграл

tZ

0

J0(aτ )J0(a(t− τ ))dτ.

10.6. Найти лапласовское изображение функции Ln(x).
10.7. Разложить функцию f(x) = |x| в ряд Фурье–Лежандра.
10.8. Вычислить δ(x2 + 2x− 3).
10.9. Показать, что

δ(x) ∗ f(x) = f(x) ∗ δ(x) = f(x).

10.10. Доказать, что

Fx→pe
−a|x| =

1√
2π

2a

a2 + p2
, a > 0.

Вариант № 11
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11.1. Доказать, что

1Z

0

dx√
1− x4

1Z

0

x2

√
1− x4

dx =
π

4
.

11.2. Найти собственные значения и собственные функции за-
дачи Штурма–Лиувилля:

а) y′′ + λy = 0, y′(3/4) = y(5/4) = 0;

б) y′′ +
y′

x
+ λy = 0, 0 < x < π/3, |y(0)| <∞, y′(π/3) = 0.

Записать соотношение ортогональности для собственных функций.
11.3. Найти общее решение уравнения xy′′ + 7y′ + xy = 0.
11.4. Найти лапласовское изображение функции J1(t) sh t.
11.5. Используя теорему умножения, вычислить интеграл

tZ

0

J1(τ )J3(t− τ )
τ (t− τ ) dτ.

11.6. Из формулы Родрига получить представление полиномов
Лагерра

Lαn(x) =

nX

k=0

Γ(n+ α+ 1)(−x)k
Γ(k + α+ 1)k!(n− k)! .

11.7. Функцию f(x) = x2 разложить в ряд Фурье–Бесселя на
интервале ]0, π[ при ν = 0.

11.8. Вычислить
lim
ε→+0

1

x
sin

x

ε
.

11.9. Показать, что

δ(x− a) ∗ δ(x− b) = δ(x− a− b).
11.10. Доказать, что

Fx→p
2a

a2 + x2
=
e−a|p|√

2π
, a > 0.

Вариант № 12

12.1. Используя гамма-функцию, найти

∞Z

0

x8e−x
2

dx.

12.2. Решить задачу Штурма–Лиувилля:
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а) y′′ + λy = 0, y′(3/4) = y(5/4) = 0;

б) y′′ + 2
y′

x
+ λy = 0, 0 < x < π/2, |y(0)| <∞, y′(π/2) = 0.

Записать соотношение ортогональности для собственных функций.
12.3. Найти общее решение уравнения

y′′ +
“ 1

x
− 2 ch x

”
y′ +

“
1− 2

x2
+ ch2(x)− sh x− ch x

x

”
y = 0.

Сделать замену y = eshxz.
12.4. Найти лапласовское изображение функции J0(t) sin t.
12.5. Используя теорему умножения, вычислить интеграл

tZ

0

J1(τ )J1(t− τ )
τ (t− τ ) dτ.

12.6. Вычислить

πZ

−π

(
√
π − |x|)Pn(x/π)dx.

12.7. Функцию f(x) = x2 разложить в ряд Дини на интервале
]0, 1[ при ν = 0.

12.8. Вычислить
lim
ε→+0

ε

πx2
sin2 x

ε
.

12.9. Показать, что

δ(m)(x) ∗ f(x) = f (m)(x).

12.10. Доказать, что

Fx→pθ(x) =

√
2π

2
δ(p) +

i√
2π
P 1

p
.

Вариант № 13

13.1. Вычислить

∞Z

−∞

x6e−ax
2

dx, a > 0.

13.2. Найти собственные значения и собственные функции за-
дачи:
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а) y′′ + λy = 0, y′(1/4) = y(1/2) = 0;

б) (xy′)′ − n2

x
y + λxy = 0, 0 < x < 1,

|y(0)| <∞, y(1) + y′(1) = 0.

Записать соотношение ортогональности для собственных функций
задачи.

13.3. Найти общее решение уравнения

y′′ +
“
2 +

1

x

”
y′ −

“
4− 1

x
− 2

x2

”
y = 0.

Сделать замену переменных y = e−xz.
13.4. Найти лапласовское изображение функции J0(t) cos t.
13.5. Используя формулу Парсеваля, вычислить интеграл

∞Z

0

J0(t)− cos t

t
dt.

13.6. Вычислить πZ

0

xPn(x/π)dx.

13.7. Функцию f(x) = xν разложить в ряд Дини на интервале
]0, 1[ по системе (Jν(γ

ν
nx)), если γνn — нули функции J ′

ν(x).
13.8. Показать, что

xmP 1

x
= xm−1.

13.9. Показать, что

δ(x− a) ∗ f(x) = f(x− a).
13.10. Доказать, что

Fx→pθ(−x) =

√
2π

2
δ(p)− i√

2π
P 1

p
.

Вариант № 14

14.1. Вычислить ∞Z

0

5
√
x4

(1 + x)2
dx.

Сделать замену переменных x = t/(1− t).
14.2. Решить задачу Штурма–Лиувилля:

а) y′′ + λy = 0, y′(π/2) = y(3π/4) = 0;

б) y′′ + ctg x y′ + λy = 0, |y(0)| <∞, |y(π)| <∞.
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Записать соотношение ортогональности для собственных функций
задачи.

14.3. Найти общее решение уравнения

y′′ +
“
4 +

1

x

”
y′ +

“
3 +

2

x
− 5

x2

”
y = 0.

Сделать замену переменных y = e−2xz.
14.4. Найти лапласовское изображение функции I0(t).
14.5. Используя формулу Парсеваля, доказать, что

∞Z

0

t−1/2J3/2(t)dt =

r
2

π
.

14.6. Вычислить
3Z

0

x2Pn(x/3)dx.

14.7. Функцию

f(x) =
n

1 + x −1 < x < 0
0 0 6 x < 1

разложить в ряд Фурье на интервале ]−1, 1[ по полиномам Лежан-
дра.

14.8. Показать, что

δ(ax) =
1

|a|δ(x).

14.9. Показать, что

δ(m)(x− a) ∗ f(x) = f (m)(x− a).
14.10. Найти Фурье-образ обобщенной функции δ′(x).

Вариант № 15

15.1. Вычислить ∞Z

−∞

x4e−x
2

dx.

15.2. Решить задачу Штурма–Лиувилля:

а) y′′ + λy = 0, y′(3/4) = y(1) = 0;

б) y′′ + 2
y′

x
+ λy = 0, 0 < x < π/6, |y(0)| <∞,

πy′(π/6) + 6y(π/6) = 0.
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Записать соотношение ортогональности для собственных функций
задачи.

15.3. Найти общее решение уравнения

y′′ −
“ 1

x
+ 2 ctg x

”
y′ +

“ν2

x2
− ctg x

x

”
y = 0.

Сделать замену переменных y = z/ sin x.
15.4. Найти лапласовское изображение функции I1(t).
15.5. Используя формулу Парсеваля, доказать, что

∞Z

0

t1/2J5/2(t)dt = 2

r
2

π
.

15.6. Вычислить

1Z

0

(1− x2)[P ′
n(x)]2dx.

15.7. Функцию f(x) = 1 разложить в ряд Фурье–Бесселя на
интервале ]0, l[ при ν = 0.

15.8. Показать, что ρ(x)δ′(x) = ρ′(0)δ(x) + ρ(0)δ′(x), где ρ(x),
ρ′(x) — гладкие функции.

15.9. Вычислить θ(x) ∗ θ(x).
15.10. Найти Фурье-образ обобщенной функции δ′′(x).

Вариант № 16

16.1. Вычислить ∞Z

0

x1/6dx

(1 + x)2
.

Сделать замену переменных x = t/(1− t).
16.2. Решить задачу Штурма–Лиувилля:

а) y′′ + λy = 0, y′(π/4) = y(π/2) = 0;

б) y′′ + 2
y′

x
+ λy = 0, 0 < x < π/6, |y(0)| <∞, y(π/6) = 0.

Записать соотношение ортогональности для собственных функций
задачи.

16.3. Найти общее решение уравнения

y′′ + x6y = 0.

Сделать замену переменных y = z
√
x, x4 = t.

16.4. Найти лапласовское изображение функции I2(t).
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16.5. Пользуясь частным случаем теоремы Эфроса, вычислить
интеграл

tZ

0

J0(
p
t2 − τ 2) cos τdτ.

16.6. Вычислить
2Z

0

x2Pn(x/2)dx.

16.7. Функцию

f(x) =
n
x x ∈ [0, 2π]
π x ∈ [−2π, 0[

разложить в ряд Фурье на интервале ]− 2π, 2π[ по полиномам Ле-
жандра.

16.8. Показать, что xδ(m)(x) = −mδ(m−1)(x), m = 1,∞.
16.9. Вычислить θ(x) ∗ θ(x)x2.
16.10. Найти Фурье-образ обобщенной функции θ(x− a).

Вариант № 17

17.1. Вычислить интеграл

3Z

0

x6
p

9− x2dx.

17.2. Найти собственные значения и собственные функции за-
дачи:

а) y′′ + λy = 0, y′(3/2) = y(1/2) = 0;

б) y′′ +
y′

x
+ λy = 0, 0 < x < 2π, |y(0)| <∞, y′(2π) = 0.

Записать соотношение ортогональности для собственных функций
задачи.

17.3. Найти общее решение уравнения

y′′ +
“
6− 2

x2

”
y = 0.

Сделать замену переменных y = z
√
x.

17.4. Найти лапласовское изображение функции I3(t).
17.5. Пользуясь частным случаем теоремы Эфроса, вычислить

интеграл
tZ

0

τJ0(2
p
τ (t− τ ))dτ.
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17.6. Вычислить

πZ

0

(cos3 θ − sin2 θ)Pn(cos θ) sin θdθ.

17.7. Функцию f(x) = 1 разложить в ряд Фурье на интервале
]0, 2[ по ортогональной системе


1

x
sin

“µnx
2

”
, n = 1,∞

ff
,

где 0 < µ1 < µ2 < . . . — все положительные корни уравнения
tgµ = −µ/2.

17.8. Показать, что xmδ(m)(x) = (−1)mm!δ(x), m = 0,∞.

17.9. Вычислить e−|x| ∗ e−|x|.
17.10. Найти Фурье-образ обобщенной функции sign(x).

Вариант № 18

18.1. Вычислить ∞Z

0

x

4 + x3
dx.

Сделать замену переменных x3 = 4t/(1− t).
18.2. Решить задачу Штурма–Лиувилля:

а) y′′ + λy = 0, y(3π/4) = y′(5π/2) = 0;

б) x2y′′ + xy′ + λy = 0, 1 < x < 2, y(1) = y(2) = 0.

Уравнение привести к самосопряженному виду. Записать соотно-
шение ортогональности для собственных функций задачи.

18.3. Найти общее решение уравнения

y′′ + 9xy = 0.

Сделать замену переменных y = z
√
x, x3/2 = t.

18.4. Найти лапласовское изображение функции e−tI0(t).
18.5. Пользуясь частным случаем теоремы Эфроса, показать,

что ∞Z

0

J1(2
√
τ )dτ =

1

2
.

18.6. Вычислить

πZ

−π

(π + |x|)Pn(x/π)dx.
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18.7. Разложить функцию

f(x) =
n

1 0 6 x 6 1,
−1 1 6 x 6 2

в ряд по ортогональной системе функций {J0(γ
0
k
x
2
)}, где γ0

k — нули
функции J ′

0(γ) = 0.

18.8. Показать, что xkδ(m)(x) = 0, m = 0, k − 1.

18.9. Вычислить e−ax
2 ∗ xe−ax2

.
18.10. Найти Фурье-образ обобщенной функции P 1

x
.

Вариант № 19

19.1. Вычислить
π/2Z

0

tg1/3 x dx.

Сделать замену переменных tg2 x = t/(1− t).
19.2. Найти собственные значения и собственные функции за-

дачи:

а) y′′ + λy = 0, y(π/2) = y′(5π/4) = 0;

б) [(1− x2)y′]′ + λy = 0, |y(−1)| <∞, |y(1)| <∞.

Записать соотношение ортогональности для собственных функций
задачи.

19.3. Найти общее решение уравнения

y′′ +
“ 1

x
− 2 tg x

”
y′ −

“ 2

x2
+

tg x

x

”
y = 0.

Сделать замену переменных y = z/ cos x.
19.4. Найти лапласовское изображение функции I1(t) sh t.
19.5. Пользуясь частным случаем теоремы Эфроса, вычислить

интеграл
tZ

0

e2τJ0(2
p
τ (t− τ ))dτ.

19.6. Показать, что на интервале ]− 1, 1[ полином Pn(x) ортого-
нален любому полиному степени меньше n.

19.7. Функцию f(x) = xν разложить в ряд Фурье на интервале
]0, 1[ по системе (Jν(γ

ν
nx)), если γνn — нули функции J ′

ν(x).
19.8. Показать, что (ρ(x)θ(x))′ = ρ(0)δ(x) + ρ′(x)θ(x), где ρ(x),

ρ′(x) — гладкие функции.
19.9. Вычислить θ(x)x2 ∗ θ(x) sin x.
19.10. Найти Фурье-образ обобщенной функции |x|.

Вариант № 20
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20.1. Вычислить
2Z

0

x2
p

4− x2dx.

20.2. Решить задачу Штурма–Лиувилля:

а) y′′ + 2y′ + (λ+ 1)y = 0, y(0) = 0 = y(1);

б) y′′ +
2

x
y′ + λy = 0, |y(0)| <∞, y′(1/4) + 4y(1/4) = 0.

Записать соотношение ортогональности для собственных функций
задачи.

20.3. Показать, что u(ρ, ϕ) = In(µρ) cos(nϕ) удовлетворяет урав-
нению

∆u− µ2u = 0,

ρ2 = x2 + y2, x = ρ cosϕ, y = ρ sinϕ, n = 0,∞.

20.4. Найти лапласовское изображение функции I0(t) sin t.
20.5. Пользуясь частным случаем теоремы Эфроса, вычислить

интеграл ∞Z

0

J1/2(τ )dτ.

20.6. С помощью дифференциального уравнения для полиномов
Лагерра Ln(x) доказать, что система функций {Ln(x)} ортогональ-
на на ]0,∞[ с весом ρ(x) = e−x.

20.7. Функцию f(x) = x3 разложить в ряд Фурье–Бесселя на
интервале ]0, 2[ при ν = 3.

20.8. Вычислить (θ(−x))′.
20.9. Вычислить θ(x) cos x ∗ θ(x)x3.

20.10. Найти Фурье-образ обобщенной функции P 1

x2
.

Вариант № 21

21.1. Вычислить
1Z

0

x3(1− x3)1/3dx.

21.2. Найти собственные значения и собственные функции за-
дачи:

а) y′′ + λy = 0, y(3/4) = y′(5/4) = 0;

б) [(1− x2)y′]′ + λy = 0, |y(−1)| <∞, |y(1)| <∞.

Записать соотношение ортогональности для собственных функций
задачи.
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21.3. Найти общее решение уравнения

y′′ +
“ 1

x
− 2x2

”
y′ −

“
1− 2

x2
− 3x

”
y = 0.

Сделать замену переменных y = ex
2/3

z.
Выразить функции Бесселя J3/2(x),N3/2(x) через элементарные

функции.
21.4. Найти лапласовское изображение функции I0(t) cos t.
21.5. Пользуясь частным случаем теоремы Эфроса, вычислить

интеграл ∞Z

0

t sin t2J0(t)dt.

21.6. Показать, что

1Z

0

x2Pn+1(x)Pn−1(x)dx =
n(n+ 1)

(2n− 1)(2n+ 1)(2n+ 3)
.

21.7. Разложить функцию f(x) = |x|−2 в ряд Фурье–Лежандра.

21.8. Вычислить (θ(x− x0))
(m), m = 1,∞.

21.9. Вычислить θ(x) sin x ∗ θ(x) sh x.
21.10. Найти Фурье-образ обобщенной функции δ(kt).

Вариант № 22

22.1. Вычислить ∞Z

0

1

1 + x3
dx.

Сделать замену переменных x3 = t/(1− t).
22.2. Решить задачу Штурма–Лиувилля:

а) y′′ + 2y′ + (λ+ 1)y = 0, y(0) = y(1) = 0;

б) y′′ +
2

x
y′ + λy = 0, |y(0)| <∞, 4y′(4) + y(4) = 0.

Записать соотношение ортогональности для собственных функций
задачи.

22.3. Найти общее решение уравнения

y′′ +
“
b2 − 3

4x2

”
y = 0.

Сделать замену переменных y = z
√
x.

Показать, что

J ′
0(x) = −J1(x), J ′′

0 (x) =
1

2
[J2(x)− J0(x)].
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22.4. Найти лапласовское изображение функции I0(2
√
t).

22.5. Пользуясь частным случаем теоремы Эфроса, вычислить
интеграл

∞Z

0

t cos t2J0(t)dt.

22.6. Вычислить πZ

0

Pn(x/π)dx.

22.7. Функцию f(x) = x2m+1 разложить в ряд Фурье по поли-
номам Эрмита на интервале ]−∞,∞[.

22.8. Вычислить θ(m)(x0 − x), m = 1,∞.
22.9. Вычислить θ(a− |x|) ∗ θ(a− |x|).
22.10. Найти Фурье-образ обобщенной функции δ(t− a).

Вариант № 23

23.1. Вычислить
1Z

0

1
5
√

1− x5
dx.

23.2. Найти собственные значения и собственные функции за-
дачи Штурма–Лиувилля:

а) y′′ + λy = 0, y(1/4) = y′(1/2) = 0.

б) y′′ +
y′

x
+ λy = 0, 0 < x < 3, |y(0)| <∞, y′(3) = 0.

Записать соотношение ортогональности для собственных функций
задачи.

23.3. Доказать, что

Iν−1(x)− Iν+1(x) =
2ν

x
Iν(x).

23.4. Найти лапласовское изображение функции
√
tI1(2

√
t).

23.5. Вычислить интеграл

∞Z

0

e−2tJ0(t)dt.

23.6. Вычислить
1Z

−1

(5− |x|)Pn(x)dx.
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23.7. Функцию f(x) = e−x
2

разложить в ряд Фурье на интервале
]−∞,∞[ по полиномам Эрмита.

23.8. Вычислить (x sign x)′.
23.9. Вычислить производную порядка 3/2 от функции θ(x).

23.10. Найти Фурье-образ обобщенной функции δ(n)(t).

Вариант № 24

24.1. Вычислить
1Z

0

1
4
√

1− x4
dx.

24.2. Решить задачу Штурма–Лиувилля:

а) y′′ + λy = 0, y(π/2) = y′(3π/4) = 0;

б) x2y′′ + xy′ + λy = 0, 1 < x < 3, y(1) = y(3) = 0.

Уравнение привести к самосопряженному виду. Записать соотно-
шение ортогональности для собственных функций задачи.

24.3. Показать, что

J ′
0(x) = −J1(x), J ′′

0 (x) =
1

2
[J2(x)− J0(x)].

24.4. Найти лапласовское изображение функции I0(2
√
at).

24.5. Вычислить интеграл

∞Z

0

e−3tJ0(2t)dt.

24.6. Вычислить
1Z

0

[xPn(x)]2dx.

24.7. Функцию f(x) = x3 разложить в ряд Фурье по полиномам
Эрмита на интервале ]−∞,∞[.

24.8. Вычислить (|x|)(m), m = 2,∞.
24.9. Вычислить первообразную порядка 3/2 от функции θ(x).
24.10. Найти Фурье-образ обобщенной функции θ(t− a).

Вариант № 25

25.1. Вычислить интеграл

1Z

0

“
ln

1

x

”2

dx.
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Сделать замену переменных ln(1/x) = t.
25.2. Решить задачу Штурма–Лиувилля:

а) y′′ + λy = 0, y(3/4) = y′(1) = 0;

б) y′′ + y′ctg x+ λy = 0, |y(0)| <∞, |y(π)| <∞.

Записать соотношение ортогональности для собственных функций
задачи.

25.3. Выразить функции Бесселя N1/2(x), N−1/2(x), K1/2(x),
K−1/2(x) через элементарные функции.

25.4. Найти лапласовское изображение функции
√
tI1(2

√
at).

25.5. Вычислить интеграл

∞Z

0

J0(2t) sin t dt.

25.6. Вычислить

1Z

0

(1− x2)[P ′
n(x)]2dx.

25.7. Функцию f(x) = xp разложить в ряд Фурье на интервале
]0,∞[ по полиномам Лагерра.

25.8. Вычислить (θ(x) sin x)′.
25.9. Вычислить производную порядка 1/2 от функции θ(x).
25.10. Найти Фурье-образ обобщенной функции δ(t+a)+δ(t−a).

Вариант № 26

26.1. Вычислить
2Z

0

x8
p

4− x2 dx.

26.2. Найти собственные значения и собственные функции за-
дачи:

а) y′′ + λy = 0, y(π/4) = y′(π/2) = 0.

б) (xy′)′ − n2

x
y + λxy = 0, 0 < x < 1,

|y(0)| <∞, 2y(1) + y′(1) = 0.

Записать соотношение ортогональности для собственных функций
задачи.

26.3. Выразить функции Бесселя J3/2(x), N3/2(x) через элемен-
тарные функции.

26.4. Найти лапласовское изображение функции Jn(t).
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26.5. Вычислить интеграл

∞Z

0

J1(2t) sin t dt.

26.6. Показать, что

∞Z

−∞

xme−x
2

Hn(x)dx = 0 0 6 m 6 n− 1.

26.7. Разложить функцию f(x) = |x|+π в ряд Фурье–Лежандра.
26.8. Вычислить (θ(x) cosx)′.
26.9. Вычислить первообразную порядка 1/2 от функции θ(x).
26.10. Найти Фурье-образ обобщенной функции δ(t+a)−δ(t−a).

Вариант № 27

27.1. Вычислить
1Z

0

“
ln

1

x

”4

dx.

Сделать замену переменных ln(1/x) = t.
27.2. Решить задачу Штурма–Лиувилля:

а) y′′ + λy = 0, y(−1) = 0 = y(1);

б) y′′ + 2y′/x+ λy = 0, |y(0)| <∞, 2y′(2) + y(2) = 0.

Записать соотношение ортогональности для собственных функций
задачи.

27.3. Вычислить
∞Z

0

J1(x)dx,

∞Z

0

x−3J4(x)dx.

27.4. Найти лапласовское изображение функции tn/2Jn(2
√
t).

27.5. Показать, что

∞Z

0

J0(t) sin t

t
dt =

π

2
.

27.6. Вычислить
∞Z

−∞

x e−x
2

Hn(x)Hm(x)dx.
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27.7. Функцию f(x) = x3 разложить в ряд Дини на интервале
]0, 2[ при ν = 3.

27.8. Вычислить (|x| sin x)′′.
27.9. Вычислить θ(x) ∗ θ(x) sh x.
27.10. Найти Фурье-образ обобщенной функции δ(a2t2 − b2).

Вариант № 28

28.1. Показать, что

lim
n→∞

∞Z

0

e−x
n

dx = 1.

28.2. Решить задачу Штурма–Лиувилля:

а) y′′ + λy = 0, y(3/2) = y′(0) = 0;

б) (2x+ 3)2y′′ + 4(2x+ 3)y′ + (λ+ 1)y = 0, y(0) = y(3) = 0.

Записать соотношение ортогональности для собственных функций
задачи.

28.3. Вычислить Z
(x3 + x)J0(x)dx.

28.4. Найти лапласовское изображение функции In(t).
28.5. Вычислить интеграл

∞Z

0

J0(2t) cos t dt.

28.6. Получить дифференциальное уравнение

y′′ + (2n+ 1− x2)y = 0

для функций Эрмита

un(x) = ‖Hn(x)‖−1Hn(x)e
−x2/2.

28.7. Разложить в ряд Фурье–Лежандра функцию

f(x) =
n

1 + x, 0 6 x 6 1;
−1− x, −1 6 x < 0.

28.8. Вычислить (|x| cosx)′′.
28.9. Вычислить θ(x) sin x ∗ θ(x).
28.10. Доказать, что

Fx→y

ˆ
δ(sin t)

˜
→: 1√

2π

∞X

n=−∞
eiπny .
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Вариант № 29

29.1. Найти площадь фигуры, ограниченной кривой |x3|+|y3|= 1.
29.2. Решить задачу Штурма–Лиувилля:

а) y′′ − 10y′ + λy = 0, y(0) = y′(3/2) = 0;

б) x2y′′ + 2xy′ + λy = 0, y′(0) = 0, y(2) = 0.

Записать соотношение ортогональности для собственных функций
задачи.

29.3. Вычислить Z
x3J0(x)dx.

29.4. Найти лапласовское изображение функции tn/2In(2
√
t).

29.5. Вычислить интеграл

∞Z

0

J0(t)− cos t

t
dt.

29.6. Вычислить
0Z

−1

(1 + x)Pn(x)dx.

29.7. Функцию y = x2 разложить в ряд Дини на интервале ]0, π[
при ν = 2.

29.8. Вычислить (|x| sin x)′.
29.9. Вычислить θ(x) ∗ θ(x)x3.
29.10. Найти Фурье-образ обобщенной функции θ(x)xk, k = 1,∞.

Вариант № 30

30.1. Найти площадь фигуры, ограниченной кривой x4 +y4 = 1.
30.2. Решить задачу Штурма–Лиувилля:

а) y′′ − 2y′ + λy = 0, y(0) = y′(2) = 0;

б) xy′′ + y′ + λy = 0, y′(0) = 0, y(2) = 0.

Записать соотношение ортогональности для собственных функций
задачи.

30.3. Вычислить Z
x2J1(x)dx.

30.4. Найти лапласовское изображение функции e−tJ1(t).
30.5. Вычислить интеграл

∞Z

0

J1(t) cos t

t
dt.
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30.6. Вычислить
πZ

0

(sin2 θ + 5)Pn(cos θ) sin θ dθ.

30.7. Функцию y = x2 разложить в ряд Дини на интервале ]0, π[
при ν = 0.

30.8. Вычислить (|x| cosx)′.
30.9. Вычислить θ(x)x2 ∗ θ(x).
30.10. Найти Фурье-образ обобщенной функции xkP 1

x2
, k =

1,∞.


