
ЧАСТЬ VII

Уравнения математической физики

Данный раздел является центральным для всего курса ма-
тематической физики. Подавляющее большинство физических
задач удается математически сформулировать в виде различ-
ных дифференциальных или интегральных уравнений. Ока-
зывается, что самые, на первый взгляд, непохожие физиче-
ские задачи приводят к одинаковым по форме математиче-
ским уравнениям. Мы сочли полезным продемонстрировать
это на большом числе самых разных примеров, проиллюстри-
ровав не только способ получения уравнений, но и характер
начальных и граничных условий. Наиболее типичные уравне-
ния и являются предметом изучения в данном разделе курса.
Свойства решений уравнений формулируются, как правило, в
виде теорем, доказательства которых, за редким исключени-
ем, приводятся. Основные свойства решений иллюстрируются
задачами. В большинстве случаев решения задач сопровожда-
ются графиками, дающими наглядное представление о харак-
тере решения.

ГЛАВА 1

Уравнения в частных производных
первого порядка

Введение

Мы будем рассматривать те дифференциальные уравнения
в частных производных, которые описывают математические
модели физических явлений. Именно эти уравнения и называ-
ются дифференциальными уравнениями математической фи-
зики.

� Уравнение, содержащее кроме независимых переменных
~x ∈ R

n и искомой функции u = u(~x) частные производные этой
функции, называют дифференциальным уравнением в част-
ных производных.

Такое уравнение записывается в виде

F (x1, x2, . . . , xn, u, ux1, . . . , uxn, ux1x1 , . . . , uxkxn..., . . . ) = 0, (0.1)

где F – заданная функция от своих аргументов. Здесь и далее
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мы используем обозначения

uxk
=

∂u

∂xk
, uxk,xl

=
∂2u

∂xk∂xl
, . . .

� Порядок уравнения равен порядку старшей производной,
входящей в уравнение.

� Решением уравнения (0.1) называется любая функция
u = ϕ(x1, . . . , xn), которая, будучи подставленной в уравнение
(0.1), обращает его в тождество.

� Совокупность всех частных решений уравнения (0.1) на-
зывается общим решением уравнения (0.1).

Пример 0.1. Найти общее решение уравнения

∂u

∂x
= y + x, (0.2)

где u = u(x, y).

Решение. Проинтегрируем (0.2) по x и получим

u(x, y) = xy +
x2

2
+ Φ(y),

где Φ(y) – произвольная функция.

Пример 0.2. Найти общее решение уравнения

∂2u(x, y)

∂x2
= 0. (0.3)

Решение. Проинтегрировав уравнение один раз по перемен-
ной x, получим

∂u(x, y)

∂x
= ϕ(y),

где ϕ(y) – произвольная функция переменной y. Проинтегри-
ровав еще раз по x, найдем

u(x, y) = xϕ(y) + ψ(y),

где ψ(y) – также произвольная функция.
♦ Из рассмотренных примеров видно, что общие решения

уравнений (0.2) и (0.3) содержат произвольные функции.
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В этом заключается отличие общего решения уравнения в част-
ных производных от общего решения обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений, содержащего, как правило, лишь про-
извольные постоянные, количество которых равно порядку
уравнения. Для уравнения в частных производных первого по-
рядка обычно существует общее решение, зависящее от произ-
вольной функции, а для уравнений второго порядка – от двух
произвольных функций. Однако для многих уравнений более
высокого порядка явное представление общего решения через
произвольные функции затруднительно.

1. Линейные уравнения
в частных производных первого порядка

� Дифференциальным уравнением в частных производных
первого порядка называется уравнение, содержащее неизвест-
ную функцию и ее частные производные только первого по-
рядка.

Общий вид дифференциального уравнения в частных про-
изводных первого порядка

F (x1, x2, . . . , xn, u, ux1, ux2, . . . , uxn) = 0 (1.1)

или в векторной форме

F (~x, u,∇u) = 0, ~x ∈ R
n
x . (1.2)

Здесь F – заданная функция своих аргументов.
♦ Геометрически решение u = u(~x) уравнения (1.2) можно

интерпретировать как поверхность в n + 1-мерном простран-
стве (~x, u) ∈ R

n+1
x,u , представляющем собой прямое произведе-

ние пространства R
n
x на пространство Ru (Rnx ×Ru). Такая по-

верхность называется интегральной поверхностью уравнения
(1.2).

� Уравнение вида

n∑

k=1

∂u

∂xk
ak(~x) + ua0(~x) = b(~x), (1.3)

где b(~x) = b(x1, . . . , xn) и ak(~x) = ak(x1, . . . , xn), k = 0, n,
– заданные функции указанных аргументов, называется ли-
нейным уравнением в частных производных первого порядка.
Уравнение (1.3) называется однородным, если b(~x) ≡ 0, и неод-
нородным в противном случае.
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� Уравнение вида

n∑

k=1

∂u

∂xk
ak(~x, u) = a0(~x, u) (1.4)

называется квазилинейным (линейным относительно частных
производных). Если a0(~x, u) = 0, то уравнение (1.4) называет-
ся квазилинейным однородным, в противном случае – неодно-
родным.

Рассмотрим подробнее квазилинейные уравнения с двумя
независимыми переменными

P (x, y, u)ux +Q(x, y, u)uy = R(x, y, u). (1.5)

Функции P , Q, R будем считать непрерывно дифференциру-
емыми в некоторой области D пространства R

3
x,y,u, причем P

и Q не обращаются в нуль одновременно в области D.
Заданные функции (P,Q,R) определяют в области D век-

торное поле ~a = (P,Q,R).
� Кривая L называется векторной линией поля ~a, или инте-

гральной кривой, соответствующей этому полю направлений,
если в каждой точке этой кривой касательный вектор парал-
лелен вектору ~a.

Векторные линии поля ~a определяются в результате инте-
грирования системы обыкновенных дифференциальных урав-
нений

dx

P (x, y, u)
=

dy

Q(x, y, u)
=

du

R(x, y, u)
= dt. (1.6)

Мы уже отмечали, что решение уравнения (1.5) определяет
в пространстве x, y, u некоторую поверхность u = u(x, y), на-
зываемую интегральной. Нормаль к этой поверхности парал-
лельна вектору ~n = (ux, uy,−1). В этом случае уравнение (1.5)
выражает условие ортогональности нормали к векторным ли-
ниям поля направлений

(~n,~a) = 0, ~n = (ux, uy,−1), ~a = (P,Q,R). (1.7)

Система уравнений (1.6), записанная в виде




dx

dt
= ẋ = P (x, y, u),

dy

dt
= ẏ = Q(x, y, u),

du

dt
= u̇ = R(x, y, u),

(1.8)
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задает в параметрической форме (t – параметр) векторные ли-
нии поля ~a.

� Система уравнений (1.6) или (1.8) называется характе-
ристической, а ее решения – характеристическими линиями,
или характеристиками, уравнения (1.5).

♦ Если поверхность u = u(x, y) – геометрическое место ха-
рактеристических линий уравнения (1.5), т.е. образована ли-
ниями, удовлетворяющими системе (1.8), то любая плоскость,
касательная к этой поверхности, ортогональна вектору ~n. Сле-
довательно, функция u(x, y), задающая поверхность, удовле-
творяет уравнению (1.5), и поверхность u = u(x, y) является
его интегральной поверхностью.

Рассмотрим первый интеграл характеристической системы
уравнений (1.8).

� Первым интегралом системы дифференциальных урав-
нений

ẋj = fj(x1, . . . , xn, t), j = 1, n (1.9)

называется функция Ψ(x1, . . . , xn, t), не равная тождественно
постоянной, но сохраняющая постоянное значение на решени-
ях ~x = ~x(t) системы (1.9), т.е. Ψ(x1(t), . . . , xn(t), t) = C.

Теорема 1.1. Пусть

Ψ(x, y, u) = C (1.10)

– первый интеграл системы (1.8), Ψ(x, y, u) дифференцируема
по всем своим аргументам и

∂Ψ

∂u
(x, y, u) 6= 0.

Тогда функция u = ϕ(x, y), неявно определяемая соотношени-
ем (1.10), удовлетворяет уравнению (1.5).

Доказательство. Функция Ψ(x, y, u) = C – первый интеграл
системы (1.8). Следовательно,

d

dt
[Ψ(x, y, u)− C] = 0,

т.е.
∂Ψ

∂x

dx

dt
+
∂Ψ

∂y

dy

dt
+
∂Ψ

∂u

du

dt
= 0.
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Разделим полученное уравнение на ∂Ψ/∂u. Учтя систему (1.8)
и правила дифференцирования функций, заданных неявно,

∂u

∂x
= −∂Ψ

∂x

/∂Ψ

∂u
,

∂u

∂y
= −∂Ψ

∂y

/∂Ψ

∂u
,

получим

−∂u
∂x
P (x, y, z)− ∂u

∂y
Q(x, y, u) +R(x, y, u) = 0.

Таким образом, теорема доказана.

Следствие. Пусть

Ψ1(u, x, y) = C1,
Ψ2(u, x, y) = C2

(1.11)

– два линейно независимых первых интеграла системы (1.8).
Тогда общее решение уравнения (1.5) неявным образом зада-
ется соотношением

Φ(Ψ1(u, x, y),Ψ2(u, x, y)) = 0, (1.12)

где Φ(C1, C2) – произвольная гладкая функция двух перемен-
ных.

Доказательство аналогично доказательству теоремы 1.1.

Пример 1.1. Найти общее решение дифференциального урав-
нения

∂u

∂x
+
∂u

∂y
= 1.

Решение. Заметим, что ~a = (1, 1, 1). Следовательно, характе-
ристическая система имеет вид dx = dy = du или

{
dx = dy
dx = du , что дает

{
x− y = C1,
x− u = C2.

В силу приведенного выше следствия общее решение неявно
задается уравнением

Φ(x− y, x− u) = 0.
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Так как функция u входит только в один первый интеграл, то
общее решение уравнения можно записать в виде

Φ̃(x− y) + x− u = 0

или
u(x, y) = Φ̃(x− y) + x,

где Φ̃(ω) – произвольная функция.

Пример 1.2. Найти общее решение уравнения

x
∂u

∂x
− u∂u

∂y
= 0.

Решение. В этом случае

P (x, y, u) = x, Q(x, y, u) = −u, Z(x, y, u) = 0.

Характеристическая система примет вид

dx

x
=

dy

−u =
du

0
. (1.13)

Из последнего соотношения найдем u = C1 и

dx

x
= − dy

C1
,

y = −C1 lnx+ lnC2 = lnC2x
−C1 .

В результате для первых интегралов системы (1.13) получим

C1 = u, C2 = eyxC1 = eyxu,

а общее решение исходной задачи неявным образом определя-
ется соотношением

Φ(u, eyxu) = 0.

♦ Задача Коши для дифференциального уравнения (1.5)
формулируется следующим образом: определить интеграль-
ную поверхность уравнения (1.5), которая проходит через за-
данную кривую в пространстве (u, x, y).

В неявной форме эта кривая задается системой уравнений
{

Φ1(u, x, y) = 0,
Φ2(u, x, y) = 0 (1.14)
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при условии, что

rang




∂Φ1

∂u
,

∂Φ1

∂x
,

∂Φ1

∂y
∂Φ2

∂u
,

∂Φ2

∂x
,

∂Φ2

∂y


 = 2.

♦ Полученные результаты легко обобщить на случай ква-
зилинейного уравнения (1.4) с произвольным числом перемен-
ных. Полностью эти обобщения описаны теоремами (1.2) и
(1.3), которые полезно предварить рядом примеров.

Пример 1.3. Найти общее решение уравнения

x
∂u

∂x
− yz ∂u

∂z
= 0, u = u(x, y, z) (1.15)

и выделить из общего решения частное, удовлетворяющее усло-
вию

u
∣∣
z=1

= xy. (1.16)

Решение. 1. В нашем случае уравнение (1.15) представляется
в виде

P (x, y, z)ux +Q(x, y, z)uy +R(x, y, z)uz = Z(x, y, z),

где

P (x, y, z) = x, Q(x, y, z) = 0,

R(x, y, z) = −yz, Z(x, y, z) = 0.

Следовательно, характеристическая система

dx

P (x, y, z)
=

dy

Q(x, y, z)
=

dz

R(x, y, z)
=

du

Z(x, y, z)

примет вид
dx

x
=
dy

0
=

dz

−yz =
du

0
. (1.17)

Здесь нуль в знаменателе понимается в смысле пропорции, т.е.
если записано a/0 = b/c, то a = (b/c) ·0 = 0. Из (1.17) получим

dy = 0, du = 0,
dx

x
=

dz

−yz
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и найдем первые интегралы

y = C1, u = C3, lnx = − ln z

C1
+ lnC2

или
C2 = xz1/C1 = xz1/y.

Следовательно, общее решение уравнения (1.15) неявным об-
разом определяется уравнением

Φ(y, xz1/y, u) = 0, (1.18)

где Φ(y, ω, u) – произвольная функция трех переменных. Раз-
решив уравнение (1.18) относительно u, получим

u = f(y, ω)
∣∣
ω=xz1/y ,

где f(y, ω) – произвольная функция двух переменных. Из усло-
вия (1.16) находим

u
∣∣
z=1

= f(y, ω)
∣∣
ω=x

= xy.

Выразив правую часть соотношения через ω, получим, что

f(y, ω) = ωy.

Следовательно, решение задачи (1.15), (1.16) имеет вид

u = ωy
∣∣
ω=xz1/y = (xz1/y)y = zxy. (1.19)

Пример 1.4. Найти общее решение уравнения

x
∂u

∂x
+ (y + x2)

∂u

∂y
= u, u = u(x, y) (1.20)

и выделить из него частное, удовлетворяющее условию

u
∣∣
x=2

= y − 4. (1.21)

Решение. В нашем случае

P (x, y, u) = x, Q(x, y, u) = y + x2, Z(x, y, u) = u.

Следовательно, характеристическая система имеет вид

dx

x
=

dy

y + x2
=
du

u
. (1.22)
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В результате приходим к системе уравнений





dx

x
=

dy

y + x2
,

dx

x
=
du

u
.

Из второго уравнения получим

lnu = lnx+ lnC2. (1.23)

Первое уравнение системы эквивалентно линейному диффе-
ренциальному уравнению первого порядка

dy

dx
− y

x
= x,

решение которого имеет вид

y = (C1 + x)x. (1.24)

Разрешим уравнения (1.23) и (1.24) относительно C1 и C2. То-
гда первые интегралы системы (1.22) есть

C1 =
y

x
− x, C2 =

u

x
, (1.25)

а общее решение уравнения (1.20) неявным образом определя-
ется соотношением

Φ
(y
x
− x, u

x

)
= 0, (1.26)

где Φ(p, q) – произвольная функция двух переменных. Разре-
шив (1.26) относительно u, найдем

u = xf(ω)
∣∣
ω= y

x−x, (1.27)

где f(ω) – произвольная функция. Перейдем к решению зада-
чи Коши.

1. Первый способ. С учетом условия (1.21) из (1.27) запи-
шем

u|x=2 = 2f(ω)
∣∣
ω=y

2−2
= y − 4.

Выразив правую часть через ω, получим

2f(ω) = 2ω + 4− 4.
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Следовательно, f(ω) = ω, и решение задачи (1.20) и (1.21)
имеет вид

u = xω
∣∣
ω= y

x−x = y − x2. (1.28)

2. Второй способ. Записав первые интегралы (1.25) с учетом
условия (1.21), получим

C1 =
y

2
− 2, C2 =

y − 4

2
,

т.е.
C1 = C2.

Возвратившись в полученном равенстве к явному виду первых ин-
тегралов, найдем

y

x
− x =

u

x
,

что эквивалентно соотношению (1.28).

Обобщим полученные результаты на многомерный случай.
Рассмотрим нелинейную систему дифференциальных уравне-
ний первого порядка

~̇x = ~a(~x, u), u̇ = a0(~x, u). (1.29)

Будем предполагать, что функции ~a(~x, u) и a0(~x, u) непрерыв-
но дифференцируемы в области D ⊂ R

n+1
~x,u , а вектор ~a(~x, u)

отличен от тождественного нуля в области D.
♦ Далее мы будем использовать обозначение

〈~a,~b〉 =
n∑

k=1

akbk

для евклидова скалярного произведения векторов в отличие
от эрмитова скалярного произведения

(~a,~b) =
n∑

k=1

a∗kbk.

Теорема 1.2. Пусть w(~x, u) – первый интеграл системы
(1.29). Тогда функция u(~x, t), неявно определяемая уравнением
w(~x, u) = 0, удовлетворяет квазилинейному уравнению

〈~a(~x, u),∇u〉 = a0(~x, u). (1.30)
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Доказательство. По правилу дифференцирования сложных
функций найдем

∇u = − ∇w
∂w/∂u

. (1.31)

Продифференцируем первый интеграл системы (1.30) по t

dw

dt
= 〈∇w, ~̇x〉 + ∂w

∂u
u̇ = 〈∇w,~a(~x, u)〉+ ∂w

∂u
a0(~x, u) = 0.

Воспользуемся соотношением (1.31) и получим (1.30), что и
требовалось доказать.

Теорема 1.3. Пусть wk(~x, u), k = 1, n – независимые первые
интегралы системы (1.29). Тогда общее решение уравнения
(1.30) определяется соотношением

F
(
w1(~x, u), w2(~x, u), . . . , wn(~x, u)

)
= 0, (1.32)

где F (w1, w2, . . . , wn) – произвольная гладкая функция n пере-
менных.

Доказательство аналогично доказательству теоремы 1.1.

� Система (1.29) называется характеристической системой
для уравнения (1.30).

2. Задача Коши для
линейных дифференциальных уравнений
в частных производных первого порядка

Рассмотрим уравнение

〈~a(~x),∇u〉+ a0(~x)u = f(~x). (2.1)

Задача Коши для уравнения (2.1) ставится на поверхности
размерности n− 1 в пространстве R

n
~x .

� Гладкой гиперповерхностью γ называется множество в
R
n, заданное уравнением

~x = ~ϕ(s1, . . . , sn−1), (s1, . . . , sn−1) ∈ U,

где U – область в пространстве R
n−1
s , а вектор-функция

~ϕ(s1, . . . , sn−1) – непрерывно дифференцируемая в U и

rang

∥∥∥∥
∂ϕi
∂sk

∥∥∥∥ = n− 1.
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� Задачей Коши для уравнения (2.1) называется задача о
нахождении его решения, удовлетворяющего условию

u(~x)|γ = h(s1, . . . , sn−1), (2.2)

где h(s1, . . . , sn−1) – функция, непрерывно дифференцируемая
в U . Поверхность γ называется поверхностью Коши.

� Система
~̇x = ~a(~x) (2.3)

называется характеристической системой для уравнения (2.1),
а ее решение – характеристикой.

Теорема 2.1. Пусть гиперповерхность γ не касается харак-
теристик. Тогда задача Коши (2.1), (2.2) однозначно разре-
шима в некоторой окрестности гиперповерхности γ.

Доказательство. 1. Выпустим из каждой точки поверхности
γ характеристику системы (2.3), т.е. решим задачу Коши для
системы (2.3):

~x|t=0 = ~ϕ(s1, . . . , sn−1), (s1, . . . , sn−1) ∈ U. (2.4)

2. Пусть

~x = ~X(t, s1, . . . , sn−1) (2.5)

– решение задачи Коши (2.3), (2.4). Тогда вдоль характеристик

du

dt
= 〈∇u, ~̇x〉 = 〈∇u,~a(~x)〉. (2.6)

3. Для определения функции u = U(t, s1, . . . , sn−1) получим
задачу Коши на характеристиках системы (2.3)

du

dt
+ a0(~x(t))u = f(~x(t)), u|t=0 = h(s1, . . . , sn−1). (2.7)

Решив это уравнение, получим u = U(t, s1, . . . , sn−1) как глад-
кую функцию от t, s1, . . . , sn−1.

4. Разрешим систему (2.5) относительно t и sk, т.е. найдем
t = T (~x) и sk = Sk(~x), k = 1, n− 1. В результате решение
задачи Коши (2.1)–(2.5) запишется в виде

u(~x) = U
(
T (~x), S1(~x), . . . , Sn−1(~x)

)
.
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Остается показать, что U есть гладкая функция переменной
~x. Для этого достаточно убедиться, что из соотношения (2.5)
можно выразить t, s1, . . . , sn−1 как гладкие функции через ~x.

Действительно, якобиан

J =
∣∣∣
∂ ~X

∂t
,
∂ ~X

∂s1
, . . . ,

∂ ~X

∂sn−1

∣∣∣
∣∣∣∣
t=0

=
∣∣∣~a(~x),

∂~x

∂s1
, . . . ,

∂~x

∂sn−1

∣∣∣
~x∈γ
6= 0,

так как, по условию, гиперповерхность γ не касается характе-
ристик. Таким образом, существование решения задачи Коши
доказано.

5. Предположим, что задача Коши (2.1), (2.2) имеет два
решения u1(~x) и u2(~x). Введем v = u1 − u2, тогда

〈∇v,~a(~x)〉+ a0(~x)v = 0, v|γ = 0.

В силу уравнения (2.7) на характеристиках имеем

dv

dt
+ a0(t)v = 0, v|t=0 = 0,

Потеоремео существовании и единственности решения задачи
Коши для обыкновенных дифференциальных уравнений v(t) =
0. Следовательно, u1(~x) = u2(~x) и решение задачи Коши (2.1),
(2.2) единственно. Таким образом, теорема доказана.

Из этого доказательства следует, что для решения задачи
Коши (2.1), (2.2) достаточно:
1) построить характеристики системы (2.3), проходящие че-

рез поверхность γ, и найти ~x = ~X(t, s1, . . . , sn−1) – решение
задачи Коши (2.3), (2.4);

2) решить семейство задач Коши (2.7), т.е. найти
u = U(t, s1, . . . , sn−1);

3) найти решение системы (2.5)

t = T (~x), sk = Sk(~x), k = 1, n− 1; (2.8)

4) используя (2.8), вычислить

u(~x) = U
(
T (~x), S1(~x), . . . , Sn−1(~x)

)
.

Пример 2.1. Используя приведенную выше схему, найти ре-
шение задачи Коши

x
∂u

∂x
− yz ∂u

∂z
= 0, u

∣∣
z=1

= xy.
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Решение. 1. В этом случае характеристическая система имеет
вид

ẋ = x, ẏ = 0, ż = −yz. (2.9)

Уравнение поверхности Коши z = 1 в параметрической форме
запишется как

x = s1, y = s2, z = 1, (s1, s2) ∈ R
2,

начальные условия примут вид

x
∣∣
t=0

= s1, y
∣∣
t=0

= s2, z
∣∣
t=0

= 1.

Из (2.9) найдем

x = X(t, s1, s2) = s1e
t, y = Y (t, s1, s2) = s2,

z = Z(t, s1, s2) = e−s2t.

2. Задача Коши (2.7) примет вид

u̇ = 0, u
∣∣
t=0

= ss21 ,

откуда
u = V (t, s1, s2) = ss21 .

3. Разрешим систему уравнений

x = s1e
t, y = s2, z = es2t

относительно t, s1 и s2. Получим

s2 = y, s1 = e−tx, s2t = − ln z,

откуда

s1 = S1(x, y, z) = xe(ln z)/y, s2 = S2(x, y, z) = y,

t = T (x, y, z) = − ln z

y
.

4. Окончательно получим

u = U(T (x, y, z), S1(x, y, z), S2(x, y, z)) =
[
xe(ln z)/y

]y
= zxy,

что совпадает с (1.19).
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Пример 2.2. Используя приведенную выше схему, найти ре-
шение задачи Коши

x
∂u

∂x
+ (y + x2)

∂u

∂z
= u, u

∣∣
x=2

= y − 4.

Решение. 1. Характеристическая система имеет вид

ẋ = x, ẏ = y + x2. (2.10)

Уравнение поверхности Коши x = 2 в параметрической форме
имеет вид

x = 2, y = s1, s1 ∈ R.

Следовательно, для системы (2.10) необходимо поставить на-
чальные условия

x
∣∣
t=0

= 2, y
∣∣
t=0

= s1.

Из (2.10) найдем

x = 2et, y = s1e
t + 4e2t. (2.11)

2. Для определения функции U(t, s1) получим задачу Коши

u̇ = u, u
∣∣
t=0

= s1 + 4,

откуда

u = V (t, s1) = (s1 + 4)et. (2.12)

3. Разрешим систему уравнений (2.11) относительно t, s1:

t = ln
x

2
, s1 = ye−t − 4et =

2y

x
− 2x. (2.13)

4. Подставив (2.13) в (2.12), окончательно получим

u(x, y) =
(2y

x
− 2x

)x
2

= y − x2,

что совпадает с (1.28).
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3. Уравнение Гамильтона–Якоби

� Уравнение в частных производных первого порядка, не
содержащее явным образом неизвестную функцию, называет-
ся уравнением Гамильтона–Якоби. Уравнения

∂S

∂t
+H(∇S, ~x, t) = 0, ~x ∈ R

n
x , S = S(~x, t) (3.1)

и

H(∇S, ~x) = E, ∇S =
∂S

∂~x
, E = const, S = S(~x) (3.2)

называются нестационарным и стационарным уравнениями Га-
мильтона–Якоби, а их решения – функции S(~x, t) и S(~x) –
нестационарным и стационарным действием соответственно.
Функция H(~p, ~x, t), ~p ∈ R

n
p , называется функцией Гамильтона

или гамильтонианом; n-мерное пространство R
n
x называется

конфигурационным; 2n-мерное пространство R
2n
xp = R

n
x × R

n
p

– фазовым. Если гамильтониан не зависит от времени, то он
называется стационарным.

♦ Уравнение Гамильтона–Якоби – основное уравнение клас-
сической механики и, кроме того, естественным образом воз-
никает в теории дифференциальных уравнений в частных про-
изводных первого порядка, поскольку произвольное уравнение
в частных производных первого порядка может быть сведено
к уравнению (3.1) или (3.2), о чем говорит следующее утвер-
ждение, которое непосредственно следует из теоремы о диф-
ференцировании неявных функций:

−∂S
∂~x

/∂S
∂z

=
∂u

∂~x
= ∇u.

Утверждение 3.1. Произвольное уравнение в частных про-
изводных первого порядка

F (~x, u,∇u) = 0 (3.3)

для функции n переменных u(~x) эквивалентно уравнению Га-
мильтона–Якоби

F
(
~x, z,−∂S

∂~x

/∂S
∂z

)
= 0 (3.4)

для функции n + 1 переменных S(~x, z). Решения уравнений
(3.3) и (3.4) связаны соотношением

S(~x, u) = const .
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3.1. Задача Коши для нестационарного уравнения
Гамильтона–Якоби

� Задачей Коши для уравнения (3.1) называется задача об
отыскании функции S(~x, t), удовлетворяющей уравнению (3.1)
при t > t0 и условию

S(~x, t)|t=t0 = S0(~x) (3.5)

при t = t0. Здесь S0(~x) – заданная гладкая функция перемен-
ной ~x.

� Системой Гамильтона, соответствующей гамильтониану
H(~p, ~x, t), ~x ∈ R

n
x , ~p ∈ R

n
p , t > 0, называется система обыкно-

венных дифференциальных уравнений

~̇x =
∂H(~p, ~x, t)

∂~p
, ~̇p = −∂H(~p, ~x, t)

∂~x
. (3.6)

Система (3.6) также называется характеристической системой
уравнения (3.1), а ее решения – характеристиками.

� Задачей Коши для системы Гамильтона называется за-
дача об определении вектор-функций ~p(t) и ~x(t), удовлетворя-
ющих при t > t0 системе (3.1), а при t = t0 – условиям

~x(t0) = ~x0, ~p(t0) = ~p0, ~x0 ∈ R
n
x , ~p0 ∈ R

n
p . (3.7)

Для интегрирования систем с нестационарными гамильто-
нианами оказывается полезным следующее утверждение.

Утверждение 3.2. Пусть гамильтониан H не зависит яв-
но от переменной t. Тогда он является интегралом системы
(3.6).

Действительно, пусть ~x(t) и ~p(t) – решения системы Га-
мильтона (3.6). Тогда, продифференцировав функцию
H(~p(t), ~x(t)) по t, с учетом системы Гамильтона (3.6) найдем

d

dt
H(~p(t), ~x(t)) =

n∑

k=1

( ∂H
∂pk

dpk
dt

+
∂H
∂xk

dxk
dt

)
= 0,

т.е. H(~p(t), ~x(t)) = const, что и требовалось показать.
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Лемма 3.1. Пусть S(~x, t) – решение задачи Коши (3.5) для

уравнения Гамильтона–Якоби (3.1), а функция ~x = ~X(t, ~x0) –
решение задачи Коши

~̇x =
∂H
∂~p

(∇S(~x, t), ~x, t), ~x|t=t0 = ~x0. (3.8)

Тогда функции ~X(t, ~x0) и ~P (t) = ∇S( ~X(t, ~x0), t) удовлетворя-
ют системе Гамильтона (3.6) с начальным условием

~X(t0, ~x0) = ~x0, ~P (t0, ~x0) =
∂S0(~x0, t0)

∂~x0
. (3.9)

Доказательство. Обозначим ~p(~x, t) = ∇S(~x, t) и продиффе-
ренцируем уравнение Гамильтона–Якоби по ~x. Получим

∂

∂~x

∂S

∂t
+

∂

∂~x
H(~p, (~x, t), ~x, t) = (3.10)

=
∂~p

∂t
+

n∑

k=1

∂H(~p(~x, t), ~x, t)

∂pk

∂pk(~x, t)

∂~x
+
∂H(~p(~x, t), ~x, t)

∂~x
= 0.

Положим ~x = ~X(t, ~x0), где ~X(t, ~x0) – решение уравнения (3.8).
С другой стороны,

~̇p =
{∂~p(~x, t)

∂t
+

n∑

k=1

∂~p(~x, t)

∂xk
~̇Xk

}∣∣∣
~x= ~X(t,~x0)

=

=
{∂~p(~x, t)

∂t
+

n∑

k=1

∂pk(~x, t)

∂~x

∂H(~p(~x, t), ~x, t)

∂pk

}∣∣∣
~x= ~X(t,~x0)

=

= −∂H(~p(~x, t), ~x, t)

∂~x

∣∣∣
~x= ~X(t,~x0)

.

Здесь мы воспользовались соотношением (3.10). Следователь-
но, лемма доказана.

Теорема 3.1. 1. Пусть при t ∈ [0, T ] существует решение

xj = Xj(t, ~x0), pj = Pj(t, ~x0), j = 1, n, (3.11)

задачи Коши (3.9) для системы Гамильтона (3.6), дифферен-
цируемое по параметру ~x0 ∈ R

n
x .
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2. Пусть при t ∈ [0, T ] существует единственное и глад-
кое решение системы уравнений

~x = ~X(t, ~x0) (3.12)

относительно ~x0, ~x0 = ~X0(t, ~x), т.е. якобиан

J(~x0, t) = det

∥∥∥∥
∂Xj(t, ~x0)

∂xi0

∥∥∥∥ , t ∈ [0, T ], (3.13)

отличен от нуля для ~x ∈ R
n
x.

3. Пусть

S(t, ~x0) = S0(~x0) +

t∫

t0

[
〈~P (τ), ~̇X(τ)〉 − H(τ)

]
dτ (3.14)

– действие (см. разд. «Уравнения Эйлера–Лагранжа (много-
мерный случай)» части II) вдоль характеристики (3.11).

Тогда функция

S(~x, t) = S(t, ~x0)|~x0= ~X0(t,~x) (3.15)

является решением задачи Коши (3.1), (3.5).
♦ Здесь и далее, где это не приводит к недоразумениям,

зависимость функций ~P и ~X от ~x0 опускается и используется

обозначение H(τ) = H(~P (τ), ~X(τ), τ).

Доказательство. 1. Найдем частную производную

∂

∂x0j
[S(t, ~x0)− S0(~x0)] =

=
∂

∂x0j

t∫

t0

[
〈~P (τ, ~x0)), ~̇X(τ, ~x0)〉 − H(τ)

]
dτ =

=

t∫

t0

(〈∂ ~P (τ)

∂x0j
, ~̇X(τ)

〉
+
〈
~P (τ),

∂ ~̇X(τ)

∂x0j

〉
−

−
〈
H~p(τ),

∂ ~P (τ)

∂x0j

〉
−
〈
H~x(τ),

∂ ~X(τ)

∂x0j

〉)
dτ =
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=

t∫

t0

(〈
~P (τ),

∂ ~̇X(τ)

∂x0j

〉
+
〈
~̇P (τ),

∂ ~X(τ)

∂x0j

〉)
dτ =

=

t∫

t0

∂

∂τ

〈
~P (τ),

∂ ~X(τ)

∂x0j

〉
dτ =

〈
~P (τ),

∂ ~X(τ)

∂x0j

〉∣∣∣
t

t0
=

=
〈
~P (t),

∂ ~X(t)

∂x0j

〉
−
〈
~P (t0),

∂ ~X(t0)

∂x0j

〉
,

т.е.

∂

∂x0j
[S(t, ~x0)− S0(~x0)] =

〈
~P (t),

∂ ~X(t)

∂x0j

〉
−
〈
~P (t0),

∂ ~X(t0)

∂x0j

〉

и
∂S(t, ~x0)

∂x0j
=
〈
~P (t),

∂ ~X(t)

∂x0j

〉
. (3.16)

Здесь мы воспользовались соотношениями

∂Xi(t0)

∂x0j
= δij и

∂S0(~x0)

∂x0j
= Pj(t0). (3.17)

2. Найдем

∂S(~x, t)

∂xi
=

n∑

j=1

∂S(t, ~x0)

∂x0j

∂ ~X0j(t, ~x)

∂xi

∣∣∣
~x0= ~X0(~x,t)

.

Следовательно,

∂S(~x, t)

∂xi
=

n∑

j=1

〈
~P (t),

∂ ~X(t)

∂x0j

〉∂X0j(t, ~x)

∂xi

∣∣∣
~x0= ~X0(~x,t)

. (3.18)

Продифференцировав соотношение ~X(t, ~X0(t, ~x)) = ~x по xi,
получим

n∑

j=1

∂Xk(t, ~X0(t, ~x))

∂x0j

∂X0j(t, ~x)

∂xi
= δik.

Подставив последнее соотношение в (3.18), запишем

∂S(~x, t)

∂xi
= Pi(t, ~x0)

∣∣
~x0= ~X0(~x,t)

. (3.19)
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3. В силу (3.16), (3.17) получим

∂S(t, ~x)

∂t
=
{
〈~P (t), ~̇X(t)〉 − H(t) +

+

n∑

j=1

∂X0j(t, ~x)

∂t

∂S(t0, ~x0)

∂x0j

}∣∣∣
~x0= ~X0(~x,t)

,

т.е.

∂S(t, ~x)

∂t
=
{
〈~P (t), ~̇X(t)〉 − H(t)+

+

n∑

j=1

∂X0j(t, ~x)

∂t

〈
~P (t),

∂ ~X(t)

∂x0j

〉}∣∣∣
~x0= ~X0(~x,t)

. (3.20)

Продифференцировав соотношение ~X(t, ~X0(t, ~x)) = ~x по t, по-
лучим

∂

∂t
[ ~X(t, ~X0(t, ~x))−~x] =

[ n∑

j=1

∂ ~X(t)

∂x0j

∂X0j

∂t
+
∂ ~X(t)

∂t

]∣∣∣
~x0= ~X0(~x,t)

= 0.

Следовательно,

n∑

j=1

∂ ~X(t)

∂x0j

∂X0j

∂t

∣∣∣
~x0= ~X0(~x,t)

= −∂
~X(t)

∂t

∣∣∣
~x0= ~X0(~x,t)

. (3.21)

Подставив (3.21) в (3.20), найдем

∂S(~x, t)

∂t
= −H(~P (t), ~X(t), t)

∣∣
~x0= ~X0(~x,t)

.

Воспользовавшись соотношением (3.19) и тем, что

~X(t, ~X0(t, ~x)) = ~x,

получим
∂S(~x, t)

∂t
+H(∇S(~x, t), ~x, t) = 0,

что и доказывает теорему.

Теорема 3.2. Решение задачи Коши (3.1), (3.5) единственно,
если выполняются условия предыдущей теоремы.



366 Глава 1. Уравнения в частных производных первого порядка

Доказательство следует непосредственно из единственности
решения задачи Коши для обыкновенных дифференциальных
уравнений.

Доказанные выше теоремы обосновывают следующую схе-
му решения задачи Коши для нестационарного уравнения Га-
мильтона–Якоби

{ ∂S

∂t
+H

(∂S
∂~x

, ~x, t
)

= 0, ~x ∈ R
n,

S
∣∣
t=0

= S0(~x), t > 0.
(3.22)

1. Выписать характеристическую систему для (3.22) – си-
стему Гамильтона в 2n-мерном фазовом пространстве R

2n:

{
~̇p = −H~x(~p, ~x, t),
~̇x = H~p(~p, ~x, t).

(3.23)

Функция Гамильтона (классический гамильтониан) определя-
ется по виду (3.22).

2. Поставить для (3.23) задачу Коши

{
~p|t=t0 =

∂S(~x0)

∂~x0
,

~x|t=t0 = ~x0, ~x0 ∈ R
n
x ,

(3.24)

и найти n-параметрическое (~x0 – параметр) семейство решений
задачи (3.23), (3.24):

ℓx0 :

{
~x = ~X(t, ~x0),

~p = ~P (t, ~x0),
(3.25)

ℓx0 ∈ R
2n – характеристика или фазовая траектория, старту-

ющая из точки (~p0 = S~x(~x0), ~x0). Проекция ℓx0 на R
n
x : ~x =

= ~X(t, ~x0), t0 6 t < t0 + T , – «луч» или траектория клас-
сической частицы, начинающаяся из точки ~x0 с начальным
импульсом ~p0 = S~x(~x0).

3. Вычислить действие S(t0, ~x0) на характеристике ℓx0 :

S(t, ~x0) = S0(~x0) +

t∫

t0

(〈~P (τ), ~̇X(τ)〉 − H)(τ)dτ. (3.26)
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4. Разрешить первое уравнение системы (3.25) относитель-
но параметра ~x0:

~x0 = ~X0(~x, t) (3.27)

в предположении, что якобиан не равен нулю:

J(t, ~x0) =
D ~X(t, ~x0)

D~x0
6= 0, t0 6 t < t0 + T, ~x0 ∈ R

n.

5. Построить функцию

S(~x, t) = S(t, ~x0)
∣∣∣
~x0= ~X0(~x,t)

. (3.28)

Пример 3.1. Решить задачу Коши для уравнения Гамильто-
на–Якоби

∂S

∂t
+

1

2m

(∂S
∂x

)2

= 0 (3.29)

при следующих начальных данных:

1) S|t=0 = xξ; 2) S|t=0 = −x
2

2
;

3) S|t=0 = −x
3

3
; 4) S|t=0 = −x arctgx+

1

2
ln(1 + x2).

Здесь ξ ∈ R – некоторая постоянная. Указать, при каких зна-
чениях t решение существует.

Решение. Функция Гамильтона, отвечающая уравнению
(3.29), имеет вид H(p, x, t) = p2/(2m), поэтому система Га-
мильтона определяется выражением

dx

dt
=

p

m
,

dp

dt
= 0,

откуда следует

x = X(t, x0, p0) =
p0

m
t+ x0, p = P (t, x0, p0) = p0, (3.30)

где (p0, x0) – начальные значения импульса и координаты.
1) При S|t=0 = S0(x) = ξx начальными данными для си-

стемы Гамильтона являются

x|t=0 = x0, p|t=0 =
∂S0

∂x
= ξ,
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поэтому уравнения траектории есть

x = X(t, x0) =
ξ

m
t+ x0, p = P (t, x0) = ξ.

В силу того, что якобиан J(t, x0) = ∂X(t, x0)/∂x0 = 1, решение
S(x, t) существует при любых t ∈ [0,+∞[. Поскольку

x0 = X0(x, t) = x− ξ

m
t, H =

1

2m
p2,

то из формулы (3.26) получим

S(x, t, ξ) =
(
ξx0 +

1

2m

t∫

0

P 2(τ, x0)dτ
)∣∣∣
x0=x−ξt/m

=

= ξ
(
x− ξt

m

)
+

1

2m
ξ2t = ξ

(
x− t

2m
ξ
)
.

2) При S|t=0 = S0(x) = −x2/2 начальные данные для си-
стемы Гамильтона есть

x|t=0 = x0, p|t=0 =
∂S0

∂x0
= −x0.

Траектория задается уравнениями

x = X(t, x0) = −x0t+ x0, p = P (t, x0) = −x0.

Якобиан J = ∂X/∂x0 = −t+ 1 обращается в нуль при t = m.
Поэтому решение

S(x, t) =

(
−x

2
0

2
+

1

2m

t∫

0

x2
0dτ

)∣∣∣∣
x0=xm/(m−t)

=

=
1

2
x2

0

(
−1 +

t

m

)∣∣∣
x0=xm/(m−t)

x =
m

2

x2

t−m

существует при t ∈ [0,m].
3) При S|t=0 = S0(x) = −x3/3 начальные условия для си-

стемы Гамильтона имеют вид

x|t=0 = x0, p|t=0 = −∂S0

∂x0
= −x2

0,
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уравнения траекторий –

x = X(t, x0) = −x
2
0

m
t+ x0, p = P (t, x0) = −x2

0

и якобиан определяется выражением

J =
∂X(t, x0)

∂x0
= −2x0

m
t+ 1.

Нетрудно заметить, что для любого t > 0 существует такое
x0 ∈ R

1, что условие единственности не выполняется. Следова-
тельно, задача Коши не имеет решения в области Ω = R×[0, T ]
при любом T .

4) При S|t=0 = − arctgx+ [ln(1 + x2)]/3 начальные условия
для системы Гамильтона имеют вид

x|t=0 = x0, p|t=0 = −∂S0

∂x0
= − arctgx0,

уравнения траекторий –

x = X(t, x0) = − t

m
arctgx0 + x0, p = P (t, x0) = − arctgx0

и якобиан

J =
∂X(t, x0)

∂x0
= − t

m(1 + x2
0)

+ 1.

При t > m якобиан J > 0, поэтому решение существует при
0 < t < 1 и имеет вид

S(x, t) =
[
−x0 arctg x0 +

1

2
ln(1+x2

0)+
t

2m
arctg2 x0

]∣∣∣
x0=X0(x,t)

,

где X0(x, t) – решение уравнения

x = x0 −
t

m
arctgx0, 0 6 t < m.

Пример 3.2. Решить задачу Коши для уравнения Гамильто-
на–Якоби в постоянном и однородном электрическом поле

∂S

∂t
+

1

2m

(∂S
∂x

)2

− Ex = 0, (3.31)

если S|t=0 = S0(x) = αx, где α = const – числовой параметр.
Указать, при каких значениях t решение существует.
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Решение. Функция Гамильтона, отвечающая уравнению
(3.31), имеет вид H(p, x, t) = p2/(2m) − E/x, поэтому систе-
ма Гамильтона определяется выражением

dx

dt
=

p

m
,

dp

dt
= E.

Общее решение этой системы есть (см. разд. «Канонические
уравнения Гамильтона» части II)

x = X(t, p0, x0) =
Et2

2m
+
p0

m
t+ x0, p = P (t, p0, x0) = Et+ p0.

Траектории определяются уравнениями

x = X(t, x0) =
Et2

2m
+
α

m
t+ x0, p = P (t, x0) = Et+ α.

Тогда

x0 = X0(x, t) = x− Et2

2m
− α

m
t.

В силу равенства

J =
∂X(t, x0)

∂x0
= 1

решение существует для всех t > 0 и имеет вид

S(x, t) =

{
αx0 +

t∫

0

[ (Eτ + α)2

2m
+

+E
(Eτ2

2m
+
α

m
τ + x0

)]
dτ

}∣∣∣∣
x0=X0(x,t)

=

=
(
αx0 +

E2t3

3m
+
α2

2m
t+

Eα

m
t2 + Ex0t

)∣∣∣
x0=X0(x,t)

=

= x(α+ Et)− α2t

2m
− Eαt2

2m
− E2t3

6m
.

Пример 3.3. Решить задачу Коши для уравнения Гамильто-
на–Якоби

∂S

∂t
+

1

2

(∂S
∂x

)2

+
ω2x2

2
= 0, (3.32)
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отвечающее одномерному гармоническому осциллятору, если

1) S|t=0 = S0(x) = −ωx
2

2
; 2) S|t=0 = S0(x) = ξx,

где ξ – числовой параметр, x ∈ R. Указать, при каких значе-
ниях t решение существует.

Решение. Функция Гамильтона, удовлеворяющая уравнению
(3.32), имеет вид

H(p, x, t) =
p2

2
+
ω2x2

2
.

Ему соответствует система Гамильтона

dx

dt
= p,

dp

dt
= −ω2x.

Продифференцировав первое уравнение по t и подставив в
него dp/dt из второго уравнения, получим d2x/dt2 + ω2x = 0.
Отсюда найдем общее решение системы Гамильтона

x = A cos t+B sinωt, p =
dx

dt
= −Aω sinωt+Bω cosωt.

Выразив постоянные A и B через начальные значения коор-
динаты и импульса, получим

x = x0 cosωt+ p0 sinωt, p = −x0ω sinωt+ p0ω cosωt.

1) Если S0(x) = −ωx2/2, то p0 = −x0ω и, следовательно,

x = X(t, x0) = x0(cosωt− sinωt) =
√

2x0 cos
(
ωt+

π

4

)
,

p = P (t, x0) = −x0ω(sinωt+ cosωt) = (3.33)

= −
√

2x0ω sin
(
ωt+

π

4

)
.

Справедливо равенство

J =
∂X(t, x0)

∂x0
=
√

2 cos(ωt+ π/4).

Отсюда следует, что решение S(x, t) задачи Коши существует
при t ∈ [0, π/(4ω)[. Из уравнения (3.33) найдем

x0 = X0(x, t) =
x√

2 cos(ωt+ π/4)
.
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Вычислим интеграл

t∫

0

(
P (τ)Ẋ(τ) −H(τ)

)
dτ =

1

2

t∫

0

[P 2(τ)− ω2X2(τ)]dτ =

= −ω2x2
0

t∫

0

cos(2ωτ + π/2)dτ =
ω

2
x2

0(1 − cos 2ωt).

Тогда

S(t, x0) = S0(x0) +

t∫

0

(
P (τ)Ẋ(τ) −H(τ)

)
dτ = −ω

2
x2

0 cos 2ωt,

откуда следует

S(x, t) = S(t, x0)
∣∣
x0=X0(x,t)

= −ω
4
x2 cos 2ωt

cos2(ωt+ π/4)
=

= −ω
4
x2 sin(2ωt+ π/2)

cos2(ωt+ π/4)
= −ω

2
x2 tg

(
ωt+

π

4

)

для всех 0 6 t < π/(4ω).
2) Пусть S|t=0 = S0(x) = ξx. Тогда p|t=0 = ∂S0/∂x0 = ξ,

x|t=0 = x0 и

x = X(t, x0) = x0 cosωt+
ξ

ω
sinωt,

p = P (t, x0) = −x0ω sinωt+ ξ cosωt.

Аналогично случаю 1)

x0 = X0(x, t) =
ωx− ξ sinωt

ω cosωt

и

S(x, t) = −ω
2x2 + ξ2

2ω
tgωt+

ξx

cosωt
, 0 6 t <

π

2ω
.

Пример 3.4. Решить задачу Коши для уравнения Гамильто-
на–Якоби

∂S

∂t
+ c
√

(∇S)2 = 0 (3.34)
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с начальным условием

S|t=0 = S0(~x) = 〈~k, ~x〉, ~x ∈ R
n. (3.35)

Здесь c – некоторая постоянная, ~k ∈ R
n. Указать, при каких

значениях t решение существует.

Решение. Функция Гамильтона, отвечающая уравнению
(3.34), имеет вид

H(~p, ~x, t) = c|~p|, |~p| =
√
〈~p, ~p〉.

Запишем систему Гамильтона

d~x

dt
= c

~p

|~p| ,
d~p

dt
= 0.

Тогда

~p = ~P (t, ~p0, ~x0) = ~p0, ~x = ~X(t, ~p0, ~x0) = c
~p0

|~p0|
t+ ~x0.

Из начальных условий получим

~p|t=0 =
∂S0

∂~x0
= ~k.

Следовательно, уравнения траекторий имеют вид

~p = ~P (t, ~x0) = ~p0 = ~k, ~x = ~X(t, ~x0) = c~nt+ ~x0,

где ~n – единичный вектор в направлении вектора ~k. Отсюда
видно, что решение существует при всех t и

S(~x, t) = 〈~k, ~x− c~nt〉 = 〈~k, ~x〉 − |~k|ct,

так как выражение под интегралом вдоль траектории (3.26)
равно нулю.

♦ Уравнение (3.34) в геометрической оптике описывает рас-
пространение волнового фронта в однородной среде и называ-
ется уравнением Эйконала. В этом случае c – скорость света в
среде, а начальные условия (3.35) описывают плоскую волну.
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Пример 3.5. При исследовании разностных схем для волно-
вого уравнения на устойчивость возникает задача о решении
уравнения Гамильтона–Якоби с гамильтонианом

H(p, x) =
2

γ
arcsin

(γ
2

sin p
)
,

где γ = τ/h, τ , h – шаги разностной сетки соответственно по
осям t и x. Указать, при каких значениях t существует реше-
ние уравнения Гамильтона–Якоби, удовлетворяющее условию
S|t=0 = x2/2.

Решение. Система Гамильтона

ẋ =
∂H
∂p

=
cos p√

1− (γ2 sin2 p)/4
, ṗ = 0

с начальными данными

x(0) = x0, p(0) =
∂S0

∂x0
= x0

легко интегрируется:

p = P (t, x0) = x0, x = X(t, x0) =
cosx0√

1− (γ2 sin2 x0)/4
t+ x0.

Вычислим якобиан

J =
∂X(t, x0)

∂x0
= 1− (1− γ2/4) sinx0

[1− (γ2 sin2 x0)/4]3/2
t.

Уравнение J = 0 имеет решение

t(x0) =
[1− (γ2 sin2 x0)/4]3/2

(1 − γ2/4) sinx0
,

так что в области Ω = R
n
x × [0, T ] ни при каком T > 0 не

существует решения задачи Коши, если γ2/4 > 1; при γ2/4 < 1
решение S(x, t) в Ω существует, если T = min t(x0).

Пример 3.6. Решить задачу Коши для уравнения (3.29) при
m = 1, если

S|t=0 = S0(x) = −x
4

12
, x ∈ Ω0, Ω0 = {x, |x| < 1} ⊂ R.
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Решение. Начальные условия для системы Гамильтона име-
ют вид

x|t=0 = x0, p|t=0 =
∂S0

∂x0
=
x3

0

4
.

С учетом соотношения (3.30) система Гамильтона имеет реше-
ния

x = X(t, x0) = x0 −
x3

0

3
t, p = P (t, x0) = −x

3
0

3
. (3.36)

Первое из уравнений (3.36) совместно с условием

J(t, x0) =
∂x

∂x0
= 1− x2

0t = 0

определяет две ветви огибающей t = 4/(9x2) семейства траек-
торий ℓ в пространстве (x, t) (рис. 34).

Как видно из рис. 34, решение задачи

Рис. 34

Коши существует только в области

I : 0 < t < 1, −1 +
1

3
t < x < 1− 1

3
t.

В каждую точку (x, t) области II приходят
две траектории. В каждую точку области
III приходит единственная траектория, но
ранее якобиан J обращается в нуль в точ-
ке касания огибающей, и поэтому условия
существования решения задачи Коши в об-
ласти III не выполнены.

Пример 3.7. Указать область существования решения для
задачи Коши (3.22) с гамильтонианом H(~p, ~x, t) = c|~p|, ~p ∈ R

3,
и начальным условием S|t=0 = S0(|~x|), 0 < a < |~x| < b <∞.

Решение. Для решения задачи воспользуемся сферической
системой координат ~q = (r, θ, ϕ). Выразив производные от функ-
ции S по декартовым координатам через производные по r, θ, ϕ,
получим соотношение

3∑

j=1

( ∂S
∂xj

)2

=
(∂S
∂r

)2

+
1

r2

(∂S
∂θ

)2

+
1

r2 sin2 θ

(∂S
∂ϕ

)2

.
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Следовательно,

~p2 = p2
r +

1

r2
p2
θ +

1

r2 sin2 θ
p2
ϕ.

Уравнения Гамильтона в сферических переменных имеют вид

dpr
dt

=
p2
θ + p2

ϕ/(sin
2 θ)

|~p|r3 ,
dr

dt
=
pr
|~p| ; (3.37)

dpθ
dt

=
2p2
ϕ cos θ

|~p|r3 sin3 θ
,

dθ

dt
=

pθ
|~p|r2 ; (3.38)

dpϕ
dt

= 0,
dϕ

dt
=

pϕ

r2 sin2 |~p|θ
. (3.39)

Из начальных условий

~q|t=0 = ~q0, ~p|t=0 =
∂S0(~q0)

∂~q0

получим начальные условия для уравнений (3.37)–(3.39) в яв-
ном виде:

r|t=0 = r0, pr|t=0 = S′
0(r0), θ|t=0 = θ0,

pθ|t=0 = 0, ϕ|t=0 = ϕ0, pϕ|t=0 = 0.

Из уравнений (3.37)–(3.39) вытекает, что pϕ(t) ≡ 0, pθ(t) ≡ 0,
pr(t) = S′

0(r0), а поэтому из (3.38) и (3.39) следует, что ϕ = ϕ0,
θ = θ0. Проинтегрировав второе уравнение в (3.37), получим

r = signS′(r0)t+ r0. (3.40)

Отсюда следует, что решение задачи существует, если S′(r0) 6=0
при a 6 r0 6 b. Если же S′(r0) обращается в нуль в некото-
рой точке c ∈ [a, b], то для существования решения достаточно
выполнения условия S′′(c) > 0 (рис. 35).

Рис. 35
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3.2. Решение задачи Коши с помощью
лагранжевых поверхностей∗

С начальными данными (3.24) и решениями системы Гамиль-
тона (3.23) можно связать следующие геометрические объекты в
фазовом пространстве — пространстве «координат» и «импуль-
сов» R

n
x × R

n
p :

1) поверхность Λn0 ⊂ R
n
x × R

n
p , задаваемую уравнениями

~x = ~x0, ~p =
∂S0(~x0)

∂~x
,

где ~x0 ∈ R
n – параметры;

2) поверхности Λnt ⊂ R
n
x × R

n
p , полученные из поверхности Λn0

сдвигом точек (~p0, ~x0) ∈ Λn0 вдоль траекторий гамильтоновой систе-
мы (3.23) за время t. Поверхности Λnt задаются системой уравнений

xi = Xi(t, ~x0), pi = Pi(t, ~x0), i = 1, n,

и являются важным примером поверхностей, названных лагранже-
выми.

Пусть в фазовом пространстве R
n
x×R

n
p поверхность Λn локально

задается уравнениями

~x = ~X(α1, . . . , αn), ~p = ~P (α1, . . . , αn), i = 1, n,

(α1, . . . , αn) ∈ V ⊆ R
n.

� Поверхность Λn называется лагранжевой, если
I

Γ

〈~P , d ~X〉 = 0 (3.41)

для любой гладкой кривой Γ ⊂ Λn, непрерывно стягиваемой на Λn

в точку.
Понятие лагранжевой поверхности позволяет преобразовать фор-

мулу (3.26) для решения задачи Коши, связав ее с интегрированием
по лагранжевой поверхности.

Если лагранжевы поверхности Λn0 и Λnt , t ∈ [0, T ], взаимно од-
нозначно проектируются на плоскость x (p1 = p2 = · · · = pn = 0)

и ~p = ~P (~x, t) – уравнения, задающие Λnt , то решение задачи Коши
(3.22) можно найти по формуле

S(~x, t) = S0(~x
∗
0) +

tZ

0

ˆ
〈~P (τ, ~x∗

0), ~̇X(τ, ~x∗
0)〉−

−H(~P (τ, ~x∗
0), ~X(τ, ~x∗

0), τ )
˜
dτ +

Z

ℓ(~x∗t ,~x)

〈~P (t, ~x), d~x〉, (3.42)
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где ~x∗
0 – произвольная фиксированная точка, ~x∗

t = ~X(t, ~x∗
0), ~p

∗
t =

~P (t, ~x∗
0) – траектория, выходящая из (~p∗0, ~x

∗
0) ∈ Λn0 , а последний

интеграл в (3.42) вычисляется по любому пути ℓ(~x∗
t , ~x) на лагран-

жевой поверхности Λ∗
t от точки (~x∗

t , ~p
∗
t ) до произвольной точки

(~x, ~p) ∈ Λnt . Формулой (3.42) удобно пользоваться, когда многооб-

разия Λnt , t ∈ [0, T ] имеют общую неподвижную точку (~p, ~x), т.е.
точку, координаты которой не меняются при эволюции начальной
лагранжевой поверхности. В этом случае, положив ~x∗

0 = ~x, из фор-
мулы (3.42) получим

S(~x, t) = S0(~x)−
tZ

0

H(~p, ~x, τ )dτ +

Z

ℓ(~x,~x)

〈~p(t, ~x), d~x〉. (3.43)

Между решением задачи Коши (3.22) и лагранжевыми поверх-
ностями Λnt , 0 6 t 6 T существует тесная связь, когда Λnt диффео-
морфно проектируются на плоскость переменных, т.е.

J(t, ~x0) =
D ~X(t, ~x0)

D~x0
6= 0, 0 6 t 6 T,

а именно: если S(~x, t) – решение задачи Коши (3.22), то уравнения
лагранжевых поверхностей Λnt могут быть записаны в виде

~p = ~P (~x, t) =
∂S(~x, t)

∂~x
, ~x ∈ Ω; (3.44)

Ω =
n
~x = ~X(t, ~x0), J =

D ~X(t, ~x0)

D~x0
6= 0, 0 6 t 6 T

o
.

� Функция S(~x, t) в этом случае называется производящей функ-
цией поверхности Λnt .

Лемма 3.2. Условие (3.41) для поверхности Λn ⊂ R
n
x × R

n
p экви-

валентно условиям для любой точки (α1, . . . , αn) ∈ V ⊆ R
n

{x, p}k,m =
nX

i=1

“∂Xj
∂αk

∂Pj
∂αm

− ∂Xj
∂αm

∂Pj
∂αk

”
= 0, k,m = 1, n.

Выражение {x, p}k,m называется скобками Лагранжа.

Доказательство. Пусть гладкая кривая Γ целиком лежит в окрест-
ности U(~x) ⊂ Λn некоторой точки ~x ∈ Λn и пусть часть U(~x)

T
Λn

поверхности Λn задается уравнениями

~x = ~X(α1, . . . , αn), ~p = ~P (α1, . . . , αn), (3.45)

где (α1, . . . , αn) – локальные координаты на Λn:
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rang
‚‚‚∂(~p, ~x)

∂α

‚‚‚ = n.

Тогда криволинейный интеграл

I =

I

Γ

〈~p, d~x〉

в координатах (α1, . . . , αn) запишется в виде

I =

I

Γ

〈~p, d~x〉 =
I

Γ

D
~P (α1, . . . , αn),

∂ ~X

∂αj

E
dαj , (3.46)

где Γ – прообраз кривой Γ при отображении (3.45). Преобразуем
интеграл (3.46) по формуле Стокса:

I =

I

Γ

nX

j=1

D
~P ,
∂ ~X

∂αj

E
dαj =

=

ZZ

D

nX

j=1

nX

m=1

“ ∂

∂αj

D
~P ,

∂ ~X

∂αm

E
− ∂

∂αm

D
~P ,
∂ ~X

∂αj

E”
dαj dαm =

=

ZZ

D

nX

j=1

nX

m=1

nD ∂ ~P

∂αj
,
∂ ~X

∂αm

E
−

D ∂ ~P

∂αm
,
∂ ~X

∂αj

Eo
dαj dαm. (3.47)

Здесь D – двумерная область в пространстве параметров
(α1, . . . , αn) ∈ R

n
α, границей которого является Γ̄.

Из равенства (3.47) следует утверждение леммы.

Пример 3.8. Найти уравнения поверхностей Λn0 и Λnt в задачах
3.1 – 3.4 и с их помощью – решение этих задач, используя формулы
(3.42) или (3.43).

Решение. 1. Пример 3.1, 1). Уравнение лагранжевой поверхности
имеет вид (рис. 36 при m = 1)

Λ1
t =

n
(p, x), x = X(t, x0) =

ξ

m
t+ x0, p = P (t, x0) = ξ

o
.

Выберем x∗
0 = 0, тогда действие S(x, t) определяется формулой

(3.42)

S(x, t) =
ξ2t

2m
+

xZ

ξt/m

ξ dx = ξx− ξ2t

2m
.

2. Пример 3.1, 2). Уравнение лагранжевой поверхности имеет
вид (рис. 37 при m = 1)
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Рис. 36 Рис. 37

Λ1
t =

n
(p, x), p = P (x, t) =

mx

t−m
o
.

Неподвижная точка имеет координаты x∗
0 = 0, p∗0 = 0, поэтому

S(x, t) = m

tZ

0

x

t−m dx =
m

2

x2

t−m, 0 6 t < 1.

3. Пример 3.2. Уравнение лагранжевой поверхности имеет вид
(рис. 38 при m = 1)

Λ1
t =

n
(p, x), p = P (t, x0) = Et+ α,

x = X(t, x0) =
Et2

2m
+
α

m
t+ x0, x0 ∈ R

1
o
.

Неподвижных точек нет. Воспользуемся формулой (3.42), выбрав
x∗

0 = 0, p∗0 = α, тогда

S(x, t) =

tZ

0

h (Eτ + α)2

2m
+ E

“Eτ 2

2
+
ατ

m

”i
dτ +

+

Z

ℓ(x,X(t,x0))

(Et+ α)dx =

=
E2t3

3m
+
αEt2

m
+
α2t

2m
+ (Et+ α)

“
x− Et2

2m
− αt

m

”
=

= x(α+Et)− α2t

2m
− Eαt2

2m
− E2t3

6m
.

4. Пример 3.3. 1) Уравнение лагранжевой поверхности имеет
вид (рис. 37 при ω = 1)

Λ1
t =

n
(p, x), p = P (x, t) = −xω tg

“
ωt+

π

4

”o
.
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Рис. 38 Рис. 39

Неподвижная точка имеет координаты x∗
0 = 0, p∗0 = 0, поэтому

S(x, t) = −
xZ

0

xω tg
“
ωt+

π

4

”
dx = −ωx

2

2
tg

“
ωt+

π

4

”
.

5. Пример 3.3. 2) Уравнение лагранжевой поверхности имеет
вид (рис. 39 при ω = 1)

Λ1
t =

n
(p, x), p = P (x, t) =

ξ − xω sinωt

cosωt

o
.

Воспользуемся формулой (3.42), положив x∗
0 = 0, тогда

S(x, t) =
1

2

tZ

0

ξ2 cos 2ωτ dτ +

xZ

(ξ/ω) sinωt

ξ − ωx sinωt

cosωt
dx =

= −ω
2x2 + ξ2

2ω
tg ωt+

ξx

cosωt
.

6. Пример 3.4. Лагранжевы поверхности Λ3
t задаются соотноше-

ниями pj = kj , j = 1, 2, 3. Неподвижных точек на многообразиях
нет, поэтому положим ~x∗

0 = 0 и воспользуемся формулой (3.42):

S(~x, t) =

~xZ

c~nt

〈~P (x, t), d~x〉 = 〈~k, (~x− c~nt)〉, ~n =
~k

|~k|
.

Пример 3.9. Пусть

H(~p, ~x) =
p2
1

2
+
p2
2

2
+
ω1x

2
1

2
+
ω2x

2
2

2
,

S|t=0 = ξx1 − ω2x
2
2

2
.

Найти решение задачи Коши с помощью формулы (3.42).
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Решение. Система Гамильтона в данной задаче распадается на
две независимые системы с независимыми начальными данными.
Эти системы такие же, как в примерах 3.3, 1) и 3.3, 2), поэтому
лагранжевы многообразия Λ2

t задачи представляют собой прямые
произведения многообразий, приведенных в этих примерах:

Λ2
t = Λ1

t,1 × Λ1
t,2 =

n
(~p, ~x), x1 = x01 cosω1t+

ξ

ω1
sinω1t,

p1 = −x01ω1 sinω1t+ ξ cosω1t, x2 =
√

2 cos(ω2t+ π/4),

p2 = −ω2

√
2 sin(ω2t+ π/4)

o
.

Формула (3.42) распадается в сумму двух слагаемых, и поэтому

S(~x, t) = S1(~x, t) + S2(~x, t),

где S1(~x, t), S2(~x, t) – решения примеров 3.3, 1) и 3.3, 2) соответ-
ственно.

3.3. Задача Коши для стационарного уравнения
Гамильтона–Якоби∗

Рассмотрим стационарное уравнение Гамильтона–Якоби

H
“∂S(~x)

∂~x
, ~x

”
= E, ~x ∈ R

n, (3.48)

где H(~p, ~x) – гладкая функция на R
n
p × R

n
x и |H~p(~p, ~x)| 6= 0.

Задача Коши для стационарного уравнения Гамильтона–Якоби
формулируется аналогично задаче Коши для линейных дифферен-
циальных уравнений в частных производных (см. разд. <Задача
Коши для линейных дифференциальных уравнений в частных про-
изводных>).

Пусть γn−1 – гладкая гиперповерхность в R
n
x ,

γn−1 = {~x, ~x = ~X0(α), α = (α1, . . . , αn−1) ∈ eD},

rang

„
X0
i

αj

«
(α) = n− 1.

Начальные данные Коши на γn−1:

S|γn−1 = S0(α), (3.49)

∂S

∂~x

˛̨
˛̨
γn−1

= ~P 0(α), (3.50)

где S0 и ~P 0 – заданные гладкие функция и вектор-функция, под-
чиненные условиям:

а) согласования с уравнением (3.22)



3. Уравнение Гамильтона–Якоби 383

H(~P 0(α), ~X0(α)) = E; (3.51)

б) согласования ~P 0 с дифференциалом функции S0

dS0(α) =

nX

i=1

P 0
i (α)dX0

i (α). (3.52)

Решение задачи Коши для стационарного уравнения Гамильто-
на–Якоби аналогично решению задачи Коши для линейных диф-
ференциальных уравнений в частных производных.

Приведем схему решения.
1. Выписать характеристическую систему для (3.48) – систему

Гамильтона

~̇p = −H~x(~p, ~x), ~̇x = H~p(~p, ~x), (~p, ~x) ∈ R
2n
px, (3.53)

где точкой обозначены производные по τ , с начальными данными
~x|τ=0 = ~X0(α),

~p|τ=0 = ~P 0(α).
(3.54)

2. Найти (n − 1)-параметрическое семейство решений задачи
Коши (3.53)–(3.54) – характеристику ℓα (α – параметр)


~x = ~X(τ, α),

~p = ~P (τ, α);
|τ | < τ0. (3.55)

3. Вычислить действие S(τ, α) на характеристике ℓα

S(τ, α) = S0(α) +

τZ

0

〈~P (τ ′, α), ~̇X(τ ′, α)〉 dτ ′. (3.56)

4. Разрешить первое уравнение системы (3.55) относительно τ
и α 

α = A(~x),
τ = T(~x),

, (3.57)

считая, что

J =
D ~X(α, τ )

D(α, τ )
6= 0, α ∈ eD, |τ | < τ0.

5. Построить функцию

S(~x) = S(T(~x),A(~x)). (3.58)

Справедлива следующая теорема:

Теорема 3.3. Пусть выполнено условие

J(0, α) 6= 0.

Тогда формула (3.58) определяет единственное гладкое решение
задачи Коши (3.48)–(3.52) в окрестности V (γ) = {~x ∈ R

n, ~x =

= ~X(τ, α), |τ | < τ0, α ∈ eD∩J(τ, α) 6= 0}.
Доказательство аналогично доказательству теоремы 3.1.
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3.4. Полный интеграл уравнения Гамильтона–Якоби

� Непрерывно дифференцируемое решение S(~x, t, ~α) урав-
нения Гамильтона–Якоби (3.1), содержащее n произвольных
постоянных ~α = (α1, α2, . . . , αn), называется полным интегра-
лом этого уравнения, если выполняется условие

det
∥∥∥

∂2S

∂xi∂αj

∥∥∥ 6= 0. (3.59)

Полный интеграл S(~x, t, ~α) позволяет найти общее решение
уравнения Гамильтона–Якоби.

Теорема 3.4. Пусть f(~x, t, ~α) – полный интеграл уравнения
Гамильтона–Якоби и

S(~x, t, ~α) = f(~x, t, ~α) + C(~α),

где C(~α) – произвольная функция от ~α. Тогда функция

S(~x, t) = S(~x, t, ~α)|~α=A(~x,t), (3.60)

где функции координат и времени ~A(~x, t) неявным образом
определяются уравнениями

∂S(~x, t, ~α)

∂αj
= 0, j = 1, n, (3.61)

является общим решением уравнения Гамильтона–Якоби.

Доказательство. Действительно, так как f(~x, t, ~α) – полный
интеграл уравнения Гамильтона–Якоби, то для произвольной
функции C(~α), не зависящей от ~x и t, функция

S(~x, t, ~α) = f(~x, t, ~α) + C(~α)

– также полный интеграл уравнения Гамильтона–Якоби. За-

меним здесь величины ~α функциями ~A(~x, t), которые являют-
ся решениями уравнения (3.61). Тогда для функции S(~x, t) =
= S(~x, t, ~α)|~α=A(~x,t) справедливо

∂S(~x, t)

∂xj
=
[∂S(~x, t, ~α)

∂αj
+
〈∂S(~x, t, ~α)

∂~α
,
∂~α

∂xj

〉]∣∣∣
~α=A(~x,t)

=

=
∂S(~x, t, ~α)

∂xj

∣∣∣
~α=A(~x,t)

.
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Аналогично

∂S(~x, t)

∂t
=
∂S(~x, t, ~α)

∂t

∣∣∣
~α=A(~x,t)

.

Тогда

∂S(~x, t)

∂t
+H(∇S(~x, t), ~x, t) =

=
[∂S(~x, t, ~α)

∂t
+H(∇S(~x, t, ~α), ~x, t)

]∣∣∣
~α=A(~x,t)

= 0,

поскольку функция S(~x, t, ~α) является решением уравнения
Гамильтона–Якоби. Так как S(~x, t) содержит произвольную
функцию C(~α) и удовлетворяет уравнению Гамильтона–Якоби,
теорема доказана.

♦ Как правило, интегрирование системы Гамильтона яв-
ляется более простой задачей, чем интегрирование уравнения
Гамильтона–Якоби. Однако для некоторых типов гамильто-
нианов метод разделения переменных позволяет сравнитель-
но просто находить полный интеграл уравнения Гамильтона–
Якоби. Поэтому рассмотрим метод, позволяющий по функции
S(~x, t) находить решение системы Гамильтона.

Теорема 3.5 (Якоби). Пусть S(~x, t, ~α) – полный интеграл
уравнения Гамильтона–Якоби. Тогда

∂S

∂αi
= βi,

∂S

∂xi
= pi, i = 1, n, (3.62)

– независимые первые интегралы соответствующей систе-
мы Гамильтона.

Доказательство. 1. Пусть S есть полный интеграл уравнения
Гамильтона–Якоби (3.1). Обозначив ∇S = ~p, запишем

∂

∂αj

(∂S
∂t

+H(∇S, ~x, t)
)

=
∂2S

∂αj∂t
+

n∑

k=1

∂2S

∂αj∂xk

∂H
∂pk

= 0. (3.63)

Считая βj , j = 1, n, постоянными, найдем

d

dt

( ∂S
∂αj
− βj

)
=

∂2S

∂αj∂t
+

n∑

k=1

∂2S

∂αj∂xk
ẋk = 0. (3.64)
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Поскольку S(~x, t, ~α) непрерывно дифференцируема, можно по-
менять порядок дифференцирования. Вычтя (3.63) из (3.62),
получим

n∑

k=1

∂2S

∂αj∂xk

(
ẋk −

∂H
∂pk

)
= 0 j = 1, n. (3.65)

Согласно формулировке теоремы, выполняется условие (3.59),
следовательно,

ẋk −
∂H
∂pk

= 0, k = 1, n,

для всех xk(t), удовлетворяющих первой системе уравнений в
(3.62).

2. Найдем полную производную по времени от второго со-
отношения в (3.62). Получим

−dpj
dt

+
∂2S

∂t∂xj
+

n∑

k=1

∂2S

∂xj∂xk
ẋk = 0. (3.66)

Учтем, что S – полный интеграл уравнения Гамильтона–Яко-
би, т.е.

∂

∂xj

(∂S
∂t

+H(∇S, ~x, t)
)

=

=
∂2S

∂xj∂t
+
∂H
∂xj

+

n∑

k=1

∂2S

∂xj∂xk

∂H
∂pk

= 0. (3.67)

Вычтем из (3.67) соотношение (3.66) и получим

(
ṗj +

∂H
∂xj

)
−

n∑

k=1

∂2S

∂xj∂xk

(
ẋk −

∂H
∂pk

)
= 0.

Следовательно, соотношения (3.62) сохраняются в силу урав-
нений Гамильтона, т.е. они являются первыми интегралами
этих уравнений. Независимость первых интегралов следует из
условия (3.59), что и доказывает теорему.

♦ Теорема Якоби обосновывает следующее правило постро-
ения общего решения системы Гамильтона ~x(t) и ~p(t) по из-
вестному полному интегралу S(~x, t, ~α) уравнения Гамильтона–
Якоби:
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1) разрешаем систему n уравнений

∂S

∂αj
= βj , j = 1, n,

относительно переменных xk, k = 1, n, и находим функции

xk = Xk(t, ~α, ~β), k = 1, n,

зависящие от 2n произвольных постоянных βj ;

2) подставляем функции xk = Xk(t, ~α, ~β), k = 1, n, во вто-
рое уравнение (3.62) и находим

pj = Pj(t, ~α, ~β) =
∂S

∂xj

(
~X(t, ~α, ~β), t, ~α

)
.

Пример 3.10. Найти полный интеграл стационарного урав-
нения Гамильтона–Якоби (3.2) с гамильтонианом

H(p, x) =
p2
1 + p2

2

2
+
ω2

1x
2
1

2
+
ω2

2x
2
2

2
.

Соответствующая механическая система называется двумер-
ным осциллятором.

Решение. В уравнении Гамильтона–Якоби, которое в данном
случае имеет вид

1

2

( ∂S
∂x1

)2

+
1

2

( ∂S
∂x2

)2

+
ω2

1x
2
1

2
+
ω2

2x
2
2

2
= E,

переменные полностью разделяются, поэтому

S(x1, x2, α1, E) = S1(x1, α1) + S2(x2, α1, E),

где S1(x1) и S2(x2) удовлетворяют обыкновенным дифферен-
циальным уравнениям

1

2

( ∂S
∂x1

)2

+
ω2

1x
2
1

2
= α1, α1 > 0;

1

2

( ∂S
∂x2

)2

+
ω2

2x
2
2

2
= E − α1.
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Проинтегрировав эти уравнения, находим полный интеграл

S(x1, x2, α1, E) =
1

2

(
x1

√
2α1 − ω2

1x
2
1 +

2α1

ω1
arcsin

ω1x1√
2α1

+

+x2

√
2(E − α1)− ω2

2x
2
2 +

2(E − α1)

ω2
arcsin

ω2x2√
2(E − α1)

)
.

Пример 3.11. Используя результаты предыдущего примера
и формулу (3.62), найти общий вид траекторий частиц в кон-
фигурационном пространстве.

Решение. Общее решение уравнений Гамильтона для дву-
мерного осциллятора можно найти из системы (3.5). В силу

результата предыдущей задачи для определения X1(t, ~α, ~β) и

X2(t, ~α, ~β) справедлива система уравнений

∂S(x1, x2, α1, E)

∂α1
=

1

ω1
arcsin

ω1x1√
2α1
−

− 1

ω2
arcsin

ω2x2√
2(E − α1)

= β1;

∂S(x1, x2, α1, E)

∂E
=

1

ω2
arcsin

ω2x2√
2(E − α1)

= t+ β2.

Решением этой системы являются функции

x1 = X1(t, α1, β1, β2, E) =

√
2α1

ω1
sinω1(t+ β1 + β2);

x2 = X2(t, α1, β2, E) =

√
2(E − α1)

ω2
sinω2(t+ β2).

Пример 3.12 (проблема Кеплера). Методом Якоби найти
траектории движения нерелятивистского электрона в поле яд-
ра.

Решение. Гамильтониан задачи имеет вид

H(~p, ~q) =
~p2

2m
+
e

r
=

1

2m

(
p2
r +

p2
θ

r2
+

p2
ϕ

r2 sin2 θ

)
+
e

r
. (3.68)

Уравнение Гамильтона–Якоби для кулоновского поля в сфе-
рической системе координат имеет вид

∂S

∂t
+

1

2m

{(∂S
∂r

)2

+
1

r2

(∂S
∂θ

)2

+
1

r2 sin2 θ

(∂S
∂ϕ

)2}
+
e

r
= 0. (3.69)
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Решение уравнения (3.69) будем искать методом разделения
переменных

S(r, θ, ϕ, t) = −α1t+ S1(r) + S2(θ) + α3ϕ.

Здесь мы учли, что переменные t и ϕ циклические. Тогда

(dS1

dr

)2

+
1

r2

(dS2

dθ

)2

+
α2

3

r2 sin2 θ
+

2me

r
= α1rm.

Домножив это уравнение на r2 и разделив переменные, найдем

r2
{(dS1

dr

)2

+ 2mer − 2mα1r
2
}

= −
(dS2

dθ

)2

− α2
3

sin2 θ
= −α2

2.

Тогда для S1(r) получим уравнение

r2
{(dS1

dr

)2

+ 2mer − 2mα1r
2
}

= −α2
2,

из которого

S1(r) =

∫ √
2mα1r2 − 2mer − α2

2

r2
dr.

Аналогично для функции S2(r)

(dS2

dθ

)2

+
α2

3

sin2 θ
= α2

2,

откуда

S2(θ) =

∫ √

α2
2 −

α2
3

sin2 θ
dθ.

Окончательно для полного интеграла уравнения (3.69) полу-
чим

S(r, θ, ϕ, t) = −α1t+ α3ϕ+

∫ √
2mα1r2 −

2me

r
− α2

2

r2
dr+

+

∫ √

α2
2 −

α2
3

sin2 θ
dθ. (3.70)
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Согласно теореме Якоби, общее решение канонических урав-
нений в неявной форме определяется уравнениями

∂S

∂r
= pr,

∂S

∂θ
= pθ,

∂S

∂ϕ
= pϕ;

∂S

∂α1
= −β1,

∂S

∂α2
= −β2,

∂S

∂α3
= −β3.

(3.71)

Отсюда

pr =

√
2mα1r2 −

2me

r
− α2

2

r2
, pθ =

√
α2

2 −
α2

3

sin2 θ
, pϕ = α3;

m

∫
1√

2mα1r2 −
2me

r
− α2

2

r2

dr = t− β1. (3.72)

Вычислим интеграл (3.72)

∫
1√

2mα1 −
2me

r
− α2

2

r2

dr =

∫
r dr√

2mα1r2 − 2mer − α2
2

=

=

∫ 1
4mα1

(4mα1r − 2me) + e
2α1√

2mα1r2 − 2mer − α2
2

dr =

=
1

4mα1

∫
d(2mα1r

2 − 2mer)√
2mα1r2 − 2mer − α2

2

+

+
e

2α1

∫
dr√

2mα1r2 − 2mer − α2
2

=

=

√
2mα1r2 − 2mer − α2

2

2mα1
+

+
e

2α1

√
2mα1

∫
dr√(

r − e

rα1

)2

− e2

4α2
1

− α2
2

2mα1

=

=

√
2mα1r2 − 2mer − α2

2

2mα1
+

+
e√

8mα3
1

ln

∣∣∣∣r −
e

2α1
+

√(
r − e

2α1

)2

− e2

4α2
1

− α2
2

2mα1

∣∣∣∣.
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Следовательно, зависимость радиуса от времени задается урав-
нением

t− β1 =

√
2mα1r2 − 2mer − α2

2

2mα1
+

+
e√

8mα3
1

ln

∣∣∣∣r −
e

2α1
+

√
(
r − e

rα1

)2

− e2

4α2
1

− α2
2

2mα1

∣∣∣∣.

Из уравнений (3.71) найдем

α2

∫
dθ√

α2
2 −

α2
3

sin2 θ

− α2

∫
dr

r2
√

2mα1 − 2me
r −

α2
2

r2

= −β2,(3.73)

α3

∫
dθ

sin2 θ

√
α2

2 −
α2

3

sin2 θ

= ϕ+ β3. (3.74)

Интеграл (3.72) позволяет найти зависимость полярного ради-
уса r от времени; интегралы (3.73) и (3.74) – пространственные
интегралы.

Вычислим интегралы (3.74), положив tg θ = x. Тогда

θ = arctg x, dθ =
dx

1 + x2
, sin2 θ =

x2

1 + x2

и

J1 =

∫
dθ

sin2 θ

√
α2

2 −
α2

3

sin2 θ

=

=

∫
xdx

x2
√
α2

2x
2 − α2

3(1 + x2)
=

1

2

∫
dt

t
√
α2

2t− α2
3(1 + t)

.

Сделаем замену
√
t(α2

2 − α2
3)− α2

3 = y, y2 = t(α2
2 − α2

3)− α2
3,

t =
y2 + α2

3

α2
2 − α2

3

, dt =
2y

α2
2 − α2

3

dy

и получим

J1 =

∫
y

α2
2 − α2

3

α2
2 − α2

3

y2 + α2
3

dy

y
=

∫
dy

y2 + α2
3

=
1

α3
arctg

y

α3
+ C.
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Вернувшись к исходным переменным, последовательно най-
дем

J1 =
1

α3
arctg

√
t

α2
3

(α2
2 − α2

3)− 1 + C =

=
1

α3
arctg

√

x2
(α2

2

α2
3

− 1
)
− 1 + C =

=
1

α3
arctg

√

tg2 θ
(α2

2

α2
3

− 1
)
− 1 + C.

Следовательно,

tg2(ϕ+ β3) =
(α2

2

α2
3

− 1
)

tg2 θ − 1.

Окончательно получим

tg θ =

√
α2

2

α2
3
− 1

cos(ϕ+ β3)
. (3.75)

Рассмотрим теперь в (3.73) интеграл

J2 =

∫
dθ√

α2
2 −

α2
3)

sin2 θ

=

∫
sin θ dθ√
sin2 θ − α2

3

=

= − 1

α2

∫
d(cos θ)√

(1 − cos2 θ)− α2
3

α2
2

= − 1

α2

∫
dx√

α2
2−α2

3

α2
2
− x2

=

= − 1

α2
arcsin

( α2√
α2

2 − α2
3

cos θ
)

+ C2.

В интеграле по r в (3.73) проведем замену переменных
x = 1/r, dr = −dx/x2, и тогда

J3 =

∫
dr

r2
√

2mα1 − 2me
r −

α2
2

r2

= −
∫

dx√
2mα1 − 2mex− α2

2x
2
.
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Рассмотрим подкоренное выражение

2mα1

α2
2

− 2me

α2
2

− x2 =

=
2mα1

α2
2

−
(
x2 + 2

me

α2
2

+
m2e2

α4
2

− m2e2

α4
2

)
=

=
2mα1

α2
2

+
m2e2

α4
2

−
(
x+

me

α2
2

)2

.

Тогда получим

J3 = − 1

α2

∫
dx

γ2 −
(
x+ me

α2
2

)2 =

= − 1

α2
arcsin

x+ me
α2

2√
2mα1α2

2+m2e2

α4
2

+ C3.

Возвратившись к исходным переменным, запишем

J3 = − 1

α2
arcsin

α2
2 +mer

r
√

2mα1α2
2 +m2e2

+ C3.

Следовательно, выражение (3.73) примет вид

− arcsin
( α2√

α2
2 − α2

3

cos θ
)

+ arcsin
( α2

2 +mer

r
√

2mα1α2
2 +m2e2

)
= −β2

или

α2
2 +mer

r
√

2mα1α2
2 +m2e2

= sin
[
arcsin

( α2√
α2

2 − α2
3

cos θ
)
− β2

]

или

α2
2 +mer

r
√

2mα1α2
2 +m2e2

= cos
[
arcsin

( α2√
α2

2 − α2
3

cos θ
)

+ β2

]

или

1

r
= −me

α2
2

+

√
m2e2 + 2mα1α2

2

α2
2

×

× cos
[
arcsin

( α2√
α2

2 − α2
3

cos θ
)

+ β2

]
. (3.76)
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Пример 3.13. Найти полный интеграл уравнения Гамильто-
на–Якоби в двумерном поле кулоновских сил.

Решение. Гамильтониан системы в полярных координатах
имеет вид

H(~p, ~q, t) = c

√
m2

0c
2 + p2

r +
p2
ϕ

r2
−m0c

2 − m0e

r
= 0, ~q ∈ R

2.

Запишем уравнение Гамильтона–Якоби

∂S

∂t
+ c

√
m2

0c
2 +

(∂S
∂r

)2

+
1

r2

(∂S
∂ϕ

)2

−m0c
2 − m0e

r
= 0.

Обозначим постоянную энергию через α3, постоянный импульс
pϕ через α2 и разделим переменные, положив

S(~q, t) = −α3t+ α2ϕ+ f(r).

Тогда для определения функции f(r) получим уравнение

c

√
m2

0c
2 +

(df
dr

)2

+
α2

2

r2
= m0c

2 − m0e

r
+ α3.

Отсюда

(df
dr

)2

=
(m2

0e
2

c2
− α2

2

) 1

r2
+ 2m0e

(
m0 +

α3

c2

)1

r
+ α3

(
m0 +

α3

c2

)
.

Полный интеграл имеет вид

S(~q, t) = −α3t+ α2ϕ+ (3.77)

+

∫ √(m2
0e

2

c2
− α2

2

) 1

r2
+ 2m0e

(
m0 +

α3

c2

)1

r
+ α3

(
m0 +

α3

c2

)
dr.

Пример 3.14. Методом Якоби найти траектории релятивист-
ского электрона в двумерном кулоновском поле.

Решение. По теореме Гамильтона–Якоби находим

∂S

∂α2
= −β2,

∂S

∂α3
= −β3,

∂S

∂ϕ
= pϕ = α2,

∂S

∂r
= pr.
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Обратимся к геометрическому интегралу

∫
α2dr

r2
√(

m2
0e

2

c2 − α2
2

)
1
r2 + 2m0e

(
m0 + α3

c2

)
1
r + α3

(
m0 + α3

c2

) =

= ϕ+ β2,

следующему из (3.77). Вычислим его, предположив, что

m2
0e

2

c2
− α2

2 < 0, α3 < 0.

Положим
1

r
= u =

u1 + u2

2
+
u1 − u2

2
S,

где u1, u2 – корни уравнения

(m2
0e

2

c2
− α2

2

)
u2 + 2m0γ

(
m0 +

α3

c2

)
u+ α3

(
m0 +

α3

c2

)
= 0.

Проинтегрировав, найдем

1

r
=
u1 + u2

2
+
u1 − u2

2
cos
[√

1− m2
0e

2

α2
2c

2
(ϕ+ β2)

]
.

Здесь c – скорость света в вакууме, поэтому

m2
0e

2

α2
2c

2
≪ 1.

Найдем приближенное выражение для периода

τr =
2π√

1− m2
0e

2

α2
2c

2

≡ 2π
(
1 +

m2
0e

2

α2
2c

2

)
.

Видно, что τr > 2π. Траекторию электрона можно приближен-
но представить в виде вращающегося эллипса (α3 < 0).



ГЛАВА 2

Приведение уравнений второго
порядка к каноническому виду

4. Классификация уравнений
второго порядка

� Уравнением в частных производных второго порядка с
двумя независимыми переменными x и y будем называть соот-
ношение между неизвестной функцией u и ее частными про-
изводными до второго порядка включительно

F (x, y, u, ux, uy, uxx, uxy, uyy) = 0. (4.1)

� Уравнение (4.1) называется линейным относительно стар-
ших производных, если его можно представить в виде

a11uxx + 2a12uxy + a22uyy + F (x, y, u, ux, uy) = 0, (4.2)

где aik = aik(x, y), i, k = 1, 2.
♦ Если aik = aik(x, y, u), то уравнение называется квазили-

нейным.
� Уравнение в частных производных второго порядка на-

зывается линейным, если оно линейно как относительно стар-
ших производных, так и относительно самой функции u и ее
первых производных

a11uxx + 2a12uxy + a22uyy + b1ux + b2uy + cu+ f = 0. (4.3)

Если f ≡ 0, то уравнение называется однородным.
Рассмотрим уравнение (4.2), линейное относительно стар-

ших производных. Сделаем в нем замену переменных

α = ϕ(x, y), β = ψ(x, y). (4.4)

♦ Мы хотим выбрать такие α, β, чтобы в новых переменных
уравнение (4.2) имело наиболее простой вид.

Найдем выражения для производных функции u по новым
переменным

ux = αxuα + βxuβ, uy = αyuα + βyuβ ;

uxx = α2
xuαα + 2αxβxuαβ + β2

xuββ + uααxx + uββxx; (4.5)

uxy = αxαyuαα + (αxβy + αyβx)uαβ+
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+βyβxuββ + uααxy + uββxy;

uyy = α2
yuαα + 2αyβyuαβ + β2

yuββ + uααyy + uββyy.

Подставим эти выражения в уравнение (4.2) и получим

ā11uαα + 2ā12uαβ + ā22uββ + F̄ (α, β, u, uα, uβ) = 0, (4.6)

где

ā11 = a11α
2
x + 2a12αxαy + a22α

2
y,

ā12 = a11αxβx + a12(αxβy + αyβx) + a22αyβy, (4.7)

ā22 = a11β
2
x + 2a12βxβy + a22β

2
y .

Потребуем, например, чтобы ā11 = 0 (или ā22 = 0). Тогда
для определения функций α(x, y) и β(x, y) необходимо решить
следующее дифференциальное уравнение в частных производ-
ных первого порядка:

a11z
2
x + 2a12zyzx + a22z

2
y = 0. (4.8)

� Уравнение (4.8) называется характеристическим уравне-
нием для квазилинейного уравнения второго порядка (4.2), а
кривая z(x, y) = C, где z = z(x, y) – непрерывно дифференци-
руемое решение (4.8), называется характеристической линией,
или характеристикой, уравнения (4.2).

Лемма 4.1. Если z = z(x, y) – частное решение уравнения
(4.8), удовлетворяющее условию

∂z

∂y
6= 0,

то z(x, y) = C – общий интеграл уравнения

a11dy
2 − 2a12dx dy + a22dx

2 = 0. (4.9)

Доказательство. Пусть z(x, y) – решение уравнения (4.8).
Тогда если уравнение z(x, y) = C разрешимо относительно
y = f(x,C), то по правилу дифференцирования функций, за-
данных неявно,

dy

dx
= −zx

zy

∣∣∣
y=f(x,C)

.
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Подставим эту производную в уравнение (4.9) и получим

a11

(dy
dx

)2

− 2a12
dy

dx
+ a22 =

=
[
a11

(
− zx
zy

)2

− 2a12

(
− zx
zy

)
+ a22

]∣∣∣
y=f(x,C)

= 0,

так как уравнение (4.8) справедливо для всех x, y в области,
где существует решение. Таким образом, лемма доказана.

Справедлива и обратная лемма.

Лемма 4.2. Если ϕ(x, y) = C – общий интеграл уравнения
(4.9), то функция z = ϕ(x, y) является частным решением
уравнения (4.8).

Доказательство аналогично.

Разрешив уравнение (4.9) относительно dy/dx, видим, что
оно распадается на два уравнения

dy

dx
=
a12 +

√
D

a11
,

dy

dx
=
a12 −

√
D

a11
, D = a2

12−a11a22, (4.10)

которые называются дифференциальными уравнениями ха-
рактеристик для (4.2).

В силу доказанных выше лемм общие интегралы уравнений
(4.10) ϕ(x, y) = C1 и ψ(x, y) = C2 определяют два семейства
характеристик уравнения (4.2).

♦ Непосредственной проверкой найдем

D̄ = ā2
12 − ā11ā22 = DJ2,

где

J = αxβy − βxαy =
∂(α, β)

∂(x, y)
6= 0

– якобиан перехода к новым координатам. Следовательно, за-
мена переменных (4.4) не меняет знака D.

� Уравнение (4.2) в точке M называется:
1) гиперболическим, если в этой точке D > 0;
2) эллиптическим, если в этой точке D < 0;
3) параболическим, если в этой точке D = 0.
� Уравнение (4.2) в области G называется гиперболиче-

ским (эллиптическим, параболическим), если оно принадле-
жит к гиперболическому (эллиптическому, параболическому)
типу в каждой точке области G.
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♦ Одно и то же уравнение может принадлежать к различ-
ным типам в разных точках области его определения (см. при-
мер 5.3).

5. Каноническая форма дифференциальных
уравнений второго порядка
с двумя независимыми переменными

♦ Рассмотрим область G, во всех точках которой уравне-
ние принадлежит к одному и тому же типу. Тогда из (4.10)
следует, что через каждую точку области G проходит две ха-
рактеристики, причем для гиперболического типа характери-
стики действительны и различны, для эллиптического типа
комплексны и различны, а для параболического типа действи-
тельны и совпадают.

1. Уравнения гиперболического типа

D > 0. Общие интегралы

ϕ(x, y) = C1 и ψ(x, y) = C2

определяют действительное семейство характеристик. Выбе-
рем новые переменные следующим образом:

α = ϕ(x, y), β = ψ(x, y),

тогда ā11 = ā22 = 0 и D̄ = ā2
12 = DJ2 > 0. Разделим левую и

правую части уравнения (4.6) на ā12 6= 0 и получим

uαβ + F̄ (α, β, u, uα, uβ) = 0. (5.1)

� Уравнение (5.1) называется уравнением гиперболическо-
го типа в первой канонической форме.

Сделаем в (5.1) замену

β =
ξ + η

2
, α =

ξ − η
2

.

Тогда

uα =
uξ + uη

2
, uβ =

uξ − uη
2

, uαβ =
uξξ − uηη

4
.
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Следовательно, (5.1) примет вид

uξξ − uηη + F (ξ, η, u, uξ, uη) = 0. (5.2)

� Уравнение (5.2) называется уравнением гиперболическо-
го типа во второй канонической форме.

2. Уравнения эллиптического типа

D < 0. Уравнения (4.9) имеют два комплексно сопряжен-
ных общих интеграла. Положим

α = ϕ(x, y), β = ϕ∗(x, y),

что дает
uαβ + F̄ = 0.

Введем вещественные переменные

β =
ξ + iη

2
, α =

ξ − iη
2

.

Получим
∂2u

∂ξ2
+
∂2u

∂η2
+ F (ξ, η, u, uξ, uη) = 0. (5.3)

� Уравнение (5.3) называется эллиптическим уравнением
в канонической форме.

3. Уравнения параболического типа

D = 0. Уравнения (4.10) совпадают, и существует только
один общий интеграл ϕ(x, y) = C. Положим

α = ϕ(x, y), β = ψ(x, y),

где ψ(x, y) – произвольная функция, не зависящая от ϕ(x, y).
В силу определения ā11 = 0, но так как из условия D = 0
следует, что

D̄ = ā2
12 − ā11ā22 = 0,

то
ā12 =

√
ā11ā22 = 0.

Таким образом, имеем

uββ + F (α, β, uα, uβ) = 0. (5.4)
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� Уравнение (5.4) называется параболическим уравнением
в канонической форме.

♦ Если F не зависит от uα, то уравнение (5.4) – обыкно-
венное дифференциальное уравнение, зависящее от α как от
параметра.

♦ В случае многих переменных классификация уравнений
не столь проста (более подробно см. [35]). Уравнения вида

n∑

i,j=1

gij(~x)
∂2u

∂xi∂xj
+ F (~x, u,∇u) = 0, ∇ =

∂

∂~x
, (5.5)

называются квазилинейными уравнениями второго порядка от
n переменных.

Вообще говоря, при n > 3 не существует замены перемен-
ных, приводящей коэффициенты gij к диагональному виду во
всем пространстве R

n
x (т.е. gij(~x) = gi(~x)δij , где δij – символ

Кронекера). Однако в любой наперед заданной точке обла-
сти изменения переменной ~x приведение к диагональному ви-
ду возможно. Причем число положительных, отрицательных
и нулевых коэффициентов gi(~x) не зависит от способа приве-
дения (закон инерции квадратичной формы). На этой основе
можно построить классификацию уравнения (5.5) в различ-
ных областях.

В дальнейшем нам встретятся уравнения трех типов:
1) эллиптического

n∑

k=1

∂2u

∂x2
k

+ F (~x, u,∇u) = 0;

2) гиперболического

∂2u

∂x2
1

−
n∑

k=2

∂2u

∂x2
k

+ F (~x, u,∇u) = 0;

3) параболического

n∑

k=2

∂2u

∂x2
k

+ F (~x, u,∇u) = 0.

В заключение сформулируем схему приведения урав-
нения (4.2) к каноническому виду:
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⇒ определить коэффициенты a11, a12, a22 в соответствии с
видом уравнения (4.2);

⇒ определить области знакопостоянства дискриминанта
D = a2

12−a11a22, в которых тип уравнения (4.2) сохраняет-
ся, и выяснить тип заданного уравнения в этих областях;

⇒ записать характеристическое уравнение (4.9) по коэффи-
циентам исходного уравнения a11dy

2−2a12dy dx+a22dx
2 =

0 и найти его первые интегралы ϕ(x, y) = C1, ψ(x, y) = C2;

⇒ записать формулы перехода от старых переменных (x, y) к
новым α = ϕ(x, y), β = ψ(x, y) по решениям характеристи-
ческого уравнения с учетом его типовых особенностей;

⇒ выразить производные по старым переменным через произ-
водные по новым переменным, согласно (4.5), и подставить
их в исходное уравнение;

⇒ выразить из (5.4) старые переменные через новые, т.е. най-
ти x = ϕ̄(α, β), y = ψ̄(α, β);

⇒ исключить в полученном выражении старые переменные с
помощью (5.4) и привести подобные слагаемые, что и при-
водит исходное уравнение к одной из канонических форм.

После вышеописанных упрощающих преобразований исходно-
го уравнения получается каноническая форма, допускающая
в частных случаях нахождение общего решения. Частные ме-
тоды нахождения общих решений рассмотрены ниже на кон-
кретных примерах.

Пример 5.1. Найти общее решение уравнения

3uxx + 14uxy + 8uyy = 0. (5.6)

Решение. 1. Составим характеристическое уравнение

3dy2 − 14dy dx + 8dx2 = 0

или

3
(dy
dx

)2

− 14
dy

dx
+ 8 = 0.

Разрешив полученное уравнение относительно dy/dx, найдем

dy

dx
=

14±
√
D

6
, D = 196− 4 · 3 · 8 = 100 > 0.

Следовательно, уравнение (5.6) – гиперболического типа на
всей плоскости. Проинтегрировав полученные характеристи-



5. Каноническая форма уравнений второго порядка 403

ческие уравнения, найдем

dy

dx
= 4,

dy

dx
=

2

3
, C1 = y − 4x, C2 = y − 2

3
x.

2. Сделаем замену переменных

α = y − 4x, β = y − 2

3
x.

Получим

αx = −4, αy = 1, αxx = αxy = αyy = 0,

βx = −2

3
, βy = 1, βxx = βxy = βyy = 0.

Тогда

ux = uααx + uββx = −4uα −
2

3
uβ ,

uy = uααy + uββy = uα + uβ ,

uxx = uαxαx + uααxx + uβxβx + uββxx =

= αx(uαααx + uαββx) + uααxx +

+βx(uβααx + uβββx) + uββxx =

= 16uαα +
16

3
uαβ +

4

3
uββ.

Аналогично

uxy = −4uαα −
14

3
uαβ −

2

3
uββ,

uyy = uαα + 2uαβ + uββ.

3. Подставим полученные выражения для частных произ-
водных в исходное уравнение и получим

−100

3
uβα = 0

или
uβα = 0.

Следовательно, общее решение уравнения (5.6) имеет вид

u(α, β) = p(α) + q(β),

где p(α), q(β) – произвольные функции. Возвратившись к ис-
ходным переменным, запишем

u(x, y) = p(y − 4x) + q(y − 2x/3).
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Пример 5.2. Привести к каноническому виду и найти общее
решение уравнения

yuxx + x(2y − 1)uxy − 2x2uyy −
y

x
ux = 0.

Решение. Задача разбивается на две части:
1) Приведение к каноническому виду
Сравнив исходное уравнение с уравнением общего вида (4.2),

находим коэффициенты

a11 = y, a12 = 0,5x(2y − 1), a22 = −2x2.

Так как

D = a2
12 − a11a22 = x2(y − 0,5)2 + 2x2y = x2(y + 0,5)2 > 0

на всей плоскости (за исключением x = 0 или y = −0,5), то
исходное уравнение относится к гиперболическому типу. Со-
гласно (4.10), запишем два характеристических уравнения

dy

dx
=
a12 ±

√
D

a11
=
x(y − 0,5)± x(y + 0,5)

y
.

Разделим переменные в каждом уравнении. После интегриро-
вания имеем два общих интеграла

C1 = y − x2, C2 = y2 + x2,

которые и определят новые переменные

α = ϕ(x, y) = y − x2, β = ψ(x, y) = y2 + x2. (5.7)

По формулам (4.5) выразим все производные от функции u
по старым переменным через производные от u по новым пе-
ременным. Подставив их в исходное уравнение, получим до-
статочно громоздкое выражение. Однако, если все выкладки
сделаны правильно, то большая часть слагаемых взаимно уни-
чтожится и останется очень простое уравнение

uαβ +
2

1 + 4y + 4y2
uβ = 0.
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Последнее, что необходимо, – выразить оставшуюся старую
переменную y через новые. В данном случае это легко сделать
с помощью соотношения (5.7). Действительно,

α+ β = y + y2.

Тогда

uαβ +
2

1 + 4(α+ β)
uβ = 0. (5.8)

Это и есть искомая каноническая форма исходного уравнения.
Заметим, что из всех производных второго порядка осталась
только смешанная производная, как и должно быть для урав-
нения гиперболического типа.

2) Нахождение общего решения
По некоторой аналогии с обыкновенными дифференциаль-

ными уравнениями можно заметить, что уравнение (5.8) до-
пускает понижение порядка, если ввести новую функцию v
следующим образом:

v = uβ .

Тогда (5.8) относительно новой функции перепишется в виде

vα +
2

1 + 4(α+ β)
v = 0.

Для нахождения общего решения полученного дифференци-
ального уравнения первого порядка в частных производных
запишем, согласно (1.6), систему характеристических уравне-
ний

dα

0
=
dβ

1
=

dv

−2v/[1 + 4(α+ β)]

или

dα = 0,

dβ

1 + 4(α+ β)
= −1

2

dv

v
.

Интегрирование первого уравнения дает α = a1, где a1 – про-
извольная постоянная. С учетом этого второе уравнение при-
мет вид

dβ

1 + 4(a1 + β)
= −1

2

dv

v
.
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При его интегрировании появляется вторая произвольная кон-
станта a2

1

2
ln(1 + 4[a1 + β]) = − ln v + ln a2.

Таким образом, характеристическая система имеет два первых
интеграла

a1 = α,

a2 = v
√

1 + 4(α+ β),

и общее решение исходного уравнения имеет вид

Φ(α, v
√

1 + 4(α+ β)) = 0,

где Φ(α, ω) – произвольная функция двух переменных. По-
скольку функция v(α, β) входит только в одну переменную

функции Φ(α, v
√

1 + 4(α+ β)), решение можно записать в яв-
ной форме

v
√

1 + 4(α+ β) = C1(α) или v(α, β) =
C1(α)√

1 + 4(α+ β)
,

где C1(α) – произвольная функция переменной α. С учетом
этого уравнение (4.8) можно записать в виде

uβ = v =
C1(α)√

1 + 4(α+ β)
.

Для нахождения решения этого уравнения вновь запишем ха-
рактеристическую систему уравнений

dα

0
=
dβ

1
=

du

C1(β)/
√

1 + 4(α+ β)

или

dβ = 0,

C1(α)dα

1 + 4(α+ β)
= du.

Интегрирование первого уравнения дает β = b1, где b1 – про-
извольная постоянная. В результате второе уравнение примет
вид

C1(α)dα

1 + 4(α+ b1)
= du.
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Интегрирование этого уравнения дает вторую произвольную
константу b2:

α∫

0

C1(z)dz√
1 + 4(z + b1)

= u+ b2.

Таким образом, характеристическая система имеет два первых
интеграла

b1 = β,

b2 =

α∫

0

C1(z)dz√
1 + 4(z + β)

− u,

и общее решение исходного уравнения имеет вид

Φ

(
β,

α∫

0

C1(z)dz√
1 + 4(z + β)

− u
)

= 0,

где Φ(β, ω) – произвольная функция двух переменных. По-
скольку функция u(α, β) входит только в одну переменную
функции Φ, то решение можно записать в явной форме

α∫

0

C1(z)dz√
1 + 4(β + z)

− u = C2(β)

или

u(α, β) =

α∫

0

C1(z)dz√
1 + 4(β + z)

+ C2(β)

где C2(β) – произвольная функция переменной β. Возвраща-
ясь к исходным переменным (4.7), получим общее решение

u(x, y) =

x2+y2∫

0

C1(z)dz√
1 + 4(y − x2 + z)

+ C2(y − x2).

Описанная выше процедура нахождения общего решения
уравнения (5.8) может быть упрощена, если использовать ана-
логию с обыкновенным дифференциальным уравнением пер-
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вого порядка при условии постоянства β. Действительно, раз-
делив переменные в уравнении

vβ +
2

1 + 4(α+ β)
v = 0

и проинтегрировав последнее уравнение при условии α = cоnst,
получим

v(α, β) =
C1(α)√

1 + 4(α+ β)
,

где C1 – постоянная интегрирования, т. е. не зависит от пе-
ременной интегрирования α, но может произвольным образом
зависеть от параметра β. Возвратившись к функции u(α, β),
получим

uβ =
C1(β)√

1 + 4(α+ β)
.

Проинтегрировав это равенство по β при фиксированном α,
найдем

u(α, β) =

β∫

0

C1(z)dz√
1 + 4(α+ z)

+ C2(α).

Возвратившись к исходным переменным, получим общее ре-
шение

u(x, y) =

x2+y2∫

0

C1(z)dz√
1 + 4(y − x2 + z)

+ C2(y − x2).

Пример 5.3. Привести к каноническому виду и найти общее
решение уравнения

sign y uxx + 2uxy + uyy = 0, sign y =

{
1, y > 0;
0, y = 0;
−1, y < 0.

Решение. Поскольку коэффициенты a11 = sign y, a12 = 1,
a22 = 1, то

D = a2
12 − a11a22 = 1− sign y =

{
0, y > 0;
1, y = 0;
2, y < 0,
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и исходное уравнение параболично в верхней полуплоскости
(y > 0) и гиперболично в оставшейся области (y 6 0). В
силу этого приходится рассматривать эти области отдельно.
Случаи гиперболического типа рассматриваются аналогично
примеру 1. Рассмотрим случай параболического типа (y > 0,
sign y = 1, a11 = 1, ∆ = 0).

1) Приведение к каноническому виду
Согласно (4.10), имеем одно характеристическое уравнение

с общим интегралом C = y− x, который и определяет одну из
двух новых переменных, например α = y−x. Тогда в качестве
другой новой переменной β может быть выбрана любая функ-
ция от x, y, независимая от α = y − x. Для простоты выберем
β = x. Тогда, согласно (4.5), получаем каноническую форму
уравнения в области параболичности

uββ = 0.

2) Нахождение общего решения
Применим подстановку v = uβ, понижающую порядок урав-

нения, тогда vβ = 0, решением которого является произволь-
ная функция от α, откуда v = p(α). Проинтегрировав послед-
нее уравнение по переменной β, получим

u(α, β) = p(α)β + q(α),

где q(α) – еще одна произвольная функция по переменной α.
Возвратившись к исходным переменным, получим общее ре-
шение в виде

u(x, y) = xp(y − x) + q(y − x).

Отметим, что в области параболичности имеется только одно
характеристическое уравнение. Поэтому однозначно опреде-
ляется только одна переменная, тогда как другая может быть
выбрана произвольно. Такой произвол порождает целый на-
бор решений u(x, y), например выбор α = y − x, β = y + x
приводит к общему решению вида

u(x, y) = (x+ y)p(y − x) + q(y − x).

Пример 5.4. Найти общее решение уравнения

uxy + ux + uy + u = 0.



410 Глава 2. Приведение уравнений к каноническому виду

Решение. Поскольку уравнение уже записано в канонической
форме, задача сводится только к нахождению общего реше-
ния. Порядок уравнения можно понизить, введя новую функ-
цию
v = uy + u. Тогда исходное уравнение примет вид

vx + v = 0.

Его решение записывается как

v(x, y) = ϕ(y)e−x,

где ϕ(y) – произвольная функция от y. Возвратившись к функ-
ции u(x, y), имеем

uy + u = e−xϕ(y), (5.9)

т.е. линейное по u, uy уравнение. По аналогии с методом Бер-
нулли для обыкновенных дифференциальных уравнений ре-
шение уравнения (5.9) будем искать в виде

u(x, y) = a(x, y)b(x, y), (5.10)

где a(x, y) и b(x, y) – некоторые функции, одну из которых
можно выбрать произвольно. Подставив (5.10) в (5.9), получим

ayb+ aby + ab = e−xϕ(y).

Положив
ay + a = 0,

для определения функции b(x, y) найдем

aby = e−xϕ(y).

Из первого уравнения имеем

a = e−y,

а из второго
by = ey−xϕ(y).

После интегрирования получим

b(x, y) =

∫
ey−xϕ(y)dy + g(x).
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Здесь g(x) – произвольная функция. Возвратившись к функ-
ции u(x, y), находим

u(x, y) = a(x, y)b(x, y) = e−y
[
e−x

∫
eyϕ(y)dy + g(x)

]

или
u(x, y) = e−xq(y) + e−yg(x).

Здесь вместо ϕ(y) введена новая произвольная функция

q(y) = e−y
∫
eyϕ(y)dy.

Таким образом, общее решение имеет вид

u(x, y) = e−xq(y) + e−yg(x),

где q(y) и g(x) – произвольные функции переменных y и x
соответственно.

Пример 5.5. Решить задачу Коши

yuxx + x(2y − 1)uxy − 2x2uyy −
y

x
ux = 0,

u(x, 0) = x2, uy(x, 0) = 1.

Решение. Общее решение этого уравнения получено в при-
мере 5.2 и имеет вид

u(x, y) =

y2+x2∫

0

p(z)dz√
1/4 + y − x2 + z

+ q(y − x2), (5.11)

где p(z) и q(ω) – произвольные функции. Начальные усло-
вия позволяют конкретизировать эти функции. Найдем част-
ную производную uy(x, y). Для этого нам потребуется форму-
ла дифференцирования интегралов, зависящих от параметра:

d

dy

( f(y)∫

g(y)

p(y, z)dz
)

=

f(y)∫

g(y)

∂p(y, z)

∂y
dz+

+f ′(y)p(y, f(y))− g′(y)p(y, g(y)). (5.12)
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В нашем случае это дает

uy(x, y) =

y2+x2∫

0

(
− 1

2

) p(z)dz

(1/4 + y − x2 + z)3/2
+

+2y
p(y2 + x2)√

1/4 + y − x2 + z
+ q′(y − x2). (5.13)

Здесь и ниже штрих означает производную по аргументу со-
ответствующей функции. Положив y = 0 в самой функции
u(x, y) и производной uy(x, y) и приравняв их, согласно на-
чальным условиям, x2 и 1, получим систему для определения
функций p, q, т.е.

x2∫

0

p(z)dz√
1/4− x2 + z

+ q(−x2) = x2, (5.14)

−1

2

x2∫

0

p(z)dz

(1/4 + y − x2 + z)
3/2

+ q′(−x2) = 1. (5.15)

Для нахождения решения продифференцируем уравнение
(5.14) по переменной x. С учетом (5.12) получим

x

x2∫

0

p(z)dz
(

1
4 + y − x2 + z

)3/2 + 2x
p(x2)√

1/4− x2 + x2
− 2xq′(−x2) = 2x

или

1

2

x2∫

0

p(z)dz

(1/4 + y − x2 + z)
3/2

+ 2p(x2)− q′(−x2) = 1.

Последнее уравнение сложим с уравнением (5.15) и получим

2p(x2) = 2,

откуда p(x2) = 1 и соответственно p(z) = 1. Подставив най-
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денное значение p(z) в (5.14), находим функцию

q(−x2) = x2 −
x2∫

0

dz√
1/4− x2 + z

= x2 − 2

√
1

4
− x2 + z

∣∣∣∣
x2

0

=

= x2 − 1
[1
2
−
√

1

4
− x2

]
= x2 − 1 +

√
1− 4x2.

Следовательно,

q(y − x2) = −(y − x2)− 1 +
√

1− 4(y − x2).

Возвратившись к общему решению u(x, y) и подставив вы-
численные значения

p(z) = 1, q(y − x2) = −(y − x2)− 1 +
√

1− 4(y − x2),

после интегрирования найдем

u(x, y) =

=

y2+x2∫

0

p(z)dz√
1/4 + y − x2 + z

− (y − x2)− 1 +
√

1− 4(y − x2) =

= 2

√
1

4
+ y − x2 + z

∣∣∣∣
y2+x2

0

− y + x2 − 1 +
√

1− 4(y − x2) =

= 1 + 2y −
√

1− 4(y − x2)− y + x2 − 1 +
√

1− 4(y − x2),

т.е. получили частное решение

u(x, y) = x2 + y,

удовлетворяющее начальным условиям.
Окончательно решение задачи Коши имеет вид

u(x, y) = x2 + y.

Легко проверить, что данная функция удовлетворяет как урав-
нению, так и начальным условиям.

Пример 5.6. Найти решение задачи Коши

uxy + ux + uy + u = 0,

u(x, y)
∣∣
y=3x

= 0, uy(x, y)
∣∣
y=3x

= e−4x.
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Решение. Общее решение уравнения получено в примере 5.4
и имеет вид

u(x, u) = e−xq(y) + e−yg(x). (5.16)

Из начальных условий определим функции p(x), q(x). Пред-
варительно вычислим uy:

uy(x, u) = e−xq′(y)− e−yg(x).

Затем, положив y = 3x и подставив u и uy в начальные усло-
вия, получим систему уравнений для определения функций
g(y), q(x)

u(x, y)
∣∣
y=3x

= e−xq(3x) + e−3xg(x) = 0; (5.17)

uy(x, y)
∣∣
y=3x

= e−xq′(3x)− e−3xg(x) = e−4x. (5.18)

Здесь штрих означает производную по аргументу 3x, т.е.

q′(3x) =
dq(3x)

d(3x)
.

Сложив уравнения (5.17) и (5.18), имеем

e−x[q(3x) + q′(3x)] = e−4x,

откуда
q(3x) = e−3x(3x+ C),

где C – произвольная константа. Соответственно

q(z) = (z + C)e−z. (5.19)

Подставив (5.19) в (5.16), находим

g(x) = −e−x[3x+ C]. (5.20)

Возвратившись к u(x, y) (5.12), с учетом (5.20) получим

u(x, y) = e−(x+y)(y+C)−e−ye−x(3x+C) = e−(x+y)(y+C−3x−C).

Таким образом, решение задачи Коши имеет вид

u(x, y) = e−(x+y)(y − 3x).



ГЛАВА 3

Уравнения с частными производными
в физических задачах

6. Линейная цепочка

Рассмотрим предельный переход от механики системы ма-
териальных точек к механике распределенной массы.

В качестве примера представим себе линейную цепочку, со-
стоящую из N одинаковых материальных точек массы m каж-
дая, соединенных пружинами. Пусть эти пружины обладают
одинаковыми коэффициентами жесткости k (рис. 40). Пред-
положим, что в состоянии равновесия цепочка имеет длину
l, а расстояния между соседними точками одинаковы и рав-
ны a. При отклонении от положения равновесия допускаются
только одномерные движения по отрезку. Граничные точки
будем считать неподвижными. На j-ю точку действуют силы

упругости ~F1 и ~F2, направленные в противоположные сторо-
ны и, согласно закону Гука, по модулю равные (см. рис. 40)
F1 = k(uj+1 − uj) и F2 = k(uj − uj−1), где uj – смещение j-
й точки. В результате второй закон Ньютона для j-й точки
имеет вид

müj = k(uj+1 − uj)− k(uj − uj−1), j = 2, N − 1, (6.1)

u1 = uN = 0.

Для того чтобы перейти к непрерывному распределению мас-
сы по цепи, рассмотрим предел a→ 0, m→ 0 при условии, что
линейная плотность ρ = m/a и модуль Юнга E = ka остаются
конечными. Поскольку размер цепи при этом не меняется, то
число точек N стремится к бесконечности. В этом пределе но-
мер точки j заменяется непрерывной величиной x, задающей
положение точки на отрезке, т.е. j → x. Расстояние a между
соседними точками заменяется дифференциалом, т.е. a→ dx.
В результате смещение uj(t) становится функцией двух пере-

Рис. 40
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менных x и t. При этом

uj − uj−1 → a
∂u

∂x
,

(uj+1 − uj)− (uj − uj−1)→ a2 ∂
2u

∂x2
.

Система уравнений (6.1) в этом пределе переходит в уравнение
в частных производных для функции u(x, t)

ρ
∂2u

∂t2
= E

∂2u

∂x2
, u|x=0 = u|x=l = 0. (6.2)

Полученное уравнение описывает продольные волны, распро-
страняющиеся в стержне со скоростью

√
E/ρ (подробности

см. в разделе, посвященном продольным колебаниям упругого
стержня).

7. Уравнения колебаний струны

Рассмотрим твердое тело, продольные размеры которого
значительно больше поперечных (l ≫ a, где l – длина, а a
– максимальный поперечный размер тела). Пренебрегая по-
перечными размерами тела, приходим к понятию струны как
идеального одномерного объекта. Если сила натяжения, дей-
ствующая на это тело, значительно больше силы сопротивле-
ния при изгибе, то последней можно пренебречь, т.е. струну
можно считать идеально гибкой.

Пусть положение струны в состоянии покоя совпадает с
осью Ox. Допустим, что струна под влиянием поперечных сил
движется в одной плоскости xOu, где под u будем понимать
отклонение струны от положения равновесия в точке с коор-
динатой x в момент времени t. Тогда соотношение u = u(x, t)
определяет профиль струны в плоскости xOu в момент време-
ни t. Наша задача состоит в том, чтобы составить уравнение,
которому удовлетворяет функция u = u(x, t). Будем предпо-
лагать, что струна является упругой, т.е. подчиняется закону
Гука: изменение силы натяжения пропорционально изменению
длины струны.

Обозначим через ρ(x) и F (x, t) линейную плотность стру-
ны и линейную плотность внешних поперечных сил соответ-
ственно. Так как струна не сопротивляется изгибу, то сила

натяжения ~T (x, t) в точке x в момент времени t направлена по
касательной к струне (см. рис. 41).
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Рис. 41

Связь между длиной элемента струны в положении равно-
весия dx и длиной dl элемента струны, выведенной из положе-
ния равновесия, выражается известным соотношением

dl =

√
1 +

(∂u
∂x

)2

dx.

Если в этом соотношении величину

∂u

∂x
= tgα(x)

считать малой и пренебречь величинами высшего порядка ма-
лости по сравнению с ней, то dl ≈ dx. Это означает, что в рам-
ках сделанных предположений длина струны в процессе коле-
бания практически не изменяется, так как удлинение струны
пренебрежимо мало (бесконечно малая более высокого поряд-
ка) по сравнению с первоначальной длиной, и мы им прене-
брегаем. Отсюда, согласно закону Гука, сразу следует утвер-

ждение, что сила натяжения ~T (x, t) может изменять только

свое направление (по касательной), тогда как модуль |~T (x, t)|
– величина постоянная, не зависящая от x и t, т.е. |~T (x, t)| =
T0 = const.

Заметим, что в рамках сделанных предположений справед-
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ливы соотношения

sinα =
tgα√

1 + tg2 α
=
∂u

∂x

/√
1 +

(∂u
∂x

)2

≈ ∂u

∂x
,

cosα =
1√

1 + tg2 α
= 1
/√

1 +
(∂u
∂x

)2

≈ 1.

(7.1)

На элемент струны (x, x + dx) массой dm = ρ(x)dx дей-

ствуют силы натяжения ~T (x+ dx, t)− ~T (x, t) и внешние силы
~F (x, t)dx [плотность ~F (x, t) на интервале dx можно считать
постоянной (см. рис. 41)]. Их сумма, согласно второму закону
Ньютона, определяет ускорение ∂2u(x, t)/∂t2 этого элемента
струны. Проекция действующих сил на ось Ox с учетом (7.1)
дает

T0 cos(α(x+ dx)) − T0 cos(α(x)) ≈ T0 − T0 = 0,

а на ось Ou

T0 sin(α(x + dx)) − T0 sin(α(x)) + F (x, t)dx = ρ(x)
∂2u(x, t)

∂t2
dx,

откуда с учетом соотношения

sin(α(x + dx))− sin(α(x))

dx
≈

≈ ∂u(x+ dx, t)/∂x− ∂u(x, t)/∂x
dx

=
∂2u(x, t)

∂x2

получим уравнение

ρ(x)
∂2u(x, t)

∂t2
= T0

∂2u(x, t)

∂x2
+ F (x, t), (7.2)

которое называется уравнением малых поперечных колебаний
струны. При F (x, t) 6≡ 0 колебания называют вынужденными,
а при F (x, t) ≡ 0 – свободными.

Если плотность струны постоянна, то, обозначив

a2 =
T0

ρ
, f =

F

ρ
,

можно записать уравнение (7.2) в виде

∂2u

∂t2
= a2 ∂

2u

∂x2
+ f, (7.3)
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в котором его рассматривали Эйлер и Даламбер еще в 18-м ве-
ке. Позднее мы увидим, что уравнения вида (7.3) будут возни-
кать при решении других физических задач, поэтому незави-
симо от физического смысла величины u(x, t) уравнение (7.3)
будем также называть одномерным волновым уравнением.

Отметим, что решение уравнения (7.2) как уравнения в
частных производных второго порядка не единственно, по-
скольку обычно содержит две произвольные функции. Для
однозначного описания процесса колебаний струны уравнение
(7.2) дополняется некоторыми условиями, вытекающими из
физической постановки задачи. При этом, как правило, для
уравнения колебания струны (7.2) ограничиваются следующи-
ми условиями.

1. Задача Коши
Если из физических соображений поведение граничных то-

чек струны заранее не оговаривается (например, струна беско-
нечно длинная), то однозначное решение может быть получено
при задании начальных условий

u(x, t)|t=0 = ϕ(x),
∂u(x, t)

∂t

∣∣∣
t=0

= ψ(x), (7.4)

определяющих смещения и скорости (импульсы) всех точек
струны в начальный момент времени.

� Задача о нахождении решения уравнения (7.2), удовле-
творяющего начальным условиям (7.4), называется задачей
Коши.

2. Смешанная задача
Если поведение граничных точек струны (расположенных,

например, в точках a и b, так что длина струны l = b − a)
оговорено заранее, то задача Коши должна быть дополнена
граничными условиями. Рассмотрим три основных (классиче-
ских) типа граничных условий:
a) граничные условия первого рода: граничная точка стру-

ны движется по определенному закону, т.е. u(x, t)|x=a =
= µ(t); естественно, что µ(t) = 0 соответствует жесткому
закреплению точки a (т.е. точка a неподвижна);

б) граничные условия второго рода: на граничную точку
действует заданная сила ν(t), тогда

T0 sinα|x=a ≈ T0∂u/∂x|x=a = ν(t),

откуда
∂u

∂x

∣∣∣
x=a

=
ν(t)

T0
,
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т.е. при ν(t) = 0 конец x = a струны движется свободно (не
закреплен);

в) граничные условия третьего рода: граничная точка
струны закреплена упруго с коэффициентом жесткости за-
крепления h, тогда в соответствии с законом Гука

(
T0
∂u

∂x
+ hu

)∣∣∣
x=a

= 0.

Аналогично задается поведение второй граничной точки
x = b. Если x = b → ∞, получается задача для полубеско-
нечной струны ]a,∞[ с одним только граничным условием.

� Задача о нахождении решения уравнения (7.2) с учетом
начальных (7.4) и любого из граничных а), б), в) условий на-
зывается смешанной задачей.

♦ Приведенная классификация граничных условий явля-
ется классической и исчерпывает большую часть физических
задач. Аналогичные граничные условия возникают в других
физических задачах, приводящих к одномерному волновому
уравнению. Поэтому независимо от физического смысла усло-
вия а), б), в) называют граничными условиями первого, вто-
рого и третьего вида соответственно.

Граничные условия, не укладывающиеся в классическую
схему, могут быть получены выделением отрезков, примыка-
ющих к концам стержня ]a, a + dx[ или ]b − dx, b[, и записью
уравнений движения для них, как это делалось при выводе
уравнения.

3. Краевая задача

Влияние начальных условий в процессе колебаний струны
может со временем ослабевать (например, за счет сил сопро-
тивления), и с некоторого момента этот процесс практически
полностью определяется только граничными условиями. Та-
ким образом, на больших временах начальные условия (7.4)
становятся несущественными, и задача о нахождении реше-
ния уравнения (7.3) для a 6 x 6 b, t → ∞, становится чисто
краевой. Краевые задачи в зависимости от выбора граничных
условий а), б) или в) называются первой, второй и третьей
краевой задачей.

В такой постановке можно выделить три типа важных за-
дач: нахождение уравнения равновесия струны под действием
стационарных внешних сил и задачи о собственных и вынуж-
денных колебаниях струны. В первом случае задача сводится
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к решению обыкновенного дифференциального уравнения

a2 d
2u(x)

dx2
+ f(x) = 0.

Если решение задачи о свободных колебаниях искать в ви-
де периодической функции

u(x, t) = v(x) sinωt или u(x, t) = v(x) cosωt,

то для амплитуды v(x) получим уравнение

d2v(x)

dx2
+
ω2

a2
v(x) = 0, (7.5)

называемое уравнением на собственные колебания струны, для
однозначного решения которого достаточно только граничных
условий. Задача о нахождении нетривиальных решений урав-
нения (7.5), удовлетворяющих заданным граничным услови-
ям, является частным случаем краевой задачи. Легко заме-
тить, что в математическом плане она сводится к задаче на
собственные значения (собственные частоты ωn) и собствен-
ные функции (см. разд. «Задача Штурма–Лиувилля»), опре-
деляющей амплитуды vn(x).

Для вынужденных колебаний струны, когда вынуждаю-
щая сила f(x, t) является периодической с частотой ν и ам-
плитудой a2f(x), т.е.

f(x, t) = a2f(x) sin νt, f(x, t) = a2f(x) cos νt, (7.6)

решение можно искать как функцию с неизвестной амплиту-
дой v(x) и частотой, равной частоте вынуждающей силы, т.е.

u(x, t) = v(x) sin νt или u(x, t) = v(x) cos νt. (7.7)

После подстановки соотношений (7.6) и (7.7) в уравнение (7.3)
получаем для функции v(x) стационарное уравнение

d2v(x)

dx2
+
ν2

a2
v(x) = −f(x), (7.8)

описывающее вынужденные колебания струны и являющееся,
как мы увидим в дальнейшем, одномерным аналогом уравне-
ния Гельмгольца. Естественно, что однозначное решение урав-
нения (7.8) определяется только граничными условиями, одна-
ко характер решения существенным образом зависит от соот-
ношения частоты вынуждающей силы ν и собственных частот
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струны ωn. В случае совпадения ν с одной из собственных ча-
стот ωn возникает хорошо известный из курса общей физики
эффект резонанса.

В заключение отметим, что учет конкретных внешних сил
(сопротивления среды, силы тяжести и др.) может быть есте-
ственным образом проведен при выводе уравнения колебаний
в полном соответствии с физической постановкой задачи. С
другой стороны, трудности построения гладких решений диф-
ференциальных уравнений с кусочно-непрерывными распре-
делениями физических характеристик (ρ(x), F (x) и др.), мо-
гут быть преодолены на основе понятия обобщенных решений
в классе обобщенных функций (см. разд. «Обобщенные функ-
ции»).

♦ Вывод уравнения колебаний струны сопровождается ря-
дом механических и геометрических предположений. Вопрос
о том, насколько точно уравнение описывает физический про-
цесс, может быть решен только сравнением результатов, по-
лученных при решении уравнения, и экспериментальных дан-
ных. Аналогичная ситуация имеет место и для других диффе-
ренциальных уравнений.

8. Уравнение продольных колебаний
струн и стержней

Уравнения продольных колебаний для пружин, струн и
стержней записываются одинаково. Однако более наглядно эта
задача может быть рассмотрена на примере упругого стержня.
Стержнем мы будем называть твердое тело, поперечные раз-
меры которого достаточно малы по сравнению с продольными
(для струны они пренебрежимо малы). При выводе уравнения
будем предполагать, что натяжения, возникающие в процессе
колебаний, подчиняются закону Гука. По сути дела, условия,
обеспечивающие выполнение закона Гука (упругое растяже-
ние), и определяют область применения искомого уравнения.

Пусть координатная ось Ox совпадает с направлением про-
дольной оси упругого стержня. Под продольными колебани-
ями будем понимать смещение поперечных (перпендикуляр-
ных оси Ox) сечений стержня S(x) вдоль оси Ox (рис. 42),
причем рассматриваемые поперечные сечения в процессе сме-
щения остаются плоскими и ортогональными оси Ox. Послед-
нее допущение вполне оправдано в предположении о линейных
размерах стержня.

Обозначим через u(x, t) отклонение в момент времени t то-



8. Уравнение продольных колебаний струн и стержней 423

Рис. 42

го сечения стержня S(x), которое, находясь в покое, имело
абсциссу x. Выбранная таким образом геометрическая коорди-
ната x называется переменной Лагранжа. Такой выбор вполне
естественен, но не единствен. Так, например, в качестве гео-
метрической координаты можно выбрать величину X = x+u,
называемую эйлеровой координатой (о связи лагранжевых и
эйлеровых координат см. [62]).

Пусть ρ = ρ(x) – плотность стержня в невозмущенном со-
стоянии; F = F (x, t) – объемная плотность внешних сил, дей-
ствующих строго вдоль оси Ox; E = E(x) – модуль упругости
Юнга; T = T (x, t) – натяжение.

Подсчитаем относительное удлинение элемента (x, x + dx)
в момент времени t. Поскольку координаты концов этого от-
резка в момент времени t имеют значения

[x+ u(x, t);x+ dx+ u(x+ dx, t)],

то относительное удлинение равно (см. рис. 42)

{[x+ dx+ u(x+ dx, t)]− [x+ u(x, t)]} − {(x+ dx)− x}
dx

=

=
u(x+ dx, t)− u(x, t)

dx
=
∂u(x, t)

∂x
.

Учтя, что натяжение T (x, t) пропорционально относительному
удлинению, находим

T (x, t) = E(x)
∂u(x, t)

∂x
. (8.1)

Рассмотрим элемент стержня dV = S(x)dx, заключенный
между сечениями S(x) и S(x + dx). Пусть приращение dx та-
ково, что в этом элементе функции S(x), F (x, t), ρ(x) можно
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считать постоянными. Тогда вдоль оси Ox действуют силы на-
тяжения F1(x, t) = T (x, t)S(x) и F2(x, t) = T (x+dx, t)S(x+dx),
направленные в противоположные стороны, и внешняя сила
F3(x, t) = F (x, t)S(x)dx. Согласно закону Ньютона, элемент
стержня dV массой dm = ρ(x)S(x)dx приобретает ускорение
∂2u(x, t)/∂t2 такое, что величина

ρ(x)S(x)
∂2u(x, t)

∂t2
dx

равна сумме всех сил, действующих на него в направлении
перемещения, т.е.

ρ(x)S(x)
∂2u(x, t)

∂t2
dx =

= [T (x+ dx, t)S(x+ dx, t) − T (x, t)S(x, t)] + S(x, t)F (x, t)dx.

Тогда с учетом (8.1)

(TS)(x+ dx, t) − (TS)(x, t)

dx
=

=
(ES ∂u∂x )(x+ dx, t)− (ES ∂u∂x )(x, t)

dx
=
∂
(
E(x)S(x)∂u(x,t)

∂x

)

∂x

получим дифференциальное уравнение продольных колебаний
стержня

ρ(x)S(x)
∂2u(x, t)

∂t2
=

∂

∂x

(
S(x)E(x)

∂u(x, t)

∂x

)
+ S(x)F (x, t). (8.2)

Для стержня или струны постоянного сечения S(x) = const из
уравнения (8.2) получим

ρ(x)
∂2u(x, t)

∂t2
=

∂

∂x

(
E(x)

∂u(x, t)

∂x

)
+ F (x, t). (8.3)

Если к тому же стержень или струна однородны, т.е. ρ(x),
E(x) постоянны, то уравнение (8.3) упростится еще больше и
примет вид

∂2u(x, t)

∂t2
= a2 ∂

2u(x, t)

∂x2
+ f(x, t), (8.4)
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где a2 = E/ρ, f(x, t) = F (x, t)/ρ, полностью совпадающий с
видом (7.3) одномерного волнового уравнения. Поэтому поста-
новка дополнительных условий для нахождения однозначного
решения уравнения (8.4) полностью совпадает с постановкой
аналогичных условий для уравнения (7.3).

Уравнения (7.3), (8.4) как уравнения в частных производ-
ных второго порядка могут быть записаны в виде системы
двух дифференциальных уравнений первого порядка. Действи-
тельно, положив в (8.4)

W (x, t) =
∂u(x, t)

∂t
, T (x, t) = E(x)

∂u(x, t)

∂x
,

получим 




∂W

∂x
=

1

E

∂T

∂t
,

∂T

∂x
= ρ

∂W

∂t
.

(8.5)

Как уже упоминалось, область применимости уравнения (8.4),
ограниченная применимостью закона Гука, может быть рас-
ширена посредством использования более общей зависимости

T = E
(
x,
∂u

∂x

)∂u
∂x
,

приводящей к квазилинейному уравнению второго порядка

∂

∂x

[
E
(
x,
∂u

∂x

)∂u
∂x

]
= ρ

∂2u

∂t2
− F (x, t).

9. Уравнения электрических колебаний
в проводах (телеграфные уравнения)

Расположим провод, по которому проходит переменный ток
i(x, t) и напряжение на котором v(x, t), вдоль оси Ox. Через
R, L, C, G обозначим соответственно распределенные, рас-
считанные на единицу длины омическое сопротивление, ин-
дуктивность, емкость и потери заряда через несовершенную
изоляцию, причем величину потерь будем считать пропорци-
ональной напряжению в рассматриваемой точке. Для опре-
деленности предположим, что направление тока совпадает с
направлением оси Ox.
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Согласно закону Ома для участка цепи с координатами
(x, x+dx), можно записать, что падение напряжения на участ-
ке цепи длиной dx равно сумме электродвижущих сил, т.е.

v(x, t)− v(x + dx, t) = Ri(x, t)dx + L
∂i(x, t)

∂t
dx,

а с учетом соотношения

v(x + dx, t)− v(x, t)
dx

=
∂v(x, t)

∂x

это равенство приобретает вид

∂v(x, t)

∂x
= Ri(x, t) + L

∂i(x, t)

∂t
. (9.1)

Приравняв заряд

[i(x, t)− i(x+ dx, t)]dt = −∂i(x, t)
∂x

dx dt,

притекающий на элемент цепи (x, x+dx) за время от t до t+dt,
к заряду

C[v(x, t + dt)− v(x, t)]dx +Gv(x, t)dx dt =

=
[
C
∂v(x, t)

∂t
+Gv(x, t)

]
dx dt,

расходуемому на зарядку элемента цепи (x, x + dx) и утечку
через несовершенную изоляцию, находим

∂i(x, t)

∂x
+ C

∂v(x, t)

∂t
+Gv(x, t) = 0. (9.2)

Соотношения (9.1), (9.2) называются системой телеграфных
уравнений и представляют собой систему дифференциальных
уравнений в частных производных первого порядка. Ее можно
свести к одному уравнению в частных производных второго
порядка для тока i(x, t)

∂2i(x, t)

∂x2
= CL

∂2i(x, t)

∂t2
+ (CR +GL)

∂i

∂t
+GRi(x, t) (9.3)

или для напряжения

∂2v(x, t)

∂x2
= CL

∂2v(x, t)

∂t2
+ (CR +GL)

∂v

∂t
+GRv(x, t). (9.4)
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Уравнения (9.3) и (9.4) имеют совершенно одинаковый вид
и носят название телеграфных уравнений. В рамках теории
электромагнитного поля полученные уравнения можно рас-
сматривать как достаточно хорошие приближения, не учиты-
вающие электромагнитные колебания в среде, окружающей
провод.

Если в уравнениях (9.1)—(9.4) пренебречь потерями через
изоляцию и омическим сопротивлением G = R ≈ 0, то (9.1),
(9.2) принимают вид






− ∂i
∂x

= C
∂v

∂t
,

∂v

∂x
= L

∂i

∂t
,

(9.5)

а уравнения (9.3), (9.4) приводятся к известным уравнениям
для колебательного контура

∂2i

∂t2
= a2 ∂

2i

∂x2
,

∂2v

∂t2
= a2 ∂

2v

∂x2
, a =

1√
LC

, (9.6)

по форме полностью совпадающим с одномерным волновым
уравнением.

Общая схема постановки начальных и краевых задач для
телеграфных уравнений полностью совпадает со схемой, при-
веденной в разд. «Уравнения колебаний струны» (задача Ко-
ши для бесконечно длинного провода, смешанные задачи для
конечного и полубесконечного провода и т.д.). Следует лишь
помнить о том, что при формулировке граничных условий для
участков ]a, a + dx[ и ]b − dx, b[ необходимо вместо уравнений
движения рассматривать падение напряжения и приток заря-
да. Если в цепи имеются последовательно включенные сосре-
доточенные омическое сопротивление R, индуктивность Lc и
емкость Cc, то падение напряжения дается формулой

∆v = Rci+ Lc
∂i

∂t
+

1

Cc

∫
idt.

Представляется интересным сравнить систему уравнений, опи-
сывающих продольные колебания стержня (8.5), с системой
телеграфных уравнений (9.5):






−∂v
∂x

=
1

E

∂T

∂t
,

∂T

∂x
= ρ

∂v

∂t
;






− ∂i
∂x

= C
∂v

∂t
,

−∂v
∂x

= L
∂i

∂t
.

(9.7)
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Очевидна физическая аналогия между электрическим напря-
жением v и натяжением стержня T , между электрическим то-
ком i и механической скоростью w. Аналогичная связь может
быть установлена между механическими и электрическими ха-
рактеристиками физических процессов. Так, индуктивность
электрической цепи L является аналогом плотности твердо-
го тела, а электроемкость C – аналогом обратной величины
коэффициента упругости 1/E. Если учесть, что обе системы
(9.7) получены в предположениях, не учитывающих омиче-
ское сопротивление и сопротивление среды, то механическое
сопротивление является аналогом омического сопротивления
(см. [42]). Такое совпадение математического описания задач
различного физического содержания позволяет моделировать
и изучать механические системы с помощью электрических
систем и наоборот.

10. Уравнение поперечных колебаний
мембраны

Под мембраной будем понимать твердое тело, толщина ко-
торого пренебрежимо мала по сравнению с другими размера-
ми, не сопротивляющееся изгибу или, другими словами, иде-
ально гибкую пленку.

Предположим, что мембрана натянута равномерно по всем
направлениям и в состоянии равновесия занимает некоторую
область S с границей L в плоскости xOy. Обозначим через
u(x, y, t) отклонение точки мембраны с координатами (x, y) в
момент времени t в направлении, ортогональном плоскости
xOy, под действием внешних сил с плотностью F (x, y, t), на-
правленных перпендикулярно плоскости xOy. Тогда выраже-
ние u = u(x, y, t) в фиксированный момент времени t можно
рассматривать как уравнение поверхности, соответствующей
форме мембраны в процессе колебаний.

Пусть dσ – элемент площади этой поверхности с единич-
ным вектором нормали ~n = (sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ), а dS –
проекция dσ на плоскость xOy. Тогда

dσ =
dS

cos θ
=

√
1 +

(∂u
∂x

)2

+
(∂u
∂y

)2

dx dy. (10.1)

На элемент dl границы dσ действует натяжение, равное
~T (x, y, t)dl. Поскольку мембрана не сопротивляется изгибу, век-

тор натяжения ~T (x, y, t) расположен в плоскости, ортогональ-
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ной вектору нормали ~n (касательной плоскости к u = u(x, y, t)).

Если вектор ~T (x, y, t) образует с плоскостью угол θ′, то этот
угол не превосходит угла θ между нормалью ~n и осью Ou, т.е.

cos θ′ > cos θ = 1
/√

1 +
(∂u
∂x

)2

+
(∂u
∂x

)2

. (10.2)

Если в соотношениях (10.1), (10.2) пренебречь бесконечно
малыми высшего порядка по отношению к ∂u/∂x, ∂u/∂y, то
dσ ≈ dS. Таким образом, площадь мембраны в процессе коле-
баний практически не меняется, а это, в свою очередь, озна-

чает, что вектор натяжения ~T (x, y, t), согласно закону Гука,
может менять только направление, оставаясь постоянным по

абсолютной величине: |~T (x, y, t)| = T0 = const.
С учетом этого проекции вектора натяжения TxOy и TOu

на плоскость xOy и ось Ou можно записать в виде

TxOy = T0 cos θ′ ≈ T0, TOu = T0
∂u

∂n
.

Обозначим через ρ(x, y) поверхностную плотность мембра-
ны, через S1 – проекцию произвольного участка изогнутой по-
верхности мембраны на плоскость xOy с границей L и при-
равняем импульсы вертикальных сил натяжения и импульсы
внешних сил за время t2− t1 изменению количества движения
выделенного участка мембраны:

t2∫

t1

dt

{∫

L1

T0
∂u

∂n
dl +

∫∫

S1

Fdxdy

}
=

=

∫∫

S1

[∂u(x, y, t2)
∂t

− ∂u(x, y, t1)

∂t

]
ρ(x, y)dxdy.

Считая t2 − t1 малым: t2 − t1 ≈ dt, по теореме Лагранжа о
среднем запишем

∂u(x, y, t2)

∂t
− ∂u(x, y, t1)

∂t
=
∂2u(x, y, t)

∂t2
dt

и, воспользовавшись формулой Грина
∫

L1

∂u

∂n
dl =

∫∫

S1

(∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)
dxdy,
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получим интегральное уравнение колебаний

t2∫

t1

dt

∫∫

S1

[
ρ
∂2u

∂t2
− T0

(∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)
− F (x, y, t)

]
dxdy = 0.

Отсюда в силу произвольности S1 и t2 − t1 получим диффе-
ренциальное уравнение поперечных колебаний мембраны

ρ
∂2u

∂t2
= T0

(∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)
+ F (x, y, t). (10.3)

В случае однородной мембраны ρ(x, y) = ρ = const приходим
к уравнению

∂2u

∂t2
= a2

(∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)
+ f(x, y, t), (10.4)

где a2 = T0/ρ и f(x, y, t) = F (x, y, t)/ρ, называемому двумер-
ным волновым уравнением.

Постановка задач о нахождении однозначных решений дву-
мерного волнового уравнения и их классификация полностью
совпадают со схемой, рассмотренной для одномерного волно-
вого уравнения. Изменения, возникающие при формулировке
граничных условий для плоской кривой L, не приводят к прин-
ципиальным затруднениям.

Отметим, что выбор конкретных моделей (струна, мембра-
на и т.п.) и их рассмотрение обусловлены стремлением наи-
более просто и наглядно продемонстрировать основную схему
вывода уравнений математической физики, иллюстрирующую
органичное сочетание и взаимодополняемость математическо-
го и физического аспектов задач.

Действительно, все выведенные уравнения можно получить
из уравнения Ламэ

ρ
∂2~u

∂t2
= (λ+ 2µ) graddiv ~u− µ rot(rot ~u) + ~F (10.5)

для трехмерного вектора смещения ~u = (u(x, y, z, t), v(x, y, z, t),
w(x, y, z, t)), являющегося специальным предметом изучения
теории упругости. Однако его вывод, несмотря на понятную
громоздкость выкладок, основывается на законе Гука и схе-
ме, изложенной выше. Во-первых, в однородном изотропном
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твердом теле с плотностью ρ выделяется элемент объема с
координатами граней x, x + dx, y, y + dy, z, z + dz, который
под действием внутренних сил (напряжений) и внешних сил

с плотностью ~F = (X(x, y, z, t), Y (x, y, z, t), Z(x, y, z, t)) смеща-
ется на величину ~u(x, y, z, t). Затем для выделенного элемента
составляются три соотношения в проекциях на каждую ко-
ординатную ось, в которых изменения количества движения
приравниваются к импульсу внутренних и внешних сил за мо-
мент времени dt. В результате для смещений получаем систему
уравнений

ρ
∂2u

∂t2
= G

(
∆u +

m

m− 2

∂

∂x
(div ~u)

)
+X,

ρ
∂2v

∂t2
= G

(
∆v +

m

m− 2

∂

∂y
(div ~u)

)
+ Y, (10.6)

ρ
∂2w

∂t2
= G

(
∆w +

m

m− 2

∂

∂z
(div ~u)

)
+ Z,

где G – модуль сдвига; m – коэффициент Пуассона, характе-
ризующий отношение соответствующего поперечного сжатия
к продольному растяжению (см. [30]). С помощью коэффи-
циентов Ламэ µ = G, λ = 2G/(m − 2) систему (10.6) можно
записать в виде векторного уравнения (10.5).

Если решение уравнения (10.5) искать в виде

~u = gradA0 + rot ~A,

то скалярный A0 и векторный ~A потенциалы удовлетворяют
трехмерным волновым уравнениям

∂2A0

∂t2
= a2

( ∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
A0 +

1

ρ
Φ0,

∂2 ~A

∂t2
= b2

( ∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
~A+

1

ρ
~Φ,

(10.7)

где Φ0, ~Φ – скалярный и векторный потенциалы векторного

поля ~F
~F = gradΦ0 + rot ~Φ

и

a2 =
λ+ 2µ

ρ
, b2 =

µ

ρ
.
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Наряду с вышеизложенным в классической механике до-
статочно успешно используются вариационные методы (см.
разд. «Обобщенные функции»). Приведем для простоты ва-
риационный метод получения, например, уравнения равнове-
сия упругой мембраны под действием стационарных внешних
сил F (x, y). Пусть A[u] – функционал, определяющий работу
внешних сил и сил упругости по перемещению мембраны из
положения равновесия u = 0 в положение изогнутой поверх-
ности u = u(x, y). Поскольку работа внешней силы равна

∫∫

S

F (x, y)u(x, y)dxdy,

а работа сил упругости, согласно (10.1),

−T0

∫∫

S

[√

1 +
(∂u
∂x

)2

+
(∂u
∂y

)2

− 1
]
dx dy ≈

≈ −T0

2

∫∫

S

[(∂u
∂x

)2

+
(∂u
∂y

)2]
dx dy,

то A[u] имеет вид

A[u] =

∫∫

S

{
Fu− T0

2

[(∂u
∂x

)2

+
(∂u
∂y

)2]}
dx dy, (10.8)

и, следовательно, вариация функционала (10.8) определяется
выражением

δA[u] =

∫∫

S

{
Fδu− T0

[∂u
∂x
δ
(∂u
∂x

)
+
∂u

∂y
δ
(∂u
∂y

)]}
dx dy. (10.9)

В положении равновесия δA(u) = 0. Тогда с учетом того,
что

δ
(∂u
∂x

)
=

∂

∂x
(δu), δ

(∂u
∂y

)
=

∂

∂y
(δu)

и вариация на границе обращается в нуль δu|L = 0, получим
∫∫

S

{
F + T0

(∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)}
δu dxdy − T0

∫

L

∂u

∂n
δu dl =

=

∫∫

S

{
F + T0

(∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)}
δu dxdy = 0,
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где ~n – внешняя нормаль к кривой L. Вследствие произволь-
ности δu в соответствии с основной леммой вариационного ис-
числения получим

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
F (x, y)

T0
= 0.

Естественно, что аналогичное уравнение следует из (10.4) и
(10.5).

11. Уравнения гидродинамики и акустики

Рассмотрим движение жидкости, занимающей некоторый
объем. Выделим часть жидкости – «капельку», заключенную
в некотором объеме ∆V . Если объем ∆V мал по сравнению с
размерами системы и силы, действующие на части жидкости,
заключенные в этом объеме, можно считать постоянными, то
приходим к понятию материальной точки жидкости. Если в
рассматриваемом пространстве силами трения между части-
цами жидкости, или, другими словами, вязкостью, можно пре-
небречь, то приходим к понятию идеальной жидкости.

Пусть в декартовой системе координат ~v(t) = (v1, v2, v3),

~v =
d~x

dt
, ~x = (x1, x2, x3). (11.1)

– вектор скорости движения жидкости, определяющий траек-
торию движения каждой материальной точки жидкости. Пусть
ρ(~x, t), p(~x, t) – ее плотность и давление в точке ~x в момент вре-
мени t; G(~x, t), F (~x, t) – интенсивность источников массовых
сил.

Выделим некоторую замкнутую поверхность S с внешним
вектором нормали ~n, охватывающую объем V . Изменение ко-
личества жидкости в единицу времени равно потоку жидкости
через границу S и притоку вещества от внутренних источни-
ков

d

dt

∫∫

V

∫
ρ(~x, t)dV = −

∫∫

S

(~v(~x, t), ~dS)ρ(~x, t) +

∫∫

V

∫
G(~x, t)dV,

где ~dS = ~ndS. Преобразуя поверхностный интеграл в объем-
ный по формуле Остроградского–Гаусса, получим

∫∫

V

∫ [∂ρ(~x, t)
∂t

+ div(ρ(~x, t)~v)−G(~x, t)
]
dV = 0.
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В силу произвольности объема V приходим к дифференциаль-
ному уравнению

∂ρ

∂t
+ div(ρ~v) = G(~x, t). (11.2)

� Уравнение (11.2) называется уравнением неразрывности,
или уравнением переноса.

Другое уравнение, характеризующее движение жидкости,
можно получить, рассмотрев все силы (внешние силы, силы
давления), действующие на элемент dV объема V . Так, ре-
зультирующая сила давления равна

~F1(t) =

∫∫

S

p(~x, t)~n dS =

∫∫

V

∫
grad p(~x, t) dV,

а равнодействующая всех массовых сил ~F (~x, t) равна

~F2(t) =

∫∫

V

∫
ρ(~x, t)~F (~x, t) dV.

Поскольку из (11.1) следует, что

d~v

dt
=
∂~v

∂t
+
∂~v

∂x
vx +

∂~v

∂y
vy +

∂~v

∂z
vz =

∂~v

∂t
+ (~v, grad)~v, (11.3)

то изменение количества движения вещества в выделенном
объеме запишется в виде

∫∫

V

∫
ρ(~x, t)

d~v

dt
dV =

∫∫

V

∫
ρ(~x, t)

[∂~v
∂t

+ (~v, grad)~v
]
dV.

Отсюда в соответствии со вторым законом Ньютона получим
∫∫

V

∫
ρ(~x, t)

{[∂~v
∂t

+ (~v, grad)~v
]
+

+
1

ρ(~x, t)
gradp(~x, t)− ~F (~x, t)

}
dV = 0. (11.4)

В силу произвольности V из (11.4) получим дифференци-
альное уравнение движения жидкости

∂~v

∂t
+ (~v, grad)~v +

1

ρ
grad p(~x, t) = ~F (~x, t). (11.5)



11. Уравнения гидродинамики и акустики 435

� Уравнение (11.5) называется уравнением движения иде-
альной жидкости, или уравнением Эйлера.

Система четырех уравнений, состоящая из уравнения нераз-
рывности (11.2) и уравнения Эйлера (11.5), содержит пять
неизвестных функций ~v, p, ρ и не является замкнутой. Поэто-
му для полного и однозначного описания процесса движения
идеальной жидкости систему (11.2), (11.5) необходимо допол-
нить уравнением состояния, задающим связь между давлени-
ем p(~x, t) и плотностью ρ(~x, t). В общем случае уравнение со-
стояния содержит абсолютную температуру T (например, для
идеального газа

ρ =
p

RT
,

где R – газовая постоянная). В этом случае замкнутая система
уравнений должна включать и уравнение теплопроводности
(см. ниже), описывающее изменение температуры системы.

В ряде случаев уравнение состояния не содержит темпера-
турной зависимости, т.е.

ρ = f(p). (11.6)

Например, для несжимаемой жидкости

ρ = const . (11.7)

Температурной зависимостью можно пренебречь для адиаба-
тических процессов, т.е. процессов, протекающих настолько
быстро, что тепло не успевает передаваться от одной части
жидкости к другой и

ρ = ρ0

( p
p0

)1/γ

. (11.8)

Здесь γ = cp/cV – отношение удельных теплоемкостей при
постоянном давлении и постоянном объеме.

Движение несжимаемой жидкости будет подробно рассмот-
рено в разд. 29. Здесь же мы остановимся на адиабатическом
движении газов. Система уравнений гидродинамики в этом
случае имеет вид





∂ρ

∂t
+ div(ρ~v) = G

∂~v

∂t
+ (~v, grad)~v +

1

ρ
grad p = ~F

ρ = f(p) = ρ0

( p
p0

)1/γ

(11.9)
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и представляет собой нелинейную систему уравнений, кото-
рую можно «линеаризовать», если ввести некоторые упроща-

ющие предположения. Пусть G(~x, t) ≡ 0, ~F (~x, t) ≡ 0 и дви-
жение молекул газа представляет собой малые колебания во-
круг положения равновесия, характеризуемого постоянными
значениями плотности ρ0 и давления p0. Отбросив квадраты,
произведения и высшие степени величин ~v, ρ− ρ0, p− p0 и их
производных, получаем «линеаризованные» уравнение адиа-
баты

ρ = ρ0 +
ρ0

γp0
(p− p0) + · · · ≈ ρ0 +

1

a2
(p− p0), (11.10)

γ
p0

ρ0
= a2;

уравнение Эйлера
∂~v

∂t
= − 1

ρ0
gradp (11.11)

и уравнение неразрывности

∂ρ

∂t
+ ρ0 div~v = 0, (11.12)

которое с учетом (11.10) может быть представлено как

1

a2

∂p

∂t
+ ρ0 div~v = 0. (11.13)

Нас интересует потенциальное (безвихревое) течение идеаль-
ной жидкости, при котором каждый малый объем деформиру-
ется и перемещается поступательно, но не вращается. В этом
случае

~v = − gradϕ. (11.14)

Функция ϕ(~x, t) называется потенциалом скоростей. Покажем,
что хотя соотношение (11.14) определяет потенциал с точно-
стью до произвольной функции от времени, знания его доста-
точно для полного описания всего процесса движения. Дей-
ствительно, подставив (11.14) в (11.11), имеем

− grad
∂ϕ

∂t
= − 1

ρ0
grad p

или

p = ρ0
∂ϕ

∂t
. (11.15)
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Подставив (11.15) и (11.14) в (11.13), получим уравнение

∂2ϕ

∂t2
− a2∆ϕ = 0, (11.16)

которому должен удовлетворять потенциал ϕ. Оно является
трехмерным волновым уравнением, и его решение с помощью
соотношений (11.15), (11.14) и (11.10) полностью определя-
ет функции ~v, ρ, p. С другой стороны, продифференцировав
уравнение (11.16) по t, x1, x2, x3, видим, что эти величины
сами удовлетворяют уравнениям, совпадающим с (11.16), т.е.

∂2~v

∂t2
− a2∆~v = 0,

∂2p

∂t2
− a2∆p = 0, (11.17)

∂2ρ

∂t2
− a2∆ρ = 0.

Уравнения (11.16), (11.17) называют уравнениями акустики
или гидродинамики в акустическом приближении, поскольку
в рамках сделанных предположений они достаточно хорошо
описывают процессы с малыми колебаниями плотности и дав-
ления, например распространение звука. (Как будет показа-

но ниже, в физике коэффициент a =
√
γp0/ρ0 соответству-

ет скорости распространения колебаний, что при нормальных
атмосферных условиях дает численное значение скорости зву-
ка a = 335 м/с.) Краевые условия для волновых уравнений
(11.17) формируются по стандартной схеме. Например, для
непроницаемой границы S с внешней нормалью ~n

(~v, ~n)
∣∣
S

= 0 или
∂ϕ

∂n

∣∣∣
S

= 0.

Для процессов, характеризующихся большими скоростями и
градиентами давления (сверхзвуковое обтекание, взрывные
волны и т.д.), «акустическое приближение» невозможно и необ-
ходимо обращаться к нелинейным уравнениям гидродинамики
(или газодинамики), выходящим за рамки рассматриваемого
курса.



438 Глава 3. Уравнения в физических задачах

12. Уравнение распространения
тепла в стержне

Пусть продольная ось стержня направлена вдоль оси Ox и
u(x, t) – температура всех точек поперечного сечения стержня,
проходящего через точку с координатой x. Рассмотрим эле-
мент стержня, заключенный между поперечными сечениями
с координатами x и x+ dx (рис. 43).

Обозначим через Q1 количество тепла, расходуемое на на-
гревание выделенного участка, через Q2 – количество тепла,
поступившее через боковую поверхность этого участка. Со-
гласно закону Ньютона, Q2 пропорционально разности тем-
ператур на боковой поверхности, причем знак Q2 обусловлен
ее знаком. Обозначим также через Q3 количество тепла, по-
ступающее через поперечное сечение стержня и определяемое
законом Фурье, а через Q4 – количество тепла, поступившее от
внутренних тепловых источников (например, в результате хи-
мических реакций). Тогда уравнение теплового баланса этого
элемента стержня за время dt имеет вид

Q1 = Q2 +Q3 +Q4. (12.1)

Пусть S(x) и p(x) – площадь и периметр поперечного се-
чения стержня; ρ(x), c(x), k(x) – плотность, удельная тепло-
емкость и коэффициент теплопроводности стержня соответ-
ственно; F (x, t) – объемная плотность мощности внутренних
источников тепла; u0 и k0 – температура и коэффициент теп-
лопроводности внешней среды.

С учетом введенных обозначений величины Qi, i = 1, 4,

Рис. 43
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можно записать следующим образом:

Q1 = c(x)ρ(x)S(x)[u(x, t + dt)− u(x, t)]dx =

= c(x)ρ(x)S(x)
∂u(x, t)

∂t
dxdt,

Q2 = p(x)k0(x)[u0(x, t)− u(x, t)]dxdt,
Q3 = [(kSux)(x+ dx, t)− (kSux)(x, t)]dt =

=
∂

∂x

(
k(x)S(x)

∂u(x, t)

∂x

)
dxdt,

Q4 = F (x, t)S(x)dxdt.

(12.2)

Подставив (12.2) в (12.1), получим дифференциальное уравне-
ние распространение тепла в стержне

cρS
∂u

∂t
=

∂

∂x

(
kS

∂u

∂x

)
+ pk0(u0 − u) + FS. (12.3)

Если сечение стержня постоянно, это уравнение приводится к
виду

cρ
∂u

∂t
=

∂

∂x

(
k
∂u

∂x

)
+ F +

pk0

S
(u0 − u). (12.4)

Если стержень однороден, т.е. ρ, c, k постоянны, уравнение
(12.4) можно записать в виде

∂u

∂t
= a2 ∂

2u

∂x2
− bu+ f. (12.5)

Здесь a2 = k/(cρ) – постоянная, называемая коэффициентом
температуропроводности; h = k0p/S – коэффициент теплооб-
мена с окружающей средой через боковую поверхность;

b =
h

cρ
, f =

F

cρ
+ bu0.

Если теплообмен с окружающей средой через боковую поверх-
ность отсутствует (боковая поверхность теплоизолирована),
т.е. h = 0, то уравнение (12.5) приводится к виду

∂u

∂t
= a2 ∂u

2

∂x2
+ f, (12.6)

называемому одномерным уравнением теплопроводности.
Для нахождения однозначного решения уравнения (12.6)

необходимо задать начальное распределение температуры и
тепловой режим на концах стержня.
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Рассмотрим классические постановки начальных и крае-
вых задач для уравнения (12.6).

1. Задача Коши
В отличие от одномерного волнового уравнения, уравне-

ние теплопроводности достаточно дополнить одним началь-
ным условием

u(x, t)|t=0 = ϕ(t). (12.7)

Задача о нахождении температуры, описываемой уравнением
(12.6) в совокупности с начальным условием (12.7), называет-
ся задачей Коши. Такие задачи достаточно хорошо описывают
реальные физические процессы, в которых требуется опреде-
лить распределение температуры в стержне либо за малый
промежуток времени (т.е. граничные условия не успевают ока-
зать существенного влияния на процесс), либо для очень длин-
ного (в идеале – бесконечно длинного) стержня, где граничные
условия не оказывают влияния на изменение температуры в
рассматриваемой (центральной) части стержня. Хотя следует
заметить, что по умолчанию граничные условия в таких зада-
чах имеют вид

lim
x→±∞

u(x, t) = 0,

вытекающий из закона сохранения энергии.
2. Смешанная задача
Рассмотрим стержень, концы которого расположены в точ-

ках с координатами x = a и x = b. В этом случае начальное
условие должно быть дополнено граничными условиями. Рас-
смотрим три основных (классических) типа граничных усло-
вий.
a) Граничные условия первого рода. На конце стержня

в точке x = a задается искомая функция u(x, t), т.е.

u(x, t)
∣∣
x=a

= µ(t),

которая может быть постоянной величиной. В частности,
если на торце стержня поддерживается нулевая темпера-
тура, то µ(t) = 0.

б) Граничные условия второго рода. На конце стержня
задается значение частной производной функции u(x, t),
т.е.

∂u(x, t)

∂x

∣∣∣
x=a

= ν(t).

Рассмотрим физический смысл этого условия. Если вместо
температуры на границе стержня, например в точке x = a,
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задать тепловой поток, тогда, согласно закону Фурье,

Q(t) = k
∂u(x, t)

∂x

∣∣∣
x=a

.

Обозначив ν(t) = Q(t)/k, приходим к условию для произ-
водной. При ν(t) ≡ 0 конец стержня теплоизолирован.

в) Граничные условия третьего рода. На границе стерж-
ня задается линейная комбинация функции u(x, t) и ее про-
изводной (∂u(x, t)

∂x
+ αu(x, t)

)∣∣∣
x=a

= γ(t). (12.8)

Это условие отвечает теплообмену (по закону Ньютона)
с внешней средой заданной температуры T0(t) на конце
стержня x = a. Действительно, тепловой поток на границе
можно записать как

Q = k
∂u(x, t)

∂x

∣∣∣
x=a

,

так и Q = h[T0(t)− u(x, t)]
∣∣
x=a

. Тогда

k
∂u(x, t)

∂x

∣∣∣
x=a

= h[T0(t)− u(x, t)]
∣∣
x=a

.

Заметим, что, в отличие от предыдущего случая, тепло-
вой поток «саморегулируется» в зависимости от разности
[T0(t)−u(x, t)]

∣∣
x=a

, уменьшаясь по мере выравнивания тем-
ператур с внешней и внутренней сторон границы. Вводя
обозначения α = h/k, γ(t) = hT0/k, приходим к условию
(12.8).
Аналогично рассматриваются граничные условия в точке

x = b. Граничные условия в точках x = a и x = b могут
принадлежать к разным типам. При x = b → ∞ получаем
задачу для полубесконечного стержня.

Задача о нахождении решения уравнения (12.6) с началь-
ным условием (12.7) и граничными условиями а), б), в) на-
зывается смешанной задачей для уравнения теплопроводно-
сти. Граничные условия, не укладывающиеся в классическую
схему а, б, в, могут быть получены описанием теплового ба-
ланса для граничных участков стержня ]a, a+ dx[ и ]b− dx, b[
так же, как это делалось при выводе уравнения теплопровод-
ности. Пусть, например, конец стержня x = a зажат в мас-
сивную клемму, обладающую большой теплопроводностью и



442 Глава 3. Уравнения в физических задачах

имеющую теплоемкость c0. Тогда граничное условие запишет-
ся как [

ux(x, t)−
c0
k
ut(x, t)

]∣∣∣
x=a

= 0.

Помимо постановки задач с линейными граничными услови-
ями возможна постановка задач с нелинейными граничными
условиями. Так, например, учет излучения по закону Стефана–
Больцмана с торца x = a в среду с температурой u0(t) приво-
дит к следующему граничному условию:

k
∂u(x, t)

∂x

∣∣∣
x=a

= H [u4(t)− u4
0(x, t)]

∣∣
x=a

.

3. Краевая задача
За счет перераспределения тепла влияние начальных усло-

вий в стержне со временем ослабевает. Если время наблюдения
t можно считать достаточно большим (много больше времени
релаксации), то температура стержня в пределах точности из-
мерений определяется практически только граничными усло-
виями. Тем самым вклад начальных условий (12.7) становит-
ся несущественным, и мы приходим к чисто краевой задаче о
нахождении решения уравнения (12.6) для a 6 x 6 b, t → ∞:
первой краевой, если заданы граничные условия первого рода;
второй, если граничные условия второго рода; третьей, если
граничные условия третьего рода.

В такой постановке можно выделить две интересные зада-
чи: задачу Фурье о температурных волнах и задачу о стаци-
онарном распределении тепла. В первом случае рассматрива-
ется первая краевая задача для полубесконечного стержня с
периодическим граничным условием. Во втором – все краевые
задачи в предположении, что плотность внутренних источни-
ков тепла и граничные условия не зависят от времени. Одно-
мерное уравнение теплопроводности в этом случае сводится к
обыкновенному дифференциальному уравнению

a2 d
2u(x)

dx2
+ f(x) = 0

или в более общей постановке [см. уравнение (12.3)] – к урав-
нению

d

dx

(
kS

du

dx

)
+ pk0(u0 − u) + FS = 0.

В заключение отметим, что учет зависимости физических
характеристик ρ, c, k от температуры приводит к квазилиней-
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ному уравнению

c(x, u)ρ(x, u)
∂u

∂t
=

∂

∂x

(
k(x, u)

∂u

∂x

)
+ F (x, t), (12.9)

существенно расширяющему границы области применения
уравнения теплопроводности.

13. Уравнение диффузии и
теплопроводности в пространстве

К задаче о распространении тепла примыкает задача о диф-
фузии – изменении концентрации вещества. Если в растворе
или газе вещество распределено неравномерно, то начинается
его перераспределение из областей с большей концентрацией
в области с меньшей концентрацией. Этот процесс называется
диффузией и подчиняется закону Нернста, который аналоги-
чен закону Фурье для теплопроводности.

Пусть u(~x, t) – концентрация вещества в точке ~x = (x, y, z)
в момент времени t, распределенного в неподвижной изотроп-
ной среде, занимающей некоторый объем с коэффициентом
пористости γ(~x) (отношение объема пор к полному объему)
и коэффициентом диффузии D(~x). (В анизотропной среде по-
следние являются тензорами, а не скалярами.) Если диффузия
происходит с поглощением или выделением данного вещества,
например за счет химических реакций, то пусть F (~x, t) – объ-
емная плотность мощности его источников и стоков.

Выделим внутри рассматриваемого объема произвольную
поверхность S с единичной внешней нормалью ~n, ограничива-
ющую некоторый объем V .

Составим уравнение баланса диффундирующего вещества.
Обозначим через dQ1 количество вещества, проходящего через
элемент поверхности dS за единицу времени. Согласно закону
Нернста,

dQ1 = −D(~x)
∂u

∂n
dS = −(~n,∇u)D(~x)dS.

Тогда количество вещества, поступающего в объем V через
поверхность S за время от t1 до t2, с учетом формулы Остро-
градского–Гаусса можно записать

Q1 =

t2∫

t1

dt

∮

S

(~n,∇u)D(~x)dS =

t2∫

t1

dt

∫

V

div(D(~x)∇u)d~x.
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Количество вещества Q2, поступающего от внутренних источ-
ников, определится как

Q2 =

t2∫

t1

dt

∫

V

F (~x, t)d~x.

Общий приток вещества Q3 вследствие изменения концентра-
ции u(~x, t) за малое время ∆t по теореме Лагранжа

u(~x, t+ ∆t)− u(~x, t) ≈ ∂u(~x, t)

∂t
∆t

будет равен

Q3 =

t2∫

t1

dt

∫

V

γ(~x)
∂u

∂t
d~x.

Поскольку
Q1 +Q2 −Q3 = 0,

имеем

t2∫

t1

dt

∫

V

[
div(D(~x)∇u) + F (~x, t)− γ(~x)∂u

∂t

]
d~x = 0.

В силу произвольности объема V и времени t2 − t1 подынте-
гральное выражение должно быть равно нулю, т.е.

γ(~x)
∂u(~x, t)

∂t
= div

(
D(~x)∇u(~x, t)

)
+ F (~x, t). (13.1)

Уравнение (13.1) называется уравнением диффузии.
Если среда однородна, то величины γ(~x), D(~x) постоянны

и уравнение (13.1) принимает вид

∂u(~x, t)

∂t
= a2

( ∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
u(~x, t) + f(~x, t), (13.2)

где

a2 =
D

γ
, f(~x, t) =

F (~x, t)

γ
.
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При сравнении одномерного уравнения диффузии, следу-
ющего из (13.2)

∂u

∂t
= a2 ∂

2u

∂x2
+ f,

с одномерным уравнением теплопроводности (12.6) видно, что
они полностью совпадают по форме, причем коэффициент тем-
пературопроводности соответствует коэффициенту диффузии
при γ = 1. Более того, их размерности одинаковы. Для га-
зов даже численные значения обоих коэффициентов довольно
близки, так как кинетическая теория газов дает приближен-
ную связь k = Dρc, откуда D = k/(ρc) = a2. Таким образом,
в задачах диффузии количество диффундирующего вещества
и его концентрация играют такую же роль, как количество
тепла и температура в задачах теплопроводности. Тогда урав-
нение распространения тепла в пространстве в обозначениях,
принятых в предыдущем разделе,

c(~x)ρ(~x)
∂u(~x, t)

∂t
= div

(
k(~x)∇u

)
+ F (~x, t) (13.3)

сразу следует либо из уравнения (13.1) при замене γ(~x) →
c(~x)ρ(~x), D(~x)→ k(~x), либо выводится из уравнения теплово-
го баланса аналогично выводу уравнения диффузии из урав-
нения баланса диффундирующего вещества. Рассмотрим этот
вывод.

Степень нагрева тела характеризуется его температурой.
Пусть u(~x, t) – температура в точке ~x в момент времени t; ρ(~x)
– плотность тела; k(~x) – коэффициент теплопроводности и c(~x)
– удельная теплоемкость в точке ~x; в теле есть источник тепла
F (~x, t) и пусть V – некоторый объем с границей SV .

Составим уравнение теплового баланса. Обозначим через
dQ1 количество тепла, проходящего через элемент поверхно-
сти dS

dQ1 = k(~x) dS dt
∂u

∂n
= k(~x)dt (∇u, ~dS). (13.4)

Тогда через поверхность SV за время t пройдет количество
тепла

Q1 =

t2∫

t1

dt

∮

SV

k(~x)(∇u, ~dS) =

t2∫

t1

dt

∫

V

div(k(~x)∇u)d~x. (13.5)
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Количество тепла, выделяемого или поглощаемого в объеме V
за время t2 − t1, определяется как

Q2 =

t2∫

t1

dt

∫

V

F (~x, t)d~x. (13.6)

На изменение ∆u = u2(~x, t) − u1(~x, t) температуры элемента
объема dV = d~x за время dt нужно израсходовать тепла

dQ3 = [u(~x, t+ dt)− u(~x, t)]c(~x)ρ(~x)dV =
∂u

∂t
c(~x)ρ(~x)d~xdt.

Расход тепла на нагрев объема V за время t2 − t1 равен

Q3 =

t2∫

t1

dt

∫

V

∂u

∂t
c(~x)ρ(~x)d~x. (13.7)

Таким образом, тепло Q3, затраченное за время t2 − t1 на на-
гревание объема V , равно сумме тепла Q2, полученного от
внутренних источников, и тепла Q1, полученного от внешних
источников:

Q3 = Q1 +Q2

или

t2∫

t1

dt

∫

V

[∂u
∂t
ρ(~x)c(~x)− div(k(~x)∇u)− F (~x, t)

]
dV = 0.

В силу произвольности объема V и времени t2 − t1 должно
быть равно нулю подынтегральное выражение, т.е.

ρ(~x)c(~x)
∂u

∂t
= div(k(~x)∇u) + F (~x, t). (13.8)

� Уравнение (13.8) называется уравнением теплопроводно-
сти.

Для однородного вещества c, ρ, k – постоянные величины
и уравнение (13.3) принимает вид, аналогичный (13.2):

ut = a2∆u+ f(~x, t). (13.9)
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Это уравнение есть уравнение теплопроводности для однород-
ной среды.

Здесь

a2 =
k

cρ
, f(~x, t) =

F (~x, t)

cρ

и f(~x, t) называется плотностью источников.
Для однозначного решения задач диффузии и теплопро-

водности по уже упоминавшейся схеме задаются начальное и
граничные (краевые) условия. Начальное условие u(~x, t)|t=0 =
= ϕ(~x) определяет первоначальное распределение температу-
ры (концентрации). Мы будем рассматривать краевые условия
трех типов:
первого типа – если на границе S поддерживается заданное

распределение температуры (концентрации) u0:

u(~x, t)|S − u0 = 0;

второго типа – если на границе S поддерживается задан-
ный поток тепла (вещества) u1:

(
k
∂u

∂n
+ u1

)∣∣∣
S

= 0,
([
D
∂u

∂n
+ u1

]∣∣∣
S

= 0
)
;

третьего типа – если на границе S происходит обмен теп-
ла (вещества) согласно закону Ньютона:

[
k
∂u

∂~n
+ h(u− u0)

]∣∣∣
S

= 0,

([
D
∂u

∂~n
+ h(u− u0)

]∣∣∣
S

= 0

)
,

где h – коэффициент теплообмена (проницаемости) и u0 –
температура окружающей среды (концентрация диффун-
дирующего вещества в окружающей среде).

14. Уравнения переноса

Как следует из рассмотренных выше примеров, уравне-
ния гиперболического типа в общем случае описывают неко-
торые волновые процессы (распространение волнового поля).
С уравнениями параболического типа более естественно свя-
зать описание поведения некоторых макроскопических харак-
теристик системы частиц. Действительно, если под величиной
u(~x, t), введенной в предыдущем разделе, понимать концентра-
цию некоторых частиц (молекул, ионов и др.), то уравнение
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диффузии для разреженного газа можно получить, приписав
частицам некоторую массу, так что сам процесс диффузии
можно будет рассматривать как процесс переноса массы ча-
стицами в результате их перераспределения. Аналогично теп-
лопередачу можно рассматривать как перенос энергии, тече-
ние вязкой жидкости – как перенос импульса, электрический
ток – как перенос заряда и т.д.

Чтобы получить уравнение переноса нейтронов в ядерном
реакторе, имеющее большое практическое значение, следует
рассматривать модели, отличные от использованных ранее при
выводе уравнений диффузии и теплопроводности.

Обозначим через N(~x, ~n, t) концентрацию нейтронов в точ-
ке ~x, летящих в направлении единичного вектора ~n, в момент
времени t. Все нейтроны имеют одинаковые скорости v, а дли-
на свободного пробега нейтронов l значительно больше их раз-
меров. Обозначим через Ω полную группу непересекающихся
событий: A1 – столкновение нейтрона с другим нейтроном, A2

– упругое рассеяние нейтрона неподвижным ядром (нейтрон
отскакивает от него как упругий шарик), A3 – поглощение
нейтрона ядром, A4 – деление ядра нейтроном с коэффици-
ентом размножения нейтронов k(~x). Распределение нейтронов
по направлениям до и после рассеяния и размножения рав-
номерно (изотропно). Пусть вероятности указанных событий
есть P (A1) ≈ 0, P (A2) = P2, P (A3) = P3, P (A4) = 1 − P2 −
P3, а F (~x, ~n, t) – плотность источников. Тогда поток частиц
U = Nv удовлетворяет односкоростному уравнению переноса
с изотропным рассеянием

1

v

∂u

∂t
+ (~n, gradu) +

λ

l
u =

=
P2 + k(1 − P2 − P3)

4πl

∫

S1

u(~x, ~n′, t)d~n′ + F (~x, ~n, t), (14.1)

где λ – вероятность распада ядер в единицу времени. Уравне-
ние (14.1) является интегродифференциальным.

В диффузионном приближении указанный процесс описы-
вается уравнением диффузии (13.1), где u(~x, t) – концентра-
ция нейтронов в активной зоне, D – коэффициент эффектив-
ной диффузии нейтронов, а плотность источников нейтронов
F (~x, ~n, t) пропорциональна их концентрации, т.е.

F = αu − βu = ku,

где α – коэффициент рождения, β – коэффициент поглощения,
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а k = α−β – коэффициент размножения (α и β определяются
экспериментально).

Отметим, что если k > 0, то процесс объемной генерации
преобладает и возможно возникновение цепной ядерной реак-
ции. В результате уравнение (13.2) (при коэффициенте C = 1)
примет вид

ut −D∆u− ku = 0. (14.2)

Это уравнение лежит в основе математической модели цепных
ядерных реакций.

15. Уравнения квантовой механики

Основные положения квантовой механики, в том числе и
уравнение Шрёдингера, постулируются. Обоснованность этих
положений проверяется соответствием предсказаний кванто-
вой механики экспериментальным данным. Поэтому уравне-
ние Шрёдингера, в отличие от уравнений диффузии, тепло-
проводности, колебаний и др., не может быть выведено из
неких более общих положений.

Приведем основные постулаты квантовой механики.

Постулат 1. В координатном представлении состояния кван-
товой системы описываются нормированным (лучом) векто-
ром Ψ(~x, t) некоторого гильбертова пространства L. Функция
Ψ(~x, t) называется вектором состояния, а пространство L –
пространством состояний. Каждому ненулевому вектору Ψ(~x, t)
соответствует некоторое состояние.

Постулат 2. Каждой физической величине A (называемой
наблюдаемой) системы ставится в соответствие линейный са-

мосопряженный оператор Â, действующий в пространстве со-
стояний L.

Постулат 3. Эволюция изолированной квантовой системы
описывается уравнением Шрёдингера

−i~∂Ψ

∂t
+ Ĥ(t)Ψ = 0, (15.1)

где Ĥ(t) – линейный эрмитов оператор, называемый гамиль-
тонианом.

Обычно из физических соображений на волновую функ-
цию накладывается следующее граничное условие:

lim
|~x|→∞

Ψ(~x, t) = 0,
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согласованное с постулатом 1.

Постулат 4. При измерении величины A можно получить
лишь те значения αn, которые являются собственными зна-

чениями оператора Â

ÂΨn = αnΨαn . (15.2)

Если производится измерение величины A и результат изме-
рения равен αn, то после измерения квантовая система будет
находиться в состоянии Ψαn .

Постулат 5. Для операторов координат x̂l и импульсов p̂j
справедливы следующие коммутационные соотношения:

[x̂l, x̂j ]− = [p̂l, p̂j ]− = 0, [x̂l, p̂j]− = i~δlj , l, j = 1, n, (15.3)

где [Â, B̂]∓ = ÂB̂ ∓ B̂Â – коммутатор (антикоммутатор) опе-

раторов Â, B̂.
Например, в координатном представлении

x̂l = xl, p̂j = −i~ ∂

∂xj
, l, j = 1, n.

Хотя математическая схема классической механики может
быть получена из квантовой (квантовая механика в пределе
~ → 0 содержит классическую), взаимоотношения между ни-
ми как физическими теориями более сложны и не сводятся к
взаимоотношениям их формальных математических аппара-
тов. В этом проявляется коренное отличие квантовой механи-
ки от специальной теории относительности, которая в пределе
c → ∞ содержит нерелятивистскую классическую механику
и в ней не нуждается. Это связано с тем, что релятивист-
ская (специальная теория относительности) и нерелятивист-
ская классические механики математически формулируются
на одном языке, от которого язык квантовой механики от-
личается принципиально. И сложности их взаимоотношений
связаны со сложностью перевода и интерпретации.

Заметим, что вопрос о взаимно однозначном сопоставле-
нии физической величине самосопряженного оператора в об-
щем случае остается открытым. Однако для величин, имею-
щих классический аналог, такое сопоставление можно прове-
сти (например, по правилу Вейля), поскольку классические
величины выражаются через обобщенные координаты и им-
пульсы. Поэтому операторы таких величин выражаются через
операторы координат и импульсов.
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Так, например, функция Гамильтона классической части-
цы в потенциальном поле имеет вид

H(~p, ~x, t) =
~p2

2m
+ U(~x, t), (15.4)

где m – масса частицы. Проведем в (15.4) формальную замену
xk → xk, pk → −i~ ∂

∂xk
и, подставив в (15.1), получим

i~
∂Ψ

∂t
= − ~

2

2m
∆Ψ − U(~x, t)Ψ. (15.5)

Уравнение Шрёдингера часто называют нерелятивистским вол-
новым уравнением, а его решение Ψ – волновой функцией.
Уравнение (15.5) позволяет по значениям волновой функции
в начальный момент времени определить её значения в после-
дующие моменты, являясь, тем самым, выражением принципа
причинности в квантовой механике.

Для заряженной частицы в электромагнитном поле с по-

тенциалами A0(~x, t), ~A(~x, t) уравнение Шрёдингера имеет вид

(
i~
∂

∂t
− eA0

)
Ψ =

1

2m

(
− i~∇− e

c
~A
)2

Ψ. (15.6)

Здесь c – скорость света, e – заряд электрона.
Чтобы получить волновое уравнение для описания движе-

ния релятивистской частицы, необходимо воспользоваться ре-
лятивистским соотношением между энергией и импульсом

E2

c2
= ~p2 +m2

0c
2.

Здесьm0 – масса покоя частицы. Проведя формальную замену

E → i~
∂

∂t
, ~p→ −i~∇,

получим релятивистское волновое уравнение

~
2

c2
∂2Ψ

∂t2
= (~2∇−m2

0c
2)Ψ. (15.7)

Уравнение (15.7) называется уравнением Клейна–Гордона. По-
лагая здесь m0 = 0, получим волновое уравнение для фотона.



452 Глава 3. Уравнения в физических задачах

Уравнение Шрёдингера получается из (15.7), если мы поло-
жим E = E + m0c

2 и предположим, что |~p| ≪ m0c. Тогда
можно отбросить нелинейные слагаемые по v/c.

Во внешнем электромагнитном поле уравнение Клейна–
Гордона примет вид

(
i~
∂

∂t
− eA0

)2

Ψ = c2
(
− i~∇− e

c
~A
)2

Ψ +m2
0c

4Ψ. (15.8)

Вопрос об интерпретации решений уравнения Клейна–Гордона
долгое время оставался открытым. Расщепление уровней энер-
гии атома водорода, предсказанное на основе уравнения Клей-
на–Гордона, отличается от экспериментального. Поэтому счи-
талось, что уравнение (15.7) является нефизическим. Позднее
выяснилось, что уравнение Клейна–Гордона описывает реля-
тивистские бесспиновые частицы, например π-мезоны, кото-
рые могут быть как заряженными (волновая функция ком-
плексна), так и нейтральными (волновая функция веществен-
на).

Релятивистское волновое уравнение для электрона (части-
цы спина 1/2), играющее фундаментальную роль в реляти-
вистской квантовой механике и квантовой теории поля, было
предложено Дираком и имеет вид

{
− i~∂t + eA0 + c

(
~α,
[
− i~∇− e

c
~A
])
− ρ3m0c

2
}

Ψ = 0.

Здесь

~α =

(
0 ~σ
~σ 0

)
, ρ3 =

(
1 0
0 −1

)

– матрицы Дирака в стандартном блочном представлении;
~σ = (σ1, σ2, σ3),

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)

– матрицы Паули. Решением уравнения Дирака является че-
тырехмерный столбец – волновая функция Ψ = (Ψ1,Ψ2,Ψ3,Ψ4).

16. Уравнения Максвелла

Пусть в некоторой среде существует переменное электро-

магнитное поле. Пусть ~H(~x, t) – напряженность магнитного
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поля, ~E(~x, t) – напряженность электрического поля, ε – ди-
электрическая постоянная, µ – коэффициент магнитной про-
ницаемости среды, ~(~x, t) – ток проводимости, а ρ(~x, t) – плот-
ность электрических зарядов. Тогда эти поля удовлетворяют
системе уравнений Максвелла

div(ε ~E) = 4πρ(~x, t),

div(µ ~H) = 0,

rot ~E = −1

c

∂(µ ~H)

∂t
,

rot ~H =
1

c

∂(ε ~E)

∂t
+

4π

c
~(~x, t).

(16.1)

В дальнейшем мы ограничимся средами с постоянными ε, µ.
Причем вакуум будет соответствовать ε = µ = 1.

Рассмотрим случай, когда внешние токи и заряды отсут-
ствуют, т.е. ~(~x, t) = 0, ρ(~x, t) = 0. Применим к третьему и
четвертому уравнениям операцию rot и получим

rot rot ~E = −µ
c

∂

∂t
(rot ~H) = −µε

c2
∂2 ~E

∂t2
,

rot rot ~H =
ε

c

∂

∂t
(rot ~E) = −µε

c2
∂2 ~H

∂t2
.

Поскольку rot rot ~A = graddiv ~A −∆ ~A, с учетом первых двух
уравнений из (16.1) получим

∆ ~H − εµ

c2
∂2 ~H

∂t2
= 0,

∆ ~E − εµ

c2
∂2 ~E

∂t2
= 0.

(16.2)

Отсюда видно, что каждая декартова компонента векторов
~E(~x, t) и ~H(~x, t) удовлетворяет уравнению Даламбера и ско-
рость распространения электромагнитных волн в однородной
диэлектрической среде есть

a =
c√
εµ
.

Электромагнитное поле можно задавать не только напря-

женностями ~E(~x, t) и ~H(~x, t), но и электромагнитными потен-
циалами. Будем искать решение уравнений Максвелла (16.1)
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в виде
~H(~x, t) = rot ~A(~x, t),

~E(~x, t) = − gradA0(~x, t)−
1

c

∂ ~A(~x, t)

∂t
,

(16.3)

где ~A(~x, t) – векторный, а A0(~x, t) – скалярный потенциалы
электромагнитного поля. Подставим (16.3) в (16.1). Второе и
третье уравнения становятся тождествами, два других в одно-
родной среде приводят к следующим уравнениям для потен-
циалов:

∆A0 −
µε

c2
∂2A0

∂t2
= −4π

ε
ρ(~x, t),

∆ ~A− µε

c2
∂2 ~A
∂t2

= −4π

c
~(~x, t).

(16.4)

При этом мы предполагаем выполненным калибровочное усло-
вие Лоренца

µε

c2
∂A0

∂t
+ div ~A = 0.

17. Стационарные физические процессы
и уравнения эллиптического типа

В случае стационарных процессов, когда внешние возмуще-
ния [f(~x, t) = f(~x)] и граничные условия не зависят от времени
[α(~x, t) = α(~x), β(~x, t) = β(~x), µ(~x, t) = µ(~x)], решение уравне-
ния теплопроводности или уравнения колебаний можно искать
в виде

u(~x, t) = u(~x).

Тогда из уравнений теплопроводности или колебаний прихо-
дим к уравнению

div [k(~x) gradu]− q(~x)u = f(~x), (17.1)

граничные условия для которого вытекают из физической по-
становки задачи. Рассмотрим несколько примеров стационар-
ных процессов.

17.1. Стационарное волновое уравнение

Мы уже отмечали, что волновые процессы описываются
уравнениями гиперболического типа. Основные свойства та-
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ких уравнений проявляются при изучении волнового уравне-
ния (уравнения Даламбера)

∆u− 1

a2(~x)
utt = 0, (17.2)

где a(~x) – скорость распространения волны.
Во многих задачах, например в задаче об установившихся

монохроматических колебаниях в упругой среде, естественно
искать решение уравнения (17.2) в виде

u(~x, t) = e−iωtvω(~x). (17.3)

Тогда функция vω(~x) удовлетворяет уравнению

∆vω + λ(~x)vω = 0, (17.4)

где

λ(~x) = k2(~x) =
ω2

a2(~x)
.

Граничные условия для уравнения (17.4) вытекают из гра-
ничных условий для уравнения (17.2), рассмотренных ранее.

В результате приходим к задаче о нахождении собствен-
ных значений ω, при которых существуют отличные от нуля
решения уравнения (17.2).

� Уравнение (17.4) называется уравнением Гельмгольца.
Если в волновом уравнении

∆u− 1

a2(~x)
utt = f(~x, t) (17.5)

внешнее возмущение f(~x, t) – периодическое с частотой ω и
амплитудой g(~x):

f(~x, t) = eiωtg(~x),

то можно искать периодическое решение u(~x, t) с той же ча-
стотой, но неизвестной амплитудой:

u(~x, t) = eiωtv(~x). (17.6)

Подставив (17.6) в (17.5), получим неоднородное уравнение
Гельмгольца

∆v + k2(~x) = g(~x), k(~x) =
ω

a(~x)
. (17.7)



456 Глава 3. Уравнения в физических задачах

♦ В данном случае ω задана и речь идет о краевой задаче
для уравнения (17.7), а не о задаче Штурма–Лиувилля (17.4),
где ω является спектральным параметром, подлежащим опре-
делению.

17.2. Уравнения электростатики и магнитостатики

Рассмотрим уравнения Максвелла (16.1). Если процесс ста-
ционарен, то система уравнений Максвелла распадается на две
независимые системы

div ε(~x) ~E = 4πρ(~x), rot ~E = 0 (17.8)

и

div µ(~x) ~H = 0, rot ~H =
4π

c
~. (17.9)

� Уравнения (17.8) и (17.9) называются уравнениями элек-
тростатики и магнитостатики соответственно.

Поскольку rot ~E = 0, то можно положить ~E(~x) = −∇Φ(~x).
Тогда при ε(~x) = const для электромагнитного потенциала по-
лучим уравнение

∆Φ = f(~x), f(~x) = −4π

ε
ρ(~x). (17.10)

� Уравнение (17.10) называется уравнением Пуассона.

17.3. Стационарное уравнение Шрёдингера

Уравнение Шрёдингера квантовой системы имеет вид

{−i~∂t + Ĥ}Ψ = 0. (17.11)

Пусть гамильтониан Ĥ не зависит от времени явно. Найдем
решение уравнения (17.11) Ψ(~x, t), представляющее собой ди-
намическое состояние с определенной энергией E. Функцию
Ψ(~x, t) будем искать в виде

Ψ(~x, t) = e−iEt/~ΨE(~x), (17.12)

где функция ΨE(~x) не зависит от времени. Подставив (17.12)
в (17.11), получим уравнение для функции ΨE(~x)

ĤΨE = EΨE . (17.13)
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� Уравнение (17.13) называется стационарным уравнением
Шрёдингера.

При движении нерелятивистской частицы в потенциаль-
ном поле U(~x) уравнение (17.13) примет вид

[
− ~

2

2m
∆ + U(~x)

]
ΨE = EΨE . (17.14)

Для волновой функции Ψ(~x) предполагаются выполненными
условия, рассмотренные в разд. «Уравнения квантовой меха-
ники».

♦ С математической точки зрения, задача о нахождении ре-
шений нестационарного уравнения Шрёдингера (17.12) и
(17.13) представляет собой задачу Штурма–Лиувилля на соб-

ственные значения и собственные функции оператора Ĥ.

17.4. Рассеяние на неподвижной мишени
с потенциалом конечного радиуса действия

Рассмотрим рассеяние нерелятивистской бесспиновой ча-
стицы на неподвижной мишени с потенциалом конечного ра-
диуса действия. Пусть направленный пучок частиц с опре-
деленной энергией падает на мишень и рассеивается ею. Бу-
дем предполагать, что взаимодействием частиц в пучке можно
пренебречь. Тогда можно рассматривать рассеяние одиночной
частицы из пучка.

Пусть исходное состояние падающих частиц представляет

собой плоскую волну Ψk = N ei(
~k,~x). В общем случае исход-

ный волновой пакет удобно рассматривать как суперпозицию
плоских волн

Ψ(~x, 0) =

∫
ei(
~k,~x)Φ(~k)d~k. (17.15)

В результате приходим к уравнению

[∆ + k2 − Ũ(~x)]Ψ = 0, Ũ(~x) =
2m

~2
U(~x), k2 = ~k2, (17.16)

решение которого при больших |~x| удовлетворяет следующему
условию:

Ψ(~x) ∼
|~x|→∞

N ei(
~k,~x) +

ei(
~k,~x)

|~x| f~k

( ~x
|~x|
)
, (17.17)
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т.е. представляет собой суперпозицию плоской волны ei(
~k,~x) и

расходящейся сферической волны. При этом предполагается,
что lim

|~x|→∞
U(~x) = 0.

Условие (17.17) можно переписать в виде

lim
r→∞

|r v(~x)| <∞, r = |~x|;

lim
r→∞

{∂v(~x)
∂r

− i|~k|v(~x)
}

= 0, v(~x) = Ψ(~x)−N ei(
~k,~x).

(17.18)

� Соотношения (17.18) называются условиями излучения
Зоммерфельда.

В частности, если потенциал U(~x) представляет собой бес-
конечный потенциальный барьер

U(~x) =

{
∞, ~x ∈ D;
0, ~x /∈ D,

то уравнение (17.16) для функции v(~x) = Ψ(~x)−Nei(~k,~x) транс-
формируется в уравнение Гельмгольца

(∆ + k2)v = 0, Ψ|S = 0 (17.19)

с условием Зоммерфельда (17.18) на бесконечности. Здесь S –
граница области D.

17.5. Скалярное поле

Как известно, ядро атома состоит из нуклонов (протонов
и нейтронов), взаимодействующих между собой посредством
ядерных сил. С точки зрения квантовой теории поля, ядерные
силы обусловлены обменом мезонами между нуклонами ядра.
Такое взаимодействие называется сильным взаимодействием
элементарных частиц. Структура ядра в значительной степени
определяется поведением ядерных сил на малых расстояниях,
где они недостаточно хорошо известны. Поэтому в теории ядра
широко используется модельный подход. Число моделей очень
велико. С их помощью описывают свойства ядер и ядерные
реакции. Одной из таких моделей является модель скалярного
поля, в основу которой положено уравнение Клейна–Гордона

∆ϕ− 1

c2
ϕtt − k2

0ϕ = −4πρ(~x, t), k0 =
m2

0c
2

~2
, (17.20)
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где по аналогии с уравнением Пуассона в правую часть добав-
ляется слагаемое, характеризующее источники поля ϕ. Ядер-
ные силы – короткодействующие, поэтому решения уравнения
(17.20) должны быстро (как минимум, экспоненциально) убы-
вать на больших расстояниях. Уравнение (17.20) описывает
поле частиц с массой покоя m0 = ~k0/c, создаваемое источни-
ком ρ(~x, t). В стационарном случае, когда источник можно счи-
тать неподвижным, приходим к уравнению Гельмгольца для
функции ϕ(~x)

(∆− k2
0)ϕ = f(~x), f(~x) = 4πρ(~x), (17.21)

которое отличается от уравнения (17.7) только знаком перед
слагаемым с k2

0 .

18. Постановка начальных и краевых задач
для уравнений математической физики

Выше мы рассмотрели некоторые физические процессы,
математическое описание которых после ряда физических и
геометрических предположений сводится к линейным уравне-
ниям (системам уравнений) в частных производных. При этом
оказывается, что различные явления описываются одинаковы-
ми по форме уравнениями, например, процессы диффузии и
теплопроводности, механические и электрические колебания и
т.д. Это связано с тем, что в их основе лежат фундаменталь-
ные законы природы.

Все рассмотренные нами уравнения можно отнести к одно-
му из следующих типов:

а) уравнения колебаний (гиперболического типа)

ρ(~x, t)utt = L̂u+ f(~x, t); (18.1)

б) уравнение теплопроводности (параболического типа)

ρ(~x, t)ut = L̂u+ f(~x, t); (18.2)

в) стационарное уравнение (эллиптического типа)

L̂u+ f(~x) = 0. (18.3)

Здесь обозначено

L̂u = div(k(~x) gradu)− q(~x) = (∇, k(~x)∇u)− q(~x) (18.4)
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и предполагается, что k(~x) > 0, q(~x) > 0.
Мы уже отмечали, что общее решение уравнений в част-

ных производных второго порядка, как правило, содержит две
произвольные функции. Из физических соображений обычно
требуется найти единственное решение. Поэтому, помимо диф-
ференциальных уравнений, математическая постановка физи-
ческой задачи должна включать дополнительные условия, ко-
торым должна удовлетворять искомая функция на границах
области ее определения.

Рассмотрим постановку основных задач, включающих та-
кие условия.

I. Задача Коши: найти функцию u(~x, t), удовлетворяющую
при t > 0 уравнению (18.1) или (18.2) в любой точке ~x ∈ E
(в этом случае область E совпадает со всем пространством), а
также начальным условиям

u|t=0 = ϕ(~x), ut|t=0 = ψ(~x) (18.5)

для уравнения (18.1) и начальному условию

u|t=0 = ϕ(~x) (18.6)

для уравнения (18.2).
♦ Обычно искомую функцию подчиняют еще некоторым

ограничениям общего характера, например требуют, чтобы на
бесконечности выполнялось следующее условие:

lim
|~x|→∞

|u(~x, t)| 6∞ (18.7)

или
lim

|~x|→∞
|u(~x, t)| = 0. (18.8)

Как правило, такие условия естественно вытекают из физиче-
ской постановки задачи. Искомую функцию можно подчинить
другим ограничениям, например потребовать, чтобы

∫

E

|u(~x, t)|2ρ(~x)d~x <∞ (18.9)

или ∫

E

| gradu(~x, t)|2ρ(~x)d~x <∞,
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где ρ(~x) > 0, ~x ∈ E ⊂ R
n. В этом случае искомую функцию

можно рассматривать как элемент гильбертова пространства
L, u(~x, t) ∈ L, в котором норма определена соотношениями

‖u(~x, t)‖2 =

∫

E

|u(~x, t)|2ρ(~x)d~x (18.10)

или

‖u(~x, t)‖2 =

∫

E

| gradu(~x, t)|2ρ(~x)d~x

соответственно. Такие требования возникают, в частности, в
квантовой механике. В более общей ситуации функцию u(~x, t)
считают элементом некоторого функционального пространства.
В последующих главах мы будем предполагать (если не ого-
ворено противное) выполнение условия (18.7) или (18.9).

II. Смешанная задача: найти функцию u(~x, t), удовлетво-
ряющую при t > 0, ~x ∈ E уравнению (18.1) [или (18.2)], на-
чальным условиям (18.5) [или (18.6)] и граничному условию

[
α(~x)

∂u

∂n
+ β(~x)u

]∣∣∣
S

= µ(~x, t)
∣∣
S
, (18.11)

[α2(~x) + β2(~x)]
∣∣
S
6= 0.

Здесь S – граница областиE, ∂u/∂n – производная по внешней
нормали к поверхности S. При этом предполагается выполне-
ние условия согласования

[
α(~x)

∂ϕ

∂n
+ β(~x)ϕ

]∣∣∣
S

= µ(~x, 0)
∣∣
S
. (18.12)

� Граничные условия (18.11) называются граничными усло-
виями первого рода (условиями Дирихле), если α(~x)|S ≡ 0;
второго рода (условиями Неймана), если β(~x)|S ≡ 0, и третье-
го рода (условиями Робина) в противном случае.

III. Краевая задача (задача определения стационар-
ного режима): найти функцию u(~x, t), удовлетворяющую в
области E уравнению (18.1) [или (18.2)] и граничному условию
(18.11) (без начальных условий).

Для уравнений эллиптического типа: найти функцию, удо-
влетворяющую в области E (~x ∈ E) уравнению (18.3) и гра-
ничному условию
[
α(~x)

∂u

∂n
+β(~x)u

]∣∣∣
SE

= µ(~x)|SE , [α2(~x)+β2(~x)]
∣∣
SE
6= 0. (18.13)
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� Краевая задача при α(~x)|S ≡ 0 называется задачей Ди-
рихле, , а при β(~x) ≡ 0 – задачей Неймана.

До сих пор мы рассматривали внутренние задачи ~x ∈ E.
♦ Если нужно найти решение u(~x, t), удовлетворяющее усло-

виям (18.11), (18.13), в бесконечной области E∗, внешней по
отношению к поверхности S, то требуют выполнения условия
регулярности на бесконечности (18.7) или (18.8). Такая задача
называется внешней краевой задачей.

IV. Задача Штурма–Лиувилля. В разделе, посвященном
специальным функциям, мы рассматривали задачу Штурма–
Лиувилля для обыкновенных дифференциальных уравнений.
Такая задача может быть естественным образом обобщена на
случай уравнений в частных производных.

Рассмотрим уравнение в частных производных

L̂v + λρ(~x)v = 0, ~x ∈ E (18.14)

с однородными граничными условиями

(
α
∂v

∂n
+ βv

)∣∣∣∣
SE

= 0. (18.15)

Здесь обозначено

L̂v = div
(
k(~x)∇v

)
− q(~x)v. (18.16)

� Задача об определении значений параметра λ, при ко-
торых существует нетривиальное решение уравнения (18.14)
с краевыми условиями (18.15), называется задачей Штурма–
Лиувилля. Значения параметра λ, при которых существует ре-
шение задачи Штурма–Лиувилля, называются собственными
значениями, а отвечающие им функции vλ(~x) – собственными
функциями.

� Совокупность всех собственных значений {λn} задачи
Штурма–Лиувилля называется спектром, а совокупность соб-
ственных значений и отвечающих им собственных функций
[λn, vn(~x)], n = 1,∞, – спектральной серией.

♦ В последующих разделах мы будем рассматривать глав-
ным образом методы решения этих классов задач.

V. Корректность постановки задач математической физи-
ки. Перечисленные выше типы постановки задач, отличаясь друг
от друга, преследуют, тем не менее, одну и ту же цель: обеспе-
чить единственность решения поставленной задачи. Если принять
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во внимание, что данные задачи: начальные и(или) граничные усло-
вия, коэффициенты и неоднородность уравнения – определяются,
как правило, из экспериментов, то возникает вопрос о влиянии по-
грешности измерений на полученное решение. Другими словами,
как и насколько сильно решение задачи меняется при варьирова-
нии значений перечисленных выше параметров. Ответ очевиден:
всякий физически определенный процесс не должен существенным
образом зависеть от погрешностей измерений. Малым изменени-
ям начальных и краевых условий задачи должно соответствовать
малое изменение решения, т.е. решение задачи должно непрерыв-
но зависеть от исходных данных. В противном случае практически
одинаковым условиям задачи (в пределах точности измерения) мо-
гут соответствовать два существенно различных решения.

� Задачу, решение которой непрерывно зависит от ее исходных
данных, будем называть устойчивой.

Требование устойчивости решения замыкает перечень требова-
ний, предъявляемых к математической постановке задачи, коррект-
но определяющей ее решение.

� Математическую задачу будем называть поставленной кор-
ректно, если она удовлетворяет одновременно следующим трем тре-
бованиям: а) решение задачи существует; б) решение задачи един-
ственно; в) решение задачи устойчиво.

Остановимся более подробно на третьем требовании – устой-
чивости решения. Обозначим через F класс функций, к которому
принадлежат исходные данные задачи, содержащий последователь-
ность {ϕn(~x)}, n = 1,∞, сходящуюся к функции ϕ(~x) при n → ∞.
Соответственно через U обозначим класс функций – решений за-
дачи u, к которой стремится последовательность решений {un},
n = 1,∞ при n → ∞. Если при заданном n данные задачи ϕn
определяют решение un, то для устойчивого решения из сходимо-
сти

ϕn → ϕ (ϕn − ϕ→ 0) при n→∞ (18.17)

следует сходимость

un → u (un − u→ 0) при n→∞. (18.18)

� Классом корректности задачи будем называть совокупность
классов F и U , задающих ее корректное решение. Задача, некор-
ректная в одном классе, может быть корректной в другом.

Формулы (18.17) и (18.18) чисто формально определяют устой-
чивость решения задачи. Для того чтобы это понятие приобрело
определенный смысл, необходимо конкретизировать понятие схо-
димости в классах F и U . Наиболее распространенными в матема-
тической физике являются понятия равномерной сходимости и схо-
димости в среднем (см. разд. «Основные и обобщенные функции»
части II). Их естественность характеризуется, например, краевой
задачей для уравнения теплопроводности, где роль u играет темпе-
ратура тела Ω, а роль ϕ – температура на границе тела S. В этом
случае малое изменение температуры на границе вызовет малое
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ее изменение во внутренних точках тела. Таким образом, классом
корректности в данном случае является совокупность двух классов
C(Ω) и C(S) непрерывных на Ω и S функций.

Помимо указанных выше существуют и другие определения схо-
димости, которых мы касаться не будем. Отметим лишь, что более
строгий подход к проблеме устойчивости решения основан на вве-
дении двух метрических пространств P(Φ) и P(U) с нормами ‖Φ‖ и
‖U‖ элементов F и U соответственно. В терминах пространств P(Φ)
и P(U) определение корректности формулируется следующим об-
разом.

� Математическую задачу будем называть корректной в сово-
купности пространств P(Φ), P(U), если решение задачи единствен-
но в P(U) и существует при любых данных из P(Φ), причем малому
изменению начальных данных по норме пространства P(Φ) соот-
ветствует малое изменение решения по норме пространства P(U).

К примеру, в пространстве C(a, b) [или C0(a, b)] функций f(x),
непрерывных на отрезке [a, b], с нормой

‖f(x)‖C = max
x⊂[a,b]

|f(x)| (18.19)

последовательность fn(x), n = 1,∞, из C(a, b) будет сходиться по
норме к функции f(x) ∈ C(a, b), если ‖fn(x) − f(x)‖C → 0 при
n → ∞. Определенная таким образом сходимость в пространстве
C(a, b) будет эквивалентна указанной выше равномерной сходимо-
сти последовательности fn(x), n = 1,∞, к функции f(x) из класса
C(a, b). Сходимость последовательности fn(x), n = 1,∞, в среднем,
или сходимость по норме

‖f(x)‖ρ =
“ bZ

a

ρ(x)f2(x) dx
”1/2

в пространстве L2(a, b, ρ) [или L2(a, b)] определена в разд. <Дельта-
функция Дирака и ортонормированные системы функций> части
II.

♦ Возможно введение и других метрических пространств, про-
диктованных требованием конкретности постановки математиче-
ской задачи.

Если обратиться к задаче Коши для дифференциального урав-
нения в частных производных первого порядка, то ее решение, если
оно существует, всегда корректно. Для уравнений более высоких по-
рядков это утверждение уже не всегда справедливо. Например, ре-
шение задачи Коши для уравнений более высоких порядков может
быть неустойчивым относительно начальных данных. Обратимся
к примеру, приведенному Адамаром. Рассмотрим последователь-
ность задач Коши для уравнения Лапласа

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0
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с начальными условиями для n-й задачи

u(x, 0) = 0, uy(x, 0) = ϕn(x) =
sinnx

n
, n = 1,∞.

Функциональная последовательность {ϕn(x)} при n→∞ равномер-
но стремится к функции ϕ(x) = 0. Легко убедиться, что n-я задача
Коши имеет единственное решение

un(x, y) =
shny sinnx

n2
.

Однако при возрастании n последовательность {un(x, y)} не стре-
мится к решению u(x, y) = 0, соответствующему начальному усло-
вию ϕ(x) = 0, а, напротив, неограниченно возрастает, поскольку

lim
n→∞

˛̨
˛̨ shny sinnx

n2

˛̨
˛̨ =∞.

Таким образом, хотя решение задачи существует и единственно,
оно не является устойчивым по отношению к начальным условиям.
Следовательно, указанная задача поставлена некорректно.

Отметим, что требование корректности постановки задачи обу-
словлено идеализацией рассматриваемых физических явлений в
классической физике. Исследования, основанные на отказе от такой
идеализации (квантовая теория, нелинейные явления, обратные за-
дачи), показывают, что корректно поставленные задачи – далеко не
единственные задачи, отражающие физические явления. В послед-
нее время некорректно поставленные задачи становятся объектом
интенсивного исследования (см., например, [61]).

VI. Классические и обобщенные решения. Как прави-
ло, мы будем предполагать, что во всех рассматриваемых слу-
чаях требуется найти решение u(~x, t), непрерывное вместе со
своими частными производными соответствующего порядка
(например, для уравнений второго порядка решение непре-
рывно вместе с частными производными второго порядка по
всем переменным). Такие решения называются классически-
ми, а постановка соответствующей краевой задачи в этом клас-
се функций – классической постановкой. Однако в ряде ин-
тересных случаев начальные и(или) краевые условия могут
задаваться негладкими (разрывными) функциями, и решения
задач такого сорта уже не являются гладкими функциями.
В частности, именно такие задачи привели к понятию обоб-
щенного решения.

Рассмотрим линейное уравнение в частных производных
второго порядка

L̂u = f(~x), L̂u =
(
∇, k(~x)∇u

)
− q(~x)u, ~x ∈ R

n, (18.20)
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где k(~x) и q(~x) — гладкие функции.
� Обобщенным решением уравнения (18.20) в области E ⊂

R
n называется обобщенная функция u(~x), удовлетворяющая в

этой области уравнению (18.20) в обобщенном смысле, т.е.

〈L̂u(~x)|ϕ(~x)〉 = 〈f(~x)|ϕ(~x)〉, (18.21)

где ϕ(~x), ~x ∈ E ⊂ R
n, принадлежит пространству основных

функций D(E) [для неограниченных областей — пространству
Шварца S(E) (см. разд. «Основные и обобщенные функции»
части II)].

♦ Всякое классическое решение является и обобщенным.
Рассмотрим несколько постановок начальных и краевых

задач, приводящих к обобщенным функциям.

VII. Фундаментальные решения. Понятие фундаменталь-
ного решения, введенное для линейного оператора одной пере-
менной (см. разд. «Фундаментальные решения линейных диф-
ференциальных операторов» части II), естественным образом
обобщается на случай нескольких переменных.

� Фундаментальным решением (функцией влияния) урав-

нения в частных производных L̂u(~x) = 0 или фундаменталь-

ным решением линейного дифференциального оператора L̂
(18.20) называется обобщенная функция E(~x, ~y), которая при
каждом фиксированном ~y ∈ R

n удовлетворяет в R
n уравнению

L̂xE(~x, ~y) = δ(~x− ~y), (18.22)

где по определению δ(~x−~y) = δ(x1−y1)δ(x2−y2) . . . δ(xn−yn).
Фундаментальное решение E(~x, ~y) позволяет найти частное

решение неоднородного уравнения (18.20) по формуле

u(~x) =

∫

E

E(~x, ~y)f(~y)d~y (18.23)

в предположении, что интеграл, стоящий в правой части, су-
ществует. В справедливости соотношения (18.23) можно убе-

диться, если подействовать на него оператором L̂. Тогда полу-
чим

L̂u(~x) =

∫

E

L̂xE(~x, ~y)f(~y)d~y =

∫

E

δ(~x− ~y)f(~y)d~y = f(~x).
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♦ Если оператор L̂ – дифференциальный оператор с посто-
янными коэффициентами, то под фундаментальным решени-

ем оператора L̂ часто понимается обобщенная функция E(~x),
которая является решением уравнения

L̂E(~x) = δ(~x). (18.24)

Очевидно, что эти фундаментальные решения связаны соот-
ношением

E(~x, ~y) = E(~x− ~y). (18.25)

В этом случае, если функция f(~x) такова, что свертка f ∗g (см.
разд. «Свертка обобщенных функций» части II) существует,
то соотношение (18.23) принимает вид

u(~x) = f ∗ g =

∫
g(~x− ~y)f(~y)d~y. (18.26)

Само решение в виде (18.26) иногда называют решением в
форме потенциала.

Второе название – функция влияния – становится понят-
ным, если неоднородность f(~x) в уравнении (18.20) предста-
вить в виде «суммы» точечных источников f(~y)δ(~x− ~y), т.е.

f(~x) =

∫

E

δ(~x− ~y)f(~y)d~y.

В силу соотношений (18.22) и (18.23) каждый точечный источ-
ник f(~y)δ(~x − ~y) влияет на объект, помещенный в точку ~x, в
соответствии с формулой f(~y)E(~x, ~y). Поэтому решение

u(~x) =

∫

E

E(~x, ~y)f(~y)d~y

представляет собой суперпозицию этих влияний.
♦ Можно показать, что фундаментальное решение суще-

ствует для любого дифференциального уравнения с постоян-
ными коэффициентами, а также для любых эллиптических
дифференциальных уравнений (см. [?]).

Ниже приведены фундаментальные решения основных опе-
раторов, встречающихся в математической физике.
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а) Оператор Лапласа ∆n =

n∑

k=1

∂2

∂x2
k

:

∆nEn(~x, ~y) = δ(~x− ~y),

En(~x, ~y) = − 1

(δ2n + n− 2)σn
en(~x − ~y).

Здесь δ2n – дельта-символ Кронекера, σn – площадь поверхно-
сти единичной сферы в R

n,

σn =

∫

|~x|=1

dS =
2πn/2

Γ(n/2)
, σ2 = 2π, σ3 = 4π

и

en(~x) =





ln
1

|~x| , n = 2,

1

|~x|n−2
, n > 2.

б) Оператор Гельмгольца ∆n + k2:

(∆n + k2)En(~x, ~y) = δ(~x− ~y),

En(~x, ~y) =






± i
4
H

(1,2)
0 (k|~x− ~y|), n = 2;

− e±k|~x−~y|

4π|~x− ~y| , n = 3.

Здесь H
(1)
0 , H

(2)
0 – функции Ханкеля нулевого индекса, k – в

общем случае комплексная величина.

в) Оператор теплопроводности
∂

∂t
− a2∆n:

( ∂
∂t
− a2∆n

)
En(~x, ~y, t) = δ(t)δ(~x − ~y), ~x, ~y ∈ R

n, t ∈ R
1,

En(~x, ~y, t) =
θ(t)

(2a
√
πt)n

exp
(
− |~x− ~y|

2

4a2t

)
.
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г) Волновой (Даламбера) оператор 2n =
∂2

∂t2
− a2∆n:

2nEn(~x, ~y, t) = δ(t)δ(~x − ~y),

En(~x, ~y, t) =





1

2a
θ(at− |~x− ~y|), n = 1;

θ(at− |~x− ~y|)
2πa

√
a2t2 − |~x− ~y|2

, n = 2;

θ(t)δ(a2t2 − |~x− ~y|2)
2πa

, n > 3.

Фундаментальное решение E(~x, ~y) оператора L̂ не единственно
и определяется с точностью до слагаемого g0(~x, ~y), являюще-
гося при каждом фиксированном ~y произвольным решением
однородного уравнения

L̂g0(~x, ~y) = 0.

Это позволяет находить фундаментальные решения, удовле-
творяющие некоторым дополнительным условиям, в том чис-
ле решения уравнений (18.22) с краевыми, начальными и сме-
шанными (начально-краевыми) условиями. Фундаментальные
решения соответствующих задач называются также функция-
ми Грина этих задач. Для функций Грина будем использовать
обозначения g(~x, ~y) и G(~x, ~y).

VIII. Обобщенная задача Коши
� Обобщенной задачей Коши для уравнения (18.1) или (18.2)

называется задача о нахождении обобщенной функции ũ(~x, t),
обращающейся в нуль при t < 0 и удовлетворяющей волновому
уравнению

ρ(~x)ũtt = L̂ũ+ F (~x, t) (18.27)

или
ρ(~x)ũt = Lũ+ F (~x, t). (18.28)

Можно показать, что решение классической задачи Коши (18.1),
(18.5) и обобщенной (18.27) связаны соотношениями (см. [?])

ũ(~x, t) = θ(t)u(~x, t), (18.29)

F (~x, t) = f(~x, t) + ϕ(~x)δ′(t) + ψ(~x)δ(t).

Аналогично для задачи Коши (18.1), (18.6)

ũ(~x, t) = θ(t)u(~x, t), F (~x, t) = f(~x, t) + ϕ(~x)δ(t). (18.30)



ГЛАВА 4

Задача Штурма–Лиувилля
для уравнений в частных производных

19. Постановка задачи

В разделе, посвященном специальным функциям, мы рас-
сматривали задачу Штурма–Лиувилля для обыкновенных диф-
ференциальных уравнений (см. разд. III.2). Понятие о задаче
Штурма–Лиувилля может быть естественным образом обоб-
щено на случай уравнений в частных производных.

Пусть E – ограниченная область в пространстве R
n и SE

– ее граница (гладкая поверхность). Рассмотрим уравнение в
частных производных

L̂v + λρ(~x)v = 0, ~x ∈ E (19.1)

с однородными граничными условиями

(
α(~x)

∂v

∂n
+ β(~x)v

)∣∣∣∣
SE

= 0. (19.2)

Здесь обозначено

L̂v = div
(
k(~x) gradv

)
− q(~x)v =

(
∇, k(~x)∇v

)
− q(~x)v, (19.3)

∂v/∂n – производная вдоль внутренней нормали к поверхности
SE и ρ(~x) – заданная знакоположительная функция.

� Задача об определении значений параметра λ, при кото-
рых существует нетривиальное решение vλ(~x) уравнения (19.1)
с краевыми условиями (19.2), называется задачей Штурма–
Лиувилля. Значения параметра λ, при которых существует ре-
шение задачи Штурма–Лиувилля, называются собственными
значениями, а отвечающие им функции vλ(~x) – собственными
функциями.

� Совокупность всех собственных значений {λn} задачи
Штурма–Лиувилля называется спектром, а совокупность соб-
ственных значений и отвечающих им собственных функций
[λn, vn(~x)], n = 0,∞, – спектральной серией.

Перечислим основные свойства собственных значений и соб-
ственных функций задачи Штурма–Лиувилля.

Свойство 1. Существует бесконечное счетное множество соб-
ственных значений {λn} и собственных функций {vn(~x)}; мож-
но так выбрать нумерацию собственных значений λn, что при
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увеличении номера n они неограниченно возрастают. Каждо-
му собственному значению соответствует конечное число ли-
нейно независимых собственных функций.

♦ В отличие от задачи Штурма–Лиувилля для обыкно-
венных дифференциальных уравнений, для уравнений в част-
ных производных собственные значения могут быть вырож-
денными, т.е. собственному значению может соответствовать
несколько линейно независимых собственных функций. Коли-
чество таких функций называется кратностью собственного
значения, или кратностью вырождения. В дальнейшем мы бу-
дем предполагать, что в спектре задачи Штурма–Лиувилля
каждое собственное значение присутствует столько раз, како-
ва его кратность.

Свойство 2. При q(~x) > 0 и α = 0, β = 1 (краевое условие Ди-
рихле) собственные значения задачи Штурма–Лиувилля поло-
жительны:

λn > 0, n = 0,∞.
Свойство 3. Собственные функции задачи Штурма–Лиувилля
(19.1), (19.2) удовлетворяют условию ортогональности

〈vn(~x)|vm(~x)〉ρ = ‖vn(~x)‖2δnm, n,m = 0,∞, (19.4)

где обозначено

〈v|u〉ρ = 〈v(~x)|u(~x)〉ρ =

∫

E

v(~x)u(~x)ρ(~x)d~x; (19.5)

‖v‖ = ‖v(~x)‖ =
√
〈v(~x)|v(~x)〉ρ. (19.6)

♦ В дальнейшем мы будем предполагать, что собствен-
ные функции, соответствующие вырожденному собственному
значению, выбраны ортогональными. Последнее всегда мож-
но сделать, например, методом ортогонализации Шмидта (см.
разд. «Ортогональные классические полиномы» части III).

Свойство 4 (теорема разложения В.А. Стеклова). Ес-
ли функция f(~x) дважды непрерывно дифференцируема в за-
мкнутой области Ē и удовлетворяет граничному условию (19.2),
то она разлагается в абсолютно и равномерно сходящийся ряд
по собственным функциям задачи (19.1) и (19.2)

f(~x) =

∞∑

n=0

Cnvn(~x), (19.7)
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где

Cn =
1

‖vn‖2
〈f(~x)|vn(~x)〉ρ. (19.8)

Ряд (19.7) называется рядом Фурье функции f(~x) по ортого-
нальной системе функций {vn(~x)}, n = 0,∞. Коэффициенты
(19.8) называются коэффициентами Фурье.

Следствие. Система собственных функций {vn(~x)} задачи
Штурма–Лиувилля удовлетворяет условию полноты

∞∑

n=0

1

‖vn‖2
ρ(~y)vn(~x)vn(~y) = δ(~x− ~y) (19.9)

в классе дважды непрерывно дифференцируемых в области
Ē функций, для которых выполняется однородное граничное
условие (19.2).

Доказательство. Подставим (19.8) в (19.7) и поменяем поря-
док суммирования и интегрирования. Получим

∫

E

f(~y)

∞∑

n=0

1

‖vn‖2
ρ(~y)vn(~x)vn(~y) d~y = f(~x),

откуда в соответствии с определением дельта-функции следует
(19.9).

♦ Доказательства свойств 1–4 полностью аналогичны до-
казательствам соответствующих свойств задачи Штурма–Ли-
увилля для обыкновенных дифференциальных уравнений.

20. Задача Штурма–Лиувилля и
начально-краевые задачи для уравнений
математической физики

20.1. Редукция задачи

Рассмотрим неоднородное уравнение

ρ(~x)P̂tu = L̂u+ f(~x, t), ~x ∈ E, (20.1)

где

P̂tu =

2∑

j=0

aj(t)
∂ju

∂tj
, (20.2)
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а оператор L̂ определен формулой (19.3). Уравнение (20.2) яв-
ляется уравнением гиперболического типа, если a2 6= 0, и па-
раболического типа, если a2 = 0, а a1 6= 0.

В частности, при

a2 =
1

a2
, a0 = a1 = 0 и P̂tu =

1

a2
utt

уравнение (20.2) переходит в волновое уравнение, а если при

этом L̂ = ∆, то в уравнение Даламбера

1

a2
utt = ∆u.

Если в уравнении (20.2)

a0 = a2 = 0, a1 =
1

a2
и P̂tu =

1

a2
ut,

то оно переходит в уравнение теплопроводности. В дальней-

шем нас будет интересовать случай, когда L̂ = ∆ и уравнение
теплопроводности примет вид

1

a2
ut = ∆u.

Поставим для уравнения (20.1) начальные условия

u|t=0 = ϕ(~x), ut|t=0 = ψ(~x) (20.3)

и граничные условия

(
α(~x)

∂u

∂n
+ β(~x)u

)∣∣∣
SE

= µ(~x, t)
∣∣
SE
, |α(~x)|+ |β(~x)| 6= 0. (20.4)

♦ В случае уравнения теплопроводности начальное условие
имеет вид

u|t=0 = ϕ(~x). (20.5)

� Классическим решением задачи (20.1)–(20.5) называется
функция u(~x, t), определенная и непрерывная вместе со свои-
ми производными до второго порядка включительно в области
E и t ∈ [0, T ] и удовлетворяющая граничному условию (20.4)
и начальным условиям (20.3) или (20.5).

Непосредственной проверкой можно убедиться, что спра-
ведливо следующее
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Утверждение 20.1. Пусть функции u1(~x, t), u2(~x, t) и u3(~x, t)
являются классическими решениями следующих задач:






ρ(~x)P̂tu1 = L̂u1, ~x ∈ E,
(
α
∂u1

∂n
+ βu1

)∣∣∣
S

= 0, u1|t=0 = ϕ(~x),
∂u1

∂t

∣∣∣
t=0

= ψ(~x);
(20.6)






ρ(~x)P̂tu2 = L̂u2 + f(~x, t), ~x ∈ E,
(
α
∂u2

∂n
+ βu2

)∣∣∣
S

= 0, u2|t=0 =
∂u2

∂t

∣∣∣
t=0

= 0;
(20.7)






ρ(~x)P̂tu3 = L̂u3, ~x ∈ E,
(
α
∂u3

∂n
+ βu3

)∣∣∣
S

= µ(~x, t)|S , u3|t=0 =
∂u3

∂t

∣∣∣
t=0

= 0,
(20.8)

тогда решение u(~x, t) задачи (20.1), (20.3) и (20.4) имеет вид

u(~x, t) = u1(~x, t) + u2(~x, t) + u3(~x, t). (20.9)

Процедура сведения начально-краевой задачи (20.1), (20.3) и
(20.4) к более простым задачам (20.6)–(20.8) называется ре-
дукцией общей задачи.

♦ Задача (20.6) представляет собой смешанную задачу с
однородным граничным и неоднородным начальным услови-
ями для однородного линейного уравнения в частных произ-
водных второго порядка; задача (20.7) – смешанную задачу с
однородными граничными и начальными условиями для неод-
нородного линейного уравнения; задача (20.8) – смешанную
задачу с неоднородными граничными и однородными началь-
ными условиями для однородного линейного уравнения.

20.2. Неоднородные начальные условия

Рассмотрим задачу (20.6). Ее решение будем искать в виде

u1(~x, t) =

∞∑

n=0

Tn(t)vn(~x), (20.10)

где vn(~x) – решение задачи Штурма–Лиувилля (19.1), (19.2).
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Подставим (20.10) в (20.6) и получим

ρ(~x)

∞∑

n=0

vn(~x)P̂tTn(t) =

∞∑

n=0

L̂Tn(t)vn(~x) =

= ρ(~x)

∞∑

n=0

(−λn)Tn(t)vn(~x).

Приравняв коэффициенты при одинаковых функциях vn(~x),
для определения функций Tn(t) получим следующую задачу
Коши:

P̂tTn + λnTn = 0, Tn(0) = ϕn, T ′
n(0) = ψn, (20.11)

где ϕn и ψn – коэффициенты (19.8) разложения функций ϕ(~x)
и ψ(~x) в ряд Фурье по функциям vn(~x)

ϕ(~x) =

∞∑

n=0

ϕnvn(~x), ψ(~x) =

∞∑

n=0

ψnvn(~x); (20.12)

ϕn =
1

‖vn‖2
〈ϕ(~x)|vn(~x)〉ρ, ψn =

1

‖vn‖2
〈ψ(~x)|vn(~x)〉ρ.(20.13)

В частности, задача Коши (20.11) для уравнения теплопровод-
ности примет вид

1

a2
T ′
n + λnTn = 0, Tn(0) = ϕn, (20.14)

и ее решением являются функции

Tn(t) = ϕne
−λna

2t. (20.15)

Аналогично задача Коши для волнового уравнения

1

a2
T ′′
n + λnTn = 0, Tn(0) = ϕn, T ′

n(0) = ψn (20.16)

будет иметь решение

Tn(t) = ϕn cos(a
√
λnt) +

ψn

a
√
λn

sin(a
√
λnt). (20.17)
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Таким образом, решение смешанной задачи (20.6) для урав-
нения теплопроводности имеет вид

u1(~x, t) =

∞∑

n=0

ϕne
−λna

2tvn(~x), (20.18)

а для волнового уравнения

u1(~x, t) =

∞∑

n=0

[
ϕn cos(a

√
λnt) +

ψn

a
√
λn

sin(a
√
λnt)

]
vn(~x). (20.19)

� Функция g(~x, ~y, t) называется функцией Грина, или фун-
даментальным решением смешанной задачи, для уравнения
теплопроводности, если для произвольного фиксированного
~y ∈ E справедливо

ρ(~x)gt(~x, ~y, t) = L̂xg(~x, ~y, t), ~x ∈ E; (20.20)
[
α(~x)

∂g(~x, ~y, t)

∂nx
+ β(~x)g(~x, ~y, t)

}∣∣∣∣
SE

= 0; (20.21)

g|t=0 = δ(~x− ~y), |α(~x)|+ |β(~x)| 6= 0. (20.22)

Если область E совпадает со всем пространством, то функ-
ция g(~x, ~y, t), удовлетворяющая условиям (20.20), (20.22), на-
зывается функцией Грина задачи Коши для уравнения (20.6)
и обозначается через G(~x, ~y, t).

Подставив (20.22) в (20.13), из (20.18) получим

Утверждение 20.2. Функцию Грина смешанной задачи для

уравнения теплопроводности (20.1) P̂t = a−2∂t можно пред-
ставить в виде

g(~x, ~y, t) =

∞∑

n=0

1

‖vn‖2
ρ(~y)e−λna

2tvn(~x)vn(~y). (20.23)

Утверждение 20.3. Пусть g(~x, ~y, t) – функция Грина сме-
шанной задачи для уравнения теплопроводности. Тогда ре-
шение задачи (20.6) имеет вид

u1(~x, t) =

∫

E

g(~x, ~y, t)ϕ(~y)d~y. (20.24)
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Действительно, подставив коэффициенты Фурье (20.13) в
соотношение (20.18), с учетом явного вида функции Грина
(20.23) приходим к (20.24).

� Функции g(~x, ~y, t) и g(~x, ~y, t) называются функциями Гри-
на смешанной задачи для волнового уравнения, если для про-
извольного фиксированного ~y ∈ E справедливы условия

ρ(~x)gtt(~x, ~y, t) = L̂xg(~x, ~y, t), ~x ∈ E; (20.25)
[
α(~x)

∂g(~x, ~y, t)

∂nx
+ β(~x)g(~x, ~y, t)

}∣∣∣∣
SE

= 0; (20.26)

g|t=0 = 0, gt|t=0 = δ(~x − ~y). (20.27)

ρ(~x)gtt(~x, ~y, t) = L̂xg(~x, ~y, t), ~x ∈ E; (20.28)
[
α(~x)

∂g(~x, ~y, t)

∂nx
+ β(~x)g(~x, ~y, t)

}∣∣∣∣
SE

= 0; (20.29)

g|t=0 = δ(~x − ~y), gt|t=0 = 0. (20.30)

Когда область E совпадает со всем пространством, функции
g(~x, ~y, t) и g(~x, ~y, t), отвечающие условиям (20.27)–(20.30), на-
зываются функциями Грина задачи Коши для волнового урав-

нения (20.1) P̂t = a−2∂2
t и обозначаются G(~x, ~y, t) и G(~x, ~y, t).

Аналогично для волнового уравнения приходим к утвер-
ждению

Утверждение 20.4. Функции Грина смешанной задачи для

волнового уравнения P̂t = a−2∂2
t (20.1) можно представить в

виде

g(~x, ~y, t) =
∞∑

n=0

1

a
√
λn

1

‖vn‖2
ρ(~y) sin(a

√
λnt)vn(~x)vn(~y);(20.31)

g(~x, ~y, t) =

∞∑

n=0

1

‖vn‖2
ρ(~y) cos(a

√
λnt)vn(~x)vn(~y). (20.32)

Подставив коэффициенты Фурье (20.13) в соотношение
(20.19), с учетом явного вида функций Грина (20.31) и (20.32)
убеждаемся в справедливости следующего утверждения.

Утверждение 20.5. Пусть g(~x, ~y, t) и g(~x, ~y, t) – функции
Грина смешанной задачи для волнового уравнения. Тогда ре-
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шение задачи (20.6) можно представить в виде

u1(~x, t) =

∫

E

g(~x, ~y, t)ψ(~y)d~y +

∫

E

g(~x, ~y, t)ϕ(~y)d~y. (20.33)

♦ Если P̂t = a−2∂2
t – волновой оператор, то из (20.31) и

(20.32) следует
g(~x, ~y, t) = gt(~x, ~y, t). (20.34)

20.3. Линейное неоднородное уравнение

Рассмотрим теперь задачу (20.7). Ее решение будем искать
в виде

u2(~x, t) =

∞∑

n=0

Θn(t)vn(~x). (20.35)

Подставим (20.35) в (20.7):

ρ(~x)

∞∑

n=0

vn(~x)P̂tTn(t) =

∞∑

n=0

L̂Tn(t)vn(~x) + f(~x, t) =

= ρ(~x)
∞∑

n=0

(−λn)Tn(t)vn(~x) + ρ(~x)
∞∑

n=0

fn(t)vn(~x).

Здесь

fn(t) =
1

‖vn(~x)‖2
〈
f(~x, t)

ρ(~x)

∣∣∣vn(~x)
〉

ρ

. (20.36)

Приравняв коэффициенты рядов Фурье, стоящих в левой
и правой частях, получим следующее уравнение для Θn(t):

P̂tΘn + λnΘn = fn(t), Θn(0) = Θ′
n(0) = 0. (20.37)

Решение уравнения (20.37) можно представить в виде

Θn(t) =

t∫

0

Kn(t, τ)fn(τ)dτ, (20.38)

где Kn(t, τ) – функция Грина задачи Коши (20.37) (см. разд.
«Фундаментальные решения линейных операторов» части II).
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В случае уравнения теплопроводности получим

Θn(t) = e−a
2λnt

t∫

0

ea
2λnτfn(τ)dτ (20.39)

и
Kn(t, τ) = e−a

2λn(t−τ). (20.40)

В случае волнового уравнения для определения функции
Θn(t) получим следующее уравнение:

Θ′′
n + λna

2Θn = fn(t) (20.41)

c начальными условиями (20.37).
Решение уравнения (20.41) будем искать методом Лагран-

жа:
Θn(t) = pn(t) cos(a

√
λnt) + qn(t) sin(a

√
λnt),

где функции pn(t) и qn(t) определяются системой уравнений





p′n(t) cos(a
√
λnt) + q′n(t) sin(a

√
λnt) = 0,

p′n(t)(−a
√
λn) sin(a

√
λnt) + q′n(t)a

√
λn cos(a

√
λnt) = fn(t).

В результате получим

pn(t) = − 1

a
√
λn

t∫

0

fn(τ) sin(a
√
λnτ)dτ + p0

n,

qn(t) =
1

a
√
λn

t∫

0

fn(τ) cos(a
√
λnτ)dτ + q0n.

Из начальных условий (20.37) найдем q0n = p0
n = 0. Тогда

Θn(t) =
1

a
√
λn

t∫

0

fn(τ)
[
− sin(a

√
λnτ) cos(a

√
λnt) +

+ cos(a
√
λnτ) sin(a

√
λnt)

]
dτ =

1

a
√
λn

t∫

0

fn(τ) sin[a
√
λn(t− τ)]dτ.
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Таким образом, для волнового уравнения

Kn(t, τ) =
1

a
√
λn

sin[a
√
λn(t− τ)]. (20.42)

� Обобщенная функция E(~x, ~y, t, τ) называется фундамен-
тальным решением, или функцией Грина, смешанной задачи,
если она при фиксированных ~y ∈ R

n, τ ∈ R, удовлетворяет
уравнению

ρ(~x)P̂tE = L̂xE + δ(~x − ~y)δ(t− τ) (20.43)

и однородному начально-краевому условию

[
α(~x)

∂E

∂n
+ β(~x)E

]∣∣∣
SE

= 0, E|t=0 = Et|t=0 = 0, (20.44)

{α2(~x) + β2(~x)}
∣∣
SE
6= 0.

Утверждение 20.6. Фундаментальное решение E(~x, ~y, t, τ)
смешанной задачи (20.1) можно представить в виде

E(~x, ~y, t, τ) =

∞∑

n=0

Kn(t, τ)vn(~x)vn(~y). (20.45)

Действительно, положив в (20.36)

f(~x, t) = δ(~x − ~y)δ(t− τ),

из (20.35) получим (20.45).
Подставив коэффициенты Фурье (20.36) в (20.35) и поме-

няв местами суммирование и интегрирование, с учетом явного
вида функции E(~x, ~y, t, τ) приходим к следующему утвержде-
нию.

Утверждение 20.7. Пусть E(~x, ~y, t, τ) – фундаментальное
решение смешанной задачи (20.43) и (20.44). Тогда решение
задачи (20.7) можно представить в виде

u2(~x, t) =

t∫

0

dτ

∫

E

E(~x, ~y, t, τ)f(~y, τ)d~y. (20.46)
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Утверждение 20.8. Функции Грина E(~x, ~y, t, τ) (20.43) и
g(~x, ~y, t) (20.25), (20.20) связаны соотношением

E(~x, ~y, t, τ) =
1

a2(τ)
g(~x, ~y, t− τ). (20.47)

В случае уравнения теплопроводности в соотношении (20.47)
коэфициент a2(τ) необходимо заменить на a1(τ).

Действительно, рассмотрим функцию

u2(~x, t) =

t∫

0

dτ

∫

E

1

a2(τ)
g(~x, ~y, t− τ)f(~y, τ)d~y, (20.48)

где функция g(~x, ~y, t) – решение задачи (20.25). Тогда

L̂u2(~x, t) =

t∫

0

dτ

∫

E

1

a2(τ)
L̂xg(~x, ~y, t− τ)f(~y, τ)d~y.

Аналогично

P̂tu2(~x, t) =

t∫

0

dτ

∫

E

1

a2(τ)
P̂tg(~x, ~y, t− τ)f(~y, τ)d~y +

+a2(t)

∫

E

1

a2(t)
gt(~x, ~y, 0)f(~y, t)d~y +

+a2(t)
∂

∂t

∫

E

1

a2(t)
ĝ(~x, ~y, 0)f(~y, t)d~y +

+a1(t)

∫

E

1

a2(t)
g(~x, ~y, 0)f(~y, t)d~y.

С учетом определения (20.27) получим

P̂tu2(~x, t) =

t∫

0

dτ

∫

E

1

a2(τ)
P̂tg(~x, ~y, t− τ)f(~y, τ)d~y + f(~x, t).

Отсюда в силу произвольности функции f(~y, τ) следует, что
представление (20.46) эквивалентно представлению (20.48) и
соотношение (20.47) справедливо. Для уравнения теплопро-
водности доказательство аналогично.
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20.4. Неоднородные граничные условия

Рассмотрим, наконец, задачу (20.8). Покажем, что ее мож-
но свести к рассмотренным ранее. Действительно, пусть υ(~x, t)
– произвольная функция, удовлетворяющая условию

[
α(~x)

∂υ

∂n
+ β(~x)υ

] ∣∣∣
SE

= µ(~x, t)
∣∣
SE
. (20.49)

Решение уравнения (20.8) будем искать в виде

u3(~x, t) = υ(~x, t) + w(~x, t). (20.50)

Тогда для определения функции w(~x, t) имеем задачу:

ρ(~x)P̂tw = L̂w + f̃(~x, t), (20.51)
(
α(~x)

∂w

∂n
+ β(~x)w

)∣∣∣
SE

= 0,

w|t=0 = −υ|t=0, wt|t=0 = −υt|t=0,

где

f̃(~x, t) = L̂υ(~x, t)− ρ(~x)P̂tυ(~x, t),
т.е. для функции w(~x, t) получим задачи, рассмотренные вы-
ше. Тогда ее можно записать в виде

w(~x, t) =

t∫

0

dτ

∫

E

E(~x, ~y, t, τ)f̃(~y, τ)d~y−

−
∫

E

g(~x, ~y, t)υ(~y, 0)d~y −
∫

E

g(~x, ~y, t)υt(~y, 0)d~y. (20.52)

Соответственно для уравнения теплопроводности вместо
(20.52) получим

w(~x, t) =

t∫

0

dτ

∫

E

E(~x, ~y, t, τ)f̃ (~y, τ)d~y −
∫

E

g(~x, ~y, t)υ(~y, 0)d~y =

=

t∫

0

dτ

a1(τ)

∫

E

g(~x, ~y, t− τ)f̃ (~y, τ)d~y −
∫

E

g(~x, ~y, t)υ(~y, 0)d~y.
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Для оператора P̂t = a−2 формулу (20.52) можно записать
с помощью одной функции Грина g(~x, ~y, t):

w(~x, t) =

t∫

0

dτ

∫

E

g(~x, ~y, t− τ)f̃ (~y, τ)d~y −

−
∫

E

gt(~x, ~y, t)υ(~y, 0)d~y −
∫

E

g(~x, ~y, t)υt(~y, 0)d~y.

21. Задача Штурма–Лиувилля и краевые
задачи для стационарных уравнений

Рассмотрим следующую задачу:

L̂u = f(~x); (21.1)
(
α(~x)

∂u

∂n
+ β(~x)u

)∣∣∣
SE

= ϕ(~x)
∣∣
SE
. (21.2)

Решение задачи (21.1), (21.2) будем искать в виде

u(~x) = w(~x) + υ(~x), (21.3)

где υ(~x) – произвольная гладкая вместе со своими производ-
ными второго порядка функция, удовлетворяющая условию

[
α(~x)

∂υ

∂n
+ β(~x)υ

] ∣∣∣
SE

= ϕ(~x)
∣∣
SE
,

например, υ(~x) = ϕ(~x), если функция ϕ(~x) удовлетворяет пе-
речисленным условиям. Тогда для функции w(~x) получим урав-
нение

L̂w = f̄(~x) (21.4)

с однородными граничными условиями

[
α(~x)

∂w

∂n
+ β(~x)w

] ∣∣∣
SE

= 0. (21.5)

Здесь обозначено

f̄(~x) = f(~x)− L̂υ(~x).
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Решение уравнения (21.4) будем искать в виде

w(~x) =

∞∑

n=0

wnvn(~x), (21.6)

где vn(~x) – собственные функции оператора L̂ в области E.
Подставим (21.6) в уравнение (21.4):

L̂

∞∑

n=0

wnvn(~x) = f̄(~x);

∞∑

n=0

(−λn)ρ(~x)wnvn(~x) =

∞∑

n=0

ρ(~x)αnvn(~x), (21.7)

где

αn = − 1

‖vn(x)‖2
〈
f̄(~x)

ρ(~x)

∣∣∣vn(~x)
〉

ρ

, (21.8)

и приравняем коэффициенты при одинаковых функциях vn(~x).
Получим

λnwn = −αn, n = 0,∞,
где λn – собственные числа задачи (19.1), (19.2). Предполо-
жим, что λn 6= 0, и, следовательно, функция w(~x) есть

w(~x) = −
∞∑

n=0

αn
λn
vn(~x) (21.9)

и решение исходной задачи имеет вид

u(~x) = υ(~x)−
∞∑

n=0

αn
λn
vn(~x). (21.10)

� Обобщенная функция g(~x, ~y) называется функцией ис-
точника, или функцией Грина внутренней краевой задачи, ес-
ли она при фиксированных ~y ∈ R

n удовлетворяет уравнению

L̂xg(~x, ~y) = δ(~x − ~y) (21.11)

и однородному граничному условию

{
α(~x)

∂g(~x, ~y)

∂nx
+ β(~x)g(~x, ~y)

}∣∣∣∣
SE

= 0, (21.12)

{α2(~x) + β2(~x)}
∣∣
SE
6= 0,
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где ~n – единичный вектор, нормальный к поверхности S и
внутренний по отношению к области E (внутренняя нормаль).
В случае граничных условий первого (α(~x)|S ≡ 0), второго
(β(~x)|S ≡ 0) и третьего рода функция g(~x, ~y) называется функ-
цией Грина (функцией источника) первой, второй и третьей
краевой задачи соответственно.

Утверждение 21.1. Функцию источника, или функцию Гри-
на, g(~x, ~y) внутренней краевой задачи (21.11), (21.12) можно
представить в виде

g(~x, ~y) =

∞∑

n=0

− ρ(~y)

λn‖vn(~x)‖2
vn(~x)vn(~y). (21.13)

Действительно, подставив f(~x) = δ(~x−~y) в (21.8), из (21.9)
получим (21.13).

Утверждение 21.2. Пусть g(~x, ~y) – функция Грина внут-
ренней краевой задачи (21.11), (21.12). Тогда решение однород-
ной задачи (21.1), (21.2) [ϕ(~x) = 0] можно представить в виде

u(~x) =

∫

E

g(~x, ~y)f̄(~y)d~y. (21.14)

Действительно, подставив коэффициенты αn (21.8) в (21.9)
и поменяв местами суммирование и интегрирование, с учетом
(21.13) и ϕ(~x) = 0 убеждаемся в справедливости утверждения.

♦ Из явного вида функции Грина (21.13) следует, что она
определена, если соответствующая задача Штурма–Лиувилля
не имеет тривиальных собственных значений. В противном
случае можно ввести обобщенные функции Грина, аналогич-
ные тем, которые возникали в теории обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений (см. разд. «Краевая задача для ли-
нейных дифференциальных уравнений с параметром» части
II). Например, для второй краевой задачи (β(~x)

∣∣
SE

= 0)

(
∇, k(~x)∇u

)
= f(~x),

∂u(~x)

∂n

∣∣∣
SE

= 0 (21.15)

существует обобщенная функция Грина, удовлетворяющая
вместо (21.11) условию

{∂g(~x, ~y)
∂nx

}∣∣∣∣
SE

= − 1

S0
, (21.16)
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где S0 – площадь поверхности SE . Такая функция Грина на-
зывается функцией Неймана (см. также [55]). Подробно такая
задача будет рассмотрена ниже.



ГЛАВА 5

Уравнения эллиптического типа

22. Формулы Грина

Теорема 22.1. Пусть E – область в пространстве R
3, гра-

ница которой SE – кусочно-гладкая замкнутая поверхность.
Тогда, если функции u(~x) и v(~x) непрерывны вместе со свои-
ми первыми и вторыми производными в области E вплоть
до границы SE, справедливы соотношения

∫

E

[u(~x)∆v(~x) + (∇u(~x),∇v(~x))]d~x =

=

∮

SE

u(~x)(∇v(~x), d~S). (22.1)

∫

E

[u(~x)∆v(~x)− v(~x)∆u(~x)]d~x =

=

∮

SE

([u(~x)∇v(~x)− v(~x)∇u(~x)], d~S). (22.2)

Соотношения (22.1) и (22.2) называются соответственно
первой и второй формулой Грина.

Доказательство. Формула Остроградского в случае трех пе-
ременных имеет вид

∫

E

div ~A(~x) d~x =

∮

SE

( ~A(~x), d~S). (22.3)

В правой части стоит поверхностный интеграл второго рода,

где d~S = ~n dS и нормаль ~n является внешней по отношению к
замкнутой поверхности SE . Положим в (22.3)

~A(~x) = u(~x)∇v(~x),

∇v(~x) = grad v(~x) =
(∂v(~x)
∂x1

,
∂v(~x)

∂x2
,
∂v(~x)

∂x3

)
,
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где u(~x) и v(~x) – функции, непрерывные вместе со своими пер-
выми производными в области E, тогда

div ~A(~x) = (∇, ~A(~x)) = (∇, (u(~x),∇v(~x))) =

= u(~x)∆v(~x) + (∇u(~x),∇v(~x)),

т.е.

div ~A(~x) = u(~x)∆v(~x) + (∇u(~x),∇v(~x)).
Подставив в (22.3), получим (22.1). Заменим в (22.1) u(~x) на
v(~x), а v(~x) на u(~x), тогда

∫

E

[v(~x)∆u(~x)+ (∇u(~x),∇v(~x))]d~x =

∮

SE

v(~x)(∇u(~x), d~S). (22.4)

Вычтем полученное соотношение из (22.1) и получим (22.2).
Таким образом, теорема доказана.

♦ Условия, которые накладываются теоремой 22.1 на функ-
ции u(~x) и v(~x), определяются типом поверхности SE , для
которой справедлива формула Остроградского. Ниже будет
показано, что эти требования можно ослабить, если усилить
ограничения на поверхность SE .

♦ Формулы Грина (22.3) и (22.1) остаются справедливы-
ми, когда область E ограничена несколькими поверхностями
(т.е. имеет многосвязную границу). В этом случае нормаль ~n,
внешняя по отношению к области E на поверхностях, ограни-
чивающих эту область изнутри, будет направлена внутрь этих
поверхностей.

♦ Формулы Грина (22.3) и (22.1) остаются справедливыми
в пространствах R

n, n > 2. При этом под SE подразумевается
замкнутая плоская кривая для n = 2 и замкнутая гиперпо-
верхность для n > 3.

23. Фундаментальные решения
уравнений Гельмгольца и Лапласа

� Уравнение

∆u− λu = f(~x), λ = const, ~x ∈ R
n, (23.1)

называется уравнением Гельмгольца.
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� Фундаментальным решением уравнения Гельмгольца
(23.1), или функцией Грина уравнения Гельмгольца, называет-
ся обобщенная функция E(~x, ~y), удовлетворяющая уравнению

[∆x − λ]E(~x, ~y) = δ(~x− ~y), ~x, ~y ∈ R
n, (23.2)

где δ(~x−~y) = δ(x1−y1)δ(x2−y2) · · · δ(xn−yn) – дельта-функция
Дирака, ~x – переменная, ~y – параметр.

В случае n = 3 и положительных λ, λ = k2
0 , уравнение

Гельмгольца используют в ядерной физике (модель Юкавы).
Когда λ отрицательно, λ = −k2

0 , уравнение Гельмгольца воз-
никает в теории дифракции.

Теорема 23.1. Функция Грина E(~x, ~y) позволяет найти част-
ное решение уравнения (23.1) при произвольной f(~x)

u(~x) =

∫

E

E(~x, ~y)f(~y)d~y, E ⊂ R
n. (23.3)

Доказательство. Действительно, домножим уравнение (23.2)
на f(~y) и проинтегрируем по ~y в области E. Тогда

[∆x − λ]
∫

E

E(~x, ~y)f(~y)d~y =

∫

E

[∆x − λ]E(~x, ~y)f(~y)d~y =

=

∫

E

f(~y)δ(~x − ~y)d~y = f(~x).

Таким образом, приходим к (23.1), где u(r) определяем из
(23.3), что и требовалось доказать.

♦ Функция Грина определена с точностью до слагаемого
g0(~x, ~y), которое при фиксированном ~y является произвольным
решением однородного уравнения

[∆x − λ]g0(~x, ~y) = 0, (23.4)

но если потребовать, чтобы функция Грина убывала на бес-
конечности, то решение такой задачи для положительных λ
единственно. Чтобы решение было единственным для отрица-
тельных λ, необходимо потребовать также выполнения усло-
вий Зоммерфельда (17.18).

♦ Функция f(~x) имеет смысл плотности источников дан-
ного процесса (например, плотности электростатических за-
рядов), распределенных в рассматриваемой среде. А так как
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дельта-функция Дирака δ(~x− ~y) является локальной и сосре-
доточенной в точке ~x = ~y, то δ(~x−~y) = 0, если ~x 6= ~y. Следова-
тельно, решение уравнения (23.2) (функция Грина) описывает
влияние точечного источника, находящегося в точке ~y.

Теорема 23.2. Фундаментальное решение уравнения Гельм-
гольца имеет вид

En(~x, ~y) =






− 1

4π

e±
√
λ|~x−~y|

|~x− ~y| при n = 3;

± i
4
H

(1,2)
0 [

√
−λ|~x− ~y|] при n = 2.

(23.5)

Доказательство. 1. Сделаем в уравнении (23.2) замену пере-

менных ~x− ~y = ~R, тогда уравнение (23.2) примет вид

(∆R − λ)En(~R, ~y) = δ(~R).

Так как правая часть уравнения не зависит от ~y, то его реше-
ние можно искать в виде

En(~R, ~y) = En(~R),

в результате чего приходим к уравнению

(∆R − λ)En(~R) = δ(~R). (23.6)

Разложим функцию En(~R) в интеграл Фурье

En(~R) =

∫

Rn

Ē(~p)ei(~p, ~R)d~p, n = 2, 3.

Тогда

∆REn(~R) = −
∫

Rn

p2Ēn(~p)ei(~p, ~R)d~p, ~p 2 = p2.

Подставив в (23.2), получим

−
∫

Rn

(~p 2 + λ)Ēn(~p)ei(~p,
~R)d~p =

1

(2π)3

∫

Rn

ei(~p,
~R)d~p.
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Здесь мы воспользовались разложением δ-функции в интеграл
Фурье (см. разд. «Дельта-функция Дирака» части II)

δ(~R) =
1

(2π)n

∫

Rn

ei(~p,
~R)d~p.

Следовательно,

Ēn(~p) = − 1

(2π)n
1

p2 + λ
. (23.7)

Сделав обратное преобразование Фурье, найдем

En(~R) = − 1

(2π)n

∫

Rn

ei(~p,
~R)

p2 + λ
d~p. (23.8)

2. Вычислим интеграл (23.8) при n = 3 и λ = k2
0 . Для этого

перейдем в нем к сферической системе координат, направив

вектор p3 по вектору ~R, тогда (~p, ~R) = pR cos θ, ~p2 = p2, d~p =
= p2dp sin θ dθ dϕ, p1 = p sin θ cos θ, p2 = p sin θ sinϕ, p3 = p cos θ,

E3(~R) = − 1

(2π)3

∞∫

0

p2dp

π∫

0

sin θ dθ

2π∫

0

dϕ
eipR cos θ

p2 + k2
0

=

=
1

(2π)2

∞∫

0

p2dp

p2 + k2
0

π∫

0

eipR cos θd(cos θ).

Вычислив интеграл

π∫

0

eipR cos θd(cos θ) =
eipR cos θ

ipR

∣∣∣
π

0
= − 2

pR
sin pR,

получим

E3(~R) = − 1

(2π)3

∫

R3

ei(~p,
~R)

p2 + k2
0

d~p = − 1

2π2R

∞∫

0

p sin pR

p2 + k2
0

dp =

= − 1

2π2R

∞∫

0

dx
x sinx

x2 + (k0R)2
= − 1

4πR
e−k0R, (23.9)
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так как (см. пример 23.5 разд. «Приложения теории вычетов»
части I)

∞∫

0

x sinx

x2 + a2
dx =

π

2
e−a, a > 0.

3. При n = 2 в интеграле (23.8) перейдем к полярной си-

стеме координат: p1 = p cosϕ, p2 = p sinϕ, p = |~p|, (~p, ~R) =
= ρR cosϕ. Тогда

E2(~R) = − 1

(2π)2

∞∫

0

p dp

2π∫

0

eipR cosϕ

p2 + k2
dϕ.

Воспользовавшись представлением функции Бесселя (III.10.7)
с помощью интеграла Бесселя, найдем

E2(~R) = − 1

2π

∞∫

0

pJ0(Rp) dp

p2 + k2
=

= − 1

2π
K0(Rk) = − i

4
H

(1)
0 (ikR). (23.10)

Здесь использованы формула (6.4) и соотношение (III.10.24).
Аналогично или методом аналитического продолжения до-

казываются остальные формулы (23.5). Выбор фундаменталь-
ного решения из (23.5) в каждом конкретном случае обуслов-
лен постановкой задачи.

� Функция Ēn(~p) (23.7) (фурье-образ функции Грина) на-
зывается пропагатором уравнения (23.2).

Пример 23.1. Найти общее решение уравнения (23.4), зави-
сящее только от |~x|.

Решение. Уравнение (23.4) для функции g0(~x) = g0(|~x|),
|~x| = r, имеет вид:

при n = 3 (в сферической системе координат)

1

r2
d

dr

(
r2
dg0
dr

)
− λg0 = 0; (23.11)

при n = 2 (в полярной системе координат)

1

r

d

dr

(
r
dg0
dr

)
− λg0 = 0. (23.12)
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Приняв во внимание, что

1

r2
d

dr

(
r2
dg0
dr

)
=

1

r

d2

dr2
(rg0),

уравнение (23.11) можно записать

d2

dr2
(rg0)− λ(rg0) = 0.

Общее решение последнего имеет вид

g0(|~x|) = g0(r) =
1

r

[
C1e

r
√
λ + C2e

−r
√
λ
]
. (23.13)

В свою очередь, уравнение (23.12) представляет собой урав-
нение Бесселя индекса ν = 0 с параметром −λ:

r2
d2g0
dr2

+ r
dg0
dr
− λr2g0 = 0,

общее решение которого имеет вид

g0(|~x|) = g0(r) = C1H
(1)
0 (r

√
−λ) + C2H

(2)
0 (r

√
−λ). (23.14)

Поскольку однородное уравнение (23.4) всюду вне точки
~x = ~y совпадает с (23.2), то полученные решения (23.13), (23.14)
с точностью до постоянных множителей совпадают с соответ-
ствующими фундаментальными решениями (23.5).

Следствие. Функция Грина уравнения Лапласа имеет вид

En(~x, ~y) =






− 1

4π

1

|~x− ~y| , ~x, ~y ∈ R
3;

− 1

2π
ln

1

|~x− ~y| , ~x, ~y ∈ R
2.

(23.15)

Доказательство. Положив в соотношении (23.5) λ = 0 и

приняв во внимание поведение функций Ханкеля H
(1,2)
0 (z) в

окрестности точки z = 0 (см. разд. «Асимптотическое поведе-
ние функций Бесселя» части III)

H
(1,2)
0 (z) ∼ ±2i

π
ln

1

|z| , z → 0,
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получим функцию Грина уравнения Лапласа (23.15).
♦ Соотношения (23.15) можно получить из уравнения Ла-

пласа с помощью преобразования Фурье аналогично тому, как
были получены соотношения (23.5).

♦ Очевидно, что функция Грина (23.15) удовлетворяет урав-
нению

∆xEn(~x, ~y) = δ(~x− ~y), ∆x
1

|~x− ~y| = −4πδ(~x− ~y), (23.16)

а частное решение уравнения Пуассона ∆u = f(~x) имеет вид

u(~x) = − 1

4π

∫
f(~y)d~y

|~x− ~y| , ~x ∈ R
3. (23.17)

♦ Функция Грина уравнения Лапласа (23.15) в электро-
статике представляет собой кулоновский потенциал точечного
заряда или заряженной линии, а функция Грина уравнения
Гельмгольца (23.5) в ядерной физике – потенциал Юкавы.

24. Гармонические функции

24.1. Гармонические функции и их свойства

� Функция u(~x) называется гармонической в области E ⊂
R
n, если она непрерывна в E вместе со своими частными про-

изводными до второго порядка включительно и удовлетворяет
уравнению Лапласа ∆nu = 0 во всех внутренних точках обла-
сти E.

♦ Определение гармонической функции дано для открытой
области. Если в дальнейшем мы будем говорить о гармониче-
ской функции в замкнутой области Ē, то это означает, что она
гармоническая в более широкой открытой области G (Ē ⊂ G).

♦ Данное выше определение справедливо как для огра-
ниченных, так и для неограниченных областей. Иногда для
неограниченных областей его дополняют условием

lim
|~x|→∞

|~x|n−2u(~x) = const <∞, n > 2. (24.1)

Ниже будет показано, что это требование выполняется, если
гармоническую функцию подчинить условиям регулярности
(18.7) или (18.8). Такие функции будем называть регулярными
на бесконечности гармоническими функциями.
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♦ Регулярная гармоническая функция в неограниченной
области E ⊂ R

n стремится к нулю при стремлении |~x| к беско-
нечности вдоль любой кривой, принадлежащей E, при n > 2
и является ограниченной при n = 2.

♦ Отметим, что при n = 1 гармонические функции удовле-
творяют уравнению

d2u

dx2
= 0

и сводятся к линейным функциям, которые графически изоб-
ражаются прямыми линиями. Теория таких функций рассмот-
рена в курсе математического анализа и в нашем случае инте-
реса не представляет. Тем не менее, поведение прямой, задан-
ной на границе областиE, т.е. в точках a и b отрезка [a, b], хоро-
шо иллюстрирует и, более того, позволяет предсказать неко-
торые свойства гармонических функций размерности n > 2.
Действительно, задание значений прямой в двух точках (т.е.
на границе) однозначно определяет, во-первых, явный вид ли-
нейной функции, т.е. поведение функции во всех внутренних
точках отрезка, что соответствует теореме об интегральном
представлении; во-вторых, среднее значение линейной функ-
ции на отрезке [a, b], что соответствует теореме о среднем. Кро-
ме того, прямая не может достигать наибольшего или наимень-
шего значения во внутренних точках отрезка [a, b], что соот-
ветствует теореме об экстремуме или принципу максимума. К
рассмотрению этих теорем мы и перейдем, доказав предвари-
тельно следующую лемму.

Лемма 24.1. Если функция u(~x) непрерывна вместе со сво-
ими производными до второго порядка включительно в обла-
сти E вплоть до границы SE , т.е. u(~x) ∈ C2(Ē), то имеют
место формулы

h(~x,E)u(~x) =

∫

E

En(~x, ~y)∆u(~y)d~y+

+

∮

SE

{[
u(~y)∇En(~x, ~y)− En(~x, ~y)∇u(~y)

]
, d~S

}
, (24.2)

где

h(~x,E) =

{
1 для ~x ∈ E,
0 для ~x /∈ E
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– характеристическая функция области E и

En(~x, ~x) =





− 1

4π|~x− ~y| для n = 3,

− 1

2π
ln

1

|~x− ~y| для n = 2.

� Соотношение (24.2) называется третьей формулой Грина.

Доказательство. Для удобства во второй формуле Грина по-
ложим ~x = ~y:

∫

E

[u(~y)∆yv(~y)− v(~y)∆yu(~y)]d~y =

=

∮

SE

([u(~y)∇v(~y)− v(~y)∇u(~y)], d~Sy).

1. Выберем v(~y) = |~x− ~y|−1 и учтем, что

∆yv(~y) = −4πδ(~x− ~y).
Тогда

−4π

∫

E

u(~y)δ(~x− ~y)d~y =

=

∫

E

1

|~x− ~y|∆yu(~y) d~y +

∮

SE

([
u(~y)∇ 1

|~x− ~y| −
∇u(~y)
|~x− ~y|

]
, d~Sy

)
.

Учтя, что
∫

E

u(~y)δ(~x − ~y)d~y =

{
u(~x), ~x ∈ E;
0, ~x /∈ E,

получим утверждение леммы для E ⊂ R
3.

2. Выбрав v(~y) = ln 1
|~x−~y| и учтя, что

∆y ln
1

|~x− ~y| = −2πδ(~x− ~y),

получим утверждение леммы для E ⊂ R
2.
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Теорема 24.1 (об интегральном представлении). Если
функция u(~x) – гармоническая в области E, то имеет ме-
сто формула

u(~x) = −
∮

SE

(
[u(~y)∇En(~x, ~y)− En(~x, ~y)∇u(~y)], d~Sy

)
; (24.3)

~x ∈ E ⊂ R
n, n = 2, 3,

причем эта функция бесконечно дифференцируема во всех
внутренних точках области E.

Доказательство непосредственно вытекает из леммы 24.1,
если в формуле (24.2) учесть, что ∆u = 0. Бесконечная диффе-
ренцируемость следует из соответствующей дифференцируе-
мости интеграла, стоящего в правой части соотношения (24.3),
по параметру ~x.

♦ Таким образом, гармоническая функция в области E
определяется только значениями u(~x) и ∇u(~x) на поверхности
SE .

Теорема 24.2 (о нормальной производной). Если функ-
ция u(~x) – гармоническая в области E ⊂ R

3, то

∮

S

(∇u(~x), d~S) =

∮

S

∂u(~x)

∂n
dS = 0, (24.4)

где S – произвольная замкнутая поверхность, целиком лежа-
щая в E. Иными словами, если функция u(~x) – гармоническая
в области, ограниченной замкнутой поверхностью S, то по-
ток ∇u(~x) через эту поверхность равен нулю.

Доказательство. В первой формуле Грина

∫

E

[v(~x)∆u(~x) + (∇v(~x),∇u(~x))]d~x =

∮

S

v(~x)(∇u(~x), d~S)

положим v(~x) = 1, а функцию u(~x) гармонической. С учетом
∆u(~x) = 0, v(~x) = 1 и ∇v(~x) = 0 получим (24.4), что и требо-
валось доказать.

Заметим, что теорема 24.2 остается справедливой и в том
случае, когда u(~x) гармонична в E и непрерывна в Ē. В этом
случае поверхность S совпадает с SE .
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Теорема 24.3 (о среднем). Для функций u(~x), гармониче-
ских внутри сферы (окружности) радиуса R, справедливо со-
отношение

u(~x) =
1

π(2R)n−1

∮

|~x−~y|=R

u(~y)dSy, n = 2, 3. (24.5)

Доказательство. При n = 3 будем считать SE в (24.3) сферой
радиуса R = |~x− ~y|. Тогда

∮

|~x−~y|=R

(∇u(~y)
|~x− ~y| ,

~dSy

)
=

1

R

∮

|~x−~y|=R

(∇u(~y), ~dSy) = 0.

Последний интеграл равен нулю в силу формулы (24.4).
Заметим, что

∇ 1

|~x− ~y| = − ~x− ~y
|~x− ~y|3

∣∣∣
|~x−~y|=R

= −
~R

R3
.

Для сферы

d~Sy = ~ndSy =
~R

R
dSy.

Следовательно, из (24.3) получим

u(~x) =
1

4πR2

∮

|~x−~y|=R

u(~y)dSy .

Доказательство для случая n = 2 аналогично.

♦ Теорема о среднем утверждает, что значение гармониче-
ской функции в некоторой точке ~x равно среднему значению
этой функции на сфере с центром в точке ~x, если сфера не
выходит из области гармоничности.

Теорема 24.4 (об экстремуме). Если u(~x) гармонична в
замкнутой области Ē = E + SE, где SE – граница E, то
она не может достигать экстремального значения во внут-
ренних точках области E, т.е.

min
~x∈SE

u(~x) 6 u(~x) 6 max
~x∈SE

u(~x), ~x ∈ E. (24.6)

Соотношение (24.6) называется принципом максимума.



24. Гармонические функции 499

Доказательство. Проведем доказательство от противного в
предположении, что u(~x) гармонична в Ē. Пусть функция u(~x)
не равна тождественно постоянной, а точка ~x0 ∈ E – точка
максимума. Тогда

u0 = u(~x0) > u(~x)

в некоторой окрестности точки ~x0, принадлежащей области
гармоничности. Возьмем малую сферу радиуса ε, целиком ле-
жащую в этой окрестности, тогда

u(~x0) =
1

4πε2

∮

|~x−~x0|=ε

u(~x)dS.

Поскольку u(~x) 6 u0, должно выполняться неравенство

u(~x0) 6
u0

4πε2

∮

|~x−~x0|

dS 6 u0.

Здесь мы воспользовались соотношением
∮

|~x−~y|=R

dS = 4πR2.

Следовательно,возможнотолькоравенство,атогдаu(~x)=const,
что противоречит предположению и доказывает утверждение.
Доказательство для точки минимума аналогично.

Пример 24.1. Показать, что если две функции u(~x) и v(~x),
гармонические в E и непрерывные в Ē, удовлетворяют на гра-
нице SE неравенству

u(~x) 6 v(~x), (24.7)

то оно справедливо и для всех внутренних точек области E.

Решение. Рассмотрим функцию w(~x) = u(~x) − v(~x), гармо-
ническую в E, непрерывную в Ē и удовлетворяющую условию
w(~x)

∣∣
SE

6 0. Предположим, что в некоторой внутренней точке

~x ∈ E имеет место неравенство w(~x) > 0. Но это предположе-
ние противоречит замечанию к теореме 24.2, и, следовательно,
неравенство (24.7) справедливо во всей замкнутой области Ē.
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В заключение сформулируем некоторые утверждения, вы-
текающие из замечания к теореме 24.2, которые потребуются
нам при рассмотрении краевых задач для уравнений Лапласа
и Пуассона.

Утверждение 24.1. Если u(~x) гармоническая в E и непре-
рывная в Ē, то

|u(x)| 6 max
~x∈SE

|u(~x)|, ~x ∈ Ē. (24.8)

Неравенство (24.8) следует непосредственно из (24.6).

Утверждение 24.2. Если гармоническая функция u(~x) рав-
на нулю на границе области E, то она тождественно равна
нулю внутри этой области.

Утверждение 24.3. Если последовательность гармониче-
ских в области E и непрерывных в Ē функций {um(~x)}, m =
0,∞, сходится равномерно на границе области E, то она рав-
номерно сходится в Ē к гармонической функции.

Из неравенства (24.8) вытекает

lim
k→∞
m→∞

|uk(~x)− um(~x)| 6 lim
k→∞
m→∞

max
~x∈SE

|uk(~x)− um(~x)| = 0, ~x ∈ Ē,

откуда следует справедливость первой части утверждения.
Справедливость второй его части вытекает из теоремы о сред-
нем: поскольку функции um(~x) удовлетворяют равенству (24.5),
то и их предел удовлетворяет этому же равенству, откуда и
следует гармоничность предельной функции.

Аналогичные утверждения для неограниченных областей
мы сформулируем ниже, рассмотрев поведение гармонических
функций на бесконечности.

24.2. Поведение гармонических функций
в особых точках и на бесконечности

Пусть функция u(~x) гармонична в области E, за исключением
особой точки ~y ∈ E. Рассмотрим ее поведение в окрестности этой
точки.

Теорема 24.5. Если функция u(~x) – гармоническая в области E ⊂
R
n, за исключением точки ~x = ~y, в окрестности которой она ве-

дет себя так, что



24. Гармонические функции 501

lim
~x→~y

u(~x)

En(~x, ~y)
= 0, (24.9)

где En(~x, ~y) – фундаментальное решение оператора Лапласа, то
u(~x) можно гармонически продолжить в эту точку.

Доказательство. Рассмотрим сферу Sε радиуса ε с центром в точ-
ке ~x = ~y. Выберем гармоническую внутри Sε функцию v(~x), кото-
рая на SE совпадает с рассматриваемой функцией u(~x) (согласно
теореме 24.8 о единственности решения задачи Дирихле, это все-
гда возможно). Из условия (24.9) следует, что в окрестности точки
~x = ~y функция u(~x) удовлетворяет оценке u(~x) = α(~x)En(~x, ~y), где
α(~x) – бесконечно малая величина при ~x→ ~y. Рассмотрим еще две
функции: w1(~x) = u(~x)− v(~x) и w2(~x) = β[En(~x, ~y)−En(~x0, ~y)], где β
– произвольное положительное число, а ~x0 — произвольная точка,
лежащая на сфере Sε.

Из точки ~x = ~y, как из центра, опишем еще одну сферу Sδ,
лежащую внутри Sε, с радиусом δ таким, чтобы на Sδ выполнялось
неравенство

w2(~x)
˛̨
Sδ

> |w1(~x)|
˛̨
Sδ
. (24.10)

Поскольку функция w1(~x) как разность гармонических функ-
ций гармонична в области вне Sδ и внутри Sε, то неравенство (24.10)
с границы Sδ можно продолжить на эту область. Для функции
w2(~x) с фиксированной точкой ~x 6= ~y предельный переход β → 0
дает

lim
β→0

w2(~x) = 0.

Но это означает, что функция w1(~x) = 0 всюду, за исключением,
может быть, точки ~x = ~y. Таким образом, функция u(~x) всюду в E,
за исключением точки ~x = ~y, совпадает с функцией v(~x). Доопреде-
лив функцию u(~x) так, чтобы u(~y) = v(~y), получим функцию u(~x),
гармоническую всюду в области E.

Прежде чем перейти к рассмотрению поведения гармонической
функции на бесконечности, коротко остановимся на преобразова-
ниях, сохраняющих гармоничность рассматриваемых функций. Из-
вестно, что на плоскости, т.е. в R

2, любое конформное преобразо-
вание

w(z) = u(x, y) + iv(x, y), z = x+ iy, z ∈ E, w ∈ D,

области E в область D сохраняет гармоничность функции f(x, y),
так как

“ ∂2

∂u2
+

∂2

∂v2

”
f̃(u, v) =

1

|w′(z)|
“ ∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

”
f(x, y).

Обобщим известное для R
2 понятие симметрии относительно окруж-

ности на R
3.
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� Точки ~x и ~x′ называются симметричными относительно сфе-
ры (окружности) радиуса R с центром в начале координат, ес-
ли они лежат на одном луче, исходящем из начала координат, и
|~x| · |~x′| = R2.

Очевидно, что декартовы координаты симметричных точек свя-
заны соотношениями

~x = ~x′
R2

|~x′|2 , ~x′ = ~x
R2

|~x|2 . (24.11)

� Функция

v(~x′) =
“ |~x|
R

”n−2

u(~x) =
“ R

|~x′|
”n−2

u
“R2

|~x′|~x
”
, (24.12)

~x ∈ R
n, n = 2, 3

называется преобразованием Кельвина гармонической функции u(~x).

Теорема 24.6. Если функция u(~x) гармоническая в окрестности
точки ~x, то ее преобразование Кельвина – функция v(~x) гармонич-
на в окрестности точки ~x′, симметричной точке ~x относительно
сферы (окружности) SR.

Доказательство. 1. Для n = 3 точку ~x зададим сферическими
координатами r, θ, ϕ. Тогда точка ~x′ будет иметь координаты r′, θ, ϕ,
где r′ = R2/r. Теорема будет доказана, если мы покажем, что из
уравнения

∆r,θ,ϕu =
1

r2
∂

∂r

“
r2
∂u

∂r

”
+

1

r2
∆θ,ϕu = 0 (24.13)

следует уравнение для функции v

∆r′,θ,ϕv =
1

(r′)2
∂

∂r′

h
(r′)2

∂v

∂r′

i
+

1

(r′)2
∆θ,ϕv = 0. (24.14)

В (24.13) и (24.14) введено обозначение

∆θ,ϕ =
1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2
+

1

sin θ

∂

∂θ

“
sin θ

∂

∂θ

”
. (24.15)

Заметив, что
1

r2
∂

∂r

“
r2
∂u

∂r

”
=

1

r

∂2(ru)

∂r2
, (24.16)

уравнение (24.13) можно записать

∆r,θ,ϕu =
1

r

h∂2(ru)

∂r2
+

1

r
∆θ,ϕu

i
=

1

r

h∂2(ru)

∂r2
+

+
1

r2
∆θ,ϕ(ru)

i
=
R

r

h∂2v

∂r2
+

1

r2
∆θ,ϕv

i
= 0. (24.17)
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С учетом того, что

∂v

∂r
=
∂v

∂r′
∂r′

∂r
=

∂v

∂r′

“
−R

2

r2

”
= − (r′)2

R2

∂v

∂r′
,

соотношение (24.17) примет вид

∆r,θ,ϕu =
r′

R

h (r′)2

R2

∂

∂r′

“ (r′)2

R2

∂

∂r′

”
+

(r′)2

R4
∆θ,ϕ

i
v =

=
(r′)5

R5

h 1

(r′)2
∂

∂r′

“
(r′)2

∂

∂r′

”
+

1

(r′)2
∆θ,ϕ

i
v =

(r′)5

R5
∆r,θ,ϕv = 0,

откуда и следует (24.14).
2. Доказательство для n = 2 аналогично.
Как уже отмечалось, преобразование Кельвина позволяет неко-

торые внешние задачи сводить к внутренним (см. разд. «Поста-
новка начальных и краевых задач для уравнений математической
физики») и наоборот. Кроме того, оно позволяет достаточно просто
оценить поведение гармонической функции на бесконечности.

Теорема 24.7. Если функция u(~x) гармонична и регулярна вне
шара (круга) E : |~x| 6 R, то при |~x| → ∞ справедливы следую-
щие оценки:

u(~x) = O(1), grad u(~x) = O(|~x|−2), n = 2;
u(~x) = O(|~x|−1), grad u(~x) = O(|~x|−2), n = 3.

(24.18)

Доказательство. Для n = 3 преобразование Кельвина функции
u(~x), согласно (24.12), имеет вид

v(~x′) =
R

|~x′|u
“ R2

|~x′|2 ~x
′
”

и является гармонической функцией внутри шара E, за исключе-
нием точки ~x′ = 0, в которой она в силу регулярности функции
u(~x) на бесконечности удовлетворяет оценке

v(~x′) =
1

|~x′|o(1) = o(|~x′|−1) = o(E3(~x′)). (24.19)

Условие (24.19) эквивалентно условию (24.9). Это означает, что
функция v(~x′) гармонически продолжается в точку ~x′ = 0. Совер-
шив обратное преобразование Кельвина, для функции u(~x) полу-
чим представление

u(~x) =
R

|~x|v
“ R2

|~x|2 ~x
”
,

откуда и следуют оценки (24.18). Доказательство для n = 2 анало-
гично.



504 Глава 5. Уравнения эллиптического типа

Теоремы 24.5–24.7 показывают, что утверждения 24.1–24.3 мож-
но распространить на неограниченную область R

3 \ E с границей
SE при условии регулярности функции u(~x) на границе.

Действительно, пусть функция u(~x) – непрерывная в R
3 \ E и

регулярная гармоническая в R
3\Ē. Согласно теореме 24.7, u(~x) при

~x→∞ удовлетворяет оценкам (24.18).
Начнем со случая n = 2, для которого при ~x→∞ справедлива

оценка u(~x) = O(1). Пусть SR – окружность, целиком лежащая в
области E. Тогда преобразование Кельвина (24.12) относительно
этой окружности трансформирует неограниченную и лежащую вне
SR область R

3 \ E в ограниченную и расположенную внутри SR
область (R3 \E)′ с границей S′

R. По теореме 24.6 функция

v(~x′) = u
“ R2

|~x′|2 ~x
′
”

непрерывна в (R3 \ E)′ и гармонична в (R3 \ Ē)′, за исключением,
может быть, точки ~x′ = 0, в которой она ограничена. Но по тео-
реме 24.6 такую функцию можно доопределить до гармонической,
что позволяет считать функцию v(~x′) гармонической в замкнутой
ограниченной области (R3 \ E)′ с границей S′

R. Но тогда, согласно
(24.8),

|v(~x′)| 6 max
~x′∈S′

E

|v(~x′)|, ~x′ ∈ (R2 \ Ē)′.

Совершив обратное преобразование Кельвина, получим

u(~x′) = v
“ R2

|~x|2 ~x
”
, ~x ∈ R

2 \ E,

откуда и следует справедливость соотношения (24.8) для неограни-
ченной области R

2 \E с границей SE, что влечет за собой справед-
ливость утверждения 24.2 для R

2 \ E. Для n = 3 доказательство
аналогично.

Утверждение 24.4. Гармоническая функция, ограниченная во
всем пространстве R

n, n > 2, равна постоянной.

Утверждение 24.5. Регулярная гармоническая в R
n, n > 3, функ-

ция есть тождественный нуль.

24.3. Постановка, разрешимость и единственность
краевых задач для уравнений
Лапласа и Пуассона

Рассмотрим более подробно краевые задачи для уравнения Ла-
пласа, сформулированные в разд. «Постановка начальных и крае-
вых задач для уравнений математической физики».



24. Гармонические функции 505

Обратимся, например, к внутренней задаче Дирихле в ограни-
ченной области E с границей SE:

∆u(~x) = 0, ~x ∈ E, (24.20)

u(~x)
˛̨
SE

= f(~x)
˛̨
SE
, ~x ∈ SE. (24.21)

Поскольку решение уравнения (24.20) обычно ищут в открытой об-
ласти E, то одного граничного условия (24.21), вообще говоря, недо-
статочно для обеспечения единственности решения задачи. Напри-
мер, функция

u(~x) =
n
C1~x+ C2, ~x ∈ E,
f(~x), ~x ∈ SE (24.22)

с произвольными постоянными C1 и C2 является неоднозначным
решением задачи. Более того, в различных подобластях области
E произвольные постоянные можно выбрать по-разному. Поэтому
корректная постановка задачи, помимо (24.20), (24.21), предпола-
гает выбор классов искомой функции u(~x), а также f(~x) и SE, до-
пускающих ее устойчивое решение. Будем искать решение краевых
задач (18.3) в классе регулярных гармонических функций, и пусть
SE – замкнутая гладкая в смысле Ляпунова поверхность (кривая
при E ⊂ R

2), ограничивающая область E.
� Поверхность S называется поверхностью Ляпунова (или глад-

кой в смысле Ляпунова), если она удовлетворяет следующим усло-
виям:

1) в каждой точке поверхности S существует касательная плос-
кость;

2) существует такое r > 0, что вокруг каждой точки M поверх-
ности S можно описать шар радиуса r, внутрь которого попадает
лишь участок SM поверхности S, являющейся окрестностью точ-
ки M на поверхности S и пересекаемой прямыми, параллельными
нормали ~nM , восстановленной из точки M , не более одного раза;

3) нормаль к поверхности S непрерывна в смысле Липшица–
Гельдера с показателем 0 < α 6 1, т.е. если ~nM и ~nP — нормали к
поверхности S, восстановленные из точек M и P , то

|~nM − ~nP | 6 CRα, (24.23)

где C — некоторая постоянная, а R — расстояние между точками
M и P .

В рамках сделанных предположений и обозначений сформули-
руем основные краевые задачи для уравнения Лапласа (где, как
обычно, Ē = E + SE).

Внутренняя задача Дирихле: найти гармоническую в E функ-
цию, непрерывно примыкающую [т.е. u(~x) ∈ C(Ē)] к заданной (непре-
рывной) на SE функции f(~x).

Внутренняя задача Неймана: найти гармоническую в E функ-
цию u(~x) ∈ C(Ē) такую, что (∂u/∂n)|SE = f(~x), где f(~x) – заданная
(непрерывная) на SE функция, а ~n – нормаль к SE , внешняя отно-
сительно E.
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Внутренняя третья краевая задача: найти гармоническую в E
функцию u(~x) ∈ C(Ē) такую, что [(∂u/∂n) + hu]|SE = f(~x), где
f(~x) – заданная (непрерывная) на SE функция, ~n – нормаль к SE ,
внешняя относительно E, и h = β/α > 0 [см. (18.3)].

Внешние задачи, т.е. задачи для области R
3\Ē, формулируются

аналогично внутренним с соответствующей заменой E на R
3 \ Ē и

Ē на R
3 \ E при дополнительном условии регулярности функции

u(~x) на бесконечности.

Теорема 24.8. Решение и внутренней, и внешней задачи Дирихле
единственно и непрерывно зависит от граничного условия.

Доказательство. Предположим противное: пусть u1(~x) и u2(~x) —
два решения задачи Дирихле (внутренней или внешней). Тогда раз-
ность u1(~x)−u2(~x) также является решением задачи Дирихле с гра-
ничным условием [u1(~x)−u2(~x)]

˛̨
SE

= 0. Но в таком случае, соглас-

но утверждению 24.2, u1(~x) − u2(~x) ≡ 0. Тождество u1(~x) ≡ u2(~x)
доказывает первую часть теоремы независимо от того, решениями
внутренней или внешней задачи являются функции u1(~x) и u2(~x).

Перейдем к доказательству устойчивости решения задачи, т.е.
непрерывной зависимости решения u(~x) от граничного условия.
Пусть u1(~x) и u2(~x) – два решения задачи Дирихле (внутренней
или внешней), соответствующие граничным условиям

u1(~x)
˛̨
SE

= f1(x)
˛̨
SE
, u2(~x)

˛̨
SE

= f2(x)
˛̨
SE
.

Предположим, что граничные условия удовлетворяют оценке

|f1(~x)− f2(~x)|
˛̨
SE

6 ε.

Тогда такой же оценке на границе области E удовлетворяет гармо-
ническая функция u1(~x)− u2(~x). В силу неравенства (24.8) оценка

|u1(~x)− u2(~x)| < ε

справедлива для всех ~x, принадлежащих области Ē для внутренней
задачи и области R

3\E для внешней, откуда и следует устойчивость
решения задачи Дирихле.

♦ Если f(~x)
˛̨
SE

= 0, то решение задачи Дирихле для уравнений

Лапласа есть тождественный нуль, т.е. u(~x) ≡ 0.
Отметим, что постановка задачи Дирихле допускает расшире-

ние на разрывные граничные условия. Теорема 24.8 остается спра-
ведливой и в этом случае, если потребовать, чтобы u(~x) непрерывно
примыкала к граничным значениям в точках непрерывности по-
следних и была ограниченной в Ē.

Теорема 24.9. Решение внутренней задачи Неймана определено с
точностью до аддитивной постоянной. Для разрешимости этой



24. Гармонические функции 507

задачи необходимо и достаточно выполнение условия (условия раз-
решимости) I

SE

f(~x)dS = 0. (24.24)

Доказательство проведем при дополнительном условии, что функ-
ция u(~x) имеет непрерывные первые производные в Ē. Пусть u1(~x)
и u2(~x) – два решения внутренней задачи Неймана

∆u(~x) = 0,
∂u

∂n

˛̨
˛
SE

= f(~x)
˛̨
˛
SE

. (24.25)

Очевидно, что для функции v(~x) = u1(~x)− u2(~x) будем иметь

∆v(~x) = 0,
∂v

∂n

˛̨
˛
SE

= 0. (24.26)

В рамках сделанных предположений можем воспользоваться пер-
вой формулой Грина (22.1), положив u(~x) = v(~x). Тогда

I

SE

v(~x)
∂v(~x)

∂n
dS =

Z

E

[v(~x)∆v(~x) + (∇v,∇v)]d~x. (24.27)

Формулу (24.27) с учетом (24.26) можно записать
Z

E

h“ ∂v

∂x1

”2

+
“ ∂v

∂x2

”2

+
“ ∂v

∂x3

”2i
d~x = 0,

откуда в силу непрерывности u(~x) и ее первых производных следу-
ют соотношения

∂v

∂x1
=

∂v

∂x2
=

∂v

∂x3
= 0,

означающие, что v(~x) = const или u1(~x) = u2(~x) + const.
Необходимость условия (24.24) очевидным образом вытекает из

второй формулы Грина (22.2), если положить там v ≡ 1:
Z

E

∆u(~x) d~x =

I

SE

∂u(~x)

∂n
dS,

и учесть (24.25).
В физическом смысле условие (24.24) является частью законов

сохранения соответствующих физических процессов и для уравне-
ния Лапласа оно означает отсутствие внутри SE источников тепла,
зарядов и т.д.

Теорема 24.10. Регулярное на бесконечности решение внешней
задачи Неймана
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∆u(~x) = 0, ~x ∈ R
k \ Ē, Ē = E + SE, (24.28)

∂u

∂n

˛̨
˛
SE

= f(~x)
˛̨
SE
, k = 2, 3

единственно в R
3 и определено с точностью до аддитивной посто-

янной в R
2. Необходимым и достаточным условием разрешимости

задачи в R
2 является равенство (24.24).

Доказательство. Пусть сфера (окружность) SR ⊂ R
k радиуса R

содержит Ē. Тогда SE ∪SR есть граница конечной области G. При-
влекая, как и при доказательстве теоремы 24.9, первую формулу
Грина для разности

v(~x) = u1(~x)− u2(~x),

где u1(~x), u2(~x) – два решения задачи (24.28), найдем
Z

G

[v∆v + (∇v,∇v)]d~x =

Z

SE

v
∂v

∂n
dS +

Z

SR

v
∂v

∂n
dS.

Отсюда, приняв во внимание, что

∆v = 0,
∂v

∂n

˛̨
˛
SE

= 0,

получим Z

G

[v∆v + (∇v,∇v)]d~x =

Z

SR

v
∂v

∂n
dS. (24.29)

Далее доказательство для k = 2 и k = 3 проведем раздельно.
Для k = 3, учтя поведение гармонической функции на беско-

нечности, на сфере SR имеем оценки

|v| < M1

R
,

˛̨
˛ ∂v
∂n

˛̨
˛ < M2

R2
, (24.30)

из которых вытекает, что
˛̨
˛̨
Z

SR

v
∂v

∂n
dS

˛̨
˛̨ 6

Z

SR

|v|
˛̨
˛ ∂v
∂n

˛̨
˛dS 6

M1M2

R3

Z

SR

dS = 4π
M1M2

R
,

и, следовательно,
Z

G

h“ ∂v

∂x1

”2

+
“ ∂v

∂x2

”2

+
“ ∂v

∂x3

”2i
d~x < 4π

M1M2

R
.

Устремив в этом неравенстве R→∞, получим
Z

G

h“ ∂v

∂x1

”2

+
“ ∂v

∂x2

”2

+
“ ∂v

∂x3

”2i
d~x = 0.
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Это возможно лишь при условии

∂v

∂x1
=

∂v

∂x2
=

∂v

∂x3
= 0,

и, значит, v(~x) есть постоянная. Но эта постоянная может быть
только нулем, поскольку v(∞) = 0. Таким образом, разность двух
решений внешней задачи есть нуль и, следовательно, она имеет
единственное решение.

Для k = 2 с учетом поведения гармонической функции на бес-
конечности на окружности SR имеем оценки

|v1(~x)| < M1,
˛̨
˛ ∂v
∂n

˛̨
˛ < M2

R2
,

из которых следует
˛̨
˛̨
Z

SR

v
∂v

∂n
dS

˛̨
˛̨ 6

Z

SR

|v|
˛̨
˛ ∂v
∂n

˛̨
˛dS 6

M1M2

R2

Z

SR

dS =
2πM1M2

R
.

Таким образом, оценка для случая k = 2 аналогична оценке
для k = 3. Следовательно, в R

2 функция v(~x) также является по-
стоянной, но теперь эта постоянная не обязана быть нулем, что и
доказывает вторую часть теоремы.

Необходимость условия (24.24) при k = 2 очевидным образом
вытекает из второй формулы Грина (22.2) для области G, если там
положить v(~x) ≡ 1:

Z

G

∆u d~x =

I

SE

∂u

∂n
dS +

I

SR

∂u

∂n
dS.

Учтя в (24.28) направление нормалей на SE и окружности SR, по-
лучим I

SE

f(~x) dx =

I

SR

∂u

∂n
dS.

Перейдя к пределуR→∞ и использовав оценку ∂u/∂n|R = O(R−2),
придем к (24.24), что и требовалось доказать.

Теорема 24.11. Решение третьей краевой задачи – как внутрен-
ней, так и внешней – единственно.

Доказательство аналогично доказательству рассмотренных вы-
ше теорем. Несмотря на это, мы приведем доказательство для внут-
ренней задачи:

∆u(~x) = 0, ~x ∈ E;
“∂u
∂n

+ hu
”˛̨

˛
SE

= f(~x)
˛̨
SE
, (24.31)

чтобы подчеркнуть роль условия h > 0. Действительно, пусть u1(~x)
и u2(~x) – два решения задачи (24.31). Тогда для функции v(~x) =
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= u1(~x) − u2(~x) имеем третью краевую задачу с однородным гра-
ничным условием, т.е.

∆v(~x) = 0, ~x ∈ E;
“ ∂v
∂n

+ hv
”˛̨

˛
SE

= 0. (24.32)

Далее воспользуемся формулой (24.27) с учетом (24.32), тогда
I

SE

hv2dS +

Z

E

h“ ∂v

∂x1

”2

+
“ ∂v

∂x2

”2

+
“ ∂v

∂x3

”2i
d~x = 0. (24.33)

Сумма двух интегралов от положительно определенных (h > 0)
функций может обратиться в нуль только при условии v(~x) ≡ 0 в
Ē, т.е. u1(~x) ≡ u2(~x) везде в Ē, что и требовалось доказать.

Перейдем к уравнению Пуассона.

Теорема 24.12. Решение уравнения Пуассона

∆u(~x) = −F (~x), ~x ∈ R
3, (24.34)

регулярное на бесконечности [u(∞) = 0], единственно.

Доказательство. Пусть u1(~x), u2(~x) – два решения задачи (24.34).
Тогда их разность v(~x) = u1(~x)−u2(~x) является гармонической в R

3

функцией, регулярной на бесконечности и, согласно утверждению
24.5, есть тождественный нуль, что и требовалось доказать.

Постановка краевых задач для уравнения Пуассона аналогична
постановке краевых задач для уравнения Лапласа. Теоремы 24.8–
24.11 остаются справедливыми и в этом случае с единственной ого-
воркой: в теореме 24.9 условие разрешимости (24.24) заменяется
условием Z

SE

f(~x) dS +

Z

E

F (~x) d~x = 0, (24.35)

вытекающим, как и (24.24), из второй формулы Грина (22.2), но
теперь с учетом (24.34).

Условие (24.35) в случае F (~x) = 0 естественно переходит в (24.24),
а для однородного граничного условия f(~x)

˛̨
SE

= 0 получим
Z

E

F (~x) d~x = 0. (24.36)

Ниже мы покажем, что замена

u(~x) = v(~x) + V (~x), ~x ∈ E,
где V (~x) – объемный потенциал в области E с плотностью заряда
(вещества) F (~x), сводит уравнение Пуассона (24.34) для функции
u(~x) к уравнению Лапласа для функции v(~x).

Ниже мы рассмотрим методы решения поставленных задач, на-
чав с метода разделения переменных, или метода Фурье.
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25. Разделение переменных
в уравнении Лапласа

Этот раздел посвящен одному из наиболее распространен-
ных методов решения начальных и краевых задач – методу
Фурье или, как его называют в соответствии с основной идеей,
методу разделения переменных. Этот метод оказывается эф-
фективным в тех случаях, когда, во-первых, уравнение в част-
ных производных в выбранной системе координат допускает
разделение переменных и, во-вторых, граничные условия зада-
ются на координатных линиях или поверхностях данной систе-
мы координат. Это позволяет из общих решений обыкновен-
ных дифференциальных уравнений по соответствующим пе-
ременным выделить единственные решения и, как следствие,
определить единственное решение исходной задачи.

25.1. Разделение переменных в уравнении Лапласа
в декартовой системе координат

Рассмотрим пример, наглядно иллюстрирующий сущность
метода. В прямоугольнике 0 6 x 6 a, 0 6 y 6 b рассмотрим
следующую задачу Дирихле для функции u(x, y):

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0, 0 < x < a, 0 < y < b; (25.1)

u(x, 0) = f(x), u(x, b) = ϕ(x), u(0, y) = ψ(y), u(a, y) = χ(y).

Функции f(x), ϕ(x), ψ(y), χ(y) непрерывны на каждой сто-
роне прямоугольника, а в его вершинах в зависимости от фи-
зического смысла величины u(x, y) эти функции могут быть
непрерывными или иметь разрывы. В первом случае должны
выполняться условия непрерывности

f(a) = χ(0), χ(b) = ϕ(a), ϕ(0) = ψ(b), ψ(0) = f(0). (25.2)

Рассмотрим последовательно обе возможности.

I. Граничные условия в вершинах прямоугольника имеют
разрыв.

В этом случае сразу можно провести редукцию задачи.
� Процедура сведения исходной задачи к более простым

называется редукцией исходной задачи.
Представим функцию u(x, y) в виде суммы четырех гармо-

нических функций

u(x, y) = u1(x, y) + u2(x, y) + u3(x, y) + u4(x, y), (25.3)
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каждая из которых принимает заданные значения на одной
из сторон, обращаясь в нуль на остальных трех. В результате
имеем четыре задачи Дирихле

[ ∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

]
ui(x, y) = 0, i = 1, 4, (25.4)

с граничными условиями

u1(x, 0) = f(x), u1(x, b) = u1(0, y) = u1(a, y) = 0;
u2(x, 0) = 0, u2(x, b) = ϕ(x), u2(0, y) = u2(a, y) = 0;
u3(x, 0) = u3(x, b) = 0, u3(0, y) = ψ(y), u3(a, y) = 0;
u4(x, 0) = u4(x, b) = u4(0, y) = 0, u4(a, y) = χ(y).

(25.5)

Найдем одну из функций ui(x, y), например u2(x, y). Сле-
дуя идее метода, частное решение задачи ищем в виде

u2(x, y) = X(x)Y (y), (25.6)

где X(x) и Y (y) – «функции разделения», каждая из кото-
рых зависит только от одной переменной. Подстановка (25.6)
в (25.4) дает

X ′′(x)Y (y) +X(x)Y ′′(y) = 0.

Следующий шаг метода разделения переменных состоит в
том, что уравнение, в которое уже подставлены функции «раз-
деления», домножается на такой множитель, чтобы получить
сумму, каждое из слагаемых которой зависит только от од-
ной переменной. В данном случае таким множителем является
[X(x)Y (y)]−1:

X ′′(x)

(X(x)
+
Y ′′(y)

Y (y)
= 0.

Последнее равенство возможно лишь тогда, когда каждое сла-
гаемое (группа слагаемых), зависящее только от своей пере-
менной, равно константе, а сумма этих констант равна нулю.
Поскольку мы имеем всего две переменных, то констант долж-
но быть две, равных по величине и противоположных по знаку.
Следовательно,

X ′′(x)

(X(x)
= −Y

′′(y)

Y (y)
= λ, λ = const .
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В результате приходим к двум обыкновенным дифференци-
альным уравнениям

X ′′(x) = λX(x),

Y ′′(y) = −λY (y).

Эти уравнения необходимо дополнить граничными условия-
ми, которые следуют из подстановки (25.6) во вторую строку
(25.5):

X(x)Y (0) = 0, u2(x, b) = ϕ(x),

X(0)Y (y) = 0, X(a)Y (y) = 0.

Так как сомножители X(x) и Y (y) для произвольных x и y не
могут обращаться в нуль, [тогда u2(x, y) ≡ 0], то

X(0) = X(a) = 0, Y (0) = 0, u2(x, b) = ϕ(x). (25.7)

Таким образом, для функций X(x) иY (y) получим следующие
задачи:

X ′′(x) = λX(x), X(0) = X(a) = 0; (25.8)

Y ′′(y) = −λY (y), Y (0) = 0. (25.9)

Задача (25.8) представляет собой задачу Штурма–Лиувил-
ля для X(x), решение которой приведено в примере III.2.2:

Xn(x) = an sin
πnx

a
, λn = −

(πn
a

)2

, n = 1,∞. (25.10)

Общее решение уравнения (25.9) с учетом (25.10) имеет вид

Yn(y) = bn sh
πn

a
y + cn ch

πn

a
y.

Если учесть, что Yn(0) = 0, то

Yn(y) = bn sh
πn

a
y

и, следовательно,

un2 (x, y) = Xn(x)Yn(y) = anbn sin
πn

a
x sh

πn

a
y =

= ān sin
πn

a
x sh

πn

a
y, n = 1,∞. (25.11)
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В силу линейности уравнения Лапласа любая сумма его реше-
ний также будет решением, поэтому, просуммировав все реше-
ния (25.11), получим общий вид решения уравнения Лапласа

u2(x, y) =

∞∑

n=1

ān sin
πn

a
x sh

πn

a
y, (25.12)

удовлетворяющего однородным граничным условиям из вто-
рой строки (25.5).

Оставшиеся не определенными произвольные постоянные
ān = anbn можно найти, воспользовавшись последним услови-
ем (25.7), т.е.

u2(x, y) =

∞∑

n=1

ān sin
πn

a
x sh

πnb

a
= ϕ(x). (25.13)

Разложим функцию ϕ(x) на интервале ]0, a[ в ряд Фурье по
ортогональной системе функций (25.10)

ϕ(x) =
∞∑

n=1

ϕn sin
πn

a
x; ϕn =

2

a

a∫

0

ϕ(x) sin
πnx

a
dx. (25.14)

Поскольку разложение в ряд Фурье единственно, то равенство
(25.13) справедливо лишь тогда, когда коэффициенты рядов
(25.13) и (25.14) равны, т.е.

ān =
1

sh(πnb/a)
ϕn, (25.15)

и, следовательно,

u2(x, y) =
∞∑

n=1

ϕn
sh(πny/a)

sh(πnb/a)
sin

πn

a
x. (25.16)

После аналогичных вычислений для функций u1(x, y),
u3(x, y), u4(x, y) получим, согласно (25.3), решение задачи

u(x, y) =

∞∑

n=1

{[
ϕn sh

πny

a
+ fn sh

πn(b− y)
a

] sin(πnx/a)

sh(πnb/a)
+

+
[
χn sh

πnx

b
+ ψn sh

πn(a− x)
b

] sin(πny/b)

sh(πna/b)

}
, (25.17)

где fn, χn, ψn – коэффициенты Фурье функций f(x), χ(x),
ψ(x), определяемые аналогично (25.14) формулами
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fn(x) =
2

a

a∫

0

f(x) sin
πnx

a
dx;

χn =
2

b

b∫

0

χ(y) sin
πnx

b
dx; (25.18)

ψn =
2

b

b∫

0

ψ(y) sin
πnx

b
dx.

II. Граничные условия в вершинах прямоугольника явля-
ются непрерывными.

Как уже отмечалось, в этом случае должны выполняться
условия непрерывности (25.2). Поскольку значения функции
u(x, y) в вершинах прямоугольника не обязательно нулевые, то
редукция задачи непосредственно для функции u(x, y) невоз-
можна. Поэтому решение задачи будем искать в виде

u(x, y) = u0(x, y) + w(x, y), (25.19)

где u0(x, y) – гармоническая функция, которую следует вы-
брать так, чтобы гармоническая функция w(x, y) в вершинах
прямоугольника обращалась в нуль. Это означает, что функ-
ция u0(x, y) должна удовлетворять следующим условиям:

u0(0, 0) = ψ(0) = f(0), u0(a, 0) = f(a) = χ(0),
u0(a, b) = ϕ(a) = χ(b), u0(0, b) = ϕ(0) = ψ(b),

(25.20)

Положим
u0(x, y) = A+Bx+ Cy +Dxy. (25.21)

Такая функция гармонична при любых вещественных коэф-
фициентах, которые мы найдем, подчинив соотношение (25.21)
условиям (25.20). В результате имеем

A = f(0), B =
f(a)− f(0)

a
, C =

ψ(b)− ψ(0)

b
,

D =
[ϕ(a)− ϕ(0)]− [f(a)− f(0)]

ab
. (25.22)

Таким образом, замена (25.19) приводит к задаче Дирихле
для функции w(x, y)

∂2w

∂x2
+
∂2w

∂y2
= 0, 0 < x < a, 0 < y < b, (25.23)

w(x, 0) = f̄(x), w(x, b) = ϕ̄(x),
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w(0, y) = ψ̄(y), w(a, b) = χ̄(y),

где f̄(x), ϕ̄(x), ψ̄(y), χ̄(y) определяются формулами

f̄(x) = f(x)− u0(x, 0), ϕ̄(x) = ϕ(x)− u0(x, b),
ψ̄(y) = ψ(y)− u0(0, y), χ̄(y) = χ(y)− u0(a, y)

(25.24)

и удовлетворяют условиям непрерывности

f̄(a) = χ̄(0) = χ̄(b) = ϕ̄(a) = ϕ̄(0) = ψ̄(b) = ψ̄(0) = f̄(0) = 0,

означающим, что непрерывная на границе функция w(x, y)
в вершинах прямоугольника обращается в нуль. Для такой
функции можно провести редукцию задачи (25.23) к задачам
типа (25.4), решение которых определено формулами (25.17),
(25.18), причем в последних функции f(x), ϕ(x), ψ(y), χ(y)
следует заменить функциями f̄(x), ϕ̄(x), ψ̄(y), χ̄(y).

♦ Отметим, что ряды (25.17), определяющие решение в слу-
чае непрерывных граничных условий, равномерно сходятся в
прямоугольнике в отличие от аналогичных рядов, определя-
ющих решение для разрывных граничных условий, которые
в окрестности вершин могут утрачивать равномерную сходи-
мость.

Аналогично рассматривается задача Дирихле для прямо-
угольного параллелепипеда.

Перейдем к задаче Неймана. Некоторые особенности, воз-
никающие в этом случае, проиллюстрируем на задаче Неймана
в прямоугольнике 0 6 x 6 a, 0 6 y 6 b:

uxx + uyy = 0, 0 < x < a, 0 < y < b; (25.25)

ux(0, y) =
F

b
, uy(x, 0) = −F

a
, ux(a, y) = uy(x, b) = 0,

где F = const. Сразу отметим, что редукция этой задачи к
двум, каждая из которых на трех сторонах имеет нулевые
граничные условия, невозможна, так как при этом нарушится
необходимое условие разрешимости задачи Неймана (24.24):

∮

SE

∂u

∂n
dl = −F

a

a∫

0

dx+
F

b

b∫

0

dy = 0.

Поэтому решение задачи ищем в виде

u(x, y) = u0(x, y) + w(x, y), (25.26)
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где u0(x, y) – гармонический полином

u0(x, y) = A+Bx+ Cy +Dxy + E(x2 − y2), (25.27)

удовлетворяющий условиям (25.25), т.е.

B +Dy =
F

b
, B +Dy + 2Ea = 0,

C +Dx = −F
a
, C +Dx− 2Eb = 0. (25.28)

Отсюда находим

u0(x, y) = A+
F

2ab
[y2 − 2by − (x2 − 2ax)].

Если оставшийся неопределенным коэффициент A выбрать в
виде A = F (b2 − a2)/(2ab), то

u0(x, y) =
F

2ab
[(y − b)2 − (x− a)2]. (25.29)

В результате подстановки (25.26) задача (25.25) сводится к
следующей задаче для функции w(x, y):

wxx + wyy = 0, 0 < x < a, 0 < y < b;

wx(0, y) = wy(x, 0) = wx(a, y) = wy(x, b) = 0,

решением которой является произвольная постоянная c. Та-
ким образом, решение задачи Неймана имеет вид

u(x, y) =
F

2ab
[(y − b)2 − (x− a)2] + c. (25.30)

Пример 25.1. Найти стационарное распределение темпера-
туры в тонкой прямоугольной пластине длиной a и шириной
b с коэффициентом теплопроводности k, если:

а) по периметру прямоугольника поддерживается заданная
температура;

б) через одну сторону поступает, а через смежную ей сто-
рону выводится количество тепла Q.

Решение. а) Математическая постановка задачи соответству-
ет (25.1). Ее решения задаются формулами (25.17), (25.18) или
(25.17)–(25.19).

б) Математическая постановка задачи соответствует
(25.25), где следует положить F = Q/k. Решение задачи опре-
деляется формулой (25.30).
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25.2. Разделение переменных в уравнении Лапласа
в полярных координатах

Рассмотрим первую краевую задачу для круга

∆2u = 0, u(x, y)
∣∣∣√

x2+y2=a
= f(x, y)

∣∣√
x2+y2=a

, (25.31)

где ∆2 = ∂2
x + ∂2

y , а f(x, y) – заданная функция. Задача, для

которой
√
x2 + y2 < a, называется внутренней, а задача, для

которой
√
x2 + y2 > a, – внешней.

Задачу (25.31) удобно рассматривать в полярной системе
координат

x = r cosϕ, y = r sinϕ.

В этом случае оператор Лапласа примет вид

∆2 =
1

r

∂

∂r

(
r
∂

∂r

)
+

1

r2
∂2

∂ϕ2
. (25.32)

(Доказать самостоятельно.)
Тогда граничное условие (25.31) можно переписать в виде

u(r, ϕ)|r=a = f(ϕ), (25.33)

где функция f(ϕ) удовлетворяет условиям Дирихле на отрезке
[0, 2π]. Уравнение Лапласа ∆2u = 0 с граничными условиями
(25.33) будем решать методом разделения переменных, или ме-
тодом Фурье. В этом случае частное решение уравнения ищем
в виде

u(r, ϕ) = R(r)Φ(ϕ), (25.34)

где R(r) и Φ(ϕ) – «функции разделения» – зависят только
от одной переменной (r и ϕ соответственно). Поэтому далее
аргументы этих функций будем опускать. Подставив (25.34) в
уравнение Лапласа в полярных координатах, получим

Φ

r

d

dr

(
r
dR

dr

)
+
R

r2
Φ′′ = 0.

Умножим левую и правую части этого равенства на r2/(RΦ),
чтобы каждое из слагаемых получившегося выражения зави-
село только от одной переменной – r или ϕ:

r

R

d

dr

(
r
dR

dr

)
+

Φ′′

Φ
= 0.
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Последнее равенство возможно лишь в том случае, когда каж-
дое слагаемое равно константе, а сумма этих констант равна
нулю. Таким образом,

r

R

d

dr

(
r
dR

dr

)
= −Φ′′

Φ
= λ, λ = const .

В результате приходим к следующим уравнениям для функ-
ций Φ(ϕ) и R(r):

Φ′′ + λΦ = 0, r
d

dr
(rṘ)− λR = 0. (25.35)

Здесь точкой обозначена производная по переменной r. Функ-
ция u = ΦR (25.34) – гармоническая, поэтому она достигает
своего наибольшего значения на границе области гармонично-
сти, для чего должны выполняться условия

|R(r)| <∞, |Φ(ϕ)| <∞.
Кроме того, решение уравнения Лапласа в полярных коорди-
натах не должно измениться, если к углу ϕ прибавить 2π:

Φ(ϕ+ 2π) = Φ(ϕ). (25.36)

Для определения функции Φ(ϕ) и параметра λ получили зада-
чу Штурма–Лиувилля (25.35), (25.36), решение которой при-
ведено в примере III.2.8. В этом решении следует положить
l = 2π. Тогда

Φn(ϕ) = An cosnϕ+Bn sinnϕ, λ = n2. (25.37)

ФункциюR(r) будем искать в видеR(r) = rµ, тогда Ṙ= µrµ−1,

R̈ = µ(µ− 1)rµ−2. Подставим в уравнение (25.37):

r2R̈+ rṘ − n2R = 0

и получим µ2 = n2 или µ = ±n. Таким образом,

Rn(r) = Cnr
n +Bnr

−n, n 6= 0,
R0(r) = C0 +B0 ln r, n = 0.

(25.38)

Из условия |R(r)| < ∞ следует, что для внутренней задачи
(r < a) B0 = Bn = 0, а для внешней (r > a) B0 = Cn = 0. В
результате приходим к двум возможным вариантам частного
решения (25.34)

u1
n(r, ϕ) = rn(A1

n cosnϕ+B1
n sinnϕ), r 6 a;

u2
n(r, ϕ) =

1

rn
(A2

n cosnϕ+B2
n sinnϕ), r > a,

(25.39)
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где n = 0,∞. В силу линейности исходного уравнения любая
сумма его решений также будет решением этого уравнения.
Просуммировав все частные решения (25.39), получим наибо-
лее общий вид решения уравнения Лапласа

u1(r, ϕ) =

∞∑

n=0

rn(A1
n cosnϕ+B1

n sinnϕ), r 6 a; (25.40)

u2(r, ϕ) =

∞∑

n=0

r−n(A2
n cosnϕ+B2

n sinnϕ), r > a,(25.41)

удовлетворяющего условиям

|u(r, ϕ)| <∞, u(r, ϕ+ 2π) = u(r, ϕ). (25.42)

Функция u1(r, ϕ) есть решение для внутренней задачи, а u2(r, ϕ)
– для внешней.

♦ Заметим также, что для функции, гармонической в коль-
це a < r < b, условие ограниченности решения выполняется
автоматически и общее решение, удовлетворяющее условиям
(25.42), примет вид (25.53) (см. пример 25.4).

Положим в (25.40) r = a, тогда

u1(a, ϕ) =
∞∑

n=0

an(A1
n cosnϕ+ B1

n sinnϕ) = f(ϕ). (25.43)

Разложим f(ϕ) в ряд Фурье, что всегда возможно, так как она
периодична и удовлетворяет условиям Дирихле. Получим

f(ϕ) =
α0

2
+

∞∑

n=1

αn cosnϕ+ βn sinnϕ,

где

αn =
1

π

2π∫

0

f(ψ) cosnψ dψ, βn =
1

π

2π∫

0

f(ψ) sinnψ dψ. (25.44)

Поскольку разложение в ряд Фурье единственно, то равенство
(25.43) возможно лишь в том случае, когда

A1
n =

αn
an
, B1

n =
βn
an
.

Проделаем аналогичные операции для u2(r, ϕ). Окончательно
имеем
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u1,2(r, ϕ) =
α0

2
+

∞∑

n=1

( r
a

)±n
(αn cosnϕ+ βn sinnϕ). (25.45)

♦ Если αn и βn – коэффициенты Фурье ограниченных и
непрерывных функций, то при r < a ряд для u1(r, ϕ) (при
r > a для u2) сходится равномерно.

Пример 25.2. Найти функцию, гармоническую в круге ра-
диуса a и такую, что 1) u|r=a = ϕ; 2) u|r=a = A sin3 ϕ+B, где
A, B – некоторые постоянные.

Решение. 1) Математическая постановка задачи имеет вид

∆u = 0, u|r=a = ϕ, r < a, 0 6 ϕ 6 2π.

Решение этой задачи дается функцией u1(r, ϕ) (25.45). Найдем
коэффициенты разложения функции f(ϕ) = ϕ в ряд Фурье.
Из (25.44) найдем

αn =
1

π

2π∫

0

ϕ cosnϕdϕ.

Проинтегрируем один раз по частям, положив U = ϕ, dU = dϕ,
dV = cosnϕdϕ, V = (sinnϕ)/n. Получим

αn =
1

π

[
nϕ sinnϕ

∣∣∣
2π

0
−

2π∫

0

sinnϕ

n
dϕ
]

= 0,

где n = 1,∞. Аналогично

βn =
1

π

2π∫

0

ϕ sinnϕdϕ = − 2

n
, α0 =

1

π

2π∫

0

ϕdϕ = 2π.

Окончательно получим

u(r, ϕ) = π − 2
∞∑

n=1

( r
a

)n sinnϕ

n
= 2 arctg

a− r cosϕ

r sinϕ
.

2) Математическая постановка задачи имеет вид

∆u = 0, u|r=a = A sin3 ϕ+B, r < a, 0 6 ϕ 6 2π,
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Рис. 44

и ее решение дается формулой (25.45), где в показателе степе-
ни нужно выбрать положительное n. С учетом того, что

sin3 ϕ =
3

4
sinϕ− 1

4
sin 3ϕ,

простым сравнением находим

α0 = 2B, αk = 0, k = 1,∞;

β1 =
3A

4
, β2 = 0, β3 = −A

4
, βk = 0, k = 4,∞.

Этот же результат можно получить из (25.44) с учетом усло-
вия ортогональности тригонометрических функций. Таким об-
разом,

u(r, ϕ) = B +
3A

4

r

a
sinϕ− A

4

( r
a

)3

sin 3ϕ.

График этой функции при A = 1, B = 0 и a = 10 приведен на
рис. 44.

Пример 25.3. Найти стационарное распределение темпера-
туры в бесконечном цилиндре, образующая которого парал-
лельна оси Oz, а направляющая представляет собой границу
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лежащего в плоскости z = 0 кругового сектора радиуса b с
углом раствора α, 0 < α < 2π, если на его границе поддержи-
вается температура u(r, 0) = u(r, α) = 0, u(b, ϕ) = ϕ.

Решение. Математическая постановка задачи имеет вид

∂2u

∂r2
+

1

r

∂u

∂r
+

1

r2
∂2u

∂ϕ2
+
∂2u

∂z2
= 0, (25.46)

u(r, 0) = u(r, α) = 0, u(b, ϕ) = ϕ.

Поскольку граничные условия не зависят от z, то u(r, ϕ, z) =
= u(r, ϕ). Решение задачи ищем методом разделения перемен-
ных:

u(r, ϕ) = R(r)Φ(ϕ). (25.47)

Подставив в (25.46) и домножив на r2/(RΦ), получим

r2
R′′ +R′/r

R
+

Φ̈

Φ
= 0.

Разделив переменные, для определения функции Φ(ϕ) полу-
чим следующую задачу Штурма–Лиувилля:

Φ̈ = λΦ, Φ(0) = Φ(α) = 0, (25.48)

решение которой дано в примере III.2.2 и имеет вид

Φn = An sin
πnϕ

α
, n = 1,∞, λn = −

(πn
α

)2

. (25.49)

Тогда для определения функции R(r) получим уравнение

r2R′′ + rR′ −
(πn
α

)2

R = 0, |R(r)| <∞, (25.50)

решение которого будем искать в виде

R(r) = rµ.

Подставив его в (25.50), получим

µ(µ− 1) + µ−
(πn
α

)2

= 0,

откуда
µ1,2 = ±πn

α
,

и общее решение уравнения (25.50) можно представить в виде
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Rn(r) = Bnr
πn/α + Cnr

−πn/α.

Из условия |R(r)| < ∞ для r ∈ [0, b] находим, что Cn ≡ 0.
Тогда

Rn(r) = Bnr
πn/α. (25.51)

Подставив (25.49) и (25.51) в (25.47) и просуммировав по n,
получим

u(r, ϕ) =

∞∑

n=1

Ānr
πn/α sin

πnϕ

α
, (25.52)

где Ā = AnBn. Подставим (25.52) в граничное условие (25.46)

u(b, ϕ) =
∞∑

n=1

Ānb
πn/α sin

πnϕ

α
= ϕ

и разложим правую часть в ряд Фурье по ортогональной си-
стеме функций (25.49). Приравняв коэффициенты при одина-
ковых функциях из этой системы, найдем

Ānb
πn/α =

α∫

0

ϕ sin(πnϕ/α)dϕ

α∫

0

sin2(πnϕ/α)du

= (−1)n+1 2α

πn
.

Окончательно для распределения температуры получим

u(r, ϕ) =
2α

π

∞∑

n=1

(−1)n+1

n

(r
b

)πn/α
sin

πnϕ

α
.

Пример 25.4. Найти функцию u(r, ϕ), гармоническую в коль-
це 1 < r < 2 и такую, что

u|r=1 = 1 + cos2 ϕ, u|r=2 = sin2 ϕ.

Решение. Математическая постановка задачи имеет вид

∆u = 0, u(r, ϕ) = u(r, ϕ+ 2π),

u(1, ϕ) = 1 + cos2 ϕ, u(2, ϕ) = sin2 ϕ.

Перейдем к полярным координатам

∆u = urr +
ur
r

+
uϕϕ
r2

= 0.
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Частное решение этого уравнения ищем в виде

u(r, ϕ) = R(r)Φ(ϕ).

Разделив переменные, получим

r2R′′ + rR′ − λ2R = 0,

Φ′′ + λ2Φ = 0, Φ(ϕ) = Φ(ϕ+ 2π).

Решение задачи Штурма–Лиувилля для функции Φ приведено
в примере III.2.8 и имеет вид

λn = n2, Φn(ϕ) = An cosnϕ+Bn sinnϕ, n = 0,∞.
Для определения функций Rn(r) получим уравнение

r2R′′
n + rR′

n − n2Rn = 0.

1. Рассмотрим случай, когда n = 0. Тогда

r2R′′
0 + rR′

0 = 0.

Общее решение уравнения имеет вид

Φ0(r) = C0 ln r +D0.

Обозначим Φ0(ϕ) = A0, тогда

u0(r, ϕ) = A0(D0 + C0 ln r) = a0 + b0 ln r,

где a0 = A0D0, b0 = A0C0.
2. Рассмотрим случай, когда n 6= 0. Решение ищем в ви-

де Rn(r) = rα. Уравнение для определения αn(r) запишется
следующим образом:

r2[α(α− 1)]rα−2 + rαrα−1 − n2rα = 0.

Из последнего соотношения находим

α = ±n.
Следовательно,

Rn(r) = Cnr
n +Dnr

−n.

Общее решение запишется в виде

un(r, ϕ) = An

(
Cnr

n +
Dn

rn

)
cosnϕ+Rn

(
Cnr

n +
Dn

rn

)
sinnϕ.
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Обозначим

AnCn = an, AnDn = bn, BnCn = cn, BnDn = dn

и просуммируем un(r, ϕ) по всем n. Тогда

u(r, ϕ) = a0 + b0 ln r+

+

∞∑

n=1

[(
anr

n +
bn
rn

)
cosnϕ+

(
cnr

n +
dn
rn

)
sinnϕ

]
. (25.53)

Из первого граничного условия

u(1, ϕ) = a0 +

∞∑

n=1

[(an+bn) cosnϕ+(cn+dn) sinnϕ] = 1+cos2 ϕ.

Разложив правую часть в ряд Фурье и приравняв коэффици-
енты при одинаковых функциях sinnϕ и cosnϕ, получим

a0 =
3

2
, an + bn =

1

2
δ2n, cn + dn = 0, n = 1,∞.

Здесь мы воспользовались тем, что

1 + cos2 ϕ = 1 +
1 + cos 2ϕ

2
=

3

2
+

cos 2ϕ

2
.

Из второго граничного условия

u(2, ϕ) = a0 + b0 ln 2 +
∑∞
n=1

[(
an2

n +
bn
2n

)
cosnϕ+

+
(
cn2

n +
dn
2n

)
sinnϕ

]
= sin2 ϕ.

Аналогично найдем

a0 + b0 ln 2 =
1

2
, an2

n +
bn
2n

= −1

2
δ2n, cn2

n +
dn
2n

= 0.

Здесь мы воспользовались тем, что

sin2 ϕ =
1

2
− 1

2
cos 2ϕ.

Тогда

a0 =
3

2
, b0 = − 1

ln 2
,

a2 + b2 =
1

2
, 4a2 +

b2
4

= −1

2
,

a2 = −1

6
, b2 =

2

3
, an = bn = 0, n 6= 2.
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Окончательно получим

u(r, ϕ) =
3

2
− ln r

ln 2
+
( 2

3r2
− r2

6

)
cos 2ϕ.

Рассмотрим теперь задачу Неймана

∆2u(r, ϕ) = 0, E : r < R; (25.54)

∂u

∂n

∣∣∣
r=a

= f(ϕ),

где n – нормаль к окружности радиуса R, внешняя по отноше-
нию к области E. Если функция f(ϕ) удовлетворяет условию
разрешимости (24.24), то решение задачи ищем в виде

u1,2(r, ϕ) =

∞∑

k=0

r±k(Āk cos kϕ+ B̄k sin kϕ),

где произвольные постоянные Āk и B̄k следует определить из
граничных условий (25.54). Так как направление нормали ~n
совпадает с направлением радиус-вектора ~r, то

∂u

∂n
=
∂u

∂r
.

Поскольку это условие не определяет коэффициент Ā0, то
с точностью до произвольной постоянной C = Ā0 найдем

u1(r, ϕ) =

∞∑

k=1

rk

kak−1
(αk cos kϕ+ βk sin kϕ) + C (25.55)

для внутренней задачи и

u2(r, ϕ) =

∞∑

k=1

ak−1

krk
(αk cos kϕ+ βk sin kϕ) + C (25.56)

для внешней. Коэффициенты αk и βk по-прежнему определе-
ны формулами (25.44).

Аналогично решается третья краевая задача.
Отметим, что преобразование Кельвина (24.12) относитель-

но окружности радиуса a саму окружность оставляет неиз-
менной и, более того, будучи конформным, сохраняет углы
между окружностью и нормалью. Поэтому решения внешних
задач можно получить из решения внутренних преобразова-
нием Кельвина, т.е. заменой r → a2/r. Легко убедиться, что
такая замена в (25.31) переводит u1(r, ϕ) в u2(r, ϕ), а (25.55) в
(25.56) и наоборот.
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Пример 25.5. Для задачи Неймана (25.54) отметить непра-
вильно поставленные задачи: а) f(ϕ) = A = const; б) f(ϕ) =
cosϕ; в) f(ϕ) = sin2 ϕ.

Решение. Для задачи Неймана должно выполняться условие
разрешимости (24.24), которое в полярных координатах для
окружности r = a примет вид

I =

2π∫

0

f(ϕ)dϕ = 0, (25.57)

т.е.
а) I = 2πA, б) I = 0, в) I = π.

Отсюда следует, что задачи а) и в) поставлены неправильно.
Это означает, что не существует гармонических функций, ко-
торые бы на окружности удовлетворяли условиям а) и в).

25.3. Разделение переменных в уравнении Лапласа
в цилиндрических координатах

♦ Если цилиндр бесконечен и граничные условия не зави-
сят от переменной z, то решение задачи имеет вид

u(r, ϕ, z) = u(r, ϕ).

Для определения функции u(r, ϕ) получим двумерную зада-
чу, решение которой получено выше (см., в частности, пример
25.3).

Рассмотрим ряд задач на определение гармонических функ-
ций в цилиндре радиуса a и конечной высоты h, решение ко-
торых можно найти методом разделения переменных.

Общая постановка задачи в этом случае имеет вид

∆u = 0, 0 6 r < a, 0 < z < h, 0 6 ϕ < 2π;

u(r, ϕ+ 2π, z) = u(r, ϕ, z), u(a, ϕ, z) = f1(ϕ, z),

u(r, ϕ, 0) = f2(r, ϕ), u(r, ϕ, h) = f3(r, ϕ)

и допускает следующую редукцию u = u1 + u2:

∆u1 = 0, u1(a, ϕ, z) = f1(ϕ, z),

u1(r, ϕ, 0) = u1(r, ϕ, h) = 0
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и

∆u2 = 0, u2(a, ϕ, z) = 0,

u2(r, ϕ, 0) = f1(r, ϕ), u2(r, ϕ, h) = f2(r, ϕ).

Учет зависимости от азимутального угла ϕ был рассмотрен
в предыдущем разделе, поэтому перейдем сразу к задачам, в
которых граничные условия не зависят от переменной ϕ.

Пример 25.6. Дан цилиндр радиусом r = a и высотой h, бо-
ковая поверхность и нижнее основание которого поддержива-
ются при нулевой температуре, а верхнее основание – при тем-
пературе T . Найти стационарное распределение температуры
в цилиндре.

Решение. Математическая постановка задачи имеет вид

∆u = 0, 0 < z < h, r < a, 0 6 ϕ < 2π;

u|z=0 = 0, u|r=a = 0, u|z=h = T.

Запишем оператор Лапласа в цилиндрической системе ко-
ординат

∆u =
1

r

∂

∂r
r
∂u

∂r
+

1

r2
∂2u

∂ϕ2
+
∂2u

∂z2
.

Поскольку краевые условия не зависят от переменной ϕ, то
решение задачи можно искать в виде u(r, ϕ, z) = u(r, z), т.е.

∂u

∂ϕ
= 0,

и, следовательно, уравнение Лапласа примет вид

∆u =
1

r

∂

∂r
r
∂u

∂r
+
∂2u

∂z2
= 0.

Решение задачи будем искать методом Фурье, положив

u(r, z) = R(r)Z(z).

Обозначим

R′ =
dR

dr
, Ż =

dZ

dz
.

Тогда
1

r

∂

∂r
rR′Z +RZ̈ = 0.



530 Глава 5. Уравнения эллиптического типа

Разделив переменные, получим

R′′

R
+
R′

rR
= − Z̈

Z
= λ, λ = const

или

R′′ +
R′

r
= Rλ; Z̈ + λZ = 0.

Из граничного условия

u(a, z) = R(a)Z(z) = 0

найдем R(a) = 0. Поскольку функция u(r, z) имеет смысл тем-
пературы, то

|R(r)| <∞ при r 6 a.

В результате функция R(r) есть решение задачи Штурма–
Лиувилля для уравнения Бесселя

R′′ +
1

r
R′ − λR = 0, lim

r→+0
|R(r)| <∞, R(a) = 0.

Для собственных значений и собственных функций получим
соответственно

λ = −
(α0

n

a

)2

, n = 1,∞;

Rn(r) = AnJ0

(
α0
n

r

a

)
,

где α0
n – нули функции J0(x) (см. разд. «Задача Штурма–Ли-

увилля для уравнения Бесселя» части III). В результате урав-
нение для функции Z(z) примет вид

Z̈ − (α0
n)2Z = 0, n = 1,∞.

Следовательно,

Zn(z) = Bn shα0
nz + Cn chα0

nz

и

un(r, z) = AnJ0

(
α0
n

r

a

)
[Bn shα0

nz + Cn chα0
nz].

Просуммировав по n, найдем

u(r, z) =
∞∑

n=1

J0

(
α0
n

r

a

)
[B̄n shα0

nz + C̄n chα0
nz],
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где
B̄n = AnBn, C̄n = AnCn.

Из граничных условий получим

u|z=0 =

∞∑

n=0

C̄nJ0

(
α0
n

r

a

)
= 0.

Следовательно, C̄n = 0. Аналогично

u|z=h =
∞∑

n=1

C̄nJ0

(
α0
n

r

a

)
sh(α0

nh) = T.

Разложим функцию f(r) в ряд Фурье–Бесселя на интервале
]0, a[:

f(r) = T =

∞∑

n=1

βnJ0

(
α0
n

r

a

)
,

где

βn =
1

a2

2

[J ′
0(α

0
n)]2

a∫

0

rf(r)J0

(
α0
n

r

a

)
dr.

Тогда

C̄n = − βn
2 shα0

nh
.

Итак,

u(r, z) =

∞∑

n=1

J0

(
α0
n

r

a

)
βn

shα0
nz

shα0
nh
.

Чтобы определить коэффициент βn разложения функции
f(r) = T в ряд Фурье–Бесселя, найдем значение интеграла
(см. пример III.5.8)

In =
1

a2

a∫

0

rTJ0

(
α0
n

r

a

)
dr.

Сделаем в интеграле замену переменных α0
nr/a = t. Тогда dr =

(a/α0
n)dt. Для новых пределов интегрирования получим r1 =

0, t1 = 0, r2 = a, t2 = α0
n и
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In =
T

(α0
n)2

α0
n∫

0

tJ0(t)dt =
T

(α0
n)2

α0
n∫

0

[tJ1(t)]
′dt =

=
T

(α0
n)2

[tJ1(t)]
∣∣∣
α0

n

0
=

T

(α0
n)

2
[λ0
nJ1(α

0
n)] = −TJ

′
0(α

0
n)

α0
n

.

Окончательно имеем

βn =
In

[J ′
0(α

0
n)]

2
= − 2T

(α0
n)J

′
0(α

0
n)

и

u(r, z) =

∞∑

n=1

−J0

(
α0
n

r

a

) 2T

α0
nJ

′
0(α

0
n)

shα0
nz

shα0
nh

=

=

∞∑

n=1

2T

α0
n

shα0
nz

shα0
nh

J0(α
0
nr/a)

J1(α0
n)

.

Пример 25.7. Дан цилиндр радиусом r = a и высотой h, бо-
ковая поверхность которого поддерживается при температуре
sinπmz (m = 1,∞), а верхнее и нижнее основания – при ну-
левой температуре. Найти стационарное распределение темпе-
ратуры в цилиндре.

Решение. Математическая постановка задачи имеет вид

Рис. 45 Рис. 46
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∆u = 0, 0 < z < h, r < a,

u|z=0 = u|z=h = 0, u|r=a = sinπmz.

Решение задачи будем искать методом Фурье, положив

u(r, z) = R(r)Z(z).

Аналогично предыдущему примеру, для определения функций
R(r) и Z(z) имеем следующие задачи:

R′′ +
R′

r
= λR; |R(r)| <∞ r 6 a, (25.58)

Z̈ + λZ = 0, z(0) = z(h) = 0. (25.59)

Собственные значения и собственные функции задачи Штурма–
Лиувилля (25.59) получены ранее (см. пример III.2.2) и имеют
вид

λ = (
πn

h
)2, Zn(z) = An sin

πnz

h
, n = 1,∞.

Тогда общее решение уравнения (25.59) есть

Rn(r) = BnI0

(πnr
h

)
+ CnK0

(πnr
h

)
,

и из условия ограниченности (25.59) Cn = 0. Следовательно,

u(r, z) =
∞∑

n=1

ĀnI0

(πnr
h

)
sin

πnz

h
,

где Ān = AnBn. Из граничных условий получим

u|r=a =
∞∑

n=1

ĀnI0

(πna
h

)
sin

πnz

h
= sinπmz.

Таким образом,
ĀnI0

(πna
h

)
= δnm,

и для решения исходной задачи получим

u(r, z) =
I0(πmr/h)

I0(πma/h)
sin

πmz

h
.

График этой функции при a = 1, h = 1, m = 1 приведен на
рис. 45, а при a = 1, h = 1, m = 3 – на рис. 46.
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25.4. Разделение переменных в уравнении Лапласа
в сферических координатах

Рассмотрим задачу на определение гармонической функ-
ции, решение которой можно найти методом разделения пере-
менных в сферической системе координат.

Пример 25.8. Найти функцию, удовлетворяющую на сфере
единичного радиуса условию ur|r=1 = sin(π/4 − ϕ) sin θ и гар-
моническую а) вне этой сферы и б) внутри нее.

Решение. Запишем уравнение Лапласа в сферической систе-
ме координат. Тогда для определения функции u(r, θ, ϕ) полу-
чим следующую задачу:

1

r2
∂

∂r

(
r2
∂u

∂r

)
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂u

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2u

∂ϕ2
= 0; (25.60)

ur(r, θ, ϕ)
∣∣
r=1

= sin
(π

4
− ϕ

)
sin θ = f(ϕ, θ);

а) r > 1, б) r < 1.

Отметим, что хотя для внешней задачи Неймана условие раз-
решимости (24.24) не требуется, для внутренней задачи необ-
ходимо проверить следующее условие:

∫

r=1

un(r, θ, ϕ)dS =

∫

r=1

ur(r, θ, ϕ)dS = 0.

Действительно,

2π∫

0

π∫

0

sin
(π

4
− ϕ

)
sin2 θ dθdϕ = 0.

Таким образом, внутренняя задача Неймана разрешима.
Решение задачи будем искать методом разделения перемен-

ных
u(r, θ, ϕ) = R(r)Y (θ, ϕ). (25.61)

Поскольку функция u(r, θ, ϕ) – гармоническая вне сферы еди-
ничного радиуса, то

|R(r)| <∞, |Y (θ, ϕ)| <∞, r > 1.

Стандартным образом разделив переменные, для определения
функции R(r) получим уравнение
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r2R′′ + 2rR′ − λR = 0, (25.62)

а для Y (ϕ, θ)

1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂Y

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2Y

∂ϕ2
+ λY = 0 (25.63)

с периодическим граничным условием

Y (θ, ϕ) = Y (θ, ϕ+ 2π).

Решение уравнения (25.63) будем искать в виде

Y (θ, ϕ) = Θ(θ)Φ(ϕ). (25.64)

Функция Φ(ϕ) является решением задачи Штурма–Лиувилля
с периодическим граничным условием

Φ′′ + µΦ = 0, Φ(ϕ+ 2π) = Φ(ϕ). (25.65)

Решение задачи (25.65) для m = 0,∞ имеет вид

Φm(ϕ) = Cm cosmϕ+Dm sinmϕ, µ = m2. (25.66)

С учетом (25.66) для определения функции Θ(θ) имеем

1

sin θ

d

dθ

(
sin θ

dΘ

dθ

)
+
(
λ− m2

sin2 θ

)
Θ = 0, (25.67)

|Θ(θ)| <∞, 0 6 θ < π.

Сделаем в уравнении (25.66) замену переменных z = cos θ.
Тогда для функции Θ(z) получим

d

dz

[
(1− z2)

dΘ

dz

]
+
(
λ− m2

1− z2

)
Θ = 0, (25.68)

|Θ(z)| <∞, −1 6 z 6 1.

Решением задачи (25.68) являются присоединенные функции
Лежандра (см. разд. «Присоединенные функции Лежандра»
части III) с собственными значениями λ = n(n+ 1):

Θnm(z) = AnmP
m
n (z) = Anm(1− z2)m/2P (m)

n (z), n = 0,∞.
Возвратившись к переменной θ, запишем

Θnm(θ) = Anm sinm θ
dm

d(cos θ)m
[Pn(cos θ)] = AnmP

m
n (cos θ).
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Поскольку Pmn (cos θ) = 0 при m > n, то для функции (25.64)
получим

Y mn (θ, ϕ) = C̄n0Pn(cos θ)+

+

n∑

m=1

(C̄nm cosmϕ+ D̄nm sinmϕ)Pmn (cos θ), (25.69)

где обозначено

C̄nm = AnmCn, D̄nmAnmDn.

Решение уравнения (25.61) при λ = n(n + 1) будем искать в
виде

R(r) = rα.

Тогда для определения α получим

α(α − 1) + 2α− n(n+ 1) = 0

или
α2 + α− n(n+ 1) = 0.

Следовательно,

α1 = n, α2 = −(n+ 1)

и
Rn(r) = Enr

n + Fnr
−(n+1).

Из условия |R(r)| <∞, r > 1 находим En = 0 при n > 1, т.е.

Rn(r) =
Fn
rn+1

+ E0r
nδn0, (25.70)

где δn0 – символ Кронекера. Для внутренней задачи аналогич-
но запишем

Rn(r) = Enr
n. (25.71)

Подставив (25.69) и (25.70) в (25.61) и просуммировав по n,
получим

u(r, ϕ, θ) = Ẽ0 +

∞∑

n=0

1

rn+1

[
C̃n0Pn(cos θ)+

+

n∑

m=1

(C̃nm cosmϕ+ D̃nm sinmϕ)Pmn (cos θ)
]
, (25.72)

где обозначено
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C̃nm = FnC̄nm, D̃nm = FnD̄nm, Ẽ0 = E0C̄00.

Подставим (25.72) в граничное условие (25.60):

∂u

∂r

∣∣∣
r=1

= −
∞∑

n=0

n+ 1

rn+2

[
C̃n0Pn(cos θ)+

+
n∑

m=1

(C̃nm cosmϕ+ D̃nm sinmϕ)Pmn (cos θ)
]∣∣∣∣
r=1

=

= sin
(π

4
− ϕ

)
sin θ. (25.73)

Поскольку P0(cos θ) = 1, уравнение (25.73) можно записать в
виде

−C̃00 −
∞∑

n=1

n∑

m=1

(n+ 1)(C̃nm cosmϕ+ D̃nm sinmϕ)Pmn (cos θ) =

= sin
(π

4
− ϕ

)
sin θ.

Разложим правую часть в ряд по ортогональной системе функ-
ций cosmϕPmn (cos θ), sinmϕPmn (cos θ). Тогда для коэффициен-

тов C̃nm и D̃nm получим

−C̃00 =
1

4π

2π∫

0

dϕ

π∫

0

sin
(π

4
− ϕ

)
sin2 θ dθ,

−(n+ 1)C̃nm =
(2n+ 1)(n−m)!

2π(n+m)!
×

×
2π∫

0

π∫

0

sin
(π

4
− ϕ

)
sin θPmn (cos θ) cosmϕ sin θ dθdϕ,

−(n+ 1)D̃nm =
(2n+ 1)(n−m)!

2π(n+m)!
×

×
2π∫

0

π∫

0

sin
(π

4
− ϕ

)
sin θPmn (cos θ) sinmϕ sin θ dθdϕ,

где m = 1, n, n = 1,∞. Поскольку

sin
(π

4
− ϕ

)
= sin

π

4
cosϕ− cos

π

4
sinϕ, sin θ = P 1

1 (cos θ),
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то

C̃00 = 0, C̃nm =

{
− sinπ/4

2
, n = m = 1,

0, n 6= 1, m 6= 1;

D̃nm =

{
cosπ/4

2
, n = m = 1,

0, n 6= 1, m 6= 1.

Окончательно получим

u(r, ϕ, θ) = Ẽ0 −
1

2r2

[
sin

π

4
cosϕP 1

1 (cos θ)− cos
π

4
sinϕP 1

1 (cos θ)
]

или

u(r, ϕ, θ) = Ẽ0 −
1

2r2
sin
(π

4
− ϕ

)
sin θ.

Постоянная Ẽ0 произвольна. Если функцию u(r, ϕ, θ) подчи-
нить условию регулярности на бесконечности (u|r=∞ = 0), то

Ẽ0 = 0 и решение задачи становится однозначным.
В случае внутренней задачи Неймана, проделав аналогич-

ные операции с (25.71), получим

u(r, ϕ, θ) = Ẽ0 + r sin
(π

4
− ϕ

)
sin θ.

26. Интегралы Пуассона и Дини

Теорема 26.1. Решение первой краевой задачи (25.31) для кру-
га

∆2u = 0, u(r, ϕ)|r=a = f(ϕ), r 6 a, (26.1)

можно представить в виде

u(r, ϕ) =
1

2π

2π∫

0

dψ
f(ψ)(a2 − r2)

r2 + a2 − 2ar cos(ψ − ϕ)
. (26.2)

� Соотношение (26.2) называется интегралом Пуассона
первой краевой задачи, а функция

K(r, ϕ, a, ψ) =
a2 − r2

r2 + a2 − 2ar cos(ψ − ϕ)
(26.3)

– ядром интеграла Пуассона первой краевой задачи.
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Доказательство. Подставим в соотношение (25.45) значения
αn и βn, поменяем местами интегрирование и суммирование и
получим

u(r, ϕ) =
1

π

2π∫

0

dψ f(ψ)
{1

2
+

+

∞∑

n=1

( r
a

)n
[cosnϕ cosnψ + sinnϕ sinnψ]

}
=

=
1

π

2π∫

0

dψ f(ψ)
{1

2
+

∞∑

n=1

( r
a

)n
cosn(ψ − ϕ)

}
,

но при |t| < 1 справедливо соотношение

1

2
+

∞∑

n=1

tn cosnα =
1

2

[
1 +

∞∑

n=1

tn(eiαn + e−iαn)
]

=

=
1

2

(
1 +

teiα

1− teiα +
te−iα

1− te−iα
]

=
1− t2

2(1− 2t cosα+ t2)
,

т.е.

1

2
+

∞∑

n=1

tn cosnα =
1− t2

2(1− 2t cosα+ t2)
, |t| < 1. (26.4)

Подставим теперь в (26.4) t = r/a, α = ψ−ϕ и получим (26.2),
что и требовалось доказать.

♦ Решение внешней краевой задачи можно получить из
(26.2) с помощью замены a → r и r → a (т.е. просто изме-
нением знака).

Теорема 26.2. Решение второй краевой задачи (25.54) для
круга r < a можно представить формулой

u(r, ϕ) = C − a

2π

π∫

−π

f(ψ) ln[a2 + r2 − 2ar cos(ψ − ϕ)]dψ, (26.5)

называемой формулой или интегралом Дини.

Доказательство. Как и при доказательстве теоремы 9.1, под-
ставим значения коэффициентов αn, βn в выражение (25.54).



540 Глава 5. Уравнения эллиптического типа

После изменения порядка суммирования и интегрирования по-
лучим

u(r, ϕ) = C +
a

π

π∫

−π

f(ψ)
∞∑

n=1

1

n

( r
a

)n
cosn(ψ − ϕ) dψ =

= C +
a

π

π∫

−π

f(ψ)Re

∞∑

n=1

1

n

( r
a

)n
ein(ψ−ϕ)dψ =

= C +
a

π

π∫

−π

f(ψ)Re

∞∑

n=1

tn

n
dψ, (26.6)

где t = (r/a)neinα, α = ψ − ϕ, |t| < 1.
Воспользовавшись известным разложением

ln
1

1− t =

∞∑

n=1

tn

n
, |t| < 1,

и учтя, что

Re ln(1 − t) = ln |1− t| = ln
∣∣∣1−

( r
a

)n
einα

∣∣∣ =

=
1

2
ln
a2 + r2 − 2ar cosα

a
,

находим

u(r, ϕ) = C − a

2π

π∫

−π

f(ψ) ln
a2 + r2 − 2ar cosα

a
dψ,

а с учетом условия разрешимости для f(ψ)

u(r, ϕ) = C − a

2π

π∫

−π

f(ψ) ln[a2 + r2 − 2ar cos(ψ − ϕ)] dψ,

что и требовалось доказать.
Аналогично суммируется ряд (25.56), определяющий реше-

ние внешней второй краевой задачи для круга.
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27. Разделение переменных
в уравнении Гельмгольца

27.1. Разделение переменных в уравнении
Гельмгольца в полярных координатах

Рассмотрим уравнение Гельмгольца для круга

∆u± k2u = 0 (27.1)

с граничными условиями вида

a) u|r=a = f(ϕ) б)
∂u

∂r

∣∣∣
r=a

= g(ϕ). (27.2)

Пусть ∆u+ k2u = 0. В полярной системе координат это урав-
нение примет вид

1

r

∂

∂r

(
r
∂u

∂r

)
+

1

r2
∂2u

∂ϕ2
+ k2u = 0. (27.3)

Решение уравнения (27.3) будем искать методом разделения
переменных:

u(r, ϕ) = R(r)Φ(ϕ).

Получим
Φ

r

d

dr
(rR′) +

R

r2
Φ′′ + k2ΦR = 0.

Домножив обе части уравнения на r2/(RΦ) и разделив пере-
менные, найдем

r

R

d

dr
(rR′) + k2r2 = −Φ′′

Φ
= λ.

Следовательно,

r2R′′ + rR′ + (k2r2 − λ)R = 0 (27.4)

и
Φ′′ + λΦ = 0 (27.5)

с условиями Φ(ϕ + 2π) = Φ(ϕ), |R(r)| < ∞, которые следуют
из постановки задачи. Задача Штурма–Лиувилля (27.5) уже
рассматривалась (см. пример III.2.8), и ее решение имеет вид

λn = n2, Φn(ϕ) = An cosnϕ+Bn sinnϕ. (27.6)

Уравнение (27.4) при λ = n2 есть уравнение Бесселя с ограни-
ченным при r < a решением
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Rn(r) = CnJn(kr). (27.7)

В результате для решений исходного уравнения получим

u(r, ϕ) =

∞∑

n=0

Jn(kr)[An cosnϕ+Bn sinnϕ]. (27.8)

Коэффициенты An, Bn определим из граничных условий:
a) Для граничных условий первого типа, разложив f(ϕ) в

ряд Фурье, найдем

u|r=a = f(ϕ) =
α0

2
+

∞∑

n=1

(αn cosnϕ+ βn sinnϕ).

Следовательно, в предположении, что ka не является корнем
функции Бесселя [т.е. Jm(ka) 6= 0, m = 0,∞], получим

A02J0(ka) = α0, AnJn(ka) = αn, BnJn(ka) = βn, (27.9)

где αn и βn определяются формулой (25.44), а решение постав-
ленной задачи единственно и имеет вид

u(r, ϕ) =
α0

2

J0(kr)

J0(ka)
+

∞∑

n=1

Jn(kr)

Jn(ka)
[αn cosnϕ+βn sinnϕ]. (27.10)

Если ka является корнем функции Бесселя [Jm(ka) = 0,
m = 0,∞], то решение существует только при условии, что
коэффициенты αn и βn равны нулю при n = m. В этом случае
решение не единственно, так как коэффициенты Am и Bm не
определяются из соотношения (27.9). Если хотя бы один из ко-
эффициентов αn или βn при n = m отличен от нуля, решение
исходной задачи не существует.

б) Аналогично для граничных условий второго типа нахо-
дим

∂u

∂r

∣∣∣
r=a

= g(ϕ) =
ᾱ0

2
+

∞∑

n=1

(ᾱn cosnϕ+ β̄n sinnϕ),

где ᾱn и β̄n определяются соотношением (25.44), в котором
функции ϕ(x) и ψ(x) следует заменить функциями ϕ̄(x) и ψ̄(x).
Следовательно, в предположении, что ka не является корнем
производной функции Бесселя J ′

n(x), n = 0,∞, получим

A0 =
ᾱ0

2kJ ′
0(ka)

, An =
ᾱn

kJ ′
n(ka)

, Bn =
β̄n

kJ ′
n(ka)

,
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а решение поставленной задачи единственно и имеет вид

u(r, ϕ) =
ᾱ0

2

J0(kr)

kJ ′
0(ka)

+

+

∞∑

n=1

Jn(kr)

kJ ′
n(ka)

[ᾱn cosnϕ+ β̄n sinnϕ]. (27.11)

В противном случае, как и для граничных условий первого
рода, решение задачи не существует или не единственно.

Если ∆u − k2u = 0, то вместо формул (27.10) и (27.11)
получим соответственно

u(r, ϕ) =
α0

2

I0(kr)

I0(ka)
+

∞∑

n=1

In(kr)

In(ka)
[αn cosnϕ+ βn sinnϕ]; (27.12)

u(r, ϕ) =
ᾱ0

2

I0(kr)

kI ′0(ka)
+

∞∑

n=1

In(kr)

kI ′n(ka)
[ᾱn cosnϕ+ β̄n sinnϕ], (27.13)

где In(x) – модифицированная функция Бесселя первого рода.
В этом случае решение существует для любых значений ka и
единственно, так как задача Штурма–Лиувилля ∆u − λu = 0
не имеет положительных собственных значений и, следова-
тельно, величина k2 не может совпасть с каким-либо из них.
Заметим, что этот вывод также следует непосредственно из
формул (27.12) и (27.13), поскольку модифицированная функ-
ция Бесселя первого рода In(x), а также ее производная не
имеют нулей (см. разд. «Задача Штурма–Лиувилля для урав-
нения Бесселя» части III).

27.2. Разделение переменных в уравнении
Гельмгольца в декартовых координатах

Рассмотрим уравнение Гельмгольца

∆u − k2u = 0, 0 6 x 6 p, 0 6 y 6 q, (27.14)

с граничными условиями

a) u|y=0 = ϕ(x), u|y=q = ψ(x), u|x=0 = u|x=p = 0 (27.15)

или

б)
∂u

∂y

∣∣∣
y=0

= ϕ̄(x),
∂u

∂y

∣∣∣
y=q

= ψ̄(x),
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∂u

∂x

∣∣∣
x=0

=
∂u

∂x

∣∣∣
x=p

= 0. (27.16)

К задачам с такими граничными условиями редуцируются (см.
разд. <Разделение переменных в уравнении Лапласа>) задачи
Неймана (в предположении ее разрешимости) и Дирихле для
уравнения Гельмгольца с произвольными граничными услови-
ями.

Решение уравнения (27.14) ищем методом Фурье:

u(x, y) = X(x)Y (y). (27.17)

Подставив (27.17) в (27.14), запишем

Y X ′′ +XY ′′ − k2XY = 0.

Домножим обе части уравнения на X(x)Y (y) и, разделив пе-
ременные, найдем

X ′′

X
= −Y

′′

Y
+ k2 = λ

или

X ′′ − λX = 0, Y ′′ + (−k2 + λ)Y = 0. (27.18)

Из исходной задачи для первого уравнения из (27.18) получим
следующую задачу Штурма–Лиувилля:

X(0) = X(p) = 0, |X(x)| <∞,

решение которой имеет вид (см. пример III.2.2)

λ = −
(πn
p

)2

= −ω2
n, Xn(x) = Cn sin

πnx

p
. (27.19)

Подставив λn в (27.18), найдем

Yn(y) = Ane
√
ω2

n+k2y +Bne
−
√
ω2

n+k2y =

= Ãn ch(
√
ω2
n + k2y) + B̃n sh(

√
ω2
n + k2y).

Таким образом,

u(x, y) =

∞∑

n=1

[Ān ch(
√
ω2
n + k2y) + B̄n sh(

√
ω2
n + k2y)] sinωnx,
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где Ān = ÃnCn, B̄n = B̃nCn.
a) Из граничных условий первого типа найдем

u|y=0 =
∞∑

n=1

αn sin
πnx

p
, u|y=q =

∞∑

n=1

βn sin
πnx

p
,

где

αn =
2

p

p∫

0

ϕ(x) sinωnxdx, βn =
2

p

p∫

0

ψ(x) sinωnxdx.

Следовательно, для определения коэффициентов Ān, B̄n
получим следующую систему алгебраических уравнений:

Ān = αn,

Ān ch(
√
ω2
n + k2q) + B̄n sh(

√
ω2
n + k2q) = βn.

Тогда

Ān = αn,

B̄n =
1

sh(
√
ω2
n + k2q)

{
βn − αn ch(

√
ω2
n + k2q)

}
.

Окончательно получим

u(x, y) =

∞∑

n=1

{
αn ch(

√
ω2
n + k2y)−

− sh(
√
ω2
n + k2y)

sh(
√
ω2
n + k2q)

[
βn − αn ch(

√
ω2
n + k2q)

]}
sinωnx.

Решение задачи (27.16) находится аналогично.
♦ Уравнение ∆u + k2u = 0 рассматривается аналогично.

Следует лишь обратить внимание, совпадает ли k2 с одним из
собственных значений задачи Штурма–Лиувилля (см. преды-
дущий раздел).

27.3. Разделение переменных в уравнении
Гельмгольца в сферических координатах

Рассмотрим пример, решение которого можно найти мето-
дом разделения переменных в сферической системе координат.
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Ограничимся случаем, когда граничные условия не зависят от
переменной ϕ. В общем случае решение аналогично решению
примера 25.8.

Пример 27.1. Найти решение уравнения Гельмгольца в ша-
ре:

∆u+ 25u = 0,
∂u

∂r

∣∣∣
r=π

= cos θ, 0 6 r < π.

Решение. В сферической системе координат уравнение Гельм-
гольца примет вид

∆3u+ 25u =
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂u

∂r

)
+

+
1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂u

∂r

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2u

∂ϕ2
+ 25u = 0. (27.20)

Переменная ϕ не входит явно в уравнение и в граничные усло-
вия, поэтому будем считать, что ∂u/∂ϕ = 0. Решение будем
искать методом Фурье:

u(r, θ) = R(r)Θ(θ). (27.21)

Обозначим

R′ =
dR

dr
, и Θ̇ =

dΘ

dθ
.

Подставим (27.21) в (27.20):

Θ

r2
d

dr

(
r2
dR

dr

)
+

R

r2 sin θ

d

dθ

(
sin θ

dΘ

∂θ

)
+ 25RΘ = 0

или

Θ

r2
(2rR′ + r2R′′) +

R

r2 sin θ
(cos θΘ̇ + sin θΘ̈) + 25RΘ = 0.

Домножив обе части этого равенства на r2/ΘR и разделив пе-
ременные, получим

2rR′ + r2R′′

R
+ 25r2 = − 1

Θ sin θ
(cos θΘ̇ + sin θΘ̈) = λ.

В результате функция R(r) определяется из уравнения

r2R′′ + 2rR′ + (25r2 − λ)R = 0, 0 6 r 6 π, |r| <∞.
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а функция Θ(θ) является решением следующей задачи Штур-
ма–Лиувилля:

Θ̈ + Θ̇ ctg θ + λΘ = 0, 0 6 θ 6 π, |Θ(θ)| <∞. (27.22)

Решение

λn = n(n+ 1), Θn(θ) = AnPn(cos θ), n = 0,∞,

задачи Штурма–Лиувилля (27.22) найдено в примере III.18.1.
Подставим λn в уравнение для функции R(r) и получим

R′′ +
2

r
R′ +

[
25− n(n+ 1)

r2

]
R = 0.

Решение этого уравнения будем искать в виде

R(r) = z(r)r−1/2.

Тогда

R′(r) = r−1/2z′(r)− 1

2
r−3/2z(r);

R′′(r) = r−1/2z′′(r) − r−3/2z′(r) +
3

4
r−5/2z(r).

Для функции z(r) получим уравнение

r2z′′ + rz′ +
[
(5r)2 −

(
n+

1

2

)2]
z = 0. (27.23)

Общее решение уравнения (27.23) имеет вид

zn(r) = BnJn+1/2(5r) + CnJ−n−1/2(5r),

где Bn и Cn — произвольные постоянные.
Для функции Rn(r) получим

Rn(r) = r−1/2[BnJn+1/2(5r) + CnNn+1/2(5r)]. (27.24)

С учетом известного свойства функции Неймана

lim
x→+0

Nn+1/2(x) = −∞
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имеем Cn = 0 и

Rn(r) = Bnr
−1/2Jn+1/2(5r).

Тогда решение запишется выражением

un(r, θ) = Rn(r)Θn(θ) = AnPn(cos θ)
Bn√
r
Jn+1/2(5r),

просуммировав которое по n, найдем

u(r, θ) =
∞∑

n=0

ĀnPn(cos θ)r−1/2Jn+1/2(5r), (27.25)

где Ān = AnBn. Из граничного условия

∂u

∂r

∣∣∣
r=π

= cos θ (27.26)

вычислим константы Ān. Для этого продифференцируем u(r, θ)
(27.25) по r:

∂u

∂r

∣∣∣
r=π

=
∞∑

n=0

ĀnPn(cos θ)
[
5J ′

n+1/2(5r)r
−1/2−

−1

2
r−3/2Jn+1/2(5r)

]∣∣∣
r=π

=

=

∞∑

n=0

ĀnPn(cos θ)
[
5J ′

n+1/2(5π)
1√
π
−

−1

2

1√
π3
Jn+1/2(5π)

]
. (27.27)

Разложим cos θ в ряд Фурье по полиномам Лежандра. Функ-
ция cos θ – полином первой степени по cos θ. Следовательно, ее
разложение в ряд Фурье не будет содержать полиномов выше
первого порядка. Поскольку

P0(x) = 1, P1(x) = x,

то

cos θ = 0 · P0(cos θ) + P1(cos θ) +

∞∑

n=2

0 · Pn(cos θ). (27.28)
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Следовательно,
αn = δn1

Подставив (27.28) и (27.27) в (27.26) и приравняв коэффици-
енты при одинаковых полиномах Pn(cos θ), получим

Ān = αn

/[
5J ′

n+1/2(5r)
1√
π
− 1

2

1√
π3
Jn+1/2(5r)

]
, n = 0,∞,

или

Ān = δn1

/[
5J ′

n+1/2(5π)
1√
π
− 1

2

1√
π3
Jn+1/2(5π)

]
.

Тогда

u(r, θ) =
2(
√
π)3[

10πJ ′
3/2(5π)− J3/2(5π)

]P1(cos θ)
J3/2(5r)√

r
.

С учетом соотношений (III.5.16) получим

u(r, θ) = −π
2

2r

(sin 5r

5r
− cos 5r

)
cos θ.

28. Метод функций Грина

В предыдущих разделах мы рассмотрели метод Фурье, поз-
воляющий представлять решение краевых задач в виде ря-
дов Фурье по собственным функциям соответствующих за-
дач Штурма–Лиувилля. Решение краевых задач также мож-
но находить в интегральной форме с помощью метода функ-
ций Грина. Прежде чем перейти непосредственно к рассмот-
рению метода, заметим, что в разд. «Интегралы Пуассона и
Дини» суммирование рядов Фурье привело к формулам Пуас-
сона (26.2) и Дини (26.5). Эти формулы в интегральной форме
представляют решение задач Дирихле и Неймана для круга.
В этом разделе мы получим, в частности, эти же формулы
посредством метода функций Грина.

28.1. Функция Грина задачи Дирихле

Обратимся к задаче Дирихле для уравнения Пуассона в
области E, ограниченной поверхностью SE ,

∆u(~x) = −F (~x), ~x ∈ E ⊂ R
n, n = 2, 3; (28.1)

u(~x) = f(~x), ~x ∈ SE . (28.2)
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Эту задачу можно рассматривать, например, как задачу о на-
хождении электростатического (гравитационного, теплового и
др.) потенциала, создаваемого зарядами, распределенными в
области E с плотностью ρ(x) = F (~x)/(4π) (см. обозначения
разд. «Стационарные физические процессы и уравнения эл-
липтического типа»), значение которого на границе SE зада-
но. Обобщая известный подход (см. разд. «Краевая задача с
параметром» части II) к решению краевых задач для обыкно-
венных дифференциальных уравнений методом функций Гри-
на, сформулируем следующую вспомогательную задачу: най-
ти потенциал, создаваемый внутри заземленной проводящей
поверхности SE точечным зарядом величиной 1/(4π).

Обозначим искомый потенциал через G(~x, ~y). В отличие от
u(~x), функция G(~x, ~y) зависит не только от переменной ~x, но и
от параметра ~y, который указывает положение точечного заря-
да. Поскольку плотность точечного заряда с помощью дельта-
функции можно записать в виде −δ(~x−~y)/(4π), а проводящая
сфера заземлена, приходим к следующей краевой задаче:

∆xG(~x, ~y) = −δ(~x− ~y), ~x, ~y ∈ E,
G(~x, ~y)

∣∣
~x∈SE

= 0.

Здесь и далее индекс у оператора Лапласа указывает перемен-
ную, на которую он действует.

Суть метода функций Грина заключается в представлении
решения общей задачи (28.1), (28.2) через решение полученной
краевой задачи специального вида, т.е. через функцию G(~x, ~y),
называемую функцией Грина, или функцией источника.

� Функцией Грина (функцией источника) задачи Дирихле
(28.1), (28.2) называется функция G(~x, ~y), являющаяся реше-
нием краевой задачи

∆xG(~x, ~y) = −δ(~x− ~y), ~x, ~y ∈ E ⊂ R
n, n = 2, 3; (28.3)

G(~x, ~y)
∣∣
~x∈SE

= 0. (28.4)

Из этого определения следует, во-первых, что функция Гри-
на G(~x, ~y) как решение неоднородного уравнения (28.3) допус-
кает представление

G(~x, ~y) = g0(~x, ~y)− En(~x, ~y), (28.5)

где g0(~x, ~y) – регулярная гармоническая функция, а En(~x, ~y) –
фундаментальное решение оператора Лапласа, т.е.

∆xg0(~x, ~y) = 0; (28.6)

∆xEn(~x, ~y) = δ(~x − ~y). (28.7)
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Во-вторых, функция Грина G(~x, ~y) обладает свойством сим-
метрии

G(~x, ~y) = G(~y, ~x). (28.8)

Действительно, положим во второй формуле Грина (22.2)

u(~x) = G(~x, ~y), v(~x) = G(~x, ~z).

Тогда

∫

E

[G(~x, ~y)∆xG(~x, ~z)−G(~x, ~z)∆xG(~x, ~y)] dx =

=

∫

SE

(
[G(~x, ~y)∇xG(~x, ~z)−G(~x, ~z)∇xG(~x, ~y)], d~S

)
.

Отсюда, согласно (28.3), (28.4), получим

∫

E

[G(~x, ~y)δ(~x − ~z) +G(~x, ~z)δ(~x− ~y)] dx =

= −G(~z, ~y) +G(~y, ~z) = 0

и соответственно (28.8). С учетом равенства En(~x, ~y) =
= En(|~x− ~y|), означающего симметрию фундаментального ре-
шения по переменным ~x и ~y [т.е. En(~x, ~y) = En(~y, ~x)], из (28.8)
следует, что гармоническая функция

g0(~x, ~y) = g0(~y, ~x) (28.9)

тоже симметрична. Поэтому справедливо не только (28.6), но и

∆yg0(~x, ~y) = 0. (28.10)

♦ Если вернуться к физическому смыслу функции G(~x, ~y),
то сформулированный выше принцип симметрии G(~x, ~y) явля-
ется ничем иным, как математическим выражением принципа
взаимности в физике, а именно: источник, помещенный в точ-
ку ~y, производит в точке ~x такое же действие, какое произво-
дит в точке ~y источник, помещенный в точку ~x.

♦ Функция Грина внешней задачи Дирихле (для неогра-
ниченных областей) определяется аналогично (28.3), (28.4) с
дополнительным условием регулярности функции G(~x, ~y)→ 0
при |~x| → ∞ и фиксированном ~y. Это же условие необходимо
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и для внутренних задач с неограниченными поверхностями,
как, например, задача Дирихле в полупространстве.

♦ Если для уравнения (28.3) граничное условие первого
рода (28.4) заменить граничным условием третьего рода, по-
лучим определение функции Грина третьей краевой задачи.

Перейдем к построению решения задачи (28.1), (28.2).

Теорема 28.1. Если решение задачи Дирихле (28.1), (28.2)
существует, то его можно представить в виде

u(~x) =

∫

E

G(~x, ~y)F (~y)d~y −
∫

SE

f(~y)
∂G(~x, ~y)

∂ny
dSy. (28.11)

Доказательство. Если u(~x) и SE удовлетворяют условиям
леммы 24.1, то, согласно (24.2),

u(~x) =

∫

E

En(~x, ~y)∆yu(~y)d~y+

+

∮

SE

[
u(~y)

∂En(~x, ~y)
∂ny

− En(~x, ~y)
∂u(~y)

∂ny

]
dSy. (28.12)

Переобозначим (для удобства) во второй формуле Грина (22.2)
~x на ~y и применим ее к функциям u(~y) и g0(~x, ~y) с учетом
(28.2). Тогда

−
∫

E

g0(~x, ~y)∆yu(~y)d~y−

−
∮

SE

[
u(~y)

∂g0(~x, ~y)

∂ny
− g0(~x, ~y)

∂u(~y)

∂ny

]
dSy = 0. (28.13)

Суммирование (28.12) и (28.13) дает

u(~x) =

∫

E

[En(~x, ~y)− g0(~x, ~y)]∆yu(~y)d~y +

+

∮

SE

{
u(~y)

∂

∂ny
[En(~x, ~y)− g0(~x, ~y)]−

−[En(~x, ~y)− g0(~x, ~y)]
∂u(~y)

∂ny

}
dSy.
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С учетом (28.5) полученное выражение можно записать как

u(~x) = −
∫

E

G(~x, ~y)∆yu(~y)d~y −

−
∮

SE

[
u(~y)

∂

∂ny
G(~x, ~y)−G(~x, ~y)

∂u(~y)

∂ny

]
dSy (28.14)

и упростить, если учесть соотношения (28.1), (28.2) для u(~x)
и граничное условие (28.4) для G(~x, ~y), к виду

u(~x) =

∫

E

G(~x, ~y)F (~y)d~y +

∮

SE

f(~y)
∂

∂ny
G(~x, ~y) dSy

совпадающему с (28.11).
Как следует из доказанной теоремы, для решения задачи

(28.1), (28.2) достаточно найти функцию G(~x, ~y). К изучению
этого вопроса мы и переходим.

28.2. Методы построения функции Грина
задачи Дирихле

Существует несколько методов построения функции Гри-
на, определяемой в виде (28.3), (28.4).

I. Начнем с обобщения метода построения функции Грина
краевой задачи для обыкновенного дифференциального урав-
нения (см. разд. «Функция Грина краевой задачи» части II),
основанного на использовании собственных функций соответ-
ствующей задачи Штурма–Лиувилля и разложения функции
δ(~x−~y) по этой системе функций (см. разд. «Дельта-функция
Дирака и ортонормированные системы функций» части II).

Итак, наряду с (28.3), (28.4) рассмотрим задачу Штурма–
Лиувилля

∆v(~x) + λv(~x) = 0, ~x ∈ E ⊂ R
k, k = 2, 3; (28.15)

v(~x)
∣∣
~x∈SE

= 0.

Пусть vn(~x)/‖vn(x)‖ – полная ортонормированная система соб-
ственных функций этой задачи с собственными значениями
λn, n = 1,∞. Будем искать функцию G(~x, ~y) в виде ряда

G(~x, ~y) =

∞∑

n=1

An
vn(~x)

‖vn‖
. (28.16)



554 Глава 5. Уравнения эллиптического типа

В таком виде функция G(~x, ~y) уже удовлетворяет гранично-
му условию (28.4). А подстановка (28.16) в уравнение (28.3) с
учетом (28.15) и разложения

δ(~x− ~y) =

∞∑

n=1

vn(~x)vn(~y)

‖vn‖2

дает

∞∑

n=1

An
‖vn‖

∆xvn(~x) = −
∞∑

n=1

Anλnvn(~x)

‖vn‖
= −

∞∑

n=1

vn(~x)vn(~y)

‖vn‖2
.

Отсюда при условии λn 6= 0 для n = 1,∞ получим равенство

An =
vn(~y)

λn‖vn‖
,

подстановка которого в (28.16) дает следующее представление:

G(~x, ~y) =

∞∑

n=1

vn(~x)vn(~y)

λn‖vn‖2
. (28.17)

II. Рассмотрим далее метод электростатических изображе-
ний (метод отражений). Идея метода исходит из электростати-
ческой интерпретации функции Грина и состоит в том, чтобы
для заданного точечного заряда и поверхности SE изобразить
дополнительные заряды таким образом, чтобы суммарный по-
тенциал на указанной поверхности обращался в нуль, как и
предписывает граничное условие (28.4).

Рассмотрим несколько примеров построения функции Гри-
на в заданных областях E ∈ R

n, n = 2, 3.

Пример 28.1. Построить функцию Грина в полупростран-
стве (полуплоскости) E : xn > 0, SE : xn = 0.

Решение. Пусть точка ~y лежит в полупространстве xn > 0,
тогда симметричная ей относительно плоскости xn = 0 точка
~y′ лежит в полупространстве xn < 0. Легко видеть (см. рис. 47,
где точка ~x0 лежит в плоскости xn = 0), что при приближении
точки ~y к плоскости xn = 0 симметричная ей точка ~y′ также
приближается к этой плоскости и на самой плоскости они сов-
падают. Если в точку ~y′ поместить заряд, равный по величине
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заряду, расположенному в точке ~y, но противоположный по
знаку, то искомую функцию Грина можно записать в виде

G(~x, ~y) = −En(~x, ~y) + En(~x, ~y′). (28.18)

Действительно, подействуем на (28.18) оператором ∆x:

∆~xG(~x, ~y) = −δ(~x− ~y) + δ(~x− ~y′).
Отсюда видно, что условие (28.3) вы-

Рис. 47

полняется, поскольку в рассматривае-
мой области xn > 0 функция δ(~x−~y′) =
0. Наряду с этим, учтя равенство |~x −
~y| = |~x − ~y′| непосредственно на плос-
кости xn = 0, убеждаемся в справедли-
вости граничного условия (28.4):

G(~x, ~y) = −En(~x, ~y) + En(~x, ~y) =

= −En(|~x− ~y|) + En(|~x− ~y|) = 0,

так как En(~x, ~y) = En(|~x− ~y|).
Наконец, легко убедиться, чтоG(~x, ~y)→

0 при |~x| → ∞. Последнее становится совершенно очевидным,
если функцию Грина (28.18) записать, используя явный вид
фундаментальных решений En(~x, ~y) уравнения Лапласа:

G(~x, ~y) =





1

4π

( 1

|~x− ~y| −
1

|~x− ~y′|
)
, n = 3;

1

2π

(
ln

1

|~x− ~y| − ln
1

|~x− ~y′|
)
, n = 2.

(28.19)

Таким образом, формула (28.19) действительно является
решением задачи (28.3), (28.4) в области xn > 0.

Пример 28.2. Построить функцию Грина в шаре (круге)
E: |~x| < R, SE : |~x| = R.

Решение. Пусть точка ~y ∈ E, ~y 6= 0, а ~y′ = ~yr2/|~y|2 – точка,
симметричная ей относительно сферы SE (рис. 48), т.е.

|~y| |~y′| = R2. (28.20)

Если считать, что в точке ~y расположен заряд, равный 1/(4π),
то в точку ~y′ поместим заряд величиной −α/(4π). Поскольку
αδ(~x − ~y′) = δ([~x− ~y′]/α), функцию Грина ищем в виде

G(~x, ~y) = −En(|~x− ~y|) + En(|~x− ~y′|/α). (28.21)
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Подберем значение α так, чтобы функция G(~x, ~y) обращалась
в нуль на границе SE . Заметим, что треугольники O~x~y и O~x~y′

подобны: один угол у них общий, а прилегающие стороны, со-
гласно (28.20), пропорциональны. Поэтому на поверхности SE :
|~x| = R справедливо соотношение

R

|~y| =
|~x− ~y′|
|~x− ~y| ,

и, следовательно, в силу (28.21) следует положить α = R/|~y|.
Тогда

G(~x, ~y) = −En(|~x− ~y|) + En(|~y| |~x− ~y′|/R) =

= −En(|~x− ~y|) + En
( |~y|
R

∣∣∣~x− ~y R
2

|~y|2
∣∣∣
)
. (28.22)

В силу (28.20) эта формула справедлива и при ~y = 0:

G(~x, 0) = −En(|~x|) + En(R). (28.23)

Как и в предыдущем приме-

Рис. 48

ре, нетрудно убедиться, что фор-
мулы (28.22), (28.23) удовлетво-
ряют задаче (28.3), (28.4), и вы-
писать их явный вид для n = 2
и n = 3.

Следуя принципу, использо-
ванному в приведенных выше при-
мерах, можно находить функции
Грина для различных областей:
двугранного угла, сектора, полу-

шара, полукруга и т.д.
III. Рассмотрим теперь метод, представляющий комбина-

цию описанных выше. Ограничимся трехмерной областью в
виде шара E: |~x| < R, SE : |~x| = R. Решение задачи (28.3),
(28.4) ищем в форме (28.5). При n = 3 оно принимает вид

G(~x, ~y) =
1

4π|~x− ~y| + g0(~x, ~y). (28.24)

Таким образом, задача (28.3), (28.4) редуцируется к следую-
щей:

∆xg0(~x, ~y) = 0, ~x ∈ E; (28.25)

g0(~x, ~y) = − 1

4π|~x− ~y| , ~x ∈ SE .
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Решение этой задачи будем искать методом разделения пе-
ременных. Для этого с учетом геометрии задачи воспользуем-
ся сферической системой координат с началом в центре шара
и осью z, направленной вдоль вектора ~y. При таком выборе
~x(r, ϕ, θ), ~y(ρ, 0, 0) и граничные условия не зависят от ϕ. Сле-
дуя примеру 25.8, найдем функцию g0(~x, ~y) в виде

g0(~x, ~y) =

∞∑

n=0

An

( r
R

)n
Pn(cos θ). (28.26)

Для определения неизвестных коэффициентов An подставим
(28.26) в (28.25) и получим

∞∑

n=0

AnPn(cos θ) = − 1

4π
√
r2 + ρ2 − 2Rρ cos θ

=

= − 1

4πR
√

1− 2(ρ/R) cos θ + (ρ/R)2
. (28.27)

Так как ρ/R < 1, правую часть этого выражения можно рас-
сматривать как производящую функцию полиномов Лежанд-
ра (см. разд. «Полиномы Лежандра» части III). В результате
формулу (28.27) можно записать как

∞∑

n=0

AnPn(cos θ) = − 1

4πR

∞∑

n=0

( ρ
R

)n
Pn(cos θ),

откуда выводим равенство

An = − 1

4πR

( ρ
R

)n
,

с учетом которого найдем

g0(~x, ~y) = − 1

4πR

∞∑

n=0

( ρr
R2

)n
Pn(cos θ).

Точка ~y′, симметричная точке ~y относительно сферы SE ,
будет иметь координаты (ρ′, 0, 0), где ρ′ = R2/ρ < R. Тогда

g0(~x, ~y) = − 1

4πR

∞∑

n=0

( r
ρ′

)n
Pn(cos θ).
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Соотношение r/ρ′ < 1 позволяет свернуть этот ряд к произво-
дящей функции, т.е. получить

g0(~x, ~y) = − 1

4πR

1√
1− 2(r/ρ′) cos θ + (r/ρ′)2

=

= − ρ′

4πR

1√
(ρ′)2 − 2ρ′r cos θ + r2

=

= − ρ′

4πR|~x− ~y′| = − R

4πρ|~x− ~y′| = − R

4π|~y| |~x− ~y′| .

Возвратившись к (28.24), находим явный вид искомой функ-
ции Грина

G(~x, ~y) =
1

4π

( 1

|~x− ~y| −
R

|~y| |~x− ~y′|
)
, (28.28)

совпадающий с найденным ранее (28.22) при n = 3.

28.3. Формула Пуассона

Выше было показано, что решение задачи Дирихле (28.1), (28.2)
для уравнения Пуассона задается формулой (28.11). Решение зада-
чи Дирихле для уравнения Лапласа можно получить из (28.11),
положив там F (~x) = 0. Таким образом, решение задачи Дирихле
для шара (круга)

∆nu(~x) = 0, ~x ∈ E ⊂ R
n, E : |~x| = R; (28.29)

u(~x) = f(~x), ~x ∈ SE : |~x| = R, n = 2, 3,

имеет вид

u(~x) =

I

SE

∂G(~x, ~y)

∂ny
f(~y)dy, (28.30)

где G(~x, ~y) определена формулой (28.22).
Преобразуем соотношение (28.30), вычислив значение нормаль-

ной производной функции Грина на поверхности SE согласно (28.22):

∂

∂ny
G(~x, ~y)

˛̨
˛
SE

= −E ′n(|~x− ~y|)
∂

∂ny
(|~x− ~y|)+

+E ′n
“ |~y|
R
|~x− ~y|

” ∂

∂ny

“ |~y|
R
|~x− ~y|

”˛̨
˛
SE

. (28.31)

Здесь штрих обозначает производную функции по всему аргументу.
Учтя, что на сфере (окружности) SE , т.е. для ~y ∈ SE : |~y| = R
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E ′n(|~x− ~y|)
˛̨
|~y|=R = E ′n

“ |~y|
R
|~x− ~y|

”˛̨
˛
|~y|=R

, (28.32)

а также ∂/∂ny = ∂/∂|~y|, производную (28.31) можно записать

∂

∂ny
G(~x, ~y)

˛̨
˛
|~y|=R

=

= −E ′n(|~x− ~y|)
h ∂

∂|~y| (|~x− ~y|)−
∂

∂|~y|
“ |~y|
R
|~x− ~y|

”i˛̨
˛
|~y|=R

.

Вычислив громоздкие, но несложные производные

∂

∂|~y| (|~x− ~y|)
˛̨
|~y|=R =

∂

∂|~y| (|~x− ~y|)
p
|~x|2 + |~y|2 − 2|~x||~y| cos θ =

=
R− |~x| cos θp

|~x|2 +R2 − 2R|~x| cos θ
=
R− |~x| cos θ
|~x− ~y|

˛̨
˛
|~y|=R

;

∂

∂|~y|
“ |~y|
R

˛̨
˛~x− R2

|~y|2 ~y
˛̨
˛
”˛̨

˛
|~y|=R

=
∂

∂|~y|
“ 1

R

˛̨
˛~x|~y|2 − R2

|~y| ~y
˛̨
˛
”˛̨

˛
|~y|=R

=

=
1

R

∂

∂|~y|
“p
|~x|2|~y|2 +R4 − 2R2|~x||~y| cos θ

”˛̨
˛
|~y|=R

=

=
|~x|2 −R|~x| cos θ

R
p
|~x|2 +R2 − 2R|~x| cos θ

=
|~x|2 −R|~x| cos θ

R|~x− ~y|
˛̨
˛
|~y|=R

,

найдем

∂

∂ny
G(~x, ~y)

˛̨
˛
|~y|=R

= −E ′n(|~x− ~y|)
|~x|2 −R2

R|~x− ~y|
˛̨
˛
|~y|=R

.

Приняв во внимание, что

E ′n(|~x− ~y|) =

(
E ′3(|~x− ~y|)
E ′2(|~x− ~y|)

=

8
><
>:

“
− 1

4π|~x− ~y|
”′

“
− 1

2π
ln |~x− ~y|

”′ =

=

8
>><
>>:

1

4π|~x− ~y|2

1

2π|~x− ~y|

=
1

π(2|~x− ~y|)n−1
, n = 2, 3,

приходим к формуле Пуассона

u(~x) =
1

2n−1πR

I

|~y|=R

|~x|2 −R2

|~x− ~y|n f(~y)dSy, (28.33)

где |~x| < R, n = 2, 3.
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При n = 2 формула (28.33) переходит в формулу (26.2), полу-
ченную ранее методом разделения переменных. Как и в плоском
случае (n = 2), можно показать, что решение внешней задачи Ди-
рихле определяется формулой

u(~x) =
1

2n−1πR

I

|~y|=R

R2 − |~x|2
|~x− ~y|n f(y)dSy, (28.34)

где |~x| > R, n = 2, 3.

28.4. Функция Грина задачи Неймана
для уравнения Лапласа

Перейдем от задачи Дирихле к задаче Неймана

∆u(~x) = 0, ~x ∈ E, (28.35)

∂u(~x)

∂n
= f(~x), ~x ∈ SE . (28.36)

Основное ее отличие от задачи Дирихле состоит в том, что соответ-
ствующая задача Неймана с нулевым граничным условием (28.36)
всегда имеет нетривиальное решение u(~x) = const. Поэтому функ-
ция Грина в общепринятом смысле для нее не существует и следу-
ет, вообще говоря, искать модифицированную (обобщенную) функ-
цию Грина, как это, например, делалось при решении краевой за-
дачи для обыкновенного дифференциального уравнения (см. разд.
«Краевая задача с параметром» части II).

� Функцией Грина задачи Неймана (28.35), (28.36) называется
функция G(~x, ~y) – решение специальной краевой задачи

∆xG(~x, ~y) = −δ(~x− ~y), ~x, ~y ∈ E ⊂ R
k, (28.37)

∂G(~x, ~y)

∂n
= − 1

S
, ~x ∈ SE , k = 2, 3, (28.38)

где ~n – нормаль к SE, внешняя по отношению к E, а S – площадь
поверхности SE .

Граничное условие (28.38) диктуется требованием разрешимо-
сти (24.24) для уравнения Пуассона, которое в данном случае имеет
вид Z

SE

∂G

∂n
dSy +

Z

E

δ(~x− ~y)d~y = 0

или Z

SE

∂G

∂n
dSy + 1 = 0.

Отсюда следует, что при выполнении именно условия (28.38) по-
следнее выражение обращается в тождество
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− 1

S

Z

SE

dSy + 1 = 0.

Определенная таким образом функция G(~x, ~y) неоднозначна,
поскольку вычисляется в точностью до аддитивной постоянной.
Тем не менее, она позволяет строить решения задачи (28.35), (28.36).

Теорема 28.2. Решение задачи Неймана (28.35), (28.36) при вы-
полнении условия разрешимости (24.24) можно представить в ви-
де

u(~x) =

I

SE

G(~x, ~y)f(~y)dSy + C, (28.39)

где C – произвольная постоянная.

Доказательство. Следуя доказательству теоремы 28.1, получим
выражение

u(~x) =

I

SE

G(~x, ~y)f(~y)dSy +
1

S

I

SE

f(~y)dSy + C,

из которого при выполнении условия разрешимости (24.24) и сле-
дует (28.39).

♦ Для внешних трехмерных задач или задач, определенных на
неограниченных поверхностях, трудностей, связанных с существо-
ванием нетривиального решения, можно избежать с помощью усло-
вия регулярности u(∞) = 0, обращающего нетривиальное решение
в тривиальное u(~x) = const ≡ 0. Соответствующие определения
функций Грина в этом случае дополняются условием G(~x, ~y) → 0
при ~x→∞ и фиксированном ~y.

Перейдем теперь к вопросу о построении функции G(~x, ~y). От-
метим, что определение (28.37), (28.38) допускает следующую ре-
дукцию задачи:

G(~x, ~y) = g0(~x, ~y)− En(~x, ~y), (28.40)

где En(~x, ~y) – фундаментальное решение оператора Лапласа ∆n, а
g0(~x, ~y) – гармоническая функция, являющаяся решением задачи

∆xg0(~x, ~y) = 0, ~x, ~y ∈ E, (28.41)

∂g0(~x, ~y)

∂n
=
∂En(~x, ~y)

∂n
− 1

S
, ~x ∈ SE .

Рассмотрим примеры построения функции Грина G(~x, ~y) для
некоторых областей.

Пример 28.3. Решить внутреннюю задачу Неймана для шара

∆u(~x) = 0, ~x ∈ E ⊂ R
3, E : |~x| < R, (28.42)

∂u(~x)

∂n
= f(~x), ~x ∈ SE : |~x| = R.
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Решение. Воспользовавшись представлением G(~x, ~y) (28.40) и яв-
ным видом E3(~x, ~y), имеем

G(~x, ~y) =
1

4π|~x− ~y| + g0(~x, ~y), (28.43)

где функция g0(~x, ~y) является решением задачи

∆xg0(~x, ~y) = 0, ~x, ~y ∈ E, (28.44)

∂g0(~x, ~y)

∂n
= − 1

4π

∂

∂n

“ 1

|~x− ~y|
”
− 1

S
, ~x ∈ SE ,

а площадь сферы S = 4πR2.
Аналогично задаче Дирихле с учетом результатов примера 25.8

решение задачи (28.44) ищем в виде

g0(~x, ~y) =
∞X

n=1

An
rn

nRn−1
Pn(cos θ) +C. (28.45)

Здесь векторы ~x, ~y имеют сферические координаты (r,ϕ, θ) и (ρ, 0, 0),
а вектор ~y′, симметричный вектору ~y относительно сферы SE, со-
ответственно (ρ′, 0, 0), ρ′ = R2/ρ.

Подстановка (28.45) в граничные условия (28.44) дает

An =
n+ 1

4πR2

“ ρ
R

”n
, n = 1,∞,

и соответственно

g0(~x, ~y) =
1

4πR

∞X

n=1

n+ 1

n

“ rρ
R2

”n
Pn(cos θ) +C. (28.46)

Если воспользоваться разложением (III.19.21) (см. разд. «Полино-
мы Лежандра»), то (28.46) можно записать

g0(~x, ~y) =
1

4π

h R

ρR1
+

1

R
ln

2R2

R2 − rρ cos θ + ρR1

i
+ C,

где
R1 = |~x− ~y′|. (28.47)

Таким образом,

G(~x, ~y) =
1

4π

h 1

|~x− ~y| +
R

ρ|~x− ~y′|+

+
1

R
ln

2R2

R2 − rρ cos θ + ρR1

i
+ C (28.48)

и соответственно

u(~x) =
1

4π

I

SE

f(~y)
h 1

|~x− ~y| +
R

ρ|~x− ~y′|+
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+
1

R
ln

2R2

R2 − rρ cos θ + ρR1

i
dSy + C. (28.49)

Это выражение можно упростить с учетом условия разрешимости
I

SE

f(~y)dSy = 0

и равенства R1|r=R = R|~x− ~y|/ρ:

u(~x) =
1

4π

I

SE

f(~y)
h 2

|~x− ~y| −
1

R
ln(R− |~x| cos θ + |~x− ~y|)

i
dSy + C.

(28.50)
� Формула (28.50) называется формулой Неймана и представ-

ляет собой трехмерный аналог формулы Дини (26.5).
♦ Если в задаче (28.44) положить 1/S = 0 и рассматривать

область E: |~x| > R, то получим задачу для определения функ-
ции g0(~x, ~y), являющейся, согласно (28.40), частью функции Грина
G(~x, ~y) внешней задачи Неймана.

Пример 28.4. Найти функцию Грина задачи Неймана для полу-
пространства (полуплоскости) E ⊂ R

n, E : xn > 0, SE : xn = 0.

Решение. Так как поверхность SE неограничена и 1/S = 0, то для
искомой функции Грина G(~x, ~y) имеем граничное условие

∂G(~x, ~y)

∂n

˛̨
˛
SE

= 0. (28.51)

Следуя примеру 28.1, воспользуемся методом электростатических
изображений (отражений). Напомним, что в случае задачи Дирихле
заряду, расположенному в точке с радиус-вектором ~y ∈ E, ставился
в соответствие равный по величине и противоположный по знаку
заряд, помещенный в точку ~y′, симметричную ~y относительно плос-
кости yn = 0. Такое отражение иногда называют «нечетным». Лег-
ко увидеть, что в случае задачи Неймана следует воспользоваться
«четным» отражением, т.е. не менять знак заряда. Тогда функция
G(~x, ~y) будет иметь вид

G(~x, ~y) = −En(~x, ~y)− En(~x, ~y′). (28.52)

Рис. 49
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Простой проверкой убеждаемся, что (28.52) удовлетворяет условию
(28.51). Действительно,

∂G(~x, ~y)

∂n

˛̨
˛
xn=0

= − ∂

∂xn

ˆ
En(~x− ~y) + En(~x− ~y′)

˜˛̨
˛
xn=0

=

= −
h
E ′n(|~x− ~y|)∂|~x− ~y|

∂xn
+ E ′n(|~x− ~y′|)

∂|~x− ~y′|
∂xn

i˛̨
˛
xn=0

. (28.53)

Воспользуемся соотношениями

|~x− ~y|
˛̨
xn=0

= |~x− ~y′|
˛̨
xn=0

, y′n = −yn,
E ′n(|~x− ~y|)

˛̨
xn=0

= E ′n(|~x− ~y′|)
˛̨
xn=0

.

Тогда

∂G(~x, ~y)

∂n

˛̨
˛
xn=0

= −E ′n(|~x− ~y|)
h∂|~x− ~y|

∂xn
+
∂|~x− ~y′|
∂xn

i˛̨
˛
xn=0

=

= −E
′
n(~x, ~y)

|~x− ~y|
ˆ
(xn − yn) + (xn + yn)

˜˛̨
˛
xn=0

= 0.

Силовые линии, характеризующие потенциал соответствующей
системы зарядов (см. рис. 49), наглядно иллюстрируют методы
«четного» и «нечетного» отражения, комбинация которых позволя-
ет находить функции Грина для широкого класса граничных усло-
вий.

Покажем теперь, как с помощью модифицированной функции
Грина можно находить решения задачи Неймана. Для этого рас-
смотрим задачу Штурма–Лиувилля

∆v = λv, ~x ∈ E, (28.54)

∂v(~x)

∂n
= 0, ~x ∈ SE,

отвечающую краевой задаче (28.1), (28.2). Пусть vn(~x) – полная
ортонормированная система собственных функций этой задачи с
собственными числами λn, n = 0,∞. Очевидно, что собственному
значению λ0 = 0 соответствует функция v0 = V −1/2, где V – объем
области E. Тогда, следуя разд. «Функция Грина краевой задачи»
части II, рассмотрим функцию G(~x, ~y) – решение задачи

∆xG(~x, ~y) = −δ(~x− ~y)− 1

V
, ~x ∈ E, (28.55)

∂

∂n
G(~x, ~y) = 0, ~x ∈ SE .

Связь между функциями u(~x) из (28.1), (28.2) и G(~x, ~y) из (28.55)
можно найти, применив к ним вторую формулу Грина (22.2). Тогда
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u(~x) =

I

SE

h
G(~x, ~y)

∂u(~x)

∂ny
− u(~x)∂G(~x, ~y)

∂ny

i
dSy+

+
1

V

Z

E

u(~y)d~y =

I

SE

f(~y)G(~x, ~y)dSy + const . (28.56)

Согласно формуле (28.56), решение задачи (28.1), (28.2) свелось
к решению задачи (28.55), которое мы будем искать в виде

G(~x, ~y) =

∞X

n=1

Anvn(~x), (28.57)

заведомо удовлетворяющем граничным условиям (28.55). Подста-
вив (28.57) в (28.55) и учтя известное разложение дельта-функции,
находим

An =
vn(~y)

λn
и, следовательно,

G(~x, ~y) =

∞X

n=1

vn(~x)vn(~y)

λn
. (28.58)

Таким образом, решение исходной задачи (28.1), (28.2) можно
свести к решению задачи Штурма–Лиувилля (28.54) для заданной
области E, а затем с помощью формулы (28.58) записать искомое
решение в виде (28.56) [см. более подробно главу «Задача Штурма–
Лиувилля для уравнений в частных производных»].

29. Плоско-параллельное течение идеальной
жидкости. Методы комплексного
анализа для двумерных задач

29.1. Обтекание цилиндра

Стационарное безвихревое (ламинарное) движение идеальной
несжимаемой жидкости описывается уравнениями

div~v = 0, rot~v = 0, ~v = ~v(~r), ~r = (x, y, z), (29.1)

где ~v – скорость частиц жидкости в точке ~r. Если в жидкость погру-
жено тело, ограниченное замкнутой кусочно-гладкой непроницае-
мой для жидкости поверхностью S, то уравнение (29.1) описывает
обтекание этого тела потоком жидкости, если наложить граничные
условия

(~v(~r), ~n)
˛̨
S

= 0, ~v
˛̨
|~r|=∞ = ~v0, (29.2)

где ~n – нормаль к поверхности S, ~v0 – постоянный вектор. Уравне-
ние поверхности S в общем случае имеет вид
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f(x, y, z) = 0. (29.3)

Рассмотрим частный случай поверхности – цилиндрическую по-
верхность с образующими, параллельными оси Oz

f(x, y) = 0, (29.4)

и граничными условиями

(~v(~r), ~n) = 0,

~v
˛̨
|~r|=∞ = ~v0 = (v0

x, v
0
y , 0) = v0(cosα, sinα, 0).

(29.5)

Очевидно, что в этом случае решение ~v(~r) следует искать в виде

~v(~r) = (vx(x, y), vy(x, y), 0). (29.6)

� Такое течение называется плоско-параллельным.
Уравнения (29.1) теперь примут вид

∂vx
∂x

+
∂vy
∂y

= 0,
∂vy
∂x
− ∂vx

∂y
= 0. (29.7)

Второе уравнение в (29.7) имеет решение вида

vx =
∂u

∂x
, vy =

∂u

∂y
, u = u(x, y), ~v = ∇u, (29.8)

где u(x, y) – произвольная функция (гидродинамический потенци-
ал), имеющая непрерывные частные производные до второго по-
рядка включительно. Подставив (29.8) во второе уравнение (29.7),
найдем, что u(x, y) есть гармоническая функция

∆2u = 0, (29.9)

удовлетворяющая граничным условиям

∂u

∂n

˛̨
˛
S

= 0, ∇u
˛̨
|~r|=∞ = v0. (29.10)

Записав общее решение первого уравнения из (29.7)

vx =
∂ψ

∂y
, vy = −∂ψ

∂x
, ψ = ψ(x, y), (29.11)

из второго найдем, что ψ также гармоническая функция

∆2ψ = 0,

называемая функцией тока. Сравнив (29.8) и (29.11), получим

∂u

∂x
=
∂ψ

∂y
,

∂u

∂y
= −∂ψ

∂x
. (29.12)

Если ввести комплексную функцию w
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w = u+ iψ, (29.13)

называемую комплексным потенциалом, то (29.12) являются для
нее условиями Коши–Римана, и комплексный потенциал

w = w(z), z = x+ iy (29.14)

является аналитической функцией z в области, где справедливы
уравнения (29.7).

♦ Выясним физический смысл функции ψ. Для этого рассмот-
рим уравнение линий тока жидкости – линий, в каждой точке ко-
торых касательная совпадает с вектором ~v,

dx

vx
=
dy

vy

или
vydx− vxdy = 0,

что дает
∂ψ

∂x
dx+

∂ψ

∂y
dy = dψ = 0. (29.15)

Таким образом, семейство линий тока определяется уравнением

ψ(x, y) = C. (29.16)

Рассмотрим плоско-параллельное обтекание жидкостью беско-
нечного цилиндра радиуса a. Уравнение (29.4) в этом случае имеет
вид

x2 + y2 − a2 = 0.

В полярной системе координат

x = r cosϕ, y = r sinϕ

вместо граничных условий (29.10) запишем

∂u

∂n

˛̨
˛
r=a

= 0, ∇u
˛̨
r=∞ = v0(cosα, sinα). (29.17)

Общее решение двумерного уравнения Лапласа

u(x, y) = A0 +B0 ln r +

+

∞X

n=1

{rn[An cosn(ϕ− α) +Bn sinn(ϕ− α)] +

+r−n[Ān cosn(ϕ− α) + B̄n sinn(ϕ− α)]}

получено ранее. Из граничного условия находим

∂u

∂r

˛̨
˛
r=a

= 0

или
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∂u

∂r

˛̨
˛
r=a

=
B0

a
+

∞X

n=1

[n(an−1An − a−n−1Ān) cosn(ϕ− α) +

+n(an−1Bn − a−n−1B̄n) sinn(ϕ− α)] = 0.

Отсюда следует

B0 = 0, Ān = a2nAn, B̄n = a2nBn. (29.18)

Тогда

u(r, ϕ) = A0 +

∞X

n=1

n
rnAn

h
1 +

“a
r

”2ni
cosn(ϕ− α) +

+rnBn
h
1 +

“a
r

”2ni
sinn(ϕ− α)

o
.

Постоянные An, Bn выберем из второго граничного условия

∂u

∂x

˛̨
˛
r=∞

= v0 cosα,
∂u

∂y

˛̨
˛
r=∞

= v0 sinα

и учтем, что

∂u

∂x
=
∂u

∂r
cosϕ− ∂u

∂ϕ

sinϕ

r
,

∂u

∂y
=
∂u

∂r
sinϕ+

∂u

∂ϕ

cosϕ

r
,

получим

∂u

∂r
=

∞X

n=1

n
nrn−1An

h
1−

“a
r

”2ni
cosn(ϕ− α) +

+nrn−1Bn
h
1−

“a
r

”2ni
sinn(ϕ− α)

o
;

1

r

∂u

∂ϕ
=

∞X

n=1

n
− nrn−1An

h
1 +

“a
r

”2ni
sinn(ϕ− α) +

+nrn−1Bn
h
1 +

“a
r

”2ni
cosn(ϕ− α)

o
.

Из условия ˛̨
˛∂u
∂r

˛̨
˛

˛̨
˛̨
r=∞

<∞
находим

An = Bn = 0, n > 1.
Таким образом,

∂u

∂x

˛̨
˛
r=∞

= [A1 cos(ϕ− α) +B1 sin(ϕ− α)] cosϕ−

− [−A1 sin(ϕ− α) +B1 cos(ϕ− α)] sinϕ =

= A1[cosϕ cos(ϕ− α) + sinϕ sin(ϕ− α)] +

+B1[cosϕ sin(ϕ− α) + sinϕ cos(ϕ− α)] =

= A1 cos(ϕ− ϕ+ α) +B1 sin(ϕ− ϕ+ α) =

= A1 cosα+B1 sinα,
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откуда следует, что
A1 = v0, B1 = 0

и

u(r, ϕ) = A0 + v0
“
r +

a2

r

”
cos(ϕ− α). (29.19)

Непосредственной проверкой убеждаемся, что соотношение

∂u

∂y
= A1 sinα

справедливо и условие (29.17) выполняется.
♦ Решение (29.19) получено в предположении, что u(r, ϕ) = =

u(r, ϕ+2π) (см. разд. «Разделение переменных в уравнении Лапла-
са в полярных координатах»). Однако физическая постановка рас-
сматриваемой задачи допускает непериодические по переменной ϕ
решения, которым соответствует вращение жидкости вокруг ци-
линдра. Непосредственной проверкой убеждаемся, что функция u0(r,ϕ)=
λϕ, λ=const, удовлетворяетуравнениюЛапласа∆2λϕ=0, хотя и не
периодично: λϕ 6= λ(ϕ + 2π). С учетом вышесказанного решение
задачи принимает вид

u(r, ϕ) = v0
“
r +

a2

r

”
cos(ϕ− α) + λϕ. (29.20)

Найдем комплексный потенциал w = u + iψ. Для этого удоб-
но воспользоваться условиями Коши–Римана в полярной системе
координат

∂u

∂r
=

1

r

∂ψ

∂ϕ
,

1

r

∂u

∂ϕ
= −∂ψ

∂r
, (29.21)

т.е.

∂ψ

∂ϕ
= v0

“
r − a2

r

”
cos(ϕ− α);

∂ψ

∂r
=
v0
r

“
r +

a2

r

”
sin(ϕ− α)− λ

r
.

Отсюда нетрудно получить

ψ = v0
“
r − a2

r

”
sin(ϕ− α)− λ ln r, (29.22)

т.е.

w = u+ iψ = v0
“
r +

a2

r

”
cos(ϕ− α) +

+iv0
“
r − a2

r

”
sin(ϕ− α) + λϕ− iλ ln r.

Введем переменную z = reiϕ = x+ iy. Тогда

w(z) = v∗z + v
a2

z
− iλ ln z, (29.23)
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где v = v0e
iα, v∗ = v0e

−iα = v0 cosα+ iv0 sinα.
♦ Поскольку vϕ = λ, то слагаемое λ ln z описывает циркуляцию

жидкости со скоростью λ вокруг цилиндра.
Введем безразмерную переменную z = aζ, тогда

w(ζ) = av∗ζ + va
1

ζ
− iλ ln ζ. (29.24)

29.2. Обтекание плоской пластины

Полученные для круга результаты позволяют решить задачу
обтекания тела произвольной формы. При этом применяется метод
конформных преобразований, позволяющий отобразить произволь-
ный гладкий контур на окружность.

Рассмотрим в качестве примера обтекание плоской пластины
ширины 2a и бесконечной длины. После стандартного отделения
переменной z получим следующую задачу:

∆2u = 0, ~v|r=∞ = v0(cosα, sinα),
∂u

∂n

˛̨
˛
S

= 0, (29.25)

где S — отрезок [−a, a].
Рассмотрим комплексную переменную z = reiϕ = x + iy. При

помощи функции Жуковского

z =
a

2

“
ζ +

1

ζ

”
, ζ = ξ + iη = ρeiψ (29.26)

отобразим отрезок [−a, a] на окружность единичного радиуса (см.
гл. «Конформные отображения» части I), а пространство вне от-
резка – на пространство вне круга единичного радиуса. Действи-
тельно,

reiϕ =
a

2

“
ρeiψ +

1

ρ
e−iψ

”
.

Единичной окружности ρ = 1 в плоскости ζ в плоскости z отвечает
кривая

z = reiϕ = x+ iy =
a

2

“
ρeiψ +

1

ρ
e−iψ

”˛̨
˛
ρ=1

= a cosψ.

Поскольку Im(a cosψ) = 0, то y = 0 и x = a cosψ, т.е. единич-
ная окружность отображается в отрезок [−a, a]. Аналогично про-
странство вне отрезка отображается на пространство вне круга, т.е.
z = ∞ отвечает ζ = ∞. (Более подробно см. разд. «Функция Жу-
ковского» части I.)

Рассмотрим фиктивное течение жидкости в плоскости ζ.
♦ Фиктивное течение представляет собой обтекание цилиндра

единичного радиуса потоком, имеющим на бесконечности скорость

dw

dζ

˛̨
˛
ζ=∞

=
dw

dz

˛̨
˛
z=∞

dz

dζ

˛̨
˛
ζ=∞

=
a

2
v∗.
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В этом случае комплексный потенциал имеет вид

w(ζ) =
a

2
v∗0ζ +

a

2
v0

1

ζ
− iλ ln ζ. (29.27)

Найдем
dw

dz

˛̨
˛
z=∞

= v0e
−iα.

В соответствии с граничным условием

dz

dζ

˛̨
˛
ζ=∞

=
a

2

“
1− 1

ζ2

”˛̨
˛
ζ=∞

=
a

2
.

Таким образом,
ṽ0 = v

a

2
. (29.28)

Из соотношения (29.26) следует

zζ =
a

2
(ζ2 + 1) или ζ2 − 2z

a
ζ + 1 = 0.

Выделим полный квадрат
“
ζ − z

a

”2

+ 1− z2

a2
= 0,

откуда

ζ =
1

a

`
z +

p
z2 − a2

´
. (29.29)

Найдем

ζ−1 =
a

z +
√
z2 − a2

=
a

z +
√
z2 − a2

z −
√
z2 − a2

z −
√
z2 − a2

.

Следовательно,
1

ζ
=

1

a

`
z −

p
z2 − a2

´
. (29.30)

Подставив в (29.27), получим

w(z) =
a

2
v∗

1

a

`
z +

p
z2 − a2

´
+
a

2
v
1

a

`
z −

p
z2 − a2

´
−

−iλ ln
h 1

a

`
z +

p
z2 − a2

´i
,

т.е.

w(z) =
1

2
v∗

`
z +

p
z2 − a2

´
+

1

2
v

`
z −

p
z2 − a2

´
−

− iλ ln
“z +

√
z2 − a2

2

”
. (29.31)

Решение задачи (29.25) определяется как

u = Rew(z).

♦ Из полученных соотношений следует, что скорость на концах
пластины равна ∞. Это связано с тем, что жидкость идеальна.



ГЛАВА 6

Элементы теории потенциалов

Мы переходим к изучению еще одного метода решения крае-
вых задач, основанного на теории потенциалов. Смысл этого ме-
тода заключается в том, что решения краевых задач ищут в виде
некоторого специального интегрального представления – в форме
потенциалов. Тогда решение этих задач удается свести к решению
интегральных уравнений.

Помимо того, что изучение потенциалов имеет методологиче-
ское значение, теория потенциалов представляет и самостоятель-
ную ценность как математический аппарат отдельных разделов фи-
зики: электростатики, магнитостатики, гравитации и др.

30. Основные понятия и определения

Запишем формулу (24.2) в эквивалентной форме

u(~x) = − 1

4π

Z

E

1

|~r|∆u(~y)d~y+

+
1

4π

Z

SE

1

|~r|
∂u(~y)

∂~ny
dSy − 1

4π

Z

SE

u(~y)
∂

∂~ny

h 1

|~r|
i
dSy, (30.1)

|~r| = |~x− ~y| =
p

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + (x3 − y3)2,
более удобной для дальнейшей ра-

Рис. 50

боты (см. рис. 50, где в точкеM(~y) ∈
∈ SE строится нормаль ~ny , внеш-
няя по отношению к области E, а ϕ
– угол между нормалью и вектором
~r = ~x−~y). Формула (30.1) является
исходной для всей теории потенци-
алов. Поскольку функция |~x− ~y|−1

– фундаментальное решение урав-
нения Лапласа, то можно предпо-
ложить, что она дает явное реше-
ние следующей краевой задачи для

уравнения Пуассона:

∆u = −4πρ(~x), ~x ∈ E,
с граничными условиями

u
˛̨
SE

= ν(~x)
˛̨
˛
SE

,
∂u

∂ny

˛̨
˛
SE

= µ(~x)
˛̨
˛
SE

.

Однако ранее было установлено (см. разд. «Гармонические функ-
ции и их свойства»), что для произвольных функций µ(~x) и ν(~x),
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определяющих значение функций u(~x) и ∂u(~x)/∂n на поверхности
SE , невозможно поставить краевую задачу. Поэтому формула (30.1)
не выражает решения какой-либо краевой задачи, если функции
µ(~x) и ν(~x) не удовлетворяют условиям разрешимости. Тем не ме-
нее, все три интеграла, входящие в формулу (30.1), имеют важное
значение в физических приложениях и носят общее название нью-
тоновых (кулоновских) потенциалов.

� Интеграл Z

E

ρ(~y)

|~x− ~y|d~y =

Z

E

ρ(~y)

|~r| d~y = U(~x) (30.2)

называется объемным потенциалом, а функция ρ(~x) – плотностью
этого потенциала.

� Интеграл I

SE

µ(~y)

|~x− ~y|dSy =

I

SE

µ(~y)

|~r| dSy = V (~x) (30.3)

называется потенциалом простого слоя с поверхностной плотно-
стью µ(~x).

� ИнтегралI

SE

ν(~y)
∂

∂ny

1

|~x− ~y|dSy =

I

SE

ν(~y)
∂

∂ny

h 1

|~r|
i
dSy = W (~x) (30.4)

называется потенциалом двойного слоя с плотностью ν(~x).
Интегралы, входящие в соотношения (30.2)–(30.4), обладают об-

щей особенностью: в окрестностях точки ~x = ~y они (в силу неогра-
ниченности |~x − ~y|−1) становятся несобственными кратными ин-
тегралами (см. приложение «Несобственные интегралы» части I).
Для дальнейшей работы нам понадобится понятие равномерной
сходимости несобственных интегралов, поскольку равномерно схо-
дящиеся несобственные интегралы можно дифференцировать и ин-
тегрировать по параметру.

� Интеграл

U(~x) =

Z

E

f(~x, ~y)d~y (30.5)

называется равномерно сходящимся в точке ~x = ~x0, если для любо-
го ε > 0 можно указать такие δ(ε)-окрестность точки ~x0 и область
e(ε) ∈ E, что для непрерывной по ~x, ~y функции f(~x, ~y) для всех ~x и
~y, принадлежащих окрестности δ(ε) и ограниченному замкнутому
множеству E \ e(ε) соответственно, выполняется неравенствоZ

e(ε)

|f(~x, ~y)|d~y 6 ε.

Рассмотрим некоторые свойства равномерно сходящихся инте-
гралов (30.5).
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Лемма 30.1. Равномерно сходящийся в точке ~x = ~x0 интеграл
(30.5) определяет функцию U(x), непрерывную в точке ~x0.

Доказательство. Рассмотрим разность

|U(~x0)− U(~x)| =
˛̨
˛
Z

E

f(~x0, ~y)d~y −
Z

E

f(~x, ~y)d~y
˛̨
˛. (30.6)

Из (30.6) следует неравенство

˛̨
˛
Z

E

f(~x0, ~y)d~y −
Z

E

f(~x, ~y)d~y
˛̨
˛ 6

6

˛̨
˛

Z

E\e(ε)

f(~x0, ~y)d~y −
Z

E\e(ε)

f(~x, ~y)d~y
˛̨
˛ +

+
˛̨
˛

Z

e(ε)

f(~x0, ~y)d~y −
Z

e(ε)

f(~x, ~y)d~y
˛̨
˛ 6

6

Z

E\e(ε)

|f(~x0, ~y)− f(~x, ~y)|d~y +

Z

e(ε)

|f(~x0, ~y)|d~y +

Z

e(ε)

|f(~x, ~y)|d~y.

Выберем δ(ε) и e(ε) такими, чтобы каждый из двух последних ин-
тегралов был меньше ε/3. Для первого интеграла воспользуемся
условием непрерывности f(~x, ~y) на ограниченном замкнутом мно-
жестве E \ e(ε), которое следует из равномерной сходимости инте-
грала (30.5). Выберем произвольную точку ~x так, чтобы для всех
~y ∈ E \ e(ε) выполнялось неравенство

|f(~x0, ~y)− f(~x, ~y)| < ε

3V
,

где V — объем области E \ e(ε), или
Z

E\e(ε)

|f(~x0, ~y)− f(~x, ~y)|d~y <
Z

E\e(ε)

ε

3V
d~y =

ε

3
.

Но тогда

|U(~x0)− U(~x)| < 3ε

3
= ε,

что и доказывает лемму.

Понятие равномерной сходимости в точке естественным обра-
зом обобщается на область.

� Интеграл (30.5), равномерно сходящийся в каждой точке ~x
некоторой области E, называется равномерно сходящимся в этой
области.
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♦ Если в области E можно указать δ(ε), одну и ту же для всех
точек области, то данное выше определение равномерной сходи-
мости совпадает с использованным ранее в курсе математического
анализа.

С учетом этого получаем следующее очевидное обобщение лем-
мы 30.1.

Лемма 30.2. Интеграл (30.5), равномерно сходящийся в области
E, определяет функцию U(x), непрерывную в этой области.

Рассмотрим интеграл (30.5) с подынтегральной функцией

f(~x, ~y) =
1

|~x− ~y|α ,

который в последующем будем использовать как эталон, поскольку
для него справедлива

Лемма 30.3. Интеграл

U(~x) =

Z

E

d~y

|~x− ~y|α (30.7)

при α < 3 сходится равномерно в ограниченной области E.

Доказательство. В области E выберем

Рис. 51

произвольную точку ~x0, а в качестве ее
δ(ε)-окрестности – шар |~x0 − ~x| 6 δ(ε) и в
качестве области e(ε) – шар |~x0−~y| 6 ρ(ε).
Если δ(ε) < ρ(ε), то шар e(ε) целиком рас-
полагается в шаре ẽ(ε): |~x−~y| 6 2ρ(ε) (см.
рис. 51).

Покажем, что для заданного ε > 0 и
α < 3 можно указать такое ρ(ε), чтобы
выполнялось неравенство

Z

ẽ(ε)

d~y

|~x− ~y|α < ε. (30.8)

Для вычисления интеграла (30.8) перейдем в сферическую си-
стему координат с центром в точке ~x. Тогда

Z

ẽ(ε)

d~y

|~x− ~y|α =

2πZ

0

dϕ

πZ

0

sin θdθ

2ρZ

0

r2dr

rα
=

4π

3− α (2ρ)3−α < ε.

Отсюда следует, что для всех

ρ(ε) <
1

2

h (3− α)ε

4π

i1/(3−α)
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неравенство (30.8) выполняется, но тогда выполняется и неравен-
ство Z

e(ε)

d~y

|~x− ~y|α < ε, e(ε) ⊂ ẽ(ε),

что и доказывает равномерную сходимость интеграла (30.7) в E.
Возвратившись к интегралу (30.5), сформулируем для него сле-

дующий признак равномерной сходимости.

Теорема 30.1 (достаточный признак равномерной сходимости).
Если функция f(~x, ~y) в ограниченной области E удовлетворяет
неравенству

|f(~x, ~y)| < C

|~x− ~y|α , (30.9)

где α < 3 и C – некоторая постоянная, то интеграл (30.5) равно-
мерно сходится в E.

Доказательство очевидным образом следует из неравенства (30.9)
и леммы 30.3.

В заключение приведем еще одно обобщение известной из ана-
лиза формулы

∂U(~x)

∂xi
=

∂

∂xi

Z

E

f(~x, ~y)d~y =

Z

E

∂

∂xi
f(~x, ~y)d~y, (30.10)

справедливой при условии, что последний интеграл в (30.10) явля-
ется собственным. Оказывается, эта формула остается справедли-
вой и для несобственного интеграла при условии его равномерной
сходимости в E.

Действительно, в силу равномерной сходимости интеграла
Z

E

∂

∂xi
[f(~x, ~y)]d~y

на отрезке [xi, xi + ∆xi] ∈ E существует интеграл

xi+∆xiZ

xi

»Z

E

∂

∂xi
[f(~x, ~y)]d~y

–
dxi,

допускающий изменение порядка интегрирования

xi+∆xiZ

xi

»Z

E

∂

∂xi
[f(~x, ~y)]d~y

–
dxi =

Z

E

» xi+∆xiZ

xi

∂

∂xi
[f(~x, ~y)]dxi

–
d~y,

из которого следует
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xi+∆xiZ

xi

»Z

E

∂

∂xi
[f(~x, ~y)]d~y

–
dxi = U(~x{∆xi}) − U(~x), (30.11)

где ~x{∆xi} обозначает вектор ~x, координата xi которого получила
приращение ∆xi и стала равной xi + ∆xi. Из (30.11) имеем

lim
∆xi→0

1

∆xi

xi+∆xiZ

xi

»Z

E

∂

∂xi
[f(~x, ~y)]d~y

–
dxi = lim

∆xi→0

U(~x{∆xi} − U(~x)

∆x

или Z

E

∂

∂xi
[f(~x, ~y)]d~y =

∂U(~x)

∂xi
=

∂

∂xi

Z

E

f(~x, ~y)d~y.

♦ Поскольку размерность интегралов не имела существенного
значения вплоть до соотношения (30.10), аналогичные обобщения
и результаты (будем приводить их по мере необходимости) можно
получить не только для интегралов по объемам, но и по плоским и
пространственным поверхностям, если последние являются поверх-
ностями Ляпунова.

Ниже мы рассмотрим основные свойства этих потенциалов и их
использование в некоторых физических задачах. Предварительно
напомним некоторые сведения, связанные с понятиями точечного
потенциала и потенциала диполя.

30.1. Точечный потенциал

Рассмотрим материальную точку массой m (или с зарядом e),
находящуюся в точке M(~y) (см. рис. 50). По закону всемирного
тяготения (или закону Кулона) на массу m′ (или заряд e′), поме-
щенную в точку P (~x), действует сила притяжения

~F = −γmm
′

|~r|3 ~r.

Положив m′ = 1 и выбрав систему единиц, в которой γ = 1,
получим

~F = − m

|~r|3 ~r. (30.12)

Вектор силы ~F , направленный от точки P (~x) к точке M(~y), образу-
ет с координатными осями Ox1, Ox2, Ox3 углы, косинусы которых
равны

cosα = −x1 − y1
|~r|2 , cos β = −x2 − y2

|~r|2 , cos γ = −x3 − y3
|~r|2 . (30.13)

Соответственно проекции силы ~F на координатные оси будут
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F1 = |~F | cosα = − m

|~r|3 (x1 − y1),

F2 = |~F | cos β = − m

|~r|3 (x2 − y2), (30.14)

F3 = |~F | cos γ = − m

|~r|3 (x3 − y3).

Все три выражения (30.14) являются производными по коорди-
натам ~x = (x1, x2, x3) от одной и той же скалярной функции

u(~r) =
m

|~r| =
m

|~x− ~y| . (30.15)

Действительно,

F1 =
∂u

∂x1
=

∂

∂x

“m
|~r|

”
=

= − m

|~r|2
∂

∂x1

p
(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + (x3 − y3)2 =

= − m

|~r|3 (x1 − y1)

и аналогично

F2 =
∂u

∂x2
= − m

|~r|3 (x2 − y2), F3 =
∂u

∂x3
= − m

|~r|3 (x3 − y3).

Таким образом, силу притяжения ~F (30.12), которая является
вектором, можно определить через одну скалярную функцию u(~r)
(30.15):

~F =~ı
∂u

∂x1
+ ~

∂u

∂x2
+ ~k

∂u

∂x3
= ∇xu = m∇x 1

|~r| . (30.16)

� Скалярную функцию u(~r), определяемую равенством

~F (~r) = ∇xu(~r), (30.17)

называют потенциалом силового поля ~F (~r).
♦ Формула (30.15) определяет потенциал силового поля в точке

P (~x), создаваемого массой m, расположенной в точке M(~y).
Чтобы выяснить физический смысл потенциала u(~r), найдем

работу A, которую производит сила ~F (~x) по перемещению единич-
ной массы из точки P ′(~x′) в точку P (~x). Учтя, что

~r ′ = |~x′ − ~y| =
p

(x′
1 − y1)2 + (x′

2 − y2)2 + (x′
3 − y3)2,

согласно (30.17), находим

A =

PZ

P ′

(~F , d~l) =

PZ

P ′

du = u(P )− u(P ′) = m
“ 1

|~r| −
1

|~r ′|
”
. (30.18)
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Это означает, что работа силы ~F зависит лишь от положения на-
чальной P ′(~x′) и конечной P (~x) точек перемещения, но не зависит
от пути, по которому проводилось это перемещение.

При |~r| < |~r ′| работа (30.18) положительна. При |~r ′| → ∞

A = u(~r) =
m

|~r| =
m

|~x− ~y| .

Из сравнения с формулой (30.15) следует, что потенциал в точке
P (~x) имеет смысл положительной работы, которую производит си-
ловое поле, создаваемое точечной массой, расположенной в точке
M(~y), при перемещении единичной массы из бесконечности в точку
P (~x). Это соответствует потенциальной энергии системы матери-
альных точек M(~y) и P (~x), взятой с обратным знаком.

Сказанное выше естественным образом обобщается на область
электромагнитных явлений. Тогда в случае притяжения, как и при
тяготении, пользуются равенством (30.17). В случае отталкивания
полагают

~F (~x) = −∇xu(~x),
так что потенциал совпадает с потенциальной энергией системы.

Следует отметить, что потенциал точечной массы (30.15) с точ-
ностью до постоянного множителя совпадает с фундаментальным
решением уравнения Лапласа E3(~x, ~y) (23.15):

u(~r) = u(~x, ~y) =
m

|~x− ~y| = −4πmE3(~x, ~y),

т.е. точечный потенциал удовлетворяет уравнению Пуассона с дель-
тообразной плотностью mδ(~x− ~y):

∆xu(~x, ~y) = ∆x

“ m

|~x− ~y|
”

= −4πmδ(~x− ~y). (30.19)

Вне точки ~x = ~y он удовлетворяет уравнению Лапласа

∆xu(~x, ~y) = ∆x

“ m

|~x− ~y|
”

= 0, (30.20)

т.е. является гармонической функцией.

30.2. Объемный потенциал

Рассмотрим тело E с плотностью ρ(~y) и определим потенци-
ал, создаваемый им в точке P (~x) (см. рис. 50). Для этого разобьем
весь объем E на малые элементы d~y = dy1dy2dy3 и заменим влияние
массы ρ d~y влиянием равной массы, сосредоточенной в точке M(~y).

Тогда для вектора силы d~F , действующей на единичную массу, по-
мещенную в точку P (~x), получим следующее выражение:

dFi = −ρ dyi|~r|3 (xi − yi) = ρdy
∂

∂xi

“ 1

|~r|
”
.
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Интегрирование по всему объему E дает выражение для полной
силы

Fi =

Z

E

ρ(~y)
∂

∂xi

“ 1

|~x− ~y|
”
d~y, i = 1, 2, 3,

или в векторной форме

~F =

Z

E

ρ(~y)∇x
“ 1

|~x− ~y|
”
d~y. (30.21)

Интегралы (30.21) от непрерывной ограниченной функции ρ(~y)
являются собственными для ~x /∈ E и несобственными, но равно-
мерно сходящимися для ~x ∈ E в силу теоремы 30.1 и выполнения
неравенства

˛̨
˛ρ(~y) ∂

∂xi

“ 1

|~x− ~y|
”˛̨

˛ = |ρ(~y)| |xi − yi||~x− ~y|
1

|~x− ~y|2 <
C

|~x− ~y|3 .

Таким образом, независимо от того, принадлежит точка ~x области
E или нет, операцию дифференцирования по xi можно вынести за
знак интеграла и записать (30.21) в виде

~F =

Z

E

ρ(~y)∇x
“ 1

|~x− ~y|
”
d~y = ∇x

Z

E

ρ(~y)

|~x− ~y|d~y = ∇xU(~x), (30.22)

где

U(~x) =

Z

E

ρ(~y)

|~x− ~y|d~y (30.23)

– объемный потенциал силового поля (30.21), создаваемого массой
с плотностью ρ(~y), заключенной в объеме E.

Сравнение (30.23) и (30.15) говорит о том, что точечный потен-
циал (30.15) можно рассматривать как частный случай объемного
(30.23), если ρ(~y) = mδ(~y − ~y ′). Основные свойства объемного по-
тенциала будут рассмотрены ниже. Отметим лишь, что объемный
потенциал, в отличие от точечного, никогда не обращается в бес-
конечность, даже когда точка P (~x) лежит внутри области E, так
что

1

|~x− ~y| → ∞

в силу равномерной сходимости (30.23) в E согласно теореме 30.1.

30.3. Потенциал простого слоя

Предположим теперь, что действующая масса сосредоточена на
границе SE в виде слоя незначительной толщины ∆h (рис. 52,а).
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Рис. 52

Пусть dSy – элемент поверхности этого слоя. Тогда с точностью
до бесконечно малых высших порядков d~y = dy1dy2dy3 = ∆h dSy. В
таком предположении объемный потенциал (30.23) превращается в
интеграл по поверхности SE

V (~x) =

I

SE

ρ(~y)∆h

|~x− ~y| dSy .

Объемную плотность ρ(~y) в точке M(~y) можно рассматривать как
массу, содержащуюся в элементе объема, т.е. ρ(~y) = ∆m/(∆h∆Sy).
Тогда произведение ρ(~y)∆h = ∆m/∆Sy = µ(~y) имеет смысл по-
верхностной плотности. С помощью поверхностной плотности µ(~y)
потенциал простого слоя запишется в виде

V (~x) =

I

SE

µ(~y)

|~x− ~y|dSy. (30.24)

Формулу (30.24) для простого слоя можно получить из формулы
объемного потенциала (30.23) в предположении, что

ρ(~y) = µ(~y)δSE . (30.25)

Здесь µ(~y) – поверхностная плотность, а δSE – поверхностная дельта-
функция, действующая по правилу (см. разд. «Основные и обоб-
щенные функции» части II)

〈µδSE |ϕ〉 =
Z

Rn

µ(~x)δSEϕ(~x)d~x =

Z

SE

µ(~x)ϕ(~x)dSx, ~x ∈ R
n,

где ϕ(~x) – произвольная основная функция, т.е. ϕ(~x) ∈ D(Rn).
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Так же как и для объемного потенциала V (~x), исследуем воз-
можность дифференцирования интеграла (30.24). Очевидно, что ес-
ли ~x /∈ SE , то

∂V (~x)

∂xi
=

∂

∂xi

I

SE

µ(~y)

|~x− ~y|dSy =

I

SE

(yi − xi)µ(~y)

|~x− ~y|3 dSy.

Если из точки ~x /∈ SE восстановить нормаль ~n к поверхности SE ,
то дифференцирование по направлению ~n дает

∂V (~x)

∂n
=

I

SE

3X

i=1

cos(~n, xi)
yi − xi
|~x− ~y|3 µ(~y) dSy =

I

SE

cosψ

|~x− ~y|2 µ(~y) dSy,

где ψ – угол между векторами ~n и ~y − ~x (или между ~n и −~r, см.
рис. 52,б).

30.4. Потенциал диполя и двойного слоя

Понятие потенциала двойного слоя

Рис. 53

наиболее органично вытекает из рас-
смотрения магнитных полей, источни-
ками которых являются магнитные ди-
поли. Магнитный диполь схематично
можно представить в виде бесконечно
малой и тонкой иглы (магнитной стрел-
ки), на концах которой сосредоточены
равные по величине и противополож-
ные по знаку «количества магнетизма».
Чтобы избежать введения новых обо-
значений, вместо магнитного диполя рас-

смотрим математически эквивалентную задачу, а именно, диполь,
образованный двумя массами −m и +m, расположенными в точках

M ′(~y ′) и M ′′(~y ′′) соответственно на расстоянии l = |~l| = |~y ′′ − ~y ′|
(рис. 53, вектор ~l направлен от отрицательного полюса −m к поло-
жительному +m).

Потенциал диполя w в точке P (~x), согласно (30.15), равен

w =
m

|~r ′′| −
m

|~r ′| = m
“ 1

|~r ′′| −
1

|~r ′|
”
. (30.26)

Обозначив через ϕ угол между вектором ~r = ~x − ~y, проведенным

из середины диполя к точке P (~x), и вектором ~l, можем записать

|~r ′′| = |~r|+ |~r|l cosϕ+
l2

4
,

|~r ′| = |~r| − |~r|l cosϕ+
l2

4
.
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Отсюда, пренебрегая величинами порядка l2/|~r|3 и выше, имеем

1

|~r ′′| =
1

|~r|
“
1 +

l

2|~r| cosϕ
”
,

1

|~r ′| =
1

|~r|
“
1− l

2|~r| cosϕ
”
,

и, следовательно,

w =
ml

|~r|2 cosϕ.

Допустим теперь, что при l → 0 произведение ml стремится
к конечному пределу ν, называемому моментом диполя. Тогда в
пределе получим

w =
ν

|~r|2 cosϕ. (30.27)

С учетом того, что

cosϕ =
(~r,~l)

|~r| ,

потенциал диполя (30.27) можно записать через производную по

направлению ~l:

w =
ν

|~r|2
(~r,~l)

|~r| = ν
“
∇y 1

|~r| ,
~l
”

= ν
∂

∂l

“ 1

|~r|
”
. (30.28)

Формула (30.28) допускает обобще-

Рис. 54

ние, которое и приводит к понятию двой-
ного слоя. Допустим, что двусторон-
няя поверхность SE покрыта слоем ди-
полей, оси которых в каждой точкеM(~y)
ориентированы по нормалям ~n к SE ,
направленным от отталкивающих масс
к притягивающим (рис. 54). Потенци-
ал такого слоя диполей носит название
потенциала двойного слоя и определя-
ется формулой (30.4). Для ее получе-
ния обозначим через ν(~y) плотность
дипольного момента, т.е. его значение, отнесенное к площади по-
верхности, называемую еще плотностью двойного слоя. Тогда для
потенциала двойного слоя с учетом (30.27), (30.28) получаем сле-
дующие выражения:

W (~x) =

Z

SE

ν(~y)
∂

∂ny

“ 1

|~x− ~y|
”
dSy =

Z

SE

ν(~y)
cosϕ

|~x− ~y|dSy, (30.29)
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где ϕ – угол между векторами ~ny и ~x − ~y (см. рис. 54). Формулу
(30.29) можно получить из выражения для объемного потенциала
(30.23), если распределение плотности записать с помощью обоб-
щенной функции

ρ = − ∂

∂n
(νδSE ).

Эта функция определяется соотношением

D
− ∂

∂n
(νδSE )

˛̨
˛ϕ(~x)

E
=

Z

SE

ν(~x)
∂ϕ(~x)

∂n
dS, ~x ∈ R

n, ϕ(~x) ∈ D(Rn)

и описывает плотность зарядов, соответствующих распределению
диполей на поверхности SE , ориентированных вдоль заданного на-
правления нормали ~n на SE и создающих дипольный момент с по-
верхностной плотностью ν(~x).

Таким образом, рассмотренные выше потенциалы представля-
ют собой потенциалы, создаваемые массами или зарядами с различ-
ными распределениями в пространстве. В частности, непрерывное
распределение масс или зарядов создает объемный потенциал; если
массы или заряды сосредоточены на поверхности, то они создают
потенциал простого слоя; если же на поверхности сосредоточены
диполи, то создаваемый ими потенциал есть потенциал двойного
слоя.

Отметим, что, несмотря на существенные различия, все потен-
циалы обладают одним общим свойством, которое мы сформулиру-
ем в виде следующей леммы.

Лемма 30.4. Пусть функции ρ(~x), µ(~x), ν(~x) сосредоточены в об-

ласти E или на поверхности SE. Тогда вне области Ē или поверх-
ности SE потенциалы (30.2)–(30.4) удовлетворяют уравнению Ла-
пласа.

Доказательство. Потенциалы (30.2)–(30.4) зависят только от рас-
стояния между точками P (~x) и M(~y), т.е. от модуля

|~y − ~x| =
p

(y1 − x1)2 + (y2 − x2)2 + (y3 − x3)2.

Причем для всех точек P (~x), лежащих вне области Ē, выполняется
неравенство |~y − ~x| 6= 0. Оно означает, что интегралы (30.2)–(30.4),
определяющие потенциалы, – непрерывные и ограниченные функ-
ции параметра ~x. Аналогичное утверждение справедливо и для про-
изводных ∂u/∂xi, ∂

2u/∂x2
i , явный вид которых можно найти непо-

средственным дифференцированием подынтегральных выражений
(30.2)–(30.4) по параметрам xi. Учитывая, что

∆x

“ 1

|~y − ~x|
”

= 0, (30.30)
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для потенциала объемных масс и потенциала простого слоя нахо-
дим

∆xU(~x) = ∆x

Z

E

ρ(~y)

|~y − ~x|d~y =

Z

E

∆x

“ 1

|~y − ~x|
”
ρ(~y)d~y = 0,

∆xV (~x) = ∆x

Z

SE

µ(~y)

|~y − ~x|dSy =

Z

SE

∆x

“ 1

|~y − ~x|
”
µ(~y)dSy = 0.

(30.31)
Для потенциала двойного слоя помимо (30.30) следует принять во
внимание, что

∂2

∂x2
i

h ∂

∂ny

“ 1

|~y − ~x|
”i

=
∂

∂ny

h ∂2

∂x2
i

“ 1

|~y − ~x|
”i
. (30.32)

Тогда

∆xW (~x) = ∆x

Z

SE

ν(~y)
∂

∂ny

“ 1

|~y − ~x|
”
dSy =

=

Z

SE

ν(~y)
∂

∂ny

h
∆x

“ 1

|~y − ~x|
”i
dSy = 0, (30.33)

что и требовалось доказать.

30.5. Эквипотенциальные поверхности

Рассмотрим уравнение

U(~x) = C = const, (30.34)

где U(~x) – некоторый потенциал, градиент которого, согласно
(30.13), определяет силу, действующую на единичную массу. Урав-
нение (30.34), как известно, задает поверхность уровня функции
U(~x) независимых переменных ~x(x1, x2, x3).

� Поверхность уровня (30.34) для потенциала U(~x) называется
эквипотенциальной поверхностью.

Производная от потенциала U(~x) по положительной нормали
~n = (cosα, cosβ, cos γ) к некоторой поверхности S запишется в виде

∂U

∂n
= (~n,∇xU) =

∂U

∂x1
cosα+

∂U

∂x2
cosβ+

+
∂U

∂x3
cos γ = (~F , ~n) = Fn. (30.35)

Выберем здесь в качестве поверхности S эквипотенциальную.
Тогда для направляющих косинусов нормали ~n к такой поверхности
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запишем

cosα =
1

|~F |
∂U

∂x1
, cos β =

1

|~F |
∂U

∂x2
, cos γ =

1

|~F |
∂U

∂x3
, (30.36)

где

|~F | =
r“ ∂U

∂x1

”2

+
“ ∂U
∂x2

”2

+
“ ∂U
∂x3

”2

. (30.37)

Тогда, подставив (30.36) и (30.37) в (30.35), получим

∂U

∂n
= Fn = ±

“
∂U
∂x1

”2

+
“
∂U
∂x2

”2

+
“
∂U
∂x3

”2

|~F |
= ±|~F |. (30.38)

В формуле (30.38) знак «+» выбирается в случае ∂U/∂n > 0, а знак
«−» в случае ∂U/∂n < 0 для выбранного направления ~n. Кроме
того, из формулы (30.38) следует, что в каждой точке эквипотен-

циальной поверхности ее вектор-градиент ~F направлен по нормали

к ней в сторону возрастания потенциала U(~x). Проекция вектора ~F

на произвольное направление ~l имеет следующее значение:

Fl = (~F ,~l) =
∂U

∂n
cos(~n,~l), (30.39)

из которого следует, что потенциал U(~x) изменяется сильнее всего
в направлении нормали к эквипотенциальной поверхности [когда

cos(~n,~l) = 1] и совсем не изменяется в любом направлении, лежа-

щем в касательной плоскости к ней [когда cos(~n,~l) = 0].
Для характеристики всего семейства эквипотенциальных по-

верхностей (30.34) в целом рассмотрим две эквипотенциальные по-
верхности:

S1 : U(~x) = C и S2 : U(~x) = C + ∆C.

Выбрав точку M1 на эквипотенциальной поверхности S1 и обозна-
чив через ∆n расстояние (по нормали к S1) от точки M1 до точки
M2, лежащей на эквипотенциальной поверхности S2, с точностью
до бесконечно малых высших порядков найдем

∆C =
∂U

∂n
∆n = Fn∆n,

откуда

∆n =
∆C

Fn
= ±∆C

|~F |
. (30.40)

Из формулы (30.40) следует, что эквипотенциальные поверхности
при заданном ∆C располагаются в пространстве более плотно в тех
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Рис. 55

точках, в которых величина |~F | (т.е. градиент потенциала) наиболь-
шая.

На рис. 55 изображены эквипотенциальные поверхности еди-
ничного точечного заряда (а) и диполя с моментом +1 (б), распо-
ложенных в начале координат.

31. Свойства объемного потенциала

Рассмотрим теперь более подробно объемный потенциал (30.23),
основные свойства которого достаточно наглядно можно проиллю-
стрировать рядом конкретных примеров.

Пример 31.1. Найти объемный потенциал шара радиусаR со сфе-
рически-симметричной плотностью ρ = ρ(rM) – так называемой
ньютоновой сферы, где rM = |~rM | – расстояние от точки M(~rM ) до
центра шара SR. Исследовать поведение первых и вторых произ-
водных потенциала.

Решение. Выберем систему ко-

Рис. 56

ординат (x1, x2, x3), центр кото-
рой совпадает с центром шара
(рис. 56). Обозначим для удоб-
ства вектор ~x через ~rP , а ~y че-
рез ~rM , где ~rP и ~rM – радиус-
векторы точек P и M соответ-
ственно. Согласно условию за-
дачи, ρ(~rM ) = ρ(rM ), где rM =
|~rM |. Тогда для потенциала, со-
здаваемого в точке P (~rP ) мас-
сой, сферически-симметрично рас-
пределенной по шару, согласно
(30.23), получим

U(rP ) =

Z

rM<R

ρ(rM)

|~r| d~rM , (31.1)
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где ~r = ~rP − ~rM и интегрирование ведется по всему объему шара
rM < R.

Перейдем в интеграле (31.1) в сферическую систему координат.
Тогда

U(rP ) =

2πZ

0

dϕ

RZ

0

ρ(rM )r2MdrM

πZ

0

sin θ dθ

|~rP − ~rM |
.

С учетом соотношения

|~r| = |~rP − ~rM | = r2P + r2M − 2rP rM cos θ

и замены переменных cos θ = t получим

U(rP ) = 2π

RZ

0

ρ(rM )r2MdrM

1Z

−1

dtp
r2P + r2M − 2rP rM t

. (31.2)

Обозначим через I внутренний интеграл в (31.2) и найдем его зна-
чение в зависимости от соотношения радиусов rP и rM :

I(rP , rM ) =

1Z

−1

dtp
r2P + r2M − 2rP rM t

=

= − 1

rP rM

»q
r2P + r2M − 2rP rM −

q
r2P + r2M + 2rP rM

–
=

= − 1

rP rM
[|rP − rM | − |rP + rM |] =


2/rP , rP > rM ;
2/rM , rP < rM .

(31.3)

В силу неоднозначности интеграла (31.3) для дальнейшего вы-
числения (31.2) следует различать два случая:

I. rP > R. Здесь rP заведомо больше rM и, следовательно,

U(rP ) =
4π

rP

RZ

0

ρ(rM)r2MdrM . (31.4)

Поскольку масса вещества m0, заключенного внутри сферы SR,
определяется интегралом

m0 = 4π

RZ

0

ρ(rM)r2MdrM , (31.5)

потенциал (31.4) можно записать в виде

U(rP ) = m0/rP . (31.6)
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Это означает, что для внешних точек P (rP > R) потенциал нью-
тоновой сферы SR эквивалентен точечному потенциалу, создавае-
мому массой m0, расположенной в центре шара.

II. rP < R. В этом случае интервал интегрирования ]0, R[ сле-
дует разбить на два: ]0, rP [ и ]rP , R[, т.е.

U(rP ) = 2π

RZ

0

ρ(rM )r2MI(rP , rM )drM =

= 2π

rPZ

0

ρ(rM )r2MI(rP , rM )drM+

+2π

RZ

rP

ρ(rM)r2MI(rP , rM )drM . (31.7)

В первом интеграле (31.7) rP > rM , а во втором rP < rM . Поэтому,
согласно (31.3), имеем

U(rP ) =
4π

rP

rPZ

0

ρ(rM)r2MdrM + 4π

RZ

rP

ρ(rM )rMdrM . (31.8)

Рассмотрим два предельных случая формулы (31.8): а) rP = R
и б) rP = 0.

a) Поскольку rP = R, из (31.8) следует

U(R) =
4π

rP

RZ

0

ρ(rM)r2MdrM =
4πm0

R
. (31.9)

Но такое же выражение дает и формула (31.6) при rP = R. Отсюда
следует важный вывод о том, что потенциал ньютоновой сферы яв-
ляется непрерывной функцией rP и не имеет разрыва при переходе
через границу сферы SR во внешнее пространство.

б) При rP = 0

U(0) = 4π

RZ

0

ρ(rM)rMdrM , (31.10)

так как раскрытие неопределенности вида (0/0) в первом интеграле
(31.8) дает

lim
rP →0

4π
rPR
0

ρ(rM)r2MdrM

rP
= lim

rP →0

4πρ(rP )r2P
1

= 0.
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Согласно (31.6) и (31.8), как вне ньютоновой сферы, так и внут-
ри нее эквипотенциальными поверхностями являются концентри-
ческие сферы, поскольку при rP = const имеем U = const.

При исследовании производных будем исходить из сферической
симметрии эквипотенциальных поверхностей. Последнее означает,
что введенная ранее сила притяжения, действующая на единицу
массы, в точке P (~rP ) всегда направлена от этой точки к центру
сферы и может быть найдена как производная от потенциала по
внешней нормали к эквипотенциальной поверхности или как про-
изводная по rP , т.е.

|~F (rP )| = −∂U
∂~n

= − ∂U

∂rP
. (31.11)

Из формулы (31.11) для потенциала в точке P (~rP ), расположенной
вне сферы SR, имеем

|~F (rP )| = − ∂U

∂rP
= −m0

r2P
, (31.12)

а для потенциала в точке P (~rP ), расположенной внутри сферы SR,

|~F (rP )| = − ∂U

∂rP
=

= −
h
−4π

r2P

rPZ

0

ρ(rM )r2MdrM +
4π

rP
ρ(rP )r2P − 4πρ(rP )rP

i
=

=
4π

r2P

rPZ

0

ρ(rM )r2MdrM . (31.13)

Поскольку масса вещества m(rP ), заключенная внутри сферы ра-
диуса rP , определяется интегралом

m(rP ) = 4π

rPZ

0

ρ(rM )r2MdrM , (31.14)

выражение (31.13) можно представить в виде

|~F (rP )| = m(rP )/r2P . (31.15)

Из формул (31.12) и (31.15) следуют два важных утверждения.
Во-первых, сила притяжения, т.е. первая производная потенциала
U , как и сам потенциал, является непрерывной функцией от rP и не
имеет разрыва на границе ньютоновой сферы SR при переходе из
ее внутренней части во внешнюю, поскольку функцияm(rP ) непре-
рывна. Во-вторых, на внутреннюю точку P (rP ), согласно (31.15),



31. Свойства объемного потенциала 591

действует сила притяжения только тех масс, которые расположены
внутри сферы с радиусом rP . Внешние слои, лежащие на расстоя-
нии больше rP вплоть до R, как бы уравновешивают свое воздей-
ствие на эту точку и не притягивают ее вовсе. В пределе rP → 0,

т.е. в центре сферы, |~F (0)| = 0.
♦ Интересный результат следует из (31.15), если считать плот-

ность ρ(rM ) постоянной. Действительно, положив в (31.15) ρ(rM) =
= ρ0, получим (см. пример 31.2 и рис. 57,г)

|~F (rP )| = 4πρ0

3
rP , (31.16)

так что внутри однородной сферы сила притяжения увеличивает-
ся пропорционально расстоянию, т.е. ведет себя как квазиупругая
сила.

Перейдем теперь к рассмотрению вторых производных. Так как
~rP = (x1, x2, x3), то

∂U

∂xi
=

∂U

∂rP

∂rP
∂xi

=
xi
rP

∂U

∂rP
, i = 1, 2, 3

и
∂2U

∂x2
i

=
“ xi
rP

”2 ∂2U

∂r2P
+

“ 1

rP
− x2

i

r3P

” ∂U

∂rP
, i = 1, 2, 3,

откуда

∆U =
3X

i=1

∂2U

∂x2
i

=
∂2U

∂r2P
+

“ 3

rP
− 1

rP

” ∂U

∂rP
=

=
∂2U

∂r2P
+

2

rP

∂U

∂rP
. (31.17)

Воспользовавшись теперь формулами (31.6) и (31.8), из (31.13) для
внутренних точек сферы (rP < R) находим

∂2U

∂r2P
=

∂

∂rP

“ ∂U

∂rP

”
=

8π

r3P

rPZ

0

ρ(rM)r2MdrM − 4πρ(rP ) =

= − 2

rP

∂U

∂rP
− 4πρ(rP ). (31.18)

Подставив (31.18) в (31.17), получим, что потенциал U(rP ) удовле-
творяет следующему уравнению:

∆U(rP ) = −4πρ(rP ). (31.19)

Для внешних точек сферы (rP > R) вместо (31.18) имеем

∂U

∂rP
= −m

r2P
,

∂2U

∂r2P
=

2m

r3P
. (31.20)
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Подставив (31.20) в (31.17), получим уравнение

∆U(rP ) = 0. (31.21)

Таким образом, потенциал ньютоновой сферы во внутренних
точках rP < R удовлетворяет уравнению Пуассона (31.19), в во
внешних точках rP > R – уравнению Лапласа. Сравнение (31.19)
с (31.21) с учетом (31.17) и непрерывности первой производной по
rP приводит в выводу о разрывности второй производной потен-
циала, испытывающей скачок величиной 4πρ(R) при переходе из
внутренней области сферы во внешнюю.

Пример 31.2. Найти объемный потенциал шара радиусом R с по-
стоянной плотностью (см. рис. 57,а)

ρ(rM ) =


ρ0, rM 6 R;

0, rM > R.
(31.22)

Исследовать поведение первых и вторых производных потенциала.

Решение. Воспользовавшись результатами предыдущего примера,
из (31.5) и (31.14) получим (см. рис. 57,б)

m(rP ) =

8
>><
>>:

4π

3
ρ0r

3
P , rP < R;

4π

3
ρ0R

3, rP > R.

=

8
<
:

m0
r3P
R3

, rP < R;

m0, rP > R.

Отсюда, согласно (30.29) и (31.2), следует (см. рис. 57,в)

U(rP ) =

8
>>>>>><
>>>>>>:

4πρ0

h 1

rP

rPZ

0

r2MdrM +

RZ

rP

rMdrM
i

4πρ0

rP

RZ

0

r2MdrM

=

=

8
>><
>>:

2πρ0

“
R2 − r2P

3

”
, rP < R;

4πρ0R
3

3rP
, rP > R.

(31.23)

Из (31.23), в свою очередь, имеем (см. рис. 57,г)

|~F (rP )| = −∂U(rP )

∂rP
=

8
>><
>>:

4πρ0rP
3

4πρ0R
3

3r2P

=

8
>><
>>:

m0
rP
R3

, rP < R;

m0

r2P
, rP > R.

(31.24)
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Рис. 57

И, наконец, из (31.19) и (31.21) получим (см. рис. 57,е)

∆U(rP ) =
1

r2P

∂

∂rP

“
r2P
∂U(rP )

∂rP

”
=

=
∂2U(rP )

∂r2P
+

2

rP

∂U(rP )

∂rP
=


−4πρ0, rP < R;
0, rP > R.

(31.25)

Решение примера наглядно иллюстрируют графики, приведенные
на рис. 57.

Покажем, что эти свойства объемного потенциала, создаваемо-
го шаром со сферически-симметричной плотностью, справедливы
и для потенциалов с плотностью ρ(~y) общего вида. При рассмот-
рении, если это не оговаривается особо, будем предполагать ρ(~y)
ограниченной в некоторой области E и равной нулю вне ее, т.е.

ρ(~y) =

(
|ρ(~y)| < C, ~y ∈ E;

0, ~y /∈ E.
(31.26)
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Свойство 1. Объемный потенциал U(~x) и его частные производные
∂U(~x)/∂xi являются непрерывными и ограниченными функциями
во всем пространстве R

3, причем

Fi(~x) =
∂

∂xi
U(~x) = −

Z

E

ρ(~y)(xi − yi)
|~x− ~y|2 d~y. (31.27)

Действительно, в области R
3 \Ē справедливость этого свойства вы-

текает из леммы 30.4, а в области E, как показано выше, потенциал
U(~x) и его производные ∂U(~x)/∂xi связаны соотношением (30.22)
и являются равномерно сходящимися в E и, следовательно, непре-
рывными и ограниченными функциями.

Свойство 2. В области R
3 \ Ē объемный потенциал является ре-

гулярной гармонической функцией.
Действительно, согласно лемме 30.4, функция U(~x) в области

R
3 \ E удовлетворяет уравнению Лапласа. Покажем, что наряду с

этим имеет место асимптотическая оценка

U(~x) = O
“ 1

|~x|
”

при |~x| → ∞. (31.28)

Домножив и разделив на |~x| правую часть (30.23), получим

U(~x) =
1

|~x|

Z

E

|~x|
|~x− ~y|ρ(~y)d~y.

Приняв во внимание, что

lim
|~x|→∞

|~x|
|~x− ~y| = 1,

имеем

lim
|~x|→∞

U(~x) =
m

|~x| ,

гдеm— масса вещества, сосредоточенного в области E. Таким обра-
зом, потенциал U(~x) удовлетворяет всем требованиям, предъявля-
емым к функции, гармонической в неограниченной области R

3 \E.

Свойство 3. Если объемная плотность ρ(~x) и ее частные произ-
водные ∂ρ(~x)/∂xi непрерывны в области E, то объемный потенциал
U(~x) имеет в E непрерывные вторые производные и удовлетворяет
уравнению Пуассона

∆U(~x) = −4πρ(~x), ~x ∈ E. (31.29)
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Основная трудность при доказательстве этого свойства состоит
в том, что несобственные интегралы

Z

E

ρ(~y)
∂2

∂x2
i

“ 1

|~x− ~y|
”
d~y =

=

Z

E

ρ(~y)
“ 1

|~x− ~y|3 − 3
(xi − yi)2
|~x− ~y|5

”
d~y (31.30)

не являются равномерно сходящимися в E и не могут представлять
производные ∂2U(~x)/∂2xi. Можно показать, однако, что в сделан-
ных выше предположениях относительно ρ(~x) частные производ-
ные ∂2U(~x)/∂2xi существуют и непрерывны в E, хотя не представ-
ляются в виде (31.30).

Обратимся к формуле

∂U(~x)

∂xi
=

Z

E

ρ(~y)
∂

∂xi

“ 1

|~x− ~y|
”
d~y,

которую с учетом соотношения

∂

∂xi

“ 1

|~x− ~y|
”

= − ∂

∂yi

“ 1

|~x− ~y|
”

(31.31)

можно представить в виде разности

∂U(~x)

∂xi
= −

Z

E

ρ(~y)
∂

∂yi

“ 1

|~x− ~y|
”
d~y =

=

Z

E

1

|~x− ~y|
∂ρ(~y)

∂yi
d~y −

Z

E

∂

∂yi

“ ρ(~y)

|~x− ~y|
”
d~y. (31.32)

С помощью формулы Остроградского–Гаусса выражение (31.32) мо-
жем записать в следующем виде:

∂U(~x)

∂xi
=

Z

E

1

|~x− ~y|
∂ρ(~y)

∂yi
d~y −

Z

SE

ρ(~y)

|~x− ~y| cosαidSy , (31.33)

где SE – поверхность, охватывающая область E, а αi – угол между
внешней нормалью ~ny к поверхности SE и осью xi.

Таким образом, производные ∂U(~x)/∂xi могут быть представ-
лены суммой двух потенциалов. Первый из них – объемный по-
тенциал с непрерывной плотностью ∂ρ(~x)/∂xi, который, как мы
доказали, является равномерно сходящимся и имеет в области E
непрерывную первую производную. Второй – потенциал простого
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слоя с непрерывной плотностью ρ(~y) cosαi, который, согласно лем-
ме 30.4, удовлетворяет внутри области E уравнению Лапласа, т.е.
имеет в E производные всех порядков.

Тот факт, что правая часть формулы (31.33) имеет непрерывные
первые производные, означает существование вторых непрерывных
производных ∂2U(~x)/∂2xi объемного потенциала U(~x). Осталось
доказать, что в области E потенциал U(~x) удовлетворяет уравне-
нию Пуассона (31.29). Воспользуемся наглядным (хотя и не совсем
строгим) методом, предложенным Грином.

Выделим внутри объема E шар e(ε) с центром в точке ~x и ра-
диусом ε, достаточно малым для того, чтобы его плотность можно
было считать равномерной. Таким образом, плотность всего шара
будет такой же, как и в точке ~x. Потенциал всей области E разо-
бьется тогда на две части:

U = U1 + U2.

Одна из них – U1 – будет зависеть от масс, лежащих вне шара,
другая – U2 – от масс, находящихся внутри него. Тогда

∆U = ∆U1 + ∆U2,

а учитывая, что точка ~x является внешней для области E \ e(ε),
получим

∆U1 = 0

и, следовательно,
∆U = ∆U2.

Но, как следует из примера 31.2, для однородной сферы произволь-
ного радиуса справедливо соотношение

∆U2 = −4πρ.

Отсюда, устремив радиус сферы к нулю, в пределе получим

∆U(~x) = −4πρ(~x), ~x ∈ E,

что и требовалось доказать.
Строгое доказательство формулы (31.29) заключается в кор-

ректном вычислении частных производных функции U(~x) второ-
го порядка ∂2U(~x)/∂x2

i . Для этого левую и правую части (31.33)
продифференцируем по xi:

∂2U(~x)

∂x2
i

=
∂

∂xi

Z

E

1

|~x− ~y|
∂ρ(~y)

∂yi
d~y − ∂

∂xi

Z

SE

ρ(~y)

|~x− ~y| cosαi dSy,

где αi – угол между внешней нормалью ~ny к поверхности SE и осью
xi. Поменяв в соотношении (31.30) местами дифференцирование по
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xi и интегрирование, с учетом формулы (31.31) получим

∂2U(~x)

∂x2
i

=

= −
Z

E

∂ρ(~y)

∂yi

∂

∂yi

“ 1

|~x− ~y|
”
d~y +

Z

SE

ρ(~y)
∂

∂yi

“ 1

|~x− ~y|
”

cosαi dSy.

Далее, как и в доказательстве, предложенном Грином, вырежем
шаровую окрестность e(ε) с центром в точке ~x, радиус которой ε
достаточно мал, так что

∂2U(~x)

∂x2
i

= − lim
ε→0

Z

E\e(ε)

∂ρ(~y)

∂yi

∂

∂yi

“ 1

|~x− ~y|
”
d~y+

+

Z

SE

ρ(~y)
∂

∂yi

“ 1

|~x− ~y|
”

cosαi dSy. (31.34)

С учетом равенства

Z
∂ρ(~y)

∂yi

∂

∂yi

“ 1

|~x− ~y|
”
d~y =

=

Z
∂

∂yi

h
ρ(~y)

∂

∂yi

“ 1

|~x− ~y|
”i
d~y −

Z
ρ(~y)

∂2

∂y2
i

“ 1

|~x− ~y|
”
d~y

формулу (31.34) можно записать

∂2U(~x)

∂x2
i

= − lim
ε→0

n Z

E\e(ε)

ρ(~y)
∂2

∂y2
i

“ 1

|~x− ~y|
”
d~y−

−
Z

E\e(ε)

∂

∂yi

h
ρ(~y)

∂

∂yi

“ 1

|~x− ~y|
”i
d~y

o
+

+

Z

SE

ρ(~y)
∂

∂yi

“ 1

|~x− ~y|
”

cosαi dSy. (31.35)

Второй интеграл в (31.35) преобразуем по формуле Остроградского–
Гаусса:

Z

E\e(ε)

∂

∂yi

h
ρ(~y)

∂

∂yi

“ 1

|~x− ~y|
”i
d~y =

Z

SE

ρ(~y)
∂

∂yi

“ 1

|~x− ~y|
”

cosαi dSy +

+

Z

Sε

ρ(~y)
∂

∂yi

“ 1

|~x− ~y|
”

cosαi dSy,
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где Sε – поверхность шара e(ε) и ~ny – внешняя нормаль к поверх-
ности SE∪Sε. В результате такого преобразования формула (31.35)
примет вид

∂2U(~x)

∂x2
i

= − lim
ε→0

h Z

E\e(ε)

ρ(~y)
∂2

∂y2
i

“ 1

|~x− ~y|
”
d~y−

−
Z

Sε

ρ(~y)
∂

∂yi

“ 1

|~x− ~y|
”

cosαi dSy
i
. (31.36)

В поверхностном интеграле (31.36) положим (~y−~x)/ε = ~r/ε = ~z,
где |~z| = 1. Если ~y ∈ Sε, то ~z ∈ S1 и для ~y ∈ Sε получим dSy = ε2dSz.
Тогда

∂2U(~x)

∂x2
i

= − lim
ε→0

h Z

E\e(ε)

ρ(~y)
∂2

∂y2
i

“ 1

|~x− ~y|
”
d~y−

−
Z

S1

ρ(~x+ ε~z)
∂

∂yi

“ 1

|~x− ~y|
”˛̨

˛̨
|~x−~y|=ε

cos βiε
2dSz

i
, (31.37)

где βi – угол между внешней нормалью ~nz к поверхности S1 и осью
xi. Так как

yi − xi
|~x− ~y| = cos γi, (31.38)

где γi – угол между вектором ~r и осью xi, а нормали ~ny и ~nz, ис-
пользованные в теореме Остроградского–Гаусса, направлены про-
тив вектора ~z = ε~r = ε(~y − ~x), то

cos βi = − cos γi (31.39)

и

∂

∂yi

“ 1

|~x− ~y|
”˛̨

˛
|~x−~y|=ε

= − yi − xi
|~x− ~y|3

˛̨
˛
|~x−~y|=ε

=

= − 1

ε2
cos γi =

1

ε2
cos βi. (31.40)

С учетом (31.38)–(31.40) формула (31.37) примет вид

∂2U(~x)

∂x2
i

= − lim
ε→0

h Z

E\e(ε)

ρ(~y)
∂2

∂y2
i

“ 1

|~x− ~y|
”
d~y −

−
Z

S1

ρ(~x+ ε~z) cos2 βiε
2dSz

i
.
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Если считать ρ(~y) непрерывной функцией, то вторую производную
∂2U(~x)/∂x2

i , существование которой было доказано выше, можно
записать в виде

∂2U(~x)

∂x2
i

= − lim
ε→0

Z

E\e(ε)

ρ(~y)
∂2

∂y2
i

“ 1

|~x− ~y|
”
d~y−

−ρ(~x)
Z

S1

cos2 βi dSz. (31.41)

Просуммировав выражение (31.41) по i, находим

∆U(~x) =
“ ∂2

∂x2
1

+
∂2

∂x2
2

+
∂2

∂x2
3

”
U(~x) = − lim

ε→0

Z

E\e(ε)

ρ(~y)∆y

“ 1

|~x− ~y|
”
d~y −

−ρ(~x)
Z

S1

ˆ
cos2 β1 + cos2 β2 + cos2 β3

˜
dSz = −4πρ(~x),

что и требовалось доказать.
♦ В силу свойства 3 объемный потенциал U(~x) (30.2) является

частным решением уравнения Пуассона

∆u(~x) = −4πρ(~x),

общее решение которого можно записать в виде

u(~x) = U(~x) + u0(~x),

где u0(~x) – общее решение уравнения Лапласа

∆u0(~x) = 0.

32. Потенциал простого слоя

Как и в предыдущем разделе, понятие потенциала простого
слоя проиллюстрируем рядом примеров.

Пример 32.1. Найти потенциал простого слоя, создаваемого сфе-
рой радиуса R с постоянной поверхностной плотностью µ0 (см.
рис. 58,а). Исследовать поведение первых и вторых производных
потенциала.

Решение. Поместим начало декартовой системы координат x1, x2,
x3 в центр сферы SR. Воспользуемся обозначениями примера 31.1
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и рис. 56 при условии, что точка M(~rM ) может быть расположена
только на сфере SR, т.е. |~rM | = R. Тогда

V (rP ) =

Z

SR

µ0dS

|~r| . (32.1)

В сферической системе координат (см. рис. 56) потенциал простого
слоя (32.1) можно записать

V (rP ) =

Z

SR

µ0R
2 sin θ dθdϕp

r2P +R2 − 2rPR cos θ
=

= 2πµ0R
2

πZ

0

sin θ dθp
r2P +R2 − 2rPR cos θ

.

С помощью подстановки cos θ = t и формул (31.2), (31.3) получим

V (rP ) =

8
><
>:

4πµ0R
2

R
, rP < R;

4πµ0R
2

rP
, rP > R.

(32.2)

Если учесть, что величина 4πµ0R
2 определяет массу m0, равно-

мерно распределенную по сфере SR с постоянной поверхностной
плотностью µ0, то выражение (32.2) примет вид (см. рис. 58,в)

V (rP ) =

(
m0/R, rP < R;

m0/rP , rP > R.
(32.3)

Таким образом, согласно первому равенству из (32.3), внутри
сферы потенциал простого однородного слоя есть величина посто-
янная: m0/R. Производная от него в этом случае равна нулю. От-
сюда следует, что однородный сферический простой слой диполей
не действует на тела, находящиеся внутри этой сферы. Второе со-
отношение из (32.3) означает, что простой слой с произвольной по-
верхностной плотностью действует на тела вне сферы так, как если
бы вся его масса была сосредоточена в центре сферы SR. Другими
словами, для внешних точек потенциал простого слоя эквивалентен
точечному потенциалу, создаваемому массой m0, сосредоточенной
в центре сферы SR. В точках самой сферы rP = R оба выражения
из (32.3) дают одно и то же значение m0/R. Это говорит о том, что
потенциал простого слоя вполне определен на сфере SR и, более
того, не терпит разрыва при переходе через сам слой, т.е. является
непрерывной функцией rP .
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Рис. 58

Дифференцирование формулы (32.3) по rP дает выражения для
(см. рис. 58,г)

∂V (rP )

∂rP
= −|~F | =

8
<
:

0

−4πµ0R
2

r2P

=

(
0, rP < R;

−m
r2P
, rP > R (32.4)

и (см. рис. 58,д)

∂2V (rP )

∂r2P
=

8
<
:

0
8πµ0R

2

r3P

=

(
0, rP < R;
2m

r3P
, rP > R. (32.5)

Из (32.4) и (32.5) следует, что для всех точек rP , расположенных
как внутри сферы SR, так и вне ее, потенциал V (rP ) удовлетворяет
уравнению Лапласа (см. рис. 58,е)

∆V (rP ) =
∂2V (rP )

∂r2P
+

2

rP

∂V (rP )

∂rP
= 0. (32.6)

Решение задачи наглядно иллюстрируется графиками, приведен-
ными на рис. 58. Так как ∂V/∂rP =∂V/∂n, то производная по нор-
мали в точке rP =R имеет скачок, равный m0/R

2 (см. рис. 58,г).
Покажем, как формулу (32.3) можно получить с помощью тео-

ремы Остроградского–Гаусса.
Обратимся к уравнению Пуассона

∆V (~x) = −4πf(~x),
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интегрирование левой и правой части которого по произвольной
области E ∈ R

3, ограниченной поверхностью SE, дает

4π

Z

E

f(~x)d~x = −
Z

E

∆V (~x)d~x =

= −
Z

E

`
∇,∇V (~x)

´
d~x = −

Z

SE

`
∇V (~x), ~n

´
dS. (32.7)

Так как f(~x) описывает пространственное распределение мас-
сы (заряда) в простом сферическом слое радиуса R с постоянной
поверхностной плотностью µ0, то

4π

Z

E

f(~x)d~x =

(
0, |~x| < R;

(4π)2R2µ0, |~x| > R

и

V (~x) = V (|~x|), ∇V (~x) =
~x

|~x|V
′(|~x|),

или в принятых ранее обозначениях

V (~x) = V (rP ), ∇V (rP ) =
~rP
rP

∂V (rP )

∂rP

выражение (32.7) можно переписать в виде

−
Z

SE

∂V (rP )

∂rP

(~rP , ~n)

rP
dSrP = −4πr2P

∂V (rP )

∂rP
=

=

(
0, rP < R;

(4π)2R2µ0, rP > R,

откуда

V (rP ) =

8
<
:

C1, rP < R;
4πR2µ0

rP
+C2, rP > R.

Из условия lim
rP →∞

V (rP ) → 0 находим C2 = 0, а из условия непре-

рывности в точке rP = R – константу C1 = 4πRµ0. Тогда
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V (rP ) =

(
4πRµ0, rP < R;

4πR2µ0/rP , rP > R,

что соответствует формуле (32.2), полученной ранее.

Перейдем к рассмотрению потенциалов простого слоя с поверх-
ностной плотностью µ(~x). Предварительно сформулируем две лем-
мы.

Лемма 32.1. Интеграл

V (~x) =

Z

E

d~y

|~x− ~y|α , ~x, ~y ∈ E ⊂ R
2, (32.8)

при α < 2 сходится равномерно в ограниченной области E.

Доказательство дословно повторяет доказательство леммы 30.3
с той лишь разницей, что области, изображенные на рис. 51, явля-
ются не шарами, а кругами, а неравенство, связывающее ρ(ε) и ε,
имеет вид [ẽ(ε) ⊂ R

2]

Z

ẽ(ε)

d~y

|~x− ~y|α =

2πZ

0

dϕ

2ρZ

0

rdr

rα
=

2π

2− α (2ρ)2−α < ε,

т.е.

ρ(ε) <
1

2

h (2− α)ε

2π

i1/(2−α)

.

Наряду с интегралом (32.8) рассмотрим интеграл

V (~x) =

Z

σ

dSy
|~x− ~y|α , ~x, ~y ∈ σ ⊂ R

3. (32.9)

Различие интегралов (32.8) и (32.9) состоит в том, что в (32.8)
интегрирование проводится по плоской области E ∈ R

2 (двойной
интеграл), а в (32.9) – по пространственной поверхности σ ∈ R

3.
Покажем, что интеграл (32.9) при определенных условиях также
является равномерно сходящимся на поверхности σ.

Лемма 32.2. Интеграл (32.9) для α < 2 сходится равномерно на
ограниченной поверхности σ, если она является поверхностью Ля-
пунова.

Доказательство. Как и при доказательстве леммы 30.2, восполь-
зуемся рис. 51, в котором проведем дополнительное построение.
Пусть ~x0 – произвольная точка поверхности σ (рис. 59). Построим
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сферу Sρ радиусом ρ с центром в этой точке, называемую сферой
Ляпунова. Через эту же точку проведем касательную плоскость (её
существование обеспечено по определению) с единичным вектором
нормали ~n0, восстановленным из точки ~x0.

Часть поверхности σ, отсекаемую сферой Ляпунова Sρ, обозна-
чим через σρ, а проекцию σρ на касательную плоскость – через eρ.

Пусть ~x – произвольная точка по-

Рис. 59

верхности σ, отстоящая от ~x0 на
расстояние δ (|~x−~x0| = δ). Из точ-
ки ~x восстановим единичный век-
тор нормали ~n. Для оценки угла
между нормалями ~n0 и ~n введем
новую декартову систему коорди-
нат x′

1, x
′
2, x

′
3, ось x′

3 которой на-
правим по нормали ~n. Тогда оси
Ox′

1 и Ox′
2 лежат в указанной вы-

ше касательной плоскости. Из вто-
рого условия в определении по-
верхности Ляпунова следует су-
ществование такой δ-окрестности
точки ~x0, в которой поверхность
σ может быть описана уравнени-

ем
x′

3 = x′
3(x

′
1, x

′
2). (32.10)

Из первого условия – условия существования нормали в каждой
точке поверхности – следует дифференцируемость функции (32.10),
в силу чего направляющие косинусы вектора ~n(cosα, cosβ, cos γ)
определятся формулами

cosα =
1

N

∂x′
3

∂x′
1

, cos β =
1

N

∂x′
3

∂x′
2

, cos γ =
1

N
; (32.11)

N =

s
1 +

“∂x′
3

∂x′
1

”2

+
“∂x′

3

∂x′
2

”2

.

Таким образом, на поверхности Ляпунова σ всегда можно выбрать
такую δ-окрестность точки ~x0, чтобы угол γ – угол между норма-
лями ~n и ~n0 (или, что то же самое, угол между нормалью ~n и осью
Ox′

3) – удовлетворял условию

1 > cos γ =
1

N
>

1

2
. (32.12)

Обратимся теперь к интегралу

Z

σρ

dSy
|~x− ~y|α , (32.13)
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который можно свести к двойному интегралу по области eρ, являю-
щейся проекцией σρ на касательную плоскость, проходящую через
точку ~x0 и на которой x′

3 = 0. Тогда

Z

σρ

dSy
|~x− ~y|α =

Z

σρ

dSy′

|~x ′ − ~y ′|α =

Z

eρ

dx′
1dx

′
2/ cos γ

|~x ′ − ~y ′|α <

< 2

Z

eρ

dx′
1dx

′
2

|~x ′ − ~y ′|α , ~x ′, ~y ′ ∈ eρ ⊂ R
2. (32.14)

Согласно лемме 32.1, интеграл в правой части (32.14) сходится рав-
номерно в точке ~x0 при α < 2. Следовательно, в этой же точке ~x0

и при этом же α сходится равномерно и интеграл (32.13). В силу
произвольности точки ~x0 можно сделать вывод, что интеграл (32.9)
сходится равномерно на всей поверхности σ, что и требовалось до-
казать.

Основываясь на доказанных выше леммах, сформулируем ряд
свойств потенциала простого слоя (30.3).

Свойство 1. Для непрерывной и ограниченной плотности µ(~x) по-
тенциал простого слоя V (~x) (30.3) является непрерывной и ограни-
ченной функцией для всех ~x ∈ R

3, в том числе и для всех ~x ∈ SE .

Действительно, непрерывность и ограниченность потенциала про-
стого слоя для ~x /∈ SE очевидны. Аналогичное утверждение для
~x ∈ SE вытекает из равномерной сходимости интеграла (30.3), ко-
торая, в свою очередь, согласно достаточному признаку равномер-
ной сходимости (теорема 30.1), является следствием ограниченно-
сти плотности µ(~x) и равномерной сходимости интеграла (32.9) при
α = 1 (лемма 32.2):

˛̨
˛̨

Z

SE

µ(~x)dSy
|~x− ~y|

˛̨
˛̨ 6 M

˛̨
˛̨

Z

SE

dSy
|~x− ~y|

˛̨
˛̨, M = max

~x∈SE

|µ(~x)|.

♦ Это свойство остается справедливым и для неограниченных
поверхностей, если плотность потенциала простого слоя имеет при
|~x| → ∞ асимптотическую оценку

µ(~x) = O(|~x|−1−β), β > 0.

Свойство 2. Для всех ~x ∈ R
3 \ SE потенциал простого слоя явля-

ется регулярной гармонической функцией.

Это вытекает из леммы 30.4 и асимптотической оценки

V (~x) = O(|~x|−1),
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поскольку
lim

|~x|→∞
|~x|V (~x) = m,

где m – масса поверхности SE.
Исследование поведения производных потенциала простого слоя

вблизи поверхности SE проведем после рассмотрения некоторых
свойств потенциала двойного слоя.

33. Потенциал двойного слоя и его свойства

Изучение потенциала двойного слоя (30.4) начнем с конкретного
примера.

Пример 33.1. Найти потенциал двойного слоя сферы радиуса R
с постоянной плотностью дипольного момента ν.

Решение. Найдем решение задачи, не обра-

Рис. 60

щаясь непосредственно к формуле (30.4), а
используя решение примера 32.1 для потен-
циала простого слоя. Для этого двойной слой
сферы представим (см. рис. 60) простыми сло-
ями двух сфер, отстоящих друг от друга на
«бесконечно малое» расстояние l. Сферу ра-
диусаR будем считать отрицательно заряжен-
ной с плотностью −ν/l. Сферу радиуса R +
l будем считать положительно заряженной с
плотностью νl/l, которую найдем из тех сооб-
ражений, что суммарный заряд диполей ра-

вен нулю:

−ν
l
4πR2 +

νl
l

4π(R+ l)2 = 0.

Следовательно,

νl = ν
“ R

R+ l

”2

. (33.1)

Использовав результат решения примера 32.1, потенциал двойного
слоя можно записать в виде

W (rP ) =

8
>><
>>:

4π
hνl(R+ l)− νR

l

i
, rP < R;

4π

rP

hνl(R+ l)2 − νR2

l

i
, rP > R+ l,

а устремив l к нулю, получим

W (rP ) = 4πν lim
l→0

8
>><
>>:

d

dl
[(R+ l)νl], rP < R;

d

dl
[(R+ l)2νl], rP > R.

(33.2)
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Из (33.2) с учетом (33.1) находим потенциал двойного слоя

W (rP ) = 4πν lim
l→0

8
><
>:

d

dl

h R2

(R+ l)

i

d

dl
[R2]

=

 −4πν, rP < R;

0, rP > R.
(33.3)

Как следует из (33.3), потенциал двойного слоя сферы SR с
плотностью дипольного момента ν есть функция, не зависящая от
rP (т.е. не оказывает никакого действия на массы, лежащие внутри
и снаружи) и имеющая конечный разрыв 4πν на самой сфере SR.

Формулу (33.3) можно получить из определения (30.4), согласно
которому

W (~x) =

Z

SR

ν
∂

∂ny

“ 1

|~x− ~y|
”
dSy = ν

Z

SR

∂

∂ny

“ 1

|~x− ~y|
”
dSy . (33.4)

Рассмотрим подробнее интеграл

W (~x) =

Z

SR

∂

∂ny

“ 1

|~x− ~y|
”
dSy, (33.5)

представляющий собой потенциал двойного слоя с плотностью ди-
польного момента ν = 1. Для его вычисления исследуем два случая:
когда точка ~x находится вне сферы и внутри нее.

Пусть точка ~x находится вне сферы SR. Тогда функция 1/|~x−~y|
– гармоническая внутри SR, и в силу теоремы 30.1 (о нормальной
производной) имеем

W (~x) =

Z

SR

∂

∂ny

“ 1

|~x− ~y|
”
dSy = 0, |~x| > R. (33.6)

Пусть теперь точка ~x находится внутри сферы SR. Построим
вокруг этой точки сферу Sr радиусом r с центром в ней. В сфери-
ческом слое между SR и Sr функция 1/|~x−~y| также гармоническая
и, следовательно,

Z

SR

∂

∂ny

“ 1

|~x− ~y|
”
dSy +

Z

Sr

∂

∂ny

“ 1

|~x− ~y|
”
dSy = 0,

где ~ny – нормаль, внешняя к сферическому слою и направленная
на сфере Sr против радиуса ~r = ~y − ~x. Тогда

Z

SR

∂

∂ny

“ 1

|~x− ~y|
”
dSy = −

Z

Sr

dSr
r2

= −4π, |~x| < R. (33.7)
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Объединение формул (33.6) и (33.7) дает значение интеграла (33.5):

W (~x) =

Z

SR

∂

∂ny

“ 1

|~x− ~y|
”
dSy =

 −4π, |~x| < R;

0, |~x| > R,
(33.8)

подстановка которого в (33.4) приводит к полученному ранее ре-
шению (33.3). Отметим, что выражение (33.8) – частный случай
соотношения для поверхностей более общего вида, к рассмотрению
которого мы и переходим.

Лемма 33.1. Интеграл

W (~x) =

Z

σ

∂

∂ny

“ 1

|~x− ~y|
”
dSy, (33.9)

определяющий потенциал двойного слоя с плотностью дипольного
момента ν = 1, сходится равномерно для всех ~x ∈ σ, если по-
верхность σ является поверхностью Ляпунова (не обязательно
замкнутой).

Доказательство. Исходный интеграл (33.9), согласно (30.29), за-
пишем в виде

W (~x) =

Z

σ

cosϕ

|~x− ~y|2 dSy = 0, ~x, ~y ∈ σ, (33.10)

где ϕ – угол между нормалью ~ny и вектором ~y − ~x. Лемма будет
доказана, если будет доказана справедливость оценки

cosϕ 6 A|~x− ~y|κ, (33.11)

с некоторыми постоянными A > 0 и 0 < κ 6 1 для ~x, ~y ∈ σ. Дей-
ствительно, для (33.10) с учетом (33.11) можем записать

W (~x) =

Z

σ

cosϕ

|~x− ~y|2 dSy 6 A

Z

σ

1

|~x− ~y|2−κ dSy . (33.12)

Согласно лемме 32.2, последний интеграл в правой части (33.12)
сходится равномерно для всех ~x ∈ σ, но тогда в силу достаточного
признака сходимости интеграл (33.9) также равномерно сходится
на σ.

Перейдем теперь к рассмотрению неравенства (33.11), справед-
ливость которого достаточно установить для малых |~x − ~y|, т.е. в
окрестности точки ~x, лежащей на поверхности σ. Пусть ~n0 и ~n (рис.
61) – единичные векторы нормали, восстановленные к поверхности
σ в точках ~x и ~y, соответственно (как и в доказательстве леммы
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Рис. 61

32.2, пользуемся условиями определения поверхности Ляпунова).
Опишем радиусом ρ = ~x − ~y с началом в точке ~x сферу Ляпунова
Sρ. Часть поверхности σ, ограниченную сферой Ляпунова, обозна-
чим через σρ. Кроме того, точку ~x выберем началом новой декар-
товой системы координат y′1, y

′
2, y

′
3, ось Oy′3 которой направим по

нормали ~n0. Тогда ~n0 = ~k, а единичные орты ~ı и ~ расположатся
в касательной плоскости к поверхности σ, проходящей через точку
~x.

Проекциями вектора ~y ′ = ~x− ~y на координатные оси являются
y′1, y

′
2, y

′
3, причем проекцией ρ =

p
(y′1)

2 + (y′2)
2 + (y′3)

2 на касатель-

ную плоскость является отрезок ρ′ =
p

(y′1)
2 + (y′2)

2 < ρ.
Возможность указанных выше построений вытекает из первого

условия определения поверхности Ляпунова. Из второго условия
следует, что часть поверхности σρ в координатах y′i описывается
дифференцируемой функцией f(y′1, y

′
2)

y′3 = f(y′1, y
′
2). (33.13)

Наконец, из третьего условия имеем

|~n− ~n0| < C|~y ′|κ = Cρκ. (33.14)

Величину ρ выберем так, чтобы выполнялось условие

|~n− ~n0| < Cρκ <
1

2
. (33.15)

Тогда из неравенств (33.14) и (33.15) вытекают неравенства

| cosα| = |(~n,~ı)| = |(~n− ~n0,~ı) + (~n0,~ı)| =
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= |(~n− ~n0,~ı)| 6 |~n− ~n0| 6 Cρκ,

| cos β| = |(~n,~)| = |(~n− ~n0,~) + (~n0,~)| =
= |(~n− ~n0,~)| 6 |~n− ~n0| 6 Cρκ,

| cos γ| = |(~n− ~n0, ~n0) + (~n0, ~n0)| = |1 + (~n− ~n0, ~n0)| > (33.16)

> 1− |(~n− ~n0, ~n0)| > 1− |~n− ~n0| > 1− Cρκ > 1/2,

| cosϕ| = |(~n, ~y ′)|/|~y ′| = |(~n− ~n0, ~y
′)/ρ+ (~n0, ~y

′)/ρ| 6
6 |~n− ~n0|+ |y′3|/ρ 6 Cρκ + |y′3|/ρ.

Для оценки величины |y′3| воспользуемся теоремой о конечных при-
ращениях

y′3 = f(y′1, y
′
2) = y′1

∂f

∂y′1
(ȳ′1, ȳ

′
2) + y′2

∂f

∂y′2
(ȳ′1, ȳ

′
2),

где 0 < ȳ′1 < y′1, 0 < ȳ′2 < y′2. Поскольку

∂f

∂y′1
= − cosα

cos γ
= − (~n,~ı)

(~n, ~n0)
,

∂f

∂y′2
= − cos β

cos γ
= − (~n,~)

(~n, ~n0)
, (33.17)

то с учетом (33.16) получим

˛̨
˛ ∂f
∂y′1

˛̨
˛ 6 2Cρκ,

˛̨
˛ ∂f
∂y′2

˛̨
˛ 6 2Cρκ

и, следовательно,

|y′3| 6 2Cρκ(|y′1|+ |y′2|) 6 4Cρκρ′ 6 4Cρ1+κ. (33.18)

Возвратившись к (33.16), получим оценку для cosϕ в окрестности
точки ~x:

| cosϕ| 6 Cρκ + 4Cρκ = 5Cρκ = 5C|~x− ~y|κ. (33.19)

Из произвольности точек ~x, ~y следует справедливость (33.11) при
A = 5C и, соответственно, утверждения леммы.

Рассмотрим еще одно свойство интеграла (33.9).

Лемма 33.2. Интеграл (33.9), определяющий потенциал двойного
слоя с плотностью дипольного момента ν = 1, равен телесному
углу, под которым из точки ~x видна ограниченная кусочно-гладкая
двусторонняя поверхность σ.

Доказательство. Так как точка ~x лежит вне поверхности σ, по-
строим коническую поверхность с вершиной в точке ~x и основанием
σ (рис. 62). Пусть Sρ – часть сферы радиуса ρ с центром в точке ~x,
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Рис. 62

лежащая внутри упомянутого конуса. Рассмотрим пространствен-
ную область E, ограниченную σ, Sρ и боковой поверхностью конуса
S, в которой функция |~x − ~y|−1 является гармонической и, следо-
вательно,

Z

σ

∂

∂ny

“ 1

|~x− ~y|
”
dSy +

Z

Sρ

∂

∂ny

“ 1

|~x− ~y|
”
dSy+

+

Z

S

∂

∂ny

“ 1

|~x− ~y|
”
dSy = 0. (33.20)

На поверхности S

∂

∂ny

“ 1

|~x− ~y|
”

=
cosϕ

|~x− ~y|2 =
cosπ/2

|~x− ~y|2 = 0. (33.21)

На поверхности Sρ векторы ~ny и ~x− ~y параллельны и направлены
в одну сторону, причем

∂

∂ny

“ 1

|~x− ~y|
”

=
1

ρ2
.

Тогда интеграл

−
Z

Sρ

∂

∂ny

“ 1

|~x− ~y|
”
dSy = −

Z

Sρ

1

ρ2
dSy =

Z

Sρ

dΩ(~x) = Ω(~x) (33.22)

дает телесный угол Ω(~x), под которым из точки ~x видна часть сфе-
ры Sρ. Из (33.20) с учетом (33.21), (33.22) следует

Z

σ

∂

∂ny

“ 1

|~x− ~y|
”
dSy =

Z

σ

cosϕ

|~x− ~y|2 dSy = Ω(~x). (33.23)
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Таким образом, поверхность σ и часть сферы Sρ, ограниченная
конической поверхностью, видны из точки ~x под одним телесным
углом, равным значению интеграла (33.9) в этой точке.

Может оказаться, что прямая, проведенная из точки ~x, пере-
секает поверхность σ в нескольких точках, например в трех, как
изображено на рис. 62. Тогда внешние нормали, восстановленные к
σ, образуют поочередно тупые и острые углы. Косинусы этих уг-
лов поочередно меняют знак. А так как проекции элементов dSy
на сферу Sρ равны по абсолютной величине, то в интеграле (33.23)
остается только сумма углов видимости Ω(~x), под которыми видна
сфера Sρ, что и требовалось доказать.

В дальнейшем мы будем предполагать поверхность S такой, что
телесный угол Ωσ(~x), под которым любая часть поверхности S вид-
на из произвольной точки ~x, ограничен:

|Ωσ(~x)| 6 K. (33.24)

Это ограничение обусловлено тем, что если прямая пересекает по-
верхность S неоднократно, то, приняв за σ множество таких кусков
S, которые видны с положительной стороны (cosϕ > 0), мы можем
получить, вообще говоря, сколь угодно большое значение Ωσ(~x).

♦ Если с учетом (33.23) потенциал двойного слоя с произволь-
ной плотностью дипольного момента ν(~y) записать в виде

W (~x) =

Z

σ

ν(~y)
∂

∂ny

“ 1

|~x− ~y|
”
dSy =

Z

σ

ν(~y) dΩ(~x), (33.25)

то из этой формулы при ν = 1 следует

W (~x)
˛̨
ν=1

=

Z

σ

dΩ(~x) = Ω(~x).

Заметим, что леммы 33.1 и 33.2 по отдельности характеризуют по-
ведение потенциала двойного слоя с ν = 1, когда ~x находится непо-
средственно на поверхности или вне ее. Их обобщением является
следующая лемма.

Лемма 33.3. Если SE – замкнутая поверхность Ляпунова, охва-
тывающая область E ⊂ R

3, то потенциал двойного слоя с ν = 1
определяется формулой

W (~x) =

Z

SE

∂

∂ny

“ 1

|~x− ~y|
”
dSy =

8
><
>:

−4π, ~x ∈ E;

−2π, ~x ∈ SE;

0, ~x ∈ R
3 \ Ē,

(33.26)

называемой формулой (или интегралом) Гаусса.
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Доказательство. Для ~x ∈ R
3 \ SE справедливость двух утвер-

ждений леммы следует из леммы 33.2, если упомянутая там по-
верхность σ является замкнутой, т.е. σ = SE . Для доказательства
третьего значения интеграла Гаусса выберем на поверхности SE
произвольную точку ~x и опишем вокруг нее как центра сферу Ля-
пунова Sρ радиуса ρ. Часть поверхности SE, заключенную внутри
Sρ, обозначим через SEρ (рис. 63). Тогда SE = SEρ + SE \ SEρ и
интеграл (33.26) можно записать

W (~x) =

Z

SEρ

∂

∂ny

“ 1

|~x− ~y|
”
dSy +

Z

SE\SEρ

∂

∂ny

“ 1

|~x− ~y|
”
dSy. (33.27)

Так как точка ~x находится в SEρ

Рис. 63

и не принадлежит SE \ SEρ, то
второй интеграл в (33.27), соглас-
но лемме 33.2, равен телесному уг-
лу ΩSE\SEρ

, под которым из точ-

ки ~x видна поверхность SE \ SEρ.
Поэтому при стягивании сферы Ля-
пунова в точку этот интеграл стре-
мится к −2π, а первый интеграл
в (33.27) в силу его равномерной
сходимости стремится к нулю, что
и требовалось доказать.

♦ В примере 33.1 было заме-
чено, что решение в виде (33.8)
представляет частный случай. Действительно, сравнение (33.8) и
(33.26) говорит о том, что при переходе из внутренней части сферы
во внешнюю потенциал двойного слоя испытывает, вообще говоря,
двойной скачок: от −4πν внутри сферы к −2πν на самой сфере, а
затем к нулю вне ее. В связи с этим более точно решение примера
33.1 можно записать в виде

W (rP ) =

8
><
>:

W (R)− 2πν, rP < R;

W (R), rP = R;

W (R) + 2πν, rP > R;

W (R) = −2πν. (33.28)

Рассмотрим теперь потенциал двойного слоя с переменной плот-
ностью дипольного момента ν(~x) и докажем, что для непрерывной
плотности справедливы следующие свойства.

Свойство 1. Для непрерывной и ограниченной плотности диполь-
ного момента ν(~x) потенциал двойного слоя (30.4) является непре-
рывной и ограниченной функцией для всех ~x ∈ SE.
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Действительно, в силу ограниченности плотности ν(~x) справед-
лива оценка

W (~x) =

˛̨
˛̨
Z

SE

ν(~y)
∂

∂ny

“ 1

|~x− ~y|
”
dSy

˛̨
˛̨ 6

6 m

˛̨
˛̨
Z

SE

∂

∂ny

“ 1

|~x− ~y|
”
dSy

˛̨
˛̨. (33.29)

Последний интеграл в (33.29) в силу леммы 33.1 сходится равно-
мерно для всех ~x ∈ SE. Но тогда, согласно достаточному призна-
ку равномерной сходимости, потенциал двойного слоя (30.4) также
сходится равномерно для всех ~x ∈ SE. Кроме того, из равномерной
сходимости интеграла (30.4) в силу леммы 33.2 следует и непрерыв-
ность потенциала двойного слоя для всех ~x ∈ SE.

♦ Это свойство остается справедливым и для неограниченных
поверхностей, если плотность ν(~x) имеет асимптотическую оценку

ν(~x) = O(1/|~x|κ), κ > 0, |~x| → ∞. (33.30)

� Значение потенциала двойного слоя (30.4) при ~x ∈ SE назы-
вается его прямым значением.

Таким образом, свойство 1 описывает поведение прямого значе-
ния потенциала двойного слоя.

Свойство 2. Потенциал двойного слоя (30.4) вне SE является ре-
гулярной гармонической функцией.

Действительно, согласно лемме 30.4, потенциал двойного слоя
удовлетворяет уравнению Лапласа для всех ~x /∈ SE. Кроме того,
справедлива асимптотическая оценка

W (~x) = O(|~x|−2), |~x| → ∞.

♦ Тот факт, что потенциал двойного слоя имеет указанную оцен-
ку, вообще говоря, затрудняет его использование в построении дру-
гих гармонических функций, имеющих, как правило, оценкуO(|~x|−1).

Сформулированные выше свойства характеризуют двойной слой
непосредственно на поверхности SE и вне ее. Рассмотрим поведение
потенциала двойного слоя при пересечении поверхности SE .

Свойство 3. Потенциал двойного слоя с плотностью дипольно-
го момента ν(~x), непрерывной на поверхности Ляпунова SE, имеет
пределы W+(~x) и W−(~x) при приближении к поверхности SE из-
вне и изнутри, соответственно, которые определяются через прямое
значение потенциала двойного слоя W (~x) соотношениями

W+(~x) = W (~x) + 2πν(~x), W−(~x) = W (~x)− 2πν(~x). (33.31)
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Действительно, рассмотрим значение потенциала двойного слоя

W (~x′) =

Z

SE

ν(~y)
∂

∂ny

“ 1

|~x′ − ~y|
”
dSy (33.32)

в некоторой точке ~x′. Если ~x′ ∈ SE, то интеграл (33.32) определяет
прямое значение потенциала двойного слоя; если ~x′ /∈ SE, то инте-
грал определяет гармоническую функцию. Рассмотрим поведение
интеграла (33.32), когда ~x′ → ~x. Для этого представим его в виде

W (~x′) =

Z

SE

[ν(~y)− ν(~x)] ∂

∂ny

“ 1

|~x′ − ~y|
”
dSy+

+ν(~x)

Z

SE

∂

∂ny

“ 1

|~x′ − ~y|
”
dSy . (33.33)

Второй интеграл в правой части (33.33) – интеграл Гаусса и опре-
деляется леммой 33.3. Покажем, что первый интеграл в (33.33)

W1(~x
′) =

Z

SE

[ν(~y)− ν(~x)] ∂

∂ny

“ 1

|~x′ − ~y|
”
dSy, (33.34)

где ~x′ ∈ R
3 и ~x ∈ SE, равномерно сходится в точке ~x′ = ~x. Для этого

воспользуемся непрерывностью плотности ν(~x) в точке ~x, в силу
которой для любого ε > 0 можно указать такую e(ε)-окрестность
точки ~x, принадлежащую SE , что

|ν(~y)− ν(~x)| < ε.

Тогда для любой точки ~x′, лежащей в некоторой δ(ε)-окрестности
точки ~x, будем иметь

Z

SE

[ν(~y)− ν(~x)] ∂

∂ny

“ 1

|~x′ − ~y|
”
dSy 6 ε

Z

SE

∂

∂ny

“ 1

|~x′ − ~y|
”
dSy, (33.35)

где ~x′ /∈ SE , а в силу условия (33.24)

Z

SE

[ν(~y)− ν(~x)] ∂

∂ny

“ 1

|~x′ − ~y|
”
dSy 6 εK. (33.36)

Этого достаточно для выполнения условия равномерной сходимо-
сти интеграла (33.34) и, следовательно, согласно лемме 30.1, его
непрерывности в точке ~x. С другой стороны, непрерывность инте-
грала (33.34) в точке ~x означает, что в указанной точке предельные
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значения W1(~x
′) при стремлении ~x′ → ~x извне и изнутри существу-

ют и совпадают с его прямым значением W1(~x), т.е.

W1+(~x) = W1−(~x) = W1(~x). (33.37)

Из формул (33.33), (33.37) и интеграла Гаусса (33.36) следует, что
предельные значения потенциала двойного слоя W+(~x), W−(~x) так-
же существуют, причем для ~x′ → ~x извне SE

W+(~x) = W1+(~x), (33.38)

а для ~x′ → ~x изнутри SE

W−(~x) = W1−(~x) + 4πν(~x). (33.39)

Учтем, что, согласно (33.34),

W1(~x) = W (~x)− 2πν(~x).

Тогда (33.38) и (33.39) можно записать соотношением

W+(~x) = W (~x)− 2πν(~x), W−(~x) = W (~x) + 2πν(~x),

совпадающим с (33.31) и содержащим прямое значение потенциала
двойного слоя

W (~x) =

Z

SE

ν(~y)
∂

∂ny

“ 1

|~x− ~y|
”
dSy, ~x ∈ SE . (33.40)

♦ Если ввести обозначения

W+(~x) = W (~x+ ~nx · 0), W−(~x) = W (~x− ~nx · 0),

где ~nx – внешняя нормаль к SE в точке ~x, то из (33.31) можно
получить формулы

W (~x+ ~nx · 0) = W (~x)− 2πν(~x),

W (~x− ~nx · 0) = W (~x) + 2πν(~x),
(33.41)

аналогичные формулам Сохоцкого (см. разд. «Примеры обобщен-
ных функций» части II). Из (33.41) вытекают простые соотноше-
ния, связывающие предельные значения потенциала с плотностью
потенциала двойного слоя ν(~x) и его прямым значением W (~x):

W (~x+ ~nx · 0)−W (~x− ~nx · 0) = −4πν(~x),

W (~x+ ~nx · 0) +W (~x− ~nx · 0) = 2W (~x).
(33.42)
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34. Нормальная производная
потенциала простого слоя

Продолжим начатое ранее рассмотрение свойств потенциала про-
стого слоя. Обратимся снова к примеру 32.1, из которого следует,
что радиальная производная потенциала простого слоя при перехо-
де через сферу SR терпит разрыв. Но для сферической поверхности
производная по радиусу совпадает с производной по внешней нор-
мали. Для того чтобы выяснить, как обстоит дело с нормальной
производной в общем случае, введем понятие правильной нормаль-
ной производной.

Пусть функция u(~x) опреде-

Рис. 64

лена в некоторой открытой об-
ласти E, ограниченной замкну-
той поверхностью SE. Рассмот-
рим поверхность S′

E , которая по-
лучается из SE смещением каж-
дой точки ~x ∈ SE на достаточно
малое расстояние ∆l по нормали
~n к поверхности SE внутрь области E (рис. 64). Поверхность S′

E

можно назвать «параллельной» поверхности SE, поскольку при до-
статочно малом ∆l нормаль к S′

E можно рассматривать как нор-
маль к S′

E и наоборот. Для поверхности S′
E , состоящей из внутрен-

них точек E, вычисление производной ∂u(~x′)/∂n (в предположе-
нии, что она существует) не составляет труда. Тогда производную
∂u(~x)/∂n в точке ~x ∈ SE можно рассматривать как предел

∂u(~x)

∂n
= lim
~x′→~x

∂u(~x′)

∂n
, ~x ∈ SE . (34.1)

♦ Если предел (34.1) существует и является равномерным и
непрерывным относительно ~x ∈ SE , то говорят, что функция u(~x)
обладает на границе SE области E правильной нормальной произ-
водной.

Приведенные выше рассуждения относятся к области, располо-
женной внутри поверхности SE . Но аналогично можно ввести по-
нятие правильной нормальной производной для области E, лежа-
щей вне поверхности SE. Таким образом, для SE можно рассмат-
ривать правильные нормальные производные при стремлении ~x′ к
~x ∈ SE как изнутри, так и извне SE , которые мы будем обозначать
(∂u/∂n)− и (∂u/∂n)+ соответственно.

Возвратившись к потенциалу простого слоя, запишем его нор-
мальную производную

∂V (~x)

∂n
=

∂

∂n

Z

SE

µ(y)
1

|~y − ~x|dSE , (34.2)

где ~n – внешняя нормаль к поверхности SE , проведенная из точки
~x. Результат дифференцирования интеграла в (34.2) существенным
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образом зависит от положения точки ~x. Если ~x /∈ SE, то в силу
гармоничности V (~x) вне SE можно записать

∂V (~x)

∂n
=

Z

SE

µ(y)
∂

∂nx

“ 1

|~y − ~x|
”
dSE =

Z

SE

µ(y)
cosψ

|~y − ~x|2 dSE, (34.3)

где ψ – угол между вектором ~y − ~x и внешней нормалью ~n к SE ,
проведенной из точки ~x. Предельные значения нормальной произ-
водной (34.3) при ~x /∈ SE, стремящейся к ~x ∈ SE извне и изнут-
ри, при условии их существования обозначим через (∂V (~x)/∂n)+ и
(∂V (~x)/∂n)− соответственно.

Если в (34.2) точка ~x ∈ SE , то операции дифференцирования
и интегрирования нельзя поменять местами. Тем не менее, если
формально рассматривать (34.3) для ~x ∈ SE , то этот интеграл
равномерно сходится, если SE – поверхность Ляпунова. Последнее
вытекает из того, что для ~x ∈ SE углы ϕ и ψ совпадают и, сле-
довательно, можно воспользоваться оценкой (33.11), как это было
сделано при рассмотрении потенциала двойного слоя. В силу рав-
номерной сходимости интеграла (34.3) для ~x ∈ SE он будет пред-
ставлять непрерывную функцию, для которой мы сохраним обозна-
чение (∂V/∂n)SE и которую мы будем называть прямым значением
нормальной производной потенциала простого слоя на поверхности
SE (хотя ее и нельзя в этом случае рассматривать как нормальную
производную потенциала простого слоя для ~x ∈ SE).

Сохранив нумерацию свойств потенциала простого слоя, нача-
тую ранее, сформулируем свойство, описывающее разрыв нормаль-
ной производной потенциала простого слоя.

Свойство 4. Потенциал простого слоя (30.3) с непрерывной плот-
ностью µ(~x) на поверхности Ляпунова SE имеет правильные нор-
мальные производные (∂V/∂n)+ и (∂V/∂n)− как извне, так и из-
нутри ее, связанные с прямым значением нормальной производной
(∂V/∂n)SE следующими соотношениями:

“∂V
∂n

”
+
(~x) =

“∂V
∂n

”
SE

(~x)− 2πµ(~x); (34.4)

“∂V
∂n

”
−

(~x) =
“∂V
∂n

”
SE

(~x) + 2πµ(~x). (34.5)

Доказательство этих соотношений аналогично доказательству
свойства 3 потенциала двойного слоя, описывающего разрыв (ска-
чок) потенциала двойного слоя на поверхности SE .

Из суммы и разности (34.4) и (34.5) следуют соотношения

“∂V
∂n

”
−

(~x)−
“∂V
∂n

”
+
(~x) = 4πµ(~x); (34.6)

“∂V
∂n

”
−

(~x) +
“∂V
∂n

”
+
(~x) = 2

“∂V
∂n

”
SE

(~x). (34.7)
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Иногда вместо производных по нормали ~n требуются производ-

ные по произвольному направлению ~l, образующему с ней угол θ.
В этом случае формулы (34.6) и (34.7) принимают вид

“∂V
∂l

”
−

(~x)−
“∂V
∂l

”
+
(~x) = 4πµ(~x) cos θ; (34.8)

“∂V
∂l

”
−

(~x) +
“∂V
∂l

”
+
(~x) = 2

“∂V
∂l

”
SE

(~x), (34.9)

откуда следует, что производная по касательной, в отличие от про-
изводной по нормали, не испытывает разрыва при переходе через
поверхность простого слоя.

Для рассмотренного выше класса поверхностей введение поня-
тия нормальной производной позволяет обобщить теорему 22.1.

Теорема 34.1. Если u(~x) и v(~x) — гармонические в E функции,
обладающие правильными нормальными производными, то для них
справедливы формулы Грина (22.1), (22.2).

Доказательство. Применим формулы (22.1), (22.2) к любой под-
области E′, ограниченной поверхностью S′

E . Перейдя в этих форму-
лах к пределу при ∆l→ 0, убеждаемся в справедливости теоремы.

Теоремы 24.9, 24.10 также остаются справедливыми в предполо-
жении, что решения задач Неймана имеют правильные нормальные
производные.

35. Логарифмический потенциал
(плоский случай)

В процессе рассмотрения свойств потенциалов мы неоднократно
обращались к сферически-симметричным распределениям зарядов,
масс и т.д. Остановимся теперь более подробно на распределениях,
обладающих цилиндрической симметрией. Рассмотрим объемный
потенциал, создаваемый бесконечно длинным цилиндром с плот-
ностью ρ(~x), и потенциалы простого и двойного слоя, создаваемые
цилиндрическими поверхностями с плотностями µ(~x) и ν(~x). Пред-
положим, что функции ρ(~x), µ(~x) и ν(~x) не зависят от длины цилин-
дра или цилиндрической поверхности. В результате создаваемые
ими потенциалы являются фактически функциями двух перемен-
ных. Поскольку вся теория трехмерного потенциала была построе-
на на основе потенциала точечного заряда, рассмотрим следующий
пример.

Пример 35.1. Найти потенциал бесконечно длинной заряженной
нити, вытянутой вдоль оси x3, с линейной плотностью 1/(4π).
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Решение. Бесконечно длинную нить заменим нитью конечной дли-
ны 2N , вытянутой вдоль оси x3 между координатами x3 = −N и
x3 = N . Тогда плотность ρ(~x) можно записать в виде

ρ(~x) = − 1

4π
δ(x1)δ(x2)θ(N − |x3|), (35.1)

где θ(ζ) – функция Хевисайда. Для нахождения искомого потен-
циала воспользуемся формулой (30.2), подставив в нее плотность
(35.1):

V (~x) = − 1

4π

∞Z

−∞

∞Z

−∞

NZ

−N

δ(y1)δ(y2)θ(N − |y3|)
|~x− ~y| dy =

= − 1

4π

NZ

−N

dy3p
x2

1 + x2
2 + (x3 − y3)2

=

= − 1

4π
ln
x3 −N +

p
x2

1 + x2
2 + (x3 −N)2

x3 +N +
p
x2

1 + x2
2 + (x3 +N)2

.

Если в полученном выражении величину N устремить к бес-
конечности, то исходный интеграл расходится. Эту расходимость
можно устранить «смещением точки отсчета» потенциала, т.е. до-
бавлением к нему величины ln |2N |/(2π). Тогда

lim
N→∞

V (~x) =
1

2π
ln

q
x2

1 + x2
2 =

1

2π
ln |~x|, ~x ∈ R

2.

Сравнив полученное выражение с (23.15), видим, что фунда-
ментальное решение двумерного уравнения Лапласа совпадает с
потенциалом бесконечной заряженной нити.

Отталкиваясь от фундаментального решения уравнения Лапла-
са E2(~x) = ln |~x|/(2π), можно построить теорию плоского, или лога-
рифмического, потенциала.

� Интеграл

U(~x) =

Z

E

ρ(~y) ln
1

|~x− ~y|d~y (35.2)

называется логарифмическим потенциалом, интеграл

V (~x) =

Z

γE

µ(~y) ln
1

|~x− ~y|dly (35.3)

– потенциалом простого слоя и, наконец, интеграл

W (~x) =

Z

γE

ν(~y)
∂

∂ny
ln

1

|~x− ~y|dly (35.4)
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– потенциалом двойного слоя. Если γE – кривая Ляпунова, то с
учетом интеграла Гаусса (33.26), который на плоскости имеет вид

W (~x) =

Z

γE

∂

∂ny
ln

1

|~x− ~y|dly =

8
<
:

−2π, ~x ∈ E;

−π, ~x ∈ γE;

0, ~x ∈ R
2 \ Ē,

(35.5)

все основные свойства трехмерных потенциалов можно без тру-
да переформулировать для логарифмических потенциалов (35.2)–
(35.4).

36. Применение теории потенциала
к решению краевых задач

Рассмотрим уравнение Пуассона

∆u(~x) = −F (~x), ~x ∈ E. (36.1)

Пусть

V (~x) =
1

4π

Z

E

F (~y)

|~x− ~y|d~y (36.2)

– объемный потенциал с плотностью F (~x). Поскольку, согласно
(31.29) (свойство 3), потенциал (36.2) удовлетворяет уравнению Пуас-
сона (36.1), то подстановка

u(~x) = v(~x) + V (~x) (36.3)

сводит краевые задачи для уравнения Пуассона на функцию u(~x)
к соответствующим краевым задачам для уравнения Лапласа на
функцию v(~x). Поэтому перейдем к рассмотрению краевых задач
для уравнения Лапласа. Воспользовавшись изложенной выше тео-
рией потенциала, сведем краевые задачи к интегральным уравне-
ниям, получив, таким образом, еще один метод их решения.

Итак, пусть SE – замкнутая поверхность Ляпунова, ограничи-
вающая две области: внутреннюю E и внешнюю R

3 \ Ē.
Решение внутренней (внешней) задачи Дирихле

∆u(~x) = 0, ~x ∈ E (или R
3 \ Ē), (36.4)

u(~x)
˛̨
SE

= f(~x)
˛̨
SE

(36.5)

будем искать в виде потенциала двойного слоя

u(~x) = W (~x) =

Z

SE

ν(~y)
∂

∂ny

“ 1

|~x− ~y|
”
dSy (36.6)



622 Глава 6. Элементы теории потенциалов

с неизвестной непрерывной на SE плотностью ν(~y). Решение задачи
в виде (36.6) заведомо удовлетворяет уравнению Лапласа, так как
потенциал двойного слоя является гармонической вне SE функци-
ей и для нее справедливо условие W (∞) = 0. Граничные условия
(36.5) будут выполнены, если подобрать такую плотность ν(~x), что

f(~x) = W±(~x), ~x ∈ SE, (36.7)

для внутренней и внешней задачи Дирихле, соответственно. По-
скольку предельные значения потенциала двойного слояW±(~x) удо-
влетворяют уравнениям (33.31) (свойство 3), то подстановка их в
(36.7) дает для внутренних задач

f(~x) = −2πν(~x) +

Z

SE

ν(~y)
∂

∂ny

“ 1

|~x− ~y|
”
dSy, ~x ∈ SE , (36.8)

а для внешних

f(~x) = 2πν(~x) +

Z

SE

ν(~y)
∂

∂ny

“ 1

|~x− ~y|
”
dSy, ~x ∈ SE . (36.9)

Уравнения (36.8), (36.9) представляют собой интегральные уравне-
ния Фредгольма (см. разд. «Уравнения Фредгольма») относитель-
но неизвестной плотности ν(~x) и полностью их определяют. Обо-
значив

K(~x, ~y) =
1

2π

∂

∂ny

“ 1

|~x− ~y|
”

=
cosϕ

2π|~x− ~y|2 , (36.10)

запишем уравнения (36.8), (36.9) в единой форме с помощью пара-
метра λ = ±1:

ν(~x) = λ

Z

SE

K(~x, ~y)ν(~y)dSy + g(~x), ~x ∈ SE. (36.11)

Для внутренней задачи λ = 1 и g(~x) = −f(~x)/(2π), а для внешней
λ = −1 и g(~x) = f(~x)/(2π).

Аналогично решение внутренней (внешней) задачи Неймана

∆u(~x) = 0, ~x ∈ E (или R
3 \ Ē), (36.12)

∂u

∂n

˛̨
˛
SE

= ϕ(~x)
˛̨
˛
SE

(36.13)

ищем в виде потенциала простого слоя

u(~x) = V (~x) =

Z

SE

µ(~y)

|~x− ~y|dSy (36.14)
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с неизвестной непрерывной плотностью µ(~y). Потенциал просто-
го слоя заведомо является гармоническим вне SE и удовлетворяет
условию V (∞) = 0. Для того чтобы выполнялись граничные усло-
вия (36.13), потребуем выполнения равенств

“∂V
∂n

”
±

(~x) = ϕ(~x), ~x ∈ SE . (36.15)

Поскольку потенциал простого слоя обладает правильными нор-
мальными производными с предельными значениями, удовлетворя-
ющими уравнениям (33.4), (33.5), то подстановка их в (36.15) дает

µ(~x) = λ

Z

SE

L(~x, ~y)µ(~y)dSy + p(~x), ~x ∈ SE . (36.16)

Здесь

L(~x, ~y) =
1

2π

∂

∂ny

“ 1

|~x− ~y|
”

=
cosψ

2π|~x− ~y|2 (36.17)

– ядро уравнения и λ = −1 соответствует внутренней задаче с
p(~x) = ϕ(~x)/2π, а λ = 1 – внешней с p(~x) = −ϕ(~x)/2π.

Ядра (36.10) и (36.17) получаются одно из другого перестанов-
кой аргументов, а так как они еще и вещественны, то они являются
сопряженными (союзными), т.е.

L(~x, ~y) = K∗(~x, ~y). (36.18)

С учетом этого уравнение (36.16) можно переписать в виде

µ(~x) = λ

Z

SE

K∗(~x, ~y)µ(~y)dSy + p(~x), ~x ∈ SE . (36.19)

Таким образом, для первой и второй краевых задач мы получи-
ли две пары (λ = ±1) попарно сопряженных интегральных уравне-
ния (36.11) и (36.19).

Что касается третьей внутренней (внешней) краевой задачи

∆u(~x) = 0, ~x ∈ E (или R
3 \ Ē), (36.20)

“∂u
∂n

+ hu
”˛̨

˛
SE

= ψ(~x)
˛̨
˛
SE

, (36.21)

где h > 0 и ~n – нормаль, внешняя к E (или R
3 \ Ē), то ее реше-

ние также ищем в виде потенциала простого слоя (36.14). Подобно
предыдущему, приходим к интегральным уравнениям

µ(~x) = λ

Z

SE

h
K∗(~x, ~y) +

h(~x)

2π|~x− ~y|
i
µ(~y)dSy + q(~x), ~x ∈ SE , (36.22)
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где λ = −1 соответствует внутренней краевой задаче с q(~x) =
ψ(~x)/2π, а λ = 1 – внешней с q(~x) = −ψ(~x)/2π.

� Интегральные уравнения (36.11), (36.19), (36.22) называются
интегральными уравнениями теории потенциала.

Поскольку, согласно (36.9)–(36.12), ядро K(~x, ~y) удовлетворяет
оценке

|K(~x, ~y)| = 1

2π

˛̨
˛ ∂

∂ny

“ 1

|~x− ~y|
”˛̨

˛ 6
A

2π|~x− ~y|2−α , α > 0, (36.23)

то оно является полярным, и, следовательно, к интегральным урав-
нениям теории потенциала применимы все положения теории инте-
гральных уравнений (см. гл. «Интегральные уравнения»).

Решения задач на плоскости, т.е. задач (36.4), (36.5) и (36.12),
(36.13) в R

2, также ищут в виде (36.6) и (36.14), соответственно, с
заменой фундаментального решения

E3(~x, ~y) = − 1

4π

1

|~x− ~y| на E2(~x, ~y) =
1

2π
ln |~x− ~y|.

В результате уравнения (36.11) и (36.19) запишутся в виде

ν(~x) = λ

Z

SE

K(~x, ~y)ν(~y)dSy + g(~x), ~x ∈ SE; (36.24)

µ(~x) = λ

Z

SE

K∗(~x, ~y)µ(~y)dSy + p(~x), ~x ∈ SE , (36.25)

где полярные союзные ядра равны:

K(~x, ~y) =
cosϕ

π|~x− ~y| , ~x, ~y ∈ SE ,

K∗(~x, ~y) = K(~y, ~x) =
cosψ

π|~x− ~y| , (36.26)

при этом по-прежнему λ = 1 соответствует внутренней задаче Ди-
рихле, а λ = −1 – внешней. Напротив, λ = −1 соответствует внут-
ренней задаче Неймана, а λ = 1 – внешней.

Подробное рассмотрение этих задач возможно в рамках теории
интегральных уравнений (см. гл. <Интегральные уравнения>), где
можно проследить связь чисел λ с характеристическими числами
соответствующих интегральных уравнений. Однако для простей-
ших областей решения уравнений (36.24) и (36.25) удается найти
непосредственно, не обращаясь к специальным методам решения
интегральных уравнений.

Пример 36.1. Методом потенциалов найти решение внутренней
задачи Дирихле для круга.
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Решение. Математическая постановка задачи имеет вид

∆u(~x) = 0, ~x ∈ E : |~x| < R, E ⊂ R
2; (36.27)

u(~x) = f(~x), ~x ∈ SE : |~x| = R, (36.28)

где R – радиус круга.
Согласно (36.6), решение задачи ищем в виде потенциала двой-

ного слоя

u(~x) = W (~x) = −
Z

SE

∂

∂ny

“
ln

1

|~x− ~y|
”
ν(~y)dSy =

=

Z

SE

cosϕ

|~x− ~y|ν(~y)dSy, ~x ∈ SE. (36.29)

Для плотности ν(~x) справедливо интегральное уравнение (36.24) с
λ = 1, т.е.

ν(~x) =

Z

SE

cosϕ

π|~x− ~y|ν(~y)dSy, ~x ∈ SE. (36.30)

Поскольку для ~x ∈ SE справедливо равен-

Рис. 65

ство (см. рис. 65)

cosϕ

|~x− ~y| = − 1

2R
,

то ядро

K(~x, ~y) =
cosϕ

π|~x− ~y| = − 1

2πR
, (36.31)

и уравнение (36.30) примет вид

ν(~x) = − 1

2πR

Z

SE

ν(~y)dSy − f(~x)

π
, ~x ∈ SE . (36.32)

Нетрудно заметить, что его решение можно искать в виде (по-
дробности приведены в разд. «Интегральные уравнения с вырож-
денным ядром»)

ν(~x) = − 1

π
f(~x) +A, (36.33)

где A – некоторая постоянная, определяемая подстановкой (36.33)
в (36.32). Действительно, получается

− 1

π
f(~x) +A = − 1

2πR

Z

SE

“
− 1

π
f(~y) +A

”
dSy − f(~x)

π
, ~x ∈ SE,
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или

A =
1

4π2R

Z

SE

f(~y) dSy. (36.34)

Таким образом, для функции ν(~x), являющейся решением ин-
тегрального уравнения (36.30), получим

ν(~x) = − 1

π
f(~x) +

1

4π2R

Z

SE

f(~y) dSy. (36.35)

Подставив (36.35) в (36.29), найдем решение внутренней задачи
Дирихле (~x ∈ E) в виде

u(~x) =

Z

SE

n
− 1

π
f(~y) +

1

4π2R

Z

SE

f(~y′) dSy′
o cosϕ

|~x− ~y|dSy . (36.36)

Преобразуем правую часть (36.36), учитывая, что ~x ∈ E [а не
SE, как в (36.30)]:

u(~x) = − 1

π

Z

SE

f(~y)
cosϕ

|~x− ~y|dSy +
1

4π2R

Z

SE

f(~y′) dSy′

Z

SE

cosϕ

|~x− ~y|dSy =

= − 1

π

Z

SE

f(~y)
cosϕ

|~x− ~y|dSy −
1

2πR

Z

SE

f(~y′) dSy′ =

= − 1

2πR

Z

SE

h2R cosϕ

|~x− ~y| + 1
i
f(~y)dSy =

= − 1

2πR

Z

SE

2R|~x− ~y| cosϕ+ |~x− ~y|2
|~x− ~y|2 f(~y)dSy. (36.37)

С использованием теоремы косинусов для треугольника xOy
(рис. 66)

|~x| = |~x− ~y|2 +R2 + 2R|~x− ~y| cosϕ
интеграл (36.37) приводится к виду

Рис. 66

u(~x) = − 1

2πR

Z

SE

R2 − |~x|2
|~x− ~y|2 f(~y) dSy. (36.38)

Выражение (36.38) представляет собой ин-
теграл Пуассона для внутренней задачи Ди-

рихле, полученный ранее методами Фурье и функций Грина.
Аналогично с помощью потенциалов решается и внешняя зада-

ча Дирихле.
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Пример 36.2. Методом потенциалов найти решение внутренней
задачи Неймана для круга.

Решение. Математическая постановка задачи имеет вид

∆u(~x) = 0, ~x ∈ E : |~x| < R, E ⊂ R
2; (36.39)

∂u(~x)

∂n
= f(~x), ~x ∈ SE : |~x| = R,

Z

SE

f(~y)dSy = 0, (36.40)

где R – радиус круга.
Согласно (36.14), решение задачи ищем в виде потенциала про-

стого слоя

u(~x) = V (~x) =

Z

SE

f(~y) ln
1

|~x− ~y|µ(~y) dSy. (36.41)

Для плотности µ(~x) справедливо интегральное уравнение (36.25) с
λ = −1 и ядром K∗(x, y) из (36.26):

µ(~x) = − 1

π

Z

SE

cosϕ

π|~x− ~y|µ(~y)dSy +
f(~x)

π
, (36.42)

которое с учетом (36.31) принимает вид

µ(~x) =
1

2πR

Z

SE

µ(~y)dSy +
f(~x)

π
, ~x ∈ SE . (36.43)

Решение интегрального уравнения (36.43) будем искать так же,
как решение уравнения (36.32). В результате получим

µ(~x) =
1

π
f(~x) +

1

4π2R

Z

SE

f(~y) dSy,

а с условием разрешимости задачи (36.40)

µ(~x) =
1

π
f(~x). (36.44)

Подставив (36.44) в (36.41), найдем решение внутренней задачи
Неймана в виде интеграла

u(~x) = C +
1

π

Z

SE

f(~y) ln
1

|~x− ~y|dSy
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или

u(~x) = C − 1

π

Z

SE

f(~y) ln |~x− ~y| dSy, (36.45)

представляющего собой интеграл Дини для внутренней задачи Ней-
мана, полученный ранее методом Фурье.

Аналогично с помощью потенциалов решается внешняя задача
Неймана.

Приняв во внимание, что в полярной системе координат для
окружности SE имеем

~x = (|~x|, ϕ); ~y = (R,ψ);

|~x− ~y| =
p
|~x|2 +R2 − 2|~x|R cos(ϕ− ψ); dSy = Rdψ,

запишем интегралы (36.38) и (36.45) в виде

u(~x) =
1

2π

πZ

−π

(R2 − |~x|2)f(ψ)

|~x|2 +R2 − 2|~x|R cos(ϕ− ψ)
dϕ, |~x| < R;

u(~x) = C − R

2π

πZ

−π

f(ϕ) ln[|~x|2 +R2 − 2|~x|R cos(ϕ− ψ)]dψ, |~x| < R,

полностью совпадающем с видом интегралов Пуассона (26.2) и Ди-
ни (26.5).

Пример 36.3. Методом потенциалов найти решение внутренней
задачи Дирихле для полупространства.

Решение. Математическая постановка задачи имеет вид

∆u(~x) = 0, ~x ∈ E : x3 > 0, E ⊂ R
3; (36.46)

∂u(~x)

∂n
= f(~x), ~x ∈ SE : x3 = 0. (36.47)

Решение задачи ищем в виде потенциала двойного слоя

u(~x) = W (~x) =

Z

SE

cosϕ

|~x− ~y|2 ν(~y)dSy, ~x ∈ E. (36.48)

В случае полупространства внутренняя и внешняя задачи экви-
валентны, поэтому рассмотрим только внутреннюю. Интегральное
уравнение (36.8) для плотности ν(~x) при λ = 1 примет вид

ν(~x) =

Z

SE

cosϕ

|~x− ~y|2 ν(~y)dSy −
f(~x)

2π
, ~x ∈ SE. (36.49)
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Приняв во внимание, что в интегралах (36.48) и (36.49) ~y ∈ SE ,
из треугольника axy (рис. 67) следует

cosϕ = − sinα =

(
− x3

|~x− ~y| , ~x ∈ E : x3 > 0,

0, ~x ∈ SE : x3 = 0.

Но тогда

ν(~x) = −f(~x)

2π
и, соответственно,

u(~x) = W (~x) =
x3

2π

Z

SE

f(~y)

|~x− ~y|3 dSy =

=
x3

2π

∞Z

−∞

∞Z

−∞

f(y1, y2) dy1 dy2
[(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + x2

3]
3/2

. (36.50)

Напомним, что решение (36.50) имеет

Рис. 67

смысл, если для функции f(~x) при |~x| →
∞ справедлива асимптотическая оценка
f(~x) = O(|~x|−κ), κ > 0 [см. оценку (33.30)].

Формулу (36.50) можно получить и с
помощью функции Грина задачи Дирих-
ле для полупространства (28.19). Действительно, продифференци-
ровав (28.19):

∂G(~x, ~y)

∂n

˛̨
˛
y3=0

= −∂G(~x, ~y)

∂y3

˛̨
˛
y3=0

=

= − x3

2π[(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + x2
3]

3/2

и подставив полученное выражение в (28.11), приходим к (36.50).



ГЛАВА 7

Уравнения гиперболического типа

37. Задача Коши для одномерного
однородного волнового уравнения.
Формула Даламбера

Рассмотрим одномерное гиперболическое уравнение на бес-
конечном промежутке, описывающее свободные колебания бес-
конечно длинной струны:

utt − a2uxx = 0, −∞ < x <∞,
u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x).

(37.1)

Теорема 37.1. Решение задачи Коши (37.1) имеет вид

u(x, t) =
1

2
[ϕ(x + at) + ϕ(x− at)] +

1

2a

x+at∫

x−at

ψ(y)dy. (37.2)

Формула (37.2) называется формулой Даламбера.

Доказательство. Характеристическое уравнение для исход-
ного уравнения (37.1) имеет вид (см. главу 2)

(dx)2 − a2(dt)2 = 0

и эквивалентно двум уравнениям

dx − adt = 0, dx+ adt = 0,

общие интегралы которых записываются в виде

Ψ1(x, t) = x− at = C1, Ψ2(x, t) = x+ at = C2 (37.3)

и, как будет показано ниже, играют важную роль в решении
задачи.

На плоскости xOt введем новые переменные

α = x+ at, β = x− at. (37.4)

Тогда
∂u

∂x
=
∂u

∂α
+
∂u

∂β
,

∂u

∂t
= a

∂u

∂α
− a∂u

∂β
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и, соответственно,

∂2u

∂x2
=
∂2u

∂α2
+2

∂2u

∂α∂β
+
∂2u

∂β2
,

∂2u

∂t2
= a2

(∂2u

∂α2
−2

∂2u

∂α∂β
+
∂2u

∂β2

)
.

Подставив полученные выражения в уравнение (37.1), преоб-
разуем его к виду

−4a2 ∂2u

∂α∂β
= 0 или

∂

∂α

(∂u
∂β

)
= 0. (37.5)

Следовательно,

∂u

∂β
= χ(β), u(α, β) =

∫
χ(β)dβ + f(α).

Таким образом,
u(α, β) = f(α) + g(β),

где f(α) и g(β) — произвольные дважды дифференцируемые
функции. Возвратившись к исходным переменным, получим

u(x, t) = f(x+ at) + g(x− at). (37.6)

Определим f(x), g(x) так, чтобы выполнялись начальные усло-
вия. Из начальных условий (37.1) найдем, что

f(x) + g(x) = ϕ(x), a[f ′(x)− g′(x)] = ψ(x)

и

f(x)− g(x) =
1

a

x∫

x0

ψ(y)dy + C.

Здесь C – произвольная постоянная. Следовательно,

f(x) =
1

2
ϕ(x) +

1

2a

x∫

x0

ψ(y)dy +
C

2
,

g(x) =
1

2
ϕ(x) − 1

2a

x∫

x0

ψ(y)dy − C

2
.

(37.7)

Подставив (37.7) в (37.6), получим

u(x, t) =
1

2
ϕ(x+ at) +

1

2a

x+at∫

x0

ψ(y)dy +

+
1

2
ϕ(x − at)− 1

2a

x−at∫

x0

ψ(y)dy,
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откуда следует формула (37.2).
♦ Из формулы Даламбера следует единственность решения

поставленной задачи (37.1).
♦ Функция u(x, t), определяемая формулой Даламбера (37.2),

описывает процесс распространения начального отклонения и
влияние начальной скорости на этот процесс. Действительно,
характеристики (37.3), как следует из (37.4) и (37.6), являются
линиями уровня функций g(x−at) и f(x+at). Вдоль этих кри-
вых значения функций g(C1) и f(C2) постоянны. Графически
это означает, что отклонение струны от положения равнове-
сия, зафиксированное в точке x и равное g(C1), с течением
времени равномерно перемещается вдоль оси Ox со скоростью
a в положительном направлении (вправо), сохраняя свое зна-
чение. Соответственно, отклонение f(C2) равномерно переме-
щается вдоль оси Ox с той же скоростью a в отрицательном
направлении (влево). Волны, описываемые такими функция-
ми, в физике принято называть бегущими: прямую – бегущей
вправо, обратную – бегущей влево. Функция u(x, 0) дает про-
филь струны в момент t = 0.

Таким образом, общее решение задачи Коши для бесконеч-
ной струны есть суперпозиция двух волн f(x+ at) и g(x− at),
одна из которых распространяется вправо со скоростью a, а
другая — влево с той же скоростью.

Пример 37.1. В начальный момент времени неограниченная
струна имеет форму, изображенную

Рис. 68

на рис. 68. Построить профили стру-
ны для моментов времени tk = lk/6a,
где l = d− c, а k = 1, 2, 3, 4, 11. Ука-
зать область, в которой решение за-
дачи u(x, t) равно нулю для t > 0.

Решение. Согласно условию задачи, функция ψ(x) ≡ 0. Тогда
в соответствии с (37.2) имеем

u(x, t) =
1

2
[ϕ(x − at) + ϕ(x + at)] =

1

2
ϕ(x − at) +

1

2
ϕ(x+ at),

где ϕ(x) задана графически (см. рис. 68).
Прямая 1

2ϕ(x − at) и обратная 1
2ϕ(x+ at) волны в началь-

ный момент времени t = 0 совпадают, имея амплитуду 1
2ϕ(x).

За время t > 0 график прямой волны переместится без дефор-
мации вправо на расстояние at, а график обратной волны –
влево на at. Складывая графики перемещенных прямой и об-
ратной волн в фиксированные моменты времени tk, получим
профиль струны в эти моменты времени (рис. 69).
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Рис. 69

Для решения второй части задачи можно использовать
рис. 69. Но, поскольку моменты времени tk фиксированы, то
полную информацию об областях, где u(x, t) = 0, можно по-
лучить, изобразив процесс распространения колебаний на фа-
зовой плоскости xOt (рис. 70). Отложим на оси Ox плоскости
xOt отрезок [c, d], соответствующий области первоначально-
го отклонения. Из точки d строим характеристику x−at = d,
соответствующую перемещению переднего фронта прямой вол-
ны. Из точки c строим характеристику x − at = c, описыва-
ющую перемещение заднего фронта прямой волны. Область
между этими характеристиками есть область прохождения пря-
мой волны. Аналогично характеристики x+ at = c, x+ at = d
соответствуют движению переднего и заднего фронтов обрат-
ной волны, а область между ними является областью прохо-
ждения обратной волны. Таким образом, указанные характе-
ристики выделяют три области I, II, III фазовой плоскости,
где решение задачи u(x, t) равно нулю.

Если на фазовой плоскости провести прямые t = tk, то пе-
ресечения этих прямых с характеристиками указывают обла-
сти распространения первоначального отклонения от оси Ox.
С другой стороны, если зафиксировать координату x, то мож-
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Рис. 70

но проследить процесс распространения колебаний в зависи-
мости от t. Так, наблюдатель, помещенный в точку x > d, в
начальный момент времени видит струну в положении рав-
новесия, затем регистрирует прохождение переднего и задне-
го фронтов прямой волны и снова наблюдает струну в поло-
жении равновесия. Аналогичную картину видит наблюдатель,
помещенный в точку x < c. В точке c < x < d наблюдатель
регистрирует взаимодействие задних фронтов волн, после че-
го тоже наблюдает струну в положении равновесия. Во всех
случаях в любой конечной точке x по истечении определенно-
го времени струна возвращается в положение равновесия. В
этом случае говорят, что справедлив принцип Гюйгенса.

Все сказанное справедливо, естественно, в предположении,
что струна является бесконечной и граничные условия не ока-
зывают влияния на ее поведение в области конечных значе-
ний x (как будет показано в следующем параграфе, волны,
вызываемые граничными условиями, также распространяют-
ся со скоростью a, поэтому они просто не успевают доходить
до рассматриваемого участка). Это позволяет оценить длину
струны L условием L≫ aT , где ]0, T [ — интервал времени, на
котором рассматривается процесс колебаний.

В заключение приведем геометрическую интерпретацию
формулы Даламбера для решения рассматриваемой задачи:
решение u(M) в фиксированной точкеM(xM , tM ) фазовой плос-
кости определяется первоначальными отклонениями лишь в
точках A(xM − atm, 0) и B(xM + atM , 0), которые получаются
пересечением оси Ox с характеристиками, проходящими через
точкуM (рис. 70). ТреугольникMAB называют основным ха-
рактеристическим треугольником для точки M . С точки зре-
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ния наблюдателя, находящегося в вершинеM характеристиче-
ского треугольника, струну можно считать бесконечной, если
точка M удалена от концов струны на расстояние большее,
чем atM . Точки A и B — это точки влияния начального дан-
ного ϕ(x) на значение решения u(x, t) в точке M .

Пример 37.2. Неограниченной струне, находящейся в поло-
жении равновесия, на отрезке c 6 x 6 d сообщена поперечная
начальная скорость v0 = const,

Рис. 71

вне этого отрезка начальная ско-
рость равна нулю. Построить
профиль струны для моментов
времени tk = kl/4a, где l = d−c,
а k = 0, 1, 2, 3, 4, 8. Указать об-
ласть, в которой решение u(x, t)
равно нулю для t > 0, и иссле-
довать его характер при l → 0.

Решение. По формуле Даламбера (37.2) с учетом ϕ(x) = 0
имеем

u(x, t) =
1

2a

x+at∫

x−at

ψ(y)dy = Ψ(x+ at)−Ψ(x− at), (37.8)

где Ψ(x) есть первообразная функции ψ(x), которую опреде-
лим формулами

Ψ(x) =
1

2a

x∫

x0

ψ(y)dy =





0, −∞ < x < c,
v0(x− c)

2a
, c 6 x 6 d,

v0l

2a
, d < x < +∞.

(37.9)

Здесь x0 = c и d − c = l. На рис. 71 изображены графики
функции ψ(x) и ее первообразной Ψ(x).

Профиль струны для моментов времени tk может быть
получен, согласно (37.8), вычитанием графика прямой волны
Ψ(x − at) из графика обратной волны Ψ(x + at) и имеет вид,
изображенный на рис. 72.

Для решения второй части задачи в фазовой плоскости xOt
отложим на оси Ox отрезок [c, d], соответствующий области
действия начальной скорости v0. Из точки d строим характе-
ристику x−at = d, описывающую движение переднего фронта
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Рис. 72

прямой волны. Аналогично характеристика x+at = c описыва-
ет перемещение переднего фронта обратной волны. Отметим,
что волны, возникающие за счет первоначальных скоростей
(импульсов), в отличие от волн, возникающих под действием
первоначальных отклонений, в любой момент времени не име-
ют заднего фронта (ср. с предыдущим примером). В силу этого
построенные характеристики выделяют на фазовой плоскости
не три, а две области I, II, где решение u(x, t) = 0.

По этой же причине наблюдатель, помещенный в фикси-
рованную конечную точку x, первоначально видит струну в
положении равновесия, затем, по мере прохождения передне-
го фронта волны, регистрирует движение струны от положе-
ния равновесия до максимального отклонения, равного v0l/2a,
при котором струна «замирает». Такое поведение наблюдаемо-
го участка струны напоминает смещение твердого тела на рас-
стояние, соответствующее заданному импульсу. В этом случае
говорят, что имеет место диффузия волн, нарушающая прин-
цип Гюйгенса.
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Рис. 73

С учетом этого решение в фиксированной точкеM(xM , tM )
(рис. 73) основного характеристического треугольника MAB
определится первоначальными скоростями не только в точках
A(xM − atM , 0), B(xM + atM , 0), но во всех точках отрезка
[A,B].

Для нахождения решения при l → 0 предположим, что
суммарный импульс I, передаваемый струне в момент времени
t = 0, равномерно распределен по отрезку [c, d] с плотностью
ρ и равен

I =

d∫

c

v0ρ dx = v0ρl.

Тогда первообразную (37.9) можно переписать в виде

Ψ(x) =





0, −∞ < x < c,

I(x− c)
2alρ

, c 6 x 6 d,

I

2aρ
, d < x <∞,

откуда формальным переходом к пределу l → 0 получим со-
отношение

Ψ(x) =

{
0, −∞ < x < c,
I

2aρ
, c 6 x <∞,

которое с помощью θ-функции (см. разд. «Примеры обобщен-
ных функций» части II) можно записать в виде

Ψ(x) =
I

2aρ
θ(x− c).
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В силу рассмотренного предельного перехода, схематично
изображенного на рис. 74, процесс распространения волн,

соответствующий рис. 73, транс-

Рис. 74

формируется к процессу, соответ-
ствующему рис. 75. Этот резуль-
тат можно получить проще, если
использовать дельта-функцию δ(x).
Действительно, записав начальное

условие в виде

ut(x, 0) =
I

ρ
δ(x− c),

из формулы Даламбера (37.2) найдем решение

u(x, t) =
1

2a

x+at∫

x−at

I

ρ
δ(x− c)dx =

I

2aρ
[θ(x+ at− c)− θ(x− at− c)],

Рис. 75
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график которого для моментов времени t1 = l/(4a), t2 = 2l/(4a)
показан на рис. 75.

В рассмотренных выше примерах последовательно иссле-
довался процесс распространения колебаний с начальными усло-
виями u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = 0 и u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = ψ(x).
Общий случай, когда оба начальных условия отличны от нуля,
в силу линейности волнового уравнения представляет собой
суперпозицию полученных решений.

Следует также отметить, что графики функции u(x, t), фи-
гурирующие в этих примерах, содержат ломаные линии и раз-
рывы, что противоречит требованию непрерывной дифферен-
цируемости функции u(x, t) и ее частных производных до вто-
рого порядка включительно. Это противоречие можно рас-
сматривать двояко. С одной стороны, можно считать, что в
окрестностях излома функции являются гладкими и ломаные
линии использованы для удобства построения. С другой сто-
роны, можно рассматривать решение задачи (37.1) в классе
обобщенных функций, допускающих такие решения, и, более
того, в других физических интерпретациях (акустические ко-
лебания и др.), имеющих естественное физическое обоснова-
ние (ударные волны).

♦ Как правило, решение задачи Коши в обобщенной постанов-
ке выражается через обобщенные функции. Поэтому уравнение Да-
ламбера действительно может иметь разрывные решения. Здесь мы
ограничимся доказательством того факта, что разрывы могут на-
ходиться только на характеристиках.

Действительно, оператор Даламбера

2 =
∂2

∂t2
− a2 ∂

2

∂x2

из (37.1) можно представить в виде

2 = bL+
bL−,

где

bL+ =
∂

∂t
+ a

∂

∂x
, bL− =

∂

∂t
− a ∂

∂x

представляют собой операторы дифференцирования вдоль векто-
ров ~a+ = (a, 1) и ~a− = (−a, 1). На фазовой плоскости xOt эти век-
торы параллельны характеристикам (37.3). Оператор Даламбера
примет вид (37.5)

2 = bL+
bL− = −4a2 ∂2

∂α∂β
.
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Таким образом, оператор Даламбера 2 можно рассматривать как

композицию коммутирующих операторов bL+, bL− дифференциро-
вания вдоль характеристик. Следовательно, 2 обращает в нуль
любую функцию, постоянную вдоль характеристик, включая раз-
рывную, что и подтверждает возможность существования разрывов
только на характеристиках. Это утверждение достаточно наглядно
иллюстрируется графиками рис. 75.

38. Теорема о единственности
решения смешанной задачи
для одномерного волнового уравнения

Лемма 38.1. Пусть функция v(x, t) – классическое решение (см.
гл. 3) смешанной задачи для одномерного волнового уравнения

ρ(x)
∂2v

∂t2
=

∂

∂x

“
k(x)

∂v

∂x

”
, 0 < x < l, t > 0, (38.1)

удовлетворяющее краевым и начальным условиям

v(0, t) = v(l, t) = 0, v(x, 0) = ϕ(x), vt(x, 0) = ψ(x), (38.2)

где ρ(x) > 0, k(x) > 0. Тогда функция

E(t) =
1

2

lZ

0

[k(vx)
2 + ρ(vt)

2]dx (38.3)

не зависит от времени, т.е. E(t) = const.

♦ Напомним, что классическое решение задачи (38.1), (38.2)
есть функция v(x, t), дважды непрерывно дифференцируемая на
множестве ]0, l[×]0,∞[= W∞, непрерывная вместе со своими пер-

выми производными в замкнутой полуполосе W∞, удовлетворяет
в W∞ уравнению (38.1), начальным и граничным условиям (38.2),
если ρ(x) непрерывна, а k(x) непрерывно дифференцируема на от-
резке [0, l].

♦ Уравнение (38.1) можно интерпретировать как уравнение про-
дольных колебаний стержня длины l, где ρ(x) — линейная плот-
ность стержня, k(x) — его линейная упругость. Тогда функция
E(t) (38.3) есть полная (кинетическая + потенциальная) энергия
системы. Эта система — непрерывная среда, каждая точка которой
является осциллятором. Напомним, что в классической механике
энергия осциллятора записывается в виде

E =
mẋ2

2
+
kx2

2
.
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Условие dE/dt = 0 означает отсутствие притока энергии.

Доказательство. Найдем

dE(t)

dt
=

lZ

0

(kvxvxt + ρvtvtt)dx =

=

lZ

0

h
kvxvxt + vt∂x

“
k
∂v

∂x

”i
dx =

lZ

0

∂

∂x
(kvxvt)dx = kvxvt

˛̨
˛
l

0
.

Так как концы стержня закреплены, то для согласования началь-
ных и граничных условий выполняется vt(0, t) = vt(l, t) = 0. Следо-
вательно,

dE

dt
= 0

и

E(t) = E(0) =
1

2

lZ

0

h
k(x)ψ2(x) + ρ(x)

“∂ϕ(x)

∂x

”2i
dx. (38.4)

Теорема 38.1. Классическое решение смешанной задачи для вол-
нового уравнения

ρ(x)utt = ∂x(k(x)ux) + F (x, t), ρ(x) > 0, k(x) > 0 (38.5)

с условиями

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x),
u(0, t) = µ1(t), u(l, t) = µ2(t)

(38.6)

единственно.

Доказательство. Предположим противное: пусть u1 и u2 — два
решения задачи (38.5), (38.6). Тогда функция v = u1−u2 удовлетво-
ряет условиям леммы 38.1 с нулевыми начальными и граничными
условиями. Из (38.4) следует, что E(0) = 0 = E(t), а из выражения
(38.3) — v = 0, т.е. u1 = u2.

39. Смешанная задача для одномерного
однородного волнового уравнения
на полупрямой. Метод Даламбера

Эта задача, в отличие от рассмотренной выше задачи Коши,
имеет важное значение для изучения и описания процессов отра-
жения волн различной природы. Основные особенности и методы
решения этой задачи рассмотрим на примере колебаний струны,
вытянутой вдоль оси Ox, один конец которой совмещен с началом
координат, а другой находится на большом (L≫ at) расстоянии от
начала координат, формально — на +∞.
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39.1. Метод падающих и отраженных волн

Математическая постановка смешанной задачи имеет вид

utt − a2uxx = 0, x > 0, t > 0,
u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x), (39.1)

u(0, t) = µ(t), (39.2)

где µ(t) – гладкая заданная функция. Здесь мы рассматриваем
неоднородные граничные условия первого рода.

На фазовой плоскости xOt проведем из начала координат ха-
рактеристику x − at = 0, которую, в отличие от других, будем на-
зывать главной. Как следует из рис. 76, свойством главной харак-
теристики является то, что она делит всю область решения задачи
на две: под главной характеристикой, где x− at > 0 (I), и над глав-
ной характеристикой, где x − at < 0 (II). Область I содержит ось
Ox (t = 0), на которой задаются начальные условия, а область II
содержит ось Ot (x = 0), на которой задаются граничные условия.
Такое деление позволяет искать решение задачи, составленное из
двух частей. Одна часть решения в области I должна отвечать за
выполнение только начальных условий, тогда как вторая часть в
области II – за выполнение граничных условий. Естественно, что
полное решение должно удовлетворять как начальным, так и гра-
ничным условиям.

Рассмотрим область I

x− at > 0.

Решение задачи, как и раньше, будем искать в виде (37.6)

u(x, t) = g(x− at) + f(x+ at). (39.3)

Подставив (39.3) в начальные условия (39.1) и проинтегрировав по-

Рис. 76
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лученную систему, находим решения

g(x) =
1

2

»
ϕ(x)− 1

a

xZ

0

ψ(y)dy − C

a

–
,

f(x) =
1

2

»
ϕ(x) +

1

a

xZ

0

ψ(y)dy +
C

a

–
,

x > 0,

отличающиеся от аналогичных, полученных при выводе форму-
лы Даламбера (37.2), только областью определения, ограниченной
условием x > 0 вместо −∞ < x < +∞, так как ϕ(x) и ψ(x) опреде-
лены теперь только для x > 0.

Возвратившись к исходным аргументам, для x− at > 0 имеем

g(x− at) =
1

2

»
ϕ(x− at)− 1

a

x−atZ

0

ψ(y)dy − C

a

–
(39.4)

и

f(x+ at) =
1

2

»
ϕ(x+ at) +

1

a

x+atZ

0

ψ(y)dy +
C

a

–
. (39.5)

Сложив (39.4) и (39.5), при x− at > 0 находим для u(x, t) формулу

u(x, t) =
1

2

»
ϕ(x+ at) + ϕ(x− at) +

1

a

x+atZ

x−at

ψ(y)dy

–
, (39.6)

совпадающую с формулой Даламбера (37.2) по форме, но отлича-
ющуюся от нее тем, что формула (39.6) справедлива только в об-
ласти I (x − at > 0). Отметим, что это различие возникает только
за счет функции g(x− at) (39.4), поскольку ее аргумент становит-
ся отрицательным, если x − at < 0, тогда как функция f(x + at),
определяемая формулой (39.5), может быть использована на всей
фазовой плоскости, поскольку ее аргумент всегда положителен.

С учетом вышесказанного решение в области II

x− at < 0

ищем в виде
u(x, t) = ḡ(x− at) + f(x+ at), (39.7)

где f(x+ at) определена формулой (39.5), а ḡ(x− at) – неизвестная
функция, подлежащая определению из граничного условия (39.2).
Условимся волну f(x+at) в области II называть падающей, а волну
ḡ(x−at) – отраженной. На рис. 76 характеристики падающей волны
изображены непрерывными линиями, а отраженной – штриховыми.
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Подставив (39.7) в (39.2), получим равенство

ḡ(−at) + f(at) = µ(t),

которое после замены переменной t = −z/a, z < 0, примет вид

ḡ(z) + f(−z) = µ(−z/a), z < 0.

Отсюда, согласно (39.5), имеем

ḡ(z) = µ(−z/a)− 1

2

»
ϕ(−z) +

1

a

−zZ

0

ψ(y)dy +
C

a

–

или

ḡ(x− at) = µ
“
t− x

a

”
−

−1

2

»
ϕ(at− x) +

1

a

at−xZ

0

ψ(y)dy +
C

a

–
. (39.8)

Тогда u(x, t) из (39.7) запишется как

u(x, t) = µ
“
t− x

a

”
+

1

2
[ϕ(at+ x)− ϕ(at− x)]+

+
1

2a

at+xZ

at−x

ψ(y)dy, x− at < 0. (39.9)

Окончательное решение задачи (39.1), (39.2) имеет вид

u(x, t) =

8
>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>:

µ
“
t− x

a

”
+

1

2
[ϕ(at+ x)− ϕ(at− x)]+

+
1

2a

at+xZ

at−x

ψ(y)dy, x− at < 0;

1

2
[ϕ(x+ at) + ϕ(x− at)]+

+
1

2a

x+atZ

x−at

ψ(y)dy, x− at > 0.

(39.10)

Поскольку решение (39.10) задается в областях I и II разными фор-
мулами, оно может быть разрывным вдоль главной характеристи-
ки. Для выяснения этого вопроса в произвольной точке главной
характеристики вычислим

lim
x−at→−0

u(x, t)− lim
x−at→+0

u(x, t) = µ(0)− ϕ(0). (39.11)
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При вычислении (39.11) использованы формула (39.10) и тот факт,
что волна f(x+at) на главной характеристике непрерывна, так как
ее линии уровня x + at = const пересекают прямую x− at = 0 (см.
рис. 76).

Таким образом, если физическая интерпретация задачи (39.1),
(39.2) допускает разрывные решения, то такой разрыв возможен
только на главной характеристике (39.11). Этот разрыв постоянен,
поскольку он обусловлен разностью граничного и начального усло-
вий в точке, соответствующей началу координат.

В задачах, не допускающих разрывных решений (разрыва стру-
ны в нашем случае), начальные и граничные условия ϕ(x), µ(t) не
могут выбираться произвольно и должны быть согласованы усло-
вием непрерывности в точке (0,0)

µ(0) = ϕ(0), (39.12)

которое, как показано выше, обеспечивает непрерывность решения
(39.10) на всей главной характеристике.

Перейдем к рассмотрению смешанной задачи с граничным усло-
вием второго рода

ux(0, t) = ν(t), t > 0. (39.13)

Решение задачи (39.1), (39.13) во многом повторяет решение задачи
(39.1), (39.2). Основное различие заключается в том, что функция
ḡ(x− at) в данном случае должна определяться из условия (39.13),
а не из (39.2). Подставив (39.7) в (39.13), получим уравнение

g′(−at) + f ′(at) = ν(t),

которое после замены переменной t = −z/a примет вид

ḡ′(z) + f ′(−z) = ν(−z/a)
дифференциального уравнения с общим интегралом

ḡ(z)− f(−z) = −a
−z/aZ

0

ν(y)dy + C1,

где C1 – произвольная постоянная. Отсюда с учетом (39.5) найдем

ḡ(z) =
1

2

»
ϕ(−z) +

1

a

−zZ

0

ψ(y)dy +
C

a

–
− a

−z/aZ

0

ν(y)dy + C1

или

ḡ(x− at) =
1

2

»
ϕ(at− x) +

1

a

at−xZ

0

ψ(y)dy +
C

a

–
−
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−a
t−x/aZ

0

ν(y)dy + C1. (39.14)

Сложив (39.14) и (39.5), получим выражение u(x, t) для x− at < 0

u(x, t) = −a
t−x/aZ

0

ν(y)dy +
1

2
[ϕ(x+ at) + ϕ(at− x)]+

+
1

2a

» x+atZ

0

ψ(y)dy +

at−xZ

0

ψ(y)dy

–
+
C

a
+ C1. (39.15)

Окончательное решение второй краевой задачи (39.1), (39.13) имеет
вид

u(x, t) =

8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

−a
t−x/aZ

0

ν(y)dy +
1

2
[ϕ(x+ at) + ϕ(at− x)]+

+
1

2a

» x+atZ

0

ψ(y)dy +

at−xZ

0

ψ(y)dy

–
+

+
C

a
+ C1, x− at < 0;

1

2
[ϕ(x+ at) + ϕ(at− x)]+

+
1

2a

x+atZ

x−at

ψ(y)dy, x− at > 0.

(39.16)

Для выяснения условия непрерывности решения (39.16) на глав-
ной характеристике, как и для первой краевой задачи, вычислим
пределы lim

x−at→±0
u(x, t). В результате имеем

lim
x−at→−0

u(x, t)− lim
x−at→+0

u(x, t) =
C

a
+ C1. (39.17)

Таким образом, для физических задач, допускающих разрывные
решения, функция u(x, t) (39.16) имеет скачок величиной C/a+C1,
который не может быть найден из условий (39.1), (39.13). Возника-
ющая неопределенность может быть устранена в каждом конкрет-
ном случае только с помощью дополнительных условий, вытекаю-
щих из физической природы рассматриваемого процесса.

Например, требование непрерывности решений приводит к усло-
вию

C

a
+ C1 = 0.
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Тогда решение задачи (39.1), (39.13) определено однозначно.
Структура формул (39.10), (39.16) имеет достаточно простое

объяснение. Поскольку волны, вызванные воздействием граничных
условий, также распространяются со скоростью a, то они могут вза-
имодействовать только с падающими волнами в области II, образуя
отраженные волны и не изменяя прямые волны в области I, вызван-
ные начальными условиями. Это и объясняет отсутствие функций
µ(t), ν(t) во вторых частях формул (39.10) и (39.16).

Более того, оказывается, что решение смешанной задачи с крае-
выми условиями второго рода может быть сведено к решению сме-
шанной задачи со специальными граничными условиями первого
рода.

Действительно, однозначное решение смешанной задачи с кра-
евыми условиями первого рода возможно при задании трех функ-
ций: ϕ(x), ψ(x), µ(t) = u(0, t). По найденному решению можно опре-
делить и ux(0, t) = ν(t). Отсюда можно предположить, что суще-
ствует соотношение, связывающее все четыре функции: ϕ(x), ψ(x),
µ(t) и ν(t). Для нахождения этого соотношения продифференциру-
ем (39.10) по x и положим x = 0. В результате получим

ν(t) = ϕ′(at) +
1

a
ψ(at)− 1

a
µ′(t). (39.18)

Аналогичное интегральное соотношение можно получить из непре-
рывного (C/a+C1 = 0) решения (39.16), положив в нем x = 0:

µ(t) = −a
tZ

0

ν(y)dy + ϕ(at) +
1

a

atZ

0

ψ(y)dy. (39.19)

Таким образом, решение смешанной задачи с краевым условием
ux(0, t) = ν(t) (39.13) можно получить из решения смешанной за-
дачи с граничным условием первого рода

u(0, t) = −a
tZ

0

ν(y)dy + ϕ(at) +
1

a

atZ

0

ψ(y)dy.

Легко проверить, что подстановка (39.19) в (39.10) дает реше-
ние (39.16). Аналогичным способом решение смешанной задачи с
краевым условием третьего рода тоже может быть сведено к ре-
шению смешанной задачи с краевым условием первого рода. Хотя
теоретически решение любой одномерной классической смешанной
задачи может быть сведено к решению смешанной задачи с гранич-
ным условием первого рода, практически это не всегда оправдано.

Изложенный выше общий метод решения смешанных задач на
полубесконечной прямой, который иногда называют методом пада-
ющей и отраженной волны, в некоторых частных случаях может
быть заменен более простым методом четного и нечетного продол-
жения начальных условий.
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39.2. Метод четного и нечетного продолжения

Рассмотрим смешанную задачу с однородным краевым услови-
ем первого рода

utt = a2uxx, x > 0, t > 0;
u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x), x > 0; (39.20)

u(0, t) = 0, t > 0.

Ее решение дается формулой (18.27) при µ(t) = 0.
Покажем, что решение задачи (39.20) может быть сведено к ре-

шению задачи только с начальными условиями, т.е. задачи Коши.
Действительно, решение задачи Коши

utt = a2uxx, −∞ < x <∞, t > 0;

u(x, 0) = Φ(x), ut(x, 0) = Ψ(x), −∞ < x <∞,
(39.21)

где функции Φ(x), Ψ(x) являются нечетными продолжениями функ-
ций ϕ(x) и ψ(x) на всю ось Ox, в области x > 0 совпадает с решени-
ем задачи (39.20). Это объясняется тем, что решение задачи (39.21),
согласно формуле Даламбера

u(x, t) =
Φ(x− at) + Φ(x+ at)

2
+

1

2a

x+atZ

x−at

Ψ(y)dy, (39.22)

при x = 0 имеет вид

u(0, t) =
Φ(−at) + Φ(at)

2
+

1

2a

atZ

−at

Ψ(y)dy

и обращается в нуль для нечетных функций Φ(x) и Ψ(x). Следова-
тельно, граничные условия задачи (39.20) выполняются автомати-
чески.

Воспользуемся явным видом функций Φ(x) и Ψ(x):

Φ(x) =


ϕ(x), x > 0,
−ϕ(−x), x < 0;

Ψ(x) =


ψ(x), x > 0,
−ψ(−x), x < 0.

(39.23)

Подставив (39.23) в (39.22), придем к уже полученной форме ре-
шения (39.10). В этом и заключается смысл метода нечетного про-
должения начальных условий для смешанной задачи (39.20). Легко
проверить, что все сказанное остается справедливым, если гранич-
ное условие задается в точке x0 6= 0. Естественно, в этом случае
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Рис. 77

функции ϕ(x) и ψ(x) нечетно продолжаются относительно точки
x0.

Несомненным достоинством этого метода является простота и
наглядность графического построения решения u(x, t) как решения
задачи Коши.

Пример 39.1. Решить задачу с начальными условиями примера
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37.1, считая струну полубесконечной с закрепленным левым краем.
Построить профили струны для tk = kl/a, k = 0, 1, . . . , 9.

Решение. На плоскости xOu в области x>0, которую будем назы-
вать физической, строим график реального первоначального откло-
нения (см. рис. 77). Внефизической(фиктивной)области x<0 стро-
им график фиктивных первоначальных отклонений, являющийся
нечетным продолжением графика ϕ(x). Затем, как и в примере 37.1,
оба первоначальных отклонения с течением времени разбиваются
на прямые и обратные волны. Прямая фиктивная волна, взаимо-
действуя с обратной (падающей) реальной волной, образуют реаль-
ную прямую (отраженную) волну в области x > 0. В результате в
физической области имеем две бегущие волны: прямую начальную
и прямую отраженную – с амплитудами противоположных знаков
(в противофазах). Рис. 78 наглядно иллюстрирует все сказанное.
Во избежание излишних построений в нефизической области x < 0
целесообразно построение только графика нечетным образом про-
долженной падающей обратной волны.

Рассмотрим теперь задачу (39.1) с однородным краевым услови-
ем второго рода ux(0, t) = 0. Ее решение задается формулой (39.16)
с ν(t) = 0. Покажем, что ее решение также может быть получено
из решения задачи Коши (39.22), где функции Φ(x) и Ψ(x) являют-
ся четными продолжениями начальных условий ϕ(x), ψ(x) на всю
ось Ox. Действительно, решение задачи (39.21) задается формулой
(39.22) и тогда

ux(0, t) =
Φ′(at) + Φ′(−at)

2
+

1

2a
[Ψ(at)−Ψ(−at)] = 0. (39.24)

Второе слагаемое этой суммы обращается в нуль в силу четности
функции Ψ(x), а первое – в силу нечетности (или равенства нулю)

Рис. 78
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производной от четной функции. Тем самым решение задачи Ко-
ши в области x > 0 совпадает с решением второй краевой задачи,
поскольку граничные условия (39.24) выполняются автоматически.

Функции Φ(x) и Ψ(x) задаются формулами

Φ(x) =


ϕ(x), x > 0,
ϕ(−x), x < 0;

Ψ(x) =


ψ(x), x > 0,
ψ(−x), x < 0.

Подставив их в (39.22), приходим к уже полученной форме решения
(39.16). Естественно, что если граничное условие задается в точке
x0 6= 0, то функции ϕ(x) и ψ(x) четно продолжаются относительно
точки x0.

Графическое построение решения смешанной задачи для гра-
ничных условий второго рода практически совпадает со схемой,
изложенной для граничных условий первого рода (см. предыду-
щий пример) с той разницей, что продолжение начальных условий
в нефизическую область x < 0 проводится четным образом.

Пример 39.2. Найти закон колебаний полубесконечной струны,
вызванных начальными отклонениями u(x, 0) = ϕ0e

−x и начальны-
ми скоростями ut(x, 0) = ψ0 cosωx, если ее левый конец упруго, с
коэффициентом жесткости h, закреплен в точке x = 0, колеблю-
щейся по закону A cosαt. Исследовать решение в зависимости от
постоянных ϕ0, ψ0, A, ω, h.

Решение. Требуется найти непрерывное (струна) решение смешан-
ной задачи с краевыми условиями третьего рода

utt = a2uxx, x > 0, t > 0;
u(x, 0) = ϕ0e

−x, ut(x, 0) = ψ0 cosωx; (39.25)

ux(0, t) = h[u(0, t)− A cosαt].

Рассмотрим область I: x− at > 0 (см. рис. 76).
В этой области справедлива формула Даламбера (37.2)

u(x, t) =
ϕ0

2
[e−(x−at) + e−(x+at)] +

ψ0

2a

x+atZ

x−at

cosωy dy, (39.26)

которую после интегрирования можно записать в виде суммы пря-
мой и обратной волн

u(x, t) = g(x− at) + f(x+ at), (39.27)

где

g(x− at) =
ϕ0

2
e−(x−at) − ψ0

2aω
sin ω(x− at), (39.28)

f(x+ at) =
ϕ0

2
e−(x+at) +

ψ0

2aω
sinω(x+ at). (39.29)
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Рассмотрим область II: x− at < 0 (см. рис. 76).
В этой области решение ищем в виде

u(x, t) = ḡh(x− at) + f(x+ at). (39.30)

Здесь f(x + at) – падающая волна, определенная (39.29), а ḡh(x −
at) – отраженная волна, подлежащая определению из граничного
условия (39.25).

Подставив (39.30) в граничное условие, получим дифференци-
альное уравнение (штрих означает производную по всему аргумен-
ту)

ḡ′h(−at)− hḡh(−at) =

=
ϕ0

2
(1 + h)e−at − ψ0

2a

“
cosωat− h

ω
sinωat

”
−Ah cosαt,

которое после замены переменной at = −z, z < 0, примет вид

ḡ′h(z)− hḡh(z) = F (z), (39.31)

где

F (z) =
ϕ0

2
(1 + h)ez − ψ0

2a

“
cosωz +

h

ω
sinωz

”
− Ah cos

αz

a
. (39.32)

Уравнение (39.31) легко интегрируется:

ḡh(z) = C(z)ehz, (39.33)

где

C(z) =

Z
e−hzF (z)dz. (39.34)

Отсюда с учетом (39.32) и (39.33) найдем явный вид профиля от-
раженной волны

ḡh(z) =
ϕ0

2

1 + h

1− he
z − ph(ωz)− qh

“α
a
z

”
+ Che

hz. (39.35)

Здесь Ch – произвольная постоянная, а ph(ωz) и qh(αz/a) задаются
выражениями

ph(ωz) =
ψ0

2a(h2 + ω2)

hω2 − h2

ω
sinωz − 2h cosωz

i
, (39.36)

qh(αz/a) =
Aha

(ha)2 + α2

h
α sin

αz

a
− ha cos

α

a
z

i
(39.37)

и, соответственно,

ḡh(x− at) =
ϕ0(1 + h)

2(1− h) e
x−at − ph(ω(x− at))−
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−qh
“α
a

(x− at)
”

+ Che
h(x−at). (39.38)

Произвольная постоянная Ch находится из условия непрерывности
волн g(x − at) и ḡh(x − at) на главной характеристике x − at = 0.
Согласно (39.38) и (39.28), имеем

(1 + h)ϕ0

2(1− h) − ph(0)− qh(0) + Ch =
ϕ0

2
(39.39)

и, следовательно,

Ch = − hϕ0

1− h + ph(0) + qh(0). (39.40)

При h = 1 решение уравнения (39.31) имеет вид

ḡ1(x− at) = (x− at)ϕ0e
x−at − p1(ω[x− at])−

−q1(α[x− at]/a) + C1e
x−at, (39.41)

где p1(ωz), q1(αz/a) определяются формулами (39.36), (39.37) при
h = 1, а

C1 =
ϕ0

2
+ p1(0) + q1(0). (39.42)

При h = ∞ граничное условие (39.25) преобразуется в граничное
условие первого рода

u(x, 0) = A cosαt,

а дифференциальное уравнение (39.31) — в алгебраическое

−ḡ∞(z) =
ϕ0

2
ez − ψ0

2aω
sinωz − A cos

α

a
z.

Отсюда

ḡ∞(x− at) =

= −ϕ0

2
ex−at − ψ0

2aω
sinω(x− at) +A cos

α

a
(x− at) (39.43)

с условием непрерывности на главной характеристике

ϕ0 = A. (39.44)

Таким образом, непрерывное решение задачи (39.25) имеет вид

u(x, t) =


ḡh(x− at) + f(x+ at), x− at < 0;

g(x− at) + f(x+ at), x− at > 0,
(39.45)

где g(x − at), f(x + at) определены формулами (39.28), (39.29), а
ḡh(x− at), в зависимости от h, формулами (39.38), (39.41), (39.43).
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Соотношения между частотами α и ω, амплитудами ϕ0, ψ0, A
влияют на характер решения (39.45). Не проводя полного исследо-
вания, отметим некоторые частные случаи.

1. ϕ0 = ψ0 = 0. Процесс колебаний струны определяется только
граничными условиями. В этом случае u(x, t) имеет вид

u(x, t) =


ḡh(x− at), x− at < 0;
0, x− at > 0, (39.46)

поскольку g(x− at) = f(x+ at) = 0.

a) h = 0, что соответствует граничному условию ux(0, t) = 0. Со-
гласно (39.36)–(39.38), ḡh(x − at) = 0, u(x, t) = 0, что вполне
естественно, поскольку к нулевым начальным условиям добав-
ляется нулевое граничное условие.

б) h =∞, граничное условие первого рода u(0, t) = A cosαt,

ḡ∞(x− at) = A cos
α

a
(x− at).

Этот случай примечателен тем, что существует отличное от ну-
ля решение, имеющее на главной характеристике разрыв, рав-
ный A. Условие неразрывности (39.44) приводит к A = ϕ0 = 0,
что дает непрерывное, но равное нулю решение u(x, t) = 0.

в) 0 < h <∞, граничные условия общего вида

ux(0, t) = h[u(0, t)− A cosαt].

Поскольку при ϕ0 = ψ0 = 0 функция ḡ1(x − at) представляет
собой частный случай ḡh(x− at), то для всех h, включая h = 1,
согласно (39.38), (39.41), решение u(x, t) имеет вид

u(x, t) =

8
>>><
>>>:

A(ha)2

(ha)2 + α2

h
cos

α

a
(x− at)−

− α

ha
sin

α

a
(x− at)− eh(x−at)

˜
, x− at < 0;

0, x− at > 0,

(39.47)

и процесс колебаний струны сводится фактически к распростра-
нению граничных условий вдоль нее. Соответствующие графи-
ки при частных значениях A = 1,25, h = 2, a = 1, α = 1 для
моментов времени t = 0, 1, 3, 5, 10 приведены на рис. 79.

Как следует из (39.47), если точка упругого закрепления не
колеблется (α = 0), а зафиксирована на расстоянии A от оси
Ox, то (39.47) упрощается до формулы

u(x, t) =


A[1− eh(x−at)], x− at < 0;
0, x− at > 0,
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Рис. 79

которая графически изображена на рис. 80 для моментов вре-
мени t = 2, 4, 6, 8, 10 при h = 1, A = 1.

Наконец, при A = 0 граничное условие вырождается в одно-
родное ux(0, t) − hu(0, t) = 0, что в совокупности с нулевыми
начальными условиями позволяет предполагать u(x, t) = 0, что
и следует из (39.47).

2. ϕ0 6= 0, ψ0 = 0. Процесс колебаний определяется только на-
чальными отклонениями и граничными условиями.

a) h = 0, ux(0, t) = 0, левый конец свободен. Согласно (39.28),
(39.29), (39.38), решение выражается функцией

u(x, t) =

8
><
>:

ϕ0

2
[ex−at + e−(x+at)], x− at < 0;

ϕ0

2
[e−(x−at) + e−(x+at)], x− at > 0,

график которой при ϕ0 = 2, A = 1 для моментов времени t =
0, 1, 5, 10, 15 при a = 1 изображен на рис. 81.

Рис. 80
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Рис. 81

б) h = ∞, u(0, t) = A cosαt, левый конец движется по заданному
закону. Согласно (39.28), (39.29) и условию сопряжения A = ϕ0,
получим решение

u(x, t) =

8
>>>><
>>>>:

ϕ0

2

h
2 cos

α

a
(x− at)−

−ex−at + e−(x+at)
i
, x− at < 0;

ϕ0

2
[e−(x−at) + e−(x+at)], x− at > 0,

график которого при A = ϕ0 = 2, a = 1 для моментов времени
t = 0, 2, 5, 10 изображен на рис. 82.

в) 0 < h < 1, 1 < h <∞, граничные условия общего вида

ux(0, t) = h[u(0, t)− A cosαt].

Рис. 82
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Рис. 83

Тогда получим решение

u(x, t) =

8
>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>:

ϕ0

2(1− h) [(1 + h)ex−at − 2heh(x−at)]+

+
A(ha)2

(ha)2 + α2

h
cos

α

a
(x− at)−

− α

ha
sin

α

a
(x− at)− eh(x−at)

i
+

+
ϕ0

2
e−(x+at), x− at < 0;

ϕ0

2
[e−(x−at) + e−(x+at)], x− at > 0,

график которого при A = 1,25, ϕ0 = 2, h = 2, a = α = 1 для
моментов времени t = 0, 2, 5, 10 изображен на рис. 83.

Дальнейшее исследование для случая h = 1, а также для случая
ψ0 6= 0 принципиально не отличается от изложенного выше и может
быть проведено самостоятельно.

Пример 39.3. Профиль полубесконечной струны в начальный мо-
мент времени задается формулой u(x, 0) = e−x sinωx. Найти закон
колебания струны, если ее левый конец x = 0 движется по закону
u(0, t) = ϕ0e

−at sinωat.

Решение. Имеем смешанную задачу с неоднородным краевым усло-
вием первого рода

utt = a2uxx, x > 0, t > 0;
u(x, 0) = e−x sinωx, ut(x, 0) = 0; (39.48)

u(0, t) = ϕ0e
−at sinωat.

Условие сопряжения u(x, 0)|x=0 = u(0, t)|t=0 = 0 выполняется. Для
x− at > 0 решение u(x, t) находится по формуле Даламбера

u(x, t) =
1

2
[e−(x−at) sinω(x− at) + e−(x+at) sinω(x+ at)]. (39.49)
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Для x− at < 0 решение u(x, t) ищем в виде

u(x, t) = ḡ(x− at) +
1

2
e−(x−at) sinω(x+ at). (39.50)

Подставив (39.50) в граничное условие (39.48), получим

ḡ(−at) +
1

2
e−at sinωat = ϕ0e

−at sin ωat,

откуда

ḡ(−at) =
“
ϕ0 −

1

2

”
e−at sinωat

и, следовательно,

ḡ(x− at) =
“1

2
− ϕ0

”
ex−at sinω(x− at). (39.51)

Таким образом,

u(x, t) =

8
>>>>>>><
>>>>>>>:

1

2
(1− 2ϕ0)e

x−at sinω(x− at)+

+
1

2
e−(x+at) sinω(x+ at), x− at < 0;

1

2
e−(x−at) sinω(x− at)+

+
1

2
e−(x+at) sinω(x+ at), x− at > 0.

(39.52)

Как следует из (39.52), граничные условия могут существенно кор-
ректировать фазу и амплитуду отраженной волны, вплоть до пол-
ного поглощения падающей волны при ϕ0 = 1/2. Вывод достаточно
очевиден, если обратиться к формулам (39.8), (39.14), описываю-
щим отраженные волны с различными граничными условиями.

Пример 39.4. По упругому полубесконечному стержню при t < 0
распространяется волна деформации

u(x, t) =


sinω(x+ at), x > −at;
0, 0 < x < −at, t < 0, (39.53)

бегущая влево со скоростью a > 0. Левый конец стержня упруго
закреплен с коэффициентом жесткости h. Найти u(x, t) для t > 0.

Решение. Имеем краевую задачу

utt = a2uxx, x > 0, t > 0; (39.54)

u(x, 0) = sinωx, ut(x, 0) = aω cosωx, x > 0;

ux(0, t)− hu(0, t) = 0, h > 0, t > 0.
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При x > at, согласно формуле Даламбера, имеем

u(x, t) =
1

2
[sinω(x− at) + sinω(x+ at)]+

+
1

2a

x+atZ

x−at

aω cosωz dz = sinω(x+ at). (39.55)

При x < at функцию u(x, t) ищем в виде

u(x, t) = ḡ(x− at) + sinω(x+ at). (39.56)

Подставив (39.56) в граничное условие и проинтегрировав получен-
ное уравнение, найдем

ḡ(x− at) =
1

h2 + ω2
[2hω cosω(x− at)−

−(ω2 − h2) sinω(x− at)] + C1e
h(x−at).

Из условия непрерывности ḡ(0) = 0 определим произвольную по-
стоянную C1

C1 = − 2hω

h2 + ω2
,

откуда

u(x, t) =

8
>>>>><
>>>>>:

1

h2 + ω2
{2hω[cosω(x− at)− eh(x−at)]−

−(ω2 − h2) sin ω(x− at)}+
+ sinω(x+ at), x < at;

sinω(x+ at), x > at.

(39.57)

При h = 0, ux(0, t) = 0 (свободном левом торце) имеем

u(x, t) =

(
− sinω(x− at) + sinω(x+ at), x < at;

sinω(x+ at), x > at.
(39.58)

При h =∞, u(0, t) = 0 (закрепленном левом торце) получим

u(x, t) =

(
sinω(x− at) + sinω(x+ at), x < at;

sinω(x+ at), x > at.
(39.59)

Как следует из (39.58), (39.59), изменение граничных условий ме-
няет фазу отраженной волны на противоположную.
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Пример 39.5. Плоский источник малых возмущений движется
равномерно с дозвуковой скоростью вдоль цилиндрической неогра-
ниченной трубки с газом. Считая, что возмущение давления в том
месте, где находится в момент времени t > 0 источник, является
известной функцией времени, найти колебания газа слева и справа
от источника, если в начальный момент времени газ был в невоз-
мущенном состоянии, а источник находился в точке x = 0.

Решение. Используя обозначения, принятые в разд. «Уравнения
гидродинамики и акустики», в лагранжевых координатах имеем
смешанную задачу

utt = a2uxx, −∞ < x < v0t, v0t < x <∞, t > 0;

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, −∞ < x < 0, 0 < x < v0t;

u(x, t) = u2(x, t), −∞ < x < v0t; (39.60)

u(x, t) = u1(x, t), v0t < x <∞;

u1x(v0t, t) = u2x(v0t, t) = −p(t)/(γp0),

где v0 < a – скорость движения источника с заданным возмущением
p(t).

Пусть x > at. По формуле Даламбера в силу нулевых начальных
условий имеем u1(x, t) = 0, так как g(x− at) = f(x + at) = 0. При
v0t < x < at решение ищем в виде u(x, t) = ḡ(x− at). Из граничных
условий (39.60) имеем

ḡ′(v0t− at) = −p(t)
γp0

. (39.61)

Замена переменной (a − v0)t = −z, z < 0 приводит (39.61) к урав-
нению

ḡ′(z) = − 1

γp0
p

“
− z

a− v0

”

с общим решением

ḡ(z) = − 1

γp0

Z
p

“
− z

a− v0

”
dz =

=
a− v0
γp0

Z
p

“
− z

a− v0

”
d

“
− z

a− v0

”

или

ḡ(z) =
a− v0
γp0

−z/(a−v0)Z

0

p(y)dy + C, (39.62)
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где C – произвольная постоянная. Тогда

ḡ(x− at) =
a− v0
γp0

(at−x)/(a−v0)Z

0

p(y)dy + C.

Условие сопряжения ḡ(0) = 0 на характеристике x − at = 0 дает
C = 0. Таким образом, для x > v0t функция u1(x, t) запишется в
виде

u1(x, t) =

8
>><
>>:

a− v0
γp0

(at−x)/(a−v0)Z

0

p(y)dy, v0t < x < at;

0, x > at.

(39.63)

Аналогично

u2(x, t) =

8
>><
>>:
−a+ v0

γp0

(at+x)/(a+v0)Z

0

p(y)dy, −at < x < v0t;

0, x < −at.
(39.64)

Если возмущение p(t) представляет собой колебания с частотой ω,
например p(t) = A cosωt, то формулы (39.63), (39.64) принимают
вид

u1(x, t) =

8
<
:

a− v0
γp0ω

A sin
h ω

a− v0
(at− x)

i
, v0t < x < at;

0, x > at.

u2(x, t) =

(
−a+ v0
γp0ω

A sin
h ω

a+ v0
(x+ at)

i
, −at < x < v0t;

0, x < −at.
Таким образом, наблюдатель, навстречу которому движется источ-
ник, регистрирует частоту ω1 = aω/(a− v0), большую, чем частота
источника ω. Соответственно, наблюдатель, от которого источник
удаляется, регистрирует частоту ω2 = aω/(a+ v0), меньшую часто-
ты источника ω (эффект Допплера).

40. Начально-краевые задачи для
одномерного неоднородного
волнового уравнения

40.1. Задача Коши

Рассмотрим колебания бесконечной струны, когда на нее
действует внешняя сила, характеризуемая величиной F (x, t) –
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силой, отнесенной к единице массы,

utt − a2uxx = F (x, t), −∞ < x <∞, t > 0;

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x).
(40.1)

Уравнение (40.1) – неоднородное волновое уравнение.
Так же как и для однородного уравнения (37.1), соотноше-

ниями (37.4) введем новые переменные η и ξ. Тогда уравнение
(40.1) примет вид (37.5)

∂2u

∂ξ∂η
= − 1

4a2
F̄ (η, ξ), (40.2)

где F̄ (η, ξ) – функция F (x, y), записанная в переменных η, ξ.
Если в переменных x, t ре-

Рис. 84

шение задачи (40.1) следует
искать в области 0 < x < ∞,
t > 0 (верхняя полуплоскость
xOt) с начальными условия-
ми, заданными на прямой t =
0, то в переменных η, ξ — в
области −∞ < η + ξ < ∞
(x = (η + ξ)/2), ξ − η > 0
(t = (ξ − η)/2a) с «началь-
ными условиями», заданны-
ми на прямой ξ − η = 0 (рис.
84).

Для нахождения общего ре-
шения перепишем дифферен-

циальное уравнение второго порядка в частных производных
(40.2) в виде системы двух уравнений первого порядка [см.
также (9.7)]

∂Z(η, ξ)

∂η
= − 1

4a2
F̄ (η, ξ), (40.3)

∂u(η, ξ)

∂ξ
= Z(η, ξ). (40.4)

Интегрирование уравнения (40.3) по η при условии ξ = const
дает

Z(η, ξ) =

η∫

β

(
− 1

4a2

)
F̄ (α, ξ)dα + p(ξ), (40.5)
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а интегрирование (40.4) по ξ при условии η = const соответ-
ственно

u(η, ξ) =

ξ∫

η

Z(η, β)dβ + q(η), (40.6)

где p(ξ), q(η) – произвольные функции переменных ξ, η.
Подстановка (40.5) в (40.6) дает общее решение в виде

u(η, ξ) =

ξ∫

η

[
− 1

4a2

η∫

β

F̄ (α, β)dα + p(β)

]
dβ + q(η)

или

u(η, ξ) = − 1

4a2

ξ∫

η

[ η∫

β

F̄ (α, β)dα

]
dβ +

ξ∫

η

p(β)dβ + q(η). (40.7)

Два последних слагаемых в (40.7) можно представить сум-
мой двух новых произвольных функций g(η) и f(ξ). Если при
этом во внешнем интеграле (40.7) поменять порядок интегри-
рования, а само решение рассматривать как решение в точке
M(η, ξ) с координатами η, ξ, то общее решение (40.7) примет
вид

u(η, ξ) =
1

4a2

η∫

ξ

[ η∫

β

F̄ (α, β)dα

]
dβ + g(η) + f(ξ), (40.8)

где интегрирование ведется по области

η < α < β < ξ, (40.9)

которая соответствует треугольнику MAB на рис. 84. С уче-
том этого решение (40.8) можно представить двойным инте-
гралом вида

u(η, ξ) =
1

4a2

∫∫

△MAB

F̄ (α, β)dα dβ + g(η) + f(ξ). (40.10)

Возвратившись к старым переменным, с учетом

D(η, ξ)

D(t, x)
=
D(α, β)

D(τ, y)
=

∣∣∣∣
1 −a
1 a

∣∣∣∣ = 2a
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и F̄ (α, β) = F (y, τ) имеем

u(x, t) =
1

2a

∫∫

△MAB

F (y, τ)dτ dy + g(x− at) + f(x+ at). (40.11)

Для вычисления двойного интеграла запишем уравнения пря-
мых MA и MB в координатах τ, y как уравнения прямых с
угловыми коэффициентами±1/a, проходящих через заданную
точку M(t, x):

τ − t =
1

a
(y − x),

τ − t = −1

a
(y − x),

откуда
y = x− a(t− τ),
y = x+ a(t− τ). (40.12)

Двойной интеграл в формуле (40.11) запишем как повторный,
в котором внешний интеграл вычисляется по переменной τ .
Тогда

u(x, t) =
1

2a

t∫

0

dτ

x+a(t−τ)∫

x−a(t−τ)

F (y, τ)dy+g(x−at)+f(x+at). (40.13)

Произвольные функции g, f определим из начальных усло-
вий (40.1). Продифференцировав (40.13) по t с учетом правила
дифференцирования определенных интегралов с переменным
верхним пределом

d

dt

γ(t)∫

ϑ(t)

f(y, t)dy =

=

γ(t)∫

ϑ(t)

∂f

∂t
(y, t)dy + γ′(t)f(γ(t), t) − ϑ′(t)f(ϑ(t), t), (40.14)

найдем

ut(x, t) =

t∫

0

1

2

[
F (x+ a(t− τ), τ) + F (x− a(t− τ), τ)

]
dτ−
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−ag′(x− at) + af ′(x+ at). (40.15)

Подставив (40.13), (40.15) в начальные условия (40.1), по-
лучим систему

g(x) + f(x) = ϕ(x),

a[f ′(x) − g′(x)] = ψ(x),

полностью совпадающую с системой, полученной при решении
однородной задачи (37.1), и дающую решение, описываемое
формулой Даламбера (37.2)

g(x− at) + f(x+ at) =
1

2

[
ϕ(x− at) +ϕ(x+ at)

]
+

1

2

x+at∫

x−at

ψ(y)dy.

Таким образом, окончательное решение неоднородной задачи
(40.1) можно записать в виде

u(x, t) =
1

2a

t∫

0

dτ

x+a(t−τ)∫

x−a(t−τ)

F (y, τ)dy +
1

2a

x+at∫

x−at

ψ(y)dy+

+
1

2

[
ϕ(x + at) + ϕ(x − at)

]
. (40.16)

Из формулы (40.16) очевидно, что решением задачи Ко-
ши для неоднородного волнового уравнения с однородными
начальными условиями, т.е. задачи

ũtt − a2ũxx = F (x, t),

ũ(x, 0) = ũt(x, 0) = 0,
(40.17)

является функция

ũ(x, t) =
1

2a

t∫

0

dτ

x+a(t−τ)∫

x−a(t−τ)

F (y, τ)dy. (40.18)

Покажем, что эту формулу можно получить из решения
(38.2) задачи Коши для однородного уравнения (38.1) с помо-
щью полезного в дальнейшем приема, называемого «принци-
пом Дюамеля».
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Утверждение 40.1 (принцип Дюамеля). Решение задачи
(40.17) можно представить в виде

u(x, t) =

t∫

0

v(x, t, τ)dτ, (40.19)

где функция v(x, t, τ) является решением следующей задачи:

vtt − a2vxx = 0,

v
∣∣
t=τ

= 0, vt
∣∣
t=τ

= F (x, τ).
(40.20)

Действительно, согласно формуле Даламбера (37.2), реше-
ние задачи (40.20) имеет вид

v(x, t, τ) =
1

2a

x+a(t−τ)∫

x−a(t−τ)

F (y, τ)dy. (40.21)

Подстановка (40.21) в (40.19) дает (40.18), что и доказывает
справедливость утверждения. Кроме того, в справедливости
утверждения можно убедиться непосредственной проверкой.

Для этого производные функции u(x, t) (40.18), согласно
соотношению (40.14), запишем в виде

∂u

∂t
=

a

2a

t∫

0

dτ [F (x+ a(t− τ), τ) + F (x− a(t− τ), τ)];

∂2u

∂t2
= F (x, t) +

a

2

t∫

0

dτ
∂

∂x
[F (x+ a(t− τ), τ) −

−F (x− a(t− τ), τ)];

∂u

∂x
=

1

2a

t∫

0

dτ [F (x+ a(t− τ), τ) − F (x− a(t− τ), τ)];

∂2u

∂x2
=

1

2a

∂

∂x

t∫

0

dτ [F (x + a(t− τ), τ) − F (x− a(t− τ), τ)].
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Поставив ∂2u/∂t2 и ∂2u/∂x2 в (40.17), получим тождество
0 = 0, т.е. u(x, t) (40.18) – решение неоднородного волнового
уравнения.

♦ В заключение отметим, что решение (40.17) однозначно опре-
делено начальными условиями и является устойчивым. Действи-
тельно, пусть u1(x, t) и u2(x, t) – два решения задачи (40.1) с раз-
личными начальными условиями

u1(x, 0) = ϕ1(x), u1t(x, 0) = ψ1(x);

u2(x, 0) = ϕ2(x), u2t(x, 0) = ψ2(x),

отличающиеся друг от друга меньше чем на δ:

|ϕ1(x)− ϕ2(x)| < δ, |ψ1(x)− ψ2(x)| < δ, x ∈ R. (40.22)

Тогда для любого ε и промежутка [0, T ] можно указать такое δ, что
|u1(x, t) − u2(x, t)| < ε для x ∈ R, t ∈ [0, T ], как только |ϕ1(x) −
ϕ2(x)| < δ и |ψ1(x) − ψ2(x)| < δ. Для нахождения δ рассмотрим
неравенство

|u1(x, t)− u2(x, t)| < 1

2
|ϕ1(x− at)− ϕ2(x− at)|+

+
1

2
|ϕ1(x+ at)− ϕ2(x+ at)|+

+
1

2a

x+atZ

x−at

|ψ1(y)− ψ2(y)|dy <
δ

2
+
δ

2
+

1

2a
2aδt =

= δ(1 + t) 6 δ(1 + T ),

откуда δ = ε/(1 + T ). Здесь мы воспользовались соотношением
(40.22). Другими словами, решение (40.17) непрерывно зависит от
начальных условий:

lim
ϕ1→ϕ2
ψ1→ψ2

[u1(x, t)− u2(x, t)] = 0, x ∈ R, t ∈ [0, T ].

Пример 40.1. Найти закон колебаний бесконечной струны под дей-
ствием внешней силы F (x, t) = Ae−αt cosωx (α > 0).

Решение. Согласно условию задачи, решение имеет вид

u(x, t) =
1

2a

tZ

0

dτ

x+a(t−τ)Z

x−a(t−τ)

Ae−ατ cosωy dy,

откуда

u(x, t) =
A

aω
cosωx

tZ

0

e−ατ sinωa(t− τ ) dτ
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и окончательно получим

u(x, t) =
A cosωx

a(α2 + ω2)

h
e−αt +

α

ω
sinωt− cosωt

i
. (40.23)

При α = 0 это дает

u(x, t) =
A cosωx

aω2

ˆ
1− cosωt

˜
,

при ω = 0

u(x, t) =
A

aα2

ˆ
αt+ e−αt − 1

˜
.

40.2. Смешанная задача для полупрямой

Рассмотрим колебания полубесконечной струны, вызванные пер-
воначальными отклонениями ϕ(x), первоначальными скоростями
ψ(x) и внешней силой F (x, t), если левый конец струны x = 0 ко-
леблется по заданному закону µ(t).

Математическая постановка сводится к смешанной задаче с кра-
евыми условиями первого рода:

utt − a2uxx = F (x, t), x > 0, t > 0;

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x), t > 0; (40.24)

u(0, t) = µ(t), t > 0.

Решение задачи (40.24) будем искать в виде

u(x, t) = v(x, t) + ũ(x, t), (40.25)

где функция v(x, t) — ре-

Рис. 85

шение задачи (39.1), (39.2),
а ũ(x, t) — частное реше-
ние неоднородного урав-
нения (40.24) с нулевыми
начально-краевыми усло-
виями.

Как было показано вы-
ше, функция v(x, t) зада-
ется формулой (39.10) и
имеет различные виды в
областях x − at > 0 под
главной характеристикой
и x− at < 0 над ней (рис.

85).
Естественно, что частное решение ũ(x, t) в точке M(x, t) так-

же будет зависеть от того, какой области принадлежит эта точка
M(x, t) (см. рис. 85).
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Если точка M(x, t) принадлежит области I: x− at > 0, то реше-
ние записывается в виде

ũ(x, t) =
1

2a

ZZ

△MAB

F (y, τ )dτ dy =
1

2a

tZ

0

dτ

x−a(t+τ)Z

x−a(t−τ)

F (y, τ )dy

и совпадает с формулой (40.18).
Если точка M(x, t) принадлежит области II: x− at < 0, то

ũ(x, t) =
1

2a

ZZ

2MO′A′B

F (y, τ )dτ dy =
1

2a

tZ

0

dτ

x−a(t+τ)Z

|x−a(t−τ)|

F (y, τ )dy.

Таким образом, решение задачи (40.24) имеет вид

u(x, t) =

8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

µ
“
t− x

a

”
+

1

2

ˆ
ϕ(x+ at)− ϕ(at− x)

˜
+

1

2a

at+xZ

at−x

ψ(y)dy+

+
1

2a

τZ

0

dτ

x+a(t−τ)Z

|x−a(t−τ)|

F (y, τ )dy, x− at < 0,

1

2

ˆ
ϕ(x+ at) + ϕ(at− x)

˜
+

1

2a

at+xZ

at−x

ψ(y)dy+

+
1

2a

x+a(t−τ)Z

x−a(t−τ)

F (y, τ )dy, x− at > 0.

(40.26)
Естественно, что при F (x, t) = 0 эта формула совпадает с формулой
(39.10).

Аналогичным образом можно решать краевые задачи других
типов, а также задачи для конечного отрезка.

41. Смешанная задача для одномерного
однородного волнового уравнения
на конечном отрезке. Метод Даламбера

Рассмотренный выше метод Даламбера для полубесконечной
прямой можно применить и для конечного отрезка. Начнем со сме-
шанной задачи с краевыми условиями первого рода

utt = a2uxx, 0 < x < l, t > 0;
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u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x); (41.1)

u(0, t) = µ1(t), u(l, t) = µ2(t).

Сама постановка задачи говорит о том, что необходимо найти ре-
шение в полуполосе 0 < x < l, t > 0 на фазовой плоскости xOt. Для
удобства разобьем эту полуполосу правыми и левыми характери-
стиками (рис. 86)

(k − 1)
l

a
< t− x

a
< k

l

a
, k = 0,∞,

m
l

a
< t+

x

a
< (m+ 1)

l

a
, m = 0,∞.

(41.2)

Если полосы, образованные правыми характеристиками, занумеро-
вать числом k, а левыми – числом m, то вся рассматриваемая об-
ласть решений разобьется на подобласти, являющиеся пересечени-
ями пронумерованных полос. Каждая подобласть однозначно опре-
деляется парой чисел (m, k). Решение в этих подобластях обозначим
через u(x, t) = umk(x, t).

Как следует из рис. 86, из всех подобластей выделяется тре-
угольник, характеризуемый числами m = 0, k = 0, в котором ис-
комое решение задачи должно удовлетворять только начальным
условиям. Таким образом, решение в этой области определяется

Рис. 86
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формулой Даламбера (37.2)

u0,0(x, t) =
1

2

ˆ
ϕ(x− at) + ϕ(x+ at)

˜
+

1

2a

x+atZ

x−at

ψ(z)dz. (41.3)

Если решения уравнения (41.3) представить прямой G0(x− at)
и обратной F0(x+ at) волнами

u0,0(x, t) = F0(x+ at) +G0(x− at), (41.4)

то тогда

F0(x+ at) =
1

2
ϕ(x+ at) +

1

2a
Ψ(x+ at), (41.5)

G0(x− at) =
1

2
ϕ(x− at)− 1

2a
Ψ(x− at), (41.6)

где Ψ(x) – первообразная функции ψ(x).
Теперь найденные функции F0(x+ at) и G0(x− at) можно рас-

сматривать как базис для построения решения в других областях
так, чтобы они удовлетворяли граничным условиям.

Представим решение в области (0,1) в виде

u0,1(x, t) = F0(x+ at) +G1(x− at) (41.7)

и определимG1(x, t) так, чтобы u0,1(x, t) удовлетворяла левому гра-
ничному условию

u0,1(x, t)|x=0 = µ1(t). (41.8)

Подставив (41.7) в (41.8), найдем

G1(x− at) = µ1

“
t− x

a

”
− F0(at− x). (41.9)

Аналогично, представив решение в области (1,0) в виде

u1,0(x, t) = F1(x+ at) +G0(x− at) (41.10)

и подчинив его правому граничному условию

u1,0(x, t)|x=l = µ2(t), (41.11)

получим

F1(x+ at) = µ2

“
t− x− l

a

”
−G0(2l − x− at). (41.12)

Для непрерывных решений условия сопряжения

G1(x− at)|x−at=0 = G0(x− at)|x−at=0
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и
F1(x+ at)|x+at=l = F0(x+ at)|x+at=l

дают естественное соотношение

µ(0) = ϕ(0), µ2(l) = ϕ(l). (41.13)

Тогда решение в области (1,1) запишется как

u1,1(x, t) = F1(x+ at) +G1(x− at),

где F1(x + at) и G1(x − at) задаются соответственно формулами
(41.12) и (41.9).

Аналогично решение в произвольной области (m, k) можно за-
писать

um,k(x, t) = Fm(x+ at) +Gk(x− at). (41.14)

Действуя так же, как при нахождении F1(x+ at) и G1(x− at), по-
лучим рекуррентные соотношения

Gk(z) = µ1

“
− z

a

”
− Fk−1(−z),

Fm(z) = µ2

“
− z − l

a

”
− Fm−1(2l − z),

(41.15)

с учетом которых можно выписать явный вид Fm(x+ at) и Gk(x−
at).

Для нечетных k = 2k̄ − 1, k̄ = 1,∞

G2k̄−1(x− at) =

k̄−1X

r=0

µ1

“
t− x+ 2lr

a

”
−

−
k̄−2X

r=0

µ2

“
t− x+ l(1 + 2r)

a

”
− F0(at− x− 2l[k̄ − 1]); (41.16)

для четных k = 2k̄, k̄ = 1,∞

G2k̄(x− at) =

k̄−1X

r=0

µ1

“
t− x+ 2lr

a

”
−

−
k̄−1X

r=0

µ2

“
t− x+ l(1 + 2r)

a

”
−G0(2lk̄ − at+ x). (41.17)

Для нечетных m = 2m̄− 1, m̄ = 1,∞

F2m̄−1(x+ at) =

m̄−1X

r=0

µ2

“
t+

x− l(1 + 2r)

a

”
−



41. Метод Даламбера для конечного отрезка 673

−
m̄−2X

r=0

µ1

“
t+

x− 2l(1 + r)

a

”
−G0(2lm̄ − at− x); (41.18)

для четных m = 2m̄, m̄ = 1,∞

G2m̄(x+ at) =

m̄−1X

r=0

µ2

“
t+

x− l(1 + 2r)

a

”
−

−
m̄−1X

r=0

µ1

“
t+

x− 2l(1 + r)

a

”
− F0(at+ x− 2lm̄). (41.19)

Формулы (41.14) и (41.16)–(41.19) дают полное решение первой кра-
евой задачи и, несмотря на свою громоздкость, имеют простой фи-
зический смысл. Так, например, величина µ1([at − x − 2lr]/a) при
r = 0 представляет собой волну, возбуждаемую левым граничным
условием при x = 0. Следующие слагаемые при r = 1, 2, . . . пред-
ставляют собой последовательные отражения этой волны от как бы
закрепленного края x = 0. Слагаемые µ1([at + x − 2l(1 + r)]/a), в
свою очередь, описывают отражение этой волны от как бы закреп-
ленного края x = l. Аналогично интерпретируются и остальные
слагаемые.

Таким же образом решаются смешанные задачи с граничными
условиями второго и третьего рода. Возникающие в этих случаях
рекуррентные соотношения, аналогичные (41.15), представляют со-
бой уже дифференциальные уравнения. Поскольку эти уравнения
являются линейными дифференциальными уравнениями первого
порядка, то они легко интегрируются. Возникающие произвольные
постоянные находятся из условий сопряжения на характеристиках
x− at = 0 и x+ at = 0.

Естественно, что громоздкость записи полученных решений за-
трудняет их практическое использование. Тем не менее, метод Да-
ламбера позволяет преодолевать некоторые трудности, возникаю-
щие при решении смешанных задач методом Фурье.

Пример 41.1. Найти закон колебаний ограниченной струны, ле-
вый конец которой x = 0 колеблется по закону A sinωt, а правый
x = l закреплен. Для моментов времени ti = il/a, i = 0, 4 построить
профиль струны, положив ω1 = 3πa/2l, ω2 = 2πa/l.

Решение. Согласно условию, имеем краевую задачу

utt = a2uxx, 0 < x < l, t > 0,

u(x, 0) = ut(x, 0) = 0, u(0, t) = A sinωt, u(l, t) = 0.

Поскольку условие сопряжения u(0, 0) = 0 выполняется, то непре-
рывное решение, согласно (41.14), записывается в виде

um,k(x, t) = Fm(x+ at) +Gk(x− at),
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где Fm, Gk определены соотношениями

G2k̄−1(x− at) = A
k̄−1X

r=0

sinω
“
t− x+ 2lr

a

”
,

G2k̄(x− at) = −A
k̄−1X

r=0

sinω
“
t+

x+ 2lr

a

”
,

F2m̄−1(x+ at) = A
m̄−2X

r=0

sinω
“
t+

x− 2l(1 + r)

a

”
, (41.20)

G2m̄(x+ at) = −A
m̄−1X

r=0

sinω
“
t+

x− 2l(1 + r)

a

”
.

Для построения профиля струны в моменты времени ti выпишем
явный вид решений ui,i(x, ti). (см. рис. 86)

u0,0(x, t0) = 0,

u1,1(x, t1) = A sinω
“
t1 − x

a

”
,

u2,2(x, t2) = A
n

sin ω
“
t2 − x

a

”
− sinω

“
t2 +

x− 2l

a

”o
,

u3,3(x, t3) = A
n

sin ω
“
t3 − x

a

”
+ sinω

“
t3 − x+ 2l

a

”
− (41.21)

− sinω
“
t3 +

x− 2l

a

”o
,

u4,4(x, t4) = A
n

sin ω
“
t4 −

x

a

”
+ sinω

“
t4 −

x+ 2l

a

”
−

− sinω
“
t4 +

x− 2l

a

”
− sinω

“
t4 +

x− 4l

a

”o
.

Положив в (41.21) ti = il/a, получим выражения, описывающие
профили струны в указанные моменты времени

t0 = 0, u0,0(x, 0) = 0,

t1 =
l

a
u1,1

“
x,
l

a

”
= A sinω

l − x
a

,

t2 =
2l

a
u2,2

“
x,

2l

a

”
= A

n
sinω

2l − x
a
− sin ω

x

a

o
,

t3 =
3l

a
u3,3

“
x,

3l

a

”
= A

n
sinω

3l − x
a

+ sin ω
l − x
a
−

− sinω
l + x

a

o
,

t4 =
4l

a
u4,4

“
x,

4l

a

”
= A

n
sinω

4l − x
a

+ sin ω
2l − x
a
−

− sinω
2l + x

a
− sinω

x

a

o
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или после упрощений

u0,0(x, 0) = 0,

u1,1

“
x,
l

a
) = A sinω

l − x
a

,

u2,2

“
x,

2l

a

”
= 2A cosω

l

a
− sinω

l − x
a

, (41.22)

u3,3

“
x,

3l

a

”
= A

h
sinω

3l − x
a

cosω
x

a
−

−
“
2 cosω

l

a
+ cosω

3l

a

”
sinω

x

a

i
,

u4,4

“
x,

4l

a

”
= 4A cosω

2l

a
cosω

l

a
sinω

l − x
a

.

Для частот ω = 3πa/(2l) (41.22) записываются как

u0,0(x, 0) = u2,2

“
x,

2l

a

”
= u4,4

“
x,

4l

a

”
= 0,

u1,1

“
x,
l

a

”
= −u3,3

“
x,

3l

a

”
= −A cos

3πx

2l

и изображены на рис. 87.
Для частот ω = 2πa/l (41.22) принимают вид

u0,0(x, 0) = 0, u1,1

“
x,
l

a

”
= −A sin

3πx

l
,

u2,2

“
x,

2l

a

”
= 2u1,1

“
x,
l

a

”
,

u3,3

“
x,

3l

a

”
= 3u1,1

“
x,
l

a

”
, u4,4

“
x,

4l

a

”
= 4u1,1

“
x,
l

a

”

и изображены на рис. 88.
В последнем случае амплитуда колебаний линейно возрастает с

течением времени, т.е. возникает явление резонанса. Как следует из
формул (41.22), это явление возникает для всех частот ω, кратных

Рис. 87
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Рис. 88

Рис. 89
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величине πa/l, которые являются собственными частотами ограни-
ченной струны длиной l (см. разд. «Задача Штурма–Лиувилля»). В
этом случае решение задачи приемлемо только для моментов вре-
мени t < l/a, т.е. в области (0,0), так как само волновое уравнение
описывает малые поперечные колебания (см. разд. «Уравнения ко-
лебаний струны»).

Пример 41.2. Решить задачу с начальными условиями примера
37.1, считая струну конечной (длиной l) с закрепленными в точках
x = 0 и x = l концами. Точки c и d имеют координаты xc = l/5,
xd = 4l/5. Построить профили струны для моментов времени tk =
kl/(10a), k = 0, 10.

Решение. В данном случае удобнее использовать не аналитические
выражения (41.14), (41.16)–(41.19), а их геометрическую интерпре-
тацию. Для этого на плоскости xOu в области 0 < x < l, кото-
рую будем называть физической, строим график реального перво-
начального отклонения (см. рис. 68). В нефизических (фиктивных)
областях x < 0 и x > l строим графики фиктивных первоначаль-
ных отклонений, являющихся нечетными продолжениями реально-
го графика ϕ(x) относительно точек x = 0 и x = l. Затем прямая и
обратная реальные волны, взаимодействуя с фиктивными обратной
и прямой волнами, образуют в физической области 0 < x < l пря-
мую и обратную отраженные волны. В момент времени t10 = l/a от
начала процесса колебаний профиль принимает вид, симметрич-
ный первоначальному отклонению струны относительно оси Ox.
Это означает, что значение l/a соответствует полупериоду колеба-
ний, откуда T = 2l/a. Эти рассуждения наглядно иллюстрируются
рис. 89.

42. Метод Фурье и смешанная задача
для одномерного волнового уравнения
на конечном отрезке

Рассмотрим задачу о поперечных колебаниях струны. Ма-
тематическая постановка такой задачи имеет вид (см. разд.
<Уравнения колебаний струны>)

utt − a2uxx = f(x, t), 0 6 x 6 l, t > 0, (42.1)

u|t=0 = ϕ(x), ut|t=0 = ψ(x), (42.2)

(α1u+ β1ux)|x=0 = µ1(t), (α2u+ β2ux)|x=l = µ2(t),

где a2 = T/ρ. Рассмотрим сначала смешанную задачу с крае-
выми условиями первого рода, т.е. α1 = α2 = 1, β1 = β2 = 0.
Проанализируем поставленную задачу подробно, проследив на
этом примере связь метода Фурье и метода функций Грина.
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42.1. Однородная смешанная задача с однородными
краевыми условиями первого рода

Рассмотрим колебания струны длины l с закрепленными
концами. Такому физическому процессу математически соот-
ветствует следующая смешанная задача:

utt − a2uxx = 0, 0 6 x 6 l, t > 0, (42.3)

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x), (42.4)

u(0, t) = u(l, t) = 0.

Решение будем искать методом разделения переменных. Для
этого функцию u(x, t) представим в виде

u(x, t) = X(x)T (t). (42.5)

Тогда
T ′′

T
− a2X

′′

X
= 0.

Обозначим
X ′′

X
= λ,

T ′′

T
= a2λ.

Для функции X(x) получим задачу Штурма–Лиувилля

X ′′ − λX = 0,
X(0) = X(l) = 0 иначе T (t) ≡ 0.

(42.6)

Решение задачи Штурма–Лиувилля (42.6) получено в примере
III.2.2:

Xn(x) = An sin
πnx

l
, λn = −

(πn
l

)2

, n = 0,∞. (42.7)

Подставим λn (42.7) в уравнение для T (t)

T ′′ +
(πn
l

)2

a2T = 0.

Общее решение этого уравнения имеет вид

Tn(t) = Cn cos
πna

l
t+Dn sin

πna

l
t. (42.8)
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Учтя, что un(x, t) = Xn(x)Tn(t), и просуммировав по всем n,
получим

u(x, t) =

∞∑

n=1

[
C̄n cos

πant

l
+ D̄n sin

πant

l

]
sin

πnx

l
, (42.9)

где C̄n = AnCn, а D̄n = AnDn. При этом должны выполняться
начальные условия

u(x, 0) =

∞∑

n=1

C̄n sin
πnx

l
= ϕ(x) =

∞∑

n=1

αn sin
πn

l
x;

ut(x, 0) =
∞∑

n=1

D̄n
πna

l
sin

πnx

l
= ψ(x) =

∞∑

n=1

βn sin
πn

l
x,

где αn, βn – коэффициенты ряда Фурье функций ϕ(x) и ψ(x)
соответственно

αn =
2

l

l∫

0

ϕ(y) sin
πny

l
dy;

βn =
2

l

l∫

0

ψ(y) sin
πny

l
dy.

(42.10)

Два ряда Фурье по ортогональной системе функций равны,
если равны коэффициенты этих рядов. Следовательно,

C̄n = αn, D̄n =
lβn
πan

.

В результате получим

u(x, t) =

∞∑

n=1

[
αn cos

πant

l
+
lβn
πan

sin
πant

l

]
sin

πnx

l
. (42.11)

Пример 42.1. Найти закон колебаний струны длиной 1/2 с
жестко закрепленными концами. Начальная скорость равна
нулю, а начальное отклонение задается соотношением
u(x, 0) = x(x− 1/2).
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Решение. Такому физическому процессу математически со-
ответствует следующая смешанная задача:

utt = a2uxx; (42.12)

u(x, 0) = x(x− 1/2), ut(x, 0) = u(0, t) = u(1/2, t) = 0(42.13)

в полуполосе 0 < x < 1/2, 0 < t < ∞. Решение будем искать
методом разделения переменных. Для этого функцию u(x, t)
представим в виде

u(x, t) = X(t)T (t). (42.14)

Обозначим
dX

dx
= X ′,

dT

dt
= Ṫ .

Подставив (42.12) в (42.14), получим

T̈X = a2X ′′T,
T̈

T
= a2X

′′

X
= λ

или

T̈ − λT = 0, X ′′ − 1

a2
λX = 0.

Подставим функцию (42.12) в граничные условия (42.13)

X(0)T (t) = X(1/2)T (t) = 0.

Следовательно,

X(0) = 0, X(1/2) = 0.

Обозначим λ = λ̃a2, тогда

Ṫ − λ̃a2T, X ′′ − λ̃X = 0.

Для X(x) получим задачу Штурма–Лиувилля

X ′′ − λ̃X = 0, X(0) = X(1/2) = 0,

решение которой имеет вид (см. пример III.2.1)

Xn(x) = Bn sin 2πnx.

Для определения функции T (t) получим

T̈ + 4π2n2a2T = 0.
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Составим характеристическое уравнение

k2 + 4π2n2a2 = 0,

корни которого равны

k = ±i2πna.
Следовательно,

Tn(t) = Cn cos 2πnat+Dn sin 2πnat

и
un(x, t) = Xn(x)Tn(t).

Просуммировав по n, получим решение уравнения (42.12), удо-
влетворяющее граничным условия (42.13):

u(x, t) =

∞∑

n=1

[
C̃n cos 2πnat+ D̃n sin 2πnat

]
sin 2πnx.

Здесь D̃n = DnBn, C̃n = CnBn — постоянные, которые долж-
ны быть определены из начальных условий (42.13). Из первого
условия найдем

u(x, 0) =

∞∑

n=1

C̃n sin 2πnx = x
(
x− 1

2

)
=

∞∑

n=1

αn sin 2πnx,

где αn — коэффициенты Фурье функции ϕ(x) = x(x − 1/2)

αn =
2

l

l∫

0

ϕ(x) sin(2πnx/l)dx.

Приравняв коэффициенты при одинаковых функциях sin 2πnx,
получим

C̃n = αn.

Аналогично из второго начального условия

ut(x, t) =

∞∑

n=1

sin 2πnx(−C̃n2πna sin 2πnat+ D̃n2πna cos 2πnat),

ut(x, 0) =

∞∑

n=1

sin 2πnxD̃n2πna = 0
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следует, что

D̃n = 0.

Найдем явный вид коэффициентов αn:

αn = 4

1/2∫

0

x(x− 1/2) sin(2πnx) dx.

Проинтегрируем по частям, положив

U = x(x− 1/2), dU = (2x− 1/2)dx;

dV = sin 2πnxdx, V = − 1

2πn
cos 2πnx.

Получим

αn = 4
[
x(x − 1/2)

(
− cos 2πnx

2πn

)∣∣∣
1/2

0
−

− 1

2πn

1/2∫

0

(2x− 1/2) cos2πnxdx
]
.

Проинтегрируем еще раз по частям:

αn = − 4

2πn

(
− 1

πn

)(
− cos 2πnx

2πn

)∣∣∣
1/2

0
=

= − 1

π3n3
[−(−1)n + 1] =

1

π3n3
[(−1)n − 1],

т.е.

α2k = 0, α2k+1 = − 2

π3(2k + 1)3
.

Следовательно,

C̃n =
1

π3n3
[(−1)n − 1] =






0, n = 2k;

− 2

π3(2k + 1)3
, n = 2k + 1,

где k = 0,∞. Окончательно получим

u(x, t) = − 2

π3

∞∑

k=0

sin[2π(2k + 1)x] cos[2π(2k + 1)at]

(2k + 1)3
.
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С учетом соотношения

sinα cosβ =
1

2

[
sin(α+ β) + sin(α − β)

]

запишем

u(x, t) =
1

2
[ϕ(x + at) + ϕ(x− at)],

ϕ(ξ) = − 2

π3

∞∑

n=0

sin 2π(2n+ 1)ξ

(2n+ 1)3
.

Функция ϕ(ξ) обладает свойствами

ϕ(ξ) = −ϕ(−ξ), ϕ(ξ + 1/2) = −ϕ(ξ), ϕ(ξ + 1) = ϕ(ξ)

и на отрезке [0, 1/2] имеет вид

ϕ(ξ) = ξ(ξ − 1/2).

Отсюда следует, что

ϕ(ξ) =






(ξ − [ξ])
(
ξ − [ξ]− 1

2

)
, 0 6 ξ − [ξ] 6 1/2;

(1− ξ − [ξ])
(
ξ − [ξ]− 1

2

)
, ξ − [ξ] > 1/2,

где [ξ] — целая часть ξ.

42.2. Фундаментальное решение смешанной задачи
с краевыми условиями первого рода

� Функцией Грина g(x, y, t) (фундаментальным решением)
смешанной задачи для уравнения Даламбера называется обоб-
щенная функция, удовлетворяющая условиям

gtt = a2gxx, t > 0, 0 6 x 6 l,

(α1gx + β1g)|x=0 = (α2gx + β2g)|x=l = 0,

g|t=0 = 0, gt|t=0 = δ(x− y).
(42.15)

Утверждение 42.1. Функцию Грина смешанной задачи

gtt = a2gxx, t > 0, 0 < x < l,
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g|x=0 = g|x=l = 0, (42.16)

g|t=0 = 0, gt|t=0 = δ(x− y)

можно представить в виде

g(x, y, t) =

∞∑

n=1

2

πan
sin

πnx

l
sin

πny

l
sin

πnat

l
. (42.17)

Выполнение первых трех условий в (42.16) следует из (42.17).
Последнее условие в (42.16) вытекает из соотношения

δ(x− y) =
∞∑

n=1

2

l
sin

πnx

l
sin

πny

l
, (42.18)

которое получается из разложения δ-функции в ряд Фурье по
полной ортогональной системе функций [см. (III.2.9)]. Таким
образом, утверждение доказано.

Рассмотрим простейшие свойства функции Грина смешан-
ной задачи.

Свойство 1. Функция

u(x, t) =

l∫

0

{gt(x, y, t)ϕ(y) + g(x, y, t)ψ(y)}dy (42.19)

является решением задачи (42.3), (42.4).

Доказательство. Действительно, подставив (42.10) в (42.11)
и поменяв местами суммирование и интегрирование, получим
(42.19), где g(x, y, t) определена в (42.17).

Свойство 2. Функция g(x, y, t) = gt(x, y, t) является решением
смешанной задачи

gtt = a2gxx, t > 0, 0 6 x 6 l,

g|x=0 = g|x=l = 0,

g|t=0 = δ(x− y), gt|t=0 = 0.

(42.20)

Доказательство полностью аналогично доказательству преды-
дущего утверждения.
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Свойство 3. Функция

E(x, y, t) = θ(t)g(x, y, t) (42.21)

является фундаментальным решением смешанной задачи (42.3),
(42.4), т.е.

Ett − a2Exx = δ(x − y)δ(t), (42.22)

E|x=0 = E|x=l = E|t=0 = Et|t=0 = 0.

Доказательство. Подставим (42.21) в левую часть соотноше-
ния (42.22) и получим

Ett − a2Exx = θ′′tt(t)g + 2θ′t(t)gt + θ(t)gtt − a2θ(t)gxx =

= δ′(t)g + 2δ(t)gt.

Здесь мы воспользовались соотношением θ′(t) = δ(t) и урав-
нением (42.16).

Воспользуемся теперь свойствами δ-функции Дирака (см.
разд. <Дельта-функция Дирака и ее свойства> части II)

gtδ(t) = gt|t=0δ(t),

gδ′(t) = g|t=0δ
′(t)− gt|t=0δ(t).

Тогда

Ett − a2Exx = g|t=0δ
′(t) + gt|t=0δ(t) = δ(x − y)δ(t).

Здесь мы воспользовались начальными условиями (42.16) для
функции g(x, y, t). Выполнение начальных и краевых условий
(42.22) вытекает из соответствующих условий для функции
g(x, y, t). Таким образом, свойство 3 доказано.

Свойство 4. Функция

ũ(x, t) =

t∫

0

dτ

l∫

0

g(x, y, t− τ)f(y, τ)dy (42.23)

является решением следующей задачи:

ũtt − a2ũxx = f(x, t), (42.24)

ũ|x=0 = ũ|x=l = ũ|t=0 = ũt|t=0 = 0.
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Доказательство. С учетом соотношения (42.23) найдем

ũxx(x, t) =

t∫

0

dτ

l∫

0

gxx(x, y, t− τ)f(y, τ)dy

и аналогично

ũt =

t∫

0

dτ

l∫

0

gt(x, y, t− τ)f(y, τ)dy+

+

l∫

0

g(x, y, 0)f(y, t)dy. (42.25)

В силу начальных условий (42.16) для функции g(x, y, t) по-
следнее слагаемое равно нулю. Тогда справедливость началь-
но-краевых условий в (42.25) очевидна. Продифференцировав
соотношение (42.25) по t, получим

ũtt =

t∫

0

dτ

l∫

0

gtt(x, y, t− τ)f(y, τ)dy +

l∫

0

gt(x, y, 0)f(y, t)dy.

Отсюда и из определения функции Грина g(x, y, t) в (42.16) с
учетом свойств δ-функции свойство 4 доказано.

42.3. Неоднородная смешанная задача
с неоднородными краевыми условиями
первого рода

Будем искать ненулевые решения уравнения

utt = a2uxx + f(x, t), (42.26)

удовлетворяющие дополнительным условиям

u(0, t) = µ1(t), u(l, t) = µ2(t), (42.27)

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x). (42.28)

Рассмотрение проведем в несколько этапов.
1. Сначала введем новую неизвестную функцию v(x, t), по-

ложив
u(x, t) = w(x, t) + v(x, t),
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где w(x, t) — произвольная функция, удовлетворяющая усло-
виям w(0, t) = µ1(t), w(l, t) = µ2(t). Простейший вид такой
функции:

w(x, t) = µ1(t) +
x

l
[µ2(t)− µ1(t)].

Тогда для функции v(x, t) получим смешанную задачу с нуле-
выми (однородными) граничными условиями

vtt − a2vxx = f̄(x, t), (42.29)

v(0, t) = v(l, t) = 0, v(x, 0) = ϕ̄(x), vt(x, 0) = ψ̄(t),

где

f̄(x, t) = f(x, t)− [wtt − a2wxx],

ϕ̄(x) = ϕ(x) − w(x, 0),

ψ̄(t) = ψ(x)− wt(x, 0).

2. Решение смешанной задачи (42.29) можно представить в
виде

v(x, t) = L(x, t) +M(x, t), (42.30)

где

Ltt − a2Lxx = 0,

L|t=0 = ϕ̄(x), Lt|t=0 = ψ̄(x), L|x=0 = L|x=l = 0
(42.31)

и
Mtt − a2Mxx = f̄(x, t),

M |t=0 = Mt|t=0 = M |x=0 = M |x=l = 0.
(42.32)

3. Согласно (42.11), решение смешанной задачи (42.31) име-
ет вид

L(x, t) =

∞∑

n=1

[
ᾱn cos

πant

l
+
β̄nl

πan
sin

πant

l

]
sin

πnx

l
, (42.33)

где

ᾱn =
2

l

l∫

0

ϕ̄(y) sin
πny

l
dy, β̄n =

2

l

l∫

0

ψ̄(y) sin
πny

l
dy.
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4. Решение задачи (42.32) будем искать в виде разложения
по собственным функциям задачи Штурма–Лиувилля (42.6)

M(x, t) =

∞∑

n=1

Θn(t) sin
πnx

l
, (42.34)

где функции Θn(t) подлежат определению. Из (42.32) вытека-
ет, что

Θn(0) = Θ′
n(0) = 0. (42.35)

Подставив (42.34) в (42.32), получим

∞∑

n=1

[
Θ′′
n + a2

(πn
l

)2

Θn

]
sin

πnx

l
= f̄(x, t).

Разложим правую часть последнего соотношения в ряд Фурье
по собственным функциям задачи Штурма–Лиувилля (42.6)

f̄(x, t) =

∞∑

n=1

fn(t) sin
πnx

l
, (42.36)

fn(t) =
2

l

l∫

0

f̄(y, t) sin
πny

l
dy

и приравняем коэффициенты рядов Фурье в левой и правой
частях соотношения. Тогда для определения функции Θn(t)
получим следующее уравнение:

Θ′′
n +

(πna
l

)2

Θn = fn(t) (42.37)

c начальными условиями (42.35).
Решение уравнения (42.37) будем искать методом Лагран-

жа

Θn(t) = pn(t) cosωnt+ qn(t) sinωnt, ωn =
πan

l
,

где функции pn(t) и qn(t) определяются системой уравнений

{
p′n(t) cosωnt+ q′n(t) sinωnt = 0,

p′n(t)(−ωn) sinωnt+ q′n(t)ωn cosωnt = fn(t).
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В результате получим

pn(t) = − 1

ωn

t∫

0

fn(τ) sinωnτdτ + p0
n,

qn(t) =
1

ωn

t∫

0

fn(τ) cosωnτdτ + q0n.

Из начальных условий (42.35) найдем q0n = p0
n = 0. Следова-

тельно,

Θn(t) =
1

ωn

t∫

0

fn(τ)(− sinωnτ cosωnt+ cosωnτ sinωnt)dτ =

=
1

ωn

t∫

0

fn(τ) sinωn(t− τ)dτ.

Таким образом,

M(x, t) =

∞∑

n=1

1

ωn

t∫

0

fn(τ) sinωn(t− τ)dτ sin
ωnx

a
. (42.38)

Подставив (42.36) в (42.38), найдем

M(x, t) =

t∫

0

dτ

l∫

0

f(y, τ)g(x, y, t− τ)dy, (42.39)

где функция g(x, y, t− τ) определяется соотношением (42.17).
Окончательно получим

u(x, t) = v(x, t) + w(x, t); (42.40)

w(x, t) =
(
1− x

l

)
µ1(t) +

x

l
µ2(t),

v(x, t) = L(x, t) +M(x, t),

где функции L(x, t) и M(x, t) определяются соотношениями
(42.33) и (42.39) соответственно.
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Пример 42.2. Решить смешанную задачу

utt = uxx, 0 < x < π, t > 0; (42.41)

u(0, t) = t2, u(π, t) = t2, u(x, 0) = sinx, ut = 0.

Решение. Согласно общей схеме (42.40), решение ищем в виде

u(x, t) = v(x, t) +
(
1− x

π

)
t2 +

x

π
t2 = v(x, t) + t2.

Для функции v(x, t) получим следующую смешанную задачу:

vtt = vxx − 2; v(0, t) = 0, v(π, t) = 0; (42.42)

v(x, 0) = sinx, vt(x, 0) = 0.

Решение задачи (42.42) ищем в виде

v(x, t) = L(x, t) +M(x, t),

где L(x, t) — решение однородного уравнения

Ltt = Lxx;

L|x=0 = L|x=π = 0; (42.43)

L|t=0 = sinx; Lt|t=0 = 0,

а M(x, t) — решение неоднородного уравнения

Mtt = Mxx + 2 (42.44)

с нулевыми граничными и начальными условиями

M |x=0 = M |x=π = 0; M |t=0 = Mt|t=0 = 0.

Частное решение задачи (42.43) ищем в виде

L(x, t) = X(x)T (t).

Разделив переменные, получим следующее уравнение для функ-
ции T (t):

T ′′ − λT = 0.

С учетом граничных условий

L(0, t) = X(0)T (t) = 0, L(π, t) = X(π)T (t) = 0
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для определения функцииX(x) получим задачу Штурма–Лиу-
вилля

X ′′ − λX = 0, X(0) = X(π) = 0,

решение которой имеет вид

Xn(x) = Bn sinnx; λn = −n2, n = 1,∞.

Тогда для функций Tn(t) получим

T ′′
n + n2Tn = 0, n = 1,∞.

Из характеристического уравнения ω2+n2 =0 найдем ω=±in.
Поэтому общее решение имеет вид

Tn(t) = Cn cosnt+Dn sinnt.

Следовательно,

Ln(x, t) = (C̄n cosnt+ D̄n sinnt) sinnx,

где C̄n = CnBn, D̄n = DnBn. Просуммировав по n, получим

L(x, t) =
∞∑

n=1

(C̄n cosnt+ D̄n sinnt) sinnx.

Из начального условия для функции u(x, t) найдем

L(x, 0) =

∞∑

n=1

C̄n sinnx = sinx+

∞∑

n=2

0 · sinnx.

Следовательно,
C̄n = δn1.

Из начального условия для производной ut(x, t) аналогично
найдем

Lt(x, 0) =

∞∑

n=1

sinx[−nC̄n · 0 + D̄nn] = 0 =

∞∑

n=1

0 · sinnx.

Следовательно,
D̄n = 0, n = 0,∞,
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и окончательно получим

L(x, t) =

∞∑

n=1

cosnt sinx δ1n = cos t sinx. (42.45)

Решение задачи (42.44) ищем в виде

M(x, t) =

∞∑

n=1

Θn(t) sinnx. (42.46)

Подставив (42.46) в (42.44), получим

∞∑

n=1

Θ′′
n(t) sinnx =

∞∑

n=1

n2(− sinnx)Θn(t) + 2.

Разложим правую часть уравнения в ряд Фурье по функциям
sinnx:

2 =

∞∑

n=1

αn sinnx,

где

αn =
2

π

π∫

0

2 sinnxdx =
4

πn
(− cosπn+ cos 0) =

=
4

πn
[1− (−1)n] =





0, n = 2k;

8

π(2k + 1)
, n = 2k + 1,

где k = 0,∞. Для определения функций Θn(t) получим следу-
ющую задачу Коши:

Θ′′
n(t) + n2Θn(t) = αn; (42.47)

Θn(0) = 0; Θ′
n(0) = 0.

Частное решение уравнения (42.47) ищем методом неопреде-
ленных коэффициентов

Θ̃n(t) = βnt
0 = βn.

Тогда
n2βn = αn,
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т.е.

βn =
αn
n2
.

Следовательно,

Θ̃n(t) =
αn
n2
, n = 0,∞,

или

Θn(t) = an cosnt+ bn sinnt+
αn
n2
.

Из начального условия для функций Θn(t) (42.47)

Θn(0) = an +
αn
n2

получим

an = −αn
n2
, n = 1,∞.

Из начального условия для производной функций Θ′
n получим

bn = 0, n = 1,∞. Тогда

Θn(t) =
αn
n2

(1− cosnt).

В результате запишем

M(x, t) =

∞∑

n=1

{αn
n2

(1 − cosnt)
}

sinnx. (42.48)

Окончательно получим

u(x, t) = t2 + cos t sinx+

+
∞∑

n=1

{4[1− (−1)n]

πn3
(1− cosnt)

}
sinnx = t2 + cos t sinx+

+

∞∑

k=0

{ 8

π(2k + 1)3
[1− cos(2k + 1)t]

}
sin(2k + 1)x,

где функция L(x, t) определена соотношением (42.45), а функ-
ция M — соотношением (42.48).
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42.4. Редукция неоднородных граничных условий

Найдем связь между функциями u(x, t) и v(x, t), удовлетворя-
ющими соответственно неоднородным и однородным граничным
условиям

(a1ux + b1u)
˛̨
x=0

= µ1(t), (a1vx + b1v)
˛̨
x=0

= 0,

(a2ux + b2u)
˛̨
x=l

= µ2(t); (a2vx + b2v)
˛̨
x=l

= 0.
(42.49)

Отметим, что задача имеет неоднозначное решение. Будем искать,
например, u(x, t) в виде

u(x, t) = w(x, t) + v(x, t) =
= p1(x)µ1(t) + p2(x)µ2(t) + v(x, t). (42.50)

Подставив (42.50) в первую пару уравнений (42.49), получим с уче-
том второй пары граничные условия для функции p1(x)

[a1p
′
1(x) + b1p1(x)]

˛̨
x=0

= 1,

[a2p
′
1(x) + b2p1(x)]

˛̨
x=l

= 0
(42.51)

и для функции p2(x)

[a1p
′
2(x) + b1p2(x)]

˛̨
x=0

= 0,

[a2p
′
2(x) + b2p2(x)]

˛̨
x=l

= 1.
(42.52)

Наиболее просто явный вид функций p1(x) и p2(x) может быть най-
ден в классе полиномов

p1(x) = γ0 + γ1x+ γ2x
2, (42.53)

p2(x) = δ0 + δ1x+ δ2x
2, (42.54)

коэффициенты которых удовлетворяют системам уравнений, полу-
ченным при подстановке (42.53) и (42.54) соответственно в (42.51)
и (42.52), т.е.

b1γ0 + a1γ1 = 1,

b2γ0 + (a2 + b2l)γ1 + (2a2 + b2l)lγ2 = 0
(42.55)

и
b1δ0 + a1δ1 = 0,

b2δ0 + (a2 + b2l)δ1 + (2a2 + b2l)lδ2 = 1.
(42.56)

Отсюда

γ0 =
∆1 + ∆2a1lγ2

∆
, γ1 = − b2 + ∆2b1lγ2

∆
, γ2 = γ2 (42.57)
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и

δ0 =
a1(∆2lδ2 − 1)

∆
, δ1 =

b1(1−∆2lδ2)

∆
, δ2 = δ2, (42.58)

где

∆1 = a2 + b2l, ∆2 = a2 + ∆1, ∆ = b1∆1 − a1b2. (42.59)

Для наиболее часто встречающихся случаев формулы можно
упростить.

1. Граничные условия первого рода:

u(x, t)
˛̨
x=0

= µ1(t),

u(x, t)
˛̨
x=l

= µ2(t),

u(x, t) =
h
1− (1 + l2γ2)

x

l
+ γ2x

2
i
µ1(t) +

+
h
(1− l2δ2)x

l
+ δ2x

2
i
µ2(t) + v(x, t)

или, если выбрать γ2 = δ2 = 0,

u(x, t) =
“
1− x

l

”
µ1(t) +

x

l
µ2(t) + v(x, t).

2. Граничные условия второго рода:

ux(x, t)
˛̨
x=0

= µ1(t),

ux(x, t)
˛̨
x=l

= µ2(t),

u(x, t) =
“
− x2

2l
+ x+ γ0

”
µ1(t) +

+
“x2

2l
+ δ0

”
µ2(t) + v(x, t)

или, если выбрать γ0 = δ0 = 0,

u(x, t) =
“
− x2

2l
+ x

”
µ1(t) +

x2

2l
µ2(t) + v(x, t).

3. Смешанные граничные условия:

a) u(x, t)
˛̨
x=0

= µ1(t),

ux(x, t)
˛̨
x=l

= µ2(t),

u(x, t) = [γ2x
2 − 2lγ2x+ 1]µ1(t) +

+[δ2x
2 + (1− 2lδ2)x]µ2(t) + v(x, t)
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или, если выбрать γ2 = δ2 = 0,

u(x, t) = µ1(t) + xµ2(t) + v(x, t);

б) ux(x, t)
˛̨
x=0

= µ1(t),

u(x, t)
˛̨
x=l

= µ2(t),

u(x, t) = [(x2 − l2)γ2 + (x− l)]µ1(t) +

+[(x2 − l2)δ2 + 1]µ2(t) + v(x, t)

или, при γ2 = δ2 = 0,

u(x, t) = (x− l)µ1(t) + µ2(t) + v(x, t)

и так далее.
С другой стороны, если ввести функции y1(x) и y2(x), непре-

рывные на отрезке [0, l] и удовлетворяющие условиям

y1(0) = 1, y1(l) = 0,
y2(0) = 0, y2(l) = 1,

то соотношения (42.51), (42.52) можно записать следующим обра-
зом:

y1(x)[a1p
′
1 + b1p1] + y2(x)[a2p

′
1 + b2p1] = y1(x), (42.60)

y1(x)[a1p
′
2 + b1p2] + y2(x)[a2p

′
2 + b2p2] = y2(x). (42.61)

Уравнения (42.60), (42.61) в общем случае являются линейными
дифференциальными уравнениями первого порядка, любое частное
решение которых автоматически удовлетворяет условиям (42.51),
(42.52). В случае первой краевой задачи дифференциальные урав-
нения (42.60), (42.61) вырождаются в алгебраические (a1 = a2 = 0,
b1 = b2 = 1)

[y1(x) + y2(x)]p1(x) = y1(x),

[y1(x) + y2(x)]p2(x) = y1(x).
(42.62)

Выбор явного вида функций y1(x), y2(x) обусловлен либо конкрет-
ным видом уравнения, которому соответствуют граничные условия
(42.49), либо наиболее простым видом уравнения (42.62). В послед-
нем случае, например, можно выбрать

y1(x) =
“
1− x

l

”
, y2(x) =

x

l
(42.63)

или
y1(x) = cos

πx

2l
, y2(x) = sin

πx

2l
(42.64)
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и т.д.
Тогда для первой краевой задачи и (42.63) получим найденное

уже соотношение

u(x, t) =
“
1− x

l

”
µ1(t) +

x

l
µ2(t) + v(x, t), (42.65)

а для (42.64)

u(x, t) = µ1(t) cos
πx

2l
+ µ2(t) sin

πx

2l
+ v(x, t). (42.66)

42.5. Метод Фурье для одномерного
волнового уравнения. Общая схема

Метод разделения переменных, рассмотренный в предыдущих
параграфах, может быть применен не только для уравнения ко-
лебаний однородной струны или стержня (уравнение с постоянны-
ми коэффициентами), но и для уравнения колебаний неоднородной
струны или стержня (уравнение с переменными коэффициентами)
[см. главу «Уравнения с частными производными в физических
задачах»]. Если при этом принять во внимание силы сопротивле-
ния, обусловленные, например, трением или другими факторами,
которые в большинстве случаев пропорциональны самой функции
u(x, t) или ее производной ut(x, t), то уравнение колебаний можно
записать в виде

ρ(x)[utt + α(t)ut] =
h ∂

∂x

“
k(x)

∂u

∂x

”
− q(x)u

i
+ f(x, t), (42.67)

где α(t), ρ(x), k(x), q(x) – заданные неотрицательные функции,
определяемые физической постановкой задачи, f(x, t) – внешняя
сила, отнесенная к единице массы.

Если ввести дифференциальные операторы с частными произ-
водными (см. разд. «Задача Штурма–Лиувилля и начально-краевые
задачи для уравнений математической физики»)

bPt =
∂2

∂t2
+ α(t)

∂

∂t
, (42.68)

bLx =
∂

∂x

h
k(x)

∂

∂x

i
− q(x), (42.69)

то уравнение (42.67) примет вид

ρ(x) bPtu(x, t) = bLxu(x, t) + f(x, t). (42.70)

Поставим для уравнения (42.70) смешанную задачу

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x), (42.71)

(a1ux + b1u)|x=0 = (a2ux + b2u)|x=l = 0. (42.72)
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Сначала рассмотрим однородное уравнение (42.70), когда в пра-
вой части функция f(x, t) = 0. Частное решение этого однородного
уравнения будем искать методом разделения переменных, положив

u(x, t) = X(x)T (t). (42.73)

Подставим (42.73) в (42.70). Разделив переменные, для определе-
ния функций X(x), T (t) получим обыкновенные дифференциаль-
ные уравнения

bLxX(x) = −λρ(x)X(x), (42.74)

bPtT (t) = −λT (t). (42.75)

Функции X(x) и T (t), стоящие в уравнениях (42.74) и (42.75), за-
висят только от одной переменной x или t. Поэтому частные про-

изводные в операторах bPt и bLx можно заменить обыкновенными.
Уравнение (42.74) с учетом (42.73) и (42.71) следует дополнить

граничными условиями

a1X
′(0) + b1X(0) = a2X

′(l) + b2uX(l) = 0, (42.76)

что приводит к задаче Штурма–Лиувилля для определения функ-
ции X(x) и постоянной λ.

Пусть Xn(x) – ортонормированные собственные функции зада-
чи Штурма–Лиувилля (42.74), (42.76) с собственными значениями
λn (n = 0,∞)

〈Xn(x)|Xk(x)〉ρ(x) =

lZ

0

ρ(x)Xn(x)Xk(x)dx = δnk. (42.77)

Тогда, согласно принципу суперпозиции, функция

u(x, t) =
∞X

n=0

Xn(x)Tn(t) (42.78)

— решение однородного [f(x, t) = 0] уравнения (42.70), если функ-
ции Tn(t) удовлетворяют уравнениям

bPtTn(t) = −λnTn(t), n = 0,∞. (42.79)

Последовательное применение метода Фурье в конкретных за-
дачах связано с большим количеством промежуточных выкладок,
которых можно избежать, если при вычислениях использовать сле-
дующие утверждения.
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Утверждение 42.2. Если функция Tn(t) является решением урав-
нения (42.79) с начальными условиями

Tn(0) = 1, T ′
n(0) = 0, n = 0,∞, (42.80)

то решение задачи

ρ(x) bPtg(x, y, t) = bLxg(x, y, t),

g(x, y, t)|t=0 = δ(x− y), ∂

∂t
g(x, y, t)|t=0 = 0

(42.81)

с граничными условиями (42.72) имеет вид

g(x, y, t) =

∞X

n=0

ρ(y)Xn(x)Xn(y)Tn(t). (42.82)

С учетом соотношения полноты собственных функций задачи
Штурма–Лиувилля (см. разд. «Задача Штурма–Лиувилля» части
III)

δ(x− y) =

∞X

n=0

ρ(y)Xn(x)Xn(y)

утверждение очевидно.

Утверждение 42.3. Если функции Tn(t) (n = 0,∞) удовлетворя-
ют условиям утверждения 42.2, то решение задачи

ρ(x) bPtu(x, t) = bLxu(x, t),
u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = 0

(42.83)

с граничными условиями (42.72) имеет вид

u(x, t) = 〈ϕ(y)|g(x, y, t)〉 =
lZ

0

g(x, y, t)ϕ(y)dy. (42.84)

С учетом соотношений (42.80), (42.82) и свойств скалярного про-
изведения (42.77) утверждение очевидно.

Утверждение 42.4. Если функции Tn(t) (n = 0,∞) являются ре-
шениями задачи Коши (42.79) с начальными условиями

Tn(0) = 0, T ′
n(0) = 1, (42.85)

то решение задачи

ρ(x) bPtg(x, y, t) = bLxg(x, y, t),
g(x, y, 0) = 0, gt(x, y, 0) = δ(x− y)

(42.86)
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с граничными условиями вида (42.72) имеет вид

g(x, y, t) =

∞X

n=0

ρ(y)Xn(x)Xn(y)Tn(t). (42.87)

Функции g(x, y, t) и g(x, y, t) называются функциями Грина сме-
шанной задачи (42.70)–(42.72).

Доказательство аналогично доказательству утверждения 42.2.

Утверждение 42.5. Если функции Tn(t) (n = 0,∞) удовлетворя-
ют условиям утверждения 42.4, то решение задачи

ρ(x) bPtu(x, t) = bLxu(x, t),
u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = ψ(x)

(42.88)

с граничными условиями (42.72) имеет вид

u(x, t) = 〈ψ(y)|g(x, y, t)〉 =
lZ

0

g(x, y, t)ψ(y)dy. (42.89)

Доказательство аналогично доказательству утверждения 42.3.
♦ Как уже упоминалось, функции g(x, y, t) и g(x, y, t) являют-

ся функциями Грина соответствующих смешанных задач (42.83) и
(42.88). Явный вид функций g(x, y, t) и g(x, y, t), найденный мето-
дом разделения переменных в форме (42.82), (42.87), позволяет не
только формализовать запись решения этих задач в форме (42.84),
(42.89), но и проясняет физический смысл решений как суммарно-
го воздействия точечных источников начальных возмущений ϕ(x)
и ψ(x).

Утверждение 42.6. Если в операторе bPt (42.68) коэффициент α
является постоянной величиной, то функции g(x, y, t) и g(x, y, t)
связаны соотношением

g(x, y, t) = αg(x, y, t) +
∂

∂t
g(x, y, t). (42.90)

Пусть α = 0, тогда функции g и g удовлетворяют уравнениям

ρ(x)
∂2

∂t2
g = bLxg, (42.91)

ρ(x)
∂2

∂t2
g = bLxg (42.92)
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и связаны соотношением g(x, y, t) = gt(x, y, t). Подставив его в
(42.91), имеем

ρ(x)
∂3

∂t3
g = bLx

∂

∂t
g,

откуда получим уравнение

∂

∂t

h
ρ(x)

∂2

∂t2
g − bLxg

i
= 0,

которое, согласно (42.92), обращается в тождество.
Пусть α 6= 0, тогда, подставив (42.90) в уравнение (42.81), имеем

ρ(x)
“ ∂2

∂t2
+ α

∂

∂t

”“
αg +

∂g

∂t

”
= bLx

“
αg +

∂g

∂t

”

или

ρ(x)
h
α
∂2

∂t2
g +

∂3

∂t3
g + α2 ∂

∂t
g + α

∂2

∂t2
g

i
= αbLxg + bLx

∂g

∂t
.

Дифференцирование (42.86) по t дает

ρ(x)
∂3

∂t3
g = −αρ(x) ∂

2

∂t2
g + bLx

∂

∂t
g,

и предыдущее уравнение приводится к виду

αρ(x)
“ ∂2

∂t2
g + α

∂

∂t
g

”
= αbLxg,

откуда при α 6= 0 имеем уравнение

ρ(x) bPtg = bLxg,

совпадающее с уравнением (42.86).
Таким образом, соотношение (42.90) справедливо при любых по-

стоянных α. Для проверки начальных условий положим в (42.90)
t = 0, тогда

g(x, y, t)|t=0 = αg(x, y, t)|t=0 +
∂

∂t
g(x, y, t)|t=0,

и начальные условия для g(x, y, t) (42.86) приводят к равенству

g(x, y, t)|t=0 = δ(x− y)

в полном соответствии с первым начальным условием (42.82). Для
проверки второго начального условия (42.82) продифференцируем

(42.90) по t и выразим ∂2

∂t2
g из уравнения (42.86). Это дает

∂

∂t
g(x, y, t) = α

∂

∂t
g(x, y, t) +

∂2

∂t2
g(x, y, t)
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и
∂2

∂t2
g(x, y, t) = −α ∂

∂t
g(x, y, t) +

1

ρ(x)
bLxg(x, y, t),

откуда

ρ(x)
∂

∂t
g(x, y, t) = bLxg(x, y, t).

Использовав начальные условия для g(x, y, t) (42.87), приходим ко
второму начальному условию (42.82)

∂

∂t
g(x, y, t)

˛̨
˛
t=0

= 0.

Здесь мы учли, что g и g удовлетворяют одним и тем же граничным
условиям. Таким образом, утверждение справедливо.

Утверждение 42.7. Если функция g(x, y, t) является решением
задачи (42.86), то решение задачи

ρ(x) bPtu(x, t) = bLxu(x, t) + f(x, t),

u(x, 0) = ut(x, 0) = 0
(42.93)

с граничными условиями (42.72) имеет вид

u(x, t) =

tZ

0

〈f̃(y, τ )|g(x, y, t− τ )〉dτ =

=

tZ

0

dτ

lZ

0

g(x, y, t− τ )f(y, τ )dy, (42.94)

где f̃(x, t) = f(x, t)/ρ(x).

Рассмотрим действие оператора bLx на функцию (42.94):

bLxu(x, t) =

tZ

0

〈f̃(y, τ )|bLxg(x, y, t− τ )〉dτ. (42.95)

Аналогично

∂

∂t
u(x, t) =

tZ

0

〈f̃(y, τ )|gt(x, y, t− τ )〉dτ + 〈f̃(y, t)|g(x, y, 0)〉, (42.96)

∂2

∂t2
u(x, t) =

tZ

0

〈f̃(y, τ )|gtt(x, y, t− τ )〉dτ + 〈f̃(y, t)|gt(x, y, 0)〉.(42.97)
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С учетом начальных условий для функции g(x, y, t) (42.86) по-
лучим

∂

∂t
u(x, t) =

tZ

0

〈f̃(y, τ )|gt(x, y, t− τ )〉dτ,

∂2

∂t2
u(x, t) =

tZ

0

〈f̃(y, τ )|gtt(x, y, t− τ )〉dτ +
f(x, t)

ρ(x)
.

(42.98)

Подставим (42.95) и (42.98) в (42.93) и получим тождество. Выпол-
нение нулевых начальных условий следует из (42.94), (42.98), а вы-
полнение граничных условий – из определения функции g(x, y, t).
Таким образом, утверждение доказано.

После проведения последовательной редукции (42.83), (42.88),
(42.93) решение исходной задачи (42.70), (42.71) можно записать в
окончательном виде

u(x, t) = 〈ϕ(y)|g(x, y, t)〉+ 〈ψ(y)|g(x, y, t)〉+

+

tZ

0

〈f̃(y, τ )|g(x, y, t− τ )〉dτ. (42.99)

Если в операторе bPt (42.75) функция α – постоянная, то решение
исходной задачи имеет вид

u(x, t) = 〈ϕ(y)|gt(x, y, t)〉+ 〈αϕ(y) + ψ(y)|g(x, y, t)〉+

+

tZ

0

〈f̃(y, τ )|g(x, y, t− τ )〉dτ. (42.100)

Рассмотренный метод легко обобщается на случай задачи с неод-
нородными граничными условиями

(a1ux + b1u)
˛̨
x=0

= µ1(t),

(a2ux + b2u)
˛̨
x=l

= µ2(t).
(42.101)

Действительно, заменой

u(x, t) = w(x, t) + v(x, t), (42.102)

где w(x, t) — функция, удовлетворяющая граничным условиям
(42.101), исходная задача (42.70), (42.71), (42.101) редуцируется к
смешанной задаче для функции v(x, t)

ρ(x) bPtv(x, t) = bLxv(x, t) + f̄(x, t),

v(x, 0) = ϕ̄(x), vt(x, 0) = ψ̄(x)
(42.103)
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с однородными граничными условиями вида (42.72). Здесь обозна-
чено

ϕ̄(x) = ϕ(x)−w(x, 0), ψ̄(x) = ψ(x)−wt(x, 0),
f̄(x, t) = f(x, t)− ρ(x) bPtw(x, t) + bLxw(x, t).

(42.104)

Явный вид функции w(x, t) в зависимости от µ1(t), µ2(t) приведен
в предыдущем параграфе.

Таким образом, решение смешанной задачи с неоднородными
граничными условиями, согласно (42.102) и (42.100), имеет вид

u(x, t) = w(x, t) + 〈ϕ̄(y)|gt(x, y, t)〉+ 〈αϕ̄(y) + ψ̄(y)|g(x, y, t)〉+

+

tZ

0

〈f̃(y, τ )|g(x, y, t− τ )〉dτ. (42.105)

Все сказанное позволяет сформулировать следующую схему ме-
тода Фурье для случая, когда α(t) = const:

1. решить задачу Штурма–Лиувилля

bLxX(x) = −λρ(x)X(x),

a1X
′(0) + b1X(0) = a2X

′(l) + b2X(l) = 0;
(42.106)

2. решить задачу Коши

bPtTn(t) = −λnTn(t), n = 0,∞;

Tn(0) = 0, T ′
n(0) = 1,

(42.107)

где λn – собственные функции предыдущей задачи;

3. по ортонормированным функциям Xn(x) и функциям Tn(t) по-
строить фундаментальное решение в виде формального ряда

g(x, y, t) =
X

n

ρ(y)Xn(x)Xn(y)Tn(t); (42.108)

4. по функциям µ1(t), µ2(t), определяющим граничный режим ис-
ходной задачи, согласно (42.50), построить функцию w(x, t) (в
случае однородных граничных условий w(x, t) ≡ 0);

5. по формуле (42.105) с учетом (42.102) записать решение исход-
ной задачи u(x, t).

Указанная схема существенно уменьшает число промежуточ-
ных выкладок, а кроме того, позволяет достаточно просто учиты-
вать вид и характер граничных условий. Принимая во внимание,
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что уравнение (42.107) является уравнением с постоянными коэф-
фициентами, функцию Tn(t) можно представить в виде

Tn(t) =
T̄n(t)

T̄ ′
n(0)

, (42.109)

где T̄n(t) – частное решение уравнения, удовлетворяющее условию

T̄n(0) = 0 (т.е. e−αt/2t, e−αt/2 sinωt, e−αt/2 shωt).
В заключение отметим, что предложенная схема с помощью тео-

ремы 42.2 легко обобщается на случай, когда величина α являет-
ся функцией времени. При этом используются свойства фундамен-
тального решения g(x, y, t). Если коэффициент q также является
функцией t, а не x, и ρ(x) = const, то соответствующее слагаемое

переносится из оператора bLx в оператор bPt.

43. Задачи, сводящиеся к одномерному
волновому уравнению

Пример 43.1. Решить первую краевую задачу о продольных
колебаниях упругого неоднородного стержня длиной l, если
его линейная плотность и модуль упругости возрастают про-
порционально расстоянию от конца стержня. Начальные от-
клонения и скорости заданы, внешние силы и силы сопротив-
ления среды отсутствуют.

Решение. Расположим стержень вдоль оси Ox, совместив ле-
вый торец с точкой x = 0, а правый – с точкой x = l. В обозна-
чениях, принятых в разд. «Уравнение продольных колебаний
струн и стержней», имеем ρ(x) = ρ0x, E(x) = E0x. Тогда, со-
гласно (8.3), требуется решить уравнение

∂2u

∂t2
=

1

ρ0x

∂

∂x

(
E0x

∂u

∂x

)
(43.1)

с начальными условиями

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x). (43.2)

Постановка граничного условия для правого торца стержня не
вызывает затруднений:

u(l, t) = 0. (43.3)

Аналогичная формулировка граничного условия для левого
торца x = 0 не имеет смысла, так как ρ(x)|x=0 = 0, и должна
быть заменена более общим условием

|u(0, t)| <∞. (43.4)
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Таким образом, математическая постановка задачи определе-
на соотношениями (43.1)–(43.4).

Согласно схеме, изложенной в предыдущем разделе, решим
1. Задачу Штурма–Лиувилля

− 1

ρ0x

d

dx

(
E0x

d

dx

)
X(x) = λX(x);

|X(0, t)| <∞, |X(l, t)| = 0.

(43.5)

Эта задача эквивалентна задаче на отыскание собственных
значений и собственных функций уравнения Бесселя индек-
са ν = 0

x2X ′′(x) + xX ′(x) +
ρ0

E0
λx2X(x) = 0;

|X(0, t)| <∞, |X(l, t)| = 0.

Ортонормированные решения этой задачи (см. разд. <Задача
Штурма–Лиувилля для уравнений Бесселя> части III) имеют
вид

Xn(x) =

√
2

l

J0(α
0
nx/l)

J1(α0
n)

, (43.6)

где α0
n – положительные нули функции J0(x), а соответствую-

щие собственные значения определятся из соотношения

ρ0

E0
λn =

(α0
n

l

)2

, n = 1,∞. (43.7)

Получив выражения для λn, запишем
2. Задачу Коши

T ′′
n (t) = − ρ0

E0

(α0
n

l

)2

Tn(t),

Tn(0) = 0, T ′
n(0) = 1,

(43.8)

решение которой имеет вид

Tn(t) =
1

ωn
sinωnt, (43.9)

где

ωn =
α0
n

l

√
E0

ρ0
.
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3. По функциям Xn(x) (43.8) и Tn (43.9) построим фунда-
ментальное решение смешанной задачи (43.1)

g(x, y, t) =

∞∑

n=1

2y

l2J2
1 (α0

n)ωn
J0

(
α0
n

x

l

)
J0

(
α0
n

y

l

)
sinωnt, (43.10)

с помощью которого запишем решение задачи

u(x, t) = 〈ϕ(y)|gt(x, y, t)〉+ 〈ψ(y)|g(x, y, t)〉. (43.11)

С учетом явного вида скалярного произведения для функций
Бесселя решение (43.11) примет вид

u(x, t) =
2

l

√
ρ0

E0

∞∑

n=1

J0(α
0
nx/l)

α0
nJ

2
1 (α0

n)
× (43.12)

×
{

1

ωn
cosωnt

l∫

0

yϕ(y)J0

(
α0
n

y

l

)
dy + sinωnt

l∫

0

yψ(y)J0

(
α0
n

y

l

)
dy

}
.

Пример 43.2. Решить задачу о поперечных колебаниях од-
нородной круглой мембраны радиуса b, вызванных заданными
начальными отклонениями и скоростями, зависящими только
от расстояния до центра мембраны (осесимметричная задача).
Внешние силы и силы сопротивления среды отсутствуют.

Решение. В разд. «Уравнение поперечных колебаний мем-
браны» было показано, что амплитуда колебаний мембраны
u(x, y, t) определяется уравнением

∂2u

∂t2
= a2

(∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)
u, (43.13)

которое с учетом геометрической формы мембраны удобнее
записать в полярных координатах r, ϕ:

∂2u

∂t2
= a2

[1
r

∂

∂r

(
r
∂u

∂r

)
+

1

r2
∂2u

∂ϕ2

]
. (43.14)

Из постановки задачи запишем начальные условия

u(r, ϕ, 0) = ψ0(r), ut(r, ϕ, 0) = ψ(r), (43.15)
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Рис. 90

где ψ0(r), ψ(r) – заданные функции начальных отклонений и
скоростей, зависящих только от полярного радиуса r, и гра-
ничные условия

u(b, ϕ, t) = 0, |u(0, ϕ, t)| <∞. (43.16)

Поскольку все дополнительные к уравнению (43.14) усло-
вия не зависят от азимутального угла ϕ, то и само решение
свободно от этой зависимости и является функцией только пе-
ременных r и t. В результате этого математическая постановка
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задачи имеет вид

∂2u

∂t2
= a2

(1

r

∂u

∂r
+
∂2u

∂r2

)
,

u(r, 0) = ψ0(r), ut(r, 0) = ψ(r), (43.17)

|u(0, t)| <∞, u(b, t) = 0

и полностью совпадает с постановкой задачи, рассмотренной в
предыдущем примере. Таким образом, решение задачи (43.17)
дается формулой (43.12) предыдущего примера, где нужно
сделать следующие замены: переменная x заменяется на пе-
ременную r, y – на ρ, l – на b, E0/ρ0 – на a2, ϕ(x) – на ψ0(ρ).

Эти два примера наглядно иллюстрируют, что две физиче-
ски различные задачи в математическом плане можно считать
тождественными.

В частности, если в (43.15) положить

ψ0(r) = AJ0

(
α0

1

r

b

)
, ψ(r) = BJ0

(
α0

3

r

b

)
,

где A и B – некоторые постоянные, то из (43.12) с учетом
ортогональности функций Бесселя получим

u(r, t) =
Ab

aα0
1

J0

(
α0

1

r

b

)
cos

a

b
α0

1t+
Bb

aα0
3

J0

(
α0

3

r

b

)
sin

a

b
α0

3t.

График этой функции при a = 1, b = α0
3, A = 3, B = 4 в

моменты времени tk = πk/2, k = 0, 14, приведен на рис. 90.
Рассмотрим еще несколько аналогичных примеров.

Пример 43.3. Найти закон колебаний струны, левый конец
которой x = 0 колеблется по закону A sinωt, а правый x = l за-
креплен. Для моментов времени tk = kl/a, k = 1, 4, построить
профиль струны, положив ω1 = 3πa/(2l), ω2 = 2πa/l.

Решение. Математическая формулировка сводится к смешан-
ной задаче с краевыми условиями первого рода

utt = a2uxx, 0 < x < l, t > 0, (43.18)

u(x, 0) = ut(x, 0) = 0, u(0, t) = A sinωt, u(l, t) = 0.

Согласно схеме разделения переменных, P̂t = d2/dt2, L̂x =
a2 d2/dx2. Тогда

Xn(x) =

√
2

l
sin

πnx

l
, n = 1,∞,
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Tn(x) =
1

ωn
sinωnt, ωn =

πna

l
, (43.19)

g(x, y, t) =
∞∑

n=1

2

lωn
sin

πnx

l
sin

πny

l
sinωnt.

Согласно (42.65),

w(x, t) =
(
1− x

l

)
A sinωt,

откуда

ϕ̄(x) = 0, ψ̄(x) = −A
(
1− x

l

)
ω,

f̄(x, t) = Aω2
(
1− x

l

)
sinωt

(43.20)

и соответственно решение u(x, t) запишется в виде

u(x, t) = A
(
1− x

l

)
sinωt−Aω

〈(
1− y

l

)∣∣∣g(x, y, t)
〉
+

+Aω2

t∫

0

〈(
1− y

l

)∣∣∣g(x, y, t− τ)
〉
dτ. (43.21)

Решение (43.21) в развернутой форме имеет вид

u(x, t) = A
(
1− x

l

)
sinωt−Aω

∞∑

n=1

1

ωn
sin

πnx

l
×

×
[
2

l

l∫

0

(
1− y

l

)
sin

πny

l
dy

]
sinωnt+

+Aω2
∞∑

n=1

1

ωn
sin

πnx

l

[
2

l

l∫

0

(
1− y

l

)
sin

πny

l
dy

]
×

×
t∫

0

sinωnτ sinωn(t− τ) dτ. (43.22)

Если учесть, что

l∫

0

(
1− y

l

)
sin

πny

l
dy =

a

ωn
,



43. Задачи, сводящиеся к одномерному волновому уравнению 711

то (43.22) можно записать как

u(x, t) = A
(
1− x

l

)
sinωt− 2A

aω

l

∞∑

n=1

1

ω2
n

sin
πnx

l
sinωnt+

+2A
aω2

l

∞∑

n=1

1

ω2
n

sin
πnx

l

t∫

0

sinωnτ sinωn(t− τ) dτ. (43.23)

Напомним, что аналогичная задача рассматривалась в при-
мере 41.1 и было показано, что характер решения (43.23) су-
щественно зависит от того, совпадает частота ω с одной из
собственных частот ωn или не совпадает. В связи с этим рас-
смотрим два случая:

1. Частота ω не совпадает ни с одной из собственных частот
ωn, n = 0,∞ (отсутствие резонанса).

Учтя, что

t∫

0

sinωt sinωn(t−τ)dτ =
1

ω2
n − ω2

(ωn sinωt−ω sinωnt), (43.24)

получим

u(x, t) = A
(
1− x

l

)
sinωt− 2A

aω

l

∞∑

n=1

sin(πnx/l)

ω2
n

sinωnt+

+2A
aω2

l

∞∑

n=1

sin(πnx/l)

ω2
n(ω

2
n − ω2)

(ωn sinωt− ω sinωnt). (43.25)

Для построения профиля струны в заданные моменты вре-
мени представим величину (1−x/l) в виде разложения по соб-
ственным функциям (43.19). Тогда из (43.25) имеем

u(x, t) = 2A
a

l

∞∑

n=1

sin(πnx/l)

ω2
n − ω2

(ωn sinωt− ω sinωnt). (43.26)

Формула (43.26) дает решение задачи для всех моментов
времени. Если в этой формуле положить t = tk = kl/a, k =
0,∞, то sin(ωnkl/a) = sinπnk = 0 и с учетом известного раз-
ложения

∞∑

n=1

n sinnz

n2 − α2
= π

sinα(π − z)
2 sinπα

, α > 0,
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решение (43.26) запишется достаточно простым выражением

u
(
x,
kl

a

)
= A

sin(ωkl/a) sin[ω(l − x)/a]
sin(ωl/a)

(43.27)

и совпадет с решением, полученным методом Даламбера (при-
мер 41.1), график которого для ω = 3πa/(2l) изображен на
рис. 87.

2. Частота ω совпадает с одной из собственных частот, т.е.
ω = ωj (резонансный случай).

В этом случае вместо (43.24) имеем

t∫

0

sinωt sinωn(t− τ)dτ =

=





1

ω2
n − ω2

j

(ωn sinωjt− ωj sinωnt
)
, j 6= n;

1

2

( 1

ωj
sinωjt− t cosωjt), j = n,

а вместо (43.25)

u(x, t) = A
(
1− x

l

)
sinωjt− 2A

aωj
l

∞∑

n=1

sin(πnx/l)

ω2
n

sinωnt+

+2A
aω2

j

l

∞∑

n=1
n6=j

sin(πnx/l)

ω2
n(ω

2
n − ω2

j )
(ωn sinωjt− ωj sinωnt)+

+A
a

l

( 1

ωj
sinωjt− t cosωjt

)
sin

πjx

l
. (43.28)

Как следует из (43.28), в j-й гармонике возникает слагаемое,
линейно зависящее от времени. Это означает, что амплиту-
да этой гармоники неограниченно возрастает со временем —
возникает явление резонанса. Как уже отмечалось, область
применения формулы (43.28) ограничена во времени условием
t < l/a.

Для сравнения решения (43.28) с решением, полученным
методом Даламбера, положим j = 2, ωj = 2πa/l, tk = kl/a,
k = 1, 4. Тогда

u
(
x,
kl

a

)
= −Ak sin

2πx

l
.
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Это выражение полностью совпадает с решением, полученным
в примере 41.1, график которого изображен на рис. 88.

Пример 43.4. Найти закон колебаний однородной струны с
закрепленными концами, вызванных воздействием внешней си-
лы f(x) sinωt. Исследовать характер решения в зависимости
от f(x) и ω. Сопротивление среды отсутствует.

Решение. Математическая формулировка задачи имеет вид

utt = a2uxx + f(x) sinωt, 0 < x < l, t > 0;

u(x, 0) = ut(x, 0) = u(0, t) = u(l, t) = 0.
(43.29)

Из решения предыдущего примера имеем

g(x, y, t) =
∞∑

n=1

2

lωn
sin

πnx

l
sin

πny

l
sinωnt, (43.30)

где ωn = πna/l. Отсюда получим

u(x, t) =

t∫

0

〈f(y) sinωτ |g(x, y, t− τ)〉dτ

или в развернутом виде

u(x, t) =

∞∑

n=1

2

lωn
sin

πnx

l

[ l∫

0

f(y) sin
πny

l
dy

]
×

×
[ t∫

0

sinωnτ sinωn(t− τ)dτ
]
. (43.31)

Как и в предыдущем примере, рассмотрим два случая
1. Частота ω не совпадает ни с одной из собственных частот

ωn, n = 0,∞.
В этом случае решение (43.31) можно записать

u(x, t) =

∞∑

n=1

2 sin(πnx/l)

lωn(ω2
n − ω2)

(ωn sinωt− ω sinωnt)×
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×
l∫

0

f(y) sin
πny

l
dy. (43.32)

Вычислим интеграл

Fn =

l∫

0

f(y) sin
πny

l
dy (43.33)

при следующем выборе функций f(x):
1а) f(x) = f0 – const. В этом случае в решении (43.32)

отсутствуют все гармоники с четными n, т.е. вынуждающая
сила возбуждает колебания только с нечетными гармониками

u(x, t) =

∞∑

k=0

2 sin(2k + 1)πx/l

lω2k+1(ω2
2k+1 − ω2)

×

×(ω sinωk+1t− ω2k+1 sinωt); (43.34)

1б) f(x) с точностью до постоянного множителя f0 совпа-
дает с одной из собственных функций

Xk(x) = f0 sin
kπx

l
,

тогда

Fn =
l

2
f0δnk,

и в решении (43.32) отсутствуют все гармоники, за исключе-
нием k-й, т.е.

u(x, t) =
f0 sin(πkx/l)

ωk(ω2
k − ω2)

(ωk sinωt− ω sinωkt). (43.35)

1в) f(x) = f0δ(x− x0), сосредоточенная внешняя сила при-
ложена в точке x = x0 ∈]0, l[. Тогда

u(x, t) =
∞∑

n=1

2f0 sin(πnx/l) sin(πnx0/l)

lωn(ω2
n − ω2)

×

×(ωn sinωt− ω sinωnt). (43.36)
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Отсюда следует, что амплитуда n-й гармоники в зависимости
от положения точки x0 на отрезке [0, l] может изменять ам-
плитуду этой точки от максимального значения, когда x0 по-
падает в одну из пучностей n-й гармоники, до минимального
(нулевого), когда точка x0 попадает в один из узлов этой гар-
моники.

1г) f(x) = f0δ(x − x0)Xk(x). Этот случай есть комбинация
случаев 1б) и 1в), и решение имеет вид

u(x, t) =
f0 sin(πnx0/l)

ωk(ω2
k − ω2)

(ωk sinωt− ω sinωkt) (43.37)

со всеми последствиями, вытекающими из случая 1в) для од-
ной оставшейся k-й гармоники.

2. Частота вынуждающей силы совпадает с одной из соб-
ственных частот: ω = ωk. В этом случае решение (43.31) при-
нимает вид (см. предыдущий пример)

u(x, t) =

∞∑

n=1
n6=k

2

lωn
sin

πnx

l

[ l∫

0

f(y) sin
πny

l
dy

]
×

× 1

ω2
n − ω2

k

(ωn sinωkt− ωk sinωnt)+

+
1

lωk
sin

πnx

l

[
f(y) sin

πny

l
dy

]( 1

ωk
ωkt− t cosωkt

)
.(43.38)

Таким образом, периодическая вынуждающая сила, часто-
та которой совпадает с одной из собственных частот ωk, вы-
зывает на этой гармонике резонанс. В отличие от аналогич-
ного явления, вызываемого периодическим граничным усло-
вием, явление резонанса может отсутствовать, если функция
f(x) удовлетворяет определенным условиям:

2а) f(x) = f0 – const. Как было показано в 1а), в этом слу-
чае вынуждающая сила возбуждает колебания только с нечет-
ными гармониками. Поэтому, если вынуждающая частота ω
совпадает с одной из собственных частот четных гармоник,
последнее слагаемое в (43.38) обращается в нуль и явление
резонанса отсутствует. Сама формула (43.38) остается спра-
ведливой для всех моментов времени t > 0, а не только для
t < l/a.

2б) f(x) ортогональна собственной функции sin(πkx/l), со-
ответствующей частоте ωk [например, f(x) = f0 sin(πmx/l),
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m 6= k], т.е.
l∫

0

f(y) sin
πky

l
dy = 0.

Тогда последнее слагаемое в (43.38) обращается в нуль и яв-
ление резонанса отсутствует.

2в) f(x) = f0δ(x−x0). Как следует из 1в), резонанса можно
избежать, если точка x0 совпадает с одной из точек, соответ-
ствующих узлам стоячей волны k-й гармоники.

Пример 43.5. Решить смешанную задачу

utt = uxx +
1

x
ux −

4

x2
u+ tJ2(α

2
1x), 0 < x < 1; (43.39)

|u|x=0| <∞, u|x=1 = u|t=0 = ut|t=0 = 0,

где α2
1 — первый положительный нуль функции Бесселя J2(x).

Решение. Ищем решение в виде

u(x, t) = Φ(t)J2(α
2
1x). (43.40)

Из начальных условий найдем

Φ(0) = Φ′(0) = 0.

Подставив (43.40) в (43.39), получим

Φ′′J2(α
2
1x) =

{ ∂2

∂x2
J2(α

2
1x) +

1

x

∂

∂x
J2(α

2
1x)−

4

x2
J2(α

2
1x) +

+(α2
1)

2J2(α
2
1x)
}

Φ− (α2
1)

2J2(α
2
1x)Φ + tJ2(α

2
1x).

Так как J2(α
2
1x) есть решение уравнения Бесселя, то выраже-

ние в фигурных скобках равно нулю. Следовательно,

Φ′′J2(α
2
1x) = −(α2

1)
2J2(α

2
1x)Φ + tJ2(α

2
1x).

В результате для функции Φ(t) получим

Φ′′ + (α2
1)

2Φ = t, Φ(0) = Φ′(0) = 0.

Общее решение однородного уравнения имеет вид

Φ̄(t) = A cos(α2
1t) +B sin(α2

1t), A,B = const .
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Частное решение неоднородного уравнения найдем методом
неопределенных коэффициентов

Φ∗(t) = C1t+ C2.

Поскольку
[Φ∗(t)]′′ = 0,

то
(α2

1)
2C2 + (α2

1)
2C1t = t,

откуда

C2 = 0, t(α2
1)

2C1 = t, C1 =
1

(α2
1)

2
.

Окончательно получим

Φ∗(t) =
t

(α2
1)

2
.

Тогда

Φ(t) = Φ̄(t) + Φ∗(t) = A cos(α2
1t) +B sin(α2

1t) +
t

(α2
1)

2
.

Из начальных условий определим постоянные A и B:

Φ(0) = A = 0;

Φ′(t) = α2
1B cos(α2

1t) +
1

(α2
1)

2
,

Φ′(0) = α2
1B +

1

(α2
1)

2
,

B = − 1

(α2
1)

3
.

Окончательно

Φ(t) =
t

(α2
1)

2
− 1

(α2
1)

3
sin(α2

1t),

а решение исходной задачи имеет вид

u(x, t) = Φ(t)J2(α
2
1x) =

[ t

(α2
1)

2
− 1

(α2
1)

3
sin(α2

1t)
]
J2(α

2
1x).
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Пример 43.6. Записать закон поперечных колебаний одно-
родной струны с закрепленными краями, вызванных началь-
ным распределением скоростей ψ(x), если среда оказывает со-
противление, пропорциональное смещению струны от положе-
ния равновесия.

Решение. Математическая постановка задачи имеет вид

utt = a2uxx − qu, q > 0, 0 < x < l, t > 0,

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = ψ(x), (43.41)

u(0, t) = u(l, t) = 0.

Согласно схеме разделения переменных, для определения функ-
ции X(x) получим задачу Штурма–Лиувилля

a2X ′′(x)− qX(x) = −λX(x),

X(0) = X(l) = 0

со спектром собственных значений

λn = ω2
n + q, ωn =

πna

l
, n = 1,∞ (43.42)

и соответствующим ортонормированным набором собственных
функций

Xn(x) =

√
2

l
sin

πnx

l
. (43.43)

Уравнение для функций Tn(t) с учетом (43.42) имеет вид (42.75)

T ′′
n (t) = −(ω2

n + q)Tn(t), Tn(0) = 0, T ′
n(0) = 1

с решением

Tn(t) =
1

νn
sin νnt, νn =

√
ω2
n + q. (43.44)

Согласно (42.82), фундаментальное решение смешанной зада-
чи (43.41) запишется в виде

g(x, y, t) =

∞∑

n=1

2

lνn
sin

πnx

l
sin

πny

l
sin νnt.
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Формула (42.105) дает решение исходной задачи

u(x, t) = 〈ψ(y)|g(x, y, t)〉 =

=
∞∑

n=1

2

lνn
sin

πnx

l
sin νnt

l∫

0

ψ(y) sin
πny

l
dy. (43.45)

При q = 0, как следует из (43.44), νn = ωn и решение (43.45)
переходит в решение для свободных колебаний.

Таким образом, учет сил сопротивления, пропорциональ-
ных смещению, не вносит принципиальных изменений в ха-
рактер колебаний струны, изменяя лишь спектр частот ωn →
νn =

√
ω2
n + q.

Пример 43.7. Решить пример 43.6 при условии, что сила со-
противления среды пропорциональна скорости отклонения
струны от положения равновесия.

Решение. Математическая постановка задачи имеет вид

utt + αut = a2uxx, α > 0, 0 < x < l, t > 0,

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = ψ(x), (43.46)

u(0, t) = u(l, t) = 0.

Задача Штурма–Лиувилля для функции X(x) имеет извест-
ный набор ортонормированных собственных функций

Xn(x) =

√
2

l
sin

πnx

l
(43.47)

с собственными значениями (см. пример 43.6 при q = 0)

λn = ω2
n, ωn =

πna

l
, n = 1,∞.

Уравнение для определения функций Tn с учетом (43.46), (43.47)
можно записать в виде

T ′′
n (t) + αT ′

n(t) = −ω2
nTn(t), Tn(0) = 0, T ′

n(0) = 1. (43.48)

Поскольку корни характеристических уравнений для урав-
нения (43.48) определяются из выражений

kn1,2 = −α
2
±
√(α

2

)2

− ω2
n, (43.49)
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то его решение существенным образом зависит от коэффици-
ента сопротивления α.

1. Пусть (α/2)2 < ω2
1 < (πa/l)2. В этом случае для всех

n корни характеристических уравнений являются комплекс-
ными числами и частное решение задачи Коши (43.49) имеет
вид

Tn(t) =
1

νn
e−αt/2 sin νnt, νn =

√
ω2
n −

(α
2

)2

. (43.50)

Функцию g(x, y, t), согласно (42.82), можно записать в виде

g(x, y, t) =
∞∑

n=1

2

lνn
sin

πnx

l
sin

πny

l
e−αt/2 sin νnt, (43.51)

откуда в силу (42.105) найдем решение задачи

u(x, t) = 〈ψ(y)|g(x, y, t)〉 (43.52)

или в явном виде

u(x, t) = e−αt/2
∞∑

n=1

1

νn
Ψn sin

πnx

l
sin νnt, (43.53)

где

Ψn =
2

l

l∫

0

ψ(y) sin
πny

l
dy. (43.54)

При α = 0, как следует из (43.53), νn = ωn и решение перехо-
дит в решение для свободных колебаний.

При наличии сопротивления среды (α 6= 0) характер коле-
баний струны, согласно (43.53), принципиально отличается от
характера свободных колебаний. Это отличие заключается не
только в изменении спектра частот

ωn → νn =

√
ω2
n −

(α
2

)2

,

а главным образом в том, что колебания за счет множителя
e−αt/2 со временем постепенно затухают, так что

lim
t→∞

u(x, t) = 0.
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2. Пусть (α/2)2 = ω2
1. В этом случае корни характеристи-

ческих уравнений (43.49) для n > 2 по-прежнему комплексны,
а для n = 1 они действительны и кратны. В связи с этим для
функции g(x, y, t) вместо (43.51) имеем

g(x, y, t) =
2

l
e−αt/2

{
t sin

πx

l
sin

πy

l
+

+

∞∑

n=1

1

νn
sin

πnx

l
sin

πny

l
sin νnt

}
, (43.55)

и соответственно решение исходной задачи (43.46) запишется
в виде

u(x, t) = e−αt/2
{
tΨ1 sin

πx

l
+

∞∑

n=2

1

νn
Ψn sin

πnx

l
sin νnt

}
, (43.56)

где νn и Ψn определены формулами (43.50) и (43.54).
Из решения (43.56) видно, что, как и в предыдущем слу-

чае, колебания со временем затухают, причем все гармоники с
n > 2 затухают гораздо быстрее, нежели основная гармоника с
n = 1, которая при больших временах описывает практически
апериодическое по времени поведение струны.

Если функцию ψ(x) выбрать ортогональной собственной
функции X1(x) = sin(πx/l), то Ψ1 = 0 и основная гармоника
n = 1 в решении (43.56) отсутствует.

3. Пусть (α/2)2 = ω2
2. В этом случае корни характеристи-

ческих уравнений (43.49) определяются следующим образом:
для n = 1 они действительны и различны;
для n = 2 они действительны и кратны;
для n > 3 они комплексны.
В связи с этим функция g(x, y, t) определится соотношени-

ем

g(x, y, t) =
2

l
e−αt/2

{ 1

ν1
sin

πx

l
sin

πy

l
sh ν̄1t+

+ t sin
2πx

l
sin

2πy

l
+

∞∑

n=3

1

νn
sin

πnx

l
sin

πny

l
sin νnt

}
,

где

ν̄n =

√(α
2

)2

− ω2
n, νn =

√
ω2
n −

(α
2

)2

, (43.57)
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и соответственно для решения исходной задачи получим

u(x, t) =
2

l
e−αt/2

{ 1

ν̄1
Ψ1 sin

πx

l
sh ν̄1t+ tΨ2 sin

2πx

l
+

+

∞∑

n=3

1

νn
Ψn sin

πnx

l
sin νnt

}
.

В общем случае, если

ω2
k−1 <

(α
2

)2

< ω2
k,

то решение задачи (43.46) имеет вид

u(x, t) = e−αt/2
{ k−1∑

n=1

1

ν̄n
Ψn sin

πnx

l
sh ν̄nt+

+

∞∑

n=k

1

νn
Ψn sin

πnx

l
sin νnt

}
. (43.58)

Если же α удовлетворяет условию (α/2)2 = ω2
k, то

u(x, t) = e−αt/2
{ k−1∑

n=1

1

ν̄n
Ψn sin

πnx

l
sh ν̄nt+ tΨk sin

kπx

l
+

+

∞∑

n=k+1

1

νn
Ψn sin

πnx

l
sin νnt

}
. (43.59)

В формулах (43.58) и (43.59) частоты ν̄n и νn определены со-
отношениями (43.57).

Пример 43.8. Решить пример 43.6 при условии, что сила со-
противления среды пропорциональна скорости смещения стру-
ны от положения равновесия и на струну действует вынужда-
ющая сила f(x) sinωt.

Решение. Математическая постановка задачи имеет вид

utt + αut = a2uxx + f(x) sinωt, α > 0, 0 < x < l, t > 0,

u(x, 0) = ut(x, 0) = u(0, t) = u(l, t) = 0.
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Из решения примеров 43.6 и 43.7 известно, что

g(x, y, t) =

∞∑

n=1

2

lνn
sin

πnx

l
sin

πny

l
e−αt/2 sin νnt, (43.60)

если (α/2)2 < ω2
1 . Соответствующее этому условию решение

имеет вид

u(x, t) =

∞∑

n=1

1

νn
Φn sin

πnx

l
×

×
t∫

0

e−α(t−τ)/2 sinωτ sin νn(t− τ) dτ. (43.61)

Здесь

Φn =
2

l

l∫

0

f(x) sin
πny

l
dy, (43.62)

а νn определятся формулой (43.57).
Вычислив интеграл по времени в (43.61), найдем

t∫

0

e−α(t−τ)/2 sinωτ sin νn(t− τ) dτ =

=
νn
Ωn

{
(ω2
n − ω2) sinωt− ωα cosωt+

+ ωe−αt/2
[
α cos νnt+

ω2 + ω2
n − 2ν2

n

νn
sin νnt

]}
, (43.63)

где
Ωn = ω2 + ω2

n − 4ω2ν2
n, (43.64)

что позволяет записать решение исходной задачи следующим
образом:

u(x, t) =
∞∑

n=1

1

Ωn
Φn sin

πnx

l

{
(ω2
n − ω2) sinωt− ωα cosωt+

+ωe−αt/2
[
α cos νnt+

ω2 + ω2
n − 2ν2

n

νn
sin νnt

]}
. (43.65)

Легко убедиться, что при α = 0 решение (43.65) переходит
в решение (43.63), не учитывающее сопротивление среды. При
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α 6= 0 решение (43.65) принципиально отличается от реше-
ния, полученного в примере 43.7, тем, что явление резонанса
отсутствует для любых частот вынуждающей силы. Сила со-
противления среды, таким образом, играет роль фактора, ста-
билизирующего процесс колебаний. Со временем колебания с
частотами νn в (43.65) затухают, что приводит к установив-
шимся колебаниям с частотой ω, т.е.

u(x, t) =

∞∑

n=1

1

Ωn
Φnsin

πnx

l
{(ω2

n−ω2) sinωt−ωα cosωt}. (43.66)

Пример 43.7 позволяет обобщить решение задачи (43.65) на
произвольное значение коэффициента сопротивления α.

44. Сферические волны

Часть многомерных задач может быть сведена к одномер-
ным.

Ранее был рассмотрен процесс распространения волн на
полупрямой. Покажем, что распространение волн, возбужда-
емых точечным источником, в пространстве допускает анало-
гичное описание.

Если задано краевое условие в точке

utt − a2∆u = 0, (44.1)

а) u|~r=0 = ϕ(t) либо б)
∂u

∂r

∣∣∣
~r=0

= ψ(t),

то решение уравнения (44.1) можно искать в виде

u(~r, t) = u(r, t), где r = |~r|. (44.2)

Запишем оператор Лапласа в сферической системе координат

∆u =
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂u

∂r

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2u

∂ϕ2
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂u

∂θ

)
. (44.3)

Поскольку функция u(~r, t) (44.2) не зависит от θ, ϕ, уравнение
(44.1) примет вид

utt − a2 1

r2
∂

∂r

(
r2
∂u

∂r

)
= 0. (44.4)
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Заметим, что
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂u

∂r

)
=

1

r

∂2

∂r2
(ru). (44.5)

Действительно,

1

r2
∂

∂r

(
r2
∂u

∂r

)
=

1

r2

[
2r
∂u

∂r
+ r2

∂2u

∂r2

]
=

2

r

∂u

∂r
+
∂2u

∂r2
;

1

r

∂

∂r

(∂(ru)

∂r

)
=

1

r

∂

∂r

[
u+ r

∂u

∂r

]
=

1

r

[
2
∂u

∂r
+ r

∂2u

∂r2

]
,

и соотношение (44.5) выполняется. Тогда уравнение (44.4) мож-
но записать в виде

utt −
a2

r

∂2

∂r2
(ru) = 0. (44.6)

Обозначив ru(r, t) = v(r, t), получим для функции v(r, t)
уравнение

vtt − a2vrr = 0, r > 0, (44.7)

совпадающее с уравнением колебаний одномерной струны. Об-
щее решение уравнения (44.7) нам известно:

v(r, t) = f1(t+ r/a) + f2(t− r/a), (44.8)

где f1 и f2 — произвольные гладкие функции. Тогда для u(r, t)
получим

u(r, t) =
f1(t+ r/a) + f2(t− r/a)

r
. (44.9)

Это — общее решение уравнения (44.1), описывающее про-
цесс распространения возмущения, создаваемого сферически-
симметричным (не обязательно точечным) источником, распо-
ложенным в начале координат (~r = 0).

� Функции u(~r, t) вида (44.9) называются сферическими
волнами.

Рассмотрим граничные условия типа а) в точке r = 0.
Пусть u(0, t) = ϕ(t), где функция ϕ(t) ограничена. Тогда

v(0, t) = ru(r, t)
∣∣
r=0

= 0, f1(t) = −f2(t) = f(t)

и, следовательно,

u(r, t) =
f(t+ r/a)− f(t− r/a)

r
. (44.10)
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Перейдем в (44.10) к пределу r → 0:

lim
r→0

u(r, t) =
2

a
f ′(t) = u(0, t) = ϕ(t),

т.е.

f(t) =
2

a

t∫

0

ϕ(τ)dτ.

Следовательно,

u(r, t) =
2

ar

t+r/a∫

t−r/a

ϕ(τ)dτ. (44.11)

Краевая задача типа б) решается аналогично.
♦ Амплитуда сферической волны (если |f(x)| 6 a) убывает

не медленнее, чем обратно пропорционально расстоянию до
центра.

45. Задача Коши для уравнения Даламбера
в пространстве

Рассмотрим задачу о распространении колебаний в беско-
нечном объеме — задачу Коши для волнового уравнения во
всем пространстве (~x ∈ R

n):

utt = a2∆u + F (~x, t), u = u(~x, t), t > 0, (45.1)

u(~x, 0) = ϕ(~x), ut(~x, 0) = ψ(~x). (45.2)

45.1. Метод усреднения и формула Кирхгофа

Теорема 45.1. Пусть функции ϕ(~x) и ψ(~x) соответственно
трижды и дважды дифференцируемы в R

3, а функция f(~x, t)
непрерывно дифференцируема по всем своим переменным. То-
гда классическое решение задачи Коши (45.1), (45.2) (~x ∈ R

3)
имеет вид

u(~x, t) =
1

4πa2t

∫

|~x−~y|=at

ψ(~y)dSy +
∂

∂t

(
1

4πa2t

∫

|~x−~y|=at

ϕ(~y)dSy

)
+
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+
1

4πa2

∫

|~y−~x|6at

1

|~y − ~x|f
(
~y, t− |~y − ~x|

a

)
d~y. (45.3)

Соотношение (45.3) называется формулой Кирхгофа.

Доказательство. Решение задачи (45.1), (45.2) представим в
виде

u(~x, t) = ũ(~x, t) + v(~x, t), (45.4)

где функции ũ(~x, t) и v(~x, t) являются решениями следующих
задач:

ũtt = a2∆ũ, t > 0; (45.5)

ũ(~x, 0) = ϕ(~x), ũt(~x, 0) = ψ(~x) (45.6)

и

vtt = a2∆v + F (~x, t), t > 0; (45.7)

v(~x, 0) = vt(~x, 0) = 0. (45.8)

Решение задачи (45.5), (45.6) основано на искусственном
приеме, использующем усредненные по части переменных ве-

личины. Положим ~x = ~y + ~R, где

~R = R(cos θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ),

и рассмотрим функцию

ū(~y,R, t) =
1

4πR2

∮

SR

ũ(~y + ~R, t)dS, (45.9)

где SR — сфера радиуса R с центром в начале координат, dS =
R2dΩ, dΩ = sin θdθdϕ. Ее можно записать в виде

ū(~y,R, t) =
1

4π

∮

Ω

ũ(~y + ~R, t)dΩ. (45.10)

Интегрирование проводится по полному телесному углу Ω. Оче-
видно, что ū(~y, 0, t) = ũ(~y, t) и

∆~Rũ(~y + ~R, t) =
1

a2
ũtt(~y + ~R, t). (45.11)
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Оператор Лапласа ∆~R действует на переменную ~R. Проинте-
грируем левую и правую части соотношения (45.11) по шару

VR радиуса R (переменной ~R). По формуле Остроградского
∫

VR

(∆~Rũ)d
~R =

∮

SR

∂ũ

∂n
dS =

∮

SR

R2 ∂ũ

∂n
dΩ.

Поскольку для сферы ∂ũ/∂n = ∂ũ/∂R, то
∫

VR

(∆~Rũ)d
~R = R2 ∂

∂n

∮
ũ dΩ.

Последний интеграл, согласно (45.10), равен 4πū. Таким обра-
зом, ∫

VR

(∆~Rũ)d
~R = 4πR2∂ū(~y,R, t)

∂R
. (45.12)

Рассмотрим теперь интеграл по объему VR от правой части
соотношения (45.11)

1

a2

∫

VR

ũtt(~y + ~R, t)d~R =
1

a2

∂2

∂t2

∫

VR

u(~y + ~R, t)d~R =

=
1

a2

∂2

∂t2

{ R∫

0

R2dR

∮

Ω

ũ(~y + ~R, t)dΩ

}
.

Внутренний интеграл равен 4πū. Следовательно,

1

a2

∫

VR

ũtt(~y + ~R, t)d~R =
4π

a2

∂2

∂t2

R∫

0

R2ūdR. (45.13)

Приравняв правые части соотношений (45.12) и (45.13), полу-
чим

R2 ∂ū

∂R
=

4π

a2

∂2

∂t2

R∫

0

R2ūdR. (45.14)

Продифференцируем левую и правую части (45.14) по R:

∂

∂R

(
R2 ∂ū

∂R

)
=
R2

a2

∂2ū

∂t2
. (45.15)
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Сделаем в (45.15) замену ū = v/R (аналогично разд. «Сфери-
ческие волны»):

∂2v

∂R2
=

1

a2

∂2v

∂t2
. (45.16)

Следовательно,

v(R, t) = g
(
t+

R

a

)
− g
(
t− R

a

)
, (45.17)

так как ū(0, t) = ũ(~y, t) существует, что возможно только при
условии v(0, t) = 0. Следовательно,

ū(R, t) =
1

R

[
g
(
t+

R

a

)
− g
(
t− R

a

)]
, (45.18)

причем

ū(0, t0) =
2

a
g′(t0) = ũ(~y, t0). (45.19)

Построим функцию L

L =
∂

∂R
Rū(R, t) +

1

a
R
∂ū(R, t)

∂t
=

2

a
g′
(
t+

R

a

)
. (45.20)

Очевидно, что при R = 0 и t = t0

L
∣∣∣R=0
t=t0

=
2

a
g′(t0) = ũ(~y, t0). (45.21)

Аналогично при R = at0, t = 0

L
∣∣∣t=0
R=at0

=
2

a
g′(t0) = ũ(~y, t0),

но

ū(~y,R, 0) =
1

4π

∮
ũ(~y + ~R, 0)dΩ =

1

4π

∮
ϕ(~y + ~R)dΩ (45.22)

и
∂ū

∂t

∣∣∣
t=0

=
1

4π

∮
ψ(~y + ~R)dΩ. (45.23)

Подставим (45.23) и (45.22) в (45.20) и воспользуемся явным
видом функции L (45.21):

[ ∂
∂R

R
1

4π

∮
ϕ(~y + ~R)dΩ +

1

a
R

∮
ψ(~y + ~R)dΩ

4π

]∣∣∣∣t=0
R=at0

= ũ(~y, t0).
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Обозначив ~y = ~x, t0 = t, запишем

ũ(~x, t) =
1

4π

[
∂

∂t
t

∮

Ω

ϕ(~x+ ~R)dΩ + t

∮

Ω

ψ(~x+ ~R)dΩ

]
,(45.24)

~R = at(cosϕ sin θ, sinϕ sin θ, cos θ).

Таким образом, получили решение однородного волнового урав-
нения с произвольными начальными условиями во всем про-
странстве.

Положив ~y = ~x + ~R и перейдя от двойного интеграла к
поверхностному по сфере |~x − ~y| = at, из соотношения (45.24)
с учетом dSy = (at)2dΩ придем к формуле

ũ(~x, t) =
1

4πa2

{
∂

∂t

[1
t

∫

|~x−~y|=at

ϕ(~y)dSy

]
+

1

t

∫

|~x−~y|=at

ψ(~y)dSy

}
.

(45.25)
Для решения неоднородного уравнения (45.7), как и в од-

номерном случае, воспользуемся принципом Дюамеля, задаю-
щим решение v(~x, t) в виде

v(~x, t) =

t∫

0

U(~x, t, τ)dτ, (45.26)

где U(~x, t, τ) является решением задачи Коши

Utt = a2∆U, (45.27)

U
∣∣
t=τ

= 0, Ut
∣∣
t=τ

= F (~x, τ).

Непосредственной проверкой, как и при доказательстве утвер-
ждения 40.1, убеждаемся в справедливости (45.26). Далее, вос-
пользовавшись формулой (45.25), выпишем решение задачи
(45.27)

U(~x, t, τ) =
1

4πa2(t− τ)

∫

|~x−~y|=a(t−τ)

F (~y, τ)dSy ,

подстановка которого в (45.26) дает

v(~x, t) =
1

4πa2

t∫

0

dτ

t− τ

∫

|~x−~y|=a(t−τ)

F (~y, τ)dSy ,
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откуда заменой t− τ = r/a находим

v(~x, t) =
1

4πa2

at∫

0

[ ∫

|~x−~y|=r

F (~y, t− r/a)
r

dSy

]
dr =

=
1

4πa2

∫

|~x−~y|<at

F (~y, t− |~x− ~y|/a)
|~x− ~y| d~y. (45.28)

Подстановка (45.25) и (45.28) в (45.4) дает формулу Кирхгофа
(45.3), что и требовалось доказать.

♦ Формула Кирхгофа (45.3) остается справедливой и для
пространства размерности больше трех, т.е. ~x ∈ R

n, n > 3.

Пример 45.1. Решить задачу Коши

utt = a2∆u+ f(~x, t), ~x ∈ R
3, (45.29)

u
∣∣
t=0

= ϕ(~x), ut
∣∣
t=0

= ψ(~x), (45.30)

если

a2 = 8, f(~x, t) = x2
1t

2, ϕ(~x) = x2
2, ψ(~x) = x2

3. (45.31)

Решение. Решение задачи задается формулой Кирхгофа

u(~x, t) =
1

4πa2

∫

|~y−~x|6at

1

|~y − ~x|f
(
~y, t− |~y − ~x|

a

)
d~y+

+
1

4πa2t

∫

|~y−~x|=at

ψ(~y)dS′ +
1

4πa2

∂

∂t

[1
t

∫

|~y−~x|=at

ϕ(~y)dS′
]
. (45.32)

Первый интеграл в (45.32) представляет собой тройной инте-
грал по шару радиуса at

(~x− ~y)2 6 (at)2,

а остальные два — поверхностные по сфере (~x − ~y)2 = a2t2.
Для их вычисления удобно перейти в сферическую систему
координат с началом в точке ~x = (x1, x2, x3)

y1 = x1 + ρ sin θ cosϕ,
y2 = x2 + ρ sin θ sinϕ, (45.33)

y3 = x3 + ρ cosϕ.
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Вычислим первый интеграл в (45.32). С учетом (45.31) имеем

I1 =
1

4πa2
× (45.34)

×
∫

|~y−~x|6at

y2
1

[
t−
√

(y1 − x1)2 + (y2 − x2)2 + (y3 − x3)2/a
]2

√
(y1 − x1)2 + (y2 − x2)2 + (y3 − x3)2

d~y

и, перейдя в систему координат (45.33), запишем

I1 =
1

4πa2

at∫

0

ρ2dρ

π∫

0

sin θdθ×

×
2π∫

0

dϕ
(x1 + ρ sin θ cosϕ)2(t− ρ/a)2

ρ
. (45.35)

Последовательное вычисление интегралов

2π∫

0

(x1 + ρ sin θ cosϕ)2dϕ = 2πx2
1 + πρ2 sin2 θ,

π∫

0

(2πx2
1 + πρ2 sin2 θ) sin θdθ = 4π

(
x2

1 +
ρ2

3

)
, (45.36)

4π

at∫

0

ρ
(
t− ρ

a

)2(
x2

1 +
ρ2

3

)
dρ = 4πa2

[x2
1t

4

12
+
a2t6

180

]

дает

Ĩ1 =
1

4πa2
4πa2

[x2
1t

4

12
+
a2t6

180

]
=
x2

1t
4

12
+
a2t6

180
,

а поскольку a2 = 8, то

Ĩ1 =
x2

1t
4

12
+

2

45
t6. (45.37)
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Вычислим второй интеграл в (45.32). С учетом (45.31) имеем

I2 =
1

4πa2t

∫

|~y−~x|=at

y2
1dS

′ =

=
1

4πa2t

2π∫

0

dϕ

π∫

0

(x3 + at cos θ)2(at)2 sin θdθ =

=
t

2

π∫

0

(x3 + at cos θ)2 sin θdθ = t
(
x2

1 +
a2t2

3

)

или окончательно

Ĩ2 = t
(
x2

3 +
8t2

3

)
. (45.38)

Аналогично вычислим третий интеграл в (45.32)

I3 =

∫

|~y−~x|=at

y2
2dS

′ =

2π∫

0

dϕ

π∫

0

(x2 + at sin θ sinϕ)2(at)2 sin θdθ =

= 4π(at)2
(
x2

2 +
a2t2

3

)
,

откуда

Ĩ3 =
1

4πa2

∂

∂t

(1

t
I3

)
=

∂

∂t

[
t
(
x2

2 +
a2t2

3

)]
= x2

2 + a2t2

или при a2 = 8

Ĩ3 = x2
2 + 8t2. (45.39)

Подставив (45.37), (45.38) и (45.39) в (45.32), найдем

u(x1, x2, x3, t) =
x2

1t
4

12
+

2

45
t6 + t

(
x2

3 +
8t2

3

)
+ (x2

2 + 8t2).

Непосредственной проверкой убеждаемся в правильности по-
лученного результата.
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45.2. Метод спуска и формула Пуассона

Теорема 45.2. Классическое решение задачи Коши (45.1),
(45.2) при ~x ∈ R

2 имеет вид

u(~x, t) =
1

2πa

∫

|~x−~y|<at

ψ(~y)d~y√
a2t2 − |~x− ~y|2

+

+
1

2πa

∂

∂t




∫

|~x−~y|<at

ϕ(~y)d~y√
a2t2 − |~x− ~y|2


+

+
1

2πa

t∫

0

dτ

∫

|~y−~x|<a(t−τ)

F (~y, τ)d~y√
a2(t− τ)2 − |~y − ~x|2

+

+
1

2πa

∫

|~y−~x|<at

ψ(~y)d~y√
a2t2 − |~x− ~y|2

, (45.40)

где ϕ(~x) – двукратно, а ψ(~x) – однократно непрерывно диф-
ференцируемые функции в R

2, а функция f(~x, t) непрерывно
дифференцируема по всем своим переменным.

Соотношение (45.40) называется формулой Пуассона за-
дачи Коши для волнового уравнения в R

2.

Доказательство. Как и в доказательстве теоремы 45.1, вос-
пользуемся редукцией задачи (45.1), (45.2) в виде (45.4)–(45.8),
положив в них ~x ∈ R

2. Для нахождения функции ũ(~x, t) ис-
пользуем метод спуска, предложенный Адамаром и позволяю-
щий по известному решению в R

n+1 строить решения задачи
меньшей размерности (Rk+1 с k < n). Смысл метода заклю-
чается в том, что решение (45.25) можно рассматривать как
решение в R

2, положив начальные условия зависящими только
от x1 и x2, т.е. ϕ(~x) = ϕ(x1, x2), ψ(~x) = ψ(x1, x2), и учитывая,
что ∂ũ/∂x3 = 0.

По известной из анализа формуле сведения поверхностных
интегралов к двойным имеем
∫

S

f(y1, y2, y3)dS =

=

∫

E

f(y1, y2, y3(y1, y2))

√
1 +

(∂y3
∂y1

)2

+
(∂y3
∂y2

)2

dy1dy2,
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где E – проекция поверхности S на плоскость y3 = 0. При-
меним эту формулу к (45.25) и учтем, что поверхность S:

|~x−~y| = at или x3−y3 = ±
√
a2t2 − (x1 − y1)2 − (x2 − y2)2 про-

ецируется на плоскость y3 = x3 дважды (верхняя и нижняя
полусферы). Учтем также, что

∂y3
∂y1

= ± x1 − y1√
a2t2 − (x1 − y1)2 − (x2 − y2)2

,

∂y3
∂y2

= ± x2 − y2√
a2t2 − (x1 − y1)2 − (x2 − y2)2

,

√
1 +

(∂y3
∂y1

)2

+
(∂y3
∂y2

)2

=
t√

a2t2 − (x1 − y1)2 − (x2 − y2)2
.

В результате для ~x, ~y ∈ R
2 получим

ũ(~x, t) =
1

2πa

∫

|~x−~y|<at

ψ(~y)d~y√
a2t2 − |~x− ~y|2

+

+
1

2πa

∂

∂t

∫

|~x−~y|<at

ϕ(~y)d~y√
a2t2 − |~x− ~y|2

. (45.41)

Применив теперь принцип Дюамеля, функцию v(~x, t) в R
2

(см. теорему 45.1) с учетом (45.41) запишем в виде

v(~x, t) =
1

2πa

t∫

0

dτ

∫

|~x−~y|<a(t−τ)

F (~y, τ)d~y√
a2(t− τ)2 − |~x− ~y|2

. (45.42)

Подстановка (45.41) и (45.42) в (45.4) дает формулу Пуассона
(45.40), что и требовалось доказать.

♦ Применив метод спуска к формуле Пуассона, получим
формулу Даламбера (37.2).

♦ Устойчивость решений задачи Коши (45.1), (45.2) в R
2 и

R
3, т.е. формул Кирхгофа и Пуассона, доказывается так же,

как и устойчивость формулы Даламбера.
♦ Формулы Кирхгофа, Пуассона и Даламбера описывают

сферические, цилиндрические и плоские волны соответствен-
но.



736 Глава 7. Уравнения гиперболического типа

Пример 45.2. Решить задачу Коши

utt = a2∆u + f(~x, t), ~x ∈ R
2, (45.43)

u
∣∣
t=0

= ϕ(~x), ut
∣∣
t=0

= ψ(~x), (45.44)

если

a = 1, f(~x, t) = 6x1x2t, ϕ(~x) = x2
1 − x2

2, ψ(~x) = x1x2. (45.45)

Решение. Решение задачи задается формулой Пуассона (45.40)

u(~x, t) =
1

2πa

t∫

0

dτ

∫

|~y−~x|<a(t−τ)

f(~y, τ)d~y√
a2(t− τ)2 − |~y − ~x|2

+

+
1

2πa

∫

|~y−~x|<at

ψ(~y)d~y√
a2t2 − |~x− ~y|2

+

+
1

2πa

∂

∂t

∫

|~y−~x|<at

ϕ(~y)d~y√
a2t2 − |~x− ~y|2

. (45.46)

Все интегралы в (45.46) представляют собой двойные интегра-
лы по кругу радиуса at

(y1 − x1)
2 + (y2 − x2)

2 6 (at)2,

для вычисления которых удобно перейти в полярную систему
координат с началом в точке ~x = (x1, x2)

y1 = x1 + ρ cosϕ, y2 = x2 + ρ sinϕ. (45.47)

Тогда для первого интеграла из (45.46) с учетом (45.45) и
(45.47) имеем

I1 =

∫

|~y−~x|<a(t−τ)

6y1y2τ dy1dy2√
a2(t− τ)2 − (y1 − x1)2 − (y2 − x2)2

=

= 6τ

a(t−τ)∫

0

ρdρ

2π∫

0

dϕ
(x1 + ρ cosϕ)(x2 + ρ sinϕ)√

a2(t− τ)2 − ρ2
. (45.48)
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Последовательное вычисление интегралов

2π∫

0

(x1 + ρ cosϕ)(x2 + ρ sinϕ)dϕ = 2πx1x2,

a(t−τ)∫

0

ρdρ√
a2(t− τ)2 − ρ2

= −
√
a2(t− τ)2 − ρ2

∣∣∣
a(t−τ)

0
= a(t− τ)

дает
I1 = 6τ2πx1x2a(t− τ). (45.49)

Величину I1, согласно формуле Пуассона (45.46), следует еще
проинтегрировать по τ , тогда

Ĩ1 =
1

2πa

t∫

0

I1dτ = 6x1x2

t∫

0

τ(t− τ)dτ = x1x2t
3. (45.50)

Аналогично вычисляются два остальных интеграла. Дей-
ствительно,

I2 =
1

2πa

∫

|~y−~x|6at

y1y2dy1dy2√
a2t2 − (y1 − x1)2 − (y2 − x2)2

=

=
1

2πa

at∫

0

ρdρ√
a2t2 − ρ2

2π∫

0

(x1 + ρ cosϕ)(x2 + ρ sinϕ)dϕ =

=
x1x2

a

at∫

0

ρdρ√
a2t2 − ρ2

= x1x2t. (45.51)

В свою очередь,

I3 =

∫

|~y−~x|<at

(y2
1 − y2

2)dy1dy2√
a2t2 − (y1 − x1)2 − (y2 − x2)2

=

=

at∫

0

ρdρ√
a2t2 − ρ2

2π∫

0

[(x1 + ρ cosϕ)2 − (x2 + ρ sinϕ)2]dϕ =

= 2π(x2
1 − x2

2)

at∫

0

ρdρ√
a2t2 − ρ2

= 2π(x2
1 − x2

2)at.
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Отсюда

Ĩ3 =
1

2πa

∂

∂t
[I3] =

∂

∂t

[
t(x2

1 − x2
2)] = x2

1 − x2
2. (45.52)

Подставив (45.50), (45.51), (45.52) в (45.46), получим

u(~x, t) = x1x2t
3 + x1x2t+ x2

1 − x2
2.

Непосредственной проверкой убеждаемся в правильности по-
лученного результата.

46. Смешанная задача для волнового
уравнения в пространстве. Метод Фурье

Рассмотрим задачу о распространении волн в ограниченных
пространственных и плоских телах. Начнем с исследования колеба-
ний круглой (радиуса R) мембраны с закрепленным краем. Обозна-
чим через u(r, ϕ, t) отклонение точки мембраны с полярными коор-
динатами (r,ϕ) в момент времени t от плоскости xOy. Как было
показано в разд. <Уравнения поперечных колебаний мембраны>,
математическая постановка такой задачи имеет вид

utt = a2∆2u, u = u(r,ϕ, t), (46.1)

u(r, ϕ, 0) = g1(r, ϕ), ut(r,ϕ, 0) = g2(r, ϕ), u(R,ϕ, t) = 0,

Частное решение будем искать в виде u(r,ϕ, t) = T (t)Y (r, ϕ). Под-
ставив его в уравнение (46.1), получим

T ′′Y = a2T∆2Y или
T ′′

T
=
a2∆2Y

Y
= λ.

Тогда

T ′′ − λT = 0, |T | <∞, (46.2)

∆2Y − λ

a2
Y = 0. (46.3)

Частное решение уравнения (46.3) ищем в виде Y (r, ϕ) = f(r)Φ(ϕ).
Так как

∆2 =
1

r

∂

∂r

“
r
∂

∂r

”
+

1

r2
∂2

∂ϕ2
,

то
Φ

r

∂

∂r
(rf ′) +

f

r2
Φ′′ − λ

a2
Φf = 0.
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Домножим это уравнение на r2/(Φf) и получим

r

f

∂

∂r
(rf ′)− λr2

a2
= −Φ′′

Φ
= µ.

Следовательно,

Φ′′ + µΦ = 0, (46.4)

r2f ′′ + rf ′ −
“λr2
a2

+ µ
”
f = 0. (46.5)

Для уравнений (46.4) и (46.5) из постановки исходной задачи выте-
кают следующие краевые условия:

Φ(ϕ+ 2π) = Φ(ϕ), |Φ(ϕ)| <∞,
f(R) = 0, |f(r)| <∞, 0 6 r 6 R.

(46.6)

Уравнение для Φ(ϕ) (46.4) с периодическими условиями (46.6) при
µ = ±n2 имеет решение

Φn(ϕ) = An cosnϕ+Bn sinnϕ, n = 0,∞. (46.7)

Следовательно, для определения f(r) получим уравнение

r2f ′′ + rf ′ + (γr2 − n2)f = 0, γ = − λ

a2
, (46.8)

с условием

f(R) = 0, |f(r)| <∞, 0 6 r < R,

т.е. задачу, решение которой получено в разд. «Задача Штурма–
Лиувилля для уравнения Бесселя» части III:

γ =
“αnk
R

”2

, k = 1,∞,

где αnk — положительные корни уравнения Jn(α) = 0,

λ = −a2γ = −
“ a
R
αnk

”2

,

а

fn,k(r) = Cn,kJn
“
αnk

r

R

”
. (46.9)

Наконец, для функции T (t) получим уравнение

T ′′ + (ωnk)
2T = 0, где ω2

nk =
a2

R
αnk , (46.10)
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общее решение которого имеет вид

Tn,k = Dnk cosωnkt+ Enk sinωnkt. (46.11)

Следовательно,

u(r, ϕ, t) =
∞X

n,k=0

[An,k cosωnkt+Bn,k sinωnkt]×

×Jn
“
αnk

r

R

”
[Cn cosnϕ+Dn sinnϕ]. (46.12)

При этом должны выполняться начальные условия

g1(r, ϕ) =
X

n,k

Ank(Cn cosnϕ+Dn sin nϕ)Jn
“
αnk

r

R

”
,

g2(r, ϕ) =
X

n,k

ωn,kBnk(Cn cosnϕ+Dn sinnϕ)Jn
“
αnk

r

R

”
.

Разложив функции g1(r,ϕ) и g2(r, ϕ) в ряд Фурье, найдем, что при
n > 0

AnkCn =
2

πR2[J ′
n(αnk )]

2

2πZ

0

dϕ

RZ

0

rdr
n
g1(r,ϕ)Jn

“
αnk

r

R

”
cosnϕ

o
;

AnkDn =
2

πR2[J ′
n(αnk )]2

2πZ

0

dϕ

RZ

0

rdr
n
g1(r, ϕ)Jn

“
αnk

r

R

”
sinnϕ

o
;

ωnkBnkCn =
2

πR2[J ′
n(αnk )]

2

2πZ

0

dϕ

RZ

0

rdr
n
g2(r, ϕ)Jn

“
αnk

r

R

”
cosnϕ

o
;

ωnkBnkDn =
2

πR2[J ′
n(αnk )]2

2πZ

0

dϕ

RZ

0

rdr
n
g2(r,ϕ)Jn

“
αnk

r

R

”
sinnϕ

o

и при n = 0

A0kC0 =
4

πR2[J ′
0(α

0
k)]

2

πZ

0

dϕ

RZ

0

rg1(r,ϕ)J0

“ r
R
α0
k

”
dr;

ω0kB0kD0 =
4

πR2[J ′
0(α

0
k)]

2

πZ

0

dϕ

RZ

0

rg2(r, ϕ)J0

“ r
R
α0
k

”
dr.

♦ Если функции g1 и g2 зависят только от одной переменной
r, то полученные формулы дают решение задач, рассмотренных
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ранее в разд. «Задачи, сводящиеся к одномерному волновому урав-
нению».

Пример 46.1. Записать закон поперечных колебаний однородной
прямоугольной мембраны 0 6 x 6 p, 0 6 y 6 q с закрепленным кра-
ем, если колебания вызваны непрерывно распределенной по мем-
бране поперечной силой с плотностью

f(x, y, t) = x exp(−t) sin
“2π

q
y

”
.

Решение. Математическая постановка задачи имеет вид

utt = a2(uxx + uyy) +
1

ρ
x exp(−t) sin

“2π

q
y

”
,

u|x=0 = u|x=p = u|y=0 = u|y=q = 0,

u|t=0 = ut|t=0 = 0, 0 6 x 6 p, 0 6 y 6 q.

Рассмотрим вспомогательную однородную задачу

ũtt = a2(ũxx + ũyy),

ũ|x=0 = ũ|x=p = ũ|y=0 = ũ|y=q = 0.

Частное решение будем искать методом разделения переменных

ũ(x, y, t) = ṽ(x, y) eT (t).

Отделив переменную t, получим уравнения

eT ′′ + a2λ eT = 0, ṽxx + ṽyy + λv = 0

с граничными условиями

ṽ(0, y) = 0, ṽ(p, y) = 0, ṽ(x, 0) = 0, ṽ(x, q) = 0.

Решение последней задачи ищем в виде

ṽ(x, y) = eX(x)eY (y).

Разделим переменные и получим

eX ′′ + ν eX = 0, eX(0) = eX(p) = 0 (46.13)

и
eY ′′ + µeY = 0, eY (0) = eY (q) = 0, (46.14)

где µ+ν = λ. Решение задачи Штурма–Лиувилля (46.13) имеет вид

eXn(x) = Bn sin
nπ

p
x, ν =

“nπ
p

”2

, n = 0,∞,
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а задачи (46.14) — вид

eYm(y) = Bn sin
mπ

q
y, µ =

“mπ
q

”2

, m = 0,∞.

Таким образом, собственные значения

λn,m =
“nπ
p

”2

+
“mπ
q

”2

соответствуют собственным функциям

ṽn,m(x, y) = Bn,m sin
nπ

p
x sin

mπ

q
y,

где Bn,m — константа. Выберем ее так, чтобы норма функции vn,m
с весом 1 равнялась единице, т.е.

pZ

0

qZ

0

ṽ2
n,m(x, y)dx dy = B2

n,m

pZ

0

sin2 nπ

p
x dx

qZ

0

sin2 mπ

q
y dy.

Тогда

Bn,m =

r
4

pq

и собственные функции однородной задачи имеют вид

ṽn,m(x, y) =

r
2

pq
sin

nπ

p
x sin

mπ

q
y.

Решение неоднородной задачи будем искать в виде ряда по соб-
ственным функциям однородной задачи

u(x, y, t) =

r
2

pq

∞X

n=1

∞X

m=1

γn,m(t) sin
nπ

p
x sin

mπ

q
y;

utt =

r
2

pq

∞X

n=1

∞X

m=1

γ′′
n,m(t) sin

nπ

p
x sin

mπ

q
y;

uyy = −
“mπ
q

”2
r

2

pq

∞X

n=1

∞X

m=1

γn,m(t) sin
nπ

p
x sin

mπ

q
y;

uxx = −
“nπ
p

”2
r

2

pq

∞X

n=1

∞X

m=1

γn,m(t) sin
nπ

p
x sin

mπ

q
y.

Тогда исходное уравнение перепишется в виде

2√
pq

∞X

n=1

∞X

m=1

h
γ′′
n,m + a2π2

“n2

p2
+
m2

q2

”
γn,m

i
sin

nπ

p
x sin

mπ

q
y =

=
1

ρ
x exp(−t) sin

“2π

q
y

”
.
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Разложим правую часть в ряд Фурье по sin(mπy/q):

∞X

m=1

βm sin
mπ

q
y = sin

2π

q
y, βm = δm2.

Тогда γn,m = γn,2δm2 и

2√
pq

∞X

n=1

h
γ′′
n,2 + γn,2

“n2

p2
+

4

q2

”
a2π2

i
sin

nπ

p
x =

1

ρ
x e−t.

Разложим функцию x e−t/ρ в ряд Фурье по sin(nπx/p):

1

ρ
x e−t =

∞X

n=1

gn(t) sin
nπ

p
x,

где

gn(t) =
2

p

pZ

0

1

ρ
x e−t sin

nπ

p
x dx =

=
2

pρ
e−t

ˆ
− p

nπ
x cos

nπ

p
x

˛̨
˛
p

0
+

p

nπ

pZ

0

cos
nπ

p
x dx

i
=

=
2e−t

pρ

h
− (−1)n

p2

nπ

i
= −(−1)n

2p

nπρ
e−t.

Приравняем коэффициенты при sin(πnx/p). Получим

γ′′
n,2 + γn,m

“n2

p2
+

4

q2

”
a2π2 = −(−1)n

p

nπρ
e−t
√
pq. (46.15)

Обозначим “n2

p2
+

4

q2

”
a2π2 = ωn,2.

Общее решение однородного уравнения (46.15) имеет вид

γ̄n,2 = An,2 cosωn,2t+Bn,2 sinωn,2t.

Частное решение неоднородного уравнения ищем в виде

γ∗
n,2 = Cn,2e

−t, (γ∗
n,2)

′′ = Cn,2e
−t.

Тогда

Cn,2(1 + ω2
n) = −(−1)n

p

nπρ

√
pq,

Cn,2 = − (−1)np
√
pq

nπρ(1 + ω2
n,2)

.
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Общее решение неоднородного уравнения запишется в виде

γn,2(t) = An,2 cosωn,2t+Bn,2 sinωn,2t−
(−1)np

√
pq

nπρ(1 + ω2
n,2)

e−t.

Из начальных условий найдем коэффициенты An,2 и Bn,2:

γn,2(0) = An,2 −
(−1)np

√
pq

nπρ(1 + ω2
n,2)

= 0,

An,2 =
(−1)np

√
pq

nπρ(1 + ω2
n,2)

;

γ′
n,2(0) = Bn,2ωn,2 +

(−1)np
√
pq

nπρ(1 + ω2
n,2)

= 0,

Bn,2 =
(−1)np

√
pq

ωn,2nπρ(1 + ω2
n,2)

.

Тогда

γn,2(t) =
(−1)np

√
pq

nπρ(1 + ω2
n,2)

[cosωn,2t−
1

ωn,2
sinωn,2t− e−t].

Окончательно получим

u(x, y, t) =
∞X

n=1

(−1)n2p
√
pq

nπρ(1 + ω2
n,2)

h
cosωn,2t−

− 1

ωn,2
sinωn,2t− e−t] sin

nπ

p
x sin

2π

q
y.

Пример 46.2. Оболочка сферического сосуда, заполненного газом,
начиная с момента времени t = 0 совершает малые гармонические
колебания вдоль одного из своих диаметров. Смещение оболочки
описывается законом A sinωt. Найти закон колебаний газа в сосуде
в предположении, что при t < 0 газ покоился.

Решение. Следуя разд. «Уравнения гидродинамики и акустики»,
введем потенциал поля скоростей u(~x, t):

~v(~x, t) = ∇u(~x, t).

Потенциал u(r, θ, t) поля скоростей является решением следующей
смешанной задачи:

utt = a2
n 1

r2
(r2ur)r +

1

r2 sin θ
(sin θuθ)θ

o
, (46.16)

t > 0, r < R, 0 6 θ 6 π;
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u(r, θ, 0) = ut(r, θ, 0) = 0, ur(R, θ, t) = ωA cos θ cosωt.(46.17)

Функцию u(r, θ, t) будем искать в виде

u(r, θ, t) = v(r, θ, t)− ωAr cos θ cosωt. (46.18)

Тогда функция v(r, θ, t) — решение смешанной задачи

vtt = a2
n 1

r2
(r2vr)r +

1

r2 sin θ
(sin θvθ)θ

o
− ω3Ar cos θ cosωt;(46.19)

v(r, θ, 0) = ωAr cos θ, vt(r, θ, 0) = 0, vr(R, θ, t) = 0. (46.20)

Искать эту функцию будем в виде

v(r, θ, t) = W (r, θ, t) + V (r, θ, t), (46.21)

где W (r, θ, t) и V (r, θ, t) определяются соответственно задачами

Wtt = a2
n 1

r2
(r2Wr)r +

1

r2 sin θ
(sin θWθ)θ

o
; (46.22)

W (r, θ, 0) = ωAr cos θ, Wt(r, θ, 0) = 0, Wr(R, θ, t) = 0 (46.23)

и

Vtt = a2
n 1

r2
(r2Vr)r +

1

r2 sin θ
(sin θVθ)θ

o
− ω3Ar cos θ cosωt; (46.24)

V (r, θ, 0) = Vt(r, θ, 0) = Vr(R, θ, t) = 0. (46.25)

Положим
W (r, θ, t) = X(r)Y (θ)T (t). (46.26)

Тогда процедура разделения переменных в (46.22), (46.23) дает

1

sin θ
[sin θY ′(θ]′ + λY (θ) = 0, (46.27)

|Y (θ)| <∞, 0 6 θ 6 π;

[r2X ′(r)]′ − λX(r) + ν2r2X(r) = 0, (46.28)

|X(0)| <∞, X ′(r)
˛̨
r=R

= 0;

T ′′(t) = −a2ν2T (t), T ′(0) = 0. (46.29)

Задача (46.27) есть задача Штурма–Лиувилля для уравнения Ле-
жандра. Ее решение имеет вид (см. пример III.18.1)

Yn(θ) = AnPn(cos θ), λ = n(n+ 1), n = 0,∞. (46.30)

Заменой X(r) = Z(r)/
√
r сводим задачу Штурма–Лиувилля (46.28)

к задаче Штурма–Лиувилля для уравнения Бесселя (см. разд. «За-
дача Штурма–Лиувилля для уравнения Бесселя» части III). В ре-
зультате получим

Xnm(r) =
Bnm√
r
Jn+1/2

“
γn+1/2
m

r

R

”
, νnm =

γ
n+1/2
m

R
, (46.31)
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где m = 1,∞, а γ
n+1/2
m – корни уравнения

γJ ′
n+1/2(γ)−

1

2
Jn+1(γ) = 0. (46.32)

С учетом (46.31) решение уравнения (46.29) можно записать

Tnm(t) = Cnm cos
aγ

n+1/2
m

R
t. (46.33)

Таким образом, функция W (r, θ, t) представляет собой следующую
суперпозицию (Dnm = AnBnmCnm):

W (r, θ, t) =
∞X

n=0

∞X

m=1

Dnm
Jn+1/2(γ

n+1/2
m r/R)√
r

×

×Pn(cos θ) cos
aγ

n+1/2
m

R
t. (46.34)

Коэффициенты Dnm определим из начального условия

W (r, θ, 0) = ωAr cos θ = ωArP1(cos θ). (46.35)

Положив в (46.34) t = 0 и приравняв его к (46.35), получим

∞X

n=0

∞X

m=1

Dnm
1√
r
Jn+1/2(γ

n+1/2
m r/R)Pn(cos θ) = ωArP1(cos θ).

Это выражение домножим на

r3/2Jk+1/2

“γk+1/2
l r

R

”
Pk(cos θ) sin θ

и проинтегрируем по r и θ. Тогда

∞X

n=0

∞X

m=1

Dnm

RZ

0

rJn+1/2

“γn+1/2
m r

R

”
Jk+1/2

“γk+1/2
l r

R

”
dr×

×
πZ

0

Pn(cos θ)Pk(cos θ) sin θdθ =

= ωA

RZ

0

r5/2Jk+1/2

“γk+1/2
l r

R

”
dr

πZ

0

Pn(cos θ)Pk(cos θ) sin θdθ.(46.36)

С учетом соотношений ортогональности для полиномов Лежан-
дра

πZ

0

Pn(cos θ)Pk(cos θ) sin θdθ =
2

2k + 1
δnk
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и функций Бесселя

RZ

0

rJn+1/2

“γn+1/2
m r

R

”
Jk+1/2

“γk+1/2
l r

R

”
dr =

‚‚‚Jk+1/2

“
γk+1/2
m

r

R

”‚‚‚
2

выражение (46.36) можно записать в виде

∞X

n=0

∞X

m=1

Dnm
2

2k + 1

‚‚‚Jk+1/2

“
γ
k+1/2
l

r

R

”‚‚‚
2

δnkδml =

= ωA
2

2k + 1

h RZ

0

r5/2Jk+1/2(γ
k+1/2
l r/R)dr

i
δ1k,

откуда

Dkl = ωA

RZ

0

r5/2Jk+1/2(γ
k+1/2
l r/R)dr

‖Jk+1/2(γ
k+1/2
l r/R)‖2

δ1k. (46.37)

Правая часть этого равенства отлична от нуля только при k = 1.
Тогда

Dnm = ωA

RZ

0

r5/2J3/2(γ
3/2
l r/R)dr

‖J3/2(γ
3/2
l r/R)‖2

δ1k. (46.38)

Подстановка (46.38) в (46.34) дает

W (r, θ, t) =
∞X

l=1

ωA

RZ

0

r5/2J3/2(γ
3/2
l r/R)dr

‖J3/2(γ
3/2
l r/R)‖2

×

× 1√
r
J3/2

“
γ

3/2
l

r

R

”
P1(cos θ) cos

“aγ3/2
l

R
t
”
. (46.39)

Если обозначить

Nl =

RZ

0

r5/2J3/2(γ
3/2
l r/R)dr

‖J3/2(γ
3/2
l r/R)‖2

, (46.40)
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то (46.39) можно представить в виде

W (r, θ, t) =

∞X

l=1

ωANl
1√
r
J3/2

“
γ

3/2
l

r

R

”
cos θ cos

“aγ3/2
l

R
t
”
. (46.41)

Поскольку числа γ
3/2
l являются корнями уравнения

γ
3/2
l J ′

3/2(γ
3/2
l )− 1

2
J3/2(γ

3/2
l ) = 0, (46.42)

то норма в (46.40) запишется формулой

‚‚‚J3/2

“
γ

3/2
l

r

R

”‚‚‚
2

=
R2

2

nˆ
J ′

3/2(γ
3/2
l )

˜2−
h
1−

“ 3

2γ
3/2
l

”2iˆ
J3/2(γ

3/2
l )

˜2
o
,

которую с учетом (46.42) можно упростить:

‚‚‚J3/2

“
γ

3/2
l

r

R

”‚‚‚
2

=
R2

2

h
1− 2

(γ
3/2
l )2

i
J2

3/2(γ
3/2
l ). (46.43)

Таким образом, решение задачи (46.22), (46.23) задается соотно-
шением (46.41), где коэффициент Nl определен формулами (46.40)
и (46.43).

Заметим, что решение задачи можно было несколько упростить,
воспользовавшись явным видом начального условия (46.23). Дей-
ствительно, вместо (46.26) решение можно было искать в виде

W (r, θ, t) = X(r) cos θT (t) = X(r)P1(cos θ)T (t).

Перейдем к решению задачи (46.24), (46.25). Функцию V (r, θ, t)
ищем в виде разложения

V (r, θ, t) =

∞X

l=1

Sl(t)
1√
r
J3/2

“
γ

3/2
l

r

R

”
cos θ, (46.44)

где неизвестная функция Sl(t) удовлетворяет начальным условиям

Sl(0) = S′
l(0) = 0, (46.45)

вытекающим из (46.25). Граничные условия (46.25) выполняются в
силу (46.44).

Подстановка (46.44) в (46.24) с учетом (46.28) дает

∞X

l=1

S′′
l (t)

1√
r
J3/2

“
γ

3/2
l

r

R

”
cos θ =
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= −
∞X

l=1

Sl(t)
“aγ3/2

l

R

”2 1√
r
J3/2

“
γ

3/2
l

r

R

”
cos θ − ω3Ar cosωt.(46.46)

Для решения этого уравнения воспользуемся разложением

r =
∞X

l=1

Nl
1√
r
J3/2

“
γ

3/2
l

r

R

”
, (46.47)

где коэффициент Nl определен соотношениями (46.40) и (46.43).
Тогда Sl(t) удовлетворяет уравнениям

S′′
l (t) = −

“aγ3/2
l

R

”2

Sp(t)− ω3ANl cosωt, l = 1,∞. (46.48)

Общее решение (46.48) находится достаточно просто и имеет вид

Sl(t) = pl cos
aγ

3/2
l

R
t+ ql sin

aγ
3/2
l

R
t+

ω3ANl

ω2 − (aγ
3/2
l /R)2

. (46.49)

Произвольные постоянные pl и ql можно найти из условий (46.45).
Действительно, подставив (46.49) в (46.47), находим

pl = − ω3ANl

ω2 − (aγ
3/2
l /R)2

, ql = 0.

Следовательно,

Sl(t) =
ω3ANl

ω2 − (aγ
3/2
l /R)2

h
cosωt− cos

aγ
3/2
l

R
t
i

и

V (r, θ, t) =

∞X

l=1

ω3ANl

ω2 − (aγ
3/2
l /R)2

h
cosωt− cos

aγ
3/2
l

R
t
i
×

× 1√
r
J3/2

“
γ

3/2
l

r

R

”
cos θ. (46.50)

Таким образом, решение исходной задачи имеет вид

u(r, θ, t) = W (r, θ, t) + V (r, θ, t)− ωAr cos θ cosωt,

гдеW (r, θ, t) определяется формулой (46.41), а V (r, θ, t) – формулой
(46.50).

Эти формулы, а также формулы, определяющие коэффициент
Nl, можно упростить, используя выражение функций Бесселя через
элементарные функции, т.е.

J3/2(x) =

r
2

πx

“ sin x

x
− cos x

”
.

В этом случае интеграл (46.40) достаточно просто вычисляется по
частям, что мы и предлагаем выполнить самостоятельно.
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47. Обобщенная задача Коши
для одномерного волнового уравнения

Прежде чем перейти к обобщенной задаче Коши, напомним неко-
торые сведения относительно классической задачи для одномерно-
го волнового уравнения (см. разд. «Задача Коши для одномерного
волнового уравнения»)

2u(x, t) = F (x, t), t > 0;

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(t).
(47.1)

Здесь 2 – одномерный оператор Даламбера

2 =
∂2

∂t2
− a2 ∂

2

∂x2
. (47.2)

Решение задачи (47.1), как мы установили, дается формулой
(40.16) и состоит из трех слагаемых

u(x, t) = U(x, t) + V (x, t) +W (x, t); (47.3)

U(x, t) =
1

2a

tZ

0

dτ

x+a(t−τ)Z

x−a(t−τ)

F (y, τ )dy, (47.4)

V (x, t) =
1

2a

x+atZ

x−at

ψ(y)dy, (47.5)

W (x, t) =
1

2

ˆ
ϕ(x− at) + ϕ(x+ at)

˜
, (47.6)

которые иногда называют запаздывающими потенциалами, причем
потенциалы (47.5) и (47.6) – запаздывающими потенциалами про-
стого и двойного слоя с плотностями ψ(x) и ϕ(x) соответственно.

Очевидно, что потенциалы (47.4)–(47.6) являются решениями
следующих задач:

2W (x, t) = 0, t > 0;

W (x, 0) = ϕ(x), Wt(x, 0) = 0;
(47.7)

2V (x, t) = 0, t > 0;

V (x, 0) = 0, Vt(x, 0) = ψ(x);
(47.8)

2U(x, t) = F (x, t), t > 0;

U(x, 0) = Ut(x, 0) = 0.
(47.9)

Последняя задача (47.9) может быть решена не только непосред-
ственно [см. (40.18)], но и с помощью задачи, аналогичной (47.8),
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поскольку функцию U(x, t) можно представить в виде

U(x, t) =

tZ

0

U(x, t, τ )dτ, (47.10)

где функция U(x, t, τ ) является решением задачи [в чем можно убе-
диться простой проверкой (см. утверждение 40.1)], в которой неод-
нородность из уравнения переводится во второе начальное условие
(принцип Дюамеля), т.е.

2U(x, t, τ ) = 0, t > τ,
U(x, t, τ )

˛̨
t=τ

= 0, U(x, t, τ )
˛̨
t=τ

= F (x, τ ).
(47.11)

Таким образом, исходная задача (47.1), вообще говоря, редуци-
руется фактически к двум задачам (47.7) и (47.8), решение которых
мы нашли методом Даламбера. В связи с этим возникает вопрос:
существует ли другой подход к решению исходной задачи (47.1),
не связанный с указанной несложной, но громоздкой процедурой
редукции, а также допускающий упоминавшиеся выше разрывные
решения?

Такой подход существует и состоит в решении задачи Коши
(47.1) в обобщенном смысле, позволяющем «свести» ее к одному
неоднородному уравнению, «автоматически» учитывающему началь-
ное условие, т.е.

2u = Φ(x, t). (47.12)

В этом случае мы приходим к стандартной задаче о нахождении
решения неоднородного уравнения с помощью фундаментального
решения E1(x, t) в виде свертки

u(x, t) = E1 ∗ Φ(x, t), (47.13)

где E1(x, t) есть решение уравнения

2E1 = δ(x)δ(t). (47.14)

Аналогично тому, как это делалось в задаче Коши для обык-
новенных дифференциальных уравнений (см. часть II), положим
функции u(x, t) и F (x, t) равными нулю для t < 0, т.е.

ũ(x, t) = θ(t)u(x, t),

eF (x, t) = θ(t)F (x, t),

и воспользуемся определением обобщенного решения уравнения (см.
разд. «Постановка начальных и краевых задач»), согласно которо-
му для любой основной функции g ∈ D(R1+1) имеем

〈2ũ|g〉 = 〈ũ|2g〉 =
∞Z

−∞

dt

∞Z

−∞

ũ(x, t)2g(x, t) dx =
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=

∞Z

0

dt

∞Z

−∞

u(x, t)2g(x, t) dx =

= lim
ε→0

∞Z

ε

dt

∞Z

−∞

u(x, t)
h ∂2

∂t2
− a2 ∂

2

∂x2

i
g(x, t) dx. (47.15)

Двукратное интегрирование по частям дает

∞Z

ε

u
∂2g

∂t2
dt = −u(x, ε)∂g(x, t)

∂t

˛̨
˛
t=ε

+

+
∂u(x, t)

∂t

˛̨
˛
t=ε

g(x, ε) +

∞Z

ε

g
∂2u(x, t)

∂t2
dt

и

∞Z

−∞

u
∂2g

∂x2
dx =

∞Z

−∞

g
∂2u

∂x2
dx.

Отсюда

〈2ũ|g〉 = lim
ε→0

n ∞Z

ε

dt

∞Z

−∞

g(x, t)
h ∂2

∂t2
− a2 ∂

2

∂x2

i
u(x, t) dx−

−
∞Z

−∞

u(x, ε)
∂g(x, t)

∂t

˛̨
˛
t=ε

dx+

∞Z

−∞

∂u(x, t)

∂t

˛̨
˛
t=ε

g(x, ε)dx
o

=

=

∞Z

0

dt

∞Z

−∞

h∂2u

∂t2
− a2 ∂

2u

∂x2

i
g(x, t)dx−

−
∞Z

−∞

u(x, 0)
∂g(x, 0)

∂t
dx+

∞Z

−∞

∂u(x, 0)

∂t
g(x, 0)dx.
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Тогда с учетом (47.1) и определения функций δ(t) и δ′(t) найдем

〈2ũ|g〉 =
∞Z

0

dt

∞Z

−∞

F (x, t)g(x, t) dx−

−
∞Z

−∞

ϕ(x, 0)
∂g(x, 0)

∂t
dx+

∞Z

−∞

ψ(x, 0)g(x, 0) dx =

=

∞Z

−∞

dt

∞Z

−∞

eF (x, t)g(x, t) dx−
∞Z

−∞

ϕ(x, 0)
∂g(x, 0)

∂t
dx+

+

∞Z

−∞

ψ(x, 0)g(x, 0) dx = 〈 eF (x, t) + ϕ(x)δ′(t) + ψ(x)δ(t)|g(x, t)〉.

Таким образом, функция ũ(x, t) удовлетворяет волновому уравне-
нию в обобщенном смысле

2ũ = Φ(x, t) = eF (x, t) + ϕ(x)δ′(t) + ψ(x)δ(t). (47.16)

Классические решения задачи (47.1) находятся среди тех реше-
ний уравнения (47.16), которые обращаются в нуль при t < 0. Что
касается обобщенной функции Φ(x, t), то, как следует из (47.16),
если внутренние источники F (x, t) действуют постоянно с момен-
та времени t > 0, то начальные возмущения ϕ(x)δ′(t) и ψ(x)δ(t)
играют роль источников, действующих мгновенно в момент вре-
мени t = 0. При этом начальному отклонению ϕ(x) соответствует
двойной слой ϕ(x)δ′(t), а начальному импульсу ψ(x) – простой слой
ψ(x)δ(t) на плоскости t = 0.

� Таким образом, обобщенной задачей Коши для одномерного
волнового уравнения с источником Φ ∈ D′(R1+1) назовем задачу о
нахождении обобщенной функции u ∈ D′(R1+1), обращающейся в
нуль при t < 0 и удовлетворяющей волновому уравнению

2u = Φ(x, t) = F (x, t) + ϕ(x)δ′(t) + ψ(x)δ(t). (47.17)

Как следует из (47.13), решение этой задачи определяется сум-
мой потенциалов

u(x, t) = v(x, t) +W (x, t) + V (x, t),

где
v(x, t) = E1 ∗ F (x, t) (47.18)

— запаздывающий потенциал с плотностью F (x, t);

W (x, t) = E1 ∗
`
ϕ(x)δ′(t)

´
(47.19)
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— запаздывающий потенциал двойного слоя с плотностью ϕ(x) и,
наконец,

V (x, t) = E1 ∗
`
ψ(x)δ(t)

´
(47.20)

— запаздывающий потенциал простого слоя с плотностью ψ(x).
Перейдем к уравнению (47.14), определяющему фундаменталь-

ное решение оператора Даламбера.
Применим к нему преобразования Фурье Fx→ξ (см. разд. «Пре-

образование Фурье обобщенных функций» части II)

Fx→ξ

h∂2E1
∂t2

i
− a2Fx→ξ

h∂2E1
∂x2

i
= Fx→ξ

ˆ
δ(x)δ(t)

˜

и воспользуемся формулами

Fx→ξ

ˆ
δ(x)δ(t)

˜
= Fx→ξ[δ](ξ)δ(t) = 1(ξ)δ(t),

Fx→ξ

h∂2E1
∂t2

i
=
∂2E1
∂t2

Fx→ξ[E1], Fx→ξ

h∂2E1
∂x2

i
= −|ξ|2Fx→ξ[E1].

Тогда для фурье-образа (пропагатора) фундаментального решения
eE1(ξ, t) = Fx→ξ[E1(ξ, t)] получим уравнение

∂2 eE1(ξ, t)
∂t2

+ a2|ξ|2 eE1(ξ, t) = 1(ξ)δ(t), (47.21)

рассмотренное ранее. В части II было показано, что фундаменталь-
ным решением оператора d2/dt2 + a2, т.е. решением уравнения

d2E
dt2

+ ω2E = δ(t)

в S′
+ является обобщенная функция E = [θ(t) sin ωt]/ω (см. пример

II.16.2).
Использовав этот результат, имеем

eE1(ξ, t) = θ(t)
sin a|ξ|t
a|ξ| . (47.22)

Применив обратное преобразование Фурье F−1
ξ→x, найдем

E1(x, t) =
1

2a
θ(at− |x|).

Определив E1(x, t), можем вернуться к формулам (47.18)–(47.20),
которые дают решения (47.4)–(47.6) задачи (47.1)

v(x, t) =
1

2a
θ(at− |x|) ∗ F (x, t) =

1

2a

tZ

0

dτ

x+a(t−τ)Z

x−a(t−τ)

F (y, τ )dy;(47.23)

V (x, t) =
1

2a
θ(at− |x|) ∗

`
ψ(x)δ(t)

´
=
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=
1

2a

tZ

0

x+a(t−τ)Z

x−a(t−τ)

ψ(y)δ(τ )dτ dy =
1

2a

x+atZ

x−at

ψ(y)dy; (47.24)

W (x, t) =
1

2a
θ(at− |x|) ∗

`
ϕ(x)δ′(t)

´
=

1

2a

∂

∂t

`
θ(at− |x|) ∗ ϕ(x)

´
=

=
1

2a

ˆ
ϕ(x+ at) + ϕ(x− at)

˜
. (47.25)

Теперь, когда схема подхода, основанного на обобщенной зада-
че Коши, определена, можно вернуться к задачам (47.7) и (47.8).
Нетрудно убедиться, что фурье-образ фундаментального решения

eE1(ξ, t) =
sin a|ξ|t
a|ξ|

можно рассматривать как решение следующей задачи:

∂2 eE1(ξ, t)
∂t2

+ a2|ξ|2 eE1(ξ, t) = 0,

eE1(ξ, t)
˛̨
t=0

= 0,
∂ eE1(ξ, t)

∂t

˛̨
˛
t=0

= 1.

(47.26)

Но ранее было показано, что если преобразование Фурье понимать
в обобщенном смысле, то F−1

ξ→x[1] = δ(x) (см. разд. «Преобразо-

вание Фурье обобщенных функций» части II). Поэтому, применив
обратное преобразование Фурье, из задачи (47.26) получим

∂2E1(x, t)
∂t2

− a2 ∂
2E1(x, t)
∂x2

= 0, (47.27)

E1(x, 0) = 0,
∂E1(x, 0)

∂t
= δ(x). (47.28)

� Обобщенную функцию E1(x, t) называют фундаментальным
решением задачи Коши одномерного волнового уравнения, или функ-
цией Грина этой задачи, если она удовлетворяет уравнению (47.27)
и начальным условиям (47.28).

Теперь решение задачи Коши можно строить, исходя из задачи
(47.27), (47.28). Так, например, решение задачи (47.8) представля-
ется в виде свертки (47.20) или (47.24).

Аналогично функция Грина Ē1(x, t) = ∂E1(x, t)/∂t дает решение
задачи (47.7) в виде свертки (47.19) или в виде (47.25), если она
удовлетворяет уравнению

∂2Ē1(x, t)
∂t2

− a2 ∂
2Ē1(x, t)
∂x2

= 0 (47.29)
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и начальным условиям

Ē1(x, 0) = δ(x),
∂Ē1(x, 0)

∂t
= 0.

♦ Решение задачи Коши в пространстве с размерностью 2, 3 и
более находится аналогично с помощью функции En(~x, t), ~x ∈ R

n.
Функцию En(~x, t) можно найти или как фундаментальное решение
оператора

2nEn(~x, t) =
“ ∂2

∂t2
− a2∆n

”
En(~x, t) = 0, En(~x, t) ∈ S ′

+(Rn+1),

(47.30)
или как функцию Грина задачи Коши

2nEn(~x, t) =
“ ∂2

∂t2
− a2∆n

”
En(~x, t) = 0,

En(~x, 0) = 0,
∂En(~x, 0)

∂t
= δ(x).

(47.31)

Если однозначность функции Грина (47.31) обусловлена гра-
ничными условиями, то для уравнения (47.30) роль граничного иг-
рает условие

En(~x, t) = 0 для t < 0. (47.32)

Действительно, решение уравнения (47.30), как и любое фундамен-
тальное решение, определяется с точностью до функции E0(~x, t),
являющейся решением однородного уравнения

2nEn(~x, t) = 0.

Условие (47.32) однозначно определяет функцию E0(~x, t) и тем са-
мым фундаментальное решение En(~x, t).

В заключение отметим, что решение задачи (47.1) может быть
найдено непосредственно с помощью интегральных преобразований
(Фурье, Лапласа) или сведено к интегродифференциальному урав-
нению.

Пример 47.1. Показать, что функция Грина (фундаментальное
решение) задачи Коши

Gtt − a2Gxx = 0, t > 0;

G
˛̨
t=0

= 0, Gt
˛̨
t=0

= δ(x− y)
(47.33)

имеет вид

G(x, y, t) =
1

2a
[θ(x+ at− y)− θ(x− at− y)]. (47.34)
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Решение. Подставив начальные условия (47.33) в формулу Далам-
бера (37.2), получим

G(x, y, t) =
1

2a

x+atZ

x−at

δ(z − y)dz =
1

2a
[θ(x+ at− y)− θ(x− at− y)],

что и требовалось доказать. Здесь мы воспользовались свойствами
дельта-функции Дирака.

48. Обобщенная задача Коши в пространстве

Схема постановки и решения обобщенной задачи Коши для од-
номерного волнового уравнения применяется и для волновых урав-
нений в пространствах R

n, n > 2.
� Обобщенной задачей Коши для волнового уравнения с источ-

ником

Φ(~x, t) = eF (~x, t) + ϕ(~x)δ′(t) + ψ(~x)δ(t), Φ(~x, t) ∈ S ′(Rn+1), (48.1)

называется задача о нахождении обобщенной функции медленного
роста u(~x, t) ∈ S ′(Rn+1), обращающейся в нуль при t < 0 и удовле-
творяющей волновому уравнению

2u(~x, t) =
“ ∂2

∂t2
− a2∆n

”
u = Φ(~x, t). (48.2)

♦ Решение обобщенной задачи (48.2) для Φ(~x, t) = 0 при t < 0
представляется в виде запаздывающих потенциалов

u = En ∗ Φ = En ∗ F (~x, t) + En ∗ (ϕ(~x)δ′(t)) + En ∗ (ψ(~x)δ(t)), (48.3)

где En – фундаментальное решение оператора Даламбера в R
n, т.е.

решение уравнения

2En =
“ ∂2

∂t2
− a2∆n

”
En = δ(~x)δ(t), ~x ∈ R

n. (48.4)

Так как мы не рассматривали детально теорию обобщенных
функций в пространствах R

n+1, n > 2, то сформулируем, не об-
ращаясь к строгим доказательствам (см., например, [?]), основные
этапы решения уравнений (48.1) и (48.4) и вывода классических
формул Кирхгофа и Пуассона.

Начнем с уравнения (48.4). Применив к нему преобразования
Фурье по пространственным переменным ~x для обобщенной функ-

ции F~x→~ξ[En(~x, t)] = eE(~ξ, t), получим уравнение

“ ∂2

∂t2
− a2|~ξ|2

”
eE = δ(t).
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Как было показано выше (см. разд. «Задача Коши для одномерного
волнового уравнения»), его решением является функция

eEn(~ξ, t) = θ(t)
sin a|~ξ|t
a|~ξ|

. (48.5)

Тогда обратное преобразование Фурье F−1
~ξ→~x

определяет функ-

цию En(~x, t):

En(~x, t) = F−1
~ξ→~x

[eEn(~ξ, t)] = θ(t)F−1
~ξ→~x

h sin a|~ξ|t
a|~ξ|

i
. (48.6)

Если n = 3, то (48.6) дает

E3(~x, t) =
θ(t)

4πat
δSat(~x) =

θ(t)

4πat
δ(a2t2 − |~x|2). (48.7)

Обобщенная функция En(~x, t) действует по правилу

〈E3|g〉 = 1

4πa2

∞Z

0

dt

t

Z

Sat

g(~x, t)dSx, (48.8)

где g(~x, t) — произвольная функция из пространства Шварца
S(Rn+1).

♦ Согласно свойствам дельта-функции (см. разд. «Дельта-функ-
ция Дирака» части II), справедливо

δ(a2t2 + |~x|2) =
1

2a

ˆ
δ(at− |~x|) + δ(at+ |~x|)

˜
. (48.9)

Тогда среди решений уравнения (48.4) могут присутствовать функ-
ции, зависящие от аргумента at − |~x|. Такие функции называются
опережающими функциями Грина. Они учитывают влияние источ-
ников, действующих при t > 0. Мы не будем подробно рассмат-
ривать такие решения, хотя некоторые задачи (например, класси-
ческое уравнение Дирака–Лоренца) невозможно корректно решить
без учета опережающего воздействия.

В случае n = 2 вместо обратного преобразования Фурье мож-
но воспользоваться рассмотренным выше методом спуска. Действи-
тельно, согласно (48.8), для E2 в предположении, что g(~x, t) не за-
висит от x3, имеем

〈E2|g〉 = 〈E2(~x, t)|g(~x, t)1(x3)〉 = 1

4πa2

∞Z

0

dt

t

Z

Sat

g(~x, t)dS.
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Заменив поверхностный интеграл по сфере Sat: |~x|2 + x2
3 = a2t2 на

удвоенный (по верхней и нижней полусферам) по кругу Vat: |~x| < at,
~x ∈ R

2, найдем

〈E2|g〉 = 1

2πa

∞Z

0

dt

Z

|x|<at

g(~x, t)p
a2t2 − |~x|2

d~x =

=
1

2πa

∞Z

−∞

dt

Z

R2

θ(at− |~x|)p
a2t2 − |~x|2

d~x,

откуда

E2(~x, t) =
1

2πa

θ(at− |~x|)p
a2t2 − |~x|2

. (48.10)

Явный вид фундаментальных решений (48.10) оператора Да-
ламбера (48.7) в пространстве размерности n объясняет некоторые
особенности распространения сферических и цилиндрических волн.
Так, из (48.7) следует, что возмущение E3(~x, t) от точечного мгно-
венно действующего источника δ(~x)δ(t) в момент времени t > 0
будет сосредоточено на сфере радиуса R = at с центром в точ-
ке ~x = 0. Это означает, что возмущение распространяется в виде
сферической волны f(r− at). Как было показано выше, после про-
хождения такой волны в точке наблюдения снова наступает покой,
т.е. распространение волн в пространстве подчиняется принципу
Гюйгенса.

Совершенно иная картина наблюдается в случае цилиндриче-
ских волн, т.е. волн на плоскости. Действительно, из (48.10) следу-
ет, что возмущение E2(~x, t) от точечного мгновенно действующего
источника δ(~x)δ(t) к моменту времени t > 0 будет сосредоточено
не на окружности радиуса R = at, а в замкнутом круге радиуса
R = at с центром в точке ~x = 0. Следовательно, наблюдатель с
того момента, как он попадает в круг |~x| < at, после прохожде-
ния переднего фронта волны будет постоянно наблюдать отличные
от нуля суммарные возмущения (задний фронт волны отсутствует).
Таким образом, для волн на плоскости (цилиндрических) имеет ме-
сто диффузия волн, нарушающая принцип Гюйгенса.

Возникновение диффузии цилиндрических волн можно объяс-
нить, если источник цилиндрических возмущений рассматривать
как

δ(x1)δ(x2)1(x3)δ(t),

т.е. как источник, сосредоточенный в каждой точке оси Ox3. По-
этому с некоторого момента времени наблюдатель будет постоянно
фиксировать возмущения, приходящие от точек, лежащих на оси
Ox3 и все более удаленных от точки наблюдения, чем и объясняется
отсутствие заднего фронта волны.
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Распространение волн в R
1, т.е. на прямой, было рассмотрено

ранее.

Как и для одномерного волнового уравнения, функцию eEn(~ξ, t)
можно рассматривать как решение следующей задачи:

“ ∂2

∂t2
− a2|~ξ|2

”
eEn(~ξ, t) = 0,

eEn(~ξ, t)
˛̨
t=0

= 0,
∂ eEn(~ξ, t)

∂t

˛̨
˛
t=0

= 1,

которая для функции En(~x, t) = F−1
~ξ→~x

eEn(~ξ, t) примет вид

“ ∂2

∂t2
− a2∆n

”
En(~x, t) = 0, (48.11)

En(~x, 0) = 0, Et(~x, 0) = δ(~x), ~x ∈ R
n.

В заключение отметим, что классические формулы Кирхгофа
и Пуассона можно получить подстановкой фундаментальных реше-
ний (48.7) и (48.10) в свертку (48.3).



ГЛАВА 8

Уравнения параболического типа

49. Задача Коши для одномерного уравнения
теплопроводности. Функция Грина
задачи Коши

49.1. Задача Коши. Метод разделения переменных

Рассмотрим бесконечно тонкий длинный однородный теп-
лопроводящий стержень, боковая поверхность которого тепло-
изолирована. Уравнение теплопроводности в этом случае име-
ет вид (см. разд. «Уравнение распространения тепла в стержне»)

∂u

∂t
= a2 ∂

2u

∂x2
, t > 0, −∞ < x <∞. (49.1)

♦ Если стержень достаточно длинный, то на процессы теп-
лообмена, происходящие в средней его части, оказывает влия-
ние только начальное распределение температуры, а краевы-
ми условиями — характером теплового режима на его концах
— можно пренебречь. Пусть начальное распределение темпе-
ратуры задано

u(x, 0) = u|t=0 = ϕ(x). (49.2)

� Задача нахождения решения уравнения (49.1) при усло-
вии (49.2) называется задачей Коши.

Частное решение уравнения (49.1) будем искать в виде

u(x, t) = T (t)X(x). (49.3)

Подставив это выражение в (49.1), получим

1

a2

T ′

T
=
X ′′

X
= λ, T ′ − a2λT = 0, X ′′ − λX = 0.

Общее решение уравнения для функции T (t) имеет вид

T (t) = Ceλa
2t. (49.4)

Поскольку в стержне нет источников тепла, то температу-
ра стержня ни при каком x не может достигать бесконечно-
го значения, т.е. |u(x, t)| < ∞. Следовательно, |T (t)| < ∞ и
|X(x)| <∞.
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Таким образом, λ может быть только отрицательным. По-
ложим λ = −ω2. Тогда

T (t) = Ce−ω
2a2t, (49.5)

а для определения функции X(x) получим уравнение

X ′′ + ω2X = 0,

общее решение которого имеет вид

X(x) = Aω cosωx+Bω sinωx.

Если ввести комплексный коэффициент Cω , то

X(x) = Cωe
iωx + C∗

ωe
−iωx,

и соответственно для u(x, t) получим

uω(x, t) = e−ω
2a2t(Aω cosωx+Bω sinωx) =

= e−ω
2a2t(Cωe

iωx + C∗
ωe

−iωx).

Проинтегрировав по ω в пределах от нуля до бесконечности,
получим

u(x, t) =

∞∫

0

dω e−ω
2a2t(Aω cosωx+Bω sinωx)

или

u(x, t) =

∞∫

−∞

dω e−ω
2a2tCωe

iωx. (49.6)

При t = 0 должно выполняться условие (49.2):

u(x, 0) =

∞∫

−∞

dω Cωe
iωx = ϕ(x) =

∞∫

−∞

dω αωe
iωx,

где

αω =
1

2π

∞∫

−∞

ϕ(y)e−iωydy
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– коэффициенты Фурье функции ϕ(x). Из равенства двух ин-
тегралов Фурье следует, что Cω = αω , т.е.

u(x, t) =
1

2π

∞∫

−∞

dω

∞∫

−∞

dy ϕ(y)e−ω
2a2teiω(x−y). (49.7)

49.2. Функция Грина задачи Коши

� Обобщенная функция G(x, y, t), удовлетворяющая усло-
виям

∂G(x, y, t)

∂t
= a2 ∂

2G(x, y, t)

∂x2
, (49.8)

G(x, y, 0) = δ(x− y), (49.9)

называется функцией Грина задачи Коши для уравнения теп-
лопроводности (49.1).

Утверждение 49.1. Для функции Грина справедливо пред-
ставление

G(x, y, t) =
1

2π

∞∫

−∞

e−ω
2a2teiω(x−y)dω. (49.10)

С учетом обозначений (49.10) соотношение (49.7) можно
записать в виде

u(x, t) =

∞∫

−∞

G(x, y, t)ϕ(y)dy. (49.11)

Поскольку функция u(x, t) удовлетворяет уравнению (49.1), то
из (49.11) следует, что функция G(x, y, t) удовлетворяет урав-
нению (49.8).

При t = 0 получим

G(x, y, 0) =
1

2π

∞∫

−∞

eiω(x−y)dω = δ(x− y).

Здесь мы воспользовались представлением δ-функции инте-
гралом Фурье (см. разд. «Преобразования Фурье обобщенных
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функций медленного роста» части II). Справедливость урав-
нения (49.8) можно проверить непосредственной подстановкой
(49.10) в (49.8), что и доказывает утверждение.

Из определения (49.10) нетрудно вывести следующие свой-
ства функции G(x, y, t).

Свойство 1. Справедливо соотношение

∞∫

−∞

G(x, y, t)dx = 1. (49.12)

Доказательство. Действительно,

∞∫

−∞

G(x, y, t)dx =
1

2π

∞∫

−∞

dx

∞∫

−∞

e−ω
2a2teiω(x−y)dω =

=

∞∫

−∞

dω e−ω
2a2teiωy

1

2π

∞∫

−∞

eiωxdx =

=

∞∫

−∞

dω e−ω
2a2teiωyδ(ω) = e−ω

2a2teiωy
∣∣
ω=0

= 1,

что и требовалось доказать.

Свойство 2. Справедливо соотношение

∞∫

−∞

G(x, y, t)dy = 1.

Доказательство аналогично доказательству предыдущего
свойства.

Свойство 3. Справедливо соотношение

G(x, y, t) =
1

2
√
πta2

e−[(x−y)/(2a
√
t)]2 . (49.13)

Доказательство. Вычислим в (49.10) интеграл по ω. Для это-
го представим функцию G(x, y, t) в виде

G(x, y, t) =
1

2π

∞∫

−∞

e−a
2ω2t[cosω(x− y) + i sinω(x− y)]dω.



49. Задача Коши для уравнения теплопроводности 765

Интеграл от второго слагаемого равен нулю в силу нечетности
синуса. Поэтому

G(x, y, t) =
1

2π

∞∫

−∞

e−a
2ω2t cosω(x− y)dω.

Сделаем в этом интеграле замену переменных

ω =
z

a
√
t
, dω =

dz

a
√
t
.

Тогда

G(x, y, t) =
1

π

∞∫

0

e−z
2

cos κz
dz

a
√
t
, κ =

x− y
a
√
t
. (49.14)

Обозначив

J(κ) =

∞∫

0

e−z
2

cos κzdz,

найдем

dJ(κ)

dκ
=

∞∫

0

e−z
2

(−z) sinκzdz.

Вычислим второй интеграл по частям, положив U = sin κz,

dV = −ze−z2dz. Тогда dU = κ cos κzdz, V = e−z
2

/2 и

dJ(κ)

dκ
=

1

2
e−z

2

sin κz
∣∣∣
∞

0
− κ

2

∞∫

0

e−z
2

cos κzdz.

Внеинтегральное слагаемое равно нулю, а интеграл равен J(κ).
Следовательно, для J(κ) получим дифференциальное уравне-
ние

dJ(κ)

dκ
= −κ

2
J(κ),

решение которого есть функция

J(κ) = Ce−κ
2/4.
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Постоянный множитель C определим из условия

J(0) =

∞∫

0

e−z
2

dz.

Сделаем замену переменных z2 = t, z =
√
t, dz = dt/(2

√
t).

Тогда

J(0) =
1

2

∞∫

0

e−tt−1/2dt =
1

2
Γ(1/2) =

√
π

2
,

т.е.

C =

√
π

2
, J(κ) =

√
π

2
e−κ

2/4.

Но

G(x, y, t) =
1

πa
√
t
J(κ),

что дает (49.13). Таким образом, свойство 5 доказано.

Следствие. Для процессов, описываемых уравнением тепло-
проводности, скорость распространения тепла равна бесконеч-
ности.

Доказательство. Пусть начальное распределение температу-
ры в стержне имеет вид

ϕ(x) =

{
f(x), x ∈ [a, b]

0, x /∈ [a, b],
(49.15)

где f(x) – непрерывная функция. Тогда, согласно (49.10),

u(x, t) =

∞∫

−∞

G(x, y, t)ϕ(y)dy =

b∫

a

G(x, y, t)f(y)dy. (49.16)

Из явного вида функции Грина (49.13) следует, что функция
(49.16) бесконечно дифференцируема по x и t при t 6= 0. Кроме
того, u(x, t) 6= 0 при t 6= 0 (в том числе при сколь угодно
малых) для любого x (в том числе для сколь угодно большого),
тогда как начальная температура u(x, 0) = ϕ(x) (49.15) равна
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нулю при x /∈ [a, b]. Следовательно, скорость теплопередачи
бесконечна.

♦ Полученный вывод о бесконечности скорости передачи
«взаимодействия» справедлив и для других уравнений пара-
болического типа.

Пример 49.1. Найти уравнение Клейна–Гордона (15.7) в нере-
лятивистском пределе c→∞.

Решение. В уравнении Клейна–Гордона

~
2

c2
Ψtt − ~

2∆Ψ +m2
0c

2Ψ = 0 (49.17)

сделаем замену

Ψ(~x, t) = ϕ(~x, t) exp
(
− im0c

2

~
t
)
. (49.18)

С учетом соотношений

Ψt =
(
ϕt − i

m0c
2

~

)
e−im0c

2t/~,

Ψtt =
(
ϕtt − 2i

m0c
2

~
ϕt −

m2
0c

4

~2

)
e−im0c

2t/~

получим

~
2

c2
ϕtt + 2m0(−i~ϕt) + (−i~)2∆ϕ = 0.

В пределе c→∞

(−i~)ϕt −
~

2∆ϕ

2m0
= O

( 1

c2

)
. (49.19)

Таким образом, при c → ∞ уравнение Клейна–Гордона пере-
ходит в уравнение Шрёдингера.

Функция Грина задачи Коши G(x, y, t) позволяет найти
частное решение неоднородного уравнения теплопроводности.

Свойство 4 (принцип Дюамеля). Решение задачи Коши
для неоднородного уравнения теплопроводности с однород-
ным начальным условием

∂ū

∂t
= a2 ∂

2ū

∂x2
+ f(x, t), ū|t=0 = 0
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имеет вид

ū(x, t) =

t∫

0

dτ

∞∫

−∞

dy G(x, y, t− τ)f(y, τ), (49.20)

где G(x, y, t) — функция Грина (49.13) уравнения теплопро-
водности.

� Соотношение (49.20) называется формулой Дюамеля для
одномерного уравнения теплопроводности.

Доказательство. Действительно, из (49.20) запишем

∂ū

∂t
=

∞∫

−∞

G(x, y, 0)f(y, t)dy +

t∫

0

dτ

∞∫

−∞

dy
∂G(x, y, t− τ)

∂(t− τ) f(y, τ).

Учтя, что G(x, y, 0) = δ(x− y), и обозначив T = t− τ , получим

∂ū

∂t
= f(x, t) +

t∫

0

dτ

∞∫

−∞

dy
∂G(x, y, T )

∂T
f(y, τ).

Аналогично

∂2ū

∂x2
=

t∫

0

dτ

∞∫

−∞

dy
∂2G(x, y, T )

∂x2
f(y, τ).

Подставив эти производные в уравнение (49.1), найдем

∂ū

∂t
− ∂2ū

∂x2
= f(x, t) +

t∫

0

dτ

∞∫

−∞

dy
(∂G
∂T
− a2 ∂

2G(x, y, T )

∂x2

)
f(y, t).

Поскольку выражение в скобках равно нулю, то

∂ū

∂t
− ∂2ū

∂x2
= f(x, t),

что и требовалось доказать.
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Свойство 5 (сохранения четности). Четность начально-
го состояния сохраняется, т.е. если функция u(x, 0) = ϕ(x) –
четная или нечетная:

ϕ(−x) = ±ϕ(x), (49.21)

то функция u(x, t) будет четной или нечетной для всех t > 0:

u(−x, t) = ±u(x, t). (49.22)

Доказательство. Из явного вида функции G(x, y, t) (49.13)
следует, что

G(−x,−y, t) = G(x, y, t). (49.23)

Для решения задачи Коши (49.1), (49.2), согласно (49.11), име-
ем

u(−x, t) =

∞∫

−∞

G(−x, y, t)ϕ(y)dy.

Сделав в этом интеграле замену переменных y → −y и вос-
пользовавшись соотношениями (49.23) и (49.21), получим

u(−x, t) =

∞∫

−∞

G(−x,−y, t)ϕ(−y)dy =

=

∞∫

−∞

G(x, y, t)ϕ(−y)dy = ±u(x, t).

Таким образом, утверждение доказано.

Следствие. Если

ϕ(−x) = −ϕ(x), (49.24)

то

u(0, t) = 0. (49.25)

Доказательство непосредственно следует из (49.22).
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50. Смешанная задача для одномерного
уравнения теплопроводности
на полупрямой

Рассмотрим полуограниченный стержень, боковая поверх-
ность которого теплоизолирована и левый торец расположен
в точке x = 0. Распределение температуры в таком стержне
определяется решением следующей смешанной задачи для урав-
нения теплопроводности:

∂u

∂t
= a2 ∂

2u

∂x2
+ f(x, t), t > 0, 0 < x <∞; (50.1)

u(x, 0) = ϕ(x), ∂u
∂x

∣∣∣
x=0

= k
[
u|x=0 − µ(t)

]
. (50.2)

Будем предполагать выполненным условие согласования

∂u

∂x

∣∣∣x=0
t=0

= k
[
ϕ(x) − µ(t)

]∣∣∣x=0
t=0

.

Мы ограничимся рассмотрением краевых условий первого
рода, т.е. u(0, t) = µ(t). Решение смешанной задачи (50.1) с
краевыми условиями второго и третьего рода находится ана-
логичными способами.

50.1. Однородная смешанная задача

Рассмотрим смешанную задачу с однородным граничным
условием

∂u

∂t
= a2 ∂

2u

∂x2
, u

∣∣
t=0

= ϕ(x), u
∣∣
x=0

= 0, t > 0, x > 0. (50.3)

Для классического решения будем предполагать выполнен-
ным условие согласования ϕ(0) = 0.

Доопределим функцию ϕ(x) для отрицательных значений
x нечетным образом. Тогда из (49.24) и (49.25) следует, что
u(0, t) = 0, а задача (50.3) сводится к задаче Коши для уравне-
ния теплопроводности, рассмотренной в предыдущем разделе.

Теорема 50.1. Решение смешанной задачи (50.3) имеет вид

u(x, t) =

∞∫

0

g(x, y, t)ϕ(y)dy, (50.4)
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где
g(x, y, t) = G(x, y, t)−G(x,−y, t), (50.5)

а G(x, y, t) – функция Грина задачи Коши (49.1).
Функция g(x, y, t) называется функцией Грина смешанной

задачи (50.3).

Доказательство. Продолжим функцию ϕ(x) на отрицатель-
ную полуось нечетным образом и обозначим через ϕ̃(x) такое
продолжение

ϕ̃(x) =

{
ϕ(x) при 0 < x <∞,
−ϕ(−x) при −∞ < x < 0.

(50.6)

Тогда при t > 0 функция

u(x, t) =

∞∫

−∞

G(x, y, t)ϕ̃(y)dy (50.7)

является решением задачи Коши

ut = a2uxx, u|t=0 = ϕ̃(x).

Согласно (49.24), u|x=0 = 0, и, следовательно, функция (50.7)
при x > 0 является решением задачи (50.3).

Выразим функцию u(x, t) (50.7) через функцию ϕ(x). Для
этого разобьем область интегрирования в (50.7) на две части:

u(x, t) =

∞∫

−∞

G(x, y, t)ϕ̃(y)dy =

=

∞∫

0

G(x, y, t)ϕ̃(y)dy +

0∫

−∞

G(x, y, t)ϕ̃(y)dy =

=

∞∫

0

[G(x, y, t) −G(x,−y, t)]ϕ(y)dy.

Таким образом,

u(x, t) =

∞∫

0

[G(x, y, t)−G(x,−y, t)]ϕ(y)dy, (50.8)
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что и требовалось доказать.
Рассмотрим основные свойства функции Грина g(x, y, t).

Свойство 1. Справедливо соотношение

g(x, y, t) =
1

2
√
πta2

{
e−[(x−y)2/(4a2t)] − e−[(x+y)2/(4a2t)]

}
. (50.9)

Доказательство непосредственно следует из (49.13).

Свойство 2. Справедливо соотношение

g(x, y, 0) = δ(x− y). (50.10)

Доказательство. Функция u(x, t) (50.4) – решение смешан-
ной задачи (50.3). В частности,

u(x, 0) =

∞∫

0

g(x, y, 0)ϕ(y)dy = ϕ(x).

В силу произвольности функции ϕ(y) и определения δ-функции
свойство 2 доказано.

Свойство 3 (принцип Дюамеля). Решение задачи Коши

ut = a2uxx + f(x, t), u|t=0 = u|x=0 = 0 (50.11)

имеет вид

u(x, t) =

t∫

0

dτ

∞∫

0

g(x, y, t− τ)f(y, τ)dy. (50.12)

Доказательство. Из (50.12) найдем

ut(x, t) =

∞∫

0

g(x, y, 0)f(y, t)dy +

t∫

0

dτ

∞∫

0

gt(x, y, t− τ)f(y, τ)dy =

= f(x, t) +

t∫

0

dτ

∞∫

0

gt(x, y, t− τ)f(y, τ)dy.

Здесь мы воспользовались соотношением (50.10). Аналогично

uxx(x, t) =

t∫

0

dτ

∞∫

0

gxx(x, y, t− τ)f(y, τ)dy.

Подставив ut и uxx в (50.12), получим тождество.
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50.2. Неоднородная смешанная задача

Рассмотрим на полупрямой неоднородную смешанную за-
дачу с граничным условием первого рода

ut = a2uxx + f(x, t), t > 0, x > 0, (50.13)

u|t=0 = ϕ(x), u|x=0 = µ(t).

Решение уравнения (50.13) будем искать в виде

u(x, t) = v(x, t) + w(x, t), (50.14)

где v(x, t) – решение смешанной задачи

vt = a2vxx + f(x, t), v|t=0 = ϕ(x), v|x=0 = 0, (50.15)

а функция w(x, t) – решение задачи

wt = a2wxx, w|t=0 = 0, w|x=0 = µ(t). (50.16)

Согласно (50.4) и (50.12), решение смешанной задачи (50.15)
имеет вид

v(x, t) =

∞∫

0

g(x, y, t− τ)ϕ(y)dy+

+

t∫

0

dτ

∞∫

0

g(x, y, t− τ)f(y, τ)dy. (50.17)

Решение задачи (50.16) будем искать в виде

w(x, t) = S(x, t) + µ(t). (50.18)

Тогда для функции S(x, t) получим следующую задачу:

St = a2Sxx − µ′(t), S|t=0 = −µ(0), S|x=0 = 0. (50.19)

Согласно (50.4) и (50.12), решение задачи (50.19) можно пред-
ставить в виде

S(x, t) = −µ(0)χ(x, t)−
t∫

0

dτ χ(x, t− τ)µ′(τ), (50.20)
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где обозначено

χ(x, t) =

∞∫

0

g(x, y, t)dy. (50.21)

Тогда

w(x, t) = −µ(0)χ(x, t) + µ(t)−
t∫

0

dτ χ(x, t− τ)µ′(τ). (50.22)

Рассмотрим некоторые свойства функций χ(x, t) и w(x, t).

Свойство 1. Справедливо соотношение

χ(x, t) =
2√
π

x/(2a
√
t)∫

0

e−z
2

dz =
1√
π

x/(2a
√
t)∫

−x/(2a
√
t)

e−z
2

dz. (50.23)

Доказательство. Из определения (50.21) следует

χ(x, t) =

∞∫

0

1

2
√
πta2

{
e[(x−y)

2/(4a2t)] − e[(x+y)2/(4a2t)]
}
dy.

Сделаем в первом интеграле замену y = 2a
√
tz+x, а во втором

– y = 2a
√
tz − x. Получим

χ(x, t) =
1√
π

∞∫

−x/(2a
√
t)

e−z
2

dz − 1√
π

∞∫

x/(2a
√
t)

e−z
2

dz =

=
1√
π

x/(2a
√
t)∫

−x/(2a
√
t)

e−z
2

dz,

что и требовалось доказать.

Свойство 2. Справедливы соотношения

χ(0, t) = 0, χ(x, 0) = 1. (50.24)

Доказательство. Соотношение χ(0, t) = 0 следует из (50.23).
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Рассмотрим предел

χ(x, 0) = lim
t→0

1√
π

x/(2a
√
t)∫

−x/(2a
√
t)

e−z
2

dz =
1√
π

∞∫

−∞

e−z
2

dz = 1,

что и требовалось доказать.

Свойство 3. Справедливо соотношение

w(x, t) =
x

2a
√
π

t∫

0

µ(τ)

(t− τ)3/2 exp
{
−
( x

2a
√
t− τ

)2}
dτ. (50.25)

Доказательство. Проинтегрируем в (50.22) по частям, поло-
жив

U = χ(x, t− τ), dV = µ′(τ)dτ,

dU =
∂χ(x, t− τ)

∂τ
dτ, V = µ(τ).

С учетом соотношения

∂χ(x, t− τ)
∂τ

=
2√
π

x

4a
√

(t− τ)3
exp

{
−
( x

2a
√
t− τ

)2}
=

=
x

4a
√
π(t− τ)3

exp
{
−
( x

2a
√
t− τ

)2}
,

следующего из (50.23), получим

w(x, t) = χ(x, t− τ)µ(τ)
∣∣t
0

+

+

t∫

0

µ(τ)
∂χ(x, t − τ)

∂τ
dτ − µ(0)χ(x, t) + µ(t) =

=

t∫

0

µ(τ)
∂χ(x, t − τ)

∂τ
dτ =

x

2a
√
π

t∫

0

µ(τ)
e
−

“

x
2a

√
t−τ

”2

(t− τ)3/2 dτ,

что и требовалось доказать.
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51. Смешанная задача для одномерного
неоднородного уравнения
теплопроводности на отрезке

Рассмотрим смешанную задачу для неоднородного уравне-
ния теплопроводности

∂u

∂t
= a2 ∂

2u

∂x2
+ f(x, t), t > 0, 0 < x < l, (51.1)

u|t=0 = ϕ(x),
∂u

∂x

∣∣∣
x=0

= k1{u|x=0 − µ1(t)},
∂u

∂x

∣∣∣
x=l

= k2{u|x=l − µ2(t)}.
(51.2)

Будем предполагать выполненным условие согласования

∂u

∂x

∣∣∣x=0
t=0

= k1

[
ϕ(x)−µ1(t)

]∣∣∣x=0
t=0

,
∂u

∂x

∣∣∣x=l
t=0

= k2

[
ϕ(x)−µ2(t)

]∣∣∣x=l
t=0

.

Ниже мы ограничимся подробным решением этой задачи
с краевыми условиями первого рода. Схема решения задачи
(51.1), (51.2) для более общей ситуации была приведена в раз-
деле, посвященном задаче Штурма–Лиувилля.

51.1. Однородная смешанная задача

Рассмотрим смешанную задачу с однородными краевыми
условиями для однородного уравнения теплопроводности

ut = a2uxx, t > 0, 0 6 x 6 l, (51.3)

u|t=0 = ϕ(x), u|x=0 = 0, u|x=l = 0.

Частное решение уравнения (51.3) ищем в виде

u(x, t) = X(x)T (t). (51.4)

Подставив (51.4) в (51.3), получим

1

a2

Ṫ

T
=
X ′′

X
= λ

или

Ṫ − λa2T = 0, X ′′ − λX = 0, X(0) = X(l) = 0.
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Решение задачи Штурма–Лиувилля для функции X(x) полу-
чено в примере III.2.2:

Xn(x) = An sin
πnx

l
, λn = −

(πn
l

)2

. (51.5)

Подставив λn в уравнение для T , найдем

Tn(t) = Bn exp
{
−
(πna

l

)2

t
}
.

Следовательно, решение уравнения (51.3) имеет вид

u(x, t) =
∞∑

n=1

Ān exp
{
−
(πna

l

)2

t
}

sin
πnx

l
, (51.6)

где Ān = AnBn. Из начальных условий найдем

Ān = αn, (51.7)

где αn – коэффициенты Фурье функции ϕ(x)

ϕ(x) =

∞∑

n=1

αn sin
πnx

l
, αn =

2

l

l∫

0

ϕ(y) sin
πny

l
dy. (51.8)

� Обобщенная функция g(x, y, t) называется функцией Гри-
на (фундаментальным решением) смешанной задачи (51.1),
(51.2) для уравнения теплопроводности, если она удовлетво-
ряет уравнению

gt(x, y, t) = a2gxx(x, y, t), (51.9)

начальному условию

g(x, y, 0) = δ(x− y) (51.10)

и однородным граничным условиям

(gx − k1g)
∣∣
x=0

= (gx − k2g)
∣∣
x=l

= 0. (51.11)

Утверждение 51.1. Функцию Грина смешанной задачи (51.3)
можно представить в виде

g(x, y, t) =

∞∑

n=1

2

l
sin

πnx

l
sin

πny

l
exp

{
−
(πna

l

)2

t
}
. (51.12)
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Подставим коэффициенты αn (51.8) в явном виде в функ-
цию (51.6) и поменяем местами суммирование и интегрирова-
ние. Получим

u(x, t) =

l∫

0

g(x, y, t)ϕ(y)dy, (51.13)

где g(x, y, t) определена соотношением (51.12). Следователь-
но, функция g(x, y, t) – решение уравнения теплопроводности,
для которого по построению выполняются граничные условия
(51.3). При t = 0 получим

g(x, y, 0) =

∞∑

n=1

2

l
sin

πnx

l
sin

πny

l
= δ(x− y).

Таким образом, утверждение доказано.
♦ Свойства функции g(x, y, t) (51.12) полностью аналогич-

ны свойствам функции Грина задачи Коши для уравнения
теплопроводности.

51.2. Неоднородная смешанная задача

Теперь рассмотрим смешанную задачу для неоднородно-
го уравнения теплопроводности с неоднородными краевыми
условиями первого рода

ut = a2uxx + f(x, t), t > 0, 0 < x < l; (51.14)

u(0, t) = µ1(t), u(l, t) = µ2(t), u(x, 0) = ϕ(x). (51.15)

Введем новую функцию v(x, t) посредством соотношения

u(x, t) = w(x, t) + v(x, t),

где w(x, t) – произвольная функция, удовлетворяющая усло-
виям w(0, t) = µ1(t), w(l, t) = µ2(t), например

w(x, t) = µ1(t) +
x

l
[µ2(t)− µ1(t)].

Тогда функция v(x, t) будет определяться как решение одно-
родной краевой задачи

vt = a2vxx + f̄(x, t), t > 0, 0 < x < l; (51.16)

v(0, t) = 0, v(l, t) = 0, v(x, 0) = ϕ̄(x), (51.17)

ϕ̄(x) = ϕ(x) − w(x, 0), f̄(x, t) = f(x, t)− [wt − a2wxx].
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Аналогично одномерному уравнению Даламбера, решение за-
дачи (51.16), (51.17) можно представить в виде суммы решений
двух более простых задач: v(x, t) = L(x, t) +M(x, t), где

a) L(x, t) – решение однородного уравнения с ненулевыми
начальными условиями

Lt = a2Lxx, t > 0, 0 < x < l; (51.18)

L(0, t) = 0, L(l, t) = 0, L(x, 0) = ϕ̄(x). (51.19)

Согласно (51.6), решение задачи (51.18), (51.19) имеет вид

L(x, t) =

∞∑

n=1

αn exp
[
−
(πna

l

)2

t
]
sin

πn

l
x,

где

αn =
2

l

l∫

0

ϕ̄(y) sin
(πn
l
y
)
dy. (51.20)

б) M(x, t) – решение неоднородного уравнения с нулевыми
начальными условиями

Mt = a2Mxx + f̄(x, t), t > 0, 0 < x < l; (51.21)

M(0, t) = 0, M(l, t) = 0, M(x, 0) = 0. (51.22)

Решение задачи (51.21), (51.22) ищем, аналогично решению
уравнения Даламбера, в виде

M(~x, t) =

∞∑

l=1

Sn(t) sin
πnx

l
. (51.23)

Подставим (51.23) в (51.21) и разложим функцию f̄(x, t) в ряд
Фурье:

f̄(x, t) =

∞∑

n=1

f̄n(t) sin
πnx

l
, (51.24)

f̄n(τ) =
2

l

l∫

0

f̄(y, τ) sin
(πn
l
y
)
dy.

В результате получим следующее уравнение для функции Sn(t):

S′
n +

(πna
l

)2

Sn = f̄n(t), Sn(0) = 0. (51.25)
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Решение уравнения (51.25) имеет вид

Sn(t) =

t∫

0

f̄n(τ) exp
{(πna

l

)2

(τ − t)
}
dτ. (51.26)

Следовательно,

M(x, t) =

∞∑

n=1

t∫

0

f̄n(τ) exp
[(πna

l

)2

(τ − t)
]
dτ sin

πn

l
x. (51.27)

Подставив коэффициенты Фурье fn(τ) (51.23) в явном виде в
функцию (51.26) и поменяв местами суммирование и интегри-
рование, получим

M(x, t) =

t∫

0

dτ

l∫

0

g(x, y, t− τ)f̄ (y, τ)dy, (51.28)

где функция g(x, y, t) определена соотношением (51.13).
� Формула (51.28) называется формулой Дюамеля.

Пример 51.1 (задача о безопасности ядерного реакто-
ра). Определить параметры ядерного реактора, при которых
цепная реакция не произойдет ни при каком начальном рас-
пределении нейтронов в реакторе (реактор не «взорвется»).

Решение. Мы уже отмечали, что в диффузионном прибли-
жении процесс распространения нейтронов в реакторе описы-
вается уравнением

ut = D∆u+ γu, (51.29)

где u(~x, t) – концентрация нейтронов, D – эффективный ко-
эффициент их диффузии, γ – коэффициент их размножения.
Коэффициенты D и γ определяются экспериментально.

Будем предполагать, что рабочее тело реактора имеет фор-
му шара радиуса b и начальное распределение нейтронов опи-
сывается сферически-симметричной функцией, т.е.

u|t=0 = ϕ(r), r =
√
x2 + y2 + z2.
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Будем также предполагать, что концентрация нейтронов на
поверхности шара равна нулю. В результате приходим к сле-
дующей задаче:

{
ut = D∆u+ γu, t > 0, r < b,

u|t=0 = ϕ(r), u|r=b = 0.
(51.30)

Если выражение для концентрации нейтронов u(~x, t) будет со-
держать слагаемые, экспоненциально растущие по t, то будет
протекать цепная реакция и реактор «взорвется». Поэтому па-
раметры реактора должны гарантировать выполнение усло-
вия

|u(~x, t)| <∞, t > 0,

вне зависимости от выбора начальных данных — функции
ϕ(r).

В силу сферической симметрии решение задачи (51.30) бу-
дем искать в виде

u(~r, t) = u(r, t) = v(r, t)eγt. (51.31)

В результате приходим к следующей задаче для функции v(r, t)
(см. разд. «Сферические волны»:

1

D
vt =

1

r
(rv)rr , t > 0,

v|t=0 = ϕ(r), v|r=b = 0, r < b.
(51.32)

Решение этого уравнения будем искать в виде rv(r, t) = w(r, t).
Тогда для определения функции w(r, t) имеем следующую за-
дачу:

1

D
wt = wrr, t > 0, r < b,

w|t=0 = rϕ(r), w|r=0 = w|r=b = 0.
(51.33)

Решение этой задачи получено нами ранее [см. (51.14)] и имеет
вид

w(r, t) =

∞∑

n=1

αne
−(πn/b)2Dt sin

πnr

b
, (51.34)

где

αn =
2

b

b∫

0

rϕ(r) sin
πnr

b
dr. (51.35)
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Возвратившись к исходным обозначениям, получим

u(r, t) =

∞∑

n=1

αn
1

r
sin

πnr

b
exp
{[
γ −

(πn
b

)2

D
]
t
}
.

Таким образом, ответ на вопрос задачи определяется неравен-
ством

γ − π2D

b2
< 0,

которому должны удовлетворять параметры реактора. Сле-
довательно, при b < b и заданных D и γ цепная реакция не
произойдет. Критический радиус определяется соотношением

b = π

√
D

γ
. (51.36)

Ему соответствует критическая масса

m =
4

3
πρb3.

Пример 51.2. В однородном бесконечном цилиндре радиуса
b, начиная с момента t = 0, действуют источники тепла посто-
янной плотности Q. Начальная температура цилиндра равна
T . Найти распределение температуры в цилиндре при t > 0,
если поверхность цилиндра поддерживается при постоянной
температуре Θ.

Решение. 1. Математическая постановка задачи имеет вид

ut = a2∆u+Q; u|t=0 = T, u|r=b = Θ. (51.37)

Запишем уравнение (51.37) в цилиндрических координатах.
Поскольку условие задачи не зависит от переменных z и ϕ,
то

u(r, ϕ, z, t) = u(r, t).

Тогда для функции u(r, t) получим

∂u

∂t
= a2

(∂2u

∂r2
+

1

r

∂u

∂r

)
+Q.

2. Сведем исходную задачу к смешанной задаче с однород-
ными граничными условиями заменой

u(r, t) = v(r, t) + Θ.
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Функция v(r, t) является решением следующей смешанной за-
дачи:

∂v

∂t
= a2

(∂2v

∂r2
+

1

r

∂v

∂r

)
+Q, v|t=0 = T −Θ, v|r=b = 0. (51.38)

Решение задачи (51.38) будем искать в виде

v(r, t) = w(r, t) + L(r, t), (51.39)

где функция w(r, t) удовлетворяет уравнению

∂w

∂t
= a2

(∂2w

∂r2
+

1

r

∂w

∂r

)
(51.40)

с начальным условием w|t=0 = T − Θ и граничным условием
w|r=b = 0.

Подставив (51.39) в (51.38), с учетом (51.40) получим сле-
дующую смешанную задачу для функции L(r, t):

∂L

∂t
= a2

(∂2L

∂r2
+

1

r

∂L

∂r

)
+Q, L|t=0 = 0, L|r=b = 0. (51.41)

3. Решение уравнения (51.40) будем искать методом разде-
ления переменных

w(r, t) = R(r)T (t).

Разделив переменные, запишем

T ′

a2T
=
R′′(r) +R′(r)/r

R
= λ,

откуда для определения функции T (t) получим

T ′ − λa2T = 0; |T (t)| <∞, t > 0, (51.42)

а функцияR(r) является решением следующей задачи Штурма–
Лиувилля:

R′′+
1

r
R′−λR = 0, |R(r)| <∞, R(b) = 0, r < b. (51.43)

Задача (51.43) была рассмотрена нами в разд. «Задача Штур-
ма–Лиувилля для уравнения Бесселя» части III, где было по-
лучено

Rn(r) = CnJ0

(
α0
n

r

b

)
, λn = −

(α0
n

b

)2

, n = 1,∞,
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где α0
n — корни функции Бесселя J0(x). Тогда из уравнения

(51.42) найдем

Tn(t) = Bne
λna

2t = Bne
−(α0

na/b)
2t, n = 1,∞,

а решение задачи (51.40) запишется в виде

w(r, t) =

∞∑

n=1

Ane
−(α0

na/b)
2tJ0

(
α0
n

r

b

)
,

где An = BnCn. Для определения коэффициентов An исполь-
зуем начальное условие

w(r, 0) =

∞∑

n=1

AnJ0

(
α0
n

r

b

)
= T −Θ.

Разложив функцию T − Θ на интервале ]0, b[ в ряд Фурье–
Бесселя по ортогональной системе функций J0(α

0
nr/b), n =

1,∞, получим (см. пример III.13.1)

An = (T −Θ)

b∫

0

rJ0(α
0
nr/b)

‖J0(α0
nr/b)‖2

dr =
2(T −Θ)

α0
nJ1(α0

n)
. (51.44)

4. Решение задачи (51.41) будем искать в виде

L(r, t) =

∞∑

n=1

θn(t)J0

(
α0
n

r

b

)
. (51.45)

Правую часть уравнения (51.41) разложим в ряд Фурье–Бес-
селя. Аналогично (51.44) запишем

Q =

∞∑

n=1

βnJ0

(
α0
n

r

b

)
, βn =

2Q

α0
nJ1(α0

n)
. (51.46)

Подставив разложения (51.45) и (51.46) в уравнение (51.41) и
приравняв коэффициенты при одинаковых функциях Бесселя,
для определения функций θn(t) получим

θ′n − a2λnθn = βn, θn(0) = 0, n = 1,∞.
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Отсюда

θn(t) =
βn
a2λn

(
ea

2λnt − 1
)
, n = 1,∞.

5. Решение исходной задачи (51.37) с учетом (51.40) и (51.42)
имеет вид

u(r, t) = Θ +

∞∑

n=1

{
2(T −Θ)

α0
nJ1(α0

n)
e−(aα0

n/b)
2t +

+
2Qb2

a2[α0
n]3J1(α0

n)

(
e−(aα0

n/b)
2t − 1

)}
J0

(
α0
n

r

b

)
.

Пример 51.3. Решить смешанную задачу

ut = uxx, ux|x=0 = 1, u|x=1 = 0, u|t=0 = 0. (51.47)

Решение. Решение задачи (51.47) будем искать в виде

u(x, t) = x− 1 + v(x, t). (51.48)

Тогда для функции v(x, t) получим смешанную задачу с одно-
родными граничными условиями

vt = vxx, vx|x=0 = 0, v|x=1 = 0, v|t=0 = 1− x. (51.49)

Решение задачи (51.49) будем искать методом разделения
переменных

v(x, t) = X(x)T (t). (51.50)

Для определения T (t) получим уравнение

Ṫ = λT, (51.51)

а функцияX(x) является решением следующей задачи Штурма–
Лиувилля:

X ′′(x) = λX(x), X ′(0) = X ′(1) = 0 (51.52)

с собственными функциями

Xn(x) = An cos
π(1 + 2n)x

2
, n = 0,∞ (51.53)

и собственными значениями (см. пример III.2.3)

λn = −
[π(1 + 2n)

2

]2
, n = 0,∞.
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Подставив (51.53) в (51.51), найдем

Tn(t) = Bn exp
{
−
[π(1 + 2n)

2

]2
t
}
.

Тогда

vn(x, t) =

∞∑

n=0

Ān exp
{
−
[π(1 + 2n)

2

]2
t
}

cos
π(1 + 2n)x

2
.

(51.54)
Здесь Ān = AnBn. Из граничного условия (51.48) найдем

∞∑

n=1

Ān cos
π(1 + 2n)x

2
= x− 1.

Разложив правую часть в ряд Фурье по функциямXn(x) (51.53)
и приравняв коэффициенты при одинаковых функциях Xn(x),
получим

Ān = 2

1∫

0

(x− 1) cos
π(1 + 2n)x

2
dx =

8

π2(1 + 2n)2
. (51.55)

Подставив (51.55) и (51.54) в (51.48), получим решение задачи
(51.47)

u(x, t) = x− 1+

+
8

π2

∞∑

n=0

1

(1 + 2n)2
exp

{
−
[π(1 + 2n)

2

]2
t
}

cos
π(1 + 2n)x

2
.

Пример 51.4. Решить смешанную задачу

ut − uxx − 9u = 4 sin2 t cos 3x− 9x2 − 2,

ux|x=0 = 0, ux|x=π = 2π, u|t=0 = x2 + 2.
(51.56)

Решение. Решение задачи (51.56) будем искать в виде

u(x, t) = x2 + v(x, t). (51.57)

Тогда функция v(x, t) является решением смешанной задачи с
однородными граничными условиями

vt − vxx − 9v = 4 sin2 t cos 3x, (51.58)

vx|x=0 = 0, vx|x=π = 0, v|t=0 = 2.
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Проведем редукцию задачи (51.58)

v(x, t) = w(x, t) + w̄(x, t).

Здесь функция w(x, t) является решением смешанной задачи
для однородного уравнения теплопроводности

wt − wxx − 9w = 0, wx|x=0 = wx|x=π = 0, w|t=0 = 2, (51.59)

а функция w̄ — для неоднородного уравнения, но с нулевыми
начальными условиями

w̄t − w̄xx − 9w̄ = 4 sin2 t cos 3x, (51.60)

w̄x|x=0 = w̄x|x=π = 0, w̄|t=0 = 0.

Решение задачи (51.59) имеет вид

w(x, t) =
∞∑

n=0

Āne
(9−n2)t cosnx.

Из начального условия находим

w(x, 0) =

∞∑

n=0

Ān cosnx = 2.

Следовательно, Ā0 = 2, Ān = 0, n = 1,∞, и

w(x, t) = 2e9t. (51.61)

Решение задачи (51.60) будем искать в виде

w̄(x, t) =

∞∑

n=0

Sn cosnx. (51.62)

Подставив (51.62) в (51.60) и разложив правую часть в ряд
Фурье по Xn(x) = cosnx

4 sin2 t cos 3x = 4 sin2 t

∞∑

n=0

δn3 cosnx,

получим

∞∑

n=0

S′
n(t) cosnx = 4 sin2 t

∞∑

n=0

δn3 cosnx.
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Приравняв коэффициенты при одинаковых функцияхXn(x) =
= cosnx, получим для n = 3

S′
3 = 4 sin2 t, S3(0) = 0

и для n 6= 3

S′
n + (n2 − 9)Sn = 0, Sn(0) = 0.

Следовательно,

Sn(t) = (2t− sin 2t)δn3, n = 0,∞.

Окончательно получим

u(x, t) = x2 + 2e9t + (2t− sin 2t) cos 3x.

52. Задача Коши для многомерного
уравнения теплопроводности.
Функция Грина задачи Коши

� Функцией Грина уравнения теплопроводности

ut = a2∆u (52.1)

называется обобщенная функция G(~x, ~y, t), ~x, ~y ∈ R
n, удовле-

творяющая этому уравнению и начальному условию

G(~x, ~y, 0) = δ(~x− ~y). (52.2)

Утверждение 52.1. Функция Грина уравнения теплопровод-
ности

∂G

∂t
= a2∆G, G(~x, ~y, 0) = δ(~x− ~y) (52.3)

имеет вид

G(~x, ~y, t) = G(x1, y1, t)G(x2, y2, t) · · ·G(xn, yn, t) =

=

n∏

k=1

G(xk, yk, t), (52.4)

где G(xk, yk, t), k = 1, n — функция Грина задачи Коши для
одномерного уравнения теплопроводности (49.13).
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Найдем частные производные

∂G(~x, ~y, t)

∂t
=

n∑

k=1

G(~x, ~y, t)

G(xk, yk, t)

∂G(xk, yk, t)

∂t
,

∆G(~x, ~y, t) =

n∑

k=1

G(~x, ~y, t)

G(xk, yk, t)

∂2G(xk, yk, t)

∂x2
k

.

Но
∂G(xk, yk, t)

∂t
= a2 ∂G(xk, yk, t)

∂x2
k

, k = 1, n.

Таким образом,G(~x, ~y, t) удовлетворяет уравнению (52.3). При
t = 0 получим

G|t=0 =

n∏

k=1

G(xk, yk, t)
∣∣∣
t=0

=

n∏

k=1

δ(xk − yk) = δ(~x− ~y),

что и требовалось показать.

Утверждение 52.2. Решение задачи Коши для однородного
уравнения теплопроводности

∂u

∂t
= a2∆u, u|t=0 = ϕ(~x), x ∈ R

n, (52.5)

имеет вид

u(~x, t) =

∫

R3

G(~x, ~y, t)ϕ(~y)d~y. (52.6)

Очевидно, что функция (52.6) удовлетворяет уравнению
(52.5). Кроме того,

u(~x, 0) =

∫

Rn

G(~x, ~y, 0)ϕ(~y)d~y =

∫

Rn

δ(~x− ~y)ϕ(~y)d~y = ϕ(~x),

что и требовалось показать.
♦ Из явного вида функций Грина (49.13) нетрудно полу-

чить

G(~x, ~y, t) =
( 1√

4πa2t

)n
exp

[
− (~x− ~y)2

4a2t

]
. (52.7)
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Подставив (52.7) в (52.5), получим

u(~x, t) =
( 1√

4πa2t

)n ∫

Rn

ϕ(~y) exp
[
− (~x− ~y)2

4a2t

]
d~y. (52.8)

� Соотношение (52.8) называется формулой Пуассона за-
дачи Коши для уравнения теплопроводности.

Утверждение 52.3. Решение задачи Коши для неоднородно-
го уравнения теплопроводности

∂u

∂t
= a2∆u+ f(~x, t), u|t=0 = 0, (52.9)

имеет вид

u(~x, t) =

t∫

0

dτ

∫

R3

G(~x, ~y, t− τ)f(~y, τ)d~y. (52.10)

� Соотношение (52.10) называется формулой Дюамеля.

Доказательство аналогично доказательству для одномер-
ного случая.

Следствие. Решение задачи Коши для неоднородного урав-
нения теплопроводности

∂u

∂t
= a2∆u+ f(~x, t), u|t=0 = ϕ(~x), ~x ∈ R

n, t > 0,

есть сумма решений (52.6) и (52.10) и имеет вид

u(~x, t) =
( 1√

4πa2t

)n ∫

Rn

ϕ(~y) exp
[
− (~x− ~y)2

4a2t

]
d~y +

+

t∫

0

dτ
( 1√

4πa2(t− τ)

)n∫

Rn

f(~y, τ) exp
[
− (~x− ~y)2

4a2(t− τ)
]
d~y.(52.11)

Доказательство очевидно.

Пример 52.1. Найти решение задачи Коши

ut = 2uxx, u
∣∣
t=0

= exp(−4x2 + 8x).
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Решение. Согласно формуле Пуассона (52.8), решение задачи

Коши для уравнения теплопроводности при a =
√

2 имеет вид

u(x, t) =
1

2
√

2πt

∞∫

−∞

exp(−4y2 + 8y) exp
[
− (x− y)2

8t

]
dy. (52.12)

Выделим полный квадрат в показателе экспоненты

−4y2 + 8y − (x− y)2
8t

= − 1

8t
[32y2t− 64yt+ x2 − 2xy + y2] =

= − 1

8t

{
(32t+ 1)

[
y2 − 2

32t+ x

32t+ 1
y
]

+ x2
}

=

= − 1

8t

[
(32t+ 1)

(
y − 32t+ x

32t+ 1

)2

− (32t+ x)2

32t+ 1
+ x2

]
.

Сделав в (52.12) замену

y = z +
32t+ x

32t+ 1
,

найдем

u(x, t) =
1

2
√

2πt
exp
{
− 1

8t

[
x2 − (32t+ x)2

32t+ 1

]}
×

×
∞∫

−∞

exp
(
−32t+ 1

8t
z2
)
dz.

С учетом значения гауссова интеграла

∞∫

−∞

e−a
2z2dz =

√
π

a

окончательно получим

u(x, t) =
1√

32t+ 1
exp
(4x2 − 8x− 128t

32t+ 1

)
.

Пример 52.2. Решить задачу Коши

ut = a2uxx+f(x, t), u
∣∣
t=0

= ϕ(x), x ∈ R, t > 0, (52.13)

если

a2 = 1, f(x, t) = e−t cosx, ϕ(x) = cosx. (52.14)
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Решение. Решение задачи (52.13), (52.14) дается формулой
Пуассона (52.8) при n = 1:

u(x, t) =
1

2a
√
πt

∞∫

−∞

e−(x−y)2/4a2t cos y dy+

+

t∫

0

dτ

∞∫

−∞

1

2a
√
π(t− τ)

e(x−y)
2/4a2(t−τ)e−τ cos y dy.(52.15)

Первый интеграл в (52.15)

I1 =
1

2a
√
πt

∞∫

−∞

e−(x−y)2/4a2t cos y dy

заменой переменных

y − x
2a
√
t

= z, y = 2a
√
tz + x, dy = 2a

√
t dz (52.16)

сводится к интегралу вида

I1 =
1√
π

∞∫

−∞

[
cos 2a

√
tz cosx+ sin 2a

√
tz sinx

]
e−z

2

dz, (52.17)

вычисленному в разд. «Функции Грина задачи Коши» при до-
казательстве свойства 3:

∞∫

−∞

e−z
2

cos κz dz =
√
πe−κ

2/4, (52.18)

∞∫

−∞

e−z
2

sin κz dz = 0. (52.19)

Подставив (52.18) и (52.19) в (52.17), найдем

I1 = cosxe−a
2t. (52.20)
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Последовательное вычисление интегралов при a = 1

∞∫

−∞

e−(y−x)2/4a2(t−τ)e−τ cos y dy
∣∣∣
a=1

=

= 2a
√
π(t− τ)e−a2(t−τ) cosx

∣∣∣
a=1

=

= 2
√
π(t− τ)e−(t−τ) cosx,

t∫

0

cosx e−τ−(t−τ)dτ = cosx e−t
t∫

0

dτ = e−tt cosx

дает для второго интеграла из (52.15)

I2 =

t∫

0

dτ

∞∫

−∞

1

2a
√
π(t− τ)

e(x−y)
2/4a2(t−τ)e−τ cos y dy

∣∣∣
a=1

=

= e−tt cosx. (52.21)

Подставив (52.20) и (52.21) в (52.15), находим

u(x, t) = e−t(1 + t) cosx.

Пример 52.3. На поверхности бесконечного однородного
стержня происходит конвективный теплообмен со средой нуле-
вой температуры. Найти распределение температуры в стержне,
если ее начальное распределение имеет вид u|t=0 = 2

√
πδ(x).

Решение. Математическая постановка задачи имеет вид (см.
уравнение (12.5))

ut = a2uxx − u, u|t=0 = 2
√
πδ(x).

Решение задачи ищем в виде

u(x, t) = e−tv(x, t).

Тогда для определения функции v(x, t) получим задачу Коши

vt = a2vxx, v|t=0 = 2
√
πδ(x),

решение которой дается формулой Пуассона (52.8) при n = 1.
С учетом свойств дельта-функции получим

u(x, t) =
exp(−t)√

a2t
exp

[
− x2

4a2t

]
. (52.22)
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Рис. 91

График функции (52.22) при a = 1 приведен на рис. 91.
Здесь в качестве дельта-функции использовалась дельтообраз-
ная последовательность

δ(x, ε) =

{
1/2ε |x| 6 ε,

0 |x| > ε,
ε > 0

при ε = 0.01.

Пример 52.4. Решить задачу Коши

ut = a2∆u+ f(~x, t), u
∣∣
t=0

= ϕ(~x), ~x ∈ R
2, (52.23)

если

a = 1, f(~x, t) = sinx1 sinx2 sin t, ϕ(~x) = 1. (52.24)

Решение. Согласно формуле Пуассона (52.8), при n = 2 с
учетом (52.24) найдем

u(~x, t) =

∞∫

−∞

∞∫

−∞

1

(2
√
πt)2

e−[(y1−x1)
2+(y2−x2)

2]/4tdy1dy2+

+

t∫

0

dτ

∞∫

−∞

∞∫

−∞

1

(2
√
π(t− τ))2

e−[(y1−x1)
2+(y2−x2)

2]/[4(t−τ)]×
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× sin y1 sin y2 sin τ dy1dy2. (52.25)

Замена переменных

y1 − x1

2
√
t

= u,
y2 − x2

2
√
t

= v,
y1 − x1

2
√
t− τ = ū,

y2 − x2

2
√
t− τ = v̄

дает

u(~x, t) =
1

π

∞∫

−∞

e−u
2

du

∞∫

−∞

e−v
2

dv+

+
1

π

t∫

0

dτ sin τ

∞∫

−∞

e−ū
2

sin[2
√
t− τ ū+ x]dū×

×
∞∫

−∞

e−v̄
2

sin[2
√
t− τ v̄ + x]dv̄, (52.26)

откуда с учетом соотношения

sin(α+ β) = sinα cosβ + cosα sinβ

и формул (52.18), (52.19) получим

u(~x, t) = 1 + sinx1 sinx2

t∫

0

sin τe−2(t−τ)dτ =

= 1 + sinx1 sinx2e
−2t

t∫

0

sin τe2τdτ =

= 1 + sinx1 sinx2e
−2t 1

5

[
e2τ (2 sin τ − cos 2τ

]∣∣∣
t

0
=

= 1 +
1

5
sinx1 sinx2e

−2t
[
(2 sin t− cos 2t+ e−2t

]
.

Пример 52.5. Решить задачу Коши

ut = a2∆u + f(~x, t), u
∣∣
t=0

= ϕ(~x), ~x ∈ R
3, (52.27)

для

a2 = 2, f(~x, t) = t cosx1, ϕ(~x) = cosx2 cosx3. (52.28)
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Решение. Согласно формуле Пуассона (52.8) для n = 3 (см.
предыдущий пример), с учетом (52.28) имеем

u(~x, t) = I1 +

t∫

0

I2τ dτ, (52.29)

где

I1 =

∞∫

−∞

1

2a
√
πt
e−(x1−y1)2/4a2tdy1×

×
∞∫

−∞

1

2a
√
πt
e−(x2−y2)2/4a2t cos y2 dy2×

×
∞∫

−∞

1

2a
√
πt
e−(x3−y3)2/4a2t cos y3 dy3 (52.30)

и

I2 =

∞∫

−∞

1

2a
√
π(t− τ)

e−(x1−y1)2/4a2(t−τ)dy1×

×
∞∫

−∞

1

2a
√
π(t− τ)

e−(x2−y2)2/4a2(t−τ) cos y2 dy2×

×
∞∫

−∞

1

2a
√
π(t− τ)

e−(x3−y3)2/4a2(t−τ) cos y3 dy3. (52.31)

Все интегралы, фигурирующие в (52.30), (52.31), вычислялись
в двух предыдущих примерах, поэтому величины I1 и I2 мож-
но записать сразу

I1 = cosx2 cosx3e
−2a2t, (52.32)

I2 = cosx1e
−a2(t−τ). (52.33)

Интегрирование I2 по τ дает

t∫

0

I2τ dτ =

t∫

0

cosx1e
−a2(t−τ)τ dτ =
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= cosx1e
−a2t

t∫

0

ea
2ττ dτ =

cosx1

a4

[
a2t− 1 + e−a

2t
]
.(52.34)

Подставив (52.32), (52.34) в (52.29), находим

u(~x, t) = cosx2 cosx3e
−2a2t +

cosx1

a4

[
a2t− 1 + e−a

2t
]
,

а с учетом того, что a2 = 2, – соответственно

u(~x, t) = cosx2 cosx3e
−4t +

1

4
cosx1

[
2t− 1 + e−2t

]
.

53. Теорема единственности
для одномерного уравнения
теплопроводности

Теорема 53.1 (принцип максимума). Всякое классическое
решение u(x, t) (непрерывное в замкнутой области D̄ ≡ {0 6
x 6 l, 0 6 t 6 T }) уравнения

∂

∂x

[
k(x)

∂u

∂x

]
= ρ(x)ut (53.1)

принимает наибольшее и наименьшее значения либо в на-
чальный момент времени u|t=0, либо на границе отрезка u|x=0.
u|x=l.

Доказательство. 1. Если u(x, t) = const, то справедливость
утверждения теоремы очевидна.

2. Пусть

M1 = max{u|t=0, u|x=0, u|x=l}, (53.2)

M2 = max
x∈[0,l]

t∈[0,T ]

u(x, t), M2 = u(x0, y0). (53.3)

Покажем, что M1 = M2. Предположим противное: M1 < M2.
Рассмотрим вспомогательную функцию

v(x, t) = u(x, t) + α(T − t), где 0 < α <
M2 −M1

2T
.
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Функция v(x, t) непрерывна в D̄ и, следовательно, достигает
в D̄ наибольшего значения в некоторой точке (x1, t1), так как
M3 = v(x1, t1)

M = u(x0, t0) 6 u(x0, t0) + α(T − t0) = v(x0, t0) 6 M3.

Точка (x1, t1) не может лежать на границе, так как

|v(x, 0)| 6 |u(x, 0)|+ αT < M1 +
1

2
(M2 −M1) < M2 6 M3;

|v(0, t)| 6 |u(0, t)|+ α(T − t) < M1 +
1

2
(M2 −M1) < M2 6 M3;

|v(l, t)| 6 |u(l, t)|+ α(T − t) < M1 +
1

2
(M2 −M1) < M2 6 M3.

Таким образом, точка (x1, t1) ∈ D̄ и в ней функция u(x, t)
должна удовлетворять уравнению (53.1). Но, так как (x1, t1) –
точка максимума, то

ux(x1, t1) = vx(x1, t1) = 0, uxx(x1, t1) = vxx(x1, t1) 6 0,

ut(x1, t1) = vt(x1, t1) + α > 0,

поскольку

vt(x1, t1) =

{
0, 0 < t < T ;

v(x, t) > 0, t = T,

и, следовательно, в точке (x1, t1) функция u(x, t) не удовлетво-
ряет уравнению (53.1). Следовательно, предположение M1 <
M2 неверно, т.е. M1 = M2, что и требовалось доказать.

Доказательство для минимума аналогично.

Теорема 53.2 (о единственности). Классическое решение сме-
шанной задачи с краевыми условиями первого рода (непрерыв-
ное в области 0 6 x 6 l, t > 0)

∂

∂x

(
k
∂u

∂x

)
+ f(x, t) = ρ

∂u

∂t
, (53.4)

u(0, t) = µ1(t), u(l, t) = µ2(t), u(x, 0) = ϕ(x), (53.5)

единственно.

Доказательство. Пусть u1 и u2 — два решения задачи (53.4),
(53.5). Пусть v = u2 − u1, тогда

v(0, t) = v(l, t) = v(x, 0) = 0.
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Это решение непрерывно и достигает наибольшего и наимень-
шего значений на границе. Следовательно, v(x, t) = 0, что и
доказывает теорему.

Теорема 53.3. Классическое решение задачи Коши (непре-
рывное и ограниченное при −∞ < x <∞, t > 0)

a2 ∂
2u

∂x2
=
∂u

∂t
, (53.6)

u(x, 0) = ϕ(x), |ϕ(x)| 6 M <∞,

единственно.

Доказательство. Пусть существуют функции u1 и u2, удо-
влетворяющие уравнению (53.6), и функция v = u1 − u2, для
которой |v| 6 2M . Рассмотрим функцию

w(x, t) =
4M

L2

(x2

l
+ a2t

)
. (53.7)

Очевидно, она удовлетворяет уравнению (53.6), причем

|w(x, 0)| = 4M

L2

(x2

l

)
6 2M при |x| 6 L,

|w(x, 0)| > v(x, 0) = 0,

|w(±L, t)| > 2M,

|w(±L, t)| > |v(±L, t)|.

Следовательно, по теореме об экстремуме

|v(x, t)| 6 w(x, t)

для всех x, принадлежащих отрезку ]−L,L[. Зафиксировав x,
перейдем в последнем равенстве к пределу при L→∞. Тогда

|v(x, t)| 6 0,

что дает v(x, t) = 0. Таким образом, теорема доказана.



ГЛАВА 9

Интегральные уравнения

54. Основные понятия и определения

� Уравнение, содержащее неизвестную функцию под зна-
ком интеграла, называется интегральным уравнением.

♦ Интегральные уравнения делятся на два основных клас-
са: линейные и нелинейные.

♦ Линейные интегральные уравнения имеют вид

A(~x)u(~x) +

∫

E

K(~x, ~y)u(~y)d~y = f(~x), ~x ∈ E, (54.1)

где E – подмножество R
n и A, K, f – заданные функции, из ко-

торых A(~x) называется коэффициентом, K(~x, ~y) – ядром, f(~x)
– свободным членом (или правой частью); u(~x) – неизвестная
функция.

Если f(~x) = 0, то уравнение (54.1) называется однородным,
в противном случае — неоднородным.

♦ В зависимости от коэффициента A различают три типа
линейных интегральных уравнений:

1) уравнения первого рода, если A = 0 для всех ~x ∈ E;
2) уравнения второго рода, если A 6= 0 для всех ~x ∈ E;
3) уравнения третьего рода, если A = 0 на некотором под-

множестве E.
♦ В дальнейшем ограничимся одномерным случаем, ко-

гда область E – конечный или бесконечный интервал ]a, b[,
E =]a, b[⊂ R.

В этом случае линейные интегральные уравнения первого
и второго рода можно представить в виде

b∫

a

K(x, y)u(y)dy = f(x), x ∈]a, b[; (54.2)

u(x)− λ
b∫

a

K(x, y)u(y)dy = f(x), x ∈]a, b[. (54.3)

� Уравнения (54.2), (54.3) называются уравнениями Фред-
гольма первого и второго рода соответственно.
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� Комплексное число λ называется параметром интеграль-
ного уравнения.

♦ Мы ограничим рассмотрение случаем, когда функция
K(x, y) непрерывна в Ē × Ē (здесь Ē = [a, b]) или удовлетво-
ряет условию ∫

E×E

|K(x, y)|2dx dy <∞. (54.4)

В этом случае интеграл

b∫

a

K(x, y)u(y) dy = v(x)

определяет непрерывную функцию v(x) для квадратично ин-
тегрируемой на [a, b] функции u(x). Действительно, применив
к приращению функции ∆v(x) = v(x+∆x)− v(x) неравенство
Коши–Буняковского (II.17.2), имеем

|v(x + ∆x)− v(x)| 6
b∫

a

[K(x+ ∆x, y)−K(x, y)]2dy

b∫

a

u2(y)dy.

Приняв во внимание непрерывность ядра K(x, y) и квадратич-
ную интегрируемость (не обязательно непрерывной или огра-
ниченной) функции u(x), найдем

lim
∆x→0

{v(x+ ∆x)− v(x)} = 0,

откуда и следует непрерывность v(x). Поэтому для непрерыв-
ных функций f(x) решение уравнения (54.3), если оно суще-
ствует, является непрерывным. Соответственно, если функция
f(x) квадратично интегрируема на [a, b], то u(x) также принад-
лежит к этому классу функций.

� Решением интегральных уравнений (54.2), (54.3) будем
называть любую функцию u(x), при подстановке которой урав-
нения обращаются в тождество.

♦ Однородные уравнения (54.3), очевидно, всегда имеют
решение u(x) = 0, которое называется тривиальным. Значе-
ние λ, при котором однородное уравнение имеет отличные от
нуля решения, называется характеристическим, а ненулевые
функции u(x) – собственными функциями однородного урав-
нения (54.3).
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� Функция R(x, y, λ) переменных x, y и параметра λ назы-
вается резольвентой уравнения Фредгольма (54.3), если реше-
ние уравнения (54.3) можно представить в виде

u(x) = f(x) + λ

b∫

a

R(x, y, λ)f(y)dy. (54.5)

� Если ядро K(x, y) обращается в нуль при y > x, такое
ядро называется ядром Вольтерра, а уравнения (54.2), (54.3)
принимают вид

x∫

a

K(x, y)u(y)dy = f(x); (54.6)

u(x)− λ
x∫

a

K(x, y)u(y)dy = f(x) (54.7)

и называются уравнениями Вольтерра первого и второго рода
соответственно.

Уравнение (54.5) в этом случае примет вид

u(x) = f(x) + λ

x∫

a

R(x, y, λ)f(y)dy. (54.8)

55. Задачи, приводящие
к интегральным уравнениям

Рассмотрим несколько задач, которые приводят к инте-
гральным уравнениям. Прежде всего покажем, что некоторые
задачи, рассмотренные нами в частях I и III, можно свести к
интегральным уравнениям.

55.1. Задача Коши для обыкновенных
дифференциальных уравнений

Рассмотрим задачу Коши

n∑

k=0

Pk(x)u
(k)(x) = f(x),

u(0) = C0, u′(0) = C1, . . . , u(n−1)(0) = Cn−1.

(55.1)
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Если ввести функцию v(x) соотношением

v(x) = u(n)(x), (55.2)

то последовательное n-кратное интегрирование этого выраже-
ния с учетом формулы (см. разд. «Свойства преобразования
Лапласа» части I)

x∫

x0

dx1

x1∫

x0

dx2 · · ·
xn−1∫

x0

f(xn) dxn =
1

(n− 1)!

x∫

x0

(x− y)n−1f(y) dy

дает

u(n−1)(x)− Cn−1 =

y∫

0

v(y)dy;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ; (55.3)

u(x)−
n−1∑

k=0

Ck
xk

k!
=

1

(n− 1)!

x∫

0

(x − y)n−1v(y) dy.

Подстановка (55.2), (55.3) в (55.1) приводит к интегральному
уравнению Вольтерра второго рода для функции v(x):

Pn(x)v(x) +

x∫

0

K(x, y)v(y)dy = F (x), (55.4)

где

K(x, y) =
n∑

k=1

Pn−k(x)
(x − y)k−1

(k − 1)!
,

F (x) = f(x)− Pn−1(x)Cn−1 − Pn−2(x)[Cn−2 + Cn−1x]− (55.5)

− · · · − P0

[
C0 + C1x+

C2x
2

2!
+ · · ·+ Cn−1x

n−1

(n− 1)!

]
.

♦ Отметим, что если коэффициенты Pk(x) уравнения (55.1)
постоянны, то ядро K(x, y) интегрального уравнения (55.4)
зависит только от разности аргументов x, y, т.е. K(x, y) =
K(x− y).
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В некоторых частных случаях, как например

u(n)(x) = f(x, u(x)), u(0) = C0,

u′(0) = C1, . . . , u(n−1)(0) = Cn−1,
(55.6)

решение задачи Коши можно свести к решению интеграль-
ного уравнения непосредственно для искомой функции u(x).
Действительно, как и в предыдущем случае, n-кратное инте-
грирование (55.6) дает

u(x) =
1

(n− 1)!

x∫

0

(x− y)n−1f(y, u(y)) dy +

n−1∑

k=0

xkCk
(k − 1)!

. (55.7)

Заметим, что если функция f(x, u(x)) линейна по u(x), то
уравнение (55.7) является линейным уравнением Вольтерра,
в противном случае это нелинейное интегральное уравнение,
называемое также уравнением Вольтерра–Гаммерштейна.

55.2. Краевая задача для обыкновенных
дифференциальных уравнений второго поряд-
ка

Рассмотрим краевую задачу

u′′(x) + q(x)u(x) = f(x), (55.8)

u(0) = u(l) = 0.

В формуле (55.7) при n = 2 величины C1 и C2 считаем произ-
вольными постоянными, а f(x, u(x)) – равной f(x)− q(x)u(x).
Тогда общее решение уравнения (55.8) можно найти из инте-
грального уравнения

u(x) =

x∫

0

(x − y)[f(y)− q(y)u(y)]dy + C1 + C2x. (55.9)

Произвольные постоянные определим из граничных условий
(55.8). Положив в (55.9) x = 0 и x = l, найдем

C1 = 0, C2 = −1

l

l∫

0

(l − y)[f(y)− q(y)u(y)]dy. (55.10)
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Подставив (55.10) в (55.9), имеем

u(x) =

x∫

0

(x− y)[f(y)− q(y)u(y)]dy−

−x
l

l∫

0

(l − y)[f(y)− q(y)u(y)]dy. (55.11)

Уравнение (55.11) можно представить в «более симметрич-
ном» виде

u(x) =

x∫

0

y(l − x)
l

[f(y)− q(y)u(y)]dy−

−
l∫

x

x(l − y)
l

[f(y)− q(y)u(y)]dy. (55.12)

Введем функцию

K(x, y) =






y(l− x)
l

, 0 < y < x;

x(l − y)
l

, x < y < l.

(55.13)

Тогда уравнение (55.12) примет вид

u(x) = F (x) +

l∫

0

K(x, y)q(y)u(y)dy, (55.14)

где

F (x) = −
l∫

0

K(x, y)f(y)dy,

а функция K(x, y) определена соотношением (55.13) и являет-
ся функцией влияния G(x, y) краевой задачи (55.8) (см. разд.
«Функция Грина краевой задачи» части II).

Краевая задача (55.8) при q(x) = λ и f(x) = 0 является
задачей Штурма–Лиувилля. Интегральное уравнение (55.14)
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в этом случае имеет вид

u(x) = λ

l∫

0

K(x, y)u(y)dy (55.15)

и для неоднородного интегрального уравнения

u(x) = F (x) + λ

l∫

0

K(x, y)u(y)dy

играет ту же роль, что и задача Штурма–Лиувилля для кра-
евых задач (55.8).

55.3. Задача обращения

Рассмотрим интегральное преобразование Фурье функции
ϕ(x):

f(x) =
1√
2π

∞∫

−∞

eixyϕ(y)dy. (55.16)

Задача о нахождении функции ϕ(x), если известна функция
f(x) – ее фурье-образ (55.16), называется задачей обращения.
Ее решение

ϕ(y) =
1√
2π

∞∫

−∞

e−ixyf(x)dx (55.17)

было получено Фурье в 1811 г. Уравнение (55.16) для функции
ϕ(x) является уравнением Фредгольма первого рода.

55.4. Уравнение Шрёдингера

Рассмотрим стационарное уравнение Шрёдингера

ĤΨ = EΨ, где Ĥ = −γ∆− U(~x) (55.18)

и γ = ~
2/2m, а U(~x) – потенциал внешнего поля. Пусть

Ψ(~x) =

∫

R3

ei(
~k,~x)ϕ(~k)d~k.
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Тогда

∆Ψ = −
∫

R3

~k2ϕ(~k)ei(
~k,~x)d~k.

Потенциал U(~x) представим в виде

U(~x) =

∫

R3

ei(~p,~x)Ū(~p)d~p,

где Ū(~p) – фурье-образ функции U(~x).
Подставив в (55.18), получим

γ

∫

R3

~k2ϕ(~k)ei(
~k,~x)d~k +

∫

R3

d~p ei(~p,~x)Ū(~p)

∫

R3

d~k ei(
~k,~x)ϕ(~k) =

= E

∫

R3

ϕ(~k)ei(
~k,~x)d~k.

В интеграле

I =

∫

R3

d~p

∫

R3

d~k ei([~p+
~k],~x)Ū(~p)ϕ(~k)

сделаем замену переменных ~p = ~k′ − ~k, d~p = d~k′. Тогда

I =

∫

R3

d~k′
∫

R3

d~k U(~k − ~k′)ϕ(~k)ei(
~k′,~x).

Обозначим ~k = ~q, ~k′ = ~k и перепишем интеграл

I =

∫

R3

d~k

∫

R3

d~q U(~q − ~k)ϕ(~q)ei(
~k,~x).

Тогда уравнение (55.18) примет вид
∫

R3

d~k ei(
~k,~x)

{
γ~k 2ϕ(~k) +

∫

R3

d~q U(~k − ~q)ϕ(~q)− Eϕ(~k)

}
= 0.

Следовательно, уравнение Шрёдингера (55.18) эквивалентно
уравнению

[γ~k2 − E]ϕ(~k) +

∫

R3

d~q U(~k − ~q)ϕ(~q) = 0. (55.19)
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56. Резольвента уравнения Фредгольма и
метод определителей Фредгольма

В уравнении Фредгольма (54.3) интеграл

b∫

a

K(x, y)u(y)dy

заменим римановой интегральной суммой

n∑

l=1

K(x, xl)u(xl)∆x,

где

∆x =
b− a
n

, xl = a+ l∆x, l = 1, n,

так, что

b∫

a

K(x, y)u(y)dy = lim
n→∞

n∑

l=1

K(x, xl)u(xl)∆x.

♦ Такая замена, строго говоря, недопустима, но предлага-
емая ниже схема позволяет выяснить структуру резольвенты
Фредгольма (54.3), хотя и имеет иллюстративный характер.

Итак, вместо (54.3) запишем

u(x) = f(x) + λ
n∑

l=1

K(x, xl)u(xl)∆x. (56.1)

Так как это уравнение обращается в тождество на всем отрезке
a 6 x 6 b, то оно справедливо и тогда, когда x принимает
значения xj при j = 1, n. Положив в (56.1) x = xj , получим
систему

u(xj)− λ∆x
n∑

l=1

K(xj , xl)u(xl) = f(xj), j = 1, n. (56.2)

Система (56.2) есть неоднородная система линейных алгебра-
ических уравнений, в которой роль неизвестных играют u(xj).



56. Метод определителей Фредгольма 809

Она имеет единственное решение, если определитель

Dn(λ) = (56.3)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣

1− λ∆xK(x1, x1) −λ∆xK(x1, x2) . . . −λ∆xK(x1, xn)
−λ∆xK(x2, x1) 1− λ∆xK(x2, x2) . . . −λ∆xK(x2, xn)

...
... . . .

...
−λ∆xK(xn, x1) −λ∆xK(xn, x2) . . . 1− λ∆xK(xn, xn)

∣∣∣∣∣∣∣∣

отличен от нуля. Согласно правилу Крамера, решение системы
(56.2) в этом случае можно записать в виде

u(xj) =
1

Dn(λ)

[
f(x1)Dn(xj , x1, λ)+

+f(x2)Dn(xj , x2, λ) + · · ·+ f(xn)Dn(xj , xn, λ)
]
, (56.4)

гдеDn(xj , xl, λ) – алгебраические дополнения к элементам опре-
делителя (56.3), стоящим на пересечении l-й строки и j-го
столбца.

Разложение по степеням λ определителя Dn(λ) дает

Dn(λ) = 1− λ
n∑

l=1

K(xl, xl)∆x+

+
λ2

2!

n∑

l,j=1

∣∣∣∣
K(xl, xl) K(xl, xj)
K(xj , xl) K(xj , xj)

∣∣∣∣ (∆x)
2−

−λ
3

3!

n∑

l,j,i=1

∣∣∣∣∣
K(xl, xl) K(xl, xj) K(xl, xi)
K(xj , xl) K(xj , xj) K(xj , xi)
K(xi, xl) K(xi, xj) K(xi, xi)

∣∣∣∣∣ (∆x)
3 + . . . (56.5)

и соответственно определителя

Dn(xj , xl, λ) = λ∆x

{
K(xj , xl)−

−λ
n∑

i=1

∣∣∣∣
K(xj , xl) K(xj , xi)
K(xi, xl) K(xi, xi)

∣∣∣∣ (∆x)+

+
λ2

2!

n∑

i,k=1

∣∣∣∣∣
K(xj , xl) K(xj , xi) K(xj , xk)
K(xi, xl) K(xi, xi) K(xi, xk)
K(xk, xl) K(xk, xi) K(xk, xk)

∣∣∣∣∣(∆x)
2 − . . .

}
.(56.6)

Подчеркнем, что формула (56.6) справедлива только при
xj 6= xl. Мы не выписали явный вид алгебраических допол-
нений D(xj , xj , λ) к диагональным элементам определителя
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(56.3), так как их структура в данном случае совпадает со
структурой самого определителя, а следовательно, разложе-
ние D(xj , xj , λ) по степеням λ аналогично разложению (56.5).

«Решение» (56.4) представим в виде

u(xj) = f(xj)
Dn(xj , xj , λ)

Dn(λ)
+

n∑

l=1
l 6=j

f(xl)
Dn(xj , xl, λ)

Dn(λ)
. (56.7)

Устремив n → ∞ (∆x → 0) и заменив соответствующие инте-
гральные суммы интегралами, вместо (56.7) можем записать

u(x) = f(x) + λ

b∫

a

D(x, y, λ)

D(λ)
f(y)dy. (56.8)

♦ В формуле (56.8) учтено, что при n → ∞ справедливы
предельные соотношения

Dn(xj , xj , λ)

Dn(λ)
→ 1;

Dn(λ)→ D(λ); Dn(xj , xl, λ)→ λD(x, y, λ),

где D(λ) и D(x, y, λ) представляют собой ряды по степеням λ,
явный вид которых получим из разложений (56.5) и (56.6):

D(λ) =

∞∑

n=0

(−1)nλnCn
n!

, (56.9)

D(x, y, λ) =

∞∑

n=0

(−1)nλnBn(x, y)

n!
, (56.10)

а коэффициенты Cn и Bn(x, y) есть

C0 = 1, B0 = K(x, y) (56.11)

при n = 0 и

Cn =

b∫

a

dy1

b∫

a

dy2 · · ·
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· · ·
b∫

a

∣∣∣∣∣∣∣∣

K(y1, y1) K(y1, y2) . . . K(y1, yn)
K(y2, y1) K(y2, y2) . . . K(y2, yn)

...
... . . .

...
K(yn, y1) K(yn, y2) . . . K(yn, yn)

∣∣∣∣∣∣∣∣
dyn, (56.12)

Bn(x, y, λ) =

b∫

a

dy1

b∫

a

dy2 · · ·

· · ·
b∫

a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

K(x, y) K(x, y1) . . . K(x, yn)
K(y1, y) K(y1, y1) . . . K(y1, yn)
K(y2, y) K(y2, y1) . . . K(y2, yn)

...
... . . .

...
K(yn, y) K(yn, y1) . . . K(yn, yn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

dyn (56.13)

при n > 1.
Из (54.5) и (56.8) для резольвенты R(x, y, λ) получим сле-

дующее представление:

R(x, y, λ) =
D(x, y, λ)

D(λ)
. (56.14)

Величины D(x, y, λ) и D(λ) принято называть соответственно
минорами и определителем Фредгольма.

Как уже отмечалось, предложенный вывод формулы (56.8)
имеет иллюстративный характер. Существует и строгий (хотя
и довольно громоздкий) вывод формулы (56.8) (см., напри-
мер, [56]). Не вдаваясь в подробности, отметим его основные
моменты. Прежде всего, из условия (54.4) доказывается схо-
димость рядов (56.9) и (56.10) к целым, аналитическим по
λ функциям. Затем, исходя из формул (56.12), (56.13), вы-
водится следующая зависимость между функциями (рядами)
D(x, y, λ) и D(λ):

D(x, y, λ) = D(λ)K(x, y) + λ

b∫

a

K(x, z)D(z, y, λ)dz, (56.15)

которая соответствует интегральному уравнению

R(x, y, λ) = K(x, y) + λ

b∫

a

K(x, z)R(z, y, λ)dz (56.16)
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для резольвенты R(x, y, λ).
♦ Уравнение (56.16) можно получить непосредственно из

соотношений (54.3) и (54.5). Действительно, подставим (54.5)
в (54.3) и получим

f(x) + λ

b∫

a

R(x, y, λ)f(y)dy−

−λ
b∫

a

K(x, y)




f(y) + λ

b∫

a

R(y, z, λ)f(z)dz




dy = f(x)

или

b∫

a

R(x, y, λ)f(y)dy −
b∫

a

dy

b∫

a

dz K(x, y)λR(y, z, λ)f(z)−

−
b∫

a

dy K(x, y)f(y) = 0.

Заменив во втором интеграле y на z, а z на y, получим

b∫

a

dy f(y)



R(x, y, λ)− λ

b∫

a

K(x, z)R(z, y, λ)dz −K(x, y)



 = 0.

В силу произвольности функции f(x) получим

R(x, y, λ)− λ
b∫

a

K(x, z)R(z, y, λ)dz = K(x, y).

Таким образом, приходим к (56.16).
♦ Помимо уравнения (56.16) резольвента уравнения Фред-

гольма (54.3) как функция y удовлетворяет уравнению

R(x, y, λ)− λ
b∫

a

K(z, y)R(x, z, λ)dz = K(x, y), (56.17)

где x – фиксированное число.
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Действительно, из (54.3) найдем

f(x) = u(x)− λ
b∫

a

K(x, y)u(y)dy

и подставим в (54.5). Получим

u(x) = u(x)− λ
b∫

a

K(x, y)u(y)dy +

+λ

b∫

a

R(y, z, λ)



u(y)− λ

b∫

a

K(y, z)u(z)dz



dy.

Следовательно,

−
b∫

a

K(x, y)u(y)dy+

+

b∫

a

dy R(x, y, λ)



u(y)− λ

b∫

a

K(x, y)u(z)dz



 = 0.

Переобозначив в последнем интеграле y → z и z → y, получим

b∫

a

dy u(y)




−K(x, y) +R(x, y, λ)− λ
b∫

a

R(x, z, λ)K(z, y)dz




 = 0.

В силу произвольности функции u(x) получим

K(x, y) = R(x, y, λ)− λ
b∫

a

R(x, z, λ)K(z, y)dz,

и уравнение (56.17) справедливо.
♦ Таким образом, резольвента R(x, y, λ) как функция пере-

менных x и y определяется только ядром и не зависит от f(x).
Если решение уравнения (54.3) существует, оно представимо в
виде (54.5).
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Теперь решение (56.8) можно получить, исходя только из
уравнения (56.16). Действительно, пусть u(x) – некоторое ре-
шение уравнения (54.3). Умножим это уравнение на λR(z, x, λ)
и проинтегрируем по x. С учетом (56.16) получим

λ

b∫

a

R(z, x, λ)u(x)dx = λ

b∫

a

R(z, x, λ)f(x)dx+

+λ

b∫

a

[
R(z, y, λ)−K(z, y)

]
u(y)dy.

Приведя подобные члены и еще раз использовав соотношение
(54.3), получим уравнение

u(z) = f(z) + λ

b∫

a

R(z, y, λ)f(y)dy, (56.18)

которое после переобозначения z на x полностью совпадает с
(56.8).

Из формулы (56.18) следует, что решение интегрального
уравнения практически полностью определяется резольвентой
R(x, y, λ), являющейся ядром интеграла (56.18). Поэтому ре-
зольвентуR(x, y, λ) иногда называют разрешающим ядром яд-
ра K(x, y).

Подводя итог вышесказанному, можно утверждать, что
справедлива

Теорема 56.1. Если значение λ не является нулем определи-
теля Фредгольма D(λ), то уравнение (54.3) при любой функ-
ции f(x) имеет единственное решение, задаваемое форму-
лой (56.18), в которой резольвента R(x, y, λ) удовлетворя-
ет уравнению (56.16) или определяется через определители
Фредгольма согласно (56.14).

Следствие 56.1.1. Если f(x) = 0, то однородное уравнение

u(x) = λ

b∫

a

K(x, y)u(y)dy (56.19)

не имеет непрерывного решения, кроме тривиального u(x) = 0.
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Доказательство следует непосредственно из (54.3) и (56.18).

Пример 56.1. Построить резольвенту ядра K(x, y) = xey в
квадрате [0, 1] × [0, 1] (a = 0, b = 1) и с ее помощью найти
решение уравнения

u(x) = e−x + λ

1∫

0

K(x, y)u(y)dy, λ 6= 1.

Решение. Согласно (56.11)–(56.13), имеем

B0(x, y) = K(x, y) = xey, C0 = 1;

B1(x, y) =

1∫

0

∣∣∣∣
xey xey1

y1e
y y1e

y1

∣∣∣∣ dy1 = 0, C1 =

1∫

0

y1e
y1dy1 = 1;

B2(x, y) =

1∫

0

1∫

0

∣∣∣∣∣
xey xey1 xey2

y1e
y y1e

y1 y1e
y2

y2e
y y2e

y1 y2e
y2

∣∣∣∣∣ dy1 dy2 = 0,

C2 =

1∫

0

1∫

0

∣∣∣∣
y1e

y1 y1e
y2

y2e
y1 y2e

y2

∣∣∣∣ dy1 dy2 = 0.

Очевидно, что все последующие Bn(x, y) и Cn равны нулю.
Тогда

D(x, y, λ) = B0(x, y) = xey, D(λ) = 1− λ
и соответственно

R(x, y, λ) =
D(x, y, λ)

D(λ)
=

xey

1− λ.

С учетом полученного выражения и формулы (54.5) решение
интегрального уравнения с f(x) = e−x имеет вид

u(x) = e−x + λ

1∫

0

xey

1− λe
−ydy = e−x +

x

1− λ, λ 6= 1.

♦ Отметим, что построение резольвенты по формулам
(56.9)–(56.14) возможно лишь в очень редких случаях. Тем не
менее, из этих формул можно вывести следующее полезное
утверждение.
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Утверждение 56.1. Для коэффициентов Bn(x, y) и Cn спра-
ведливы рекуррентные соотношения

Bn(x, y) = CnK(x, y)− n
b∫

a

K(x, z)Bn−1(z, y)dz; (56.20)

Cn =

b∫

a

Bn−1(z, z)dz. (56.21)

Действительно, формула (56.21) очевидным образом выте-
кает из сравнения (56.12) и (56.13). Для вывода соотношения
(56.20) воспользуемся уравнением (56.15)

D(x, y, λ) = K(x, y)D(λ) + λ

b∫

a

K(x, z)D(z, y, λ)dz.

Подставив в эту формулу вместо D(λ) и D(z, y, λ) ряды (56.9),
(56.10) и приравняв коэффициенты при одинаковых степенях
λ, придем к формуле (56.20).

Формулы (56.20), (56.21) дают возможность простого по-
следовательного вычисления коэффициентов Bn(x, y) и Cn и,
следовательно, R(x, y, λ) следующим образом. Положив в
(56.21) n = 1 и приняв во внимание, что B0(x, y) = K(x, y),
получим из этой формулы C1. Затем из формулы (56.20) при
n = 1 получим B1(x, y) при условии, что C0 = 1. На следу-
ющем шаге при n = 2 из формулы (56.21) найдем C2, а из
(56.20) – B2(x, y) и т.д.

Пример 56.2. ПостроитьрезольвентуядраK(x, y)=sin(x+y)
в квадрате [0, 2π]× [0, 2π] (a = 0, b = 2π) и с ее помощью найти
решение уравнения

u(x)− λ
2π∫

0

sin(x+ y)u(y)dy = 1 (56.22)

при условии λ 6= ±
√

2/(2π).
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Решение. Согласно (56.12), (56.13), имеем C0 = 1, B0(x, y) =
= K(x, y) = sin(x+ y). С помощью формулы (56.21) найдем

C1 =

2π∫

0

sin 2z dz = 0.

По формуле (56.20) получим

B1(x, y) = −
2π∫

0

sin(x+ z) sin(z + y) dz = −π cos(x− y).

Далее имеем

C2 =

2π∫

0

[−π cos 0] dz = −2π2;

B2(x, y) = −2π2 sin(x+ y)−

−2

2π∫

0

sin(x + z)[−π cos(z − y)] dz = 0;

C3 = C4 = · · · = 0, B3(x, y) = B4(x, y) = · · · = 0.

Следовательно,

D(λ) = 1− 2π2λ2, D(x, y, λ) = sin(x+ y) + λπ cos(x − y),

R(x, y, λ) =
sin(x+ y) + λπ cos(x− y)

1− 2π2λ2
.

Явный вид резольвенты позволяет записать решение интеграль-
ного уравнения (56.22) в виде

u(x) = 1 + λ

2π∫

0

sin(x + y) + λπ cos(x− y)
1− 2π2λ2

dy = 1.

Подставив u(x) = 1 в (56.22), убеждаемся в правильности по-
лученного решения

1− λ
2π∫

0

sin(x+ y) dy = 1.
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В заключение рассмотрим две теоремы, полезные при даль-
нейшем исследовании интегральных уравнений.

Теорема 56.2. Всякий нуль функции D(λ) является полю-
сом резольвенты R(x, y, λ).

Доказательство. Пусть λ0 – нуль функции D(λ) кратности
n, т.е.

D(λ) = (λ− λ0)
nD0(λ), D0(λ0) 6= 0.

Положим в формуле (56.10) x = y и проинтегрируем по x.
Тогда

b∫

a

D(x, x, λ)dx =

b∫

a

∞∑

n=0

(−1)nλnBn(x, x)

n!
dx

или с учетом (56.20) и (56.21)

b∫

a

D(x, x, λ)dx =

∞∑

n=0

(−1)nλnCn+1

n!
= −dD(λ)

dλ
. (56.23)

Предположим теперь, что λ0 является еще и нулем функции
D(x, y, λ) кратности k, т.е.

D(x, y, λ) = (λ− λ0)
kD0(x, y, λ),

где D0(x, y, λ0) – ряд по целым положительным степеням
(λ − λ0), свободный член которого отличен от нуля при неко-
торых значениях x и y. Тогда в силу (56.23)

−dD(λ)

dλ
= (λ− λ0)

k

b∫

a

D0(x, x, λ)dx.

Левая часть полученного уравнения как производная от D(λ)
имеет корень λ−λ0 кратности n−1, тогда как в правой части
уже имеется множитель (λ − λ0)

k и, кроме того, может слу-
читься, что после интегрирования по x выделится еще целая
положительная степень λ − λ0. Это приводит нас к неравен-
ству k 6 n−1, означающему, что если λ = λ0 и является нулем
функции D(x, y, λ), то его кратность, во всяком случае, ниже
n – кратности нуля функции D(λ). Последнее означает, что λ0

– полюс резольвенты R(x, y, λ).
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Теорема 56.3. Если λ0 является полюсом резольвенты неод-
нородного уравнения (56.1), то соответствующее ему одно-
родное уравнение

u(x) = λ

b∫

a

K(x, y)u(y)dy (56.24)

имеет нетривиальное решение.

Доказательство. Пусть λ0 – полюс резольвенты R(x, y, λ)
кратности n. Тогда в окрестности точки λ0 справедливо раз-
ложение

R(x, y, λ) =
a−n(x, y)

(λ − λ0)n
+ . . .

· · ·+ a−1(x, y)

λ− λ0
+

∞∑

k=0

ak(x, y)(λ − λ0)
k, (56.25)

в котором коэффициент a−n(x, y) не равен тождественно нулю
и является непрерывной функцией своих аргументов в E ×E.
Подставив (56.25) в (56.16), умножив обе части на (λ− λ0)

n и
положив затем λ = λ0, получим

a−n(x, y) = λ0

b∫

a

K(x, z)a−n(z, y)dz.

Таким образом, коэффициент a−n(x, y) как функция аргумен-
та x при любом значении y является решением однородного
уравнения (56.24). Учтем, что a−n(x, y) не является тожде-
ственным нулем и удовлетворяет уравнению (56.24), и можем
считать a−n(x, y) нетривиальным решением однородного урав-
нения (56.24).

57. Построение резольвенты уравнения
Фредгольма с помощью итерированных
ядер. Ряд Неймана

Рассмотрим уравнение Фредгольма

u(x) = λ

b∫

a

K(x, y)u(y)dy + f(x). (57.1)
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Решение этого уравнения, в отличие от предыдущего раздела,
будем искать в виде разложения по степеням параметра λ:

u(x) =

∞∑

n=0

λnun(x), (57.2)

где функции un(x) не зависят от λ и подлежат определению.
Будем предполагать, что существует область значений пара-
метра λ, для которых ряд (57.2) сходится равномерно. Подста-
вим (57.2) в (57.1)

∞∑

n=0

λnun(x)− λ
∞∑

n=0

λn
b∫

a

K(x, y)un(y)dy = f(x).

Положим n+ 1 = k, тогда

u0(x) +
∞∑

k=1

λk
{
uk(x) −

b∫

a

K(x, y)uk−1(y)dy

}
= f(x).

Приравняв коэффициенты при одинаковых степенях λ, полу-
чим





u0(x) = f(x),

un(x) =

b∫

a

K(x, y)un−1(y)dy, n > 1.
(57.3)

Распишем подробнее систему (57.3):

u1(x) =

b∫

a

K(x, y)f(y)dy,

u2(x) =

b∫

a

dy

b∫

a

dy1K(x, y1)K(y1, y)f(y),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

un(x) =

b∫

a

dy

b∫

a

dy1 . . .

b∫

a

dyn−1K(x, y1)K(y1, y2) · · ·

· · ·K(yn−1, y)f(y).
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Обозначим

Kn(x, y) =

b∫

a

dy1

b∫

a

dy2 . . .

. . .

b∫

a

dyn−1K(x, y1)K(y1, y2) · · ·K(yn−1, y), (57.4)

тогда

un(x) =

b∫

a

Kn(x, y)f(y)dy, n > 1. (57.5)

� Функция Kn(x, y) (57.4) называется n-м итерированным
(или повторным) ядром.

♦ Для итерированных ядер из (57.4) вытекает следующее
рекуррентное соотношение:

Kn(x, y) =

b∫

a

K(x, z)Kn−1(z, y)dz, n = 2,∞. (57.6)

Здесь мы использовали обозначение K1(x, y) = K(x, y). Вос-
пользовавшись рекуррентным соотношением (57.6) m раз, по-
лучим

Kn(x, y) =

b∫

a

Kn(x, z)Kn−m(z, y)dz. (57.7)

Подставив (57.5) в (57.2), найдем

u(x) = f(x) + λ

∞∑

n=1

λn−1

b∫

a

Kn(x, y)f(y)dy. (57.8)

Изменив порядок суммирования и интегрирования, запишем

u(x) = f(x) + λ

b∫

a

R(x, y, λ)f(y)dy. (57.9)
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Здесь обозначено

R(x, y, λ) =

∞∑

n=1

λn−1Kn(x, y). (57.10)

� Ряд (57.10) называется рядом Неймана для резольвенты
ядра K(x, y).

Теорема 57.1. Если ядро K(x, y) непрерывно по переменным
(x, y) ∈ [a, b] × [a, b], а функция f(x) непрерывна на отрезке
[a, b], то ряд (57.8) равномерно сходится к функции u(x), яв-
ляющейся решением уравнения (57.1).

Доказательство. Так как ядро K(x, y) непрерывно в области
(x, y) ∈ [a, b]× [a, b], то |K(x, y)| 6 A, так же как |f(x)| 6 B при
x ∈ [a, b]. А так как |K(x, y)| 6 A, то |Kn(x, y)| 6 An(b− a)n−1.
Отсюда следует оценка интеграла

∣∣∣∣

b∫

a

Kn(x, y)f(y)dy

∣∣∣∣ 6 An(b − a)n−1

b∫

a

f(y)dy 6 AnB(b− a)n.

Следовательно, числовой ряд

∞∑

n=0

BAn|λ|n(b− a)n (57.11)

является мажорирующим для (57.8). При

|λ| < 1

A(b− a) (57.12)

ряд (57.11) сходится и, следовательно, ряд (57.8) сходится рав-
номерно, что и требовалось доказать.

♦ Условие (54.4) позволяет более точно определить область
сходимости ряда Неймана. Действительно, неравенство

|λ| <
[ b∫

a

b∫

a

K2(x, y)dxdy

]−1/2

(57.13)

в силу соотношения

A2(b− a)2 >

b∫

a

b∫

a

K2(x, y)dxdy
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расширяет область сходимости ряда (57.10) по сравнению с
(57.13). Если же ряд (57.10) допускает аналитическое продол-
жение через границу

λ =

[ b∫

a

b∫

a

K2(x, y)dxdy

]−1/2

на любую конечную область комплексной плоскости λ (кроме
особых точек этой области), то по формуле (57.9) мы получим
решение уравнения (57.1) для всех λ, за исключением особых
точек.

Более того, ниже будут приведены примеры, когда ряд Ней-
мана и, следовательно, резольвента R(x, y) вообще не зависит
от λ.

Пример 57.1. Решить уравнения

а) u(x)− λ
1∫

−1

xyu(y) dy = x+ 1;

б) u(x)− λ
1∫

−1

x2y2u(y) dy = x2.

Решение. а) Здесь K(x, y) = xy, a = −1, b = 1, f(x) = x + 1.
Согласно (57.5), найдем

K1(x, y) = xy;

K2(x, y) =

1∫

−1

(xz)(zy)dz =
2

3
xy;

K3(x, y) =

1∫

−1

(xz)
(2

3
zy
)
dz =

(2

3

)2

xy;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ;

Kn(x, y) =
(2

3

)n−1

xy;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Полученная последовательность итерированных ядер дает воз-
можность записать ряд (57.10) для резольвенты

R(x, y, λ) =

∞∑

n=1

λn−1Kn(x, y) =

∞∑

n=1

xy
(2λ

3

)n−1

,

сходящийся к

R(x, y, λ) = xy
1

1− 2λ/3
=

3xy

3− 2λ
,

если |λ| < 3/2, что также следует из неравенства

|λ| <
[ 1∫

−1

1∫

−1

(xy)2dxdy

]−1/2

=
3

2
.

Явный вид резольвенты позволяет записать решение уравне-
ния в виде

u(x) = x+ 1 + λ

1∫

−1

3xy

3− 2λ
(y + 1)dy =

= x+ 1 +
2λx

3− 2λ
= 1 +

3x

3− 2λ
. (57.14)

Отметим, что функция (57.14) является решением не толь-
ко для |λ| < 3/2. но и для |λ| > 3/2, что легко проверить
непосредственной подстановкой. Это возможно в силу того,
что ряд Неймана допускает аналитическое продолжение через
границу

|λ| = 3

2
,

на которой точка λ = 3/2 является простым полюсом резоль-
венты R(x, y, λ).

б) Здесь K(x, y) = x2y2, a = −1, b = 1, f(x) = x2. Анало-
гично случаю а) с учетом соотношения

1∫

−1

z4dz =
2

5
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найдем

Kn(x, y) =
(2

5

)n−1

x2y1,

и, следовательно,

R(x, y, λ) =
5x2y2

5− 2λ
.

Последнее выражение получено для |λ| < 5/2. Но так же как
и в случае а), ряд Неймана допускает аналитическое продол-
жение через границу

|λ| = 5

2
.

Решение уравнения имеет вид

u(x) = x2 + λ

1∫

−1

5x2y4

5− 2λ
dy =

5x2

5− 2λ
. (57.15)

Непосредственной подстановкой можно убедиться, что
функция (57.15) является решением исходного уравнения.

� Ядра L(x, y) и M(x, y) называются ортогональными на
[a, b]× [a, b], если

b∫

a

L(x, z)M(z, y)dz =

b∫

a

M(x, z)L(z, y)dz = 0. (57.16)

♦ Существуют ядра, ортогональные сами себе.

Пример 57.2. Показать, что
а) ядра L(x, y) = xy и M(x, y) = (xy)2 ортогональны на

[−1, 1]× [−1, 1];

б) ядро K(x, y) = cos(x− 2y) ортогонально само себе на
[−π, π]× [−π, π].

Решение. Согласно (57.16), имеем
а) для L(x, y) и M(x, y)

1∫

−1

(xz)(zy)2dz = xy2

1∫

−1

z3dz = 0,

1∫

−1

(xz)2(zy)dz = x2y

1∫

−1

z3dz = 0,
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откуда и следует их ортогональность;
б) для L(x, y) = M(x, y) = K(x, y) = cos(x− 2y)

π∫

−π

cos(x− 2z) cos(z − 2y)dz =

=
1

2

[
− sin(x− 2y − z)

∣∣∣
π

−π
− 1

3
sin(x+ 2y − 3z)

∣∣∣
π

−π

]
= 0.

♦ Ортогональные сами себе ядра обладают важной особен-
ностью: резольвента такого ядра не зависит от параметра λ и,
более того, совпадает с самим ядром, т.е.

R(x, y, λ) = K(x, y),

поскольку ряд Неймана вырождается в этом случае в одно
слагаемоеK(x, y), так какK2(x, y) и все последующиеKn(x, y)
равны нулю.

Пример 57.3. Решить уравнение

u(x)− λ
π∫

−π

cos(x− 2y)u(y)dy = x.

Решение. Так как ядро интегрального уравнения ортогональ-
но само себе (см. пример 57.2), то

R(x, y, λ) = cos(x− 2y)

и, следовательно,

u(x) = x+ λ

π∫

−π

cos(x− 2y) ydy = x− λπ sinx.

♦ Рассмотрим ядро K(x, y), представляющее собой сумму
двух ортогональных на Ē×Ē ядер L(x, y) иM(x, y). Вычислим
для него второе итерированное ядро

K2(x, y) =

b∫

a

K(x, z)K(z, y)dz =

=

b∫

a

[L(x, z) +M(x, z)][L(z, y) +M(z, y)]dz.
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Отсюда в силу (57.16) имеем

K2(x, y) = L2(x, y) +M2(x, y),

где L2(x, y) и M2(x, y) – вторые итерированные ядра соответ-
ственно ядер L(x, y) и M(x, y).

Продолжив вычисление итерированных ядерKn(x, y), с уче-
том (57.8) и (57.16) найдем

Kn(x, y) = Ln(x, y) +Mn(x, y). (57.17)

Из соотношения (57.17) вытекает, что

R(x, y, λ) = RL(x, y, λ) +RM (x, y, λ). (57.18)

Таким образом, резольвента, соответствующая ядру K(x, y) =
L(x, y)+M(x, y), состоящему из двух ортогональных ядер L(x, y)
и M(x, y), равна сумме резольвент RL(x, y, λ), RM (x, y, λ), со-
ответствующих каждому из этих ядер.

Пример 57.4. Решить уравнение

u(x)− λ
1∫

−1

xy(1 + xy)u(y)dy = x+ 1.

Решение. Ядро уравнения K(x, y) можно представить в виде

K(x, y) = L(x, y) +M(x, y),

где
L(x, y) = xy, M(x, y) = (xy)2.

В примере 57.2 показано, что ядра L(x, y) и M(x, y) ортого-
нальны на [−1, 1]× [−1, 1]. В примере 57.1 найдены резольвен-
ты, соответствующие этим ядрам:

RL(x, y, λ) =
3xy

3− 2λ
, RM (x, y, λ) =

5x2y2

5− 2λ
.

Тогда с учетом (57.18) получим

R(x, y, λ) = RL(x, y, λ) +RM (x, y, λ) =
3xy

3− 2λ
+

5x2y2

5− 2λ
,

откуда

u(x) = 1 +
3x

3− 2λ
+

10

3

λx2

5− 2λ
.
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58. Интегральные уравнения
с вырожденными ядрами

� Ядро K(x, y) называется вырожденным, если его можно
представить в виде

K(x, y) =

n∑

i=1

ai(x)bi(y), n <∞, (58.1)

где ai(x) и bi(y), i = 1, n, – семейства линейно независимых
функций.

♦ Интегральные уравнения с вырожденными ядрами сво-
дятся к системам линейных алгебраических уравнений и, сле-
довательно, могут быть решены известными методами линей-
ной алгебры.

Подставим ядро (58.1) в уравнение (54.3):

u(x)− λ
b∫

a

K(x, y)u(y)dy = f(x). (58.2)

Тогда имеем

u(x) = f(x) + λ
n∑

i=1

Ciai(x), (58.3)

где

Ci =

b∫

a

bi(y)u(y)dy.

Подставив (58.3) в (58.2), получим

n∑

i=1

ai

{
Ci − λ

n∑

j=1

Cjαij − βi
}

= 0, (58.4)

где

αij =

b∫

a

aj(y)bi(y)dy, βi =

b∫

a

f(y)bi(y)dy.

Так как ai — линейно независимые функции, то выражение
(58.4) равно нулю тогда и только тогда, когда выражение в
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фигурной скобке равно нулю. Отсюда получим систему алгеб-
раических уравнений

Ci = λ

n∑

j=1

αijCj + βi, (58.5)

определитель которой зависит от параметра λ. Если опреде-
литель системы не равен нулю, то она имеет единственное ре-
шение. Решив эту систему, найдем Ci, а, следовательно, по
формуле (58.3) определим u(x).

Пример 58.1. Решить уравнение

u(x) = x+ λ

1∫

0

(xy2 + x2y)u(y)dy. (58.6)

Решение. Здесь

f(x) = x, a1(x) = x, a2(x) = x2, b1(y) = y2, b2(y) = y.

Следовательно, согласно (58.3) и (58.4),

α11 =
1

4
, α12 =

1

5
, β1 =

1

4
;

α21 =
1

3
, α22 =

1

4
, β2 =

1

3
,

а система (58.5) примет вид

(
1− λ

4

)
C1 −

λ

5
C2 =

1

4
,

−λ
3
C1 +

(
1− λ

4

)
C2 =

1

3
.

(58.7)

Решение системы найдем методом Крамера. Для этого вычис-
лим

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣

1− λ

4
−λ

5

−λ
3

1− λ

4

∣∣∣∣∣∣∣
=

240− 120λ− λ2

240
,

∆1 =

∣∣∣∣∣∣∣

1

4
−λ

5
1

3
1− λ

4

∣∣∣∣∣∣∣
=

60 + λ

240
, ∆2 =

∣∣∣∣∣∣∣

1− λ

4

1

4

−λ
3

1

3

∣∣∣∣∣∣∣
=

1

3
.
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Тогда

C1 =
60 + λ

240− 120λ− λ2
, C2 =

80

240− 120λ− λ2

и, следовательно,

u(x) = x+ λx
60 + λ

240− 120λ− λ2
+ λx2 80

240− 120λ− λ2
=

=
240x− 60λx+ 80λx2

240− 120λ− λ2
. (58.8)

♦ Существуют два значения λ, при которых решение урав-
нения (58.6), согласно (58.8), не существует. Такие λ, как уже
отмечалось, соответствуют характеристическим числам, к рас-
смотрению свойств которых мы и переходим.

59. Характеристические числа
и собственные функции

Обратимся теперь к однородному уравнению Фредгольма

u(x)− λ
b∫

a

K(x, y)u(y)dy = 0. (59.1)

Как уже отмечалось, это уравнение всегда имеет тривиальное
решение u(x) = 0.

� Значения параметра λ, при которых уравнение (59.1)
имеет нетривиальные решения, называются характеристиче-
скими числами уравнения (59.1) или ядра этого уравнения, а
каждое нетривиальное решение, соответствующее характери-
стическому числу λ, – собственной функцией.

♦ Иногда вместо характеристических чисел λ рассматри-
вают собственные значения µ = 1/λ.

♦ Число λ = 0 не является характеристическим, так как,
согласно (59.1), ему соответствует тривиальное решение
u(x) = 0.

♦ Собственные функции определяются с точностью до про-
извольной постоянной C. Так, если u(x) – собственная функ-
ция, соответствующая характеристическому числу λ, то Cu(x)
– собственная функция, соответствующая тому же характери-
стическому числу λ.
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� Рангом характеристического числа λ называется чис-
ло линейно независимых собственных функций, соответству-
ющих этому числу.

Заметим, что в соответствии с теоремами 56.2 и 56.3 харак-
теристические числа можно определить как нули определите-
ля Фредгольма D(λ) или полюсы резольвенты R(x, y, λ) ядра
K(x, y). Отсюда следует, что уравнение (59.1) может иметь ко-
нечное или бесконечное множество характеристических чисел
или вообще их не иметь.

♦ Характеристические числа уравнения (59.1) оказывают-
ся полезными при решении неоднородного уравнения Фред-
гольма

u(x)− λ
b∫

a

K(x, y)u(y)dy = f(x). (59.2)

С их помощью можно сформулировать так называемую аль-
тернативу Фредгольма, вытекающую из теорем 56.1–56.3.

Теорема 59.1 (альтернатива Фредгольма). Либо неодно-
родное уравнение (59.2) имеет единственное решение для лю-
бой функции f(x) ∈ L2(a, b), либо соответствующее однород-
ное уравнение (59.1) имеет по крайней мере одно нетривиаль-
ное решение.

Другими словами, уравнение (59.2) будет иметь единствен-
ное решение только в том случае, если параметр λ не является
характеристическим числом однородного уравнения (59.1). В
противном случае решения либо вообще не существует, либо
оно, как мы увидим ниже, не единственно.

Рассмотрим задачу нахождения характеристических чисел
и собственных функций для некоторых классов интегральных
уравнений.

59.1. Уравнения с вырожденным ядром

Рассмотрим интегральное уравнение с вырожденным яд-
ром

u(x)− λ
b∫

a

[ n∑

k=1

ak(x)bk(y)

]
u(y)dy = 0. (59.3)

Собственные функции будем искать в виде (58.3), положив там
f(x) = 0. Тогда для коэффициентов Ck вместо неоднородной
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системы (58.5) получим однородную:

Ci = λ

n∑

j=1

αijCj . (59.4)

Условием существования нетривиального решения однородной
системы (59.4) является равенство нулю ее определителя

∆(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

1− λα11 −λα12 . . . −λα1n

−λα21 1− λα22 . . . −λα2n

...
... . . .

...
−λαn1 −λαn2 . . . 1− λαnn

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0. (59.5)

Алгебраическое уравнение (59.5) является уравнением для
нахождения характеристических чисел λ. Если уравнение
(59.5) имеет m (1 6 m 6 n) корней, то интегральное уравнение
(59.1) имеет m характеристических чисел. Каждому характе-
ристическому числу λl (l = 1,m) соответствует ненулевое ре-
шение системы (59.5):

C
(l)
1 , C

(l)
2 , . . . , C(l)

n , l = 1,m, (59.6)

с собственной функцией

ul(x) =

n∑

k=1

C
(l)
k ak(x), l = 1,m. (59.7)

Пример 59.1. Найти характеристические числа λ и отвеча-
ющие им собственные функции уравнения Фредгольма

u(x)− λ
1∫

0

(xy2 + x2y)u(y)dy = 0. (59.8)

Решение. С учетом результатов примера 58.1 собственные
функции ищем в виде

u(x) = λC1x+ λC2x
2, (59.9)

где C1, C2 удовлетворяют системе
(
1− λ

4

)
C1 −

λ

5
C2 = 0,

−λ
3
C1 +

(
1− λ

4

)
C2 = 0,

(59.10)
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вытекающей из (58.5).
Поскольку определитель ∆(λ) системы (59.10) равен

∆(λ) =
240− 120λ− λ2

240
,

то характеристические числа являются решениями квадрат-
ного уравнения

240− 120λ− λ2 = 0. (59.11)

Отсюда

λ1,2 =
−120± 32

√
15

2
= −60± 16

√
15

или

λl = −60 + (−1)l16
√

15, l = 1, 2. (59.12)

Подставив (59.12) в систему (59.10), найдем ее нетривиальные
решения

C
(l)
1 , C

(l)
2 =

5(4− λl)
4λl

C
(l)
1

и соответственно собственные функции уравнения (59.8)

ul(x) = C
(l)
1

[
λlx+

5

4
(4− λl)x2

]
,

где λl определяются формулой (59.12), причем их ранг, соглас-
но (59.10), равен единице.

59.2. Уравнения с симметричным ядром

� Вещественное ядро, для которого

K(x, y) = K(y, x), (59.13)

называется симметричным.

Справедливо следующее

Утверждение 59.1. Итерированные ядра Kn(x, y) симмет-
ричного ядра K(x, y) также симметричны, причем Kn(x, y),
n = 1,∞, не равны тождественно нулю.



834 Глава 9. Интегральные уравнения

Действительно, первое утверждение следует непосредствен-
но из (59.7) и (59.13). Для доказательства второго допустим,
что Kp(x, y) ≡ 0 при 2n−1 < p 6 2n. Тогда, согласно (57.7),

K2n(x, x) =

b∫

a

K2n−1(x, z)K2n−2n−1(z, x)dz =

=

b∫

a

[K2n−1(x, z)]2dz = 0,

откуда следует, что K2n−1(x, y) ≡ 0. Применив подобное преоб-
разование n раз, приходим к равенству K1(x, y) = K(x, y) = 0,
что противоречит начальному условию K(x, y) 6≡ 0. Получен-
ное противоречие и доказывает второе утверждение.

Теорема 59.2 (Шмидта). Если ядро K(x, y) уравнения
(59.1) симметрично, то оно имеет по меньшей мере одно ха-
рактеристическое число.

Доказательство. Теорема будет доказана, если мы покажем,
что резольвента уравнения (59.1) имеет по меньшей мере один
полюс или, что то же самое, функция D(λ) имеет по меньшей
мере один нуль, т.е. определитель Фредгольма для симметрич-
ного ядра не может быть функцией, не имеющей нулей вообще.

Воспользуемся равенствами (56.23) и (57.6) и получим

−dD(λ)

dλ
=

b∫

a

D(x, x, λ)dx =

b∫

a

R(x, x, λ)

D(λ)
dx =

1

D(λ)

∞∑

n=1

knλ
n−1

или

−D
′(λ)

D(λ)
=

∞∑

n=1

knλ
n−1, (59.14)

где

kn =

b∫

a

Kn(x, x)dx.

Далее воспользуемся очевидным для вещественных α нера-
венством

b∫

a

b∫

a

[αKn−1(x, y) +Kn+1(x, y)]
2dxdy > 0,
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которое с учетом условия симметрии (59.13) можно преобра-
зовать к виду

α2k2n−2 + 2αk2n + k2n+2 > 0. (59.15)

Из (59.15) в силу вещественности α имеем

k2n−2 > 0, k2
2n − k2n−2k2n+2 6 0.

Таким образом, все k2n > 0, причем

k2n+2

k2n
>

k2n

k2n−2
.

Положив k4/k2 = ν, по индукции находим k2n+2/k2 > νn. То-
гда, если ν > |λ|−2, то ряд

∞∑

n=1

knλ
n−1

расходится, а это означает, что функция D′(λ)/D(λ) в обла-
сти |λ| 6 1/

√
ν имеет по меньшей мере одну особую точку. По-

скольку D(λ) – целая функция, то единственно возможными
особыми точками функции D′(λ)/D(λ) являются нули опре-
делителя Фредгольма D(λ). Поэтому можно утверждать, что
D(λ) имеет по крайней мере один нуль, R(x, y, λ) – один по-
люс, а интегральное уравнение (59.1) – одно характеристиче-
ское число.

Теорема 59.3. Собственные функции uk(x), uj(x) уравнения
(59.1) с симметричным ядром, соответствующие различным
характеристическим числам λk 6= λj , ортогональны на от-
резке [a, b], т.е.

b∫

a

uk(x)uj(x)dx = 0. (59.16)

Доказательство. Согласно условиям теоремы, имеем два
тождества

uk(x)

λk
=

b∫

a

K(x, y)uk(y)dy,
uj(x)

λj
=

b∫

a

K(x, y)uj(y)dy.
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Умножим первое из них на uj(x), второе на uk(x) и проинте-
грируем по x. Тогда

1

λk

b∫

a

uk(x)uj(x)dx =

b∫

a

b∫

a

K(x, y)uk(y)uj(x)dxdy,

1

λj

b∫

a

uj(x)uk(x)dx =

b∫

a

b∫

a

K(x, y)uj(y)uk(x)dxdy.

Вычтя из первого уравнения второе, с учетом (59.13) найдем

( 1

λk
− 1

λj

) b∫

a

uk(x)uj(x)dx = 0

или
b∫

a

uk(x)uj(x)dx = 0,

поскольку λk 6= λj , что и требовалось доказать.

Теорема 59.4. Все характеристические числа уравнения
Фредгольма (59.1) с симметричным ядром вещественны, при-
чем ранг r каждого из них не превышает Rλ (т.е. r 6 Rλ),
где

Rλ = λ2

b∫

a

b∫

a

K2(x, y)dxdy. (59.17)

Доказательство. 1. Допустим противное: пусть из некоторо-
го множества характеристических чисел число λn – комплекс-
ное с собственной функцией un(x) = vn(x) + iwn(x). Далее
воспользуемся тождеством

un(x) = λn

b∫

a

K(x, y)un(y)dy,

комплексное сопряжение которого дает

u∗n(x) = λ∗n

b∫

a

K(x, y)u∗n(y)dy.
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Отсюда следует, что λ∗n также является характеристическим
числом с собственной функцией u∗n(x) = vn(x) − iwn(x). Но
собственные функции, принадлежащие различным характери-
стическим числам, ортогональны на отрезке [a, b] и, следова-
тельно,

0 =

b∫

a

un(x)u
∗
n(x)dx =

b∫

a

[v2
n(x) + w2

n(x)]dx 6= 0,

что невозможно. Таким образом, λn, n = 1,∞, – вещественные
характеристические числа.

2. Пусть теперь λn – вещественное характеристическое чис-
ло, которому соответствует r линейно независимых собствен-
ных функций

u(1)
n (x), u(2)

n (x), . . . , u(j)
n (x), . . . , u(r)

n (x), (59.18)

удовлетворяющих одному уравнению

u
(j)
n (x)

λn
=

b∫

a

K(x, y)u(j)
n (y)dy, (59.19)

которые без ограничения общности можно считать ортонорми-
рованной системой (в противном случае к ним всегда можно
применить метод ортогонализации и нормировки), т.е.

b∫

a

u(j)
n (x)u(k)

n (x)dx = δjk. (59.20)

Интеграл в правой части (59.19) есть j-й коэффициент раз-
ложения ядраK(x, y) как функции аргумента y в ряд Фурье по
ортонормированной системе функций (59.18). Согласно нера-
венству Бесселя (II.17.15), имеем

r∑

j=1

[u
(j)
n (x)]2

|λn|2
6

b∫

a

K2(x, y)dy. (59.21)

Интегрирование (59.21) по x с учетом (59.20) дает

r∑

j=1

1

|λn|2
6

b∫

a

b∫

a

K2(x, y)dxdy,
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откуда

r 6 |λn|2
b∫

a

b∫

a

K2(x, y)dxdy,

что и требовалось доказать.

Выше было установлено, что характеристические числа яв-
ляются полюсами резольвенты уравнения (59.1) по перемен-
ной λ. Следовательно, их совокупность представляет собой
либо конечное, либо бесконечное счетное множество. Это поз-
воляет пронумеровать их в порядке возрастания абсолютных
величин

|λ1| 6 |λ2| 6 . . . 6 |λn| 6 . . . ,

причем так, чтобы в этой последовательности характеристиче-
ское число ранга r присутствовало именно r раз. Если принять
во внимание, что во всякой ограниченной области λ может
существовать лишь конечное множество характеристических
чисел (полюсов резольвенты), то |λn| → ∞ при n → ∞. В
соответствии с нумерацией характеристических чисел λn про-
нумеруются и соответствующие им вещественные собственные
функции

u1(x), u2(x), . . . , un(x), . . . , (59.22)

которые мы без ограничения общности можем считать орто-
нормированной системой.

� Конечную или бесконечную ортонормированную систему
функций (59.22) будем называть системой собственных функ-
ций ядра K(x, y) или соответствующего ему уравнения (59.1).

Таким образом, доказано следующее утверждение:

Утверждение 59.2. Существуют последовательность ха-
рактеристических чисел {λn}, n = 1,∞, и соответствую-
щая им последовательность собственных функций {un(x)},
n = 1,∞ уравнения Фредгольма (59.1) с симметричным яд-
ром, причем все характеристические числа можно пронуме-
ровать в порядке возрастания их абсолютного значения.

♦ Отметим, что система собственных функций ядраK(x, y)
может и не быть замкнутой, как, например, для вырожденного
ядра, имеющего конечное число собственных функций. Тем не
менее, эта система обладает весьма важным свойством.
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Теорема 59.5. Если K(x, y) – непрерывное симметричное яд-
ро уравнения (59.1), то для него справедливо представление с
помощью системы его собственных функций (59.22)

K(x, y) =
∑

k

uk(x)uk(y)

λk
(59.23)

при условии, что ряд (59.23) сходится равномерно, когда
a 6 x 6 b, a 6 y 6 b.

Доказательство. Рассмотрим симметричное непрерывное
ядро

κ(x, y) = K(x, y)−
∑

k=1

uk(x)uk(y)

λk
, (59.24)

где uk(x) и λk – все собственные функции и соответствующие
им характеристические числа ядра K(x, y). Теорема будет до-
казана, если мы покажем, что ядро κ(x, y) есть тождественный
нуль. Предположим противное. Тогда по теореме Шмидта яд-
ро κ(x, y) должно иметь по меньшей мере одно характеристи-
ческое число µ1. Пусть v1(x) – собственная функция, соответ-
ствующая указанному характеристическому числу µ1, т.е.

v1(x) = µ1

b∫

a

κ(x, y)v1(y)dy. (59.25)

Умножив (59.25) на un(x) и проинтегрировав, получим

b∫

a

un(x)v1(x)dx = µ1

b∫

a

b∫

a

κ(x, y)v1(y)un(x)dy dx.

С учетом представления (59.24), равномерной сходимости ряда
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(59.23) и симметрии ядра (59.13) находим

b∫

a

v1(x)un(x)dx = µ1

b∫

a

b∫

a

K(x, y)v1(y)un(x)dy dx−

−µ1

∑

k=1

b∫

a

b∫

a

uk(x)uk(y)

λk
v1(y)un(x)dydx =

=
µ1

λn

b∫

a

v1(y)un(y)dy −
µ1

λn

b∫

a

un(y)v1(y)dy = 0.

Полученное равенство означает, что функция v1(x) ортого-
нальна собственным функциям un(x) ядра K(x, y). Тогда, воз-
вратившись к (59.25), имеем

v1(x) = µ1

b∫

a

[
K(x, y)−

∑

k=1

uk(x)uk(y)

λk

]
v1(y)dy =

= µ1

b∫

a

K(x, y)v1(y)dy,

т.е. µ1 и v1(x) являются характеристическим числом и соб-
ственной функцией не только ядра κ(x, y), но и исходного яд-
ра K(x, y). Но в таком случае характеристическое число µ1

должно совпадать с одним из характеристических чисел λk, а
функция v1(x) должна быть линейной комбинацией собствен-

ных функций u
(k)
n (x) ядра K(x, y), соответствующих характе-

ристическому числу λk. Но ортогональные функции v1(x) и

u
(k)
n (x) не могут быть линейно зависимыми. Полученное про-

тиворечие доказывает, что ядро κ(x, y) тождественно равно
нулю и, следовательно, справедливо разложение (59.23).

Приведем несколько очевидных следствий из этой теоре-
мы.

Следствие 59.5.1. Представление (59.23) справедливо и для
конечного множества характеристических чисел, т.е.

K(x, y) =

n∑

k=1

uk(x)uk(y)

λk
. (59.26)
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Ранее было показано, что вырожденное ядро K(x, y) имеет
конечное множество характеристических чисел. Объединение
этого свойства со свойством (59.26) позволяет сформулировать

Следствие 59.5.2. Для того чтобы симметричное непрерыв-
ное ядро было вырожденным, необходимо и достаточно, чтобы
множество его характеристических чисел было конечным.

Доказанная выше теорема неудовлетворительна в том смыс-
ле, что в каждом частном случае требуется проверка сходи-
мости ряда (59.23). Отметим, однако, что для симметричных
ядер K(x, y), имеющих характеристические числа только од-
ного знака, можно доказать (см., например, [56]) справедли-
вость следующего утверждения.

Теорема 59.6 (Мерсера). Если K(x, y) – непрерывное сим-
метричное ядро с системой собственных функций {un(x)} –
имеет характеристические числа одного знака (за исключе-
нием, может быть, конечного количества чисел с проти-
воположным знаком), то ряд (59.23) сходится абсолютно и
равномерно для (x, y) ∈ [a, b]× [a, b].

Пример 59.2. Найти характеристические числа и собствен-
ные функции уравнения

u(x)− λ
1∫

0

K(x, y)u(y)dy = 0 (59.27)

с симметричным ядром (55.13) при l = 1, т.е.

K(x, y) =

{
y(1− x), 0 < y < x;
x(1 − y), x < y < 1.

Решение. Представим уравнения (59.27) в виде

u(x)− λ
x∫

0

K(x, y)u(y)dy − λ
1∫

x

K(x, y)u(y)dy = 0

или

u(x)− λ
x∫

0

y(1− x)u(y)dy − λ
1∫

x

x(1 − y)u(y)dy = 0. (59.28)
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Продифференцировав (59.28) по x, найдем

u′(x) + λ

x∫

0

yu(y)dy − λx(1 − x)u(x)−

−λ
1∫

x

(1− y)u(y)dy + λx(1 − x)u(x) = 0

или

u′(x) + λ

x∫

0

yu(y)dy − λ
1∫

x

(1− y)u(y)dy.

Повторное дифференцирование дает

u′′(x) + λu(x) = 0. (59.29)

Уравнение (59.29) нужно дополнить граничными условиями

u(0) = u(1) = 0, (59.30)

вытекающими из явного вида ядра: K(0, y) = K(1, y) = 0.
Уравнение (59.29) с условием (59.30) представляет собой за-
дачу Штурма–Лиувилля, решение которой дано в примере 2.2
части III: спектр собственных значений определяетcя выраже-
нием

λ = λn = (πn)2, n = 1,∞, (59.31)

а ортонормированные собственные функции имеют вид

u(x) = un(x) =
√

2 sinnπx. (59.32)

Таким образом, характеристические числа и собственные функ-
ции интегрального уравнения (59.27) совпадают с собственны-
ми значениями и собственными функциями задачи Штурма–
Лиувилля (59.29), (59.30) и определяются формулами (59.31)
и (59.32).

Рассмотрим сумму

∞∑

n=1

un(x)un(y)

λn
=

2

π2

∞∑

n=1

sinnπx sinnπy

n2
=

=
1

π2

∞∑

n=1

cosnπ(x − y) + cosnπ(x+ y)

n2
,
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которую с использованием известного разложения

∞∑

k=1

cosnz

n2
=
π2

6
− πz

2
+
z2

4
, 0 6 z 6 2π,

можно записать в виде

∞∑

n=1

un(x)un(y)

λn
=

{
y(1− x), 0 < y < x;
x(1 − y), x < y < 1

или ∞∑

n=1

un(x)un(y)

λn
= K(x, y).

Таким образом, мы установили, что ряд

∞∑

n=1

un(x)un(y)

λn

сходится и его сумма равна ядру исходного интегрального урав-
нения (59.27). Поскольку все характеристические числа урав-
нения (59.27) положительны, полученный результат можно бы-
ло предсказать, исходя из теоремы Мерсера.

Отметим, что ряд

2

π2

∞∑

n=1

sinnπx sinnπy

n2
=

= K(x, y) =

{
y(1− x), 0 < y < x;

x(1 − y), x < y < 1
(59.33)

можно рассматривать либо как ряд Фурье ядра K(x, y) по ор-

тонормированной системе функций
√

2 sinnπx (y – параметр),
либо как ряд Фурье ядра K(x, y) по ортонормированной си-
стеме функций 2 sinnπx sin kπy (n, k = 1,∞), определенной на
квадрате 0 6 x 6 1, 0 6 y 6 1.

Пример 59.3. Найти характеристические числа и собствен-
ные функции интегрального уравнения

u(x)− λ
π∫

−π

K(x− y)u(y)dy = 0, (59.34)
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если ядро K(x−y) является четной функцией, которую можно
периодически продолжить на всю ось Ox так, что

K(x− y) = K(y − x). (59.35)

Решение. Рассмотрим интеграл

π∫

−π

K(x− y) cos ky dy,

который заменой переменной x − y = z с учетом четности
функции K(z) можно записать

π∫

−π

K(x− y) cos ky dy =

= −
x−π∫

x+π

K(x)
[
cos kx cos kz + sinkx sin kz

]
dz =

= cos kx

π∫

−π

K(z) coskz dz + sin kx

π∫

−π

K(z) sinkz dz =

= cos kx

π∫

−π

K(z) coskz dz = πCk cos kx, (59.36)

где обозначено

πCk =

π∫

−π

K(z) cos kz dz. (59.37)

Аналогично получаем

π∫

−π

K(x− y) sinky dy = πCk sin kx. (59.38)

Возвратившись к уравнению (59.33) и сравнив его с (59.36),
(59.38), заключаем, что уравнение (59.33) имеет характеристи-
ческие числа

λk =
1

πCk
, k = 0,∞, (59.39)
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которым соответствует ортонормированная система собствен-
ных функций для n = 1,∞

u0(x) =
1√
2π
, u(1)

n (x) =
cosnx√

π
, u(2)

n (x) =
sinnx√

π
. (59.40)

Характеристические числа определены формулой (59.39) в
предположении, что Ck отличны от нуля. Характеристическое
число

λ0 =
1

π

π∫

−π

K(z)dz

имеет ранг, равный единице, все остальные λn имеют ранг,
равный двум (см. пример 2.8 части III).

Система (59.40) замкнута и, следовательно, исчерпывает
всю систему собственных функций ядра K(x − y) уравнения
(59.33). Разложение ядра K(x − y) по системе собственных
функций (59.40), согласно (59.23), имеет вид

K(x− y) =

∞∑

n=0

un(x)un(y)

λn
=

=
C0

2
+

∞∑

k=1

Ck(cos kx cos ky + sin kx sin ky) =

=
C0

2
+

∞∑

k=1

Ck cos k(x− y) (59.41)

и представляет собой ряд Фурье. Нельзя утверждать, что в об-
щем случае ряд (59.41) сходится, однако если, начиная с неко-
торого k, все Ck > 0 (или Ck < 0), то ряд (59.41) сходится к
ядру K(x − y) абсолютно и равномерно в силу теоремы Мер-
сера.

Пример 59.4. Найти характеристические числа и собствен-
ные функции интегрального уравнения Фредгольма

u(x) = λ

π∫

−π

G(x, y, z)u(y) dy

с ядром (II.17.11) [см. также (26.3)]

G(x, y, z) =
1− z2

2π[1− 2z cos(x− y) + z2]
, |z| < 1. (59.42)
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Решение. Симметричное ядро (59.42) можно разложить в ряд
Тейлора по z

G(x, y, z) =
1

2π
+

1

π

∞∑

n=1

zn cos(x− y). (59.43)

Так как | cos(x − y)| 6 1, то при |z| < 1 ряд (59.43) сходится
абсолютно и равномерно. Следовательно, его можно почленно
интегрировать:

π∫

−π

G(x, y, z)dy = 1,

π∫

−π

G(x, y, z) cosny dy = zn cosnx,

π∫

−π

G(x, y, z) sinny dy = zn sinnx.

Таким образом, получим характеристические числа

λ0 = 1, λ2n−1 = λ2n =
1

zn
, n = 1,∞,

которым соответствуют ортонормированные собственные
функции

u0(x) =
1√
2π
, u2n−1(x) =

1√
π

cosnx,

u2n(x) =
1√
π

sinnx, n = 1,∞.

Пример 59.5. Найти характеристические числа и собственные
функции интегрального уравнения Фредгольма

v(x)− λ
∞Z

−∞

σu(x, y, z)v(y) dy = 0,

где ядро σu(x, y, z) определяется выражением (25.5)

σu(x, y, z) =
1p

π(1− z2)
exp

h4xyz − (1 + z2)(x2 + y2)

2(1− z2)

i
. (59.44)
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Решение. С помощью соотношений (25.1) и (25.5) найдем

∞Z

−∞

σu(x, y, z)un(y) dy =

=
1p

2nn!
√
π(1− z2)

exp
h
−x

2(1 + z2)

2(1− z2)

i
×

×
∞Z

−∞

exp
“2xyz − y2

1− z2

”
Hn(y)dy,

где un(x) – функция Эрмита, а Hn(x) – полином Эрмита. Послед-
ний интеграл легко вычисляется с учетом формулы (III.24.5), что
немедленно приводит к выражению (59.45). Таким образом,

∞Z

−∞

σu(x, y, z)un(y) dy = znun(x). (59.45)

Следовательно, характеристические числа и отвечающие им орто-
нормированные собственные функции имеют вид

λn =
1

zn
, vn(x) = un(x).

Пример 59.6. Найти характеристические числа и собственные
функции уравнений:

а) u(x) = λ

∞Z

0

Kα(x, y, z)u(y)dy, (59.46)

б) u(x) = λ

∞Z

0

Rα(x, y, z)u(y)dy, (59.47)

где ядра Kα(x, y, z) и Rα(x, y, z) определяются соотношениями

Kα(x, y, z) =
z−α/2

1− z exp
“z + 1

z − 1

x+ y

2

”
Iα

“√xyz
1− z

”
, (59.48)

Rα(x, y, z) =
z−α/2

1 + z
exp

“z − 1

z + 1

x+ y

2

”
Jα

“√xyz
1 + z

”
. (59.49)

Здесь α, z – комплексные параметры, причем Reα > −1; Jα(x) –
функция Бесселя первого рода, а Iα(x) – модифицированная функ-
ция Бесселя первого рода.
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Решение. 1. Легко заметить, что

Rα(x, y, z) = Kα(x, y,−z) (59.50)

и ядра Kα(x, y, z) и Rα(x, y, z) симметричны по переменным x и y.
2. Положим в формуле (36.19)

a =
1

2

1 + z

1− z , b =
zx

(1− z)2

и умножим правую и левую части (36.19) на

z−1/2

1− z exp
“z + 1

z − 1

x

2

”
.

Тогда (36.19) запишется с учетом (59.48) в виде

∞Z

0

Kα(x, y, z)Iα+n,n(y)dy = (z)nIα+n,n(x), (59.51)

а область a > 1/2 переходит в область

|2z − 1| < 1. (59.52)

Здесь Iα,β(x) – функция Лагерра.
Положив в формуле (36.22)

a =
1

2

1− z
1 + z

, b =
zx

(1 + z)2
, Rea >

1

2
→ |2z + 1| < 1

и умножив обе части равенства (36.22) на

z−1/2

1 + z
exp

“z − 1

z + 1

x

2

”
,

с учетом (59.49) получим

∞Z

0

Rα(x, y, z)Iα+n,n(y)dy = (zeiπ)nIα+n,n(x). (59.53)

Равенства (59.51) и (59.53) доказывают, что при произвольных n и
условии (59.52) функция un(x) = Iα+n,n(x) есть собственная функ-
ция задачи а) с собственным значением λn = zn, а при

|2z + 1| < 1 (59.54)
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она является собственной функцией задачи б) с собственным значе-
нием λn = (−z)n. Если число n – целое неотрицательное, то область
допустимых значений z задачи а) есть

Re z < 1, (59.55)

а задачи б)
Re z > −1. (59.56)

Область (59.52) есть внутренняя часть круга единичного диа-
метра, причем окружность проходит через точки z = 0, z = 1.
Область (59.54) – внутренняя часть круга единичного диаметра с
границей, проходящей через точки z = 0, z = −1. Таким образом,
области (59.52) и (59.54) не пересекаются, тогда как области (59.55)
и (59.56) имеют непустое пересечение

−1 < Re z < 1. (59.57)

Для целых неотрицательных n область Rea > −1/2 переходит
в область (59.55) для (59.51) и в область (59.56) для (59.53).

Для ядерKα(x, y, z) иRα(x, y, z) справедливы разложения (35.33)
и (35.34), что вытекает из теоремы 59.3.

59.3. Уравнения с симметричным
нагруженным ядром

Рассмотренный выше класс уравнений можно расширить
уравнениями вида

u(x)− λ
b∫

a

K(x, y)ρ(y)u(y)dy = 0, (59.58)

которые называются уравнениями с симметричным нагружен-
ным ядром (или симметричным ядром с нагрузкой ρ(y)) и про-
стым преобразованием приводятся к интегральным уравнени-
ям с симметричным ядром (59.1). Действительно, введя вместо

u(x) функцию v(x) = u(x)
√
ρ(x), приходим к интегральному

уравнению

v(x) − λ
b∫

a

K(x, y)
√
ρ(x)ρ(y)v(y) dy = 0 (59.59)

с симметричным ядром

L(x, y) = K(x, y)
√
ρ(x)ρ(y). (59.60)
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Очевидно, что если {vn(x)} (n = 1,∞) – ортонормирован-
ная система функций ядра L(x, y), то {un(x)} – ортонормиро-
ванная система собственных функций ядра K(x, y)ρ(x) с весом
ρ(x), т.е.

b∫

a

un(x)uk(x)ρ(x)dx = δnk.

Пример 59.7. Найти характеристические числа и собствен-
ные функции интегрального уравнения Фредгольма

w(x) − λ
∞∫

−∞

K(x, y, z)w(y) dy = 0,

где ядро K(x, y, z) определяется выражением (25.5)

K(x, y, z) =
1√

π(1− z2)
exp
[2xyz − z2x2 − y2

1− z2

]
. (59.61)

Решение. Нетрудно заметить, что уравнение Фредгольма с
ядром (59.61) является интегральным уравнением с симмет-

ричным нагруженным ядром и весом ρ(x) = e−x
2/2. Введем

вместо w(x) функцию

v(x) = e−x
2/2w(x).

Тогда

K(x, y, z)ex
2/2e−y

2/2 = σu(x, y, z),

где σu(x, y, z) определяется соотношением (59.44). Задача на
собственные функции для уравнения Фредгольма с симмет-
ричным ядром σu(x, y, z) решена в примере 59.5, с учетом ре-
зультатов которого для характеристических чисел и отвечаю-
щих им ортонормированных собственных функций получим

λn =
1

zn
, wn(x) =

1√
2nn!
√
π
Hn(x),

где Hn(x) – полином Эрмита.
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60. Теорема Гильберта–Шмидта
и ее следствия

В предыдущем разделе было показано, что интегральные
уравнения с симметричным ядром обладают ортогональной
системой собственных функций. В связи с этим возникает во-
прос о возможности использования этой системы для нахожде-
ния решения уравнения Фредгольма (54.3). Чтобы ответить
на этот вопрос, рассмотрим последовательность непрерывных
симметричных ядер

kn(x, y) = K(x, y)−
n∑

k=1

uk(x)uk(y)

λk
, n = 1,∞, (60.1)

где uk(x) – ортонормированная система собственных функций
ядра K(x, y) с характеристическими числами λk. Покажем,
что для них справедлива

Теорема 60.1. Для симметричного непрерывного ядра (60.1)
интегрального уравнения

u(x)− λ
b∫

a

kn(x, y)u(y)dy = 0 (60.2)

ортонормированная система функций

un+1(x), un+2(x), . . . (60.3)

и характеристические числа

λn+1(x), λn+2(x), . . . (60.4)

представляют собой все его собственные функции и характе-
ристические числа, причем

1

λ2
n+1

= max

∥∥∥∥

b∫

a

kn(x, y)u(y)dy

∥∥∥∥. (60.5)

Доказательство. Поскольку un(x) – ортонормированная си-
стема собственных функций и λn – отвечающие им характе-
ристические числа ядра K(x, y), то, умножив (60.1) на um(y)
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и проинтегрировав, получим

b∫

a

kn(x, y)um(y)dy =

=

b∫

a

K(x, y)um(y)dy −
n∑

k=1

b∫

a

uk(x)uk(y)

λk
um(y)dy. (60.6)

Тогда

b∫

a

kn(x, y)um(y)dy =
1

λm
um(x)−

n∑

k=1

uk(x)

λk
δkm,

откуда

b∫

a

kn(x, y)um(y)dy =

{
0, m 6 n;

um(x)/λm, m > n+ 1.
(60.7)

Если ядроK(x, y) имеет конечное число собственных функ-
ций (60.3), то выражение (60.7) доказывает первую часть тео-
ремы. Если же ядро K(x, y) имеет бесконечное множество соб-
ственных функций, то следует показать, что (60.3) представ-
ляет собой полную систему собственных функций ядра kn(x, y).

Пусть u(x) – некоторая собственная функция уравнения
(60.2) с характеристическим числом λ. Тогда, умножив (60.2)
на um(x) (m 6 n) и проинтегрировав, найдем

b∫

a

u(x)um(x)dx = 0, m 6 n. (60.8)

С другой стороны, подставив (60.1) в (60.2), получим уравне-
ние

u(x)− λ
b∫

a

K(x, y)u(y)dy = 0. (60.9)

Формулы (60.8) и (60.9) позволяют утверждать, что u(x)
является собственной функцией не только ядра kn(x, y), но
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и ядра K(x, y), причем ортогональной всем функциям um(x)
для m 6 n. Таким образом, функция u(x) является одной из
функций полной системы (60.3) с характеристическим числом
из (60.4), что и доказывает первую часть теоремы.

Для доказательства (60.5) положим решение u(x) равным
un+1(x) с минимальным характеристическим числом λn+1.
Тогда, согласно (60.7),

un+1(x)

λn+1
=

b∫

a

kn(x, y)un+1(y)dy

и, следовательно,

‖un+1(x)‖
λ2
n+1

=
1

λ2
n+1

=

∥∥∥∥

b∫

a

kn(x, y)un+1(y)dy

∥∥∥∥. (60.10)

Приняв во внимание, что последовательности (60.4) соответ-
ствует убывающая последовательность

1

λ2
n+1

>
1

λ2
n+2

> . . . ,

видим, что из (60.10) следует (60.5).

Следствие 60.1.1. Справедливо соотношение

lim
n→∞

∥∥∥∥

b∫

a

kn(x, y)u(y)dy

∥∥∥∥ =

= lim
n→∞

∥∥∥∥

b∫

a

[
K(x, y)−

n∑

k=1

uk(x)uk(y)

λk

]
u(y)dy

∥∥∥∥ = 0. (60.11)

Доказательство непосредственно следует из соотношения
(60.10) и условия

lim
n→∞

λn =∞.

♦ Формулы (60.11) можно рассматривать как некоторую
оценку ядра kn(x, y) и, следовательно, ядра K(x, y) в отсут-
ствие равномерной сходимости ряда

∞∑

k=1

uk(x)uk(y)

λk
. (60.12)



854 Глава 9. Интегральные уравнения

Если ряд (60.12) сходится равномерно, то

K(x, y) =

∞∑

k=1

uk(x)uk(y)

λk

в полном соответствии с формулировкой теоремы (59.3), тре-
бующей равномерной сходимости (60.12).

Для формулировки теоремы Гильберта–Шмидта введем од-
но весьма важное понятие.

� Непрерывную функцию f(x) будем называть истокооб-
разно представимой через ядро K(x, y), если для нее суще-
ствует непрерывная на [a, b] функция h(x) такая, что

f(x) =

b∫

a

K(x, y)h(y)dy. (60.13)

Теорема 60.2 (Гильберта–Шмидта). Если функция f(x)
истокообразно представима через симметричное ядроK(x, y),
то ее ряд Фурье по ортонормированной системе собственных
функций un(x, y) ядра K(x, y) сходится абсолютно и равно-
мерно на [a, b] к этой функции:

f(x) =

∞∑

k=1

fkuk(x) =

∞∑

k=1

hk
λk
uk(x), (60.14)

где

fk =

b∫

a

f(x)uk(x)dx, hk =

b∫

a

h(x)uk(x)dx. (60.15)

Доказательство. Преобразуем выражение для коэффициен-
тов Фурье fk функции f(x), определяемое (60.15), с учетом
(60.13) и симметрии ядра K(x, y), тогда

fk =

b∫

a

f(x)uk(x)dx =

b∫

a

b∫

a

K(x, y)h(y)uk(x)dy dx =

=
1

λk

b∫

a

h(y)uk(y)dy =
hk
λk
. (60.16)
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Если ядро K(x, y) вырождено, то оно имеет конечное коли-
чество собственных чисел и для него справедливо представле-
ние

K(x, y) =

n∑

k=1

uk(x)uk(y)

λk
.

Подставив это представление в (60.13), получим

f(x) =

b∫

a

n∑

k=1

uk(x)uk(y)

λk
h(y)dy =

n∑

k=1

hk
λk
uk(x), (60.17)

что и доказывает справедливость соотношения (60.14).
Пусть теперь ядро K(x, y) имеет бесконечное множество

собственных чисел. Воспользуемся неравенством Бесселя для
функций h(x), K(x, y):

∞∑

k=1

h2
k 6

b∫

a

h2(x)dx, (60.18)

∞∑

k=1

u2
k(x)

λ2
k

6

b∫

a

K2(x, y)dy. (60.19)

Напомним, что неравенство (60.19) вытекает из равенства

uk(x)

λk
=

b∫

a

K(x, y)uk(y)dy,

для которого величины uk(x)/λk являются коэффициентами
ряда Фурье ядра K(x, y) как функции аргумента y.

В свою очередь, из неравенства Коши–Буняковского

m+l∑

k=m

∣∣∣hk
uk(x)

λk

∣∣∣ 6

√√√√
m+l∑

k=m

h2
k

√√√√
m+l∑

k=m

[uk(x)
λk

]2
,

во-первых, и из неравенства (60.19), во-вторых, следует, что

m+l∑

k=m

[uk(x)
λk

]2
6

∞∑

k=m

[uk(x)
λk

]2
6

b∫

a

K2(x, y)dy = K2(b − a),
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где
K = max

a6x, y6b
|K(x, y)|.

Таким образом,

m+l∑

k=m

[hk
λk
uk(x)

]2
6

√√√√
m+l∑

k=m

h2
kK
√
b − a. (60.20)

Сумма, стоящая в правой части (60.20), не зависит от x
и стремится к нулю при m → ∞ и любом l, поскольку ряд
(60.18) из величин h2

k сходится. Но это и означает, что ряд
(60.14) сходится на [a, b] абсолютно и равномерно.

Остается показать, что сумма этого ряда равна именно
f(x). Для этого разность

f(x)−
n∑

k=1

hk
λk
uk(x)

с учетом (60.13) и (60.15) представим в виде

f(x)−
n∑

k=1

hk
λk
uk(x) =

b∫

a

K(x, y)h(y)dy−
n∑

k=1

b∫

a

uk(x)uk(y)

λk
h(y)dy

или

f(x) −
n∑

k=1

fkuk(x) =

b∫

a

[
K(x, y)−

−
n∑

k=1

uk(x)uk(y)

λk

]
h(y)dy =

b∫

a

kn(x, y)h(y)dy. (60.21)

Поскольку

∥∥∥∥f(x)−
n∑

k=1

fkuk(x)

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥

b∫

a

kn(x, y)h(y)dy

∥∥∥∥,

то из соотношения (60.11) и равномерной сходимости ряда
(60.14) вытекает

f(x)−
n∑

k=1

fkuk(x) = 0,
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откуда и следует, что сумма ряда (60.14) совпадает с функцией
f(x). Теорема доказана.

Теорема Гильберта–Шмидта имеет ряд важных следствий.

Следствие 60.2.1. Для итерированных ядер Kn(x, y) спра-
ведливо разложение в равномерно сходящийся в квадрате
[a, b]× [a, b] ряд Фурье

Kn(x, y) =

∞∑

k=1

uk(x)uk(y)

λnk
, n = 2,∞. (60.22)

Доказательство. Действительно, согласно определению
(60.13), функция K2(x, y) истокообразно представима через
ядро K(x, y), а коэффициенты Фурье функции K(x, y) равны
uk(x)/λk. Тогда в силу теоремы Гильберта–Шмидта соотноше-
ние (60.22) справедливо при n = 2. Методом математической
индукции можно убедиться в справедливости этого соотноше-
ния для произвольного n.

Следствие 60.2.2. Для итерированных ядер Kn(x, y) спра-
ведливо соотношение

b∫

a

Kn(x, x)dx =

∞∑

k=1

1

λnk
, n = 2,∞. (60.23)

Доказательство. Действительно, формула (60.23) вытекает
из (60.22), если в ней положить x = y, а затем проинтегриро-
вать по x на отрезке [a, b].

Следствие 60.2.3. Для резольвенты R(x, y, λ) справедливо
представление

R(x, y, λ) = K(x, y) + λ

∞∑

k=1

uk(x)uk(y)

λk(λk − λ)
. (60.24)

Ряд (60.24) при любых λ 6= λk сходится абсолютно и равно-
мерно в квадрате [a, b]× [a, b].

Доказательство. Формула (60.24) получается подстановкой
(60.22) в ряд Неймана (57.10). Из формулы (60.24) следует, что
характеристические числа λk являются простыми полюсами
резольвенты R(x, y, λ).
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Следствие 60.2.4. Резольвента R(x, y, λ) может быть разло-
жена в ряд Фурье

R(x, y, λ) =
∞∑

k=1

uk(x)uk(y)

λk − λ
. (60.25)

Доказательство. Ряд (60.25) естественным образом вытека-
ет из разложения (60.24), если для ядраK(x, y) воспользовать-
ся разложением (59.23). Действительно,

R(x, y, λ) =

∞∑

k=1

uk(x)uk(y)

λk
+ λ

∞∑

k=1

uk(x)uk(y)

λk(λk − λ)
=

∞∑

k=1

uk(x)uk(y)

λk − λ
.

В разд. «Задача Штурма–Лиувилля» мы без доказатель-
ства сформулировали теорему разложения Стеклова в виде од-
ного из свойств системы собственных функций задачи Штурма–
Лиувилля. Теорема Гильберта–Шмидта позволяет достаточ-
но просто провести доказательство этой теоремы. Напомним
предварительно ее формулировку.

Теорема 60.3 (Стеклова В.А.). Если функция f(x) дважды
непрерывно дифференцируема на ]a, b[ и удовлетворяет усло-
виям

α1f(a) + β1f
′(a) = α2f(b) + β2f

′(b) = 0, α2
k + β2

k 6= 0,

то она разлагается в абсолютно и равномерно сходящийся на
]a, b[ ряд Фурье

f(x) =

∞∑

k=1

fkuk(x), fk =

b∫

a

f(x)ρ(x)uk(x)dx (60.26)

по ортонормированной системе собственных функций задачи
Штурма–Лиувилля

d

dx

[
p(x)

du(x)

dx

]
− q(x)u(x) + λρ(x)u(x) = 0; (60.27)

α1u(a) + β1u
′(a) = α2u(b) + β2u

′(b).

Доказательство проведем в предположении, что β1 = β2 = 0,
т.е. при условии

f(a) = f(b) = 0, u(a) = u(b) = 0.



60. Теорема Гильберта–Шмидта и ее следствия 859

В этом случае соответствующая (60.27) краевая задача

d

dx

[
p(x)

du(x)

dx

]
− q(x)u(x) = F (x), u(a) = u(b) = 0

имеет решение в виде (см. разд. «Функция Грина краевой за-
дачи» части II)

u(x) =

b∫

a

G(x, y)F (y)dy,

где G(x, y) – симметричная по аргументам функция Грина
этой краевой задачи. Таким образом, задача Штурма–Лиу-
вилля (60.27) эквивалентна интегральному уравнению с на-
груженным ядром

u(x) = −λ
b∫

a

G(x, y)ρ(y)u(y)dy

[роль неоднородности F (x) играет произведение −λρ(x)u(x)]
или уравнению с симметричным ядром

v(x) = −λ
b∫

a

G(x, y)
√
ρ(x)ρ(y)v(y), (60.28)

где

v(x) = u(x)
√
ρ(x). (60.29)

Так как f(x) дважды непрерывно дифференцируема, то суще-
ствует некоторая непрерывная функция h(x) такая, что

d

dx

[
p(x)

df(x)

dx

]
− q(x)f(x) + h(x) = 0. (60.30)

В силу (60.30) с учетом условия f(a) = f(b) = 0 имеем

f(x) = −
b∫

a

G(x, y)h(y)dy,
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т.е. f(x), а следовательно, и f(x)
√
ρ(x) истокообразно пред-

ставимы через ядро G(x, y), так как

f(x)
√
ρ(x) = −

b∫

a

G(x, y)
√
ρ(x)ρ(y)

h(y)√
ρ(y)

dy. (60.31)

С учетом (60.28) и (60.31) и теоремы Гильберта–Шмидта мож-
но записать

f(x)
√
ρ(x) =

∞∑

k=1

fkvk(x),

fk =

b∫

a

√
ρ(x)f(x)vk(x)dx,

(60.32)

где vk(x) – система собственных ортонормированных функций

симметричного ядра G(x, y)
√
ρ(x)ρ(y). Возвратившись к зада-

че (60.27), формулы (60.32) с учетом (60.29) можно записать
в виде

f(x) =
∞∑

k=1

fkuk(x), fk =

b∫

a

ρ(x)f(x)uk(x)dx,

где uk = vk(x)/
√
ρ(x) – система собственных ортонормирован-

ных функций нагруженного ядра G(x, y)ρ(x) и, следователь-
но, ортонормированная система собственных функций задачи
Штурма–Лиувилля (60.27). Таким образом, теорема доказана.

61. Неоднородное уравнение Фредгольма

61.1. Уравнение Фредгольма с симметричным ядром

Воспользуемся теоремой Гильберта–Шмидта и следстви-
ями из нее, чтобы найти решения неоднородных уравнений
Фредгольма второго рода с симметричным ядром K(x, y), т.е.

u(x)− λ
b∫

a

K(x, y)u(y)dy = f(x). (61.1)
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Как уже отмечалось ранее, его решение можно записать через
резольвенту R(x, y, λ) (54.7):

u(x) = f(x) + λ

b∫

a

R(x, y, λ)f(y)dy. (61.2)

В свою очередь, система собственных функций uk(x) однород-
ного уравнения, соответствующего уравнению (61.1), дает воз-
можность найти резольвенту R(x, y, λ) в виде (60.25).

Подставив (60.25) в (61.2), находим

u(x) = f(x) + λ

b∫

a

∞∑

k=1

uk(x)uk(y)

λk − λ
f(y)dy. (61.3)

Если воспользоваться введенным ранее обозначением

fk =

b∫

a

f(y)uk(y)dy, (61.4)

то (61.3) можно записать

u(x) = f(x) + λ
∞∑

k=1

uk(x)fk
λk − λ

. (61.5)

Решение (61.5) является единственным и непрерывным в
силу теоремы Гильберта–Шмидта и следствий из нее при усло-
вии, что значение параметра λ не совпадает ни с одним из
характеристических чисел λk. Если же значение параметра λ
совпадает с одним из характеристических чисел, например λn,
то решение уравнения (61.1) в общем случае не существует.
Однако, как и при решении краевых задач для обыкновен-
ных дифференциальных уравнений с параметром (а ранее в
линейной алгебре), существует возможность найти семейство
решений, если функция f(x) ортогональна собственной функ-
ции un(x), соответствующей характеристическому числу λn,
т.е.

fn =

b∫

a

f(y)un(y)dy = 0. (61.6)



862 Глава 9. Интегральные уравнения

Тогда решение уравнения (61.1) имеет вид

u(x) = f(x) + λn

∞∑

k=1
k 6=n

uk(x)fk
λk − λn

+ Cun(x), (61.7)

где C – произвольная постоянная.
Сказанное выше легко обобщается на случай характери-

стического числа ранга r. Ранее отмечалось, что если ранг ха-
рактеристического числа λn равен r, то в системе характери-
стических чисел оно фигурирует ровно r раз как λn, λn+1, . . . ,
λn+r−1. Хотя λn = λn+1 = · · · = λn+r−1, соответствующие соб-
ственные функции, имеющие те же номера, т.е. un(x),un+1(x),
. . . , un+r−1(x), различны и линейно независимы. Поэтому для
существования решения функция f(x) должна быть ортого-
нальна одновременно всем этим функциям, т.е.

fn+j =

b∫

a

f(y)un+j(y)dy = 0, j = 0, r − 1. (61.8)

Тогда решение уравнения (61.1) имеет вид

u(x) = f(x) + λn

n−1∑

k=1

uk(x)fk
λk − λn

+

+

r−1∑

j=0

Cjun+j(x) + λn

∞∑

k=n+r

uk(x)fk
λk − λn

, (61.9)

где Cj – произвольные постоянные.
Наконец, если хотя бы одно из условий (61.8) не выполня-

ется, то уравнение (61.1) решения не имеет. Если же функция
f(x) ортогональна всем без исключения собственным функци-
ям uk(x), то решением уравнения (61.1) является сама функ-
ция f(x), т.е. u(x) = f(x).

Отметим, что для симметричных вырожденных ядер при-
веденные выше формулы остаются справедливыми, если ряды
заменить конечными суммами (из-за конечного количества ха-
рактеристических чисел).

Подводя итог, коротко сформулируем основные из полу-
ченных результатов в следующем утверждении.

Утверждение 61.1. Если для интегрального уравнения
(61.1) с ядром, имеющим ортонормированную систему соб-
ственных функций uk(x) с характеристическими числами λk:
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а) λ 6= λk для любого k, то решение этого уравнения суще-
ствует, единственно и представляется формулой (61.5);

б) λ = λn для k = n, а функция f(x) ортогональна всем соб-
ственным функциям, соответствующим характеристи-
ческому числу λn, то его решение существует, не явля-
ется единственным и представляется формулой (61.9);

в) λ = λn для k = n, а функция f(x) не ортогональна хотя
бы одной собственной функции, соответствующей харак-
теристическому числу λn, то решение уравнения (61.1) не
существует.

Пример 61.1. Решить уравнение

u(x)− λ
1∫

0

K(x, y)u(y)dy = 1 (61.10)

с симметричным ядром

K(x, y) =

{
y(1− x), 0 < y < x;

x(1 − y), x < y < 1,
(61.11)

если а) λ 6= n2π2, n = 1,∞; б) λ = 4π2; в) λ = π2.

Решение. С учетом результатов примера 59.2 ортонормиро-
ванную систему собственных функций ядра (61.11) можно за-
писать в виде

un(x) =
√

2 sinπnx, n = 1,∞, (61.12)

с характеристическими числами

λn = n2π2, n = 1,∞. (61.13)

Разложим правую часть уравнения (61.10) в ряд Фурье по
ортогональной системе функций (61.12). Для коэффициентов
Фурье получим

fn =

1∫

0

1 ·
√

2 sinπnxdx = −
√

2

πn
(cosπn− 1) =

=






0, n = 2k;
2
√

2

π(2k − 1)
, n = 2k − 1,

k = 1,∞. (61.14)
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С помощью (61.14) и в силу (61.5) находим решение уравнения
(61.10)

u(x) = 1 +
4λ

π

∞∑

k=1

sinπ(2k − 1)x

(2k − 1)[(2k − 1)2π2 − λ] . (61.15)

Решение (61.15) является единственным в случае а) при λ 6=
n2π2, n = 1,∞. В случае б), т.е. когда λ = 4π2, решение урав-
нения существует, так как функция f(x) = 1 ортогональна

собственной функции u2(x) =
√

2 sin 2πx:

1∫

0

1 ·
√

2 sin 2πxdx = 0. (61.16)

Однако оно становится не единственным, поскольку решение
(61.15) можно дополнить функцией C sin 2πx, являющейся соб-
ственной функцией, соответствующей характеристическому
числу λ2 = 4π2. Таким образом, при λ = 4π2 решение зада-
чи имеет вид

u(x) = 1 + C sin 2πx+
4

π

∞∑

k=1

sinπ(2k − 1)x

(2k − 1)[(k − 1/2)2 − 1]
, (61.17)

где C – произвольная постоянная.
Наконец, в случае в): λ = π2, уравнение не имеет реше-

ний, поскольку функция f(x) = 1 не ортогональна собствен-

ной функции u1(x) =
√

2 sinπx, т.е.

1∫

0

1 ·
√

2 sinπxdx =
2
√

2

π
6= 0. (61.18)

Заметим, что условия (61.16) и (61.18) очевидным образом вы-
текают из (61.14).

Пример 61.2. Решить уравнение

u(x)− λ
π∫

0

sin(x+ y)u(y)dy = sinx− cosx. (61.19)
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Решение. Уравнение (61.19) – интегральное уравнение Фред-
гольма с симметричным вырожденным ядром

K(x, y) = sinx cos y + cosx sin y. (61.20)

Воспользуемся обозначениями, принятыми в предыдущих раз-
делах. Тогда

a1(x) = sinx, b1(y) = cos y,

a2(x) = cosx, b2(y) = sin y,
(61.21)

и соответственно

α11 =

π∫

0

sinx cosxdx = 0, α12 =

π∫

0

cos2 xdx =
π

2
,

α21 =

π∫

0

sin2 xdx =
π

2
, α22 =

π∫

0

cosx sinxdx = 0.

(61.22)

Таким образом, система (59.4) для нахождения собственных
функций

u(x) = λ[C1a1(x) + C2a2(x)]

ядра (61.20) имеет вид

C1 −
λπ

2
C2 = 0, −λπ

2
C1 + C2 = 0. (61.23)

Поскольку определитель ∆(λ) системы (61.23) равен

∆(λ) = 1−
(λπ

2

)2

,

то характеристические числа находятся из уравнения

1−
(λπ

2

)2

= 0.

Отсюда

λ1 =
2

π
, λ2 = − 2

π
и соответственно

u1 = N1(sinx+ cosx), u2 = N2(sinx− cosx), (61.24)
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где N1, N2 – произвольные постоянные. Нормировка собствен-
ных функций (61.24) дает ортонормированную систему

u1(x) =
1√
π

(sinx+ cosx), u2(x) =
1√
π

(sinx− cosx). (61.25)

С помощью (61.25) найдем f1 и f2:

f1 =

π∫

0

(sinx− cosx)u1(x)dx =

=
1√
π

π∫

0

(sinx− cosx)(sin x+ cosx)dx = 0,

f2 =

π∫

0

(sinx− cosx)u2(x)dx =

=
1√
π

π∫

0

(sinx− cosx)(sin x− cosx)dx =
√
π,

откуда в силу (61.5) можем записать

u(x) = sinx− cosx+ λ
sinx− cosx

λ2 − λ
=

sinx− cosx

1 + λπ/2
. (61.26)

Исследуем решение (61.26) для различных значений пара-
метра λ. При λ 6= ±2/π выражение (61.26) является единствен-
ным решением уравнения (61.19). При λ = λ1 = π/2 решение
(61.26) становится не единственным, так как к нему можно
добавить функцию

Cu1(x) =
C√
π

(sinx+ cosx),

являющуюся собственной функцией ядра (61.20) с характери-
стическим числом λ1 = π/2. Последнее оказывается возмож-
ным в силу ортогональности правой части уравнения (61.19)
с собственной функцией u1(x). Таким образом, в этом случае
решение уравнения имеет вид

u(x) =
sinx− cosx

2
+

C√
π

(sinx+ cosx),
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где C – произвольная постоянная.
Наконец, при λ = λ2 = −2/π уравнение (61.19) решения

не имеет, так как правая часть уравнения не ортогональна
функции

u2(x) =
1√
π

(sinx− cosx)

и знаменатель дроби обращается в нуль (f2 6= 0).

61.2. Уравнение Фредгольма с разностным ядром

Рассмотрим интегральное уравнение Фредгольма

u(x)− λ
∞∫

−∞

K(x− y)u(y)dy = f(x) (61.27)

с разностным ядром K(x, y) = K(x − y). Оно имеет важные
приложения и отличается от рассмотренных ранее бесконеч-
ным интервалом интегрирования. Решение этого уравнения
будем искать в классе непрерывных и ограниченных на веще-
ственной оси (] −∞,∞[) функций u(x). Можно показать, что
в этом случае функции f(x) и K(x) должны быть непрерыв-
ными и абсолютно интегрируемыми, причем решение будет
единственным, если

|λ|
∞∫

−∞

|K(x)|dx < 1. (61.28)

Обозначим через f̄(ω), K̄(ω), ū(ω) фурье-образы функций
f(x), K(x) и u(x) соответственно. Напомним, что функция

v(x) =

∞∫

−∞

K(x− y)u(y)dy

представляет собой свертку двух функций K(x) и u(x):

v(x) = K(x) ∗ u(x) =

∞∫

−∞

K(x− y)u(y)dy,
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так что ее фурье-образ является произведением фурье-образов
K̄(ω)ū(ω). Применим к уравнению (61.27) преобразование Фу-
рье. Тогда для фурье-образов f̄(ω), K̄(ω), ū(ω) получим урав-
нение

ū(ω)− λ
√

2πK̄(ω)ū(ω) = f̄(ω),

решение которого имеет вид

ū(ω) =
f̄(ω)

1− λ
√

2πK̄(ω)
. (61.29)

Если к выражению (61.29) применить обратное преобразова-
ние Фурье, получим решение уравнения (61.27)

u(x) =
1√
2π

∞∫

−∞

f̄(ω)

1− λ
√

2πK̄(ω)
eixωdω. (61.30)

Решение (61.30) можно записать в более привычной для ин-
тегральных уравнений форме с использованием резольвенты.
Для этого преобразуем соотношение (61.29) к виду

ū(ω) = f̄(ω) +
λ
√

2πK̄(ω)

1− λ
√

2πK̄(ω)
f̄(ω)

и подставим его в (61.30). В результате получим

u(x) = f(x) + λ

∞∫

−∞

K̄(ω)

1− λ
√

2πK̄(ω)
f̄(ω)eiωxdω. (61.31)

Выражение

R̄(ω, λ) =
K̄(ω)

1− λ
√

2πK̄(ω)
(61.32)

является фурье-образом резольвенты R(x, λ). Тогда (61.31)
можно записать в виде

u(x) = f(x) + λR(x, λ) ∗ f(x) =

= f(x) + λ

∞∫

−∞

R(x− y, λ)f(y)dy, (61.33)

где фурье-образ резольвенты R(x, λ) определяется выражени-
ем (61.32).
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Пример 61.3. Решить уравнение

u(x)− λ
∞∫

−∞

e−|x−y|u(y)dy = e−|x|. (61.34)

Решение. Определим значения параметра λ, для которых
уравнение (61.34) имеет единственное ограниченное решение.
Для этого воспользуемся условием (61.28)

|λ|
∞∫

−∞

e−|x|dx = 2|λ|
∞∫

0

e−xdx = 2|λ| < 1,

из которого следует |λ| < 1/2.
Поскольку ядро K(x) = e−|x| и правая часть f(x) = e−|x|

уравнения совпадают, то в данном случае удобнее восполь-
зоваться выражением (61.30). Действительно, так как фурье-
образы функций K(x) и f(x) равны

K̄(ω) = f̄(ω) =
1√
2π

∞∫

−∞

e−|x|e−iωxdx =

=
1√
2π

[ 0∫

−∞

ex−ixωdx+

∞∫

0

e−x−ixωdx

]
=

=
1√
2π

( 1

1− iω +
1

1 + iω

)
=

√
2

π

1

1 + ω2
,

то, согласно (61.29), имеем

ū(x) =

√
2

π

1

ω2 + 1− 2λ
.

Легко убедиться, что знаменатель этой дроби для |λ| < 1/2 ни
при каких вещественных значениях ω не обращается в нуль, и,
следовательно, возможно использование формулы обращения
(61.30):

u(x) =
1

π

∞∫

−∞

eixωdω

ω2 + 1− 2λ
=

1

π

∞∫

−∞

eixωdω

(ω + i
√

1− 2λ)(ω − i
√

1− 2λ)
.
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Полученный несобственный интеграл можно вычислить с по-
мощью вычетов (см. разд. «Приложение теории вычетов» ча-
сти I)

u(x) =





2i Res
ω=i

√
1−2λ

eixω

(ω + i
√

1− 2λ)(ω − i
√

1− 2λ)

−2i Res
ω=−i

√
1−2λ

eixω

(ω + i
√

1− 2λ)(ω − i
√

1− 2λ)

=

=





e−x
√

1−2λ

√
1− 2λ

, x > 0;

ex
√

1−2λ

√
1− 2λ

, x < 0,

откуда следует

u(x) =
e−|x|

√
1−2λ

√
1− 2λ

.

62. Уравнение Вольтерра второго рода

Во введении к этой главе мы отмечали, что уравнение Воль-
терра второго рода

u(x)− λ
x∫

a

K(x, y)u(y)dy = f(x) (62.1)

является частным случаем уравнения Фредгольма второго ро-
да, для которого ядро

K(x, y) = 0 (62.2)

при a 6 x < y 6 b.
Итак, обратимся к рассмотрению уравнения (62.1), пред-

положив, что K(x, y) и f(x) непрерывны для a 6 x < y 6 b.

Теорема 62.1. Уравнение (62.1) при любом параметре λ име-
ет единственное непрерывное решение, задаваемое формулой

u(x) = f(x) + λ

x∫

a

R(x, y, λ)f(y)dy, (62.3)
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где резольвента R(x, y, λ) определяется абсолютно и равно-
мерно сходящимся рядом

R(x, y, λ) =

∞∑

n=1

λn−1Kn(x, y) (62.4)

итерированных ядер

K1(x, y) = K(x, y),

Kn(x, y) =

x∫

y

K(x, z)Kn−1(z, y)dz, n = 2,∞. (62.5)

Доказательство этой теоремы во многом напоминает дока-
зательство теоремы 57.1, но имеет при этом, как мы увидим,
некоторую особенность. Будем искать решение уравнения (62.1)
в виде, аналогичном (57.2), т.е.

u(x) =

∞∑

n=0

λnϕn(x). (62.6)

Подставим (62.6) в (62.1):

∞∑

n=0

λnϕn(x) − λ
∞∑

n=0

λn
x∫

a

K(x, y)ϕn(y)dy = f(x).

В полученном уравнении перегруппируем слагаемые

ϕ0(x) +

∞∑

n=0

λn
[
ϕn(x)−

x∫

a

K(x, y)ϕn−1(y)dy

]
= f(x)

и приравняем коэффициенты при одинаковых степенях λ:

ϕ0(x) = f(x);

ϕn(x) =

x∫

a

K(x, y)ϕn−1(y)dy, n = 1,∞.

Для K(x, y) и f(x) справедливы оценки

|K(x, y)| 6 A, a 6 y 6 x 6 b;

|f(x)| 6 B, a 6 x 6 b.
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В результате можно получить оценки для функций ϕn(x). Дей-
ствительно,

|ϕ0(x)| 6 B;

|ϕ1(x)| 6
x∫

a

|K(x, y)||ϕ0(y)|dy 6 AB(x − a);

|ϕ2(x)| 6
x∫

a

|K(x, y)||ϕ1(y)|dy 6 AB2

x∫

a

(x− a)dx =

= AB2 (x− a)2
2!

; (62.7)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ;

|ϕn(x)| 6
x∫

a

|K(x, y)||ϕn−1(y)|dy 6 A
[B(x− a)]n

n!
.

Таким образом, на отрезке [a, b] ряд (62.6) мажорируется схо-
дящимся при любых λ числовым рядом

A
∞∑

n=0

[|λ|B(b − a)]n
n!

= Ae|λ|B(b−a).

В этом и состоит основное отличие доказываемой теоремы от
теоремы 57.1. Введение итерированных ядер для (62.5), ре-
зольвенты (62.4) и представление решения (62.6) в виде (62.3)
проводится с учетом (62.7) точно так же, как это делалось в
разд. 57. В результате убеждаемся в справедливости сделан-
ного утверждения.

Следствие 62.1.1. Однородное уравнение Вольтерра

u(x)− λ
x∫

a

K(x, y)u(y)dy = 0 (62.8)

не имеет характеристических чисел и вследствие этого имеет
только тривиальное решение u(x) ≡ 0.

Это утверждение естественным образом вытекает из абсо-
лютной и равномерной сходимости ряда (62.4) при любых λ,
означающей, что резольвента R(x, y, λ) есть целая функция. В
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справедливости этого можно убедиться также, воспользовав-
шись выражением (56.9) для определителя Фредгольма D(λ).
Учет (62.2) в (56.9) приводит к следующему выражению для
D(λ):

D(λ) =

∞∑

n=0

(−1)n

n!
(λA1)

n, A1 =

x∫

a

K(x, x)dx

или
D(λ) = e−λA1 , (62.9)

означающему, что определитель Фредгольма ни при каких ве-
щественных λ не имеет нулей, т.е. характеристических чисел.

♦ В силу этого параметр λ при записи уравнения Вольтерра
иногда опускают (полагают λ = 1).

♦ РезольвентаR(x, y, λ) удовлетворяет интегральному урав-
нению

R(x, y, λ)− λ
x∫

y

K(x, z)R(z, y, λ)dz = K(x, y), (62.10)

которое вытекает из (62.1) и (62.3). Решение уравнения (62.10)
представляет собой более сложную задачу по сравнению с ре-
шением исходного уравнения (62.1), однако оно оказывается
полезным при качественном анализе задач, различного рода
эквивалентных и упрощающих преобразованиях (как, впро-
чем, и в случае уравнения Фредгольма) и для обоснования
асимптотических оценок.

♦ Отсутствие характеристических чисел для уравнений
Вольтерра (62.8) не случайно и обусловлено их связью с зада-
чей Коши для обыкновенных дифференциальных уравнений.
Так, например, можно получить представление для решения
уравнения (62.1), аналогичное формуле Коши для обыкновен-
ных дифференциальных уравнений. Действительно, выполнив
формальное интегрирование по частям в (62.3), найдем

u(x) = v(x, a)f(a) +

x∫

a

v(x, y)d(f(y)),

где

v(x, y) = 1 + λ

x∫

y

R(x, y, λ)dy.
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Пример 62.1. Решить уравнение

u(x)−
x∫

0

ex−yu(y)dy = x. (62.11)

Решение. Первый способ. Имеем λ = 1 и

K(x, y) = K1(x, y) = ex−y.

Далее, согласно соотношениям (62.5), для итерированных ядер
найдем

K2(x, y) =

x∫

y

ex−zez−ydz = ex−y
x∫

y

dz = ex−y(x− y),

K3(x, y) =

x∫

y

ex−zez−y(z − y)dz =

= ex−y
x∫

y

(z − y)dz = ex−y
(x− y)2

2
;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ;

Kn(x, y) =

x∫

y

ex−zez−y
(z − y)n−2

(n− 2)!
dz = ex−y

(x− y)n−1

(n− 1)!
.

Согласно определению (62.4), находим резольвенту

R(x, y) = ex−y
[
1 + (x− y) +

(x− y)2
2!

+ . . .

· · ·+ (x− y)n−1

(n− 1)!
+ . . .

]
= e2(x−y),

а с ее помощью и решение уравнения (62.11)

u(x) = x+

x∫

0

e2(x−y)y dy =
x

2
+

1

4
(e2x − 1). (62.12)

♦ В правильности полученного решения можно убедиться
непосредственной подстановкой (62.12) в (62.11). Отметим, что
в данном случае возможен
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Второй способ решения, основанный на сведении интеграль-
ного уравнения (62.11) к задаче Коши для дифференциально-
го уравнения. Продифференцировав (62.11) по x, найдем

u′(x)−
x∫

0

ex−yu(y)dy − u(x) = 1. (62.13)

Из (62.11) следует, что

x∫

0

ex−yu(y)dy = u(x)− x, u(0) = 0. (62.14)

Подставив (62.14) в (62.13), получим линейное дифференци-
альное уравнение

u′(x)− 2u(x) = 1− x (62.15)

с начальным условием

u(0) = 0. (62.16)

Так как общее решение уравнения (62.15) имеет вид

u(x) =
(x

2
− 1

4
+ Ce2x

)
,

то, определив с помощью начального условия (62.16) постоян-
ную C, получим решение исходной задачи

u(x) =
x

2
+

1

4
(e2x − 1),

совпадающее с (62.12).

63. Уравнение Вольтерра второго рода
с ядрами специального вида

Рассмотрим некоторые специальные виды ядерK(x, y) урав-
нения Вольтерра (62.1), для которых процедуру нахождения
резольвенты (62.4) или решения (62.3) можно упростить.
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I. Пусть ядро K(x, y) является полиномом по y

K(x, y) =

n−1∑

k=0

ak(x)

k!
(x− y)k (63.1)

с коэффициентами ak(x), непрерывными для x ∈ [a, b[.
Определим функцию L(x, y) как решение уравнения

− 1

λ

dnL(x, y, λ)

dxn
+ a0(x)

dn−1L(x, y, λ)

dxn−1
+

+a1(x)
dn−2L(x, y, λ)

dxn−2
+ · · ·+ an−1(x)L(x, y, λ) = 0 (63.2)

с начальными условиями

L(x, y, λ)
∣∣
x−y=0

=
dL(x, y, λ)

dx

∣∣∣
x−y=0

= · · · =

= · · · = dn−2L(x, y, λ)

dxn−2

∣∣∣
x−y=0

= 0, (63.3)

dn−1L(x, y, λ)

dxn−1

∣∣∣
x−y=0

= 1.

Тогда резольвента R(x, y, λ) уравнения (62.1) с ядром вида
(63.1) определится равенством

R(x, y, λ) =
1

λ

dnL(x, y, λ)

dxn
. (63.4)

Соотношение (63.4) очевидным образом вытекает из фор-
мул (55.1)–(55.5), иллюстрирующих эквивалентность задачи
Коши и интегрального уравнения Вольтерра второго рода.

Пример 63.1. Решить уравнение

u(x)−
x∫

0

(x− y)u(y)dy = x2. (63.5)

Решение. Имеем λ = 1 и ядро K(x, y) = x − y, представля-
ющее собой частный случай ядра (63.1) при a1 = 1 и равных
нулю остальных коэффициентах. Уравнение (63.2) в этом слу-
чае принимает вид

d2L(x, y)

dx2
− L(x, y) = 0
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с начальными условиями

L(x, y, λ)
∣∣
x−y=0

= 0,
dL(x, y, λ)

dx

∣∣∣
x−y=0

= 1.

Положив
L(x, y) = C1(y)e

x + C2(y)e
−x,

приходим к алгебраической системе уравнений, вытекающей
из начальных условий

C1(x)e
x + C2(x)e

−x = 0,

C1(x)e
x − C2(x)e

−x = 0,

решение которой имеет вид

C1 =
1

2
e−x, C2 = −1

2
ex.

В результате

L(x, y) =
1

2
[ex−y − e−(x−y)] = sh(x− y).

Отсюда, согласно (63.4),

R(x, y) =
d2

dx2
L(x, y) =

d2

dx2
sh(x− y) = sh(x− y),

и, следовательно,

u(x) = x2 +

x∫

0

y2 sh(x− y)dy = 2(chx− 1). (63.6)

II. Для ядра K(x, y), представляющего полином степени
n− 1 по x:

K(x, y) =

n−1∑

k=0

bk(y)

k!
(y − x)k, (63.7)

резольвента R(x, y, λ) [по аналогии с (63.1)] имеет вид

R(x, y, λ) = − 1

λ

dnL(x, y, λ)

dxn
, (63.8)
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где L(x, y, λ) удовлетворяет уравнению

− 1

λ

dnL(x, y, λ)

dxn
+ b0(y)

dn−1L(x, y, λ)

dxn−1
+

+b1(y)
dn−2L(x, y, λ)

dxn−2
+ · · ·+ bn−1(x)L(x, y, λ) = 0 (63.9)

с начальными условиями (63.3).
III. Для ядра, зависящего от разности аргументов:

K(x, y) = K(x− y), (63.10)

уравнение (63.1) можно записать в виде

u(x)− λ
x∫

0

K(x− y)u(y)dy = f(x). (63.11)

Интеграл в уравнении (63.11) представляет собой свертку функ-
ций K(x) и u(x) (см. разд. «Свойства преобразования Лапла-
са» части I)

K(x) ∗ u(x) =

x∫

0

K(x− y)u(y)dy, (63.12)

естественно, при условии, что K(x) и u(x) можно рассматри-
вать как оригиналы. Этот факт оказывается полезным при
решении уравнения (63.11), которое иногда называют уравне-
нием Вольтерра типа свертки.

Пусть изображения K(x), f(x) существуют и могут быть
найдены. Обозначим

K(x)→: K̄(p), f(x)→: f̄(p), u(x)→: ū(p). (63.13)

Тогда
x∫

0

K(x− y)u(y)dy→: K̄(p)ū(p),

и уравнение (63.11) в операторной форме примет вид

ū(p)− λK̄(p)ū(p) = f̄(p)
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с решением

ū(p) =
f̄(p)

1− λK̄(p)
. (63.14)

Если к выражению (63.14) применить обратное преобразо-
вание Лапласа, то

u(x)→: ū(p) =
f̄(p)

1− λK̄(p)

определяет решение уравнения (63.11). Отметим, что из выра-
жения (63.14) непосредственно не вытекает возможность при-
менения обратного преобразования Лапласа. Однако из тож-
дественного выражения

ū(p) = f̄(p) +
λK̄(p)

1− λK̄(p)
f̄(p) (63.15)

такая возможность очевидна. Примечательно, что выражение

R̄(p, λ) =
K̄(p)

1− λK̄(p)

можно рассматривать как изображение резольвенты, т.е.

R(x, λ)→: R̄(p, λ) =
K̄(p)

1− λK̄(p)
. (63.16)

Это позволяет записать решение (63.11) в более привычном
виде

u(x) = f(x) + λR(x, λ) ∗ f(x) =

= f(x) + λ

x∫

0

R(x− y, λ)f(y)dy, (63.17)

где изображение резольвенты R(x− y, λ) определено выраже-
нием (63.16).

Подводя итог, коротко сформулируем полученные резуль-
таты следующим утверждением:

Утверждение 63.1. Пусть K(x) и f(x) являются оригина-
лами с изображениями (63.13). Тогда решение уравнения
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(63.11) определяется обратным преобразованием Лапласа изоб-
ражения (63.14), т.е.

u(x)→: ū(p) =
f̄(p)

1− λK̄(p)
,

или выражением (63.17).

♦ Заметим, что если функции K(x) и f(x) непрерывны
и являются оригиналами с показателями роста s1 и s2, со-
ответственно [|K(x)| 6 M1e

s1x, |f(x)| 6 M2e
s2x]. Тогда если

K(x)→: K̄(p) и f(x)→: f̄(p), то решение уравнения (63.11) с уче-
том формулы Мелина (см. разд. <Преобразование Лапласа>
части I) можно представить в виде

u(x) =
1

2πi

α+i∞∫

α−i∞

f̄(p)

1− λK̄(p)
epxdp, (63.18)

где α > max (s1, s2).

Пример 63.2. Решить уравнение

u(x)−
x∫

0

(x− y)u(y) = x2.

Решение. Имеем λ = 1, K(x) = x, f(x) = x2. Найдем изобра-
жения

K(x) = x→: K̄(p) =
1

p2
, f(x) = x2→: f̄(p) =

2

p3
.

Первый способ. Воспользуемся формулой (63.14), тогда

ū(p) =
2

p3

/(
1− 1

p2

)
=

2

p(p2 − 1)
.

Разложив полученное выражение на простейшие дроби и пе-
рейдя к оригиналу, находим

ū(p) =
2

p(p2 − 1)
= 2
[ p

p2 − 1
− 1

p

]
←: 2(chx− 1) = u(x). (63.19)
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Второй способ. Воспользуемся формулой (63.16), тогда

ū(p) =
1

p2

/(
1− 1

p2

)
=

1

p2 − 1
←: shx = R(x),

откуда, согласно (63.17), получим

u(x) = x2 +

x∫

0

y2 sh(x− y)dy = 2(chx− 1),

в полном согласии с (63.19), а также с (63.6).

Пример 63.3. Решить уравнение

u(x)− 1

2

x∫

0

(x− y)2u(y)dy = sinx.

Решение. Перейдя к изображениям, имеем

u(x)→: ū(p), sinx→: 1

p2 + 1
,

x∫

0

(x − y)2u(y)dy→: 2

p3
ū(p).

Решение операторного уравнения

ū(p)− 1

p3
ū(p) =

1

p2 + 1

имеет вид

ū(p) =
p3

(p− 1)(p2 + 1)(p2 + p+ 1)
.

После разложения на простейшие дроби

ū(p) =
1

6(p− 1)
+

p+ 1

1(p2 + 1)
+

2(p+ 1/2)

3(p2 + p+ 1)

возвращение к оригиналам дает решение

u(x) =
1

6
ex + 3(cosx+ sinx)− 2

3
e−x/2 cos

√
3x

2
.



882 Глава 9. Интегральные уравнения

Пример 63.4. Найти решение уравнения

u(x)−
x∫

0

ch(x− y)u(y)dy = shx. (63.20)

Решение. Обозначим u(x)→: ū(p) и учтем, что

chx→: p

p2 − 1
, shx→: 1

p2 − 1

(см. разд. «Свойства преобразования Лапласа» части I). Тогда
преобразование Лапласа уравнения (63.20) дает

ū(p)− p

p2 − 1
ū(p) =

1

p2 − 1

или

ū(p) =
1

p2 − p− 1
.

Возвратившись к оригиналам, найдем (см. там же)

u(x) =
2√
5
ex sh

√
5

2
x.

Пример 63.5. Найти решение интегрального уравнения

u(x)−
x∫

0

J1(x− y)u(y)dy = J0(x). (63.21)

Решение. С учетом соотношения (III.15.11)

u(x)→: ū(p), Jn(x)→:
(
√

1 + p2 − p)n√
1 + p2

(63.22)

находим

ū(p)−
√

1 + p2 − p√
1 + p2

ū(p) =
1√
p2 + 1

.

Следовательно,

ū(p) =
1

p
←: u(x) = 1.
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64. Интегральные уравнения первого рода

Рассмотрим введенные ранее интегральные уравнения Фред-
гольма и Вольтерра первого рода

b∫

a

K(x, y)u(y)dy = f(x), (64.1)

x∫

a

K(x, y)u(y)dy = f(x), (64.2)

строгое и систематическое изучение которых выходит за рам-
ки нашего курса. Однако, учитывая все возрастающее значе-
ние этих уравнений во многих физических приложениях, рас-
смотрим некоторые вопросы, связанные с нахождением их ре-
шений.

Особенностью уравнений (64.1), (64.2), отличающей их от
рассмотренных ранее, является некорректность постановки за-
дачи (см. разд. «Постановка задач математической физики»).
Действительно, нетрудно видеть, что непрерывность функции
f(x), вообще говоря, не гарантирует существования непрерыв-
ного решения для сколь угодно «хорошего» ядра K(x, y). Для
примера рассмотрим уравнение

b∫

a

(y2 + yx+ yx2)u(y)dy = ex. (64.3)

При любой непрерывной функции u(x) левая часть (64.3) по-
сле интегрирования представляет собой полином

A+Bx+ Cx2,

который ни при каких значениях коэффициентов A, B, C не
равен тождественно на [a, b] правой части уравнения (64.3) —
функции ex. Отсюда следует, что это уравнение в классе ин-
тегрируемых на [a, b] функций решения не имеет.

Однако, если функцию ex на [a, b] аппроксимировать неко-
торым квадратичным полиномом α+ βx+ γx2, то, вообще го-
воря, существует некоторое решение уравнения (64.3). Таким
образом, незначительные изменения правой части уравнения
могут привести к существенным изменениям решения u(x),
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вплоть до полного его отсутствия. Сказанное выше не озна-
чает, что некорректно поставленные задачи не имеют смысла.
Дело в том, что такие задачи требуют специальных методов
решения в отличие от задач, поставленных корректно. Мы
ограничимся рассмотрением некоторых частных видов урав-
нений (64.1), (64.2), допускающих решение рассмотренными
ранее методами.

64.1. Уравнения Вольтерра первого рода

Большинство задач, сводящихся к уравнениям Вольтерра
первого рода, являются в определенном смысле «обратными»
по отношению к задачам анализа физических объектов и яв-
лений. Примером «прямой» задачи анализа может служить
задача Коши для обыкновенного дифференциального уравне-
ния. Если для тех же уравнений поставить задачу определе-
ния правой части по известному решению, то получим один из
примеров «обратной» задачи, описываемой уравнением (64.2).
Рассмотрим некоторые виды уравнений (64.2).

I. Пусть K(x, y), ∂K(x, y)/∂x, f(x) и f ′(x) непрерывны при
a 6 y 6 x 6 b, причем f(a) = 0. Дифференцирование уравне-
ния (64.2) по x дает

K(x, x)u(x) +

x∫

a

[ ∂
∂x
K(x, y)

]
u(y)dy = f ′(x). (64.4)

ЕслиK(x, x) не обращается в нуль ни в одной точке отрезка
[a, b], то уравнение (64.4) можно записать в виде

u(x) +

x∫

a

K̄(x, y)u(y)dy = f̄(x), (64.5)

где

K̄(x, y) =
[ ∂
∂x
K(x, y)

]/
K(x, x),

f̄(x) = f ′(x)
/
K(x, x).

(64.6)

Таким образом, в рамках сделанных предположений уравне-
ние Вольтерра первого рода (64.2) можно свести к уравнению
Вольтерра второго рода с ядром и правой частью (64.6).
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ЕслиK(x, x)=0 для некоторого x∈ [a, b], то повторное диф-
ференцирование (64.4) в предположении, что ∂K(x, y)/∂x 6= 0,
а ∂2K(x, y)/∂x2 и f ′′(x) существуют и непрерывны, дает

u(x) +

x∫

a

=

K (x, y)u(y)dy =
=

f (x),

где

=

K (x, y) =
[ ∂2

∂x2
K(x, y)

]/[ ∂
∂x
K(x, y)

∣∣∣
y=x

]
]
,

=

f (x) = f ′′(x)
/[ ∂

∂x
K(x, y)

∣∣∣
y=x

]

и т.д.

Пример 64.1. Решить уравнение

x∫

0

ex−yu(y)dy = x. (64.7)

Решение. Ядро и правая часть интегрального уравнения
(64.7) удовлетворяют указанным выше требованиям, и, сле-
довательно, дифференцированием по x оно может быть пре-
образовано к виду

u(x) +

x∫

0

ex−yu(y) = 1,

представляющему собой интегральное уравнение Вольтерра
второго рода типа свертки.

Применив преобразование Лапласа, получим

ū(p) +
1

p− 1
ū(p) =

1

p
,

откуда

ū(p) =
p− 1

p2
=

1

p
− 1

p2
.

Возвратившись к оригиналам, находим решение уравнения
(64.7)

ū(p) =
1

p
− 1

p2
←: 1− x = u(x),



886 Глава 9. Интегральные уравнения

в справедливости которого нетрудно убедиться непосредствен-
ной проверкой.

II. Пусть K(x) и f(x) являются оригиналами с изображе-
ниями K̄(p) и f̄(p) соответственно.

� Интегральное уравнение Вольтерра первого рода

x∫

0

K(x− y)u(y)dy = f(x), (64.8)

ядро которого K(x − y) зависит лишь от разности x − y, на-
зывается интегральным уравнением Вольтерра первого рода
типа свертки.

Применив в обеим частям (64.8) преобразование Лапласа и
воспользовавшись теоремой о свертке, получим

ū(p)K̄(p) = f̄(p),

откуда

ū(p) =
f̄(p)

K̄(p)
←: u(x). (64.9)

Оригинал u(x) для функции ū(p), определяемый равенством
(64.9), и будет искомым решением интегрального уравнения
(64.8).

Пример 64.2. Решить уравнение

x∫

0

cos(x − y)u(y)dy = sinx. (64.10)

Решение. Ядро cos(x− y) и правая часть sinx уравнения яв-
ляются оригиналами с изображениями

cosx→: p

p2 + 1
, sinx→: 1

p2 + 1
,

причем f(0) = sin 0 = 0. Операторное уравнение имеет вид

p

p2 + 1
ū(p) =

1

p2 + 1
.

Отсюда

ū(p) =
1

p
←: 1 = u(x).

Функция u(x) = 1 является решением уравнения (64.10).
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Пример 64.3. Найти решение интегрального уравнения

x∫

0

J0(x− y)u(y)dy = sinx. (64.11)

Решение. С учетом (63.20) и (63.22) найдем

1√
p2 + 1

ū(p) =
1

p2 + 1
.

Следовательно,

ū(p) =
1√
p2 + 1

←: u(x) = J0(x).

III. Уравнение Абеля
� Уравнение вида

x∫

a

u(y)dy

(x− y)α = f(x), 0 < α < 1, (64.12)

называется уравнением Абеля.

Теорема 64.1. Функция

u(x) =
sinπα

π

d

dx

x∫

a

f(z)(x− z)α−1dz (64.13)

является решением уравнения (64.12).

Доказательство. Запишем (64.12) в виде

z∫

a

u(y)

(z − y)α dy = f(z).

Домножим его левую и правую части на (x − z)α−1 и проин-
тегрируем по z в пределах от a до x:

x∫

a

dz (x− z)α−1

z∫

a

u(y)

(z − y)α dy =

x∫

a

f(z)(x− z)α−1dz
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или

x∫

a

dz

z∫

a

u(y)

(z − y)α(x− z)1−α dy =

x∫

a

f(z)(x− z)α−1dz.

Изменим в левой части порядок интегрирования

x∫

a

dy

x∫

y

dz
u(y)

(z − y)α(x− z)1−α =

x∫

a

f(z)(x− z)α−1dz.

В интеграле

I =

x∫

y

dz

(z − y)α(x− z)1−α

сделаем замену переменных z = y + (x− y)ζ и dz = (x− y)dζ.
Тогда

I =

1∫

0

(x− y)dζ
(x − y)αζα[x− y − (x− y)ζ]1−α .

С учетом соотношения [x−y−(x−y)ζ]1−α = (x−y)1−α(1−ζ)1−α
получим

I =

1∫

0

dζ

ζα(1− ζ)1−α =

1∫

0

ζ−α(1− ζ)α−1dζ = B(1 − α, α) =

=
Γ(1 − α)Γ(α)

Γ(1 − α+ α)
=

π

sinαπ
.

Здесь мы воспользовались определением бета-функции и фор-
мулой дополнения для гамма-функции. В результате запишем

x∫

a

π

sinαπ
u(y)dy =

x∫

a

f(z)(x− z)α−1dz,

откуда

u(y) =
sinπα

π

d

dx

x∫

a

f(z)(x− z)α−1dz,
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что и требовалось доказать.

♦ Последнее подынтегральное выражение имеет особенно-
сти, и его в общем случае нельзя дифференцировать под зна-
ком интеграла.

64.2. Уравнения Фредгольма первого рода

Выясним условия, при которых существует непрерывное
решение уравнения Фредгольма первого рода (64.1). Из (64.1)
следует, что функцию f(x) можно рассматривать как истоко-
образно представимую через ядро K(x, y). Согласно теореме
Гильберта–Шмидта, коэффициенты разложения Фурье fn и
un по системе собственных функций ядра K(x, y) связаны со-
отношением λnfn = un. Если для системы собственных функ-
ций ядра K(x, y) выполнено условие полноты, то, согласно
неравенству Бесселя, из этого условия следует сходимость ря-
дов

∞∑

n=1

u2
n и

∞∑

n=1

λ2
nf

2
n.

Однако непрерывность функции f(x), обеспечивая сходимость

ряда
∞∑
n=1

f2
n, не гарантирует, вообще говоря, сходимость ряда

∞∑
n=1

λ2
nf

2
n. Таким образом, решение уравнения (64.1) может су-

ществовать не для любой непрерывной функции f(x), а лишь

для такой, для которой сходится ряд
∞∑
n=1

λ2
nf

2
n, т.е. коэффи-

циенты fn которой убывают достаточно быстро, поскольку
|λn| → ∞ при n→∞.

При выполнении этих условий решение уравнения (64.1)
находится в виде

u(x) =
∞∑

k=1

λkfkuk(x), (64.14)
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в чем можно убедиться непосредственной проверкой:

b∫

a

K(x, y)

∞∑

k=1

λkfkuk(y)dy =

∞∑

k=1

fkλk

b∫

a

K(x, y)uk(y)dy =

=

∞∑

k=1

fkuk(x) = f(x).

Таким образом, справедлива

Теорема 64.2 (Пикара). Если K(x, y) – симметричное яд-
ро с полной ортонормированной системой собственных функ-
ций un(x) и характеристических чисел λn, а функция f(x)
такова, что ряд

∞∑

k=1

λ2
kf

2
k (64.15)

из коэффициентов Фурье этой функции

fk =

b∫

a

f(x)uk(x)dx

сходится, то решение уравнения (64.1) существует, един-
ственно и определяется формулой (64.14).

Пример 64.4. Решить уравнение

1∫

0

K(x, y)u(y)dy = sin 2πx cos 2πx, (64.16)

где

K(x, y) =

{
y(1− x), 0 < y < x;

x(1 − y), x < y < 1.
(64.17)

Решение. В примере 59.2 была получена полная ортонорми-
рованная система функций ядра (64.17)

un =
√

2 sinπnx, n = 1,∞, (64.18)
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с характеристическими числами

λn = (πn)2, n = 1,∞.

Для исследования сходимости ряда (64.15) найдем коэффици-
енты Фурье функции f(x) = sin 2x cosx по ортонормирован-
ной системе функций (64.18). Для этого воспользуемся тожде-
ством

sin 2πx cosπx =
1

2
sin 3πx+

1

2
sinπx,

с помощью которого правую часть (64.16) можно записать в
виде

sin 2πx cosπx =
1

2
√

2
(
√

2 sinπx) +
1

2
√

2
(
√

2 sin 3πx), (64.19)

откуда, в свою очередь, следует, что отличны от нуля только
коэффициенты

f1 =
1

2
√

2
и f3 =

1

2
√

2
. (64.20)

Таким образом, для (64.15) с учетом (64.20) и характеристи-
ческих чисел λ1 = π2 и λ3 = (3π)2 имеем

∑

k

λ2
kf

2
k = π4 1

8
+ (3π)4

1

8
=

41

4
π4.

Это означает, что ряд (64.15) сходится, и, следовательно, все
условия разрешимости исходного интегрального уравнения вы-
полнены. Обратившись к формуле (64.14), находим решение
уравнения

u(x) =
π2

2
[sinπx+ 27 sin 3πx).

Как и в случае уравнений Фредгольма второго рода, для
решения уравнений Фредгольма первого рода с разностным
ядром можно использовать преобразование Фурье. Действи-
тельно, с учетом принятых выше обозначений для разреши-
мого уравнения вида

∞∫

−∞

K(x− y)u(y)dy = f(x) (64.21)
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находим

ū(ω) =
f̄(ω)√
2πK̄(ω)

,

откуда

u(x) =
1

2π

∞∫

−∞

f̄(ω)

K̄(ω)
eixωdω. (64.22)

Пример 64.5. С помощью преобразования Фурье найти ре-
шение интегрального уравнения

∞∫

−∞

u(y)

a2 + (x− y)2 dy =
1

b2 − x2
, (64.23)

где b > a.

Решение. Уравнение (64.23) – уравнение Фредгольма первого
рода с разностным ядром, в котором

K(x) =
1

a2 + x2
, f(x) =

1

b2 + x2
.

С учетом соотношений

∞∫

−∞

cosαx

x2 + b2
dx =

π

b
e−αb,

∞∫

−∞

sinαx

x2 + b2
dx = 0, α > 0, b > 0

(см. разд. «Несобственные интегралы от осциллирующих функ-
ций» части I) найдем фурье-образы функций K(x) и f(x):

f̄(ω) = Fx→ω
1

b2 + x2
=

√
π

2b2
e−b|ω|,

K̄(ω) = Fx→ω
1

a2 + x2
=

√
π

2a2
e−a|ω|.

Тогда

ū(ω) =
1√
2π

a

b
e−(b−a)|ω|.
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С учетом результатов примера 61.3 получим

u(x) = F−1
ω→xū(ω) =

a

b

b− a
π

1

(b− a)2 + x2
.

65. Применение метода интегральных
преобразований при решении уравнений
в частных производных

� Пусть функция f(x) задана на интервале ]a, b[, конеч-
ном или бесконечном. Интегральным преобразованием функ-
ции f(x) называется функция

F (ω) = V̂ f(x) =

b∫

a

K(x, ω)f(x)dx, (65.1)

где K(x, ω) – ядро преобразования. Оператор, ставящий в со-
ответствие функции f(x) функцию F (ω) по закону (65.1) на-
зывается интегральным оператором.

Примеры интегральных преобразований:
1) преобразование Фурье

f̄(ω) =
1√
2π

∞∫

−∞

e−iωxf(x)dx,

f(x) =
1√
2π

∞∫

−∞

eiωxf̄(ω)dω;

2) преобразование Лапласа

f̃(p) =

∞∫

0

e−pxf(x)dx,

f(x) =
1

2πi

α+i∞∫

α−i∞

f̃(p)epxdp;
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3) преобразование Мелина

f̃(s) =

∞∫

0

f(x)xs−1dx,

f(x) =
1

2πi

σ+i∞∫

σ−i∞

f̃(s)x−sds;

4) преобразование Ханкеля

f(y) =

∞∫

0

√
yxJν(xy)u(x)dx,

u(x) =

∞∫

0

√
xyJν(xy)f(y)dy.

Метод интегральных преобразований оказывается эффек-
тивным при решении некоторых классов уравнений в част-
ных производных. Проиллюстрируем возможности метода ин-
тегральных преобразований на примере преобразования Ла-
пласа. В этом случае необходимо, чтобы независимая пере-
менная, по которой проводится преобразование, изменялась в
интервале от нуля до бесконечности.

Неизвестная функция u(x, y) может быть определена с по-
мощью однократного или двукратного преобразования Лапла-
са. В первом случае проводят преобразование по одной пе-
ременной, считая вторую переменную неизменной. Результа-
том будет обыкновенное дифференциальное уравнение, кото-
рое решается каким-либо неоператорным методом, а затем об-
ратным преобразованием Лапласа находится решение исход-
ной задачи.

Во втором случае в полученном посредством преобразо-
вания Лапласа обыкновенном дифференциальном уравнении
проводят преобразование Лапласа по второй переменной (ин-
тегрируют операторным методом). Затем, решив операторное
(алгебраическое) уравнение, с помощью двукратного обратно-
го преобразования Лапласа восстанавливают u(x, y).

Описанную схему можно применять и для уравнений в част-
ных производных с переменными коэффициентами, если со-
ответствующее операторное уравнение проще исходного. Рас-
смотрим ряд примеров.
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Пример 65.1. С помощью преобразования Лапласа найти ре-
шение уравнения

∂2u

∂t2
= a2 ∂

2u

∂x2
, 0 < x < l, 0 < t <∞, (65.2)

u(x, 0) = 0,
∂u(x, 0)

∂t
= 0, u(l, t) = 0, u(0, t) = A.

Решение. Применим к заданному уравнению, а также к на-
чальным и краевым условиям преобразования Лапласа отно-
сительно переменной t

u(x, t)→: ũ(x, p), u(0, t)→: ũ(0, p), u(l, t)→: ũ(l, p).

Тогда для определения функции ũ(x, p) получили следующую
задачу:

p2ũ(x, p) = a2 ∂
2ũ(x, p)

∂x2
, ũ(0, p) =

A

p
, ũ(l, p) = 0. (65.3)

Отсюда найдем

ũ(x, p) = C1 ch
px

a
+ C2 sh

px

a
.

Из граничных условий следует, что

C1 =
A

p
, C2 = −A ch(pl/a)

p sh(pl/a)
.

Окончательно получим

ũ(x, p) =
A

p

{
ch
px

a
− sh(px/a) ch(pl/a)

sh(pl/a)

}
=

=
A sh(p[l − x]/a)
p sh(pl/a)

. (65.4)

Найдем оригинал функции (65.4). Воспользовавшись соотно-
шением (см. пример 36.20 разд. «Свойства преобразования Ла-
пласа» части I)

sh ap

p sh bp
←: a
b

+
2

π

∞∑

k=1

(−1)k

k
sin

πak

b
cos

πkt

b
, (65.5)
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получим

u(x, t) = A
l − x
l
− 2A

π

∞∑

k=1

(−1)k

k
sin

πk(l − x)
l

cos
πkat

l
. (65.6)

Пример 65.2. Решить смешанную задачу

ut = uxx, 0 < x < 1, t > 0, (65.7)

u|t=0 = A, ux|x=0 = µ1(t), ux|x=1 = µ2(t).

Решение. Проведем преобразование Лапласа по независимой
переменной t. Обозначим

u(x, t)→: ũ(x, p), µ1(t)→: µ̃1(p), µ2(t)→: µ̃2(p).

Тогда

uxx(x, t)→: ũxx(x, p), ut(x, t)→: pũ(x, p)−A
и

ũxx − pũ+A = 0. (65.8)

Общее решение уравнения (65.8) имеет вид

ũ(x, p) = C1(p)e
−x√p + C2(p)e

x
√
p +

A

p
, (65.9)

где C1(p) и C2(p) — произвольные функции параметра p. Из
(65.9) найдем

ũx(x, p) = −C1(p)
√
pe−x

√
p + C2(p)

√
pex

√
p.

Из граничных условий

ũx(0, p) =
[
− C1(p) + C2(p)

]√
p = µ̃1(p),

ũx(1, p) =
[
− C1(p)e

−√
p + C2(p)e

√
p
]√
p = µ̃2(p)

найдем

C1(p) = − µ̃1(p)e
√
p − µ̃2(p)

2
√
p sh
√
p

, C2(p) = − µ̃1(p)e
−√

p − µ̃2(p)

2
√
p sh
√
p

.

Тогда

ũ(x, p) =
A

p
− µ̃1(p) ch[(1− x)√p]− µ̃2(p) ch(x

√
p)

√
p sh
√
p

. (65.10)
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Найдем оригинал функции (65.10). Поскольку (см. разд. «Свой-
ства преобразования Лапласа» части I)

cha
√
p

√
p sh b

√
p
←: 1

b

[
1 + 2

∞∑

k=1

(−1)ke−(πk/b)2t cos
πak

b

]
,

то с учетом теоремы об умножении оригиналов получим

u(x, t) = A−
t∫

0

µ1(t− τ)×

×
{

1 + 2

∞∑

k=1

(−1)ke−k
2π2τ cos

[
(1− x)πk

]}
dτ+

+

t∫

0

µ2(t− τ)
{

1 + 2
∞∑

k=0

(−1)ke−k
2π2τ cos πkx

}
dτ. (65.11)

Пример 65.3. С помощью преобразования Лапласа решить
уравнение

uy = uxx + u+ ex + x; (65.12)

x > 0, y > 0; u(0, y) = ux(0, y) = 0.

Решение. Проведем преобразование Лапласа по независимой
переменной x

u(x, y)→: ũ(p, y).
Тогда с учетом начальных условий получим

ux(x, y)→: pũ(p, y)− u(0, y) = pũ(p, y);

uxx(x, y)→: p2ũ(p, y)− ux(0, y) = p2ũ(p, y).

Аналогично

uy(x, y)→: ũy(p, y); ex→: 1

p− 1
x→: 1

p2
.

Тогда уравнение (65.12) примет вид

ũy(p, y) = p2ũ(p, y)− ũ(p, y) +
1

p− 1
+

1

p2
. (65.13)
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Решения уравнения (65.13) должны быть изображениями, т.е.,
как минимум, удовлетворять условию

lim
p→∞

ũ(p, y) = 0. (65.14)

В результате приходим к линейному обыкновенному диффе-
ренциальному уравнению первого порядка

ũy(p, y)− ũ(p, y)(p2 + 1) =
1

p− 1
+

1

p2
,

решение которого ищем методом Бернулли:

ũ(p, y) = W (p, y)V (p, y),

т.е.

W ′V +WV ′ −WV (p2 + 1) =
1

p− 1
+

1

p2
. (65.15)

Здесь штрих обозначает дифференцирование по переменной y.
Потребуем, чтобы функция V (p, y) удовлетворяла уравнению

V ′ − (p2 + 1)V = 0,

и, разделив переменные, получим

dV

V
= (p2 + 1)dp.

Тогда

V (p, y) = e(p
2+1)y.

Подставив V (p, y) в (65.15), получим

W ′e(p
2+1)y =

1

p− 1
+

1

p2
.

Разделив переменные, найдем

dW =
[ 1

p− 1
+

1

p2

]
e−(p2+1)ydy.
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Следовательно,

W (p, y) = −
[ 1

(p− 1)(p2 + 1)
+

1

p2(p2 + 1)

]
e−(p2+1)y + C(y);

ũ(p, y) =
(
− e−(p2+1)y

(p− 1)(p2 + 1)
− e−(p2+1)y

p2(p2 + 1)
+ C(y)

)
e(p

2+1)y =

= C(y)e(p
2+1)y − 1

(p− 1)(p2 + 1)
− 1

p2(p2 + 1)
.

Из условия ограниченности решения (65.14) найдем

C(y) = 0.

Следовательно,

ũ(p, y) = − 1

(p− 1)(p2 + 1)
− 1

p2(p2 + 1)
. (65.16)

Разложим первую дробь на элементарные:

− 1

(p− 1)(p2 + 1)
=

A

p− 1
+
Bp+ C

p2 + 1
=

=
Ap2 +A+Bp2 + Cp−Bp− C

(p− 1)(p2 − 1)
.

Приравняв коэффициенты при одинаковых степенях p

p2

p1

p0

∣∣∣∣∣∣

A+B = 0
C −B = 0
A− C = −1,

получим

A = −B, C = B = −A, A+A = −1,

B =
1

2
, A = −1

2
, C =

1

2
.

Тогда

− 1

(p− 1)(p2 + 1)
= −1

2

1

p− 1
+

1

2

p+ 1

p2 + 1
.

Сделаем обратное преобразование Лапласа

− 1

(p− 1)(p2 + 1)
←: − 1

2
ex +

1

2
cosx+

1

2
sinx.
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Для второго слагаемого из (65.16) с учетом соотношений

1

p2
←: x, 1

p2 + 1
←: sinx

по теореме об умножении оригиналов (см. разд. «Свойства
преобразования Лапласа» части I) найдем

− 1

p2(p2 + 1)
←: −

x∫

0

(x− z) sin z dz = −x+ sinx.

Таким образом, решение исходной задачи имеет вид

u(x, y) = −1

2
ex +

1

2
cosx− 1

2
sinx− x.

Пример 65.4. С помощью преобразования Лапласа решить
смешанную задачу

ut = uxx, t > 0, 0 < x < π/2; (65.17)

u(t, 0) = e−t, u(t, π/2) = 1, u(0, x) = cosx+
2

π
x.

Решение аналогично рассмот-

Рис. 92

ренным выше примерам и име-
ет вид (см. рис. 92)

u(x, t) = e−t cosx+
2x

π
.

В заключение рассмотрим
уравнение в частных производ-
ных, допускающее решение с
помощью интегрального пре-
образования Фурье. Напомним,
что для его применения необ-
ходимо, чтобы независимая пе-
ременная, по которой прово-
дится преобразование Фурье,

изменялась в пределах −∞,∞.

Пример 65.5. С помощью преобразования Фурье получить
формулу Даламбера (37.2) для решения задачи Коши

∂2u(x, t)

∂t2
=
∂2u(x, t)

∂x2
, t > 0, x ∈ R

1,

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x).



65. Применение метода интегральных преобразований 901

Решение. Проведем преобразование Фурье по переменной x.
Обозначим

ū(p, t) = Fx→pu(x, t), ϕ̄(p) = Fx→pϕ(x), ψ̄(p) = Fx→pψ(x).

Тогда функция ū(p, t) удовлетворяет операторному уравнению

∂2ū(p, t)

∂t2
+ p2ū(p, t) = 0 (65.18)

и дополнительным условиям ū(p, 0) = ϕ̄(p), ūt(p, 0) = ψ̄(p).
Общее решение уравнения (65.18) имеет вид

ū(p, t) = A(p) cos pt+B(p) sin = ϕ̄(p) cos pt+
ψ̄(p)

p
sin pt,

откуда получаем формулу для решения

u(x, t) = Fp→xū(p, t) =

=
1√
2π

∞∫

−∞

e−ixpϕ̄(p) cos pt dp+
1√
2π

∞∫

−∞

e−ixp
ψ̄(p)

p
sin pt dp.

Вычислим отдельно каждый интеграл в правой части этой
формулы. Первый интеграл вычисляется непосредственно:

1√
2π

∞∫

−∞

e−ixpϕ̄(p) cos pt dp =
1

2
√

2π

∞∫

−∞

e−ip(x+t)ϕ̄(p) dp+

+
1

2
√

2π

∞∫

−∞

e−ip(x−t)ϕ̄(p) dp =
ϕ(x+ t) + ϕ(x − t)

2
.

Второй интеграл обозначим через I(t), тогда I(0) = 0 и

dI(t)

dt
=

1√
2π

∞∫

−∞

e−ixpψ̄(p) cos pt dp =
ψ(x+ t) + ψ(x− t)

2
.
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Следовательно, для второго интеграла получим

I(t) =
1

2

t∫

0

ψ(x+ τ)dτ +
1

2

t∫

0

ψ(x− τ)dτ =

=
1

2

x+t∫

x

ψ(η)dη +
1

2

x∫

x−t

ψ(η)dη

и окончательно

u(x, t) =
ϕ(x + t) + ϕ(x − t)

2
+

1

2

x+t∫

x−t

ψ(η)dη,

что совпадает с формулой Даламбера (37.2) при a = 1.



Задания для самоконтроля по курсу
«Уравнения математической физики»

Теоретические вопросы

1. Сформулировать основные понятия и определения теории диф-
ференциальных уравнений в частных производных. Привести
примеры решений простейших дифференциальных уравнений
в частных производных.

2. Дать определение характеристической системы и доказать тео-
рему об общем решении линейного дифференциального уравне-
ния в частных производных первого порядка.

3. Поставить задачу Коши для линейного дифференциального
уравнения в частных производных первого порядка. Дать опре-
деление характеристических линий и доказать теорему об одно-
значной разрешимости задачи Коши.

4. Записать уравнение Гамильтона–Якоби. Выразить решение про-
извольного линейного дифференциального уравнения в част-
ных производных первого порядка через решение уравнения Га-
мильтона–Якоби.

5. Записать уравнение Гамильтона. Поставить задачу Коши для
уравнения Гамильтона–Якоби. Привести алгоритм решения за-
дачи.

6. Сформулировать свойства полного интеграла уравнения Гамиль-
тона–Якоби и показать его связь с общим решением уравнения
Гамильтона–Якоби и первыми интегралами уравнения Гамиль-
тона.

7. Сформулировать основные понятия, определения для диффе-
ренциальных уравнений в частных производных второго поряд-
ка. Привести их классификацию.

8. Сформулировать алгоритм приведения дифференциальных урав-
нений в частных производных второго порядка с двумя незави-
симыми переменными к каноническому виду.

9. Поставить задачу Коши для дифференциального уравнения в
частных производных второго порядка. Привести алгоритм ре-
шения задачи методом характеристик.

10. Вывести одномерное волновое уравнение. На примере попереч-
ных или продольных колебаний стержней или электрических
колебаний в проводах (на выбор) сформулировать для него воз-
можные постановки начально-краевых задач.

11. Вывести двумерное (трехмерное) волновое уравнение и сфор-
мулировать для него возможные постановки начально-краевых
задач на примере колебаний мембраны или твердого тела.

12. Вывести одномерное уравнение теплопроводности и сформули-
ровать для него возможные постановки начально-краевых за-
дач.

13. Вывести уравнение распространения тепла (диффузии) в про-
странстве. Сформулировать возможные постановки начально-
краевых задач.
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14. Поставить возможные краевые задачи для уравнений эллипти-
ческого типа. Дать физическую интерпретацию поставленной
задачи.

15. Дать понятие классических и обобщенных решений задач мате-
матической физики. Дать определение корректно поставленной
задачи.

16. Провести редукцию начально-краевой задачи для уравнений ма-
тематической физики.

17. Показать связь начально-краевой задачи для однородного урав-
нения (волнового или теплопроводности) с однородными гра-
ничными условиями с задачей Штурма–Лиувилля.

18. Показать связь начально-краевой задачи для неоднородного урав-
нения (волнового или теплопроводности) с однородными гра-
ничными условиями с задачей Штурма–Лиувилля.

19. Показать связь начально-краевой задачи для однородного урав-
нения с однородными начальными и неоднородными граничны-
ми условиями с задачей Штурма–Лиувилля.

20. Записать решение краевых задач для уравнений эллиптическо-
го типа через функцию Грина.

21. Вывести первую и вторую формулы Грина.
22. Получить фундаментальное решение уравнения Гельмгольца и

Лапласа (плоский или пространственный случай).
23. Сформулировать основные свойства гармонических функций.

Доказать любые два.
24. Дать понятие преобразования Кельвина и охарактеризовать по-

ведение гармонических функций на бесконечности.
25. Поставить первую и третью краевые задачи. Сформулировать

условия единственности и устойчивости их решения.
26. Привести схему метода разделения переменных (Фурье) для

краевых задач для уравнения Лапласа (декартова или полярная
система координат).

27. Привести схему метода разделения переменных (Фурье) для
краевых задач уравнения Лапласа (цилиндрическая или сфе-
рическая система координат).

28. Вывести интеграл Пуассона или Дини.
29. Привести схему метода разделения переменных (Фурье) для

краевых задач уравнения Гельмгольца (система координат на
выбор). Сформулировать условия существования однозначного
решения.

30. Решить задачу Дирихле методом функций Грина.
31. Сформулировать один из методов построения функции Грина

задачи Дирихле.
32. Вывести формулу Пуассона задачи Дирихле в пространстве.
33. Определить функцию Грина (Неймана) задачи Неймана для

уравнения Лапласа и с ее помощью найти решение соответству-
ющей задачи.

34. Сформулировать один из методов построения функции Грина
задачи Неймана для уравнения Лапласа.
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35. Решить двумерные краевые задачи для уравнения Лапласа ме-
тодами комплексного анализа.

36. Решить задачу Коши для одномерного однородного волнового
уравнения методом Даламбера.

37. Решить задачу Коши для одномерного неоднородного волно-
вого уравнения методом Даламбера. Сформулировать принцип
Дюамеля.

38. Решить смешанную задачу для одномерного волнового уравне-
ния на полупрямой методом Даламбера (четного и нечетного
продожения на выбор).

39. Решить смешанную задачу для одномерного волнового уравне-
ния на конечном отрезке методом Даламбера.

40. Решить смешанную задачу для одномерного однородного вол-
нового уравнения на конечном отрезке методом Фурье. Дать
определение фундаментального решения задачи.

41. Решить смешанной задачи для одномерного неоднородного вол-
нового уравнения на конечном отрезке методом Фурье.

42. Сформулировать общую схему метода Фурье для одномерного
волнового уравнения.

43. Получить решение уравнения Даламбера в виде сферической
волны.

44. Поставить задачу Коши для уравнения Даламбера в простран-
стве. Вывести формулу Кирхгофа.

45. Поставить задачу Коши для уравнения Даламбера на плоско-
сти. Вывести формулу Пуассона.

46. Сформулировать обобщенную задачу Коши для волнового урав-
нения в пространстве. Найти ее фундаментальное решение.

47. Методом Фурье решить задачу о колебаниях мембран или твер-
дых тел (на выбор).

48. Решить задачу Коши для одномерного уравнения теплопровод-
ности методом Фурье.

49. Найти функцию Грина задачи Коши для одномерного уравне-
ния теплопроводности и доказать ее свойства.

50. Решить задачу Коши для одномерного уравнения теплопровод-
ности методом функций Грина.

51. Решить смешанную задачу для одномерного уравнения тепло-
проводности методом функций Грина или методом Фурье (на
выбор).

52. Доказать принцип максимума и теорему о единственности ре-
шения смешанной задачи для одномерного уравнения теплопро-
водности на конечном отрезке.

53. Определить функцию Грина смешанной задачи для одномерно-
го уравнения теплопроводности на конечном отрезке. Решить
задачу методом функций Грина или методом Фурье (на выбор).

54. Найти функцию Грина задачи Коши для уравнения теплопро-
водности в пространстве.

55. Привести общую схему решения уравнения теплопроводности в
пространстве.
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56. Сформулировать основные понятия и определения теории ин-
тегральных уравнений. Привести физические задачи, решение
которых можно получить с помощью интегральных уравнений.

57. Получить интегральное уравнение для резольвенты уравнения
Фредгольма методом определителей Фредгольма или методом
вариационного исчисления (на выбор).

58. Построить резольвенту интегрального уравнения Фредгольма с
помощью миноров и определителя Фредгольма или с помощью
итерированных ядер (ряд Неймана).

59. Решить интегральное уравнение Фредгольма с вырожденным
ядром.

60. Дать определение характеристических чисел и собственных функ-
ций уравнения Фредгольма. Сформулировать альтернативу Фред-
гольма.

61. Доказать основные свойства характеристических чисел и соб-
ственных функций интегральных уравнений с вырожденным
ядром.

62. Доказать основные свойства характеристических чисел и соб-
ственных функций интегральных уравнений с симметричным
ядром и нагруженным симметричным ядром.

63. Доказать теорему Гильберта–Шмидта и ее следствия.
64. Доказать теорему Стеклова.
65. Сформулировать условия существования и единственности ре-

шения неоднородных интегральных уравнений Фредгольма.
66. Решить интегральное уравнение Фредгольма с разностным яд-

ром.
67. Сформулировать условия существования и единственности ре-

шения уравнения Вольтерра второго рода.
68. Решить уравнение Вольтерра второго рода с ядром специально-

го вида (на выбор).
69. Получить решение уравнения Вольтерра первого рода (уравне-

ние с разностным ядром или уравнение Абеля).
70. Доказать теорему Пикара.
71. Дать обзор применения метода интегральных преобразований

для решения некоторых задач математической физики.
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Индивидуальные задания

Вариант № 1

1.1. Найти общее решение уравнения в частных производных
первого порядка

xux − yuy + zuz = 0.

1.2. Найти решение задачи Коши

xux − yuy = 0, u|y=1 = x.

1.3. Найти общее решение уравнения, приведя его к канониче-
скому виду:

а) 3uxx + 8uxy + 4uyy = 0;
б) 4uxx − 4uxy + uyy − 10ux + 5uy = 0.

1.4. Поставить краевую задачу об остывании однородного шара
радиусом b с центром в начале координат, если он нагрет до темпе-
ратуры u0, поверхность шара теплоизолирована, а в каждой точке
этого шара вследствие химической реакции поглощается количе-
ство тепла, пропорциональное температуре u в этой точке.

1.5. Найти функцию, гармоническую внутри круга радиуса b с
центром в начале координат, такую, что ∂u/∂r|r=b = sin3 ϕ.

1.6. Цилиндр, радиус основания которого b и высота h, име-
ет температуру нижнего основания и боковой поверхности, равную
нулю. Температура верхнего основания есть функция A(b2 − r2).
Найти стационарную температуру внутренних точек цилиндра.

1.7. Решить задачу о колебаниях струны 0 < x < l с закреплен-
ными концами, если u|t=0 = A sin(πnx/l); ut|t=0 = 0.

1.8. Определить поперечные колебания однородной прямоуголь-
ной мембраны 0 6 x 6 q; 0 6 y 6 p с закрепленным краем для слу-
чая, когда начальное отклонение мембраны равно sin(πx/q) sin(πy/p),
а начальная скорость равна нулю.

1.9. Дан тонкий стержень 0 < x < l, боковая поверхность кото-
рого теплоизолирована. Найти распределение температуры u(x, t) в
стержне, если левый конец стержня теплоизолирован, правый под-
держивается при постоянной температуре u2, а начальная темпе-
ратура равна Ax/l, где A = const.

1.10. В кубе 0 6 x, y, z 6 q происходит диффузия вещества, ча-
стицы которого распадаются со скоростью, пропорциональной его
концентрации. Определить концентрацию вещества в этом кубе при
t > 0, если начальная концентрация в нем постоянна и равна u0.
Концентрация вещества на границе поддерживается равной нулю.

1.11. Найти решение смешанной задачи

ut = uxx − 2u+ x+ 2t; 0 < x < 1;
u|x=0 = u|x=1 = t; u|t=0 = sin πx.

1.12. Найти решение задачи Коши:
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а) uxy + ux = 0, u|y=x = A sin x, ux|y=x = 1;
б) utt = uxx + uyy + 2, u|t=0 = x, ut|t=0 = y;

в) 4ut = uxx, u|t=0 = sin x exp(−x2).

1.13. Операционным методом решить уравнение в частных про-
изводных (0 < x, y <∞)

∂2u

∂x2
− ∂u

∂y
+ u = f(x), u(0, y) = 0,

∂u(0, y)

∂x
= yn.

1.14. Доказать, что функции

E(x) =
1

2ki
eik|x| и Ē(x) = − 1

2ki
e−ik|x|

– фундаментальные решения оператора Гельмгольца

bL =
∂2

∂x2
+ k2.

1.15. Построить функцию Грина оператора Лапласа для полу-
пространства y > 0.

1.16. Решить задачу на собственные значения оператора Лапла-
са в квадрате, если

ux(0, y) = u(1, y) = u(x, 1) = uy(x, 2) = 0.

Написать условие ортогональности собственных функций задачи.
Найти ортонормированную систему собственных функций.

1.17. Найти распределение потенциала электростатического по-
ля внутри двугранного угла x > 0, y > 0, −∞ < z < ∞, при усло-
вии, что его граница заряжена до потенциала u0 = const.

1.18. Найти резольвенту и решить интегральное уравнение

ϕ(x) = 1 + x2 +

xZ

0

1 + x2

1 + t2
ϕ(t)dt.

1.19. Решить интегральное уравнение

ϕ(x) = λ

πZ

0

cos2(x− t)ϕ(t)dt+ 1 + cos 4x.

1.20. Найти итерированное ядро K2(x, t) для уравнения Фред-
гольма с K(x, t) = exp(|x|+ t); a = −1; b = 1.

1.21. Найти все характеристические числа и соответствующие
собственные функции интегрального уравнения

ϕ(x) = λ

πZ

0

[sin x sin 4t+ sin 2x sin 3t+ sin 3x sin 2t+ sin 4x sin t]ϕ(t)dt.
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1.22. С помощью преобразования Лапласа решить интегральное
уравнение

ϕ(x) = cos x+

xZ

0

ϕ(t)dt.

Вариант № 2

2.1. Найти общее решение уравнения в частных производных
первого порядка

xux − yuy + zuz = u.

2.2. Найти решение задачи Коши

ux + (2ex − y)uy = 0, u|x=0 = y.

2.3. Найти общее решение уравнения, приведя его к канониче-
скому виду:

а) uxx + 36uxy + 243uyy = 0;
б) uxx − 8uxy + 16uyy + 3ux − 12uy = 0.

2.4. Поставить краевую задачу об определении температуры
стержня 0 6 x 6 l с теплоизолированной боковой поверхностью,
если на концах стержня поддерживается постоянный тепловой по-
ток.

2.5. Найти функцию, гармоническую вне шара радиуса b и та-
кую, что (u− ur)|r=b = sin2 θ.

2.6. Найти стационарную температуру внутренних точек цилин-
дра u(r, z) с радиусом основания b и высотой h, если температура
верхнего и нижнего оснований равна нулю, а температура в каж-
дой точке боковой поверхности зависит только от расстояния этой
точки до нижнего основания (т.е. от z).

2.7. В полуполосе 0 < x < l, 0 < t решить смешанную задачу

utt = a2uxx; ux(0, t) = u(l, t) = 0;

u(x, 0) = 0; ut(t, 0) = sin(2πx/l).

2.8. В однородной прямоугольной мембране 0 6 x 6 q; 0 6 y 6 p
часть границы x = q, 0 6 y < p и y = p, 0 6 x < q свободна, а
остальная часть закреплена. Найти поперечные колебания мембра-
ны, вызванные начальным отклонением Axy, A = const.

2.9. Начальная температура однородного шара радиуса b рав-
на T . Найти температуру шара при t > 0, если поверхность шара
поддерживается при постоянной температуре T0.

2.10. В прямоугольнике 0 < x < p, 0 < y < q решить смешанную
задачу

ut = a2(uxx + uyy); u|t=0 = B sin(πx/2p) cos(3πy/2q);

u|x=0 = ux|x=p = u|y=0 = u|y=q = 0; t > 0; B = const.
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2.11. Решить смешанную задачу

ut − uxx − u = xt(2− t) + 2 cos t, 0 < x < π;

ux|x=0 = t2; ux|x=π = t2; u|t=0 = cos 2x.

2.12. Решить задачу Коши:

а) uxx − uyy − 2ux − 2uy = 4,
u(0, y) = −y, ux(0, y) = y − 1, |x| <∞;

б) utt = ∆uxx + 2xyz, u|t=0 = x2 + y2 − 2z2, ut|t=0 = 1;

в) ut = uxx, u(x, 0) = x exp(−x2).

2.13. С помощью преобразования Лапласа решить задачу

uy = uxx + u+ 2 cos x, 0 < x <∞, 0 < y <∞,
u(0, y) = exp(−3y), ux(0, y) = 0.

2.14. Доказать, что функция

E(x, y) = − i
4
H

(1)
0 (kr),

где H
(1)
0 (x) – функция Ханкеля, является фундаментальным реше-

нием оператора bL = ∂2
x + ∂2

y + k2 (r =
p
x2 + y2).

2.15. Найти решение задачи Дирихле (методом функции Грина)

∆u = 0, y > 0; u|y=0 = x(1 + x2).

2.16. Решить задачу на собственные значения оператора Лапла-
са в круге радиуса a, если u|r=a = 0. Написать условие ортогональ-
ности собственных функций задачи. Найти ортонормированную си-
стему собственных функций.

2.17. Вычислить потенциал простого слоя u(x, y) масс, распре-
деленных по окружности x2 + y2 = b2 с плотностью ρ = 1.

2.18. Найти резольвенту и решить уравнение

ϕ(x) = exp(x2 + 2x) + 2

xZ

0

exp(x2 + t2)ϕ(t)dt.

2.19. Решить интегральное уравнение

ϕ(x) = λ

πZ

0

(sin t+ t cos t)ϕ(t)dt+ 1− 2x

p
.

2.20. Найти итерированное ядро K2(x, t) для уравнения Фред-
гольма с K(x, t) = exp |x− t|; a = 0; b = 1.

2.21. Найти все характеристические числа и соответствующие
собственные функции интегрального уравнения
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ϕ(x) = λ

1Z

0

[(x/t)2/5 + (t/x)2/5]ϕ(t)dt.

2.22. С помощью преобразования Лапласа решить уравнение

ϕ(x) = exp x+ 2

xZ

0

ϕ(t) cos(x− t)dt.

Вариант № 3

3.1. Найти общее решение уравнения в частных производных
первого порядка

yux − xuy = 0.

3.2. Найти решение задачи Коши

xux − yuy + zuz = 0, u|x=1 = y + z.

3.3. Найти общее решение уравнения, приведя его к канониче-
скому виду

а) 49uxx + 28uxy + 3uyy = 0;
б) uxx − 12uxy + 36uyy + 2ux − 12uy = 0.

3.4. Поставить краевую задачу о колебаниях круглой однород-
ной мембраны, закрепленной по контуру, в среде, сопротивление
которой пропорционально первой степени скорости. К поверхности
мембраны приложена внешняя сила плотностью f(r,ϕ, t), действу-
ющая перпендикулярно плоскости невозмущенной мембраны. На-
чальные скорости и начальные отклонения отсутствуют.

3.5. Найти функцию, гармоническую в круговом секторе
0 < r < b, 0 < ϕ < α и такую, что uϕ(r, 0) = uϕ(r, α) = 0, u(b, ϕ) =
= V ϕ, где V = const.

3.6. Найти функцию, гармоническую внутри единичной сферы
и такую, что u|r=1 = cos(2ϕ+ π/3) sin2 θ.

3.7. Решить задачу о колебаниях струны 0 < x < l с закреплен-
ными концами, если начальные скорости точек струны равны нулю,
а начальное отклонение имеет форму ломаной , где (0, 0), A(l/2, h),
B(l, 0).

3.8. Решить задачу о свободных колебаниях прямоугольной мем-
браны 0 < x < p; 0 < y < q, закрепленной вдоль контура, если

u|t=0 = Axy(x− p)(y − q); ut|t=0 = 0, A = const.

3.9. На поверхности неограниченного кругового цилиндра с ра-
диусом основания b поддерживается все время нулевая температу-
ра. Найти распределение температуры внутри цилиндра в момент

времени t > 0, если u|t=0 = AJ0(µ
(0)
k r/b), где µ

(0)
k – положительный

корень уравнения J0(µ) = 0.
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3.10. В прямоугольнике 0 < x < q, 0 < y < p, t > 0 решить
смешанную задачу

ut = a2(uxx + uyy) +A sin(πx/q) cos(πy/2p);
u|x=0 = u|x=q = u|y=0 = uy|y=p = 0;
u|t=0 = 0; A = const.

3.11. Решить смешанную задачу

ut = uxx + 6u+ 2t(1− 3t)− 6x+ 2 cos x cos 2x,

0 < x < π/2; ux|x=0 = 1; ux|x=π/2 = t2 + π/2; u|t=0 = x.

3.12. Решить задачу Коши:

а) uxx + 2uxy − 3uyy = 2,
u|y=0 = 0; uy|y=0 = x+ cos x, |x| <∞;

б) utt = uxx + uyy + 6xyt, u|t=0 = x2 − y2, ut|t=0 = xy;

в) ut = uxx, u|t=0 = exp(2x− x2).

3.13. Используя интегральное преобразование Лапласа, решить
задачу

uy = uxx + u+ cos x, 0 < x <∞, 0 < y <∞,
u(0, y) = exp(−3y), ux(0, y) = 0.

3.14. Доказать, что функция

E(x) =
1

2k
exp(−k|x|)

является фундаментальным решением оператора bL = ∂2
x − k2.

3.15. Методом функции Грина решить задачу Дирихле

∆u = 0, z < 0; u(x, y, 0) = (1 + x2 + y2)−3/2.

3.16. Решить задачу на собственные значения оператора Лапла-
са в круге радиуса a, если ur|r=a = 0. Написать условие ортого-
нальности собственных функций задачи. Найти ортонормирован-
ную систему собственных функций.

3.17. Вычислить потенциал простого слоя u(x, y) масс, распре-
деленных по сфере x2 + y2 + z2 = 1 с плотностью ρ(x) = 1.

3.18. Найти резольвенту и решить уравнение

ϕ(x) = expx sin x+

xZ

0

2 + cos x

2 + cos t
ϕ(t)dt.

3.19. Решить интегральное уравнение

ϕ(x) = λ

πZ

0

sin(3x+ t)ϕ(t)dt+ cos x.
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3.20. Найти итерированные ядра для уравнения Фредгольма с
ядром K(x, t) = expx cos t и a = 0, b = π.

3.21. Найти все характеристические числа и соответствующие
собственные функции интегрального уравнения

ϕ(x) = λ

1Z

0

(x2t2 − 2/45)ϕ(t)dt.

3.22. С помощью интегрального преобразования Лапласа ре-
шить уравнение

ϕ(x) = 1 + 2

xZ

0

cos(x− t)ϕ(t)dt.

Вариант № 4

4.1. Найти общее решение уравнения в частных производных
первого порядка

ux + yu = 0.

4.2. Найти решение задачи Коши

2
√
xux − yuy = 0, u|x=1 = yz.

4.3. Найти общее решение уравнения, приведя его к канониче-
скому виду

а) 4uxx + 3uxy − uyy = 0;
б) 36uxx + 12uxy + uyy + 18ux + 3uy = 0.

4.4. Поставить краевую задачу о малых радиальных колебани-
ях идеального однородного газа, заключенного в сферический со-
суд радиуса b, если начальные скорости и начальные отклонения
заданы как функции от r. Граница непроницаема.

4.5. Найти функцию, удовлетворяющую внутри круга единич-
ного радиуса уравнению Гельмгольца ∆u + k2u = 0, если u|r=1 =
= 25 sin3 ϕ.

4.6. Найти стационарную температуру внутри однородного изо-
тропного шара радиуса b, если на поверхности шара поддержива-
ется температура u|x=b = cos2 θ.

4.7. В полуполосе 0 < x < l, 0 < t для уравнения utt = a2uxx
решить смешанную задачу

u(0, t) = ux(l, t) = 0; u(x, 0) = x,
ut(x, 0) = sin(πx/2l) + sin(3πx/2l).

4.8. Решить задачу о свободных колебаниях однородной круглой
мембраны радиуса b, закрепленной по краю, если
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u|t=0 = A(r2 − b2), ut|t=0 = 0.

4.9. Решить смешанную задачу

ut = uxx − 4u, u|t=0 = x2 − πx;
0 < x < π; u|x=0 = u|x=π = 0.

4.10. Дана тонкая квадратная пластинка 0 < x < l, 0 < y < l с
начальным распределением температуры u|t=0 = f(x, y). Края пла-
стинки все время удерживаются при нулевой температуре. Найти
температуру любой точки пластины в момент времени t > 0.

4.11. Решить смешанную задачу

ut = uxx + u; 0 < x < 2; t > 0;
u|x=0 = 2t; u|x=2 = 0; u|t=0 = ut|t=0 = 0.

4.12. Решить задачу Коши:

а) uxy + yux + xuy + xyu = 0,

u|y=3x = 0, ux|y=3x = exp(−5x2), x < 1;

б) utt = 8∆u+ t2x2, u|t=0 = y2, ut|t=0 = z2;
в) ut = 4uxx + t+ exp t; u|t=0 = 2.

4.13. Методом преобразования Лапласа решить задачу

ut = uxx, 0 < x <∞, t > 0,

u|t=0 = 0; u|x=0 =
1√
t
, u(∞, t) = 0.

4.14. Доказать, что функции

E(x, y) = − i
4
H

(1)
0 (kr), Ē = (x, y) =

i

4
H

(2)
0 (kr)

являются фундаментальным решением оператора bL = ∂2
x+ ∂2

y + k2.

Здесь H
(l)
0 , l = 1, 2, – функции Ханкеля, а r =

p
x2 + y2.

4.15. Методом функции Грина найти решение задачи Дирихле

∆u = 0, y < 0; u|y=0 =
1

1 + x2
.

4.16. Решить задачу на собственные значения оператора Лапла-
са в прямоугольнике, если u(a, y) = u(b, y) = ux(x, 0) = uy(x, l) = 0.
Написать условие ортогональности собственных функций задачи.
Найти ортонормированную систему собственных функций.

4.17. Найти потенциал двойного слоя u(x, y) масс, распределен-
ных по окружности x2 + y2 = 1 с плотностью µ = x.

4.18. Найти резольвенту и решить интегральное уравнение

ϕ(x) = 1− 2x−
xZ

0

exp(x2 − t2)ϕ(t)dt.
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4.19. Решить интегральное уравнение

ϕ(x) = λ

πZ

0

cos(2x+ t)ϕ(t)dt+ sin x.

4.20. Найти итерированные ядра для уравнения Фредгольма с
ядром K(x, t) = x exp t и a = 0, b = 1.

4.21. Найти характеристические числа и соответствующие соб-
ственные функции интегрального уравнения

ϕ(x) = λ

2πZ

0

[cos2(x+ t) + 1/2]ϕ(t)dt.

4.22. С помощью преобразования Лапласа решить уравнение

ϕ(x) = shx−
xZ

0

ch(x− t)ϕ(t)dt.

Вариант № 5

5.1. Найти общее решение уравнения в частных производных
первого порядка

xux − yuy = 0.

5.2. Найти решение задачи Коши

xux − yuy + zuz = u, u|x=1 = y + z.

5.3. Найти общее решение уравнения

а) 25uxx + 20uxy + 3uyy = 0;

б) uxx − 2 sin xuxy − cos2 xuyy − cos xuy = 0.

5.4. Однородный шар радиуса b с центром в начале координат
нагрет до температуры T . Поставить краевую задачу об остывании
шара, когда в шаре имеются тепловые источники постоянной мощ-
ности Q, а на его поверхности S происходит теплообмен с внешней
средой нулевой температуры.

5.5. Найти функцию, гармоническую вне шара радиуса b и та-
кую, что ur|r=b = sin2 θ.

5.6. Круговой цилиндр, радиус основания которого R, а высота
h, имеет температуру обеих оснований, равную нулю, а температу-
ра боковой поверхности постоянна и равна T . Найти стационарное
распределение температуры внутри цилиндра.

5.7. Решить первую смешанную задачу для волнового уравне-
ния utt = 4uxx на отрезке 0 < x < 1; t > 0, если

u(x, 0) = x(x− 1), ut(x, 0) = 0, u(0, t) = u(1, t) = 0.
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5.8. Решить задачу о свободных колебаниях прямоугольной мем-
браны 0 < x < π; 0 < y < π, закрепленной вдоль контура, если

u|t=0 = 3 sin x sin 2y, ut|t=0 = 5 sin 3x sin 4y.

5.9. Дан тонкий однородный стержень 0 < x < l, боковая по-
верхность которого теплоизолирована. Найти распределение тем-
пературы в стержне, если левый конец стержня поддерживается
при постоянной температуре T , а на правый подается постоянный
тепловой поток Q и u|t=0 = sin(5πx/2l) + 2 sin(3πx/l).

5.10. Решить смешанную задачу

ut = a2(uxx + uyy); u|t=0 = f(x, y), t > 0;
u|x=0 = ux|x=p = u|y=0 = u|y=l = 0; 0 < x < p, 0 < y < q.

5.11. Решить смешанную задачу

ut = uxx +
uyy
x
− u

x2
; 0 < x < 1,

˛̨
u|x=0

˛̨
<∞, u|t=0 = 0;

u|x=1 = sin 2t cos t, ut|t=0 =
J1(x)

2J1(1)
+

3

2

J1(3x)

J1(3)
.

5.12. Решить задачу Коши:

а) xuxx − uyy + ux/2 = 0, u|y=0 = x, uy |y=0 = 0, x > 0;

б) utt = uxx + uyy + x3 − 3xy2,
u|t=0 = ex cos y, ut|t=0 = ey sin x;

в) ut = uxx + 3t2; u|t=0 = sin x.

5.13. Струна длиной l закреплена на концах. В момент време-
ни t = 0 она оттянута в точке x = c (0 < c < l) на расстояние,
равное единице, от оси . Затем струна отпущена без сообщения ее
точкам начальной скорости. Используя преобразование Лапласа,
определить отклонение u(x, t) точек струны для любого момента
времени.

5.14. Доказать, что функция

E(x, t) = − iθ(t)

2
√
πt

exp

»
i
x2

4t
− iπ

4

–

– фундаментальное решение оператора Шредингера bLS = i∂t + ∂2
x.

5.15. Методом функции Грина найти решение задачи Дирихле
для уравнения Лапласа в круге x2 + y2 < 1, если на окружности
x2 + y2 = 1 функция равна sin 2ϕ.

5.16. Решить задачу на собственные значения оператора Лапла-
са в прямоугольнике, если ux(2, y)=ux(5, y)=u(x, 0)=uy(x, 2)= 0.
Написать условие ортогональности собственных функций задачи.
Найти ортонормированную систему собственных функций.

5.17. Показать, что потенциал u(x, y) масс, распределенных по
кругу x2 + y2 < 1 с плотностью µ = x, дается формулой
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u(x, y) =


−π ln r, r > 1
π(1− r2)/2, r 6 1

, где r =
p
x2 + y2.

5.18. Найти резольвенту и решить уравнение

ϕ(x) = x · 3x −
xZ

0

3x−tϕ(t)dt.

5.19. Решить интегральное уравнение

ϕ(x) = λ

πZ

0

sin(x− 2t)ϕ(t)dt+ cos 2x.

5.20. Найти итерированные ядра для уравнения Фредгольма с
ядром K(x, t) = x+ sin t и a = −π, b = π.

5.21. Найти характеристические числа и соответствующие соб-
ственные функции уравнения

ϕ(x) = λ

2πZ

0

[sin(x+ t) + 1/2]ϕ(t)dt.

5.22. Используя преобразование Лапласа, решить уравнение

ϕ(x) = x−
xZ

0

ex−tϕ(t)dt.

Вариант № 6

6.1. Найти общее решение уравнения в частных производных
первого порядка

ux = uy .

6.2. Найти решение задачи Коши

ux + uy + 2uz = 0, u|x=1 = yz.

6.3. Найти общее решение уравнения

а) uxx + 2uxy + uyy − 3ux − 3uy = 0;
б) xuxx − yuyy + (ux − uy)/2 = 0, x > 0, y > 0.

6.4. Поставить краевую задачу о малых поперечных колебаниях
струны, закрепленной на краях, в среде с сопротивлением, пропор-
циональным первой степени скорости.

6.5. Найти решение уравнения Лапласа ∆u = 0 в прямоуголь-
нике 0 < x < p, 0 < y < q, если:

u(0, y) = A sin(πy/q), u(p, y) = 0,

u(x, 0) = B sin(πx/p), u(x, q) = 0.
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6.6. Найти стационарную температуру внутренних точек полу-
сферы радиуса b, если сферическая поверхность поддерживается
при постоянной температуре T , а основание полусферы – при ну-
левой.

6.7. Решить задачу о колебаниях струны 0 < x < l с закреплен-
ными концами, если начальные скорости точек струны равны нулю,
а начальное отклонение имеет форму параболы, осью симметрии
которой служит прямая x = l/2, а вершиной – точка M(l/2, h).

6.8. Решить задачу о свободных колебаниях однородной круглой
мембраны радиуса b, закрепленной по краю, если u|t=0 = AJ0(α

0
kr/R),

где α0
k – положительный корень уравнения J0(α) = 0. Начальная

скорость равна нулю.
6.9. Решить смешанную задачу

ut = uxx, 0 < x < 1; ux|x=0 = u|x=1 = 0, u|t=0 = x2 − 1.

6.10. Дан неограниченный круговой цилиндр радиуса b. Най-
ти распределение температуры внутри цилиндра в момент времени
t > 0, если поверхность цилиндра поддерживается при постоянной
температуре , а начальная температура внутри цилиндра равна ну-
лю.

6.11. Решить смешанную задачу

utt = uxx + ux/x− u, 0 < x < 1;˛̨
u|x=0

˛̨
<∞, u|x=1 = cos 2t + sin 3t,

u|t=0 =
J0(x
√

3)

J0(
√

3)
, ut|t=0 =

3J0(2x
√

2)

J0(2
√

2)
.

6.12. Решить задачу Коши:

а) xuxx + (x+ y)uxy + yuyy = 0,

u|y=1/x = x3, ux|y=1/x = 2x2, x > 0;

б) utt = 3∆u+ 6(x2 + y2 + z2),

u|t=0 = x2y2z2, ut|t=0 = xy2;

в) ut = uxx + exp(−t) cos x, u|t=0 = cos x.

6.13. Используя интегральное преобразование Лапласа, решить
задачу

uxx − uy + u = x, 0 < x <∞, 0 < y <∞,
u(0, y) = y, ux(0, y) = 0.

6.14. Доказать, что фундаментальным решением оператора Клейна–

Гордона–Фока bLKG = ∂2
t − a2∂2

x − a2∂2
y +m2 является функция

E(~x, t) =
1

2πa2
θ(at− |~x|) cos(m

p
t2 − a−2|~x|2)p

t2 − a−2|~a|2
.
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6.15. Методом функции Грина найти решение уравнения Лапла-
са в полукруге E : {z : |z| < 1, Im z > 0} при условии

u||z|=1 = sinϕ, u|arg z=0 = 0, u|arg z=π = 0.

6.16. Решить задачу на собственные значения оператора Лапла-
са в прямоугольнике, если u(0, y) = ux(2, y) = u(x, 1) = u(x, 2) = 0.
Написать условие ортогональности собственных функций задачи.
Найти ортонормированную систему собственных функций.

6.17. Найти потенциал двойного слоя масс, распределенных по
окружности x2 + y2 = 1 с плотностью µ = 1.

6.18. Найти резольвенту и решить уравнение

ϕ(x) = sin x+ 2

xZ

0

exp(x− t)ϕ(t)dt.

6.19. Решить интегральное уравнение

ϕ(t) = λ

πZ

0

sin(2x+ t)ϕ(t)dt+ π − 2x.

6.20. Найти итерированные ядра для уравнения Фредгольма с
ядром K(x, t) = (x− t)2 и a = −1, b = 1 (n = 2, 3).

6.21. Найти характеристические числа и соответствующие соб-
ственные функции ядра K(x, y) = 3x+ xy − 5x2y2 и при всех λ и a
решить уравнение

ϕ(x) = λ

1Z

−1

K(x, y)ϕ(y)dy + ax.

6.22. С помощью преобразования Лапласа решить уравнение

ϕ(x) = x−
xZ

0

(x− t)ϕ(t)dt.

Вариант № 7

7.1. Найти общее решение уравнения в частных производных
первого порядка

(x+ 2y)ux − yuy = 0.

7.2. Найти решение задачи Коши

xux − yuy = 0, u|x=1 = y2.

7.3. Найти общее решение уравнения:
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а) uxx + 8uxy + 16uyy − ux − 4uy = 0;

б) x2uxx − y2uyy − 2yuy = 0.

7.4. Поставить краевую задачу об определении установившейся
(стационарной) концентрации неустойчивого газа в цилиндре ра-
диуса b и высоты h, если в цилиндре имеются источники газа по-
стоянной мощности Q, а скорость распада газа пропорциональна
его концентрации u. На основаниях цилиндра концентрация газа
поддерживается равной нулю, а боковая поверхность газонепрони-
цаема.

7.5. Найти функцию, гармоническую в кольце 1 < r < 2 и та-
кую, что u|r=1 = 1 + cos2 ϕ, u|r=2 = sin2 ϕ.

7.6. Найти функцию, гармоническую внутри единичной сферы
и такую, что u|r=1 = (sin θ + sin 2θ) sin(ϕ+ π/6).

7.7. Для уравнения utt = uxx + cos t решить смешанную задачу

u(0, t) = u(π, t) = 0, u(x, 0) = ut(x, 0) = 0, 0 < x < π.

7.8. Определить поперечные колебания однородной прямоуголь-
ной мембраны 0 6 x 6 p; 0 6 y 6 q с закрепленным краем, если
колебания вызваны непрерывно распределенной по мембране силой
с плотностью f(x, y, t) = exp(−t) sin(2πy/q).

7.9. В полуполосе 0 < x < l, 0 < t решить смешанную задачу

ut = a2uxx, ux(0, t) = u(l, t) = 0, u(x, 0) = A(l− x), A = const.

7.10. В однородном шаре радиуса b, начиная с момента t = 0,
действуют источники тепла постоянной плотности Q. Начальная
температура шара равна T . Определить распределение температу-
ры в шаре при t > 0, если с поверхности шара происходит теплоот-
дача потоком постоянной мощности q.

7.11. Решить смешанную задачу

ut = uxx + ux/x− 4u/x2 + tJ2(α
2
1x); 0 < x < 1,

˛̨
u|x=0

˛̨
<∞;

u|x=1 = u|t=0 = ut|t=0 = 0,

где α2
1 – положительный корень уравнения J2(α) = 0.

7.12. Решить задачу Коши:

а) uxx + 2(1 + 2x)uxy + 4x(1 + x)uyy + 2uy = 0,

u|x=0 = y, ux|x=0 = 2, |y| <∞;

б) utt = uxx + uyy + t sin y; u|t=0 = x2, ut|t=0 = sin y;

в) ut = uxx + exp t sin x; u|t=0 = sin x.

7.13. С помощью преобразования Лапласа решить задачу

ut = a2uxx; t > 0, x > 0, u(0, t) = 0; u(x, 0) = u1 = const.
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7.14. Доказать, что фундаментальным решением оператора Шре-
дингера

bLS = i~∂t +
~

2

2m
(∂2
x + ∂2

y)

является функция

E(x, y) = − i
~
θ(t)

m

2π~t
exp

h
i
m

2~t
(x2 − y2)− iπ

2

i
.

7.15. Методом функции Грина найти решение задачи Дирихле

∆u = 0, z > 0; u|z=0 = (1 + x2 + y2)−1/2.

7.16. Решить задачу на собственные значения оператора Лапла-
са в прямоугольнике с границами x = a, x = b, y = 0, x = 0, если
на границе функция обращается в нуль. Написать условие ортого-
нальности собственных функций задачи. Найти ортонормирован-
ную систему собственных функций.

7.17. Вычислить объемный потенциал u(x, y, z) для шара r < b
с плотностью ρ = r, r2 = x2 + y2 + z2.

7.18. Найти резольвенту и решить уравнение

ϕ(x) = expx+

xZ

0

exp(x− t)ϕ(t)dt.

7.19. Решить интегральное уравнение

ϕ(x) = λ

1Z

−1

[5 + 4xy − 3x2 − 3y2 + 9x2y2]dy + x.

7.20. Найти для n = 2, 3 итерированные ядра уравнения Фред-
гольма с ядром K(x, t) = sin(x− t) и a = 0, b = π/2.

7.21. Найти характеристические числа и соответствующие соб-
ственные функции однородного интегрального уравнения с симмет-
ричным ядром

K(x, t) =


− exp(−t) sh x, 0 < x < t;
− exp(−x) sh t, t < x < 1.

7.22. С помощью преобразования Лапласа решить уравнение

ϕ(x) = x+

xZ

0

sin(x− t)ϕ(t)dt.

Вариант № 8
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8.1. Найти общее решение уравнения в частных производных
первого порядка

xux + yuy + zuz = 0.

8.2. Найти решение задачи Коши

xux + yuy + xyuz = 0, u|z=0 =
x2

y2
.

8.3. Найти общее решение уравнения

а) uxx − 4uxy + 4uyy + 3ux − 6uy = 0;

б) x2uxx − 2xyuxy + y2uyy + xux + yuy = 0.

8.4. Поставить краевую задачу об определении температуры
стержня x = 0, x = l с теплоизолированной боковой поверхностью,
если на концах стержня происходит конвективный теплообмен со
средами заданной температуры.

8.5. Найти стационарное распределение температуры u(r, ϕ) внут-
ри бесконечного цилиндра радиуса b, если на его поверхности под-
держивается температура u(b, ϕ) = A sinϕ.

8.6. Найти стационарную температуру внутренних точек цилин-
дра u(r, z) с радиусом основания b и высотой h, если основания
цилиндра теплоизолированы, а температура боковой поверхности
есть заданная функция от z.

8.7. Решить задачу о колебаниях однородной струны 0 < x < l
с закрепленными концами под действием непрерывно распределен-
ной силы с плотностью p(x, t) = Aρ sinωt, ω 6= kπa/l (k = 1,∞).
Начальные условия нулевые.

8.8. В однородной прямоугольной мембране 0 6 x 6 p; 0 6 y 6 q
часть границы x = 0; 0 6 y < q свободна, а остальная часть за-
креплена. Найти поперечные колебания мембраны, вызванные на-
чальным отклонением u(x, y, 0) = cos(πx/2p) sin(πy/q), начальные
скорости отсутствуют.

8.9. В полуполосе 0 < x < l, t > 0 решить смешанную задачу

utt = a2uxx; ux(0, t) = ux(l, t) = 0; u(x, 0) = u.

8.10. Для уравнения теплопроводности ut = a2∆u + f(x, y, t)
решить смешанную задачу

u(0, y, t) = ux(p, y, t) = u(x, 0, t) = u(x, q, t) = 0; u(x, y, 0) = 0

в прямоугольнике 0 < x < p; 0 < y < q.
8.11. Решить смешанную задачу

utt = uxx + ux/x− 4u/x2; 0 < x < 1, |u|x=0| <∞;

u|x=1 = 0, u|t=0 = ut|t=0 = J2(α
2
kx),

где α2
k – k-ый положительный корень уравнения J2(α) = 0.
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8.12. Решить задачу Коши

а) x2uxx − y2uyy + 2yuy = 0,

u|x=1 = y, ux|x=1 = y, y < 0;

б) utt = 10∆u, u|t=0 = 0, ut|t=0 = (3x+ 2y + 4z)2;

в) ut = uxx + sin t; u|t=0 = exp(−x2).

8.13. Пользуясь интегральным преобразованием Лапласа, опре-
делить температуру u(x, t) в полубесконечном стержне (0 < x <∞)
при t > 0, если u(0, t) = δ(t), u(∞, t) = 0, а начальная температура
стержня равна нулю.

8.14. Доказать, что функция

E(x, t) =
1

2a
θ(at− |x|)

– фундаментальное решение волнового оператора bLD = ∂2
t − a2∂2

x.
8.15. Построить функцию Грина задачи Дирихле для полупро-

странства z > 0.
8.16. Решить задачу на собственные значения оператора Лапла-

са в квадрате, если ux(0, y)=ux(1, y)=u(1, y)=u(x, 1)=u(x, 2)= 0.
Написать условие ортогональности собственных функций задачи.
Найти ортонормированную систему собственных функций.

8.17. Найти потенциал u(x, y) для круга r < b с плотностью

ρ = r2, r =
p
x2 + y2.

8.18. Найти резольвенту и решить уравнение

ϕ(x) = x+

xZ

0

(t− x)ϕ(t)dt.

8.19. Решить интегральное уравнение

ϕ(x) = λ

1Z

−1

(x2 − xt)ϕ(t)dt+ x2 + x.

8.20. Найти итерированные ядра K(x, t) = x − t при a = −1,
b = 1.

8.21. Найти характеристические числа и соответствующие соб-
ственные функции однородного интегрального уравнения с симмет-
ричным ядром

K(x, t) =


− sin(x− π/n) sin(t− π/n), 0 6 x 6 t;
− sin(t+ π/n) sin(x− π/n), t 6 x 6 1.

8.22. С помощью преобразования Лапласа решить уравнение

ϕ(x) = x+

xZ

0

sin(x− t)ϕ(t)dt.
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Вариант № 9

9.1. Найти общее решение уравнения в частных производных
первого порядка

(x− z)ux + (y − z)uy + 2zuz = 0.

9.2. Найти решение задачи Коши

xux − u = 0, u|x=1 = sin y.

9.3. Найти общее решение уравнения:

а) uxx − 2uxy + uyy + 4ux − 4uy = 0;

б)
∂

∂x

“
x2 ∂u

∂x

”
= x2 ∂

2u

∂y2
.

9.4. Сформулировать задачу о продольных колебаниях однород-
ного упругого стержня постоянного сечения S длины l при задан-
ных начальном отклонении и скорости, если концы стержня закреп-
лены упруго, т.е. испытывают сопротивление, пропорциональное их
отклонению.

9.5. Найти функцию, гармоническую внутри круга радиуса R и
такую, что ur|r=R = A cos 2ϕ.

9.6. Найти функцию, гармоническую внутри единичной сферы
и такую, что u|r=1 = sin θ(sinϕ+ sin θ).

9.7. Решить задачу о колебаниях струны 0 < x < l с закреп-
ленными концами, если в начальном положении струна находится
в покое, а

ut(x, 0) =

(
G0, x ∈ [α, β];

0, x /∈ [α, β],
0 6 α < β 6 l.

9.8. В однородной прямоугольной мембране 0 6 x 6 p; 0 6 y 6 q
часть границы x = 0, 0 6 y < q свободна, а остальная часть закреп-
лена. Найти поперечные колебания мембраны, вызванные началь-
ным распределением скоростей ut(x, y, 0) = A(p− x) sin(πy/q).

9.9. В полуполосе 0 < x < l, t > 0 решить смешанную задачу

ut = a2uxx − βu; ux(0, t) = ux(l, t) = 0; u(x, 0) = sin(πx/2l).

9.10. Определить температуру в однородном прямоугольном бес-
конечном стержне 0 6 x 6 p; 0 6 y 6 q, −∞ < z < ∞, если
температура поверхности стержня поддерживается равной нулю.
Начальная температура стержня – произвольная функция f(x, y).

9.11. Решить смешанную задачу

utt = uxx + ux/x− 4u/x2 + cos tJ2(α
2
kx); 0 < x < 1;

|u|x=0| <∞, u|x=1 = u|t=0 = ut|t=0 = 0,
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где α
(2)
k –k-й положительный корень уравнения J2(α) = 0.

9.12. Решить задачу Коши:

а) a2uxx − 2xyuxy − 3y2uyy = 0,

u|x=1 = y, ux|x=1 = 2, |y| <∞;

б) utt = uxx + uyy + t sin y; u|t=0 = x2, ut|t=0 = sin y;

в) ut = uxx + exp t sin x; u|t=0 = sin x.

9.13. С помощью преобразования Лапласа решить задачу

uy = uxx+u+ex; 0 < x <∞, 0 < y <∞, u(0, y) = ux(0, y) = 0.

9.14. Доказать, что функция E(x) = ln r/2π является фундамен-

тальным решением оператора Лапласа ∆ = ∂2
x + ∂2

y , r =
p
x2 + y2.

Выяснить ее физический смысл.
9.15. Построить функцию Грина задачи Дирихле для двугран-

ного угла y > 0, z > 0.
9.16. Найти волновые функции стационарных состояний и уров-

ни энергии частицы в двумерной потенциальной яме вида

V (r) =


0, r < a;
∞, r > a.

9.17. Найти логарифмический потенциал двойного слоя для окруж-
ности радиуса b с постоянной плотностью µ = µ0.

9.18. Найти резольвенту интегрального уравнения Вольтерра с
ядром

K(x, t) = −4x− 2

2x+ 1
+

8(x− t)
2x+ 1

.

9.19. Решить интегральное уравнение

ϕ(x) = λ

1Z

−1

(2xt3 + 5x2t2)ϕ(t)dt+ 7xx4 + 3.

9.20. Построить резольвенту для ядра K(x, t) = exp(x + t) при
a = 0, b = 1.

9.21. Найти характеристические числа и соответствующие соб-
ственные функции интегрального (однородного) уравнения с сим-
метричным ядром

K(x, t) =


sin x sin(t− 1), −π 6 x 6 t;
sin t sin(x− 1), t 6 x 6 π.

9.22. С помощью преобразования Лапласа решить уравнение

ϕ(x) = 1 + x+

xZ

0

exp(−2x+ 2t)ϕ(t)dt.



926 Задания для самоконтроля

Вариант № 10

10.1. Найти общее решение уравнения в частных производных
первого порядка

yux + xuy = x− y.
10.2. Найти решение задачи Коши

y2ux + xyuy = x, u|x=0 = y2.

10.3. Найти общее решение уравнения:

а) 4uxx + 4uxy + uyy + 8ux + 4uy = 0;

б) (x− y)uxy + ux − uy = 0.

10.4. Поставить задачу об определении температуры в беско-
нечном теплоизолированном стержне, по которому с момента t > 0
в положительном направлении со скоростью v начинает двигаться
точечный тепловой источник, дающий q единиц тепла в единицу
времени.

10.5. В круге радиуса b решить задачу Дирихле для уравнения
Пуассона

∆u = −1, u
˛̨√

x2+y2=b
=
y2

2

˛̨
˛√

x2+y2=b
.

10.6. Выяснить, разрешима ли внутренняя задача Неймана для
шара радиуса R, если ur|r=R = A cos θ. Найти соответствующее ре-
шение.

10.7. Решить задачу о продольных колебаниях однородного ци-
линдрического стержня, один конец которого заделан, а к другому
концу приложена силаQ = A sinωt, направление которой совпадает
с осью стержня (ω 6= aπ(2k + 1)/2l, k = 0,∞).

10.8. В однородной прямоугольной мембране 0 6 x 6 p;
0 6 y 6 q часть границы x = 0, 0 6 y 6 q свободна, а остальная
часть закреплена. Найти поперечные колебания мембраны, вызван-
ные распределенной по мембране поперечной силой с плотностью
f(x, y, t) = B(p− x) sin(πy/q) sin t.

10.9. В полуполосе 0 < x < l, t > 0 решить смешанную задачу

ut = a2uxx; ux(0, t) = ux(l, t) = 0; u(x, 0) = Ax.

10.10. В однородном шаре радиуса b начиная с момента t = 0
действуют источники тепла постоянной мощности Q. Начальная
температура шара равна T . Найти распределение температуры в
шаре при t > 0, если на его поверхности поддерживается постоян-
ная температура u0.

10.11. Решить смешанную задачу

utt − 3ut = uxx + 2ux − 3x− t; 0 < x < π;

u|x=0 = u|x=π = πt; u|t=0 = exp(−x), ut|t=0 = x.
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10.12. Решить задачу Коши:

а) uxx − uyy + 2ux + 2uy = 0,

u|y=0 = x, uy|y=0 = 0, |x| <∞;

б) utt = 12∆u; u|t=0 = x2 + y2 − 2z2, ut|t=0 = 0;

в) ut = 8uxx; u|t=0 = exp(−3x2).

10.13. С помощью преобразования Лапласа решить задачу

uxx − uy + a2u = x2, 0 < x <∞, 0 < y <∞,
u(0, y) = ux(0, y) = 0.

10.14. Доказать, что функция E(x) = θ(x) exp(±ax) является

фундаментальным решением оператора Гельмгольца bLH = ∂x ± a.
10.15. Построить функцию Грина задачи Дирихле для октанта

x > 0, y > 0, z > 0.
10.16. Найти волновые функции стационарных состояний и уров-

ни энергии частицы в сферической бесконечно глубокой потенци-
альной яме радиуса a.

10.17. Для оператора Лапласа вычислить потенциал простого
слоя u, распределенного с постоянной плотностью µ0 на сфере еди-
ничного радиуса.

10.18. Решить интегральное уравнение и построить его резоль-
венту

ϕ(x) = λ

xZ

0

(x− t)ϕ(t)dt+ x2.

10.19. Решить интегральное уравнение

ϕ(x) = λ

1Z

−1

(2x4 + 5x3t)ϕ(t)dt+ x2 − x4.

10.20. Построить резольвенту для ядра K(x, t) = sin x sin t при
a = 0, b = 1.

10.21. Найти характеристические числа и соответствующие соб-
ственные функции однородного интегрального уравнения Фредголь-
ма с симметричным ядром K(x, t) = 1 + xt+ x2t2, −1 6 x, t 6 1.

10.22. С помощью преобразования Лапласа решить уравнение

ϕ(x) = cosx−
xZ

0

cos(x− t)ϕ(t)dt.

Вариант № 11
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11.1. Найти общее решение уравнения в частных производных
первого порядка

2xux + (y − x)uy = x2.

11.2. Найти решение задачи Коши

xux − u = 0, u|x=1 = y.

11.3. Найти общее решение уравнения:

а) uxx − 10uxy + 25uyy + 2ux − 10uy = 0;

б) uxy + yux + xuy + xyu = 0.

11.4. Поставить краевую задачу об остывании тонкого однород-
ного кольца радиуса b, на поверхности которого происходит кон-
вективный теплообмен со средой, имеющей заданную температуру.
Неравномерностью распределения температуры по толщине кольца
пренебречь.

11.5. Найти стационарное распределение температуры внутри
бесконечного цилиндра радиуса b, если на одной половине поверх-
ности цилиндра (0 6 ϕ < π) поддерживается температура −T , а на
другой половине (π 6 ϕ < 2π) – температура T .

11.6. Найти гармоническую внутри шарового слоя 1 < r < 2
функцию, такую, что u|r=1 = cos2 θ, ur=2 = (cos2 θ + 1)/8.

11.7. Решить задачу о свободных колебаниях однородной стру-
ны длины l, закрепленной на концах и колеблющейся в среде, со-
противление которой пропорционально первой степени скорости.
Начальные условия произвольны.

11.8. Решить задачу о свободных колебаниях однородной круг-
лой мембраны радиуса b, закрепленной по краю, если начальное от-
клонение имеет форму параболоида вращения, начальная скорость
равна нулю.

11.9. Дан тонкий однородный стержень 0 < x < l, боковая по-
верхность которого теплоизолирована. Найти распределение тем-
пературы в стержне, если концы стержня имеют постоянную тем-
пературу u(0, t) = u(l, t) = u1, а начальная температура задается
формулой u(x, 0) = Ax(l− x), где A = const. Найти lim

t→∞
u(x, t).

11.10. Начальная температура шара 0 6 r < b равна T . Найти
температуру шара при t > 0, если внутрь шара через его поверх-
ность подается постоянный поток тепла мощности Q (считать шар
однородным).

11.11. Решить смешанную задачу

ut = uxx + 4ux + x− 4t+ 1 + exp(−2x) cos(πx);

0 < x < 1, u|x=0 = t, u|x=1 = 2t; u|t=0 = 0.

11.12. Решить задачу Коши:
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а) uxy = 0, u|y=x2 = 0, uy|y=x2 = x, |x| < 1;

б) utt = 3uxx + 3uyy + x2 + y2; u|t=0 = x2, ut|t=0 = y2;

в) ut = uxx + uyy + exp t; u|t=0 = cosx sin y.

11.13. С помощью преобразования Лапласа найти распределе-
ние температуры в однородном тонком полуограниченном стержне
0 < x < ∞, когда начальная температура стержня равна нулю, а
на его левом краю поддерживается температура u0 = const.

11.14. Доказать, что функция

E(x) =
1

a
θ(x) sin ax

является фундаментальным решением оператора bL = ∂2
x + a2.

11.15. Построить функцию Грина задачи Дирихле для шара
|~x| < b.

11.16. Найти волновые функции двумерного изотропного гар-
монического осциллятора

V (~r) =
ω

2
(x2 + y2).

11.17. Найти распределение потенциала электростатического по-
ля внутри двугранного угла при условии, что его граница заряжена
до потенциала V0 = const, если 0 < ϕ < ϕ0, ϕ0 < π/2, 0 6 r <∞.

11.18. Методом дифференцирования решить интегральное урав-
нение

ϕ(x) = λ

xZ

0

ex−tϕ(t)dt+ x2.

11.19. Решить интегральное уравнение

ϕ(x) = λ

1Z

−1

(x1/3 + t1/3)ϕ(t)dt− 1 + 6x2.

11.20. Построить резольвенту уравнения Фредгольма с ядром
K(x, t) = x exp t при a = −1, b = 1.

11.21. Найти характеристические числа и соответствующие соб-
ственные функции ядра K(x, t) и решить интегральное уравнение

ϕ(x) = λ

πZ

−π

(x cos t+ sin x sin t)ϕ(t)dt+ a+ b cosx; a, b = const.

11.22. С помощью преобразования Лапласа решить уравнение

ϕ(x) = x− λ
xZ

0

(x− t)ϕ(t)dt.
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Вариант № 12

12.1. Найти общее решение уравнения в частных производных
первого порядка

xyux − x2uy = yx.

12.2. Найти решение задачи Коши

xux − 2yuy = x2 + y2, u|y=1 = x2.

12.3. Найти общее решение уравнения:

а) uxx + 28uxy + 147uyy = 0;

б) yuxx + (x− y)uxy − xuyy = 0, x > −y.

12.4. Сформулировать краевую задачу о малых продольных ко-
лебаниях упругого однородного стержня переменного сечения
S = S(x) длины l при произвольных начальных условиях, если
стержень имеет форму усеченного конуса с радиусами оснований r
и b, r < b, которые закреплены.

12.5. Найти решение уравнения Пуассона ∆u = −Axy в круге
радиуса b с центром в начале координат, если u|r=b = 0 и A = const.

12.6. Найти стационарное распределение температуры внутри
цилиндра с радиусом b и высотой h, если к нижнему основанию
z = 0 подводится постоянный тепловой поток Q, верхнее основание
поддерживается при нулевой температуре, а на боковой поверхно-
сти происходит теплообмен со средой нулевой температуры.

12.7. Стержень длиной l, один конец которого x = 0 закреплен,
находится в состоянии покоя. В момент времени t = 0 к его свобод-
ному концу x = l приложена сила Q = const, действующая вдоль
стержня. Найти смещение u(x, t) стержня.

12.8. Решить первую смешанную задачу для волнового уравне-
ния utt = ∆u в прямоугольнике 0 < x < 5, 9 < y < 3, t > 0, если

ut=0 = xy(5− x)(3− y),
ut|t=0 = 0, u|x=0 = u|y=0 = u|x=5 = u|y=3 = 0.

12.9. Дан тонкий однородный стержень, боковая поверхность
которого теплоизолирована. Найти распределение температуры u(x, t)
в стержне, если концы стержня теплоизолированы, а начальная
температура задается формулой

u(x, 0) =


u0, 0 < x < l/2,
0, l/2 < x < l,

A = const.

12.10. Решить первую смешанную задачу для уравнения тепло-
проводности ut = ∆u в круге 0 6 r < 7, t > 0, если u(r, 0) = 49− r2,
u(7, t) = 0.

12.11. Решить смешанную задачу
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ut = uxx + 6u+ x2(1− 6t)− 2(t+ 3x) sin 2x;

0 < x < 1, ux|x=0 = 1, ux|x=π = 2πt+ 1; u|t=0 = x.

12.12. Решить задачу Коши:

а) yuxx + x(2y − 1)uxy − 2x2uyy − yux/x = 0,

u|y=0 = x2, uy|y=0 = 0, x > 0;

б) utt = uxx + expx; u|t=0 = sin x, ut|t=0 = x+ sin x;

в) ut = iuxx + tx3; u|t=0 = x4.

12.13. С помощью преобразования Лапласа решить задачу

uxx − uy + a2u = f(x), x > 0, y > 0, u(0, y) = 0, ux(0, y) = 0.

12.14. Доказать, что функция

E(x) =
1

a
θ(x) sh ax

является фундаментальным решением оператора bL = ∂2
x − a2.

12.15. Построить функцию Грина задачи Дирихле для полуша-
ра |~r| < b, z > 0.

12.16. Решить задачу на собственные значения оператора Ла-
пласа в прямоугольнике, если u(0, y)=ux(1, y)=uy(x, 1)=u(x, 4)=
0. Написать условие ортогональности собственных функций зада-
чи. Найти ортонормированную систему собственных функций.

12.17. С помощью потенциалов двойного и простого слоя найти
стационарную температуру точек полуплоскости y > 0, если на
границе y = 0 поддерживается заданная температура u0(x).

12.18. Методом дифференцирования решить интегральное урав-
нение xZ

0

exp(x+ t)ϕ(t)dt = x.

12.19. Решить интегральное уравнение

ϕ(x) = λ

1Z

−1

(xt+ x2t2)ϕ(t)dt+ 6x2 + x4.

12.20. Построить резольвенту уравнения Фредгольма с ядром
K(x, t) = (1 + x)(1− t) при a = −1, b = 1.

12.21. Исследовать уравнение

ϕ(x) = λ

πZ

0

cos xϕ(t)dt

на разрешимость при всех значениях параметра λ.
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12.22. С помощью преобразования Лапласа решить уравнение

ϕ(x) = exp 2x+

xZ

0

exp(t− x)ϕ(t)dt.

Вариант № 13

13.1. Найти общее решение уравнения в частных производных
первого порядка

xux + 2yuy = x2y + u.

13.2. Найти решение задачи Коши

xux − u = 0, u|x=1 = y.

13.3. Найти общее решение уравнения:

а) uxx − 6uxy + 9uyy − 2ux + 6uy = 0;

б) x2uxx − y2uyy = 0.

13.4. Пренебрегая реакцией окружающей среды, поставить кра-
евую задачу о поперечных колебаниях однородной прямоугольной
мембраны 0 < x < p; 0 < y < q с закрепленным краем, если в
начальный момент времени t = 0 мембрана получает поперечный
сосредоточенный импульс I в точке (x0, y0), 0 < x0 < p, 0 < y0 < q,
а начальное положение произвольно.

13.5. Найтифункцию,гармоническуювпрямоугольнике0<x<p;
0 < y < q и такую, что ux(0, y) = u(p, y) = 0, u(x, 0) = 0, uy(x, l) =
Bx.

13.6. Найти функцию, гармоническую внутри сферы радиуса R
и такую, что ur|r=R = sin(3ϕ+ π/6) sin3 θ.

13.7. Решить задачу о свободных колебаниях однородной стру-
ны, один конец которой x = 0 закреплен, а другой x = l свободен,
если

u(x, 0) = sin
5π

2l
x, ut(x, 0) = cos

π

2l
x.

13.8. Решить задачу о свободных колебаниях квадратной мем-
браны 0 < x, y < p, закрепленной вдоль контура, если

u|t=0 = A sin
πx

p
sin

πy

p
; ut|t=0 = 0.

13.9. Решить смешанную задачу

ut = uxx − u; 0 < x < l, u(0, t) = u(l, t) = 0, u(x, 0) = 1.

13.10. Начальная температура однородного бесконечного пря-
моугольного стержня 0 6 x 6 p; 0 6 y 6 q, −∞ < z < ∞ яв-
ляется произвольной функцией f(x, y). Определить температуру в
стержне при t > 0, если часть поверхности стержня x = 0, 0 < y < q
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теплоизолирована, а остальная поддерживается при нулевой темпе-
ратуре.

13.11. Решить смешанную задачу

utt = uxx + 6u+ 2t(1− 3t)− 6x+ 2 cos t cos 2x; 0 < x < π/2;

ux|x=0 = 1, u|x=π/2 = t2 + π/2, u|t=0 = x.

13.12. Решить задачу Коши:

а) yuxx − (x+ y)uxy + xuyy = 0,

u|y=0 = x3, uy |y=0 = 0, x > 0;

б) utt = 9uxx + sin x; u|t=0 = 1, ut|t=0 = 1;

в) 8ut = uxx + uyy + 1; u|t=0 = exp[−(x− y)2].

13.13. С помощью интегрального преобразования Лапласа ре-
шить задачу

uxx − uy + u = sin x; 0 < x <∞, 0 < y <∞,
u(0, y) = y; u(0, y) = ux(0, y) = 0.

13.14. Доказать, что функция

E(x) = θ(x) exp(±ax) xm−1

(m− 1)!

является фундаментальным решением оператора bL = (∂x ∓ a)m,
m = 2,∞.

13.15. Построить функцию Грина задачи Дирихле для четверти
шара |~r| < b, y > 0, z > 0.

13.16. Решить задачу Штурма–Лиувилля

−∆u = λu, u|r=a = 0.

Записать условие ортогональности собственных функций задачи.
Найти ортонормированную систему собственных функций.

13.17. С помощью потенциалов двойного и простого слоя найти
стационарную температуру точек полуплоскости y > 0, если на
границе y = 0 поддерживается заданный поток тепла ∂u0/∂n|y=0 =
= u1(x). Источников тепла нет.

13.18. Найти резольвенту интегрального уравнения Вольтерра
с ядром

K(x, t) = 2− (x− t) λ = 1.

13.19. Решить интегральное уравнение

ϕ(x) = λ

2πZ

0

(cosx cos t+ cos 2x cos 2t)ϕ(t)dt+ cos 3x.
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13.20. Построить резольвенту интегрального уравнения Фред-
гольма с ядром K(x, t) = x2t2 при a = −1, b = 1.

13.21. Найти характеристические числа и соответствующие соб-
ственные функции однородного интегрального уравнения с вырож-
денным ядром

ϕ(x)− λ
1Z

−1

(x sh t− t ch x)ϕ(t)dt = 0.

13.22. С помощью преобразования Лапласа решить уравнение

ϕ(x) = 1− 2x− 4x2 +

xZ

0

[3 + 6(x− t)− 4(x− t)2]ϕ(t)dt.

Вариант № 14

14.1. Найти общее решение уравнения в частных производных
первого порядка

(x2 + y2)ux + 2xyuy + u2 = 0.

14.2. Найти решение задачи Коши

xux + yuy = u− xy, u|x=2 = y2 + 1.

14.3. Найти общее решение уравнения:

а) 9uxx + 6uxy + uyy − 12ux − 4uy = 0;

б) x2uxx − y2uyy = 0 x 6= 0, y 6= 0.

14.4. Внутри однородного и изотропного тела V происходит сво-
бодный теплообмен. Между телом и окружающей средой, темпера-
тура которой равна Ψ(t), также происходит свободный теплообмен.
Какому уравнению и каким начальным и граничным условиям удо-
влетворяет температура тела u(~r, t), если в начальный момент оно
имело температуру f(~r)?

14.5. В круговом секторе 0 < r < b, 0 < ϕ < α найти гармо-
ническую функцию, удовлетворяющую краевым условиям u(r, 0) =
= u(r, α) = 0, u(b, ϕ) = ϕ.

14.6. Найти функцию, гармоническую вне единичной сферы и
такую, что ur|r=1 = sin(π/4− ϕ) sin θ.

14.7. В полуполосе 0 < x < l, t > 0 для уравнения utt = a2uxx
решить смешанную задачу

ux(0, t) = u(l, t) = 0; u(x, 0) = cos
πx

2l
;

ut(x, 0) = cos
3πx

2l
+ cos

5πx

2l
.
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14.8. Решить задачу о колебаниях однородной круглой мембра-
ны радиуса b, закрепленной по краю, если эти колебания вызваны
равномерно распределенным давлением p = p0 sin ωt, приложенным
к одной стороне мембраны. Предполагается, что среда не оказывает
сопротивления и что ω 6= aα0

n/b, где α0
n (n = 1,∞) – положительные

корни уравнения J0(α) = 0 (нет резонанса).
14.9. Решить смешанную задачу

ut = uxx; 0 < x < 1; ux|x=0 = 1, u|x=1 = 0, u|t=0 = 0.

14.10. В шаре 0 6 r 6 b найти решение u(r, t) следующей задачи:

ut = a2∆u− βu; t > 0, β > 0, |u(τ, t)| <∞,

ur(b, t) = 0, u(r, 0) =


u, 0 6 r < b/2,
0, b/2 < r < b.

14.11. Решить смешанную задачу

utt − uxx − 9u = 4 sin2 x cos 3x− 9x2 − 2; 0 < x < π;

ux|x=0 = 0, u|x=π = 2π, u|t=0 = x2 + 2.

14.12. Решить задачу Коши:

а) 3uxx − 4uxy + uyy − 3ux + uy = 0,

u|y=0 = ϕ(x), uy |y=0 = ψ(x);

б) utt = a2∆u+ cos x sin x ez,

u|t=0 = x2ey+z, ut|t=0 = sin x ey+z;

в) ut = uxx + uyy + sin x sin y sin z, u|t=0 = 1.

14.13. С помощью преобразования Лапласа решить задачу

uy = uxx + u+ x; 0 < x <∞, 0 < y <∞,
u(0, y) = 0; ux(0, y) = 0.

14.14. Найти фундаментальное решение оператора bL = ∂2
x+4∂x.

14.15. Построить функцию Грина задачи Дирихле для восьмой
части шара |~r| < b, x > 0, y > 0, z > 0.

14.16. Решить задачу на собственные значения оператора Ла-
пласа в кольце a 6 r 6 b, если u|r=a = 0, ur|r=b = 0. Написать
условие ортогональности собственных функций задачи. Найти ор-
тонормированную систему собственных функций.

14.17. Методом потенциалов найти стационарное распределение
температуры внутри и вне бесконечного цилиндра радиуса b при
условии, что на границе поддерживается температура

u(b, ϕ) =


u0, −π/2 < ϕ < π/2,
0, π/2 < ϕ < 3π/2,

u0 = const.
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14.18. Найти резольвенту интегрального уравнения Вольтерра
с ядром K(x, t) = −2 + 3(x− t), λ = 1.

14.19. Решить интегральное уравнение

ϕ(x) = λ

2πZ

0

(cosx cos t+ 2 sin 2x sin 2t)ϕ(t)dt+ cosx.

14.20. Построить резольвенту интегрального уравнения Фред-
гольма с ядром K(x, t) = xt при a = −1, b = 1.

14.21. Найти характеристические числа и соответствующие соб-
ственные функции однородного интегрального уравнения с вырож-
денным ядром

ϕ(x)− λ
1Z

−1

(x ch t− t2 sh x)ϕ(t)dt = 0.

14.22. С помощью преобразования Лапласа решить уравнение

ϕ(x) = expx−
xZ

0

exp(x− t)ϕ(t)dt.

Вариант № 15

15.1. Найти общее решение уравнения в частных производных
первого порядка

2y4ux − xyuy = x
p
u2 + 1.

15.2. Найти решение задачи Коши

xux − u = 0, u|x=1 = y + 1.

15.3. Найти общее решение уравнения:

а) 16uxx + 8uxy + uyy − 16ux − 4uy = 0;

б) x2uxx + 2xyuxy − 3y2uyy − 2xux = 0.

15.4. Доказать, что уравнение продольных колебаний кониче-
ского стержня имеет вид

∂

∂x

h“
1− x

h

”2 ∂u

∂x

i
=

1

a2

“
1− x

h

”2 ∂2u

∂t2
, a =

r
E

ρ
,

где u есть перемещение сечения стержня с абсциссой x, а h – высота
конуса.

15.5. Вне круга 0 6 r < b найти гармоническую функцию, удо-
влетворяющую граничным условиям
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ur(b, ϕ) = sin 2ϕ.

15.6. Найти функцию, гармоническую внутри сферы радиуса b
с центром в начале координат и такую, что

u|r=b = sin2 θ sin(2ϕ− π/4) + sin θ sinϕ.

15.7. В полуполосе 0 < x < l, t > 0 для уравнения utt = a2uxx
решить смешанную задачу

ux(0, t) = ux(l, t) = 0; u(x, 0) = x; ut(x, 0) = 1.

15.8. Решить первую смешанную задачу для волнового уравне-
ния utt = 25∆u в прямоугольнике

u|t=0 = xy(4− x)(2− y), ut|t=0 = 0,

u|x=0 = u|y=0 = u|x=4 = u|y=2 = 0.

15.9. Дан тонкий однородный стержень длины l = 3, поверх-
ность которого теплоизолирована. Найти распределение темпера-
туры u(x, t) в стержне, если a = 4, концы стержня поддерживаются
при нулевой температуре, а начальная температура равна

u(x, 0) =


x3/3, 0 6 x 6 3/2;
3− x, 3/2 < x 6 3.

15.10. Решить первую смешанную задачу для уравнения тепло-
проводности ut = 36∆u в круге 0 6 r < 7, t > 0, если

u(r, 0) = 49− r2, u(7, t) = 0.

15.11. Решить смешанную задачу

ut − uxx − u = xt(2− t)− cos t; 0 < x < π;

ux|x=0 = t2, ux|x=π = t2, u|t=0 = cos 2x.

15.12. Решить задачу Коши:

а) uxx + 2uxy − 3uyy = 0, u(x, 0) = 3x2, uy(x, 0) = 0;

б) utt = a2uxx + sinωx, u|t=0 = 0, ut|t=0 = 0;

в) 4ut = ∆u+ sin 2z, u|t=0 = cos 2y exp(−x2).

15.13. С помощью преобразования Лапласа решить задачу

uxx − uy + a2u = cos x; 0 < x <∞, 0 < y <∞,
u(0, y) = 0; ux(0, y) = 0.

15.14. Найти фундаментальное решение оператора

bL = ∂2
x − 2∂x + 1.
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15.15. Пользуясь методом отражений, построить функцию Гри-
на задачи Дирихле для части пространства, заключенного между
двумя параллельными плоскостями z = 0 и z = 1.

15.16. Решить задачу на собственные значения оператора Ла-
пласа в кольце a 6 r 6 b, если u|r=a = 0, u|r=b = 0. Написать
условие ортогональности собственных функций задачи. Найти ор-
тонормированную систему собственных функций.

15.17. Методом потенциалов найти стационарное распределение
температуры внутри и вне бесконечного цилиндра радиусом b при
условии, что на границе поддерживается температура u|r=b = sinϕ.

15.18. Найти резольвенту интегрального уравнения Вольтерра
с ядром

K(x, t) = 2
3 + cosx

3 + cos t
.

15.19. Решить интегральное уравнение

ϕ(x) = λ

2πZ

0

(sin x sin t+ 3 cos 2x sin 2t)ϕ(t)dt+ sin x.

15.20. Построить резольвенту интегрального уравнения Фред-
гольма с ядром K(x, t) = sin x cos t+ cos 2x sin 2t при a = 0, b = 2π.

15.21. Найти характеристические числа и соответствующие соб-
ственные функции однородного интегрального уравнения с вырож-
денным ядром

ϕ(x)− λ
π/4Z

0

sin2 xϕ(t)dt = 0.

15.22. С помощью преобразования Лапласа решить уравнение

ϕ(x) = sin x+

xZ

0

J1(x− t)ϕ(t)dt.

Вариант № 16

16.1. Найти общее решение уравнения в частных производных
первого порядка

x2uux + y2uuy = x+ y.

16.2. Найти решение задачи Коши

tg xux + yuy = u, u|y=x = x3.

16.3. Найти общее решение уравнения, приведя его к канониче-
скому виду:

а) uxx + 10uxy + 25uyy + ux + 5uy = 0;

б) 75uxx + 20uxy + uyy = 0.
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16.4. Поставить краевую задачу о малых продольных колебани-
ях однородного упругого стержня, один конец которого закреплен,
а другой испытывает сопротивление, пропорциональное скорости.
Сопротивлением среды пренебречь.

16.5. Боковая поверхность цилиндра, радиус основания которо-
го b и высота h, покрыта непроницаемым для тепла чехлом. Тем-
пература нижнего основания поддерживается равной нулю, а тем-
пература верхнего основания есть функция A(r2− 2rb). Найти ста-
ционарную температуру внутренних точек цилиндра.

16.6. Внутри сферы радиуса b происходит безвихревое потенци-
альное движение несжимаемой жидкости. Найти закон этого дви-
жения (т.е. скорость в каждой точке внутри шара), если известно,
что проекция скорости на внешнюю нормаль к поверхности шара в
точках границы равна v0 sin 2θ. Указание: ~v = grad u, u – потенциал
скорости.

16.7. Неограниченная струна возбуждена локальным началь-
ным отклонением

u(x, 0) =

(
0, |x| > c;
x+ c, −c < x 6 0;
−x+ c, 0 < x < c.

Построить профиль струны для моментов tk = kc/4a, k = 0, 5.
16.8. Однородная круглая мембрана радиуса R с центром в на-

чале координат и закрепленным краем совершает поперечные коле-
бания в среде без сопротивления. Определить колебания мембраны,
вызванные постоянной начальной скоростью v точек мембраны.

16.9. Решить смешанную задачу

ut = 9uxx; u(x, 0) = 8 sin(3πx) + 6− 2x;

u(0, t) = 6, u(4, t) = −2.

16.10. Начальная температура в однородном конечном цилин-
дре 0 6 r 6 b, 0 6 ϕ 6 2π, 0 6 z 6 l равна A(b2 − r2)z. Определить
распределение температуры в этом цилиндре в любой момент вре-
мени t > 0, если верхнее основание поддерживается при нулевой
температуре, нижнее теплоизолировано, а на боковой поверхности
происходит теплообмен с внешней средой нулевой температуры.

16.11. Найти решение смешанной задачи

ut =
1

36
uxx + 17 sin 4t sin 6x;

u(x, 0) = 21 sin 12x + 5π − 3x, u(0, t) = 5π, u(π, t) = 2π.

16.12. Решить задачу Коши:

а) uxx + 2 cos xuxy − sin2 x uyy − sin xuy = 0,

u|y=sinx = f(x), uy |y=sinx = ϕ(x);

б) utt = a2∆u+ xet cos(3y + 4z); u|t=0 = xy cos z, ut|t=0 = yzex;

в) ut = 3∆u+ et; u|t=0 = sin(x− y − z).
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16.13. С помощью преобразования Лапласа решить задачу

ut = uxx; 0 < x < 1, t > 0,

u(x, 0) = x2; u(0, t) = 27, u(1, t) = 2t+ 1.

16.14. Найти фундаментальное решение оператора

bL =
d2

dx2
+ 3

d

dx
+ 2.

16.15. С помощью функции Грина найти решение задачи Дири-
хле

∆u = 0; u|z=0 = cosx cos y, z > 0.

16.16. Решить задачу на собственные значения оператора Ла-
пласа в кольце a 6 r 6 b, если ur|r=a = 0, u|r=b = 0. Написать
условие ортогональности собственных функций задачи. Найти ор-
тонормированную систему собственных функций.

16.17. Для оператора Лапласа вычислить потенциал для шара
|x| < b с плотностью ρ = ρ(|~x|).

16.18. Методом дифференцирования решить интегральное урав-
нение

ϕ(x) = x−
xZ

0

ex−tϕ(t)dt.

16.19. Решить интегральное уравнение

ϕ(x) = λ

1Z

−1

( 3
√
x+

3
√
t)ϕ(t)dt+ x2.

16.20. Найти резольвенту для ядра K(x, t) = 1 + (2x− 1)(2t− 1)
при a = 0, b = 1.

16.21. Найти характеристические числа и собственные функции
для однородного интегрального уравнения с вырожденным ядром

ϕ(x)− λ
2πZ

0

sin x cos tϕ(t)dt = 0.

16.22. С помощью преобразования Лапласа решить интеграль-
ное уравнение

ϕ(x) = exp(−4x)− 6

xZ

0

ch 4(x− t)ϕ(t)dt.

Вариант № 17
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17.1. Найти общее решение уравнения в частных производных
первого порядка

yuux − xuuy = eu.

17.2. Найти решение задачи Коши

xux − yuy = u2(x− 3y), u|x=1 = −1

y
.

17.3. Найти общее решение уравнения, приведя его к канониче-
скому виду:

а) uxx + 6uxy + 9uyy + ux + 3uy = 0;

б) 3uxx + 4uxy + uyy = 0.

17.4. Поставить краевую задачу об определении температуры
стержня 0 6 x 6 l с теплоизолированной боковой поверхностью,
если его начальная (при t = 0) температура равна ϕ(x), а концы
стержня теплоизолированы.

17.5. Найти стационарную температуру внутренних точек ци-
линдра с радиусом основания b и высотой h, если температура
его нижнего основания равна нулю, боковая поверхность свободно
охлаждается в воздухе нулевой температуры, а температура верх-
него основания постоянна и равна u0.

17.6. Внутри сферы радиуса b происходит безвихревое потенци-
альное движение несжимаемой жидкости. Найти закон этого дви-
жения (т.е. скорость в каждой точке внутри шара), если известно,
что проекция скорости на внешнюю нормаль к поверхности шара
в точках границы равна v0 cos θ. Указание: поставить задачу для
потенциала скорости u. Тогда ~v = grad u.

17.7. Решить задачу о колебаниях струны, закрепленной на кон-
цах x = 0, x = l, если в начальный момент времени центру струны
сообщается ударный импульс величины P . Начальное отклонение
равно нулю.

17.8. Однородная круглая мембрана радиуса b с центром в нача-
ле координат и закрепленным краем совершает поперечные колеба-
ния в среде без сопротивления. Определить колебания мембраны,
вызванные начальным отклонением f(r) = A(b2 − r2).

17.9. Решить смешанную задачу

ut = 6uxx; u(x, 0) = 8 sin(4πx) + 3− 4x;

u(0, t) = 3, u(2, t) = −5.

17.10. Определить температуру внутри шара радиуса b, если на
поверхности происходит теплообмен по закону Ньютона со средой,
имеющей нулевую температуру, а u|t=0 = f(r).

17.11. Найти решение смешанной задачи

ut =
1

16
uxx + 37 sin 6t sin 4x;

u(x, 0) = 9 sin 8x+ 5π − 4x, u(0, t) = 5π, u(π, t) = π.
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17.12. Решить задачу Коши:

а) uxx − 2uxy + 4ey = 0, u|x=0 = ϕ(y), ux|x=0 = ψ(y);

б) utt = a2(uxx + uyy); u|t=0 = ut|t=0 = (x2 + y2)2;

в) ut = uxx + uyy + cos t; u|t=0 = xye−x
2−y2 .

17.13. С помощью преобразования Лапласа решить задачу

ut = a2uxx; x > 0, t > 0, u(0, t) = 0; u(x, 0) = u0 = const.

17.14. Найти фундаментальное решение оператора

bL =
d2

dx2
− 4

d

dx
+ 5.

17.15. С помощью функции Грина найти решение задачи Дири-
хле

∆u = e−7 sin x cos y; u|z=0 = 0, z > 0.

17.16. Решить задачу на собственные значения оператора Ла-
пласа в кольце a 6 r 6 b, если ur|r=a = 0, ur|r=b = 0. Написать
условие ортогональности собственных функций задачи. Найти ор-
тонормированную систему собственных функций.

17.17. Для оператора Лапласа вычислить объемный потенциал
шара |x| < b с плотностью ρ = ρ0 = const.

17.18. Методом дифференцирования решить интегральное урав-
нение xZ

0

ϕ(t)ex−tdt = x.

17.19. Решить интегральное уравнение

ϕ(x) = λ

1Z

0

(x− 1)ϕ(t)dt+ x.

17.20. Найти резольвенту для ядра K(x, t) = x − sh t при −1 6

x 6 1, −1 6 t 6 1.
17.21. Найти характеристические числа и собственные функции

для однородного интегрального уравнения с вырожденным ядром

ϕ(x)− λ
2πZ

0

sin x sin tϕ(t)dt = 0.

17.22. С поомщью преобразования Лапласа решить интеграль-
ное уравнение

ϕ(x) = cos x+

xZ

0

J1(x− t)ϕ(t)dt.
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Вариант № 18

18.1. Найти общее решение уравнения в частных производных
первого порядка

(u− y)2ux + xuuy = xy.

18.2. Найти поверхность, удовлетворяющую уравнению

xuux + xuuy = xy

и проходящую через заданную кривую x2+y2 = 1, на которой u = 1.
18.3. Найти общее решение уравнения, приведя его к канониче-

скому виду:

а) 9uxx + 6uxy + uyy − 9ux − 3uy = 0;

б) 147uxx + 28uxy + uyy = 0.

18.4. Внутри однородного и изотропного тела V происходит сво-
бодный теплообмен. Поверхность тела теплоизолирована. Какому
уравнению и каким граничным условиям удовлетворяет темпера-
тура u(x, y, z, t) точек этого тела.

18.5. Найти стационарную температуру u(r, z) внутренних точек
цилиндра с радиусом основания b и высотой h, если его основания
теплоизолированы, а температура боковой поверхности есть задан-
ная функция от z.

18.6. Найти функцию, гармоническую внутри сферы радиуса b
и такую, что

[u+ ur]|r=b = 1 + cos2 θ.

18.7. Неограниченной струне сообщена начальная скорость

ut(x, 0) =


sin π(x+ c)/2c, |x| 6 c;
0, |x| > c,

начальное отклонение u(x, 0) = 0. Построить профиль струны для
моментов tk = kc/4a.

18.8. Найти свободные колебания круглой мембраны радиуса b,
закрепленной вдоль контура, если

u|t=0 = b(1− r2/b2), ut|t=0 = 0.

18.9. Решить смешанную задачу

ut = 5uxx; u(x, 0) = 19 sin(3πx);

u(0, t) = 0, ux(1/2, t) = 0.

18.10. Найти температуру бесконечного круглого цилиндра
0 6 r 6 b, если его начальная температура равна u = u0(1− r2/b2),
а на поверхности поддерживается нулевая температура.

18.11. Найти решение смешанной задачи
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ut =
1

4
uxx + 17 sin 2t sin 6x;

u(x, 0) = 22 sin 8x− 5π + 4x, u(0, t) = −5π, u(π, t) = −π.
18.12. Решить задачу Коши:

а) uxx + 2 cos xuxy − sin2 xuyy − sin xuy = 0,

u|y=sinx = x+ cos x, uy |y=sinx = sin x;

б) utt = a2∆u; u|t=0 = ut|t=0 = cos
p
x2 + y2 + z2;

в) ut = 2∆u+ t cos x; u|t=0 = cos y cos z.

18.13. С помощью преобразования Лапласа решить задачу

utt = a2uxx; 0 < x < l, t > 0, u(x, 0) = A sin πx
2
,

A = const, u(0, t) = 0, u(l, t) = 0, ut(x, 0) = 0.

18.14. Найти фундаментальное решение оператора

bL =
d3

dx3
− a3.

18.15. С помощью функции Грина найти решение задачи Дири-
хле

∆u = 0; u|z=0 = θ(x− y), z > 0.

18.16. Решить задачу на собственные значения оператора Ла-
пласа в шаре радиуса a, если u|r=a = 0. Написать условие ортого-
нальности собственных функций задачи. Найти ортонормирован-
ную систему собственных функций.

18.17. Для оператора Лапласа вычислить объемный потенциал
шара |x| < b с плотностью ρ = e−|x|.

18.18. Методом дифференцирования решить интегральное урав-
нение

ϕ(x) =

xZ

0

ϕ(t)dt+ ex.

18.19. Решить интегральное уравнение

ϕ(x) = λ

1Z

0

2ex+tϕ(t)dt+ eλ.

18.20. Найти резольвенту для ядра K(x, t) = sin(x + t) при 0 6
x 6 2π, 0 6 t 6 2π.

18.21. Найти характеристические числа и собственные функции
для однородного интегрального уравнения с вырожденным ядром

ϕ(x)− λ
2πZ

0

cos(x+ t)ϕ(t)dt = 0.



Индивидуальные задания 945

18.22. С помощью преобразования Лапласа решить интеграль-
ное уравнение

ϕ(x) = x3 +

xZ

0

sin(x− t)ϕ(t)dt.

Вариант № 19

19.1. Найти общее решение уравнения в частных производных
первого порядка

xyux + (x− 2u)uy = yu.

19.2. Найти решение задачи Коши

yux − xyuy = 2xu, u|x+y=2 =
1

y
.

19.3. Найти общее решение уравнения, приведя его к канониче-
скому виду:

а) uxx − 2uxy + uyy + 2ux − 2uy = 0;

б) 27uxx + 12uxy + uyy = 0.

19.4. Поставить краевую задачу для определения малых откло-
нений точек струны при t = 0, если струна натянута с силой F0

и находится в прямолинейном положении равновесия, а ее концы
неподвижно закреплены. В момент t = 0 точкам струны сообщают-
ся начальные отклонения и скорости.

19.5. Найти стационарное распределение температуры внутри
бесконечного кругового цилиндра радиуса b, если на его поверхно-
сти поддерживается температура A sinϕ (A = const).

19.6. Найти функцию, гармоническую внутри сферы радиуса b
с центром в начале координат и такую, что u|r=b = cos θ.

19.7. Найти вынужденные колебания струны с закрепленными
концами x = 0, x = l, находящейся под воздействием силы тяжести
при отсутствии начальных возбуждений.

19.8. Методом разделения переменных решить задачу

utt = a2
h 1

r2
∂

∂r

“
r2
∂u

∂r

”
− 2u

r2

i
, 0 6 r 6 b, t > 0,

ur(b, t) = 0, u(r, 0) = Ar, ut(r, 0) = 0, A = const.

19.9. Решить смешанную задачу

ut = 3uxx; u(x, 0) = 3 sin(5πx);

u(0, t) = 0, ux(1/2, t) = 0.

19.10. Найти распределение температуры в бесконечном одно-
родном круглом цилиндре радиуса c, если начальная температура
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равна Ar2, а поверхность цилиндра поддерживается при постоян-
ной температуре u0.

19.11. Найти решение смешанной задачи

ut =
1

25
uxx + 37 cos 6t sin 5x;

u(x, 0) = 10 sin 10x− 5π + 4x, u(0, t) = −5π, u(π, t) = −π.

19.12. Решить задачу Коши:

а) eyuxy − uyy + uy = 0, u|y=0 = −x2/2, uy |y=0 = − sin x;

б) utt = a2(uxx + uyy) + (x2 + y2)et; u|t=0 = ut|t=0 = 0;

в) ut = 8uxx; u|t=0 = exp(−x2 − 4x).

19.13. С помощью преобразования Лапласа решить задачу

uy = uxx + u+ A; 0 < x <∞, 0 < y <∞,
u(0, y) = 0; ux(0, y) = 0.

19.14. Найти фундаментальное решение оператора

bL =
d3

dx3
− 3

d2

dx2
+ 2.

19.15. С помощью функции Грина найти решение задачи Дири-
хле

∆u = 2[x2 + y2 + (z + 1)2]−1; u|z=0 = y(1 + x2 + y2)−1, z > 0.

19.16. Решить задачу на собственные значения оператора Ла-
пласа в шаре радиуса a, если ur|r=a = 0. Написать условие ортого-
нальности собственных функций задачи. Найти ортонормирован-
ную систему собственных функций.

19.17. Для оператора Лапласа вычислить объемный потенциал
шара |x| < b с плотностью ρ = e−|x|.

19.18. Методом дифференцирования решить интегральное урав-
нение

ϕ(x) = 2

xZ

0

2t+ 1

(2x+ 1)2
ϕ(t)dt+ 1.

19.19. Решить интегральное уравнение

ϕ(x) = λ

1Z

0

(x+ t− 2xt)ϕ(t)dt+ x+ x2.

19.20. Найти резольвенту для ядра K(x, t) = ex−t при a = 0,
b = 1.
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19.21. Найти характеристические числа и собственные функции
для однородного интегрального уравнения с вырожденным ядром

ϕ(x)− λ
1Z

0

(45x2 ln t− 9t2 ln x)ϕ(t)dt = 0.

19.22. С помощью преобразования Лапласа решить интеграль-
ное уравнение

ϕ(x) = J0(x) +

xZ

0

J1(x− t)ϕ(t)dt.

Вариант № 20

20.1. Найти общее решение уравнения в частных производных
первого порядка

yux + uuy =
y

x
.

20.2. Найти решение задачи Коши

uux + (u2 − x2)uy + x = 0, u|y=x2 = 2x.

20.3. Найти общее решение уравнения, приведя его к канониче-
скому виду:

а) uxx + 2uxy + uyy + 5ux + 5uy = 0;

б) 12uxx + 8uxy + uyy = 0.

20.4. Поставить краевую задачу об определении температуры
стержня 0 6 x 6 l с теплоизолированной боковой поверхностью,
если на концах x = 0 и x = l стержня начиная с момента t = 0
поддерживаются тепловые потоки q(t) и Q(t) соответственно.

20.5. Цилиндр, радиус основания которого b и высота h, имеет
температуру нижнего основания, равную нулю. Температура верх-
него основания задана функцией r2 − 2b− b2. Боковая поверхность
охлаждается в воздухе нулевой температуры. Найти стационарную
температуру внутренних точек цилиндра.

20.6. Концентрация некоторого газа на границе сферического
сосуда радиуса b с центром в начале координат равна f(θ). Опреде-
лить стационарное распределение концентрации данного газа внут-
ри этого сосуда.

20.7. Решить задачу utt = uxx + 4u+ 2 sin 62x, 0 < x < π, t > 0,

ux|x=0 = ux|x=π = u|t=0 = ut|t=0 = 0.

20.8. Найти колебания закрепленной вдоль контура однородной
круглой мембраны радиуса b с центром в начале координат, вы-
званные постоянной начальной скоростью v0 точек мембраны.
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20.9. Решить смешанную задачу

ut = 7uxx; u(x, 0) = 12 cos πx; u(0, t) = ux(7, t) = 0.

20.10. Найти распределение температуры в бесконечном одно-
родном круглом цилиндре радиуса b, если начальная температура
равна Ar2, A = const, а на поверхности цилиндра происходит теп-
лообмен со средой, имеющей нулевую температуру.

20.11. Найти решение смешанной задачи

ut =
1

16
uxx + 26 cos 5t sin 4x;

u(x, 0) = 24 sin 16x− 4π + 5x, u(0, t) = −4π, u(π, t) = π.

20.12. Решить задачу Коши:

а) 4y2uxx + 2(1− y2)uxy − uyy − 2y

1 + y2
(2ux − uy) = 0,

u|y=0 = ϕ(x), uy |y=0 = ψ(x);

б) utt = a2uxx + sin ωt, u|t=0 = ut|t=0 = 0;

в) 2ut = uxx + uyy, u|t=0 = cos xy.

20.13. С помощью интегрального преобразования Лапласа ре-
шить задачу

ut = uxx; 0 < x < π/2, t > 0,

u|t=0 = cos x+ 2x
π

; u|x=0 = e−t, u|x=π/2 = 1.

20.14. Найти фундаментальное решение оператора

bL =
d4

dx4
− a4.

20.15. С помощью функции Грина найти решение задачи Дири-
хле

∆u = 0; u|y=0 = 0, u|z=0 = e−4x sin 5y, y > 0, z > 0.

20.16. Решить задачу на собственные значения оператора Ла-
пласа в параллелепипеде 0 6 x 6 a, 0 6 y 6 b, 0 6 z 6 c, если

u|x=0 = u|x=a = u|y=0 = u|y=b = u|z=0 = u|z=c = 0.

Написать условие ортогональности собственных функций задачи.
Найти ортонормированную систему собственных функций.

20.17. Для оператора ∆ − k2 вычислить потенциал для шара
|x| < R с плотностью ρ = ρ0 = const.

20.18. Найти резольвенту интегрального уравнения Вольтерра
с ядром K(x, t) = exp(x2 − t2).

20.19. Решить интегральное уравнение
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ϕ(x)− λ
2πZ

0

(sin(x+ t)ϕ(t)dt = 1.

20.20. Найти резольвенту для ядра K(x, t) = 4xt−x2 при a = 0,
b = 1.

20.21. Найти характеристические числа и собственные функции
для однородного интегрального уравнения с вырожденным ядром

ϕ(x)− λ
1Z

0

(2xt− 4x2)ϕ(t)dt = 0.

20.22. С помощью преобразования Лапласа решить интеграль-
ное уравнение

ϕ(x) = cos 5x− 7

4

xZ

0

sh(4(x− t))ϕ(t)dt.

Вариант № 21

21.1. Найти общее решение уравнения в частных производных
первого порядка

sin2 uux + tg uuy = cos2 u.

21.2. Найти решение задачи Коши

(y − u)ux + (u− x)uy = x− y, u|y=−x = −x.
21.3. Найти общее решение уравнения, приведя его к канониче-

скому виду:

а) uxx − 2uxy + uyy + 6ux − 6uy = 0;

б) 3uxx + 32uxy + 64uyy = 0.

21.4. Поставить краевую задачу о малых поперечных колебани-
ях прямоугольного однородного упругого стержня в среде с сопро-
тивлением, пропорциональным скорости, при наличии непрерывно
распределенной вынуждающей поперечной силы. Концы стержня
закреплены.

21.5. Найти стационарную температуру u(r, z) внутренних то-
чек цилиндра с радиусом основания b и высотой h, если темпера-
тура нижнего основания равна нулю, боковая поверхность покрыта
непроницаемым для тепла чехлом, а температура верхнего основа-
ния есть функция от r.

21.6. Найти закон стационарного распределения температуры
внутри однородного шара радиуса b, если на поверхности шара под-
держивается температура u0 sin2 θ. Найти решение в форме инте-
грала Пуассона.
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21.7. Решить смешанную краевую задачу utt = a2uxx, 0 < x < l,

ux(0, t) = ux(l, t) = 0; u(x, 0) = x; ut(x, 0) = 0.

21.8. Решить задачу: utt = ∆u, 0 < x < π, 0 < y < π, если

u|x=0 = u|x=π = u|y=0 = u|y=π = 0, ut=0 = 3 sin x sin 2y, ut|t=0 = 0.

21.9. Решить смешанную задачу

ut = 4uxx; u(x, 0) = 18 cos(3πx) + 18 cos(4πx);

ux(0, t) = ux(6, t) = 0.

21.10. Найти закон остывания бесконечного цилиндра радиуса
b, если температура в начальный момент равна u0 = J0(α

0
1r/b),

где α0
1 – первый положительный корень бесселевой функции J0(α).

На поверхности цилиндра поддерживается все время температура,
равная нулю.

21.11. Найти решение смешанной задачи

utt =
1

25
uxx + 3 cos 2t sin 5x;

u(x, 0) = ut(x, 0) = 0, u(0, t) = u(π, t) = 0.

21.12. Решить задачу Коши:

а) uxx − uxy − 2ux − 2uy = −4, u|y=0 = −x, uy|y=0 = x− 1;

б) utt = 5∆u; u|t=0 = 0, ut|t=0 = (2x+ y + z)2;

в) ut = 15uxx; u|t=0 = exp(−3x2 − 2x).

21.13. С помощью преобразования Лапласа решить задачу

ut = uxx; 0 < x < l, t > 0, u(x, 0) = sin(πx/l).

21.14. Найти фундаментальное решение оператора

bL =
d4

dx4
− 2

d2

dx2
+ 1.

21.15. С помощью функции Грина найти решение задачи Дири-
хле

∆u = 0 y > 0, z > 0;

u|y=0 = 0, u|z=0 = y(1 + x2 + y2)−3/2.

21.16. Решить задачу на собственные значения оператора Ла-
пласа в параллелепипеде 0 6 x 6 a, 0 6 y 6 b, 0 6 z 6 c, если

ux|x=0 = u|x=a = u|y=0 = u|y=b = u|z=0 = u|z=c = 0.
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Написать условие ортогональности собственных функций задачи.
Найти ортонормированную систему собственных функций.

21.17. Для оператора Лапласа вычислить объемный потенциал
шара |x| < b с плотностью ρ = ρ(|~x|).

21.18. Найти резольвенту интегрального уравнения Вольтерра
с ядром

K(x, t) =
1 + x2

1 + t2
.

21.19. Решить интегральное уравнение

ϕ(x)− λ
1Z

0

(2x− t)ϕ(t)dt = x/6.

21.20. Найти резольвенту для ядра K(x, t) = 1 + xt при a = 0,
b = 1.

21.21. Найти характеристические числа и собственные функции
для однородного интегрального уравнения с вырожденным ядром

ϕ(x)− λ
1Z

−1

(5xt3 + 4x2t)ϕ(t)dt = 0.

21.22. С помощью преобразования Лапласа решить интеграль-
ное уравнение

ϕ(x) = x4 − a
xZ

0

sh(a(x− t))ϕ(t)dt.

Вариант № 22

22.1. Найти общее решение уравнения в частных производных
первого порядка

(x+ u)ux + (y + u)uy = x+ y.

22.2. Найти поверхность, удовлетворяющую уравнению

xux + (xu+ y)uy = u

и проходящую через заданную кривую x+ y = 2u, xy = 1.
22.3. Найти общее решение уравнения, приведя его к канониче-

скому виду:

а) uxx + 14uxy + 49uyy + 2ux + 14uy = 0;

б) uxx + 4uxy + 3uyy = 0.

22.4. Поставить краевую задачу о малых поперечных колеба-
ниях прямоугольного однородного упругого стержня, один конец
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которого закреплен, а к другому приложена поперечная сила, ме-
няющаяся со временем по заданному закону.

22.5. Найти гармоническую функцию внутри кольца a < r < b,
удовлетворяющую условиям u(a,ϕ) = 0, u(b, ϕ) = cosϕ.

22.6. Найти функцию, удовлетворяющую внутри шара 0 6 r <
< π/10 уравнению Гельмгольца ∆u + 25u = 0 и принимающую на
границе заданное значение ur|r=π/10 = cos θ.

22.7. Решить смешанную задачу для волнового уравнения utt =
= uxx в полуполосе 0 < x < 3/2, 0 < t <∞, если

u(x, 0) = x(x− 3/2), ut(x, 0) = 0, u(0, t) = u(3/2, t) = 0.

22.8. Решить первую смешанную задачу utt = 4∆u, если

ut=0 = xy(2− x)(4− y), ut|t=0 = 0,

u|x=0 = u|y=0 = u|x=2 = u|y=4 = 0.

22.9. Решить смешанную задачу

ut = 8uxx; u(x, 0) = 29 sin(2πx);

u(0, t) = u(8, t) = 0.

22.10. Найти закон выравнивания заданного осесимметричного
начального распределения температуры u|t=0 = r2 в бесконечном
цилиндре радиуса b, боковая поверхность которого теплоизолиро-
вана.

22.11. Найти решение смешанной задачи

ut =
1

16
uxx + 50e−7t sin 4x;

u(x, 0) = 0, u(0, t) = u(π, t) = 0.

22.12. Решить задачу Коши:

а) 3uxx − 2uxy + uyy = 0,

u|x=0 = 0, ux|x=0 = y + cos y, |x| <∞;

б) utt = 13∆u; u|t=0 = x2 + y2 + z2, ut|t=0 = 0;

в) ut = ∆u+ cos(x− y + z); u|t=0 = exp[−(x+ y − z)2].

22.13. С помощью интегрального преобразования Лапласа ре-
шить задачу

uxx − 1
a2
utt = 0; 0 6 x 6 π, t > 0,

u|t=0 = A sin x; ut|t=0 = 0, u|x=0 = u|x=π = 0.

22.14. Доказать, что функция

E2(~r, t) =
θ(at− |~r|)

2π
p
a2t− |~r|2
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– фундаментальное решение оператора Даламбера

2 =
∂2

∂t2
− a2 ∂

2

∂x2
− a2 ∂

2

∂y2
, ~r = (x, y).

22.15. С помощью функции Грина найти решение задачи Дири-
хле

∆u = 0; u|y=0 = 0, u|z=0 = θ(y − |x|).
22.16. Решить задачу на собственные значения оператора Ла-

пласа в параллелепипеде 0 6 x 6 a, 0 6 y 6 b, 0 6 z 6 c, если

u|x=0 = ux|x=a = u|y=0 = u|y=b = u|z=0 = u|z=c = 0.

Написать условие ортогональности собственных функций задачи.
Найти ортонормированную систему собственных функций.

22.17. С помощью потенциала двойного слоя решить задачу Ди-
рихле для уравнения Лапласа внутри и вне круга.

22.18. Найти резольвенту интегрального уравнения Вольтерра
с ядром K(x, t) = ex−t.

22.19. Решить интегральное уравнение

ϕ(x) = λ

1Z

−1

(3xt+ 5x2t2)ϕ(t)dt+ x2 + x.

22.20. Найти резольвенту для ядраK(x, t) = x+t+1 при a = −1,
b = 1.

22.21. Найти характеристические числа и собственные функции
для однородного интегрального уравнения с вырожденным ядром

ϕ(x)− λ
1Z

−1

(5xt3 + 4x2t+ 3xt)ϕ(t)dt = 0.

22.22. С помощью преобразования Лапласа решить интеграль-
ное уравнение

ϕ(x) = sin 2x− 8

3

xZ

0

sh 3(x− t)ϕ(t)dt.

Вариант № 23

23.1. Найти общее решение уравнения в частных производных
первого порядка

(xu+ y)ux + (x+ uy)uy = 1− u2.

23.2. Найти решение задачи Коши
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y2ux + yuuy + u2 = 0, u|x=y =
x− 1

x
.

23.3. Найти общее решение уравнения, приведя его к канониче-
скому виду:

а) uxx + 12uxy + 36uyy + ux + 6uy = 0;

б) 3uxx + 20uxy + 25uyy = 0.

23.4. Показать, исходя из уравнений Максвелла, что потенци-
ал электростатического поля удовлетворяет уравнению Пуассона
с правой частью, пропорциональной объемной плотности заряда
ρ(x, y, z). Дать физическую интерпретацию граничных условий пер-
вого и второго рода.

23.5. Найти решение уравнения Лапласа в круговом секторе
0 < r < 1, 0 < ϕ < π/2, на границе которого u(1, ϕ) = 8 sin 7ϕ,
u(r, 0) = uϕ(r, π/2) = 0.

23.6. Найти функцию, удовлетворяющую внутри шара 0 6 r < π
уравнению Гельмгольца ∆u + 4u = 0 и принимающую на границе
заданное значение ur|r=π = cos θ.

23.7. Решить смешанную задачу для волнового уравнения
utt = 4uxx на отрезке 0 < x < 1/2, 0 < t <∞, если

u(x, 0) = x(x− 1/2), ut(x, 0) = 0, u(0, t) = u(1/2, t) = 0.

23.8. Решить первую смешанную задачу utt = 25∆u, если

ut=0 = xy(5− x)(2− y), ut|t=0 = 0,

u|x=0 = u|y=0 = u|x=5 = u|y=2 = 0.

23.9. Решить смешанную задачу

ut = 4uxx; u(x, 0) = 12 sin(3πx) + 5 sin(4πx);

u(0, t) = u(6, t) = 0.

23.10. Определить температуру шара радиуса b с центром в на-
чале координат, если на поверхности шара происходит теплообмен
с внешней средой, а начальная температура зависит только от рас-
стояния точки до центра шара.

23.11. Найти решение смешанной задачи

ut =
1

4
uxx + 24 sin 5t sin 2x;

u(x, 0) = ut(x, 0) = 0, u(0, t) = u(π, t) = 0.

23.12. Решить задачу Коши:

а) uxy + yux + xuy + xyu = 0, y < 1,

u|x=3y = 0, ux|x=3y = exp(−5y2);

б) utt = 6∆u, u|t=0 = 0, ut|t=0 = (2x+ y + 2z)2;

в) ut = 9uxx, u|t=0 = exp(−3x2 + x).
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23.13. С помощью преобразования Лапласа решить задачу

ut = a2uxx; x > 0, t > 0, u(0, t) = u0 = const; u(x, 0) = 0.

23.14. Доказать, что фундаментальными решениями оператора

Гельмгольца bLH = ∂2/∂x2 + ∂2/∂y2 + k2 являются функции

E(x, y) = −1

4
H

(1)
0 (kr), Ē(x, y) =

1

4
H

(2)
0 (kr),

где H
(l)
0 (kr), l = 1, 2 — функции Ханкеля, а r =

p
x2 + y2.

23.15. С помощью функции Грина найти решение задачи Дири-
хле

∆u = −a; u|r=b = 0, r =
p
x2 + y2 + z2, r < b.

23.16. Решить задачу на собственные значения оператора Ла-
пласа в параллелепипеде 0 6 x 6 a, 0 6 y 6 b, 0 6 z 6 c, если

u|x=0 = u|x=a = uy|y=0 = u|y=b = u|z=0 = u|z=c = 0.

Написать условие ортогональности собственных функций задачи.
Найти ортонормированную систему собственных функций.

23.17. Потенциал простого слоя масс, распределенных по окруж-
ности x2+y2 = 1, вне замкнутого круга x2+y2

6 1 дается формулой

u(x, y) =
x

r2

“
1 +

2y

r2

”
.

Найти плотность масс.
23.18. Найти резольвенту интегрального уравнения Вольтерра

с ядром K(x, t) = (2 + cosx)/(2 + cos t).
23.19. Решить интегральное уравнение

ϕ(x)− λ
1Z

0

(4xt− x2)ϕ(t)dt = x.

23.20. Найти резольвенту для ядраK(x, t) = sin x cos t при a = 0,
b = 2π.

23.21. Найти характеристические числа и собственные функции
для однородного интегрального уравнения с вырожденным ядром

ϕ(x)− λ
1Z

−1

(x ch t− t sh x)ϕ(t)dt = 0.

23.22. С помощью преобразования Лапласа решить интеграль-
ное уравнение

2ϕ(x)−
xZ

0

ϕ(t)ϕ(x− t)dt = sin x.
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Вариант № 24

24.1. Найти общее решение уравнения в частных производных
первого порядка

(y + z)ux + (z + x)uy + (x+ y)uz = u.

24.2. Найти поверхность, удовлетворяющую уравнению

xux + uuy = y

и проходящую через заданную кривую y = 2u, x+ 2y = u.
24.3. Найти общее решение уравнения, приведя его к канониче-

скому виду:

а) uxx + 4uxy + 4uyy − ux − 2uy = 0;

б) uxx + 3uxy + 2uyy = 0.

24.4. Показать, что потенциал стационарного магнитного поля
при отсутствии электрического тока удовлетворяет уравнению Ла-
пласа.

24.5. Решить задачу Дирихле ∆u = 0 с граничными условиями
u(1, ϕ) = 11 cos 3ϕ, uϕ(r, 0)=u(r, π)=0 в круговом секторе 06 r<1,
0 < ϕ < π.

24.6. Решить задачу для уравнения Пуассона

∆u = xz, u|r=2 = 0, u|r=3 = 0

в шаровом слое 2 < r < 3.
24.7. Решить смешанную задачу для волнового уравнения utt =

= 9uxx на отрезке, если

u(0, t) = −6, u(3, t) = 6, u(x, 0) = 3 sin(3πx)−6+4x, ut(x, 0) = 0.

24.8. Решить первую смешанную задачу utt = 6∆u, 0 < r < 20,
0 < t <∞, если

u(r, 0) =
1

8

h
1−

“ r

20

”2i
, ut(r, 0) = 0, u(20, t) = 0.

24.9. Решить смешанную задачу

ut = 16uxx; 0 < x < 2, t > 0;

u(x, 0) =


x2, 0 6 x 6 1;
2− x, 1 < x 6 2;

u(0, t) = u(2, t) = 0.

24.10. Начальная температура в однородном цилиндре радиуса
b и высоты h, r 6 b, (0 6 ϕ 6 2π, 0 6 z 6 h) равна A(b2 − r2)z.
Определить распределение температуры в этом цилиндре в любой
момент времени t > 0, если боковая поверхность и нижнее основа-
ние цилиндра поддерживаются при нулевой температуре, а верхнее
основание теплоизолировано.
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24.11. Найти решение смешанной задачи

ut = uxx + 26e−5t sin x;

u(x, 0) = ut(x, 0) = 0, u(0, t) = u(π, t) = 0.

24.12. Решить задачу Коши:

а) uxy + 2ux + uy + 2u = 1, 0 < x, y < 1,

u|x+y=1 = x, ux|x+y=1 = x;

б) utt = 14∆u, u|t=0 = x2 − 2y2 + z2, ut|t=0 = 0;

в) ut = uxx + uyy, u|t=0 = cos(x+ y).

24.13. Пользуясь интегральным преобразованием Лапласа, ре-
шить задачу

uy = uxx + 4u+ ex; 0 < x <∞, 0 < y <∞,
u(0, y) = 0; ux(0, y) = 0.

24.14. Доказать, что функция

E(x, t) =
1

2a
θ(at− |x|)eb(|x|−at)/2a

– фундаментальное решение оператора

bL =
∂2

∂t2
− a2 ∂

2

∂x2
+ b

∂

∂x
− b

a

∂

∂t
,

где a, b > 0. Указание: Воспользоваться формулой

1

2πi

α+i∞Z

α−i∞

epτ

p
dp = θ(τ ), α > 0.

24.15. С помощью функции Грина найти решение задачи Дири-
хле

∆u = −er; u|r=b = 0, r =
p
x2 + y2 + z2, r < b.

24.16. Решить задачу на собственные значения оператора Ла-
пласа в параллелепипеде 0 6 x 6 a, 0 6 y 6 b, 0 6 z 6 c, если

u|x=0 = u|x=a = u|y=0 = uy |y=b = u|z=0 = u|z=c = 0.

Написать условие ортогональности собственных функций задачи.
Найти ортонормированную систему собственных функций.

24.17. С помощью потенциала двойного слоя решить задачу Ди-
рихле для уравнения Неймана внутри и вне круга.

24.18. Найти резольвенту интегрального уравнения Вольтерра
с ядром K(x, t) = chx/ ch t.

24.19. Решить интегральное уравнение
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ϕ(x) +

1Z

0

ex−tϕ(t)dt = ex.

24.20. Найти резольвенту для ядра K(x, t) = sin x − sin t при
a = 0, b = 2π.

24.21. Найти характеристические числа и собственные функции
для однородного интегрального уравнения с вырожденным ядром

ϕ(x) =

1Z

−1

(3xt+ 5x2t2)ϕ(t)dt+ x2 + 2x.

24.22. С помощью преобразования Лапласа решить интеграль-
ное уравнение

ϕ(x) =
1

2

xZ

0

ϕ(t)ϕ(x− t)dt− 1

2
sh x.

Вариант № 25

25.1. Найти общее решение уравнения в частных производных
первого порядка

xux + yuy + (z + u)uz = xy.

25.2. Найти решение задачи Коши

(y + 2u2)ux − 2x2uuy = x2, u|y=x2 = x.

25.3. Найти общее решение уравнения, приведя его к канониче-
скому виду:

а) 16uxx + 8uxy + uyy − 8ux − 2uy = 0;

б) 3uxx + 16uxy + 16uyy = 0.

25.4. Поставить краевую задачу о движении слоя вязкой жид-
кости между двумя параллельными плоскостями, если одна из них
в момент t = 0 начинает двигаться параллельно другой с задан-
ной скоростью, имеющей постоянное направление. Действием силы
тяжести пренебречь.

25.5. Решить задачу Дирихле ∆u = 0 с граничными условиями
u(1, ϕ) = 19 cos 7ϕ в круге 0 6 r < 1, 0 6 ϕ < 2π.

25.6. Решить задачу Дирихле для уравнения Пуассона

∆u = xz, u|r=1/2 = 1, u|r=1 = 1

в шаровом слое 1/2 < r < 1.
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25.7. Решить смешанную задачу для волнового уравнения
utt = 16uxx на отрезке, если

u(0, t) = 3, u(2, t) = 7, u(x, 0) = 3 + 2x, ut(x, 0) = 12π sin(3πx).

25.8. Решить первую смешанную задачу utt = 11∆u, 0 < r < 15,
0 < t <∞, если

u(r, 0) =
1

8

h
1−

“ r

15

”2i
, ut(r, 0) = u(15, t) = 0.

25.9. Решить смешанную задачу

ut = 9uxx; 0 < x < 4, t > 0;

u(x, 0) =


x2/2, 0 6 x 6 2,
4− x, 2 < x 6 4;

u(0, t) = u(4, t) = 0.

25.10. Дан однородный шар радиуса b с центром в начале коор-
динат. Найти распределение температуры внутри шара, если внеш-
няя поверхность шара поддерживается при нулевой температуре,
а начальная температура зависит только от расстояния от центра
шара, т.е. u|t=0 = f(r).

25.11. Найти решение смешанной задачи

ut =
1

49
uxx + 37e−6t sin 7x;

u(x, 0) = 0, u(0, t) = u(π, t) = 0.

25.12. Решить задачу Коши:

а) xyuxy + xux − yuy − u = 2y, 0 < x, y <∞,
u|xy=1 = 1− y, uy|xy=1 = x− 1;

б) utt = 4∆u, u|t=0 = 0, ut|t=0 = (x+ y − 2z)2;

в) ut = ∆u, u|t=0 = cos xy sin z.

25.13. С помощью интегрального преобразования Лапласа ре-
шить задачу

ut = a2uxx; x > 0, t > 0, u(0, t) = ϕ(t); u(x, 0) = 0.

25.14. Доказать, что функция E(x, t) = −θ(t)θ(−x)eαt+βx — фун-
даментальное решение оператора

bL =
∂2

∂x∂t
− a ∂

∂x
− b ∂

∂t
+ ab,

где b > 0. Указание: Воспользоваться формулой

1

2πi

α+i∞Z

α−i∞

epτ

p
dp = θ(τ ), α > 0.
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25.15. С помощью функции Грина найти решение задачи Дири-
хле

∆u = 0; u|x=0 = 0, u|y=0 = 1, x > 0, y > 0.

25.16. Решить задачу на собственные значения оператора Ла-
пласа в параллелепипеде 0 6 x 6 a, 0 6 y 6 b, 0 6 z 6 c, если

u|x=0 = u|x=a = u|y=0 = uy|y=b = u|z=0 = u|z=c = 0.

Написать условие ортогональности собственных функций задачи.
Найти ортонормированную систему собственных функций.

25.17. Найти потенциал в точке, лежащей на оси круглого диска
радиуса R, если на нем распределен простой слой с плотностью

ρ = r =
p
x2 + y2.

25.18. Найти резольвенту для интегрального уравнения Воль-
терра с ядром K(x, t) = ax−t, (a > 0).

25.19. Решить интегральное уравнение

ϕ(x)−
2πZ

0

sin x cos tϕ(t)dt = cos 2x.

25.20. Найти резольвенту для ядра K(x, t) = x2t− xt2 при
0 6 x 6 1.

25.21. Найти характеристические числа и собственные функции
для однородного интегрального уравнения с вырожденным ядром

ϕ(x) = λ

πZ

−π

(x sin t+ cos x)ϕ(t)dt+ 2x+ 1.

25.22. С помощью преобразования Лапласа решить интеграль-
ное уравнение

ϕ(x) = x5 −
xZ

0

sh(x− t)ϕ(t)dt.

Вариант № 26

26.1. Найти общее решение уравнения в частных производных
первого порядка

(u− x)ux + (u− y)uy − zuz = x+ y.

26.2. Найти решение задачи Коши

(x− u)ux + (y − u)uy = 2u, u|y=x−2 = 1− 2x.

26.3. Найти общее решение уравнения, приведя его к канониче-
скому виду:
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а) uxy + uyy = 0;

б) uxx + 10uxy + 25uyy + 4ux + 20uy = 0.

26.4. Поставить краевую задачу для определения силы и на-
пряжения переменного тока вдоль тонкого провода с непрерывно
распределенными по длине сопротивлением R, емкостью C, само-
индукцией L и утечкой G, если один конец провода заземлен, а к
другому приложена ЭДС E(t). Начальные ток и напряжение равны
i(x, 0) = f(x), V (x, 0) = F (x).

26.5. Доказать, что функция u(x, y, z), гармоническая в области
V , ограниченной поверхностью S, удовлетворяет соотношению

ZZ

V

Z
|∇u|2d~r =

ZZ

S

u
∂u

∂~n
dS.

26.6. Найти стационарное распределение температуры внутри
бесконечного кругового цилиндра радиуса b, если на поверхности
цилиндра поддерживается следующая постоянная температура: ну-
левая в тех точках, где ε < ϕ < 2π, и равная 2πu0/ε в тех точках,
где 0 < ϕ < ε. Здесь ε – весьма малое положительное число.

26.7. Провод длины l, по которому течет переменный ток, по-
крыт изоляцией, при которой утечка G = 0. Кроме того, сопро-
тивление R = 0. Начальный ток в проводе i(x, 0) = 0, начальное

напряжение V (x, 0) = E sin (2m+1)πx
2l

, где m – заданное натуральное
число. Левый конец провода x = 0 изолирован, а правый x = l за-
землен. Найти силу тока в каждой точке провода в любой момент
времени.

26.8. Найти поперечные колебания круглой мембраны с закреп-
ленным краем, вызванные радиально симметричным начальным
распределением отклонений и скоростей, считая, что среда оказы-
вает сопротивление, пропорциональное скорости.

26.9. Решить смешанную задачу

ut = uxx +
1

x
ux, 0 < x < 1,

|u(0, t)| <∞, u(1, t) = 0, u(x, 0) = J0(α
0
1x),

где α0
1 – первый положительный корень уравнения J0(α) = 0.

26.10. Найти температуру параллелепипеда 0<x< q, 0<y <p,
0 < z < l, если его начальная температура является произволь-
ной функцией x, y, z, а температура поверхности поддерживается
равной нулю.

26.11. Решить смешанную задачу

ut = uxx − 2ux + x+ 2t, 0 < x < 1, t > 0,

u(0, t) = t, u(1, t) = t, u(x, 0) = ex sin πx.

26.12. Решить задачу Коши:
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а) xuxx + (x+ y)uxy + yuyy = 0,

u|y=1/x = x3, ux|y=1/x = 2x3;

б) 4y2uxx + 2(1− y2)uxy − uyy −
2y

1 + y2
(2ux − uy) = 0,

u|y=0 = ϕ(x), uy|y=0 = ψ(x);

в) ut = 3∆u+ e2t, u|t=0 = sin(x− y − z).

26.13. С помощью преобразования Лапласа решить задачу

uy = uxx + u+ cos x, 0 < x <∞, 0 < y <∞,
u(0, y) = e−3y, ux(0, y) = 0.

26.14. Доказать, что фундаментальным решением оператора

Шрёдингера bLS = i ∂
∂t

+ ∂2

∂x2 является функция

E(x, t) = − iθ(t)

2
√
πt

exp

„

ix2

4t
− iπ

4

«

.

26.15. С помощью функции Грина решить краевую задачу

y′′ + y = x, y(0) = y(π/2) = 0.

26.16. Решить задачу на собственные значения оператора Ла-
пласа в параллелепипеде 0 6 x 6 a, 0 6 y 6 b, 0 6 z 6 c, если

u|x=0 = u|x=a = u|y=0 = u|y=b = uz|z=0 = u|z=c = 0.

Написать условие ортогональности собственных функций задачи.
Найти ортонормированную систему собственных функций.

26.17. Найти u(x, y, x) – плотность диффундирующего вещества
в стационарном процессе при условии, что источник вещества от-
сутствует и коэффициент диффузии D = const, для z > 0, ux|z=0 =
u0 = const.

26.18. Методом дифференцирования решить интегральное урав-
нение

ϕ(x) =
1

1 + x2
−

xZ

0

tϕ(t)

1 + x2
dt.

26.19. Решить интегральное уравнение

ϕ(x)− 1

ln 2

1Z

0

xϕ(t)

1 + t2
dt = 1− x2.

26.20. Найти резольвенту для ядра K(x, t) = sin(x − 2t) при
a = 0, b = 2π.

26.21. Найти характеристические числа и собственные функции
для однородного интегрального уравнения с вырожденным ядром
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ϕ(x) = λ

πZ

0

(cos2 x cos 2t+ cos 3x cos3 t)ϕ(t)dt.

26.22. С помощью преобразования Лапласа решить интеграль-
ное уравнение

ϕ(x) = sin x+

xZ

0

(x− t)ϕ(t)dt.

Вариант № 27

27.1. Найти общее решение уравнения в частных производных
первого порядка

yux − 4xuy = 0.

27.2. Найти поверхность, удовлетворяющую уравнению

xy3ux + x2u2uy = y3u

и проходящую через заданную кривую x+ u3 = 0, y = u2.
27.3. Найти общее решение уравнения, приведя его к канониче-

скому виду:

а) 6uxx + 5uxy + uyy = 0;

б) uxx + 4uxy + 4uyy + 3ux + 6uy = 0.

27.4. Поставить краевую задачу о поперечных колебаниях тяже-
лой струны длины l относительно вертикального положения равно-
весия, если ее верхний конец закреплен, а нижний свободен.

27.5. Показать, что если u(x, y, z) – гармоническая в области V ,
ограниченной поверхностью S, то

ZZ

S

∂u

∂n
dS = 0.

27.6. Найти распределение потенциала электростатического по-
ля u(x, y) внутри прямоугольника 0 < x < p, 0 < y < q, если
потенциал вдоль стороны этого прямоугольника, лежащей на оси
Ox, равен V0, а три другие заземлены. Предполагается, что внутри
прямоугольника нет электрических зарядов.

27.7. Провод длины l, по которому течет переменный ток, по-
крыт изоляцией, при которой утечка G = 0. Кроме того, сопро-
тивление R = 0. Начальный ток в проводе i(x, 0) = 0, а начальное

напряжение V (x, 0) = E sin (2m+1)πx
2l

, где m – заданное натуральное
число. Найти силу тока в каждой точке провода в любой момент
времени, если оба конца провода изолированы.
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27.8. Найти уравнение колебаний в области, представляющей
собой клин, угол раствора которого равен π/2, если заданы одно-
родные граничные условия первого рода, а также начальная ско-
рость и отклонение.

27.9. Решить смешанную задачу

ut = 4uxx, 0 < x < l, t > 0,

u(0, t) = u(l, t) = u0, u(x, 0) = 0.

27.10. Решить задачу об остывании толстой сферической обо-
лочки r1 6 r 6 r2, на внешней и внутренней поверхностях которой
поддерживается температура, равная нулю. Начальная температу-
ра оболочки равна u|t=0 = f(r, ϕ, θ).

27.11. Решить смешанную задачу

ut = uxx +
1

x
ux − u

x2
+ J1(λ

(1)
3 x) sin t, 0 < x < 1, t > 0,

|u(0, t)| <∞, u(1, t) = 0, u(x, 0) = 2J1(α
1
1x),

где α1
n – n-й положительный корень уравнения J1(α) = 0.

27.12. Решить задачу Коши:

а) yuxx + x(2y − 1)uxy − 2x2uyy − y

x
ux = 0,

u|y=0 = x2, uy |y=0 = 1;

б) ut = 8∆u+ t2x2, u|t=0 = y2, ut|t=0 = z2;

в) ut = uxx + uyy + sin t sin x sin y, u|t=0 = 1.

27.13. С помощью преобразования Лапласа решить смешанную
задачу

uxx − 1

a
utt = 0, 0 6 x 6 l, t > 0,

u(x, 0) = A sin
πx

l
, ut(x, 0) = 0, u(0, t) = u(l, t) = 0.

27.14. Доказать, что фундаментальным решением оператора
Шрёдингера

bLS = i~
∂

∂t
+

~
2

2m0
∆n

является функция

En(~x, t) = − iθ(t)
~

“ m0

2π~t

”n/2
exp

„
i
m0

2~t
|~x|2 − iπn

4

«
, ~x ∈ R

n,

где n – любое целое число.
27.15. С помощью функции Грина решить краевую задачу

xy′′ + y = x, y(1) = y(l) = 0.
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27.16. Решить задачу на собственные значения оператора Ла-
пласа в параллелепипеде 0 6 x 6 a, 0 6 y 6 b, 0 6 z 6 c, если

u|x=0 = u|x=a = u|y=0 = u|y=b = u|z=0 = uz|z=c = 0.

Написать условие ортогональности собственных функций задачи.
Найти ортонормированную систему собственных функций.

27.17. Найти u(x, y, x) – плотность диффундирующего вещества
в стационарном процессе при условии, что источник вещества от-
сутствует и коэффициент диффузии постоянен, для z > 0, ux|z=0 =
sign x.

27.18. Методом дифференцирования решить интегральное урав-
нение

ϕ(x) = ex
2

+

xZ

0

ex
2−t2ϕ(t)dt.

27.19. Решить интегральное уравнение

ϕ(x) +
1

2π

πZ

0

[cos(x+ t) + cos(x− t)]ϕ(t)dt = cos x.

27.20. Найти резольвенту для ядра K(x, t) = x sin t+ sin 2x при
a = −π, b = π.

27.21. Найти характеристические числа и собственные функции
для однородного интегрального уравнения с вырожденным ядром

ϕ(x) = λ(3x− 2)

1Z

0

tϕ(t)dt.

27.22. С помощью преобразования Лапласа решить интеграль-
ное уравнение

ϕ(x) = x+
1

2

xZ

0

(x− t)2ϕ(t)dt.

Вариант № 28

28.1. Найти общее решение уравнения в частных производных
первого порядка

yux + 4xuy = 4x− 2y.

28.2. Найти решение задачи Коши

xux − 2yuy = x2 + 4y2, u|y=2 = x2.

28.3. Найти общее решение уравнения, приведя его к канониче-
скому виду:
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а) 3uxx + 8uxy + 5uyy = 0;

б) 9uxx + 6uxy + uyy + 123ux + 4uy = 0.

28.4. Поставить краевую задачу о нагревании полуограничен-
ного стержня, если конец стержня горит, причем фронт горения
распространяется с постоянной скоростью v0, а температура горе-
ния ϕ(t) известна.

28.5. Установить, для каких функций g(x, y):

а) g(x, y) = y − A; б) g(x, y) = x2 + Ay +B;
в) g(x, y) = 2xy; г) g(x, y) = x2 −Ay2 +B

правильно поставлена вне круга радиуса b задача Неймана

∆u(x, y) = 0, b < r <∞, r =
p
x2 + y2,

∂u

∂r

˛̨
˛
r=b

= g(x, y)
˛̨
r=b

, |u(x, y)| <∞.

28.6. Найти распределение потенциала электростатического по-
ля u(x, y) внутри коробки прямоугольного сечения −a < x < a,
−b < y < b, две противоположные грани которой x = a и x = −a
имеют потенциал V0, а две другие y = −b, y = b заземлены.

28.7. В начальный момент времени напряжение во всех точках
провода длины l одинаково и равно E0, а ток равен нулю. Сопротив-
ление R, самоиндукция L, утечка за единицу времени G и емкость
C связаны соотношением R/L = G/C (<линия без искажений>).
Найти напряжение V (x, t) в любой момент времени, если левый ко-
нец провода заземлен, а правый изолирован.

28.8. Найти функцию u(ρ,ϕ, t), характеризующую колебания
круглой мембраны под действием импульса, сосредоточенного в ее
центре.

28.9. Решить смешанную задачу

ut = uxx +
2

x
ux, 0 < x < 3, t > 0,

|u(0, t)| <∞, u(3, t) = 0, u(x, 0) = t.

28.10. Между двумя полыми цилиндрами бесконечной длины
находится вязкая жидкость. В момент времени t = 0 внешний ци-
линдр начинает вращаться с угловой скоростью ω = const. Опреде-
лить скорость движения жидкости.

28.11. Решить в полуполосе 0 < x < π/2, t > 0 смешанную
задачу

ut = uxx + 6u+ 2t(1− 3t) + 2 cos x cos 2x− 6x,

ux(0, t) = 1, u(π/2, t) = t2 + π/2, u(x, 0) = x.

28.12. Решить задачу Коши:
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а) yuxx − (x+ y)uxy + xuyy = 0, u|y=0 = x3, uy|y=0 = 0;

б) utt = 3∆u+ 6tex
√

2 sin y cos z,

u|t=0 = ex+y cos z
√

2, ut|t=0 = e3y+4z sin 5x;

в) ut = uxx + uyy + cos t, u|t=0 = xye−x
2−y2 .

28.13. С помощью преобразования Лапласа решить задачу

uy = uxx + u+ 3, x > 0, y > 0, u(0, y) = ux(0, y) = 0.

28.14. Доказать, что фундаментальным решением оператора

bL =
∂2

∂x∂t
− 2

∂

∂x
− 2

∂

∂t
+ 4

является функция E(x, t) = −θ(t)θ(−x)e2(x+t).
28.15. С помощью функции Грина решить краевую задачу

y′′ + π2y = cos πx, y(0) = y(1), y′(0) = y′(1).

28.16. Решить задачу на собственные значения оператора Ла-
пласа в шаровом слое a 6 r 6 b, если u|r=a = 0, u|r=b = 0. Напи-
сать условие ортогональности собственных функций задачи. Найти
ортонормированную систему собственных функций.

28.17. Найти u(x, y, x) – плотность диффундирующего вещества
в стационарном процессе при условии, что источник вещества от-
сутствует и коэффициент диффузии постоянен, для y > 0, z > 0,
−∞ < x <∞, u(x, 0, z) = u(x, y, 0) = u0 = const.

28.18. Методом дифференцирования решить интегральное урав-
нение

ϕ(x) = xex −
xZ

0

ex−tϕ(t)dt.

28.19. Решить интегральное уравнение

ϕ(x)− π
1Z

0

(1− x) sin 2πt ϕ(t)dt =
1

2
(1− x).

28.20. Найти резольвенту для ядра

K(x, t) = x
“
1− 3

2
t
”

при a = 0, b = 1.
28.21. Найти характеристические числа и собственные функции

для однородного интегрального уравнения

ϕ(x) = λ

π/4Z

0

sin2 xϕ(t)dt.
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28.22. С поомщью преобразования Лапласа решить интеграль-
ное уравнение

x3

6
=

xZ

0

ϕ(t)ϕ(x− t)dt.

Вариант № 29

29.1. Найти общее решение уравнения в частных производных
первого порядка

2xux + (y − 2x)uy = 4x2.

29.2. Найти решение задачи Коши

xux + yuy = u− xy

2
, u|x=1 = y2 + 1.

29.3. Найти общее решение уравнения, приведя его к канониче-
скому виду:

а) 4uxx + 15uxy + 14uyy = 0;

б) 16uxx + 8uxy + uyy + 12ux + 3uy = 0.

29.4. Неограниченный стержень с постоянным поперечным се-
чением получен непосредственным соединением полуограниченных
однородных стержней с различными коэффициентами теплопро-
водности и температуропроводности. Поставить задачу об опреде-
лении температуры в этом стержне. Поверхность стержня считать
теплоизолированной.

29.5. Показать, что ограниченная гармоническая вне круга
|r| = b функция u(x, y) представляется формулой

u(x, y) =

∞X

k=0

αk cos kϕ+ βk sin kϕ

rk
,

r = |z|, ϕ = arctg z, z = x+ iy.

29.6. Найти стационарное распределение температуры u(x, y) в
бесконечно длинном брусе квадратного сечения, три грани которого
поддерживаются при нулевой температуре, а на четвертой поддер-
живается постоянная температура u(x, a) = u0.

29.7. Струна длиной l помещена в среду, которая оказывает со-
противление, пропорциональное скорости движения. Найти закон
поперечных колебаний струны с граничными условиями первого
рода и произвольными начальными условиями.

29.8. Найти функцию u(x, y, t), характеризующую колебания пря-
моугольной мембраны под действием импульса, сосредоточенного
в произвольной точке этой мембраны.

29.9. Решить смешанную задачу
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ut = uxx +
2

x
ux, 0 < x < 2, t > 0,

|u(0, t)| <∞, u(2, t) = u0, u(x, 0) = 0.

29.10. Решить задачу об остывании бесконечной цилиндриче-
ской трубы, на внешней и внутренней поверхностях которой проис-
ходит конвективный теплообмен со средой нулевой температуры. В
начальный момент труба была равномерно нагретой.

29.11. Решить смешанную задачу

ut − uxx − u = xt(2− t) + 2 cos t, 0 < x < π, t > 0,

ux(0, t) = t2, ux(π, t) = t2, u(x, 0) = cos 2x.

29.12. Решить задачу Коши:

а) eyuxy − uyy + uy = 0, u|y=0 = −x
2

2
, uy|y=0 = − sin x;

б) utt = 9∆u, u|t=0 = ut|t=0 = (x2 + y2 + z2)2;

в) ut = 2∆u+ t cos x, u|t=0 = cos y cos z.

29.13. Пользуясь интегральным преобразованием Лапласа, опре-
делить температуру u(x, y) в стержне при t > 0, если стержень по-
лубесконечный и u(∞, t) = 0, u(0, t) = δ(t). Начальная температура
стержня равна нулю.

29.14. Доказать, что фундаментальным решением оператора

bLKG =
∂2

∂t2
− a2 ∂

2

∂x2
−m2

является функция

E(x, t) =
θ(at− |x|)

2a
J0

“m
a

p
x2 − a2t2

”
.

29.15. С помощью функции Грина решить краевую задачу

y′′ − y = 2 sh 1, y(0) = y(1) = 0.

29.16. Решить задачу на собственные значения оператора Ла-
пласа в шаровом слое a 6 r 6 b, если ur|r=a = 0, u|r=b = 0. Напи-
сать условие ортогональности собственных функций задачи. Найти
ортонормированную систему собственных функций.

29.17. Потенциал простого слоя масс, распределенных по окруж-
ности x2+y2 = 1, вне замкнутого круга x2+y2

6 1 дается формулой

u(x, y) =
x

r2

“
1 +

2y

r2

”
.

Найти плотность масс.
29.18. Методом дифференцирования решить интегральное урав-

нение
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ϕ(x) = 2x
2+2x +

xZ

0

2x
2−t2+1ϕ(t)dt.

29.19. Решить интегральное уравнение

ϕ(x)− ln 2

2

1Z

0

2x+tϕ(t)dt = x.

29.20. Найти резольвенту для ядра K(x, t) = x sin(2πt) при
a = 0, b = 1.

29.21. Найти характеристические числа и собственные функции
для однородного интегрального уравнения

ϕ(x) = λ

Z
(x sh t− t ch x)ϕ(t)dt.

29.22. С помощью преобразования Лапласа решить интеграль-
ное уравнение

xZ

0

J0(x− t)ϕ(t)dt = sin x.

Вариант № 30

30.1. Найти общее решение уравнения в частных производных
первого порядка

xyux + (4x− 2u)uy = yu.

30.2. Найти поверхность, удовлетворяющую уравнению

xux − yuy = u2(2x− 3y)

и проходящую через заданную кривую x = 1, yu+ 1 = 0.
30.3. Найти общее решение уравнения, приведя его к канониче-

скому виду:

а) 3uxx + 14uxy + 8uyy = 0;

б) 4uxx + 20uxy + 25uyy + 4ux + 10uy = 0.

30.4. Поставить задачу об обтекании неподвижного бесконечно-
го цилиндра, если на бесконечности скорость жидкости равна v0.

30.5. Найти условие, при соблюдении которого в круге x2 +y2 =
= r2 < b2 правильно поставлена задача Неймана

∆u(x, y) = 0, 0 6 r < b,
∂u

∂r

˛̨
˛
r=b

= g(x, y)
˛̨
r=b

;

а) g(x, y) = A; б) g(x, y) = 2x2 +A;

в) g(x, y) = 2xy; г) g(x, y) = Ay2 −B.
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30.6. Определить собственные колебания мембраны, имеющей

форму кругового сектора r =
p
x2 + y2, r 6 b, 0 6 ϕ 6 ϕ0, если его

граница закреплена.
30.7. Найти колебания струны с закрепленными краями, по-

мещенной в среду с сопротивлением, пропорциональным скорости
движения. Начальные скорости равны нулю, а первоначальное от-
клонение задается выражением

u(x, 0) =


Ax, 0 < x < l/2;
A(l − x), l/2 < x < l.

30.8. Решить уравнение колебаний в области, представляющей
собой клин, радиуса b, угол раствора которого равен π/3, если зада-
ны однородные граничные условия второго рода, а также началь-
ные скорость и отклонение.

30.9. Решить смешанную задачу

ut = 9
“
uxx +

1

x
ux

”
, 0 < x < l, t > 0,

|u(0, t)| <∞, (ux + u)|x=1 = 0, u(x, 0) = x2.

30.10. Между двумя полыми цилиндрами бесконечной длины
находится вязкая жидкость. В момент времени t = 0 внутренний
цилиндр начинает вращаться с угловой скоростью ω = = const.
Определить скорость движения жидкости.

30.11. Решить смешанную задачу

utt = uxx, 0 < x < π, t > 0,

u(0, t) = t2, u(π, t) = t2, u(x, 0) = sin x, ut(x, 0) = 0.

30.12. Решить задачу Коши

а) uxx + 2 cosx uxy − sin2 xuyy − sin xuy = 0,

u|y=sinx = x+ cos x, uy |y=sinx = sin x;

б) utt = 4∆u+ xet cos(3y + 4z),

u|t=0 = xy cos z, ut|t=0 = yzex;

в) 8ut = uxx + uyy + 1, u|t=0 = e−(x−y)2 .

30.13. С помощью преобразования Лапласа решить задачу

uy = uxx + u+ ex, x > 0, y > 0, u(0, y) = ux(0, y) = 0.

30.14. Найти фундаментальное решение оператора

bL =
d2

dx2
− 2

d

dx
+ 1.

30.15. С помощью функции Грина решить краевую задачу
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xy′′ + y = x2, y(1) = y(π/2) = 0.

30.16. Решить задачу на собственные значения оператора Ла-
пласа в шаровом слое a 6 r 6 b, если u|r=a = 0, ur|r=b = 0. Напи-
сать условие ортогональности собственных функций задачи. Найти
ортонормированную систему собственных функций.

30.17. Для оператора Лапласа вычислить объемный потенциал

шара x2 + y2 + z2 < b2 с плотностью ρ = exp(−
p
x2 + y2 + z2).

30.18. Методом дифференцирования решить интегральное урав-
нение

ϕ(x) =

xZ

0

ϕ(t)dt+ ex + 1.

30.19. Показать, что для уравнения

ϕ(x) = f(x) +

xZ

0

K(x− t)ϕ(t)dt

все повторные ядра и резольвента также зависят от разности (x−t).
30.20. Доказать, что если ядра L(x, t) иM(x, t) ортогональны, то

резольвента ядра K(x, t) = L(x, t)+M(x, t) равна сумме резольвент
ядер L(x, t) и M(x, t).

30.21. Найти характеристические числа и собственные функции
для однородного интегрального уравнения

ϕ(x)− λ(3x− 2)

1Z

−1

(5xt3 + 4x2 + 3xt)ϕ(t)dt = 0.

30.22. С помощью преобразования Лапласа решить интеграль-
ное уравнение

xZ

0

e2(x−t)ϕ(t)dt = x2ex.
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