
Èíäèâèäóàëüíîå çàäàíèå Âàðèàíò � 1

Òåíçîðíûé àíàëèç

1.1. Íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðà x â áàçèñå {e′
1, e

′
2, e

′
3}, åñëè èçâåñòíû åãî êîîðäèíàòû

â áàçèñå {e1, e2, e3} è çàäàíî ïðåîáðàçîâàíèå îò îäíîãî áàçèñà ê äðóãîìó

x = (3,−8, 8),


e′
1 = e1 + e2 − 7e3,

e′
2 = (7/8)e1 − e2,

e′
3 = −e1 + e2 + e3.

Ïîñòðîèòü áàçèñ, âçàèìíûé ñ áàçèñîì {e′
1, e

′
2, e

′
3}.

1.2. Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà

Aij =

 1 1 3
1 0 2
3 2 4

 .

Çàïèñàòü ìàòðèöó ïîâîðîòà ê ãëàâíûì îñÿì. Íàéòè èíâàðèàíòû òåíçîðà è ïîñòðî-
èòü õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü.

1.3. Äàíû òåíçîðû cijk, d
ij, ui, vi. Âåëè÷èíû g, h îïðåäåëåíû â êàæäîì áàçèñå ôîðìóëà-

ìè g = cijku
jukvi è h = cijkd

jkvi ñîîòâåòñòâåííî. Îïèðàÿñü íà çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ
êîìïîíåíò äàííûõ òåíçîðîâ, ïîêàçàòü, ÷òî ýòè âåëè÷èíû ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìè.

1.4. Â èñõîäíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò èçâåñòíû êîìïîíåíòû òåíçîðà Aij. Íàé-
òè åãî êîìïîíåíòû â ñèñòåìå êîîðäèíàò, ïîâåðíóòîé îòíîñèòåëüíî èñõîäíîé íà
íåêîòîðûé óãîë âîêðóã îäíîé èç îñåé:

Aij =

 1 0 −2
0 1 0
2 0 1

 , âîêðóã îñè Ox íà 30◦.

1.5. Òåíçîð A òèïà (0, 3) è òåíçîð B òèïà (0, 1) çàäàíû â íåêîòîðîì áàçèñå ëèíåéíîãî
ïðîñòðàíñòâà V2. Íàéòè òèï è ìàòðèöó òåíçîðà A⊗B, åñëè

A =

(
1 −1
1 1

∣∣∣∣ 2 1
1 1

)
, B =

(
1
−1

)
.

1.6. Òåíçîðû A = (aijk ), B = (bi) çàäàíû ìàòðèöàìè

A =

(
3 4
5 7

∣∣∣∣ 2 5
1 3

)
, B =

(
−1, 3

)
.

Íàéòè ìàòðèöû ñâåðòîê: 1) aiji , 2) aijj ; 3) a
ij
j bi.

1.7. Ïñåâäîòåíçîð T âåñàM çàäàí â áàçèñå {e1, e2}. Íàéòè êîìïîíåíòû òåíçîðà â íîâîì
áàçèñå {e′

1, e
′
2}, ñâÿçàííûì ñî ñòàðûì áàçèñîì ìàòðèöåé ïåðåõîäà B, åñëè

M = 2, T = (Tij) =

(
−3 2
0 3

)
, B =

(
−1 1
−1 2

)
.

1.8. Ïóñòü a = det(aik). Ïîêàçàòü, ÷òî aεijk = εmnpaimajnakp.



1.9. Ìåòðè÷åñêèé òåíçîð gij è òåíçîð ai·jk çàäàíû ñîîòâåòñòâåííî ìàòðèöàìè:

gij =

(
2 3
3 5

)
, ai·jk =

(
1 1
1 1

∣∣∣∣ 1 −1
1 −1

)
.

Íàéòè ìàòðèöó òåíçîðà: 1) aijk; 2) aij··k; 3) ai·k·j· ; 4) aijk.

1.10. Â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå E = {e1, e2} çàäàí òåíçîð

A = (A·jk
i ) =

(
1 2
−3 4

∣∣∣∣−2 −1
3 −5

)
1) Ïðåäñòàâèòü òåíçîð A â âèäå ñóììû ñèììåòðè÷íîãî è àíòèñèììåòðè÷íîãî

òåíçîðà ïî êîíòðàâàðèàíòíûì èíäåêñàì.

2) Íàéòè êîîðäèíàòû òåíçîðà A â áàçèñå E ′ = {e1 + 2e2, 3e1 + e2}.
3) Íàéòè ìåòðè÷åñêèé òåíçîð â áàçèñå E ′ è âû÷èñëèòü êîîðäèíàòû òåíçîðà A·j·

i·k
â ýòîì áàçèñå.

1.11. Íà ïëîñêîñòè çàäàíû êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû (u, v), ñâÿçàííûå ñ ïðÿìîóãîëü-
íûìè äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè (x, y) ñîîòíîøåíèÿìè:

y =
2

x2
+ u, y =

1

x2
+ v

1) Ïîñòðîèòü êîâàðèàíòíûé è êîíòðàâàðèàíòíûé ëîêàëüíûé áàçèñ.

2) Ïîñòðîèòü ìåòðè÷åñêèé òåíçîð è çàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ dr2.

3) Íàéòè êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ âåêòîðíîãî ïîëÿ A(u, v) = uveu +
4u2

v
ev.

4) Íàéòè êîìïîíåíòû âåêòîðíîãî ïîëÿ A(u, v) â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

5) Çàïèñàòü óðàâíåíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ ëèíèé.

6) Âû÷èñëèòü òåíçîð Ðèìàíà.

1.12. Äîêàçàòü, ÷òî ñëåä T i
i òåíçîðà Tik = 1

4π
(glmFilFkm + 1

4
gikFlmF

lm) â E4 ðàâåí íóëþ,
ãäå Fij � àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð.



Èíäèâèäóàëüíîå çàäàíèå Âàðèàíò � 2

Òåíçîðíûé àíàëèç

2.1. Íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðà x â áàçèñå {e′
1, e

′
2, e

′
3}, åñëè èçâåñòíû åãî êîîðäèíàòû

â áàçèñå {e1, e2, e3} è çàäàíî ïðåîáðàçîâàíèå îò îäíîãî áàçèñà ê äðóãîìó

x = (7, 7, 2),


e′
1 = e1 + e2 + (6/7)e3,

e′
2 = −6e1 − e2,

e′
3 = −e1 + e2 + e3.

Ïîñòðîèòü áàçèñ, âçàèìíûé ñ áàçèñîì {e′
1, e

′
2, e

′
3}.

2.2. Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà

Aij =

 1 0 2
0 −1 1
2 1 3

 .

Çàïèñàòü ìàòðèöó ïîâîðîòà ê ãëàâíûì îñÿì. Íàéòè èíâàðèàíòû òåíçîðà è ïîñòðî-
èòü õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü.

2.3. Ïóñòü aiku
iuk � ñêàëÿð ïðè ëþáîì âûáîðå êîíòðàâàðèàíòíîãî âåêòîðà ui. Ïîêà-

çàòü, ÷òî a(ik) � òåíçîð.

2.4. Òåíçîð òèïà (1, 2) â áàçèñå E = {e1, e2} ïðîñòðàíñòâà V2 çàäàí ìàòðèöåé A. Íàéòè
åãî ìàòðèöó â áàçèñå E ′ = {e′

1, e
′
2}, åñëè

A =

(
−4 2
−5 3

∣∣∣∣ 3 4
5 7

)
,

{
e′
1 = e1 − e2,

e′
2 = −e1 + 2e2.

2.5. Ïóñòü x1, x2, x3 � âåêòîðû. Íàéòè êîìïîíåíòû òåíçîðà x1 ⊗ x2 + x2 ⊗ x3, åñëè

x1 =
(
3, 1

)
, x2 =

(
5, 0

)
, x3 =

(
1, −1

)
.

2.6. Òåíçîð aijk çàäàí ìàòðèöåé

A =

(
1 1
1 1

∣∣∣∣ 1 −1
1 −1

)
.

Íàéòè êîìïîíåíòû òåíçîðîâ: 1) a(ij)k; 2) ai(jk); 3) a(i|j|k); 4) a(ijk).

2.7. Ïñåâäîòåíçîð T âåñàM çàäàí â áàçèñå {e1, e2}. Íàéòè êîìïîíåíòû òåíçîðà â íîâîì
áàçèñå {e′

1, e
′
2}, ñâÿçàííûì ñî ñòàðûì áàçèñîì ìàòðèöåé ïåðåõîäà B, åñëè

M = 3, T = (T ij) =

(
3 −1
0 1

)
, B =

(
1 −1
1 −2

)
.

2.8. Ïóñòü a = det(aik). Ïîêàçàòü, ÷òî a = 1
2
εijkε

mnpaimajnakp.

2.9. Ìåòðè÷åñêèé òåíçîð gij è òåíçîð ai·jk çàäàíû ñîîòâåòñòâåííî ìàòðèöàìè:

gij =

(
2 3
3 5

)
, ai·jk =

(
3 4
5 7

∣∣∣∣ 2 5
1 3

)
.

Íàéòè ìàòðèöó òåíçîðà: 1) aijk; 2) aij··k; 3) ai·k·j· ; 4) aijk.



2.10. Â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå E = {e1, e2} çàäàí òåíçîð

A = (Ai·k
·j· ) =

(
3 −4
−2 1

∣∣∣∣−1 −3
4 2

)
1) Ïðåäñòàâèòü òåíçîð A â âèäå ñóììû ñèììåòðè÷íîãî è àíòèñèììåòðè÷íîãî

òåíçîðà ïî êîíòðàâàðèàíòíûì èíäåêñàì.

2) Íàéòè êîîðäèíàòû òåíçîðà A â áàçèñå E ′ = {2e1 + e2, e1 − 2e2}.
3) Íàéòè ìåòðè÷åñêèé òåíçîð â áàçèñå E ′ è âû÷èñëèòü êîîðäèíàòû òåíçîðà A··k

ij·
â ýòîì áàçèñå.

2.11. Íà ïëîñêîñòè çàäàíû êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû (u, v), ñâÿçàííûå ñ ïðÿìîóãîëü-
íûìè äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè (x, y) ñîîòíîøåíèÿìè:

y = (1 + u)x2, y = (1 +
x

v
)x2

1) Ïîñòðîèòü êîâàðèàíòíûé è êîíòðàâàðèàíòíûé ëîêàëüíûé áàçèñ.

2) Ïîñòðîèòü ìåòðè÷åñêèé òåíçîð è çàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ dr2.

3) Íàéòè êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ âåêòîðíîãî ïîëÿ A(u, v) = uveu + u3v2ev.

4) Íàéòè êîìïîíåíòû âåêòîðíîãî ïîëÿ A(u, v) â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

5) Çàïèñàòü óðàâíåíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ ëèíèé.

6) Âû÷èñëèòü òåíçîð Ðèìàíà.

2.12. Íàéòè ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò x = x(u, v), t = t(u, v), ïåðåâîäÿùåå ìåòðèêó
ds2 = dt2 − dx2 â ìåòðèêó ds2 = v2du2 − dv2.



Èíäèâèäóàëüíîå çàäàíèå Âàðèàíò � 3

Òåíçîðíûé àíàëèç

3.1. Íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðà x â áàçèñå {e′
1, e

′
2, e

′
3}, åñëè èçâåñòíû åãî êîîðäèíàòû

â áàçèñå {e1, e2, e3} è çàäàíî ïðåîáðàçîâàíèå îò îäíîãî áàçèñà ê äðóãîìó

x = (1, 7,−7),


e′
1 = e1 + e2 − 6e3,

e′
2 = (6/7)e1 − e2,

e′
3 = −e1 + e2 + e3.

Ïîñòðîèòü áàçèñ, âçàèìíûé ñ áàçèñîì {e′
1, e

′
2, e

′
3}.

3.2. Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà

Aij =

 2 1 3
1 −1 0
3 0 3

 .

Çàïèñàòü ìàòðèöó ïîâîðîòà ê ãëàâíûì îñÿì. Íàéòè èíâàðèàíòû òåíçîðà è ïîñòðî-
èòü õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü.

3.3. Äàíû òåíçîðû cijk , dij, u
i, vi. Âåëè÷èíû g, h îïðåäåëåíû â êàæäîì áàçèñå ôîðìóëà-

ìè g = cijk u
kvivj è h = cijk diju

k ñîîòâåòñòâåííî. Îïèðàÿñü íà çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ
êîìïîíåíò äàííûõ òåíçîðîâ, ïîêàçàòü, ÷òî ýòè âåëè÷èíû ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìè.

3.4. Â èñõîäíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò èçâåñòíû êîìïîíåíòû òåíçîðà Aij. Íàé-
òè åãî êîìïîíåíòû â ñèñòåìå êîîðäèíàò, ïîâåðíóòîé îòíîñèòåëüíî èñõîäíîé íà
íåêîòîðûé óãîë âîêðóã îäíîé èç îñåé:

Aij =

 −
√
2 1 −

√
2

1 1 1√
2 −1

√
2

 , âîêðóã îñè Oy íà 45◦.

3.5. Òåíçîð A òèïà (0, 3) è òåíçîð B òèïà (0, 1) çàäàíû â íåêîòîðîì áàçèñå ëèíåéíîãî
ïðîñòðàíñòâà V2. Íàéòè òèï è ìàòðèöó òåíçîðà B ⊗ A, åñëè

A =

(
1 −1
1 1

∣∣∣∣ 2 1
1 1

)
, B =

(
1
−1

)
.

3.6. Òåíçîðû A = (aijk), B = (bi) çàäàíû ìàòðèöàìè

A =

(
1 3
−2 5

∣∣∣∣ 0 −5
1 3

)
, B =

(
−1, 4

)
.

Íàéòè ìàòðèöû ñâåðòîê: 1) aiik, 2) aiji; 3) a
i
jib

j.

3.7. Ïñåâäîòåíçîð T âåñàM çàäàí â áàçèñå {e1, e2}. Íàéòè êîìïîíåíòû òåíçîðà â íîâîì
áàçèñå {e′

1, e
′
2}, ñâÿçàííûì ñî ñòàðûì áàçèñîì ìàòðèöåé ïåðåõîäà B, åñëè

M = 1, T = (T i
j ) =

(
0 −1
2 1

)
, B =

(
−2 3
−3 5

)
.

3.8. Ïîêàçàòü, ÷òî â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå {e1, e2, e3} ñèìâîë Ëåâè-×èâèòà ðàâåí
εijk = (ei, [ej, ek]).



3.9. Ìåòðè÷åñêèé òåíçîð gij è òåíçîð aij··k çàäàíû ñîîòâåòñòâåííî ìàòðèöàìè:

gij =

(
2 3
3 5

)
, aij··k =

(
1 1
1 1

∣∣∣∣ 1 −1
1 −1

)
.

Íàéòè ìàòðèöó òåíçîðà: 1) aijk; 2) a··kij ; 3) a·j·i·k; 4) aijk.

3.10. Â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå E = {e1, e2} çàäàí òåíçîð

A = (Ai··
·jk) =

(
4 −2
3 −1

∣∣∣∣−1 2
−4 −3

)
1) Ïðåäñòàâèòü òåíçîð A â âèäå ñóììû ñèììåòðè÷íîãî è àíòèñèììåòðè÷íîãî

òåíçîðà ïî êîâàðèàíòíûì èíäåêñàì.

2) Íàéòè êîîðäèíàòû òåíçîðà A â áàçèñå E ′ = {e1 + 3e2,−e1 + 2e2}.
3) Íàéòè ìåòðè÷åñêèé òåíçîð â áàçèñå E ′ è âû÷èñëèòü êîîðäèíàòû òåíçîðà Aijk

â ýòîì áàçèñå.

3.11. Íà ïëîñêîñòè çàäàíû êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû (u, v), ñâÿçàííûå ñ ïðÿìîóãîëü-
íûìè äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè (x, y) ñîîòíîøåíèÿìè:

y =
1

x2
+ 2u, y = 2v − 1

x2

1) Ïîñòðîèòü êîâàðèàíòíûé è êîíòðàâàðèàíòíûé ëîêàëüíûé áàçèñ.

2) Ïîñòðîèòü ìåòðè÷åñêèé òåíçîð è çàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ dr2.

3) Íàéòè êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ âåêòîðíîãî ïîëÿA(u, v) = (u+v)eu+uvev.

4) Íàéòè êîìïîíåíòû âåêòîðíîãî ïîëÿ A(u, v) â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

5) Çàïèñàòü óðàâíåíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ ëèíèé.

6) Âû÷èñëèòü òåíçîð Ðèìàíà.

3.12. Äîêàçàòü, ÷òî ðàçíîñòü Γi
jk − Γ̄i

jk, ãäå Γi
jk è Γ̄i

jk � êîìïîíåíòû äâóõ ðàçëè÷íûõ
ñâÿçíîñòåé â En, ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì.



Èíäèâèäóàëüíîå çàäàíèå Âàðèàíò � 4

Òåíçîðíûé àíàëèç

4.1. Íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðà x â áàçèñå {e′
1, e

′
2, e

′
3}, åñëè èçâåñòíû åãî êîîðäèíàòû

â áàçèñå {e1, e2, e3} è çàäàíî ïðåîáðàçîâàíèå îò îäíîãî áàçèñà ê äðóãîìó

x = (6, 6, 2),


e′
1 = e1 + e2 + (5/6)e3,

e′
2 = −5e1 − e2,

e′
3 = −e1 + e2 + e3.

Ïîñòðîèòü áàçèñ, âçàèìíûé ñ áàçèñîì {e′
1, e

′
2, e

′
3}.

4.2. Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà

Aij =

 −1 1 −3
1 0 2

−3 2 −4

 .

Çàïèñàòü ìàòðèöó ïîâîðîòà ê ãëàâíûì îñÿì. Íàéòè èíâàðèàíòû òåíçîðà è ïîñòðî-
èòü õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü.

4.3. Ïóñòü bjikw
ik � êîíòðàâàðèàíòíûé âåêòîð ïðè ëþáîì âûáîðå êîíòðàâàðèàíòíîãî

òåíçîðà wik. Ïîêàçàòü, ÷òî bj[ik] � òåíçîð.

4.4. Òåíçîð òèïà (0, 3) â áàçèñå E = {e1, e2} ïðîñòðàíñòâà V2 çàäàí ìàòðèöåé A. Íàéòè
åãî ìàòðèöó â áàçèñå E ′ = {e′

1, e
′
2}, åñëè

A =

(
1 −1
1 1

∣∣∣∣ 2 1
1 1

)
,

{
e′
1 = e1 + e2,

e′
2 = e1 + 2e2.

4.5. Ïóñòü x1, x2, x3 � âåêòîðû. Íàéòè êîìïîíåíòû òåíçîðà x1 ⊗ x2 + x3 ⊗ x3 − x1 ⊗ x1,
åñëè

x1 =
(
−1, 0

)
, x2 =

(
3, 4

)
, x3 =

(
2, −1

)
.

4.6. Òåíçîð aijk çàäàí ìàòðèöåé

A =

(
3 4
5 7

∣∣∣∣ 2 5
1 3

)
.

Íàéòè êîìïîíåíòû òåíçîðîâ: 1) a(ij)k; 2) ai(jk); 3) a(i|j|k); 4) a(ijk).

4.7. Ïñåâäîòåíçîð T âåñàM çàäàí â áàçèñå {e1, e2}. Íàéòè êîìïîíåíòû òåíçîðà â íîâîì
áàçèñå {e′

1, e
′
2}, ñâÿçàííûì ñî ñòàðûì áàçèñîì ìàòðèöåé ïåðåõîäà B, åñëè

M = 2, T = (Tij) =

(
−1 2
1 3

)
, B =

(
1 1
−1 −2

)
.

4.8. Èñïîëüçóÿ ñèìâîë Ëåâè-×èâèòà, äîêàçàòü òîæäåñòâî

([a, b], [c,d]) = (a, c)(b,d)− (a,d)(b, c).

Âû÷èñëèòü (a, b)2.



4.9. Ìåòðè÷åñêèé òåíçîð gij è òåíçîð aij··k çàäàíû ñîîòâåòñòâåííî ìàòðèöàìè:

gij =

(
2 3
3 5

)
, aij··k =

(
3 4
5 7

∣∣∣∣ 2 5
1 3

)
.

Íàéòè ìàòðèöó òåíçîðà: 1) aijk; 2) a··kij ; 3) a·j·i·k; 4) aijk.

4.10. Â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå E = {e1, e2} çàäàí òåíçîð

A = (A·j·
i·k) =

(
2 −4
3 −1

∣∣∣∣ 1 4
−2 −3

)
1) Ïðåäñòàâèòü òåíçîð A â âèäå ñóììû ñèììåòðè÷íîãî è àíòèñèììåòðè÷íîãî

òåíçîðà ïî êîâàðèàíòíûì èíäåêñàì.

2) Íàéòè êîîðäèíàòû òåíçîðà A â áàçèñå E ′ = {e1 − 3e2, e1 + 2e2}.
3) Íàéòè ìåòðè÷åñêèé òåíçîð â áàçèñå E ′ è âû÷èñëèòü êîîðäèíàòû òåíçîðà A·jk

i··
â ýòîì áàçèñå.

4.11. Íà ïëîñêîñòè çàäàíû êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû (u, v), ñâÿçàííûå ñ ïðÿìîóãîëü-
íûìè äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè (x, y) ñîîòíîøåíèÿìè:

y = u2 lnx, y =
ln3 x

v2
, x > 1

1) Ïîñòðîèòü êîâàðèàíòíûé è êîíòðàâàðèàíòíûé ëîêàëüíûé áàçèñ.

2) Ïîñòðîèòü ìåòðè÷åñêèé òåíçîð è çàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ dr2.

3) Íàéòè êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ âåêòîðíîãî ïîëÿ A(u, v) = u3veu + uvev.

4) Íàéòè êîìïîíåíòû âåêòîðíîãî ïîëÿ A(u, v) â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

5) Çàïèñàòü óðàâíåíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ ëèíèé.

6) Âû÷èñëèòü òåíçîð Ðèìàíà.

4.12. Äîêàçàòü òîæäåñòâà:

1) ∂kgij − ∂igkj = Γi,jk − Γk,ij, 2) gij∂lg
jk = −gjk∂lgij.



Èíäèâèäóàëüíîå çàäàíèå Âàðèàíò � 5

Òåíçîðíûé àíàëèç

5.1. Íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðà x â áàçèñå {e′
1, e

′
2, e

′
3}, åñëè èçâåñòíû åãî êîîðäèíàòû

â áàçèñå {e1, e2, e3} è çàäàíî ïðåîáðàçîâàíèå îò îäíîãî áàçèñà ê äðóãîìó

x = (1,−6, 6),


e′
1 = e1 + e2 − 5e3,

e′
2 = (5/6)e1 − e2,

e′
3 = −e1 + e2 + e3.

Ïîñòðîèòü áàçèñ, âçàèìíûé ñ áàçèñîì {e′
1, e

′
2, e

′
3}.

5.2. Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà

Aij =

 2 1 0
1 0 −1
0 −1 2

 .

Çàïèñàòü ìàòðèöó ïîâîðîòà ê ãëàâíûì îñÿì. Íàéòè èíâàðèàíòû òåíçîðà è ïîñòðî-
èòü õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü.

5.3. Äàíû òåíçîðû cijk, u
i, vi. Âåëè÷èíû gij, fij îïðåäåëåíû â êàæäîì áàçèñå ôîðìóëàìè

gij = cikmu
kumuj è fij = ckijvk ñîîòâåòñòâåííî. Îïèðàÿñü íà çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ

êîìïîíåíò äàííûõ òåíçîðîâ, ïîêàçàòü, ÷òî gij åñòü äâàæäû êîíòðàâàðèàíòíûé
òåíçîð, à fij � äâàæäû êîâàðèàíòíûé òåíçîð.

5.4. Â èñõîäíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò èçâåñòíû êîìïîíåíòû òåíçîðà Aij. Íàé-
òè åãî êîìïîíåíòû â ñèñòåìå êîîðäèíàò, ïîâåðíóòîé îòíîñèòåëüíî èñõîäíîé íà
íåêîòîðûé óãîë âîêðóã îäíîé èç îñåé:

Aij =

 0 1 0

−1 0 −2
√
2

0 2
√
2 0

 , âîêðóã îñè Oz íà 135◦.

5.5. Òåíçîð A òèïà (1, 2) è òåíçîð B òèïà (0, 1) çàäàíû â íåêîòîðîì áàçèñå ëèíåéíîãî
ïðîñòðàíñòâà V2. Íàéòè òèï è ìàòðèöó òåíçîðà A⊗B, åñëè

A =

(
2 −3
0 5

∣∣∣∣ 3 1
−1 0

)
, B =

(
5
−3

)
.

5.6. Òåíçîðû cij, a
i, bi çàäàíû ìàòðèöàìè

C =

(
2 −1
3 0

)
, A =

(
1, 2

)
, B =

(
−1, 3

)
.

Âû÷èñëèòü ñâåðòêè: 1) cija
j; 2) cijbi; 3) c

i
ja

jbi.

5.7. Ïñåâäîòåíçîð T âåñàM çàäàí â áàçèñå {e1, e2}. Íàéòè êîìïîíåíòû òåíçîðà â íîâîì
áàçèñå {e′

1, e
′
2}, ñâÿçàííûì ñî ñòàðûì áàçèñîì ìàòðèöåé ïåðåõîäà B, åñëè

M = 3, T = (T ij) =

(
3 3
1 1

)
, B =

(
1 −1
−3 2

)
.



5.8. Èñïîëüçóÿ ñèìâîë Ëåâè-×èâèòà, äîêàçàòü òîæäåñòâî

[[a, b], [c,d]] = b(a, c,d)− a(b, c,d).

5.9. Ìåòðè÷åñêèé òåíçîð gij è òåíçîð aij çàäàíû ñîîòâåòñòâåííî ìàòðèöàìè:

gij =

 21 −10 −4
−10 5 2
−4 2 1

 , aij =

0 1 3
2 3 5
3 5 7

 .

Íàéòè ìàòðèöó òåíçîðà: 1) ai·j; 2) a·ji· ; 3) aij.

5.10. Â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå E = {e1, e2} çàäàí òåíçîð

A = (Ai··
·jk) =

(
4 −3
−2 1

∣∣∣∣−1 2
3 4

)
1) Ïðåäñòàâèòü òåíçîð A â âèäå ñóììû ñèììåòðè÷íîãî è àíòèñèììåòðè÷íîãî

òåíçîðà ïî êîâàðèàíòíûì èíäåêñàì.

2) Íàéòè êîîðäèíàòû òåíçîðà A â áàçèñå E ′ = {e1 + 2e2,−e1 + 3e2}.
3) Íàéòè ìåòðè÷åñêèé òåíçîð â áàçèñå E ′ è âû÷èñëèòü êîîðäèíàòû òåíçîðà Aijk

â ýòîì áàçèñå.

5.11. Íà ïëîñêîñòè çàäàíû êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû (u, v), ñâÿçàííûå ñ ïðÿìîóãîëü-
íûìè äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè (x, y) ñîîòíîøåíèÿìè:

y = u+ 2 ln x, y = v + lnx, x > 0

1) Ïîñòðîèòü êîâàðèàíòíûé è êîíòðàâàðèàíòíûé ëîêàëüíûé áàçèñ.

2) Ïîñòðîèòü ìåòðè÷åñêèé òåíçîð è çàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ dr2.

3) Íàéòè êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ âåêòîðíîãî ïîëÿ A(u, v) = 2uveu + (2v −
u)ev.

4) Íàéòè êîìïîíåíòû âåêòîðíîãî ïîëÿ A(u, v) â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

5) Çàïèñàòü óðàâíåíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ ëèíèé.

6) Âû÷èñëèòü òåíçîð Ðèìàíà.

5.12. Äîêàçàòü òîæäåñòâà:

1) ∂kg
ij = −Γi

lkg
lj − Γj

lkg
li, 2) ∂ig = −ggkj∂ig

kj = ggkj∂igkj,

ãäå g = det(gij).



Èíäèâèäóàëüíîå çàäàíèå Âàðèàíò � 6

Òåíçîðíûé àíàëèç

6.1. Íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðà x â áàçèñå {e′
1, e

′
2, e

′
3}, åñëè èçâåñòíû åãî êîîðäèíàòû

â áàçèñå {e1, e2, e3} è çàäàíî ïðåîáðàçîâàíèå îò îäíîãî áàçèñà ê äðóãîìó

x = (5,−5, 4),


e′
1 = e1 + e2 + (4/5)e3,

e′
2 = −4e1 − e2,

e′
3 = −e1 + e2 + e3.

Ïîñòðîèòü áàçèñ, âçàèìíûé ñ áàçèñîì {e′
1, e

′
2, e

′
3}.

6.2. Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà

Aij =

 1 5 0
5 1 −2
0 −2 1

 .

Çàïèñàòü ìàòðèöó ïîâîðîòà ê ãëàâíûì îñÿì. Íàéòè èíâàðèàíòû òåíçîðà è ïîñòðî-
èòü õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü.

6.3. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè aij � íåâûðîæäåííûé äâàæäû êîâàðèàíòíûé ñèììåòðè÷íûé
òåíçîð (det(aij) ̸= 0), òî îáúåêò bij, îïðåäåëÿåìûé ñèñòåìîé óðàâíåíèé aijb

ik = δki ,
åñòü äâàæäû êîíòðàâàðèàíòíûé ñèììåòðè÷íûé òåíçîð.

6.4. Òåíçîð òèïà (0, 3) â áàçèñå E = {e1, e2} ïðîñòðàíñòâà V2 çàäàí ìàòðèöåé A. Íàéòè
åãî ìàòðèöó â áàçèñå E ′ = {e′

1, e
′
2}, åñëè

A =

(
1 −1
1 1

∣∣∣∣ 2 1
1 1

)
,

{
e′
1 = e1 − e2,

e′
2 = −e1 + 2e2.

6.5. Ïóñòü x1, x2 � âåêòîðû, à f1, f2 � êîâåêòîðû. Íàéòè êîìïîíåíòû òåíçîðà x1⊗ f2+
x2 ⊗ f1, åñëè

x1 =
(
−1, 0

)
, x2 =

(
3, 4

)
, f1 =

(
2, −1

)
, f2 =

(
2, −1

)
.

6.6. Òåíçîð aijk çàäàí ìàòðèöåé

A =

(
1 1
1 1

∣∣∣∣ 1 −1
1 −1

)
.

Íàéòè êîìïîíåíòû òåíçîðîâ: 1) a[ij]k; 2) ai[jk]; 3) a[i|j|k].

6.7. Ïñåâäîòåíçîð T âåñàM çàäàí â áàçèñå {e1, e2}. Íàéòè êîìïîíåíòû òåíçîðà â íîâîì
áàçèñå {e′

1, e
′
2}, ñâÿçàííûì ñî ñòàðûì áàçèñîì ìàòðèöåé ïåðåõîäà B, åñëè

M = 1, T = (T i
j ) =

(
1 −1
5 1

)
, B =

(
2 3
−3 −5

)
, M = 2.

6.8. Èñïîëüçóÿ ñèìâîë Ëåâè-×èâèòà, äîêàçàòü òîæäåñòâî

[[a, b], [c,d]] = c(a, b,d)− d(a, b, c).



6.9. Ìåòðè÷åñêèé òåíçîð gij è òåíçîð aij çàäàíû ñîîòâåòñòâåííî ìàòðèöàìè:

gij =

 21 −10 −4
−10 5 2
−4 2 1

 , aij =

0 1 3
2 3 5
3 5 7

 .

Íàéòè ìàòðèöó òåíçîðà: 1) ai··j; 2) a·ji· ; 3) aij.

6.10. Â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå E = {e1, e2} çàäàí òåíçîð

A = (A·j·
i·k) =

(
1 0
−2 3

∣∣∣∣ 2 −1
4 −3

)
1) Ïðåäñòàâèòü òåíçîð A â âèäå ñóììû ñèììåòðè÷íîãî è àíòèñèììåòðè÷íîãî

òåíçîðà ïî êîâàðèàíòíûì èíäåêñàì.

2) Íàéòè êîîðäèíàòû òåíçîðà A â áàçèñå E ′ = {3e1 − e2, e1 + 3e2}.
3) Íàéòè ìåòðè÷åñêèé òåíçîð â áàçèñå E ′ è âû÷èñëèòü êîîðäèíàòû òåíçîðà Aijk

â ýòîì áàçèñå.

6.11. Íà ïëîñêîñòè çàäàíû êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû (u, v), ñâÿçàííûå ñ ïðÿìîóãîëü-
íûìè äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè (x, y) ñîîòíîøåíèÿìè:

y = ue−2x, y =
e−x

v

1) Ïîñòðîèòü êîâàðèàíòíûé è êîíòðàâàðèàíòíûé ëîêàëüíûé áàçèñ.

2) Ïîñòðîèòü ìåòðè÷åñêèé òåíçîð è çàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ dr2.

3) Íàéòè êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ âåêòîðíîãî ïîëÿA(u, v) = uveu+uv2bmev.

4) Íàéòè êîìïîíåíòû âåêòîðíîãî ïîëÿ A(u, v) â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

5) Çàïèñàòü óðàâíåíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ ëèíèé.

6) Âû÷èñëèòü òåíçîð Ðèìàíà.

6.12. Äîêàçàòü òîæäåñòâà:

1) gijΓk
ij = − 1√

|g|
∂l(g

kl
√

|g|), 2) Ai
;i =

1√
|g|

∂i(
√
|g|Ai),

ãäå g = det(gij).



Èíäèâèäóàëüíîå çàäàíèå Âàðèàíò � 7

Òåíçîðíûé àíàëèç

7.1. Íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðà x â áàçèñå {e′
1, e

′
2, e

′
3}, åñëè èçâåñòíû åãî êîîðäèíàòû

â áàçèñå {e1, e2, e3} è çàäàíî ïðåîáðàçîâàíèå îò îäíîãî áàçèñà ê äðóãîìó

x = (7,−5, 10),


e′
1 = e1 + e2 − 4e3,

e′
2 = (4/5)e1 − e2,

e′
3 = −e1 + e2 + e3.

Ïîñòðîèòü áàçèñ, âçàèìíûé ñ áàçèñîì {e′
1, e

′
2, e

′
3}.

7.2. Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà

Aij =

 0 −5 0
−5 1 −2
0 −2 0

 .

Çàïèñàòü ìàòðèöó ïîâîðîòà ê ãëàâíûì îñÿì. Íàéòè èíâàðèàíòû òåíçîðà è ïîñòðî-
èòü õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü.

7.3. Äàíû òåíçîðû cijk , u
i, vi. Âåëè÷èíû gij, fij îïðåäåëåíû â êàæäîì áàçèñå ôîðìóëàìè

gij = cikj vk è f i
j = cikmvku

mvj ñîîòâåòñòâåííî. Îïèðàÿñü íà çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ

êîìïîíåíò äàííûõ òåíçîðîâ, ïîêàçàòü, ÷òî gij è f i
j åñòü îäèí ðàç êîâàðèàíòíûé è

îäèí ðàç êîíòðàâàðèàíòíûé òåíçîðû.

7.4. Â ñèñòåìå êîîðäèíàò, ïîëó÷åííîé èç èñõîäíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìû ïóòåì åå ïîâî-
ðîòà íà íåêîòîðûé óãîë âîêðóã îäíîé èç îñåé, èçâåñòíû êîìïîíåíòû òåíçîðà A′

ij.
Íàéòè åãî êîìïîíåíòû â èñõîäíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (äî ïîâîðîòà):

A′
ij =

 1
√
3 1

−3 1 0

−
√
3 0 1

 , âîêðóã îñè Ox íà 60◦.

7.5. Òåíçîð A òèïà (1, 2) è òåíçîð B òèïà (0, 1) çàäàíû â íåêîòîðîì áàçèñå ëèíåéíîãî
ïðîñòðàíñòâà V2. Íàéòè òèï è ìàòðèöó òåíçîðà B ⊗ A, åñëè

A =

(
2 −3
0 5

∣∣∣∣ 3 1
−1 0

)
, B =

(
5
−3

)
.

7.6. Òåíçîðû cij, Bi çàäàíû ìàòðèöàìè

C =

(
5 7
−2 1

)
, B =

(
4, 0

)
.

Âû÷èñëèòü ñâåðòêè: 1) cijbi; 2) cijbj; 3) c
ijbibj.

7.7. Ïñåâäîòåíçîð T âåñàM çàäàí â áàçèñå {e1, e2}. Íàéòè êîìïîíåíòû òåíçîðà â íîâîì
áàçèñå {e′

1, e
′
2}, ñâÿçàííûì ñî ñòàðûì áàçèñîì ìàòðèöåé ïåðåõîäà B, åñëè

M = 2, T = (Tij) =

(
−2 1
1 3

)
, B =

(
2 1
7 3

)
.



7.8. Èñïîëüçóÿ ñèìâîë Ëåâè-×èâèòà, äîêàçàòü òîæäåñòâî

([[a, b], [b, c]], [c,a]) = (a, b, c)2.

7.9. Ìåòðè÷åñêèé òåíçîð gij è òåíçîð ai·j çàäàíû ñîîòâåòñòâåííî ìàòðèöàìè:

gij =

1 2 0
2 5 −2
0 −2 5

 , ai·j =

1 2 3
2 3 4
1 1 1

 .

Íàéòè ìàòðèöó òåíçîðà: 1) aij; 2) a·ji· ; 3) aij.

7.10. Â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå E = {e1, e2} çàäàí òåíçîð

A = (Ai·k
·j· ) =

(
0 4
2 1

∣∣∣∣−1 −4
3 −2

)
1) Ïðåäñòàâèòü òåíçîð A â âèäå ñóììû ñèììåòðè÷íîãî è àíòèñèììåòðè÷íîãî

òåíçîðà ïî êîíòðàâàðèàíòíûì èíäåêñàì.

2) Íàéòè êîîðäèíàòû òåíçîðà A â áàçèñå E ′ = {3e1 − e2, e1 + 3e2}.
3) Íàéòè ìåòðè÷åñêèé òåíçîð â áàçèñå E ′ è âû÷èñëèòü êîîðäèíàòû òåíçîðà Aijk

â ýòîì áàçèñå.

7.11. Íà ïëîñêîñòè çàäàíû êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû (u, v), ñâÿçàííûå ñ ïðÿìîóãîëü-
íûìè äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè (x, y) ñîîòíîøåíèÿìè:

y = 2u+ lnx, y = 2v − lnx, x > 0

1) Ïîñòðîèòü êîâàðèàíòíûé è êîíòðàâàðèàíòíûé ëîêàëüíûé áàçèñ.

2) Ïîñòðîèòü ìåòðè÷åñêèé òåíçîð è çàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ dr2.

3) Íàéòè êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ âåêòîðíîãî ïîëÿA(u, v) = uveu+(u+v)ev.

4) Íàéòè êîìïîíåíòû âåêòîðíîãî ïîëÿ A(u, v) â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

5) Çàïèñàòü óðàâíåíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ ëèíèé.

6) Âû÷èñëèòü òåíçîð Ðèìàíà.

7.12. Äîêàçàòü òîæäåñòâî:

1) Aij
;j =

1√
|g|

∂j(A
ij
√
|g|) + AjkΓi

jk,

ãäå g = det(gij).



Èíäèâèäóàëüíîå çàäàíèå Âàðèàíò � 8

Òåíçîðíûé àíàëèç

8.1. Íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðà x â áàçèñå {e′
1, e

′
2, e

′
3}, åñëè èçâåñòíû åãî êîîðäèíàòû

â áàçèñå {e1, e2, e3} è çàäàíî ïðåîáðàçîâàíèå îò îäíîãî áàçèñà ê äðóãîìó

x = (1, 4,−8),


e′
1 = e1 + e2 − 3e3,

e′
2 = (3/4)e1 − e2,

e′
3 = −e1 + e2 + e3.

Ïîñòðîèòü áàçèñ, âçàèìíûé ñ áàçèñîì {e′
1, e

′
2, e

′
3}.

8.2. Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà

Aij =

 −1 2 3
2 −1 −2
3 −2 −1

 .

Çàïèñàòü ìàòðèöó ïîâîðîòà ê ãëàâíûì îñÿì. Íàéòè èíâàðèàíòû òåíçîðà è ïîñòðî-
èòü õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü.

8.3. Èçâåñòíî, ÷òî Rml
nk � òåíçîð 4-ãî ðàíãà. Äîêàçàòü, ÷òîD

l
n = Rkl

nk � òåíçîð 2-ãî ðàíãà.

8.4. Òåíçîð òèïà (2, 1) â áàçèñå E = {e1, e2} ïðîñòðàíñòâà V2 çàäàí ìàòðèöåé A. Íàéòè
åãî ìàòðèöó â áàçèñå E ′ = {e′

1, e
′
2}, åñëè

A =

(
1 −1
1 1

∣∣∣∣ 2 1
1 1

)
,

{
e′
1 = e1 − e2,

e′
2 = −e1 + 2e2.

8.5. Ïóñòü x1, x2 � âåêòîðû, à f1, f2 � êîâåêòîðû. Íàéòè êîìïîíåíòû òåíçîðà x1⊗ f1+
f2 ⊗ x2, åñëè

x1 =
(
5, −1

)
, x2 =

(
0, 1

)
, f1 =

(
0, 3

)
, f2 =

(
−1, 4

)
.

8.6. Òåíçîð aijk çàäàí ìàòðèöåé

A =

(
3 4
5 7

∣∣∣∣ 2 5
1 3

)
.

Íàéòè êîìïîíåíòû òåíçîðîâ: 1) a[ij]k; 2) ai[jk]; 3) a[i|j|k].

8.7. Ïñåâäîòåíçîð T âåñàM çàäàí â áàçèñå {e1, e2}. Íàéòè êîìïîíåíòû òåíçîðà â íîâîì
áàçèñå {e′

1, e
′
2}, ñâÿçàííûì ñî ñòàðûì áàçèñîì ìàòðèöåé ïåðåõîäà B, åñëè

M = 1, T = (T i
j ) =

(
1 −1
0 1

)
, B =

(
−2 1
−5 3

)
.

8.8. Èñïîëüçóÿ ñèìâîë Ëåâè-×èâèòà, äîêàçàòü òîæäåñòâî

[a, [b, c]] + [b, [c,a]] + [c, [a, b]] = 0.

8.9. Ìåòðè÷åñêèé òåíçîð gij è òåíçîð a·ji çàäàíû ñîîòâåòñòâåííî ìàòðèöàìè:

gij =

1 2 0
2 5 −2
0 −2 5

 , a·ji =

1 2 3
2 3 4
1 1 1

 .

Íàéòè ìàòðèöó òåíçîðà: 1) aij; 2) ai··j; 3) aij.



8.10. Â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå E = {e1, e2} çàäàí òåíçîð

A = (Ai··
·jk) =

(
0 1
2 3

∣∣∣∣ 4 −1
−2 0

)
1) Ïðåäñòàâèòü òåíçîð A â âèäå ñóììû ñèììåòðè÷íîãî è àíòèñèììåòðè÷íîãî

òåíçîðà ïî êîâàðèàíòíûì èíäåêñàì.

2) Íàéòè êîîðäèíàòû òåíçîðà A â áàçèñå E ′ = {−2e1 − 3e2, e1 − e2}.
3) Íàéòè ìåòðè÷åñêèé òåíçîð â áàçèñå E ′ è âû÷èñëèòü êîîðäèíàòû òåíçîðà Aijk

â ýòîì áàçèñå.

8.11. Íà ïëîñêîñòè çàäàíû êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû (u, v), ñâÿçàííûå ñ ïðÿìîóãîëü-
íûìè äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè (x, y) ñîîòíîøåíèÿìè:

y =
u2

x1/3
, y =

x1/3

v2
, x > 0

1) Ïîñòðîèòü êîâàðèàíòíûé è êîíòðàâàðèàíòíûé ëîêàëüíûé áàçèñ.

2) Ïîñòðîèòü ìåòðè÷åñêèé òåíçîð è çàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ dr2.

3) Íàéòè êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ âåêòîðíîãî ïîëÿ A(u, v) = uveu + u2v2ev.

4) Íàéòè êîìïîíåíòû âåêòîðíîãî ïîëÿ A(u, v) â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

5) Çàïèñàòü óðàâíåíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ ëèíèé.

6) Âû÷èñëèòü òåíçîð Ðèìàíà.

8.12. Äîêàçàòü òîæäåñòâà:

1) Aj
i;j =

1√
|g|

∂j(A
j
i

√
|g|)− 1

2
Ajk∂igjk (åñëè Aij � ñèììåòðè÷åí),

2) S;ikg
ik =

1√
|g|

∂i(
√
|g|gij∂jS),

ãäå g = det(gij).



Èíäèâèäóàëüíîå çàäàíèå Âàðèàíò � 9

Òåíçîðíûé àíàëèç

9.1. Íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðà x â áàçèñå {e′
1, e

′
2, e

′
3}, åñëè èçâåñòíû åãî êîîðäèíàòû

â áàçèñå {e1, e2, e3} è çàäàíî ïðåîáðàçîâàíèå îò îäíîãî áàçèñà ê äðóãîìó

x = (1,−4, 8),


e′
1 = e1 + e2 − 3e3,

e′
2 = (3/4)e1 − e2,

e′
3 = −e1 + e2 + e3.

Ïîñòðîèòü áàçèñ, âçàèìíûé ñ áàçèñîì {e′
1, e

′
2, e

′
3}.

9.2. Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà

Aij =

 −1 2 0
2 −1 −2
0 −2 −1

 .

Çàïèñàòü ìàòðèöó ïîâîðîòà ê ãëàâíûì îñÿì. Íàéòè èíâàðèàíòû òåíçîðà è ïîñòðî-
èòü õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü.

9.3. Äàíû òåíçîðû cijk , u
i, vi. Âåëè÷èíû gi, fi îïðåäåëåíû â êàæäîì áàçèñå ôîðìóëàìè

gi = cikmvku
m è fi = ckmi vkvm ñîîòâåòñòâåííî. Îïèðàÿñü íà çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ

êîìïîíåíò äàííûõ òåíçîðîâ, ïîêàçàòü, ÷òî gi åñòü êîíòðàâàðèàíòíûé âåêòîð, à fi
� êîâàðèàíòíûé âåêòîð.

9.4. Â ñèñòåìå êîîðäèíàò, ïîëó÷åííîé èç èñõîäíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìû ïóòåì åå ïîâî-
ðîòà íà íåêîòîðûé óãîë âîêðóã îäíîé èç îñåé, èçâåñòíû êîìïîíåíòû òåíçîðà A′

ij.
Íàéòè åãî êîìïîíåíòû â èñõîäíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (äî ïîâîðîòà):

A′
ij =

 √
3 0 3

−4 0 0

3 0 −
√
3

 , âîêðóã îñè Oy íà 120◦.

9.5. Òåíçîð A òèïà (2, 0) è òåíçîð B òèïà (1, 1) çàäàíû â íåêîòîðîì áàçèñå ëèíåéíîãî
ïðîñòðàíñòâà V2. Íàéòè òèï è ìàòðèöó òåíçîðà A⊗B, åñëè

A =

(
3 0
1 2

)
, B =

(
5 −2
0 1

)
.

9.6. Òåíçîðû cij, a
i çàäàíû ìàòðèöàìè

C =

(
3 0
−1 5

)
, A =

(
3, 1

)
.

Âû÷èñëèòü ñâåðòêè: 1) cija
i; 2) cija

j; 3) cija
iaj.

9.7. Ïñåâäîòåíçîð T âåñàM çàäàí â áàçèñå {e1, e2}. Íàéòè êîìïîíåíòû òåíçîðà â íîâîì
áàçèñå {e′

1, e
′
2}, ñâÿçàííûì ñî ñòàðûì áàçèñîì ìàòðèöåé ïåðåõîäà B, åñëè

M = 3, T = (T ij) =

(
2 −2
1 1

)
, B =

(
1 −1
2 −3

)
.



9.8. Èñïîëüçóÿ ñèìâîë Ëåâè-×èâèòà, äîêàçàòü òîæäåñòâî

([a, b], [c,d]) + ([b, c], [a,d]) + ([c,a], [b,d]) = 0.

9.9. Ìåòðè÷åñêèé òåíçîð gij è òåíçîð aij··kl çàäàíû ñîîòâåòñòâåííî ìàòðèöàìè:

gij =

(
2 5
5 13

)
, aij··kl =


1 1
0 1
− −
1 1
0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1
0 1
− −
2 2
0 2

 .

Íàéòè ìàòðèöû òåíçîðîâ: 1) aijkl; 2) aijkl.

9.10. Â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå E = {e1, e2} çàäàí òåíçîð

A = (A·j·
i·k) =

(
1 0
−2 3

∣∣∣∣ 2 −1
−3 4

)
1) Ïðåäñòàâèòü òåíçîð A â âèäå ñóììû ñèììåòðè÷íîãî è àíòèñèììåòðè÷íîãî

òåíçîðà ïî êîâàðèàíòíûì èíäåêñàì.

2) Íàéòè êîîðäèíàòû òåíçîðà A â áàçèñå E ′ = {2e1 + e2,−e1 + 2e2}.
3) Íàéòè ìåòðè÷åñêèé òåíçîð â áàçèñå E ′ è âû÷èñëèòü êîîðäèíàòû òåíçîðà Aij·

··k
â ýòîì áàçèñå.

9.11. Íà ïëîñêîñòè çàäàíû êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû (u, v), ñâÿçàííûå ñ ïðÿìîóãîëü-
íûìè äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè (x, y) ñîîòíîøåíèÿìè:

y = u+ 2ex, y = v + ex

1) Ïîñòðîèòü êîâàðèàíòíûé è êîíòðàâàðèàíòíûé ëîêàëüíûé áàçèñ.

2) Ïîñòðîèòü ìåòðè÷åñêèé òåíçîð è çàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ dr2.

3) Íàéòè êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ âåêòîðíîãî ïîëÿ A(u, v) = (u − v)eu +
(u2 − v2)ev.

4) Íàéòè êîìïîíåíòû âåêòîðíîãî ïîëÿ A(u, v) â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

5) Çàïèñàòü óðàâíåíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ ëèíèé.

6) Âû÷èñëèòü òåíçîð Ðèìàíà.

9.12. Äîêàçàòü òîæäåñòâà:

1) ∂kgij − ∂igkj = Γi,jk − Γk,ij, 2) Ai
;i =

1√
|g|

∂i(
√

|g|Ai),

ãäå g = det(gij).



Èíäèâèäóàëüíîå çàäàíèå Âàðèàíò � 10

Òåíçîðíûé àíàëèç

10.1. Íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðà x â áàçèñå {e′
1, e

′
2, e

′
3}, åñëè èçâåñòíû åãî êîîðäèíàòû

â áàçèñå {e1, e2, e3} è çàäàíî ïðåîáðàçîâàíèå îò îäíîãî áàçèñà ê äðóãîìó

x = (12, 3,−1),


e′
1 = e1 + e2 + (2/3)e3,

e′
2 = −2e1 − e2,

e′
3 = −e1 + e2 + e3.

Ïîñòðîèòü áàçèñ, âçàèìíûé ñ áàçèñîì {e′
1, e

′
2, e

′
3}.

10.2. Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà

Aij =

 0 1 −2
1 4 −1

−2 −1 0

 .

Çàïèñàòü ìàòðèöó ïîâîðîòà ê ãëàâíûì îñÿì. Íàéòè èíâàðèàíòû òåíçîðà è ïîñòðî-
èòü õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü.

10.3. Â íåêîòîðîì áàçèñå èçâåñòíî ñîîòíîøåíèå F kHm = T k
m, ãäå T

k
m � òåíçîð 2-ãî ðàíãà,

F k � âåêòîð. Äîêàçàòü, ÷òî Hm îáðàçóåò âåêòîð.

10.4. Òåíçîð òèïà (1, 2) â áàçèñå E = {e1, e2} ïðîñòðàíñòâà V2 çàäàí ìàòðèöåé A. Íàéòè
åãî ìàòðèöó â áàçèñå E ′ = {e′

1, e
′
2}, åñëè

A =

(
2 −1
9 5

∣∣∣∣ 0 7
4 3

)
,

{
e′
1 = −e2,

e′
2 = −e1.

10.5. Ïóñòü f1, f2, f3 � êîâåêòîðû. Íàéòè êîìïîíåíòû òåíçîðà f1 ⊗ f2 − 3f2 ⊗ f3, åñëè

f1 =
(
−1, 0

)
, f2 =

(
2, 3

)
, f3 =

(
0, −2

)
.

10.6. Òåíçîð A = (aij) çàäàí ìàòðèöåé

(aij) =

(
1 −2
−2 5

)
.

Âû÷èñëèòü èíâàðèàíòû: 1) aii; 2) ai[ia
k
k]; 3) ai[ia

j
ja

k
k].

10.7. Ïñåâäîòåíçîð T âåñàM çàäàí â áàçèñå {e1, e2}. Íàéòè êîìïîíåíòû òåíçîðà â íîâîì
áàçèñå {e′

1, e
′
2}, ñâÿçàííûì ñî ñòàðûì áàçèñîì ìàòðèöåé ïåðåõîäà B, åñëè

M = 2, T = (Tij) =

(
0 2
1 3

)
, B =

(
−1 1
−1 2

)
.

10.8. Çàïèñàòü â âåêòîðíîé ôîðìå

εinlε
irsεlmpεstpa

narbmc
t.



10.9. Ìåòðè÷åñêèé òåíçîð gij è òåíçîð aij··kl çàäàíû ñîîòâåòñòâåííî ìàòðèöàìè:

gij =

(
1 1
1 2

)
, aij··kl =


1 2
−4 −3
− −
−4 −3
5 6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 4
−2 −1
− −
−2 −1
7 8

 .

Íàéòè ìàòðèöû òåíçîðîâ: 1) aijkl; 2) aijkl.

10.10. Â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå E = {e1, e2} çàäàí òåíçîð

A = (A·jk
i·· ) =

(
1 −1
−3 −2

∣∣∣∣ 2 4
0 3

)
1) Ïðåäñòàâèòü òåíçîð A â âèäå ñóììû ñèììåòðè÷íîãî è àíòèñèììåòðè÷íîãî

òåíçîðà ïî êîíòðàâàðèàíòíûì èíäåêñàì.

2) Íàéòè êîîðäèíàòû òåíçîðà A â áàçèñå E ′ = {e1 + 3e2,−e1 + 2e2}.
3) Íàéòè ìåòðè÷åñêèé òåíçîð â áàçèñå E ′ è âû÷èñëèòü êîîðäèíàòû òåíçîðà A·j·

i·k
â ýòîì áàçèñå.

10.11. Íà ïëîñêîñòè çàäàíû êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû (u, v), ñâÿçàííûå ñ ïðÿìîóãîëü-
íûìè äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè (x, y) ñîîòíîøåíèÿìè:

y = ux, y =
x2

v

1) Ïîñòðîèòü êîâàðèàíòíûé è êîíòðàâàðèàíòíûé ëîêàëüíûé áàçèñ.

2) Ïîñòðîèòü ìåòðè÷åñêèé òåíçîð è çàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ dr2.

3) Íàéòè êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ âåêòîðíîãî ïîëÿ A(u, v) = u2veu + (u2 +
v)ev.

4) Íàéòè êîìïîíåíòû âåêòîðíîãî ïîëÿ A(u, v) â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

5) Çàïèñàòü óðàâíåíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ ëèíèé.

6) Âû÷èñëèòü òåíçîð Ðèìàíà.

10.12. Äîêàçàòü òîæäåñòâà:

1) gijΓk
ij = − 1√

|g|
∂l(g

kl
√

|g|), 2) Aij
;j =

1√
|g|

∂j(A
ij
√

|g|) + AjkΓi
jk,

ãäå g = det(gij).



Èíäèâèäóàëüíîå çàäàíèå Âàðèàíò � 11

Òåíçîðíûé àíàëèç

11.1. Íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðà x â áàçèñå {e′
1, e

′
2, e

′
3}, åñëè èçâåñòíû åãî êîîðäèíàòû

â áàçèñå {e1, e2, e3} è çàäàíî ïðåîáðàçîâàíèå îò îäíîãî áàçèñà ê äðóãîìó

x = (2, 6,−3),


e′
1 = e1 + e2 − 2e3,

e′
2 = (2/3)e1 − e2,

e′
3 = −e1 + e2 + e3.

Ïîñòðîèòü áàçèñ, âçàèìíûé ñ áàçèñîì {e′
1, e

′
2, e

′
3}.

11.2. Ðàçëîæèòü òåíçîð

Cij =

 1 3 8
−1 0 −1
−2 5 4


íà ñóììó ñèììåòðè÷íîãî è àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðîâ. Äëÿ ñèììåòðè÷íîãî òåí-
çîðà íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû. Çàïèñàòü âèä òåíçîðà â
ãëàâíûõ îñÿõ.

11.3. Äàíû òåíçîðû cijk , dij, u
i, vi. Âåëè÷èíû gijk , h îïðåäåëåíû â êàæäîì áàçèñå ôîð-

ìóëàìè gijk = cimn dmku
nuj è h = cijk djmu

kumvi ñîîòâåòñòâåííî. Îïèðàÿñü íà çàêîí

ïðåîáðàçîâàíèÿ êîìïîíåíò äàííûõ òåíçîðîâ, ïîêàçàòü, ÷òî gijk åñòü îäèí ðàç êî-
âàðèàíòíûé è äâà ðàçà êîíòðàâàðèàíòíûé òåíçîð, à h � èíâàðèàíò.

11.4. Â ñèñòåìå êîîðäèíàò, ïîëó÷åííîé èç èñõîäíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìû ïóòåì åå ïîâî-
ðîòà íà íåêîòîðûé óãîë âîêðóã îäíîé èç îñåé, èçâåñòíû êîìïîíåíòû òåíçîðà A′

ij.
Íàéòè åãî êîìïîíåíòû â èñõîäíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (äî ïîâîðîòà):

A′
ij =

 2 2
√
3 0

0 0 4
0 −4 0

 , âîêðóã îñè Oz íà 30◦.

11.5. Òåíçîð A òèïà (2, 0) è òåíçîð B òèïà (1, 1) çàäàíû â íåêîòîðîì áàçèñå ëèíåéíîãî
ïðîñòðàíñòâà V2. Íàéòè òèï è ìàòðèöó òåíçîðà B ⊗ A, åñëè

A =

(
3 0
1 2

)
, B =

(
5 −2
0 1

)
.

11.6. Òåíçîðû cij, dij çàäàíû ìàòðèöàìè

C =

(
3 0
−1 5

)
, D =

(
5 −6
3 1

)
.

Âû÷èñëèòü ñâåðòêè: 1) cijdik; 2) cijdkj; 3) c
ijdij.

11.7. Ïñåâäîòåíçîð T âåñàM çàäàí â áàçèñå {e1, e2}. Íàéòè êîìïîíåíòû òåíçîðà â íîâîì
áàçèñå {e′

1, e
′
2}, ñâÿçàííûì ñî ñòàðûì áàçèñîì ìàòðèöåé ïåðåõîäà B, åñëè

M = 1, T = (T i
j ) =

(
1 −1
1 1

)
, B =

(
1 −1
2 −3

)
.



11.8. Çàïèñàòü â âåêòîðíîé ôîðìå

εinlεkrsε
lmpεstparanbkbictcm.

11.9. Ìåòðè÷åñêèé òåíçîð gij è òåíçîð ai·jk çàäàíû ñîîòâåòñòâåííî ìàòðèöàìè:

gij =

(
2 3
3 5

)
, ai·jk =

(
1 1
1 1

∣∣∣∣ 1 −1
1 −1

)
.

Íàéòè ìàòðèöó òåíçîðà: 1) aijk; 2) aij··k; 3) ai·k·j· ; 4) aijk.

11.10. Â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå E = {e1, e2} çàäàí òåíçîð

A = (Ai·k
·j· ) =

(
2 −1
0 4

∣∣∣∣ 1 −2
−3 −4

)
1) Ïðåäñòàâèòü òåíçîð A â âèäå ñóììû ñèììåòðè÷íîãî è àíòèñèììåòðè÷íîãî

òåíçîðà ïî êîíòðàâàðèàíòíûì èíäåêñàì.

2) Íàéòè êîîðäèíàòû òåíçîðà A â áàçèñå E ′ = {4e1 + 2e2, e1 + 3e2}.
3) Íàéòè ìåòðè÷åñêèé òåíçîð â áàçèñå E ′ è âû÷èñëèòü êîîðäèíàòû òåíçîðà A··k

ij·
â ýòîì áàçèñå.

11.11. Íà ïëîñêîñòè çàäàíû êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû (u, v), ñâÿçàííûå ñ ïðÿìîóãîëü-
íûìè äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè (x, y) ñîîòíîøåíèÿìè:

y = 2u+ ex, y = 2v − ex

1) Ïîñòðîèòü êîâàðèàíòíûé è êîíòðàâàðèàíòíûé ëîêàëüíûé áàçèñ.

2) Ïîñòðîèòü ìåòðè÷åñêèé òåíçîð è çàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ dr2.

3) Íàéòè êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ âåêòîðíîãî ïîëÿ A(u, v) = (v − u)2eu +
(u+ v)ev.

4) Íàéòè êîìïîíåíòû âåêòîðíîãî ïîëÿ A(u, v) â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

5) Çàïèñàòü óðàâíåíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ ëèíèé.

6) Âû÷èñëèòü òåíçîð Ðèìàíà.

11.12. Äîêàçàòü òîæäåñòâà:

1) ∂kg
ij = −Γi

lkg
lj − Γj

lkg
li, 2) S;ikg

ik =
1√
|g|

∂i(
√

|g|gij∂jS),

ãäå g = det(gij).



Èíäèâèäóàëüíîå çàäàíèå Âàðèàíò � 12

Òåíçîðíûé àíàëèç

12.1. Íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðà x â áàçèñå {e′
1, e

′
2, e

′
3}, åñëè èçâåñòíû åãî êîîðäèíàòû

â áàçèñå {e1, e2, e3} è çàäàíî ïðåîáðàçîâàíèå îò îäíîãî áàçèñà ê äðóãîìó

x = (2, 4, 3),


e′
1 = e1 + e2 + (1/2)e3,

e′
2 = −e1 − e2,

e′
3 = −e1 + e2 + e3.

Ïîñòðîèòü áàçèñ, âçàèìíûé ñ áàçèñîì {e′
1, e

′
2, e

′
3}.

12.2. Ðàçëîæèòü òåíçîð

Cij =

 1 −1 6
1 −1 −6

−2 8 3


íà ñóììó ñèììåòðè÷íîãî è àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðîâ. Äëÿ ñèììåòðè÷íîãî òåí-
çîðà íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû. Çàïèñàòü âèä òåíçîðà â
ãëàâíûõ îñÿõ.

12.3. Â íåêîòîðîì áàçèñå èçâåñòíî ñîîòíîøåíèå AiBk
i = Ck. Äîêàçàòü, ÷òî

1) Bk
i � òåíçîð 2-ãî ðàíãà, åñëè Ai è Ck� âåêòîðû,

2) Ai� âåêòîð, åñëè Bk
i � òåíçîð 2-ãî ðàíãà è Ck� âåêòîð.

12.4. Òåíçîð òèïà (0, 3) â áàçèñå E = {e1, e2} ïðîñòðàíñòâà V2 çàäàí ìàòðèöåé A. Íàéòè
åãî ìàòðèöó â áàçèñå E ′ = {e′

1, e
′
2}, åñëè

A =

(
3 −1
5 9

∣∣∣∣ 0 1
2 0

)
,

{
e′
1 = 2e2,

e′
2 = 3e1 − e2.

12.5. Ïóñòü x1, x2 � âåêòîðû, à f1, f2 � êîâåêòîðû. Íàéòè êîìïîíåíòû òåíçîðà f1⊗x1⊗
x2 + x2 ⊗ x1 ⊗ f2, åñëè

x1 =
(
3, −1

)
, x2 =

(
2, 0

)
, f1 =

(
−1, 3

)
, f2 =

(
0, 5

)
.

12.6. Òåíçîð A = (aij) çàäàí ìàòðèöåé

(aij) =

1 2 0
2 5 −2
0 −2 5

 .

Âû÷èñëèòü èíâàðèàíòû: 1) aii; 2) ai[ia
k
k]; 3) ai[ia

j
ja

k
k].

12.7. Ïñåâäîòåíçîð T âåñàM çàäàí â áàçèñå {e1, e2}. Íàéòè êîìïîíåíòû òåíçîðà â íîâîì
áàçèñå {e′

1, e
′
2}, ñâÿçàííûì ñî ñòàðûì áàçèñîì ìàòðèöåé ïåðåõîäà B, åñëè

M = 1, T = (T i
j ) =

(
3 −1
1 1

)
, B =

(
−2 3
−3 5

)
.

12.8. Ðàñêðûòü äëÿ n = 3 âûðàæåíèÿ:

1) δklijx
iyj, 2) δ12ij x

iyj, 3) δ13ij x
iyj.



12.9. Ìåòðè÷åñêèé òåíçîð gij è òåíçîð ai·jk çàäàíû ñîîòâåòñòâåííî ìàòðèöàìè:

gij =

(
2 3
3 5

)
, ai·jk =

(
3 4
5 7

∣∣∣∣ 2 5
1 3

)
.

Íàéòè ìàòðèöó òåíçîðà: 1) aijk; 2) aij··k; 3) ai·k·j· ; 4) aijk.

12.10. Â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå E = {e1, e2} çàäàí òåíçîð

A = (Ai··
·jk) =

(
−1 −2
−3 0

∣∣∣∣ 2 4
1 −4

)
1) Ïðåäñòàâèòü òåíçîð A â âèäå ñóììû ñèììåòðè÷íîãî è àíòèñèììåòðè÷íîãî

òåíçîðà ïî êîâàðèàíòíûì èíäåêñàì.

2) Íàéòè êîîðäèíàòû òåíçîðà A â áàçèñå E ′ = {3e1 − e2, e1 + 3e2}.
3) Íàéòè ìåòðè÷åñêèé òåíçîð â áàçèñå E ′ è âû÷èñëèòü êîîðäèíàòû òåíçîðà Ai·k

·j·
â ýòîì áàçèñå.

12.11. Íà ïëîñêîñòè çàäàíû êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû (u, v), ñâÿçàííûå ñ ïðÿìîóãîëü-
íûìè äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè (x, y) ñîîòíîøåíèÿìè:

y =
u3

ln2 x
, y =

lnx

v3

1) Ïîñòðîèòü êîâàðèàíòíûé è êîíòðàâàðèàíòíûé ëîêàëüíûé áàçèñ.

2) Ïîñòðîèòü ìåòðè÷åñêèé òåíçîð è çàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ dr2.

3) Íàéòè êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ âåêòîðíîãî ïîëÿ A(u, v) = u2v2eu + uvev.

4) Íàéòè êîìïîíåíòû âåêòîðíîãî ïîëÿ A(u, v) â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

5) Çàïèñàòü óðàâíåíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ ëèíèé.

6) Âû÷èñëèòü òåíçîð Ðèìàíà.

12.12. Ïîêàçàòü, ÷òî

∇iR
i
j =

1

2

∂

∂xj
R.



Èíäèâèäóàëüíîå çàäàíèå Âàðèàíò � 13

Òåíçîðíûé àíàëèç

13.1. Íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðà x â áàçèñå {e′
1, e

′
2, e

′
3}, åñëè èçâåñòíû åãî êîîðäèíàòû

â áàçèñå {e1, e2, e3} è çàäàíî ïðåîáðàçîâàíèå îò îäíîãî áàçèñà ê äðóãîìó

x = (−3, 2, 4),


e′
1 = e1 + e2 − e3,

e′
2 = (1/2)e1 − e2,

e′
3 = −e1 + e2 + e3.

Ïîñòðîèòü áàçèñ, âçàèìíûé ñ áàçèñîì {e′
1, e

′
2, e

′
3}.

13.2. Ðàçëîæèòü òåíçîð

Cij =

 2 −2 8
4 −1 −1

−2 1 3


íà ñóììó ñèììåòðè÷íîãî è àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðîâ. Äëÿ ñèììåòðè÷íîãî òåí-
çîðà íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû. Çàïèñàòü âèä òåíçîðà â
ãëàâíûõ îñÿõ.

13.3. Äàíû òåíçîðû ckij, d
ij, ui, vi. Âåëè÷èíû g, hi

jk îïðåäåëåíû â êàæäîì áàçèñå ôîð-

ìóëàìè g = ckijd
jmuiukvk è hi

jk = cnmjd
imvnvk ñîîòâåòñòâåííî. Îïèðàÿñü íà çàêîí

ïðåîáðàçîâàíèÿ êîìïîíåíò äàííûõ òåíçîðîâ, ïîêàçàòü, ÷òî g åñòü èíâàðèàíò, à
hi
jk � äâà ðàçà êîâàðèàíòíûé è îäèí ðàç êîíòðàâàðèàíòíûé òåíçîð.

13.4. Â íåêîòîðîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò äàíû êîìïîíåíòû òåíçîðà

Tij =

 2 −1 0
−1 1 0
0 0 1

 .

Íà êàêîé óãîë φ âîêðóã îñè Oz íóæíî ïîâåðíóòü ñèñòåìó êîîðäèíàò, ÷òîáû â íîâîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò êîìïîíåíòà T ′

12 ñòàëà ðàâíîé íóëþ? ×åìó ðàâíû îñòàëüíûå
êîìïîíåíòû T ′

ij â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò?

13.5. Òåíçîð A òèïà (0, 3) è òåíçîð B òèïà (0, 1) çàäàíû â íåêîòîðîì áàçèñå ëèíåéíîãî
ïðîñòðàíñòâà V2. Íàéòè òèï è ìàòðèöó òåíçîðà A⊗B, åñëè

A =

(
1 −1
1 1

∣∣∣∣ 2 1
1 1

)
, B =

(
1
−1

)
.

13.6. Òåíçîðû cij, dij, bi çàäàíû ìàòðèöàìè

C =

(
3 0
−1 5

)
, D =

(
5 −6
3 1

)
, B =

(
1, 2

)
.

Âû÷èñëèòü ñâåðòêè: 1) cijdki ; 2) cijdkj ; 3) c
ijdkj bk.

13.7. Ïñåâäîòåíçîð T âåñàM çàäàí â áàçèñå {e1, e2}. Íàéòè êîìïîíåíòû òåíçîðà â íîâîì
áàçèñå {e′

1, e
′
2}, ñâÿçàííûì ñî ñòàðûì áàçèñîì ìàòðèöåé ïåðåõîäà B, åñëè

M = 2, T = (Tij) =

(
2 2
1 2

)
, B =

(
−1 2
−1 3

)
.



13.8. Äîêàçàòü, ÷òî

δijklmna
lmn = aijk − aikj + ajki − ajik + akij − akji.

13.9. Ìåòðè÷åñêèé òåíçîð gij è òåíçîð aij··k çàäàíû ñîîòâåòñòâåííî ìàòðèöàìè:

gij =

(
2 3
3 5

)
, aij··k =

(
1 1
1 1

∣∣∣∣ 1 −1
1 −1

)
.

Íàéòè ìàòðèöó òåíçîðà: 1) aijk; 2) a··kij ; 3) a·j·i·k; 4) aijk.

13.10. Â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå E = {e1, e2} çàäàí òåíçîð

A = (A·jk
i·· ) =

(
−4 −2
1 3

∣∣∣∣−1 0
2 −3

)
1) Ïðåäñòàâèòü òåíçîð A â âèäå ñóììû ñèììåòðè÷íîãî è àíòèñèììåòðè÷íîãî

òåíçîðà ïî êîíòðàâàðèàíòíûì èíäåêñàì.

2) Íàéòè êîîðäèíàòû òåíçîðà A â áàçèñå E ′ = {3e1 − e2, e1 + 3e2}.
3) Íàéòè ìåòðè÷åñêèé òåíçîð â áàçèñå E ′ è âû÷èñëèòü êîîðäèíàòû òåíçîðà Aijk

â ýòîì áàçèñå.

13.11. Íà ïëîñêîñòè çàäàíû êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû (u, v), ñâÿçàííûå ñ ïðÿìîóãîëü-
íûìè äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè (x, y) ñîîòíîøåíèÿìè:

y = u+ 2 tg x, y = v + tg x, −π/2 ≤ x < π/2

1) Ïîñòðîèòü êîâàðèàíòíûé è êîíòðàâàðèàíòíûé ëîêàëüíûé áàçèñ.

2) Ïîñòðîèòü ìåòðè÷åñêèé òåíçîð è çàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ dr2.

3) Íàéòè êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ âåêòîðíîãî ïîëÿ A(u, v) = (2v − u)2eu +
(v − u)ev.

4) Íàéòè êîìïîíåíòû âåêòîðíîãî ïîëÿ A(u, v) â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

5) Çàïèñàòü óðàâíåíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ ëèíèé.

6) Âû÷èñëèòü òåíçîð Ðèìàíà.

13.12. Íàéòè ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ â 2-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè

ds2 = dv2 − v2dt2.



Èíäèâèäóàëüíîå çàäàíèå Âàðèàíò � 14

Òåíçîðíûé àíàëèç

14.1. Íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðà x â áàçèñå {e′
1, e

′
2, e

′
3}, åñëè èçâåñòíû åãî êîîðäèíàòû

â áàçèñå {e1, e2, e3} è çàäàíî ïðåîáðàçîâàíèå îò îäíîãî áàçèñà ê äðóãîìó

x = (−1, 7, 14),


e′
1 = e1 + e2 + 8e3,

e′
2 = (8/7)e1 − e2,

e′
3 = −e1 + e2 + e3.

Ïîñòðîèòü áàçèñ, âçàèìíûé ñ áàçèñîì {e′
1, e

′
2, e

′
3}.

14.2. Ðàçëîæèòü òåíçîð

Cij =

 −1 3 0
−1 0 −2
−6 6 −4


íà ñóììó ñèììåòðè÷íîãî è àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðîâ. Äëÿ ñèììåòðè÷íîãî òåí-
çîðà íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû. Çàïèñàòü âèä òåíçîðà â
ãëàâíûõ îñÿõ.

14.3. Â íåêîòîðîì áàçèñå èçâåñòíî ñîîòíîøåíèå F = AijBjkC
k
i . Äîêàçàòü, ÷òî

1) F� ñêàëÿð, åñëè Aij, Bjk, C
k
i � òåíçîðû 2-ãî ðàíãà,

2) Bjk� òåíçîð 2-ãî ðàíãà, åñëè F� ñêàëÿð, à Aij, Ck
i � òåíçîðû 2-ãî ðàíãà.

14.4. Òåíçîð òèïà (0, 3) â áàçèñå E = {e1, e2} ïðîñòðàíñòâà V2 çàäàí ìàòðèöåé A. Íàéòè
åãî ìàòðèöó â áàçèñå E ′ = {e′

1, e
′
2}, åñëè

A =

(
0 4
6 −1

∣∣∣∣ 1 −1
7 0

)
,

{
e′
1 = −e1,

e′
2 = e1 − 3e2.

14.5. Òåíçîð A òèïà (0, 3) è òåíçîð B òèïà (0, 1) çàäàíû â íåêîòîðîì áàçèñå ëèíåéíîãî
ïðîñòðàíñòâà V2. Íàéòè òèï è ìàòðèöó òåíçîðà A⊗B, åñëè

A =

(
1 −1
1 1

∣∣∣∣ 2 1
1 1

)
, B =

(
1
−1

)
.

14.6. Íå èñïîëüçóÿ ñîêðàùåííûõ îáîçíà÷åíèé, âûïèøèòå âñå êîìïîíåíòû òåíçîðîâ, çà-
äàííûõ â ïðîñòðàíñòâå V2:

x(iyj), x(ka
i)
i , ai[ia

k
k].

14.7. Ïñåâäîòåíçîð T âåñàM çàäàí â áàçèñå {e1, e2}. Íàéòè êîìïîíåíòû òåíçîðà â íîâîì
áàçèñå {e′

1, e
′
2}, ñâÿçàííûì ñî ñòàðûì áàçèñîì ìàòðèöåé ïåðåõîäà B, åñëè

M = 1, T = (T i
j ) =

(
1 −1
−2 1

)
, B =

(
2 −3
1 −2

)
.

14.8. Ðàñêðûòü äëÿ n = 2 âûðàæåíèÿ:

1) εija1i a
2
j , 2) εija2i a

1
j , 3) aki a

l
jε

ij = εkldet(aij).



14.9. Ìåòðè÷åñêèé òåíçîð gij è òåíçîð aij··k çàäàíû ñîîòâåòñòâåííî ìàòðèöàìè:

gij =

(
2 3
3 5

)
, aij··k =

(
3 4
5 7

∣∣∣∣ 2 5
1 3

)
.

Íàéòè ìàòðèöó òåíçîðà: 1) aijk; 2) a··kij ; 3) a·j·i·k; 4) aijk.

14.10. Â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå E = {e1, e2} çàäàí òåíçîð

A = (Ai·k
·j· ) =

(
2 −4
1 3

∣∣∣∣ 0 −1
−3 4

)
1) Ïðåäñòàâèòü òåíçîð A â âèäå ñóììû ñèììåòðè÷íîãî è àíòèñèììåòðè÷íîãî

òåíçîðà ïî êîíòðàâàðèàíòíûì èíäåêñàì.

2) Íàéòè êîîðäèíàòû òåíçîðà A â áàçèñå E ′ = {3e1 + e2, e1 + 2e2}.
3) Íàéòè ìåòðè÷åñêèé òåíçîð â áàçèñå E ′ è âû÷èñëèòü êîîðäèíàòû òåíçîðà Ai··

·jk
â ýòîì áàçèñå.

14.11. Íà ïëîñêîñòè çàäàíû êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû (u, v), ñâÿçàííûå ñ ïðÿìîóãîëü-
íûìè äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè (x, y) ñîîòíîøåíèÿìè:

y = (1 + uex)e2x, y = (1 + e2x/v)e2x

1) Ïîñòðîèòü êîâàðèàíòíûé è êîíòðàâàðèàíòíûé ëîêàëüíûé áàçèñ.

2) Ïîñòðîèòü ìåòðè÷åñêèé òåíçîð è çàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ dr2.

3) Íàéòè êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ âåêòîðíîãî ïîëÿ A(u, v) = ueu − 2vev.

4) Íàéòè êîìïîíåíòû âåêòîðíîãî ïîëÿ A(u, v) â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

5) Çàïèñàòü óðàâíåíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ ëèíèé.

6) Âû÷èñëèòü òåíçîð Ðèìàíà.

14.12. Ïîêàçàòü, ÷òî îïåðàöèè îïóñêàíèÿ è ïîäíÿòèÿ èíäåêñîâ ïåðåñòàíîâî÷íû ñ êîâà-
ðèàíòíûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì.



Èíäèâèäóàëüíîå çàäàíèå Âàðèàíò � 15

Òåíçîðíûé àíàëèç

15.1. Íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðà x â áàçèñå {e′
1, e

′
2, e

′
3}, åñëè èçâåñòíû åãî êîîðäèíàòû

â áàçèñå {e1, e2, e3} è çàäàíî ïðåîáðàçîâàíèå îò îäíîãî áàçèñà ê äðóãîìó

x = (−12, 6, 1),


e′
1 = e1 + e2 + (7/6)e3,

e′
2 = 7e1 − e2,

e′
3 = −e1 + e2 + e3.

Ïîñòðîèòü áàçèñ, âçàèìíûé ñ áàçèñîì {e′
1, e

′
2, e

′
3}.

15.2. Ðàçëîæèòü òåíçîð

Cij =

 2 6 3
−4 0 −3
−3 1 2


íà ñóììó ñèììåòðè÷íîãî è àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðîâ. Äëÿ ñèììåòðè÷íîãî òåí-
çîðà íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû. Çàïèñàòü âèä òåíçîðà â
ãëàâíûõ îñÿõ.

15.3. Äàíû òåíçîðû cijk, d
ij, ui, vi. Âåëè÷èíû g, h îïðåäåëåíû â êàæäîì áàçèñå ôîðìóëà-

ìè g = cijku
jukvi è h = cijkd

jkvi ñîîòâåòñòâåííî. Îïèðàÿñü íà çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ
êîìïîíåíò äàííûõ òåíçîðîâ, ïîêàçàòü, ÷òî ýòè âåëè÷èíû ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìè.

15.4. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîèçâåäåíèå êîìïîíåíò âåêòîðîâ A è B îáðàçóåò òåíçîð âòîðîãî
ðàíãà. Íàéòè êîìïîíåíòû ýòîãî òåíçîðà â ñèñòåìå êîîðäèíàò K, åñëè èçâåñòíû
êîìïîíåíòûA = {1,−1, 2} â ñèñòåìåK èB′ = {0, 2, 1}� â ñèñòåìåK ′, ïîëó÷àåìîé
èç K ïîâîðîòîì âîêðóã îñè Oz íà 90◦.

15.5. Òåíçîð A òèïà (0, 3) è òåíçîð B òèïà (0, 1) çàäàíû â íåêîòîðîì áàçèñå ëèíåéíîãî
ïðîñòðàíñòâà V2. Íàéòè òèï è ìàòðèöó òåíçîðà B ⊗ A, åñëè

A =

(
1 −1
1 1

∣∣∣∣ 2 1
1 1

)
, B =

(
1
−1

)
.

15.6. Òåíçîðû cij, d
i
j, a

i çàäàíû ìàòðèöàìè

C =

(
3 0
−1 5

)
, D =

(
5 −6
3 1

)
, A =

(
1, 2

)
.

Âû÷èñëèòü ñâåðòêè: 1) cijd
i
k; 2) cijd

j
k; 3) cijd

i
ka

j.

15.7. Ïñåâäîòåíçîð T âåñàM çàäàí â áàçèñå {e1, e2}. Íàéòè êîìïîíåíòû òåíçîðà â íîâîì
áàçèñå {e′

1, e
′
2}, ñâÿçàííûì ñî ñòàðûì áàçèñîì ìàòðèöåé ïåðåõîäà B, åñëè

M = 3, T = (T ij) =

(
3 −1
2 3

)
, B =

(
−3 −1
5 2

)
.

15.8. Ïîêàçàòü, ÷òî
εijkεlmn = δijklmn, εijkεlmk = δijlm.



15.9. Ìåòðè÷åñêèé òåíçîð gij è òåíçîð aij çàäàíû ñîîòâåòñòâåííî ìàòðèöàìè:

gij =

 21 −10 −4
−10 5 2
−4 2 1

 , aij =

0 1 3
2 3 5
3 5 7

 .

Íàéòè ìàòðèöó òåíçîðà: 1) ai·j; 2) a·ji· ; 3) aij.

15.10. Â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå E = {e1, e2} çàäàí òåíçîð

A = (Ai··
·jk) =

(
0 −2
1 −4

∣∣∣∣ 2 3
4 −1

)
1) Ïðåäñòàâèòü òåíçîð A â âèäå ñóììû ñèììåòðè÷íîãî è àíòèñèììåòðè÷íîãî

òåíçîðà ïî êîâàðèàíòíûì èíäåêñàì.

2) Íàéòè êîîðäèíàòû òåíçîðà A â áàçèñå E ′ = {2e1 + e2,−e1 + 2e2}.
3) Íàéòè ìåòðè÷åñêèé òåíçîð â áàçèñå E ′ è âû÷èñëèòü êîîðäèíàòû òåíçîðà Ai·k

·j·
â ýòîì áàçèñå.

15.11. Íà ïëîñêîñòè çàäàíû êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû (u, v), ñâÿçàííûå ñ ïðÿìîóãîëü-
íûìè äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè (x, y) ñîîòíîøåíèÿìè:

y = 2u+ tg x, y = 2v − tg x, −π/2 ≤ x < π/2

1) Ïîñòðîèòü êîâàðèàíòíûé è êîíòðàâàðèàíòíûé ëîêàëüíûé áàçèñ.

2) Ïîñòðîèòü ìåòðè÷åñêèé òåíçîð è çàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ dr2.

3) Íàéòè êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ âåêòîðíîãî ïîëÿ A(u, v) = uveu + (u2 +
v2)ev.

4) Íàéòè êîìïîíåíòû âåêòîðíîãî ïîëÿ A(u, v) â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

5) Çàïèñàòü óðàâíåíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ ëèíèé.

6) Âû÷èñëèòü òåíçîð Ðèìàíà.

15.12. Ïîêàçàòü, ÷òî îïåðàöèè êîâàðèàíòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è ñâåðòêè ïåðåñòàíî-
âî÷íû.



Èíäèâèäóàëüíîå çàäàíèå Âàðèàíò � 16

Òåíçîðíûé àíàëèç

16.1. Íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðà x â áàçèñå {e′
1, e

′
2, e

′
3}, åñëè èçâåñòíû åãî êîîðäèíàòû

â áàçèñå {e1, e2, e3} è çàäàíî ïðåîáðàçîâàíèå îò îäíîãî áàçèñà ê äðóãîìó

x = (1, 6, 12),


e′
1 = e1 + e2 + 7e3,

e′
2 = (7/6)e1 − e2,

e′
3 = −e1 + e2 + e3.

Ïîñòðîèòü áàçèñ, âçàèìíûé ñ áàçèñîì {e′
1, e

′
2, e

′
3}.

16.2. Ðàçëîæèòü òåíçîð

Cij =

 1 12 1
−2 1 −5
−1 1 1


íà ñóììó ñèììåòðè÷íîãî è àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðîâ. Äëÿ ñèììåòðè÷íîãî òåí-
çîðà íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû. Çàïèñàòü âèä òåíçîðà â
ãëàâíûõ îñÿõ.

16.3. Â íåêîòîðîì áàçèñå èçâåñòíî ñîîòíîøåíèå Tm
nk = AmiBink. Äîêàçàòü, ÷òî

1) Ami� òåíçîð 2-ãî ðàíãà, åñëè Tm
nk, Bink� òåíçîðû 3-ãî ðàíãà,

2) Bink� òåíçîð 3-ãî ðàíãà, åñëè Tm
nk, A

mi� òåíçîðû 3-ãî è 2-ãî ðàíãîâ ñîîòâåòñòâåííî.

16.4. Òåíçîð òèïà (2, 1) â áàçèñå E = {e1, e2} ïðîñòðàíñòâà V2 çàäàí ìàòðèöåé A. Íàéòè
åãî ìàòðèöó â áàçèñå E ′ = {e′

1, e
′
2}, åñëè

A =

(
1 −1
1 1

∣∣∣∣ 2 1
1 1

)
,

{
e′
1 = e1 − e2,

e′
2 = −e1 + 2e2.

16.5. Òåíçîð A òèïà (0, 3) è òåíçîð B òèïà (0, 1) çàäàíû â íåêîòîðîì áàçèñå ëèíåéíîãî
ïðîñòðàíñòâà V2. Íàéòè òèï è ìàòðèöó òåíçîðà B ⊗ A, åñëè

A =

(
1 −1
1 1

∣∣∣∣ 2 1
1 1

)
, B =

(
1
−1

)
.

16.6. Íå èñïîëüçóÿ ñîêðàùåííûõ îáîçíà÷åíèé, âûïèøèòå âñå êîìïîíåíòû òåíçîðîâ, çà-
äàííûõ â ïðîñòðàíñòâå V2:

x[iyj], x[ka
i]
i , ai(ia

k
k).

16.7. Ïñåâäîòåíçîð T âåñàM çàäàí â áàçèñå {e1, e2}. Íàéòè êîìïîíåíòû òåíçîðà â íîâîì
áàçèñå {e′

1, e
′
2}, ñâÿçàííûì ñî ñòàðûì áàçèñîì ìàòðèöåé ïåðåõîäà B, åñëè

M = 2, T = (Tij) =

(
3 2
1 −1

)
, B =

(
−4 1
−3 1

)
.

16.8. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî òåíçîðà Ai
j

εijklA
i
mA

j
nA

k
sA

l
t = εmnstdet(A

i
j).



16.9. Ìåòðè÷åñêèé òåíçîð gij è òåíçîð aij çàäàíû ñîîòâåòñòâåííî ìàòðèöàìè:

gij =

 21 −10 −4
−10 5 2
−4 2 1

 , aij =

0 1 3
2 3 5
3 5 7

 .

Íàéòè ìàòðèöó òåíçîðà: 1) ai··j; 2) a·ji· ; 3) aij.

16.10. Â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå E = {e1, e2} çàäàí òåíçîð

A = (A·j·
i·k) =

(
−1 2
3 0

∣∣∣∣−3 −5
4 1

)
1) Ïðåäñòàâèòü òåíçîð A â âèäå ñóììû ñèììåòðè÷íîãî è àíòèñèììåòðè÷íîãî

òåíçîðà ïî êîâàðèàíòíûì èíäåêñàì.

2) Íàéòè êîîðäèíàòû òåíçîðà A â áàçèñå E ′ = {e1 + 3e2,−e1 + 2e2}.
3) Íàéòè ìåòðè÷åñêèé òåíçîð â áàçèñå E ′ è âû÷èñëèòü êîîðäèíàòû òåíçîðà Aij·

··k
â ýòîì áàçèñå.

16.11. Íà ïëîñêîñòè çàäàíû êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû (u, v), ñâÿçàííûå ñ ïðÿìîóãîëü-
íûìè äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè (x, y) ñîîòíîøåíèÿìè:

y =
√
x+ u2, y = (1 +

√
x/v2)

√
x, x > 0

1) Ïîñòðîèòü êîâàðèàíòíûé è êîíòðàâàðèàíòíûé ëîêàëüíûé áàçèñ.

2) Ïîñòðîèòü ìåòðè÷åñêèé òåíçîð è çàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ êâàäðàòà äëèíû
ýëåìåíòàðíîãî âåêòîðà dr2.

3) Íàéòè êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ âåêòîðíîãî ïîëÿ A(u, v) = u2v2eu + u(u+
v)ev.

4) Íàéòè êîìïîíåíòû âåêòîðíîãî ïîëÿ A(u, v) â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

5) Çàïèñàòü óðàâíåíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ ëèíèé.

6) Âû÷èñëèòü òåíçîð Ðèìàíà.

16.12. Äîêàçàòü, ÷òî âòîðûå ïðîèçâîäíûå ñêàëÿðíîãî ïîëÿ êîììóòèðóþò, ò.å. S;ij = S;ji.
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Òåíçîðíûé àíàëèç

17.1. Íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðà x â áàçèñå {e′
1, e

′
2, e

′
3}, åñëè èçâåñòíû åãî êîîðäèíàòû

â áàçèñå {e1, e2, e3} è çàäàíî ïðåîáðàçîâàíèå îò îäíîãî áàçèñà ê äðóãîìó

x = (10, 5, 1),


e′
1 = e1 + e2 + (6/5)e3,

e′
2 = 6e1 − e2,

e′
3 = −e1 + e2 + e3.

Ïîñòðîèòü áàçèñ, âçàèìíûé ñ áàçèñîì {e′
1, e

′
2, e

′
3}.

17.2. Ðàçëîæèòü òåíçîð

Cij =

 0 −3 1
−7 1 −6
−1 2 0


íà ñóììó ñèììåòðè÷íîãî è àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðîâ. Äëÿ ñèììåòðè÷íîãî òåí-
çîðà íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû. Çàïèñàòü âèä òåíçîðà â
ãëàâíûõ îñÿõ.

17.3. Äàíû òåíçîðû cijk , dij, u
i, vi. Âåëè÷èíû g, h îïðåäåëåíû â êàæäîì áàçèñå ôîðìóëà-

ìè g = cijk u
kvivj è h = cijk diju

k ñîîòâåòñòâåííî. Îïèðàÿñü íà çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ
êîìïîíåíò äàííûõ òåíçîðîâ, ïîêàçàòü, ÷òî ýòè âåëè÷èíû ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìè.

17.4. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîèçâåäåíèå êîìïîíåíò âåêòîðîâ A è B îáðàçóåò òåíçîð âòîðîãî
ðàíãà. Íàéòè êîìïîíåíòû ýòîãî òåíçîðà â ñèñòåìå êîîðäèíàò K ′, åñëè èçâåñòíû
êîìïîíåíòû A = {1, 0, 2} è B = {−1, 2, 3} â ñèñòåìå K è ìàòðèöà, ñâÿçûâàþùàÿ
ñèñòåìó K ñ ñèñòåìîé K ′:  0 1 0

−1 0 0
0 0 1

 .

17.5. Òåíçîð A òèïà (1, 2) è òåíçîð B òèïà (0, 1) çàäàíû â íåêîòîðîì áàçèñå ëèíåéíîãî
ïðîñòðàíñòâà V2. Íàéòè òèï è ìàòðèöó òåíçîðà A⊗B, åñëè

A =

(
2 −3
0 5

∣∣∣∣ 3 1
−1 0

)
, B =

(
5
−3

)
.

17.6. Òåíçîðû A = (aijk ), B = (bi) çàäàíû ìàòðèöàìè

A =

(
3 4
5 7

∣∣∣∣ 2 5
1 3

)
, B =

(
−1, 3

)
.

Íàéòè ìàòðèöû ñâåðòîê: 1) aiji , 2) aijj ; 3) a
ij
j bi.

17.7. Ïñåâäîòåíçîð T âåñàM çàäàí â áàçèñå {e1, e2}. Íàéòè êîìïîíåíòû òåíçîðà â íîâîì
áàçèñå {e′

1, e
′
2}, ñâÿçàííûì ñî ñòàðûì áàçèñîì ìàòðèöåé ïåðåõîäà B, åñëè

M = 1, T = (T i
j ) =

(
1 −1
−2 1

)
, B =

(
1 −3
1 −4

)
.

17.8. Ïðåîáðàçîâàòü âûðàæåíèÿ, èñïîëüçóÿ ñèìâîë Ëåâè-×èâèòà

1) ([a, b], [c,d]), 2) rot rot[a, b].



17.9. Ìåòðè÷åñêèé òåíçîð gij è òåíçîð ai·j çàäàíû ñîîòâåòñòâåííî ìàòðèöàìè:

gij =

1 2 0
2 5 −2
0 −2 5

 , ai·j =

1 2 3
2 3 4
1 1 1

 .

Íàéòè ìàòðèöó òåíçîðà: 1) aij; 2) a·ji· ; 3) aij.

17.10. Â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå E = {e1, e2} çàäàí òåíçîð

A = (A·jk
i·· ) =

(
4 −3
−1 2

∣∣∣∣−2 −4
1 0

)
1) Ïðåäñòàâèòü òåíçîð A â âèäå ñóììû ñèììåòðè÷íîãî è àíòèñèììåòðè÷íîãî

òåíçîðà ïî êîíòðàâàðèàíòíûì èíäåêñàì.

2) Íàéòè êîîðäèíàòû òåíçîðà A â áàçèñå E ′ = {4e1 + 2e2, e1 + 3e2}.
3) Íàéòè ìåòðè÷åñêèé òåíçîð â áàçèñå E ′ è âû÷èñëèòü êîîðäèíàòû òåíçîðà Aijk

â ýòîì áàçèñå.

17.11. Íà ïëîñêîñòè çàäàíû êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû (u, v), ñâÿçàííûå ñ ïðÿìîóãîëü-
íûìè äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè (x, y) ñîîòíîøåíèÿìè:

y = x2 + 2u, y = 2v − x2

1) Ïîñòðîèòü êîâàðèàíòíûé è êîíòðàâàðèàíòíûé ëîêàëüíûé áàçèñ.

2) Ïîñòðîèòü ìåòðè÷åñêèé òåíçîð è çàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ dr2.

3) Íàéòè êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ âåêòîðíîãî ïîëÿ A(u, v) = (u + v)eu +
(u2 − v2)ev.

4) Íàéòè êîìïîíåíòû âåêòîðíîãî ïîëÿ A(u, v) â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

5) Çàïèñàòü óðàâíåíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ ëèíèé.

6) Âû÷èñëèòü òåíçîð Ðèìàíà.

17.12. F ij � àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð. Äîêàçàòü, ÷òî

Fi
j
;kF

k
j = −Fij;kF

jk.


