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Ïðåäèñëîâèå

Âàðèàöèîííîå èñ÷èñëåíèå � ðàçäåë ìàòåìàòèêè, ïîñâÿùåííûé èñ-

ñëåäîâàíèþ ìåòîäîâ îòûñêàíèÿ ýêñòðåìàëüíûõ (íàèìåíüøèõ èëè íàè-

áîëüøèõ) çíà÷åíèé �óíêöèîíàëîâ, çàâèñÿùèõ îò âûáîðà îäíîé èëè

íåñêîëüêèõ �óíêöèé ïðè ðàçíîãî ðîäà îãðàíè÷åíèÿõ (�àçîâûõ, äè�-

�åðåíöèàëüíûõ, èíòåãðàëüíûõ), íàêëàäûâàåìûõ íà ýòè �óíêöèè.

Ïîíÿòèå �óíêöèîíàëà ÿâëÿåòñÿ âàæíûì îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ

�óíêöèè èç ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Ïðè ýòîì ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå

�óíêöèîíàëà îò �óíêöèè ñîñòîèò â òîì, ÷òî çíà÷åíèÿ åãî àðãóìåíòîâ

íå ÷èñëà, êàê ó îáû÷íîé �óíêöèè, à �óíêöèè îäíîãî èëè íåñêîëü-

êèõ ïåðåìåííûõ. Òàêèì îáðàçîì, �óíêöèîíàë îïðåäåëÿåò îòîáðàæå-

íèå, êîòîðîå êàæäîé �óíêöèè îïðåäåëåííîãî êëàññà ñòàâèò â ñîîòâåò-

ñòâèå ÷èñëî � çíà÷åíèå �óíêöèîíàëà. Ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ

ðàçíèöà ìåæäó �óíêöèîíàëîì è �óíêöèåé ñîñòîèò â òîì, ÷òî îáû÷íàÿ

�óíêöèÿ åñòü �óíêöèÿ òî÷êè íà ïðÿìîé, ïëîñêîñòè èëè â ïðîñòðàí-

ñòâå, òîãäà êàê �óíêöèîíàë åñòü �óíêöèÿ áîëåå ñëîæíûõ ãåîìåòðè÷å-

ñêèõ îáúåêòîâ, íàïðèìåð, ëèíèé èëè ïîâåðõíîñòåé.

Â ïîñîáèè ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå ýëåìåíòàðíûå çà-

äà÷è êëàññè÷åñêîãî âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ: çàäà÷à ñ çàêðåïëåí-

íûìè êîíöàìè, çàäà÷à ñ ïîäâèæíûìè ãðàíèöàìè, çàäà÷à íà óñëîâíûé

ýêñòðåìóì, çàäà÷à Áîëüöà è íåêîòîðûå äðóãèå. Îòäåëüíî ïðåäñòàâ-

ëåíû âàðèàöèîííûå çàäà÷è â ïàðàìåòðè÷åñêîé �îðìå è çàäà÷è, äî-

ïóñêàþùèå â êà÷åñòâå ðåøåíèé êðèâûå ñ òî÷êàìè èçëîìà. Ââîäèòñÿ

ïîíÿòèå âòîðîé âàðèàöèè �óíêöèîíàëà. Ôîðìóëèðóþòñÿ è äåòàëüíî

ðàçáèðàþòñÿ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñëàáîãî è ñèëüíîãî

ýêñòðåìóìà â ïðîñòåéøåé çàäà÷å âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ. Ïðèâî-

äèòñÿ îáùàÿ ñõåìà èññëåäîâàíèÿ �óíêöèîíàëà íà ýêñòðåìóì. Íàðÿäó ñ

âûøåïåðå÷èñëåííûì â ïîñîáèè èçëîæåíû îñíîâû òåîðèè �àìèëüòîíà�

ßêîáè, â ðàìêàõ êîòîðîé �îðìóëèðóåòñÿ îäèí èç âàæíåéøèõ âàðè-

àöèîííûõ ïðèíöèïîâ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè � ïðèíöèï �àìèëüòîíà.

Â çàêëþ÷åíèå ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ïðÿìûõ ìå-

òîäîâ âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, îáñóæäàåòñÿ êîíå÷íî-

ðàçíîñòíûé ìåòîä Ýéëåðà è ìåòîä �èòöà.

Ïðè èçó÷åíèè ðàçäåëîâ äàííîãî ïîñîáèÿ òðåáóåòñÿ çíàíèå îñíîâ ìà-

òåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà è ëèíåéíîé àëãåáðû. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ÷è-

òàòåëü çíàêîì ñ ýëåìåíòàðíûìè ïðèåìàìè äè��åðåíöèðîâàíèÿ è èí-

òåãðèðîâàíèÿ �óíêöèé, óìååò ðåøàòü ïðîñòåéøèå äè��åðåíöèàëüíûå

óðàâíåíèÿ.

Îñíîâíûå èñòî÷íèêè, èñïîëüçîâàííûå ïðè íàïèñàíèè ýòîãî ïîñî-

áèÿ, âêëþ÷åíû â ñïèñîê ðåêîìåíäóåìîé ëèòåðàòóðû, ðàçìåùåííûé â

êîíöå êíèãè. Òàì æå ïðèâîäèòñÿ ñïèñîê çàäà÷íèêîâ è ïîñîáèé, èñïîëü-

çîâàíèå êîòîðûõ íà ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèÿõ ìîæåò áûòü ïîëåçíûì ñ

òî÷êè çðåíèÿ áîëåå ïîëíîãî óñâîåíèÿ ñòóäåíòàìè òåîðåòè÷åñêîãî ìà-

òåðèàëà êóðñà.

Àâòîð âûðàæàåò ïðèçíàòåëüíîñòü Ï.Î. Êàçèíñêîìó è À.Ë. Ëèñêó

çà öåííûå çàìå÷àíèÿ, ñäåëàííûå â ïðîöåññå ïîäãîòîâêè ðóêîïèñè.
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1 Ôóíêöèîíàëû

1.1 Ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà

Ââåäåì ïîíÿòèå ëèíåéíîãî íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà.

Îïðåäåëåíèå. Íåïóñòîå ìíîæåñòâî E ýëåìåíòîâ x, y, z, ... ïðîèç-
âîëüíîé ïðèðîäû íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä ïîëåì R,

åñëè íà ýòîì ìíîæåñòâå îïðåäåëåíû îïåðàöèè ñëîæåíèÿ ýëåìåíòîâ

è óìíîæåíèÿ èõ íà ÷èñëà, ïðè÷åì âûïîëíåíû ñëåäóþùèå àêñèîìû:

∀x, y, z ∈ E è α, β ∈ R

1) x+ y = y + x;

2) (x+ y) + z = x+ (y + z);

3) ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò θ (íóëåâîé ýëåìåíò), ÷òî x+ θ = x äëÿ
ëþáîãî x ∈ E;

4) äëÿ êàæäîãî x ∈ E ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò −x (ïðîòèâîïîëîæ-
íûé ýëåìåíò), ÷òî x+ (−x) = θ;

5) 1 · x = x;

6) α(βx) = (αβ)x;

7) (α + β)x = αx + βx;

8) α(x+ y) = αx+ αy.

Îïðåäåëåíèå. Íîðìîé â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå E íàçûâàåòñÿ îòîá-

ðàæåíèå ‖ · ‖ : E → R, ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó ýëåìåíòó

x ∈ E ÷èñëî ‖x‖ ∈ R, óäîâëåòâîðÿþùåå àêñèîìàì: ∀x, y ∈ E, α ∈ R

1) ‖x‖ ≥ 0, ïðè÷åì ‖x‖ = 0 ⇔ x = θ;

2) ‖αx‖ = |α| · ‖x‖;
3) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.

Îïðåäåëåíèå. Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî E ñ çàäàííîé íà íåì íîðìîé

íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì íîðìèðîâàííûì ïðîñòðàíñòâîì. ×èñëî ‖x‖ íà-
çûâàåòñÿ íîðìîé ýëåìåíòà x.

Îïðåäåëåíèå. ÌíîæåñòâîM ýëåìåíòîâ x, y, z, ... ïðîèçâîëüíîé ïðè-
ðîäû íàçûâàåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì, åñëè çàäàíî îòîáðà-

æåíèå ρ :M ×M → R, êîòîðîå êàæäîé óïîðÿäî÷åííîé ïàðå ýëåìåí-

òîâ x, y ∈M ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî ρ(x, y) ∈ R òàêîå, ÷òî

1) ρ(x, y) ≥ 0, ∀x, y ∈M ïðè÷åì ρ(x, y) = 0 ⇔ x = y;
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2) ρ(x, y) = ρ(y, x) ∀x, y ∈M ;

3) ρ(x, y) + ρ(y, z) ≥ ρ(x, z) ∀x, y, z ∈M .

×èñëî ρ(x, y) íàçûâàåòñÿ ðàññòîÿíèåì ìåæäó ýëåìåíòàìè x è y, à
îòîáðàæåíèå ρ � ìåòðèêîé, çàäàííîé íà äàííîì ìíîæåñòâå M . Ýëå-

ìåíòû ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà áóäåì íàçûâàòü òî÷êàìè. Ñëåäóåò

çàìåòèòü, ÷òî ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ëè-

íåéíûì.

Â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå ñõîäèìîñòè ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ.

Îïðåäåëåíèå. �îâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ⊂ M ñõîäèòñÿ

ê ýëåìåíòó x0 ∈M , åñëè ρ(xn, x0) → 0 ïðè n→ ∞.

Îáîçíà÷åíèå: xn → x0 ïðè n→ ∞ èëè lim
n→∞

xn = x0.

Îïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ⊂M íàçûâàåòñÿ �óíäàìåí-

òàëüíîé, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå N ∈ N, ÷òî äëÿ ëþáûõ

n,m ≥ N âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî ρ(xn, xm) < ε.

Îïðåäåëåíèå. Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè

â íåì âñÿêàÿ �óíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ê íåêî-

òîðîìó ýëåìåíòó ýòîãî ïðîñòðàíñòâà.

Â ëèíåéíîì íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå E îòîáðàæåíèå ρ : M ×
M → R, îïðåäåëåííîå ðàâåíñòâîì

ρ(x, y) = ‖x− y‖, ∀x, y ∈ E,

ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé. Äåéñòâèòåëüíî, íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî àêñèîìû

ìåòðèêè âûòåêàþò èç àêñèîì íîðìû. Òàêèì îáðàçîì, âñÿêîå ëèíåé-

íîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì. Îáðàòíîå, â

îáùåì ñëó÷àå, íåâåðíî.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îáùèå ïîíÿòèÿ ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ïå-

ðåíîñÿòñÿ íà ñëó÷àé íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà. Â ÷àñòíîñòè, ñõî-

äèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ â ëèíåéíîì íîðìèðîâàííîì

ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Îïðåäåëåíèå. �îâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ⊂ E ñõîäèòñÿ

(ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà E) ê ýëåìåíòó x0 ∈ E, åñëè ‖xn−x0‖ → 0 ïðè
n → ∞.

Óïðàæíåíèå 1. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè xn → x0, òî ‖xn‖ → ‖x0‖ ïðè

n → ∞, ïðè÷åì îáðàòíîå íåâåðíî.

Åñëè ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ïî

ìåòðèêå, ïîðîæäåííîé íîðìîé, òî îíî íàçûâàåòñÿ áàíàõîâûì.
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Ïðîñòðàíñòâî, ýëåìåíòû êîòîðîãî åñòü �óíêöèè y(x), íàçûâàþò
�óíêöèîíàëüíûìè ïðîñòðàíñòâàìè. Íå ñóùåñòâóåò êàêîãî-ëèáî �óíè-

âåðñàëüíîãî� �óíêöèîíàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ýòî ïðîñòðàíñòâî ïðè-

õîäèòñÿ âûáèðàòü â çàâèñèìîñòè îò õàðàêòåðà ðàññìàòðèâàåìîé âàðè-

àöèîííîé çàäà÷è.

Ïðèâåäåì ïðèìåðû ëèíåéíûõ íîðìèðîâàííûõ �óíêöèîíàëüíûõ

ïðîñòðàíñòâ, íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåìûõ â çàäà÷àõ êëàññè÷åñêîãî

âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ:

1) Ïðîñòðàíñòâî Ck[a, b] � ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ �óíêöèé,

îïðåäåëåííûõ íà îòðåçêå [a, b] è èìåþùèõ íà ýòîì îòðåçêå íåïðå-

ðûâíûå ïðîèçâîäíûå äî k-ãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî. Îïåðàöèè

ñëîæåíèÿ �óíêöèé è óìíîæåíèÿ �óíêöèé íà ÷èñëî îïðåäåëÿþò-

ñÿ îáû÷íûì îáðàçîì. Íîðìó ýëåìåíòà y(x) ∈ Ck[a, b] îïðåäåëèì
�îðìóëîé

‖y‖Ck =
k∑

i=0

max
a≤x≤b

|y(i)(x)|.

Ñõîäèìîñòü â Ck[a, b] îçíà÷àåò ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü êàê ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè ñàìèõ �óíêöèé, òàê è ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èõ

ïðîèçâîäíûõ i-ãî ïîðÿäêà (i = 1, 2, . . . , k).

2) Ïðîñòðàíñòâî C[a, b] � ìíîæåñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå

[a, b] �óíêöèé. Íîðìà ýëåìåíòà y(x) ∈ C[a, b] îïðåäåëÿåòñÿ ïî

�îðìóëå

‖y‖C = max
a≤x≤b

|y(x)|.

3) Ïðîñòðàíñòâî C1[a, b] � ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ �óíêöèé,

íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå [a, b] âìåñòå ñî ñâîåé ïåðâîé ïðîèçâîä-

íîé. Íîðìà ýëåìåíòà y(x) ∈ C[a, b] îïðåäåëÿåòñÿ ïî �îðìóëå

‖y‖C1 = max
a≤x≤b

|y(x)|+ max
a≤x≤b

|y′(x)|.

4) Ïðîñòðàíñòâî KC[a, b] � ìíîæåñòâî êóñî÷íî-íåïðåðûâíûõ �óíê-
öèé íà îòðåçêå [a, b], ò.å. òàêèõ �óíêöèé, êîòîðûå ìîãóò èìåòü

ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ðàçðûâîâ, ïðè÷åì ðàçðûâû òîëüêî ïåðâîãî

ðîäà. ÏðîñòðàíñòâîKC[a, b] ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì ðàñøèðåíèåì

ïðîñòðàíñòâà C[a, b]. Íîðìó â ýòîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî îïðåäå-

ëèòü ïî �îðìóëå

‖y‖KC = sup
a≤x≤b

|y(x)|.

5) Ïðîñòðàíñòâî KC1[a, b] � ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ �óíêöèé,

íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå [a, b] è èìåþùèõ êóñî÷íî-íåïðåðûâíóþ
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ïðîèçâîäíóþ íà ýòîì îòðåçêå, ïðè÷åì ïîñëåäíÿÿ èìååò êîíå÷-

íîå ÷èñëî ðàçðûâîâ ïåðâîãî ðîäà. Òàêèå �óíêöèè íàçûâàþò

êóñî÷íî-ãëàäêèìè �óíêöèÿìè. Ïðîñòðàíñòâî KC1[a, b] ÿâëÿåòñÿ
åñòåñòâåííûì ðàñøèðåíèåì ïðîñòðàíñòâà C1[a, b]. Íîðìó â ýòîì

ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëèì òàê æå, êàê â ïðîñòðàíñòâå C[a, b].

Óïðàæíåíèå 2. Ïîêàçàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî Ck[a, b] ñ ââåäåííîé âû-
øå íîðìîé ‖ · ‖Ck

ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì.

Óïðàæíåíèå 3. Ïîêàçàòü, ÷òî íîðìó â ïðîñòðàíñòâå Ck[a, b] ìîæíî
îïðåäåëèòü òàêæå ñîîòíîøåíèåì

‖y‖Ck = max
a≤x≤b

{

|y(x)|, |y′(x)|, . . . , |y(k)(x)|
}

.

Ââåäåì ïîíÿòèå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó �óíêöèÿìè è ïîíÿòèå îêðåñòíî-

ñòè �óíêöèè â ëèíåéíûõ íîðìèðîâàííûõ �óíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàí-

ñòâàõ C[a, b] è C1[a, b].

Îïðåäåëåíèå. �àññòîÿíèåì â ïðîñòðàíñòâå C[a, b] ìåæäó �óíêöè-
ÿìè y1(x) è y2(x) èç ýòîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîå

÷èñëî

ρ0(y1, y2) = ‖y1 − y2‖C = max
a≤x≤b

|y1(x)− y2(x)|.

Îïðåäåëåíèå. �àññòîÿíèåì â ïðîñòðàíñòâå C1[a, b] ìåæäó �óíêöè-
ÿìè y1(x) è y2(x) èç ýòîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîå

÷èñëî

ρ1(y1, y2) = ‖y1 − y2‖C1 = max
a≤x≤b

|y1(x)− y2(x)|+ max
a≤x≤b

|y′1(x)− y′2(x)|.

Ïðèìåð 1. Íàéòè ðàññòîÿíèå ìåæäó �óíêöèÿìè y1(x) = x2 è y2(x) =
x3, x ∈ [0, 1] ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà: à) C[0, 1]; á) C1[0, 1].

◮ à) �àññòîÿíèå ìåæäó �óíêöèÿìè y1(x) è y2(x) ïî íîðìå ïðîñòðàí-
ñòâà C[0, 1] îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé

ρ0(y1, y2) = ‖y1 − y2‖C = max
x∈[0,1]

|x2 − x3|.

Íàéäåì íàèáîëüøåå çíà÷åíèå �óíêöèè y(x) = |x2−x3| íà îòðåçêå [0, 1].
Èç íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà �óíêöèè ïîëó÷àåì êðèòè÷åñêèå

òî÷êè: x = 0 è x = 2/3. Âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ â òî÷êå x = 2/3 îòðè-

öàòåëüíà, ïîýòîìó â íåé äîñòèãàåòñÿ ëîêàëüíûé ìàêñèìóì. Íà êîíöàõ

îòðåçêà [0, 1] �óíêöèÿ y(x) îáðàùàåòñÿ â íóëü. Ñëåäîâàòåëüíî, â òî÷-
êå x = 2/3 �óíêöèÿ y(x) äîñòèãàåò ñâîåãî íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ íà

îòðåçêå [0, 1], ðàâíîãî 4/27. Òîãäà

ρ0(y1, y2) =
4

27
.
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�èñ. 1. �èñ. 2.

á) �àññòîÿíèå ìåæäó �óíêöèÿìè y1(x) è y2(x) ïî íîðìå ïðîñòðàí-
ñòâà C1[0, 1] îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé

ρ1(y1, y2) = ‖y1 − y2‖C1 = max
x∈[0,1]

|x2 − x3|+ max
x∈[0,1]

|2x− 3x2|.

Òàê êàê ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïåðâîãî ñëàãàåìîãî óæå èçâåñòíî, òî

èññëåäóåì âòîðîå ñëàãàåìîå. Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà �óíê-

öèè y(x) = |2x − 3x2| äàåò x = 1/3. Çíà÷åíèå �óíêöèè íà ãðàíèöå

ðàâíû 0 è 1, à çíà÷åíèå â òî÷êå x = 1/3 ðàâíî 1/3. Ïîýòîìó íàèáîëü-
øåå çíà÷åíèå �óíêöèè y(x) äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå x = 1. Îòñþäà

ρ1(y1, y2) =
4

27
+ 1 =

31

27
.

◭

Îïðåäåëåíèå. Ñèëüíîé ε-îêðåñòíîñòüþ �óíêöèè y0(x) íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâî �óíêöèé

U0(y0, ε) = {y(x) ∈ C[a, b] : ‖y0 − y‖C < ε}.
Îïðåäåëåíèå. Ñëàáîé ε-îêðåñòíîñòüþ �óíêöèè y0(x) íàçûâàåòñÿ

ìíîæåñòâî �óíêöèé

U1(y0, ε) = {y(x) ∈ C1[a, b] : ‖y0 − y‖C1 < ε}.
Åñëè �óíêöèÿ y(x) ïðèíàäëåæèò ñèëüíîé ε-îêðåñòíîñòè �óíêöèè

y0(x), òî ãåîìåòðè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò áëèçîñòü ýòèõ �óíêöèé ïî îð-

äèíàòàì (ñì. ðèñ. 1); åñëè æå �óíêöèÿ y(x) ïðèíàäëåæèò ñëàáîé ε-
îêðåñòíîñòè �óíêöèè y0(x), òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äàííûå �óíêöèè áëèç-
êè êàê ïî îðäèíàòàì, òàê è ïî íàïðàâëåíèÿì êàñàòåëüíûõ â ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ òî÷êàõ (ñì. ðèñ. 2).

Àíàëîãè÷íî ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ ðàññòîÿíèÿ è îêðåñòíîñòè â �óíêöè-

îíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ Ck[a, b].
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Îïðåäåëåíèå. �àññòîÿíèåì k-ãî ïîðÿäêà ìåæäó �óíêöèÿìè y1(x) è
y2(x) èç ïðîñòðàíñòâà C

k[a, b] íàçûâàåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî

ρk(y1, y2) = ‖y1 − y2‖Ck =
k∑

i=0

max
a≤x≤b

|y(i)1 (x)− y
(i)
2 (x)|.

Îïðåäåëåíèå. Îêðåñòíîñòüþ k-ãî ïîðÿäêà (ðàäèóñà ε) �óíêöèè

y0(x) ∈ Ck[a, b] íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî �óíêöèé

Uk(y0, ε) = {y(x) ∈ Ck[a, b] : ‖y0 − y‖Ck < ε}.
Åñëè �óíêöèÿ y(x) ïðèíàäëåæèò ε-îêðåñòíîñòè k-ãî ïîðÿäêà �óíê-

öèè y0(x) ∈ Ck[a, b], òî îíà ïðèíàäëåæèò è ε-îêðåñòíîñòè ëþáîãî ìåíü-
øåãî ïîðÿäêà ýòîé �óíêöèè, ò.å. î÷åâèäíî âëîæåíèå

Uk(y0, ε) ⊂ Uk−1(y0, ε) ⊂ . . . ⊂ U1(y0, ε) ⊂ U0(y0, ε).

Â ÷àñòíîñòè, ñëàáàÿ îêðåñòíîñòü �óíêöèè y0(x) ∈ C1[a, b] âñåãäà ñî-

äåðæèòñÿ â ñèëüíîé îêðåñòíîñòè ýòîé æå �óíêöèè. Îáðàòíîå â îáùåì

ñëó÷àå íåâåðíî.

Ïðèìåð 2. Ïóñòü çàäàíà �óíêöèîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

yn(x) =
sinnx

n
, n = 1, 2, . . . .

Ïîêàçàòü, ÷òî ýëåìåíòû ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðèíàäëåæàò ëèøü

ñèëüíîé îêðåñòíîñòè �óíêöèè y0(x) = 0.

◮ Äåéñòâèòåëüíî,

max
a≤x≤b

|yn(x)− y0(x)| = max
a≤x≤b

| sinnx|
n

=
1

n
,

max
a≤x≤b

|y′n(x)− y′0(x)| = max
a≤x≤b

| cosnx| = 1,

· · · · · · · · ·
max
a≤x≤b

|y(k)n (x)− y
(k)
0 (x)| = max

a≤x≤b

∣
∣
∣nk−1 sin

(

nx+
π

2
k
)∣
∣
∣ = nk−1.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàïåðåä çàäàííîãî ε > 0 âîçìîæíî

ïîäîáðàòü òàêîå çíà÷åíèå n = N ∈ N, íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî ýëåìåíòû

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó ‖yn(x)− y0(x)‖C < ε,
ò.å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yn(x)} ïðèíàäëåæèò ñèëüíîé ε-îêðåñòíîñòè
�óíêöèè y0(x) = 0, ïðè÷åì lim

n→∞
yn(x) = y0(x). ◭

Óïðàæíåíèå 4. Ïóñòü çàäàíà �óíêöèîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

yn(x) =
sinnx

nα
, α ∈ R, n = 1, 2, . . . .

Ïîêàçàòü, ÷òî ïðè α > 0 âñå ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íà÷èíàÿ ñ

íåêîòîðîãî íîìåðà, ïðèíàäëåæàò ëèøü ñèëüíîé îêðåñòíîñòè �óíêöèè

y0(x) = 0, à ïðè α > 1 òàêæå è ñëàáîé îêðåñòíîñòè ýòîé �óíêöèè.
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1.2 Ïîíÿòèå �óíêöèîíàëà

Êàê èçâåñòíî, ïîíÿòèå �óíêöèè ñâÿçàíî ñ âîçìîæíîñòüþ óñòàíîâ-

ëåíèÿ ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó äâóìÿ ìíîæåñòâàìè ÷èñåë, îäíî èç êîòî-

ðûõ íàçûâàþò îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ, à äðóãîå � ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé

�óíêöèè.

Ïîíÿòèå �óíêöèîíàëà ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü ñîîòâåòñòâèå ìåæäó

ìíîæåñòâîì îïðåäåëåííîãî êëàññà �óíêöèé, íàïðèìåð, íåïðåðûâíûõ,

äè��åðåíöèðóåìûõ, îïðåäåëåííûõ íà êîíå÷íîì èëè áåñêîíå÷íîì ïðî-

ìåæóòêå, è ìíîæåñòâîì ÷èñåë.

ÏóñòüM � íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî ëèíåéíîãî íîðìèðîâàííîãî ïðî-

ñòðàíñòâà E, ýëåìåíòû êîòîðîãî åñòü �óíêöèè y = y(x).

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèîíàëîì íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå J , ñòàâÿùåå
â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó ýëåìåíòó y ∈ M äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî J [y].

Çàïèñûâàþò:

J : M ⊂ E → R èëè J = J [y], y ∈ M ⊂ E.

Ìíîæåñòâî M íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ �óíêöèîíàëà è

îáîçíà÷àåòñÿ D(J); ÷èñëî J [y] íàçûâàåòñÿ çíà÷åíèåì �óíêöèîíàëà íà

ýëåìåíòå y. Ôóíêöèè èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ �óíêöèîíàëà áóäåì íà-

çûâàòü äîïóñòèìûìè �óíêöèÿìè. Àðãóìåíò �óíêöèîíàëà, ò.å. �óíê-

öèþ y(x), êàê ýëåìåíò íåêîòîðîãî �óíêöèîíàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà â

äàëüíåéøåì ÷àñòî áóäåì íàçûâàòü òî÷êîé.

Â çàäà÷àõ êëàññè÷åñêîãî âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ îáû÷íî èìåþò

äåëî ñ �óíêöèîíàëàìè ñëåäóþùèõ òèïîâ:

• èíòåãðàëüíûå �óíêöèîíàëû

J [y] =

b∫

a

F (x, y(x), y′(x))dx, y(x) ∈ C1[a, b];

• òåðìèíàëüíûå �óíêöèîíàëû

J [y] = f(y(a), y(b)), y(x) ∈ C[a, b];

• ñìåøàííûå �óíêöèîíàëû

J [y] =

b∫

a

F (x, y(x), y′(x))dx+ f(y(a), y(b)), y(x) ∈ C1[a, b],

ãäå F (x, y, y′), f(y(a), y(b)) � çàäàííûå �óíêöèè. Ïðè ýòîì �óíêöèþ

F (x, y, y′) íàçûâàþò èíòåãðàíòîì, �óíêöèþ f(y(a), y(b)) � òåðìè-

íàíòîì.
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Ïðèìåð 3. Ïðèâåäåì òèïè÷íûå ïðèìåðû �óíêöèîíàëîâ.

1. Ôóíêöèîíàë

J [y] = y′(x0), y(x) ∈ C1[a, b],

ãäå x0 � �èêñèðîâàííàÿ òî÷êà èç îòðåçêà [a, b], ñòàâèò â ñîîò-

âåòñòâèå �óíêöèè y(x) ∈ C1[a, b] ÷èñëî, ðàâíîå çíà÷åíèþ ïðîèç-

âîäíîé ýòîé �óíêöèè â òî÷êå x0. Îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ äàííîãî

�óíêöèîíàëà ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóå-

ìûõ �óíêöèé íà îòðåçêå [a, b].

2. Ôóíêöèîíàë

J [y] =

b∫

a

y(x)dx, y(x) ∈ C[a, b]

ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ëþáîé íåïðåðûâíîé êðèâîé, îïðåäåëåííîé

íà îòðåçêå [a, b], ïëîùàäü ïîä íåé.

Êàê èçâåñòíî, �óíêöèÿ îäíîé ïåðåìåííîé íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé

â íåêîòîðîé òî÷êå, åñëè áåñêîíå÷íî ìàëîìó ïðèðàùåíèþ àðãóìåíòà

îòâå÷àåò áåñêîíå÷íî ìàëîå ïðèðàùåíèå �óíêöèè. Àíàëîãè÷íûì îáðà-

çîì îïðåäåëÿåòñÿ è óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè �óíêöèîíàëà íà çàäàííîì

ýëåìåíòå ëèíåéíîãî íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèîíàë J [y] íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì â òî÷êå

y0 ∈ E, åñëè äëÿ êàæäîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ(ε) > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ

âñåõ y ∈ E, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ ‖y−y0‖ < δ âûïîëíÿåòñÿ íåðà-
âåíñòâî

|J [y]− J [y0]| < ε.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî �óíêöèîíàë J [y] ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâ-

íûì â òî÷êå y0 ∈ E, åñëè äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {yn} ⊂ E,
yn → y0 ïðè n→ ∞ ñëåäóåò, ÷òî lim

n→∞
J [yn] = J [y0].

Ôóíêöèîíàë íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì íà ìíîæåñòâåM ⊂ E, åñëè
îí íåïðåðûâåí â êàæäîé òî÷êå ýòîãî ìíîæåñòâà.

Ïóñòü �óíêöèîíàë J [y] îïðåäåëåí íà �óíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàí-

ñòâå C1[a, b]. Âûáåðåì íåêîòîðóþ �óíêöèþ y0(x) èç ýòîãî �óíêöèî-

íàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà. Èçâåñòíî, ÷òî �óíêöèè, ïðèíàäëåæàùèå ñëà-

áîé îêðåñòíîñòè äàííîé �óíêöèè y0(x), ïðèíàäëåæàò òàêæå è ñèëü-

íîé îêðåñòíîñòè ýòîé �óíêöèè. Ïîýòîìó åñëè �óíêöèîíàë íà �óíê-

öèè y0(x) îáëàäàåò íåêîòîðûì ñâîéñòâîì ïî îòíîøåíèþ ê �óíêöèÿì

èç åå ñèëüíîé îêðåñòíîñòè, òî ýòèì æå ñâîéñòâîì îí áóäåò îáëàäàòü è

ïî îòíîøåíèþ ê �óíêöèÿì èç åå ñëàáîé îêðåñòíîñòè. Â ÷àñòíîñòè, èç

íåïðåðûâíîñòè �óíêöèîíàëà J [y] íà �óíêöèè y0(x) ∈ C1[a, b] ïî íîð-
ìå ‖ · ‖C ñëåäóåò åãî íåïðåðûâíîñòü íà ýòîé �óíêöèè ïî íîðìå ‖ · ‖C1

.

Îáðàòíîå â îáùåì ñëó÷àå íåâåðíî.
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Ïðèìåð 4. Èññëåäîâàòü íåïðåðûâíîñòü �óíêöèîíàëà

J [y] =

π∫

0

(y′)2dx, y(x) ∈ C1[0, π],

íà �óíêöèè y0(x) = 0 â åå ñèëüíîé è ñëàáîé îêðåñòíîñòè.

◮ 1) �àññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �óíêöèé

yn(x) =
sinnx

n
, n = 1, 2, . . . .

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî �óíêöèè yn(x) ïðèíàäëåæàò ëèøü ñèëüíîé

îêðåñòíîñòè �óíêöèè y0(x) = 0 (ñì. ïðèìåð 2), ïðè÷åì

lim
n→∞

yn(x) = y0(x).

Ïðè ýòîì

J [yn] =

π∫

0

cos2 nxdx =
π

2
, J [y0] = 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî lim
n→∞

J [yn] 6= J [y0], à, çíà÷èò, äàííûé �óíêöèîíàë

ðàçðûâåí íà �óíêöèè y0(x) = 0 â åå ñèëüíîé îêðåñòíîñòè.

2) Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî ε > 0. Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå
÷èñëî δ > 0, ÷òî êàê òîëüêî ‖y−y0‖C1 = max

x∈[0,π]
|y(x)|+ max

x∈[0,π]
|y′(x)| < δ,

òî |J [y]− J [y0]| < ε. Èìååì

|J [y]− J [y0]| =
π∫

0

(y′(x))2dx ≤ π

{

max
x∈[0,π]

|y′(x)|
}2

≤ π‖y − y0‖2C1.

Âûáåðåì δ = ( ε
π
)1/2. Òîãäà äëÿ âñåõ y(x) ∈ C1[0, π], äëÿ êîòîðûõ âû-

ïîëíåíî íåðàâåíñòâî ‖y−y0‖C1 < ( ε
π
)1/2, áóäåì èìåòü |J [y]−J [y0]| < ε.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äàííûé �óíêöèîíàë íåïðå-

ðûâåí íà �óíêöèè y0(x) = 0 â åå ñëàáîé îêðåñòíîñòè. Ìîæíî ïîêà-

çàòü, ÷òî ýòîò �óíêöèîíàë áóäåò íåïðåðûâíûì íå òîëüêî íà �óíêöèè

y0(x) = 0, íî è íà ëþáîé �óíêöèè y(x) èç ïðîñòðàíñòâà C1[0, π]. ◭

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèîíàë J [y] íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, åñëè äëÿ ëþ-
áûõ α1, α2 ∈ R è ëþáûõ �óíêöèé y1(x), y2(x) ∈ E ñïðàâåäëèâî ðàâåí-

ñòâî

J [α1y1 + α2y2] = α1J [y1] + α2J [y2].
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Óïðàæíåíèå 5. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ëèíåéíûé �óíêöèîíàë íåïðåðû-

âåí â êàêîé-ëèáî îäíîé òî÷êå y0 ∈ E, òî îí íåïðåðûâåí íà E.

Îïðåäåëåíèå. Ëèíåéíûé �óíêöèîíàë J [y] íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åí-

íûì, åñëè ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ K > 0 òàêàÿ, ÷òî

|J [y]| ≤ K ‖y‖, ∀y ∈ E.

Íàèìåíüøàÿ èç ïîñòîÿííûõ K, óäîâëåòâîðÿþùèõ ýòîìó íåðàâåíñòâó,

íàçûâàåòñÿ íîðìîé ëèíåéíîãî �óíêöèîíàëà J [y] è îáîçíà÷àåòñÿ ‖J‖.
Òàêèì îáðàçîì,

|J [y]| ≤ ‖J‖ ‖y‖.
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

‖J‖ = sup
‖y‖6=0

|J [y]|
‖y‖ = sup

‖y‖≤1

|J [y]|.

Óïðàæíåíèå 6. Äîêàçàòü, ÷òî íîðìà �óíêöèîíàëà îáëàäàåò âñåìè

ñâîéñòâàìè íîðìû, ò.å.

1) ‖J‖ ≥ 0, ïðè÷åì ‖J‖ = 0 ⇔ J [y] = 0;

2) ‖αJ‖ = |α| · ‖J‖, ∀α ∈ R;

3) ‖J1 + J2‖ ≤ ‖J1‖+ ‖J2‖.
Óïðàæíåíèå 7. Äîêàçàòü, ÷òî ëèíåéíûé �óíêöèîíàë íåïðåðûâåí òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí îãðàíè÷åí.

Ïðèìåð 5. Ïðèâåäåì ïðèìåðû ëèíåéíûõ �óíêöèîíàëîâ.

1. Ôóíêöèîíàë

J [y] =

b∫

a

α(x)y(x)dx, y(x) ∈ C[a, b],

ãäå α(x) � çàäàííàÿ íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ, ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì è

îãðàíè÷åííûì. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòîò �óíêöèîíàë ÿâëÿåòñÿ

òàêæå è íåïðåðûâíûì â ïðîñòðàíñòâå C[a, b] (ñì. óïðàæíåíèå 7).

2. Ôóíêöèîíàë

J [y] = αy(a) + βy′(b), α, β ∈ R, y(x) ∈ C1[a, b],

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì è îãðàíè÷åííûì, à ñëåäîâàòåëüíî, è íåïðå-

ðûâíûì íà ëþáîé �óíêöèè èç ïðîñòðàíñòâà C1[a, b]. Ïðè ýòîì

çàìåòèì, ÷òî �óíêöèîíàë, îïðåäåëÿåìûé òåì æå ñàìûì ðàâåí-

ñòâîì, íî çàäàííûé íà ïðîñòðàíñòâå C[a, b], ëèíåéíûì óæå íå ÿâ-

ëÿåòñÿ, òàê êàê îí îïðåäåëåí íå íà âñåì C[a, b], à ëèøü íà ïîä-

ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìûõ �óíêöèé.
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2 Âàðèàöèÿ è ýêñòðåìóì �óíêöèîíàëà

2.1 Îïðåäåëåíèå âàðèàöèè �óíêöèîíàëà

Ïóñòü çàäàí �óíêöèîíàë

J = J [y], y(x) ∈ M ⊂ E.

Ôèêñèðóåì �óíêöèþ y0(x) èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ M �óíêöèîíàëà.

Òîãäà ëþáóþ äðóãóþ �óíêöèþ y(x) ∈ M ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

y(x) = y0(x) + δy(x).

Îïðåäåëåíèå. Âàðèàöèåé, èëè ïðèðàùåíèåì, δy(x) àðãóìåíòà y0(x)
�óíêöèîíàëà J [y] íàçûâàåòñÿ ðàçíîñòü ìåæäó äâóìÿ �óíêöèÿìè y(x)
è y0(x), ïðèíàäëåæàùèìè îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ �óíêöèîíàëà:

δy(x) = y(x)− y0(x).

Âàðèàöèþ δy(x) �óíêöèè y0(x) ∈ M íàçûâàþò äîïóñòèìîé âàðèàöè-

åé, åñëè y0(x) + δy(x) ∈ M.

Äëÿ äè��åðåíöèðóåìûõ �óíêöèé ñëåäóåò ðàçëè÷àòü ïðîèçâîäíóþ

âàðèàöèè (δy(x))′ è âàðèàöèþ ïðîèçâîäíîé δ(y′(x)). Ïåðâîå ïîíÿòèå
îçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ îò äîïóñòèìîé âàðèàöèè δy(x), à âòîðîå � ëþ-
áóþ äîïóñòèìóþ âàðèàöèþ �óíêöèè y′(x).

Îïðåäåëåíèå. Ïðèðàùåíèåì �óíêöèîíàëà J [y] â òî÷êå y0, îòâå÷àþ-
ùèì ïðèðàùåíèþ àðãóìåíòà δy, íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

∆J [y0] = J [y0 + δy]− J [y0].

Âûðàæåíèå∆J [y0] ïðè �èêñèðîâàííîé �óíêöèè y0(x) ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé �óíêöèîíàë îò δy(x) (âîîáùå ãîâîðÿ, íåëèíåéíûé).

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèîíàë J [y] íàçûâàåòñÿ äè��åðåíöèðóåìûì ïî

Ôðåøå â òî÷êå y0, åñëè åãî ïðèðàùåíèå ∆J [y0] = J [y0 + δy] − J [y0]
ïðåäñòàâèìî â âèäå

∆J [y0] = L[y0, δy] + r[y0, δy], (1)

ãäå L[y0, δy] � ëèíåéíûé îòíîñèòåëüíî δy �óíêöèîíàë, à |r[y0, δy]| =
o(‖δy‖) ïðè ‖δy‖ → 0. Ëèíåéíûé �óíêöèîíàë L[y0, δy] íàçûâàþò ñèëü-
íûì äè��åðåíöèàëîì, èëè äè��åðåíöèàëîì Ôðåøå, �óíêöèîíàëà J [y]
â òî÷êå y0 è îáîçíà÷àþò dJ [y0, δy].

Ñîîòíîøåíèå (1) ìîæíî òàêæå çàïèñàòü â âèäå

∆J [y0] = dJ [y0, δy] + γ[y0, δy]·‖δy‖,
ãäå γ → 0 ïðè ‖δy‖ → 0.
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Óïðàæíåíèå 8. Ïîêàçàòü, ÷òî èç äè��åðåíöèðóåìîñòè ïî Ôðåøå

�óíêöèîíàëà J [y] â òî÷êå y0 ñëåäóåò åãî íåïðåðûâíîñòü â ýòîé òî÷êå.

Ïðèìåð 6. �àññìîòðèì èíòåãðàëüíûé �óíêöèîíàë

J [y] =

b∫

a

F (x, y, y′)dx,

îïðåäåëåííûé â �óíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå C1[a, b]. Ïóñòü

F (x, y, y′) � äâàæäû íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìàÿ �óíêöèÿ òðåõ ïå-

ðåìåííûõ (ò.å. �óíêöèÿ íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè ñâîèõ àðãóìåí-

òîâ è èìååò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå äî âòîðîãî ïîðÿäêà

âêëþ÷èòåëüíî â îáëàñòè a ≤ x ≤ b, −∞ < y < +∞, −∞ < y′ < +∞).

Ïîêàæåì, ÷òî �óíêöèîíàë äè��åðåíöèðóåì ïî Ôðåøå è íàéäåì åãî

ñèëüíûé äè��åðåíöèàë.

◮ Çàïèøåì ïðèðàùåíèå �óíêöèîíàëà íà íåêîòîðîé �óíêöèè

y(x)∈C1[a, b], ñîîòâåòñòâóþùåå ïðèðàùåíèþ δy(x) àðãóìåíòà:

∆J = J [y + δy]− J [y] =

b∫

a

F (x, y + δy, y′ + δy′)dx−
b∫

a

F (x, y, y′)dx.

Ïðèìåíèì ê ïîäûíòåãðàëüíîé �óíêöèè F (x, y + δy, y′ + δy′) �îð-
ìóëó Òåéëîðà:

F (x, y + δy, y′ + δy′) = F (x, y, y′) + Fy(x, y, y
′)δy + Fy′(x, y, y

′)δy′+

+
1

2!

[
Fyy(x, ȳ, ȳ

′)(δy)2 + 2Fyy′(x, ȳ, ȳ
′)δyδy′ + Fy′y′(x, ȳ, ȳ

′)(δy′)2
]
,

ãäå ȳ = y + θδy, ȳ′ = y′ + θδy′, 0 < θ < 1. Òîãäà

∆J =

b∫

a

[Fyδy + Fy′δy
′] dx+

1

2

b∫

a

[
F̄yy(δy)

2 + 2F̄yy′δyδy
′ + F̄y′y′(δy

′)2
]
dx.

Çäåñü ÷åðòà íàä âòîðûìè ïðîèçâîäíûìè îçíà÷àåò, ÷òî îíè áåðóòñÿ äëÿ

àðãóìåíòîâ x, ȳ, ȳ′. Ïåðâîå ñëàãàåìîå ëèíåéíî îòíîñèòåëüíî δy è δy′.
Ïîñêîëüêó âñå âòîðûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå �óíêöèè F (x, y, y′) ïî y
è y′ îãðàíè÷åíû (ýòî ñëåäóåò èç íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè F è åå ïðî-
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èçâîäíûõ), òî äëÿ âòîðîãî ñëàãàåìîãî ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∣
∣
∣
∣
∣
∣

b∫

a

[
F̄yy(δy)

2 + 2F̄yy′δyδy
′ + F̄y′y′(δy

′)2
]
dx

∣
∣
∣
∣
∣
∣

≤

≤ M

b∫

a

(|δy|2 + 2|δy‖δy′|+ |δy′|2)dx ≤

≤M(b− a)‖δy‖2C1= o(‖δy‖C1), ‖δy‖C1 → 0.

Çäåñü

M = max
a≤x≤b

{
|F̄yy|, |F̄yy′|, |F̄y′y′|

}
.

Òàêèì îáðàçîì, âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðèðàùåíèè �óíêöèîíàëà åñòü áåñ-

êîíå÷íî ìàëàÿ âûñøåãî ïîðÿäêà ïî ñðàâíåíèþ ñ âåëè÷èíîé ‖δy‖C1
ïðè

‖δy‖C1 → 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèðàùåíèå �óíêöèîíàëà ìîæíî ïðåä-

ñòàâèòü â âèäå ñóììû �óíêöèîíàëà, ëèíåéíîãî îòíîñèòåëüíî δy, è áåñ-
êîíå÷íî ìàëîé âûñøåãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî ‖δy‖ ïðè ‖δy‖C1 → 0.
Òàêèì îáðàçîì, �óíêöèîíàë ÿâëÿåòñÿ äè��åðåíöèðóåìûì ïî Ôðåøå

â �óíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå C1[a, b] è åãî äè��åðåíöèàë Ôðåøå

èìååò âèä

dJ [y, δy] =

b∫

a

[Fy(x, y, y
′)δy + Fy′(x, y, y

′)δy′] dx.

◭

Çà�èêñèðóåì àðãóìåíò y0(x) ∈ M �óíêöèîíàëà J [y] è íåêîòîðóþ

âàðèàöèþ δy(x) ýòîãî àðãóìåíòà è ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî êðèâûõ

y(x, α) = y0(x) + αδy(x),

ãäå α � ïðîèçâîëüíûé ïàðàìåòð. Íà êðèâûõ y(x, α) �óíêöèîíàë J [y]
ïðåâðàùàåòñÿ â �óíêöèþ ïàðàìåòðà α, ò.å.

J [y0 + αδy] = Φ(α).

Ïóñòü ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèè Φ(α) ïî ïàðàìåòðó α.

Îïðåäåëåíèå. Ïåðâîé âàðèàöèåé δJ [y0, δy] �óíêöèîíàëà J [y] â òî÷êå
y0 íàçûâàþò ïðåäåë

δJ [y0, δy] = lim
α→0

J [y0 + αδy]− J [y0]

α
=

d

dα
J [y0 + αδy]

∣
∣
∣
∣
α=0

.
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Ýòîò ïðåäåë ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé �óíêöèîíàë, êîòîðûé êàæäîé äî-

ïóñòèìîé âàðèàöèè δy ïðè �èêñèðîâàííîì àðãóìåíòå y0 ∈ M ñòàâèò

â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî. Âàðèàöèÿ åñòü îäíîðîäíûé �óíêöèîíàë îò δy,
òàê êàê

δJ [y0, λδy] = λδJ [y0, δy],

íî îíà ìîæåò è íå áûòü àääèòèâíûì ïî δy �óíêöèîíàëîì. Åñëè �óíê-
öèîíàë δJ [y0, δy] ëèíååí ïî δy, òî åãî íàçûâàþò ñëàáûì äè��åðåíöè-

àëîì, èëè äè��åðåíöèàëîì �àòî, â òî÷êå y0 è îáîçíà÷àþò DJ [y0, δy],
à �óíêöèîíàë J [y] ïðè ýòîì íàçûâàþò äè��åðåíöèðóåìûì ïî �àòî â

äàííîé òî÷êå. Òàêèì îáðàçîì, åñëè �óíêöèîíàë J [y] äè��åðåíöèðó-
åì ïî �àòî â òî÷êå y0, òî äëÿ ëþáîãî �èêñèðîâàííîãî δy èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî

J [y0 + αδy] = J [y0] + αDJ [y0, δy] + r[δy, α],

ãäå |r[δy, α]| = o(α) ïðè α→ 0.

Òåîðåìà 1. Åñëè �óíêöèîíàë J [y] äè��åðåíöèðóåì ïî Ôðåøå â òî÷êå

y0, òî åãî äè��åðåíöèàë �àòî â òî÷êå y0 ñóùåñòâóåò è ñîâïàäàåò ñ

äè��åðåíöèàëîì Ôðåøå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çà�èêñèðóåì íåêîòîðóþ âàðèàöèþ δy â òî÷êå y0 è
âû÷èñëèì ïðåäåë

δJ [y0, δy] = lim
α→0

J [y0 + αδy]− J [y0]

α
.

Çàìåíÿÿ â ÷èñëèòåëå äðîáè ïðèðàùåíèå �óíêöèîíàëà åãî âûðàæåíè-

åì èç (1) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî L[y0, αδy] = αL[y0, δy] â ñèëó ëèíåéíîñòè

äè��åðåíöèàëà Ôðåøå, ïîëó÷àåì

δJ [y0, δy] = lim
α→0

L[y0, αδy] + r[y0, αδy]

α
= L[y0, δy] + lim

α→0

r[y0, αδy]

α
. (2)

Çàìåòèì, ÷òî

lim
α→0

r[y0, αδy]

α
= sgnα · ‖δy‖ · lim

α→0

r[y0, αδy]

‖αδy‖ = 0. (3)

Òîãäà èç ðàâåíñòâà (2) ñ ó÷åòîì (3) ñëåäóåò

δJ [y0, δy] = L[y0, δy] ⇒ DJ [y0, δy] = dJ [y0, δy].

Òàêèì îáðàçîì, ïåðâàÿ âàðèàöèÿ äè��åðåíöèðóåìîãî ïî Ôðåøå �óíê-

öèîíàëà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé �óíêöèîíàë, ëèíåéíûé ïî δy. Ïîýòîìó,
ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, ýòîò �óíêöèîíàë åñòü äè��åðåíöèàë �àòî,

ðàâíûé äè��åðåíöèàëó Ôðåøå.
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Èç ñ�îðìóëèðîâàííîé âûøå òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî �óíêöèîíàë,

äè��åðåíöèðóåìûé ïî Ôðåøå â äàííîé òî÷êå, òàêæå äè��åðåíöèðóåì

â ýòîé òî÷êå ïî �àòî. Îáðàòíîå â îáùåì ñëó÷àå íåâåðíî: äè��åðåíöèàë

�àòî èëè âàðèàöèÿ �óíêöèîíàëà ìîæåò ñóùåñòâîâàòü ó íåäè��åðåí-

öèðóåìîãî ïî Ôðåøå �óíêöèîíàëà. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî �óíêöèîíàë,

äè��åðåíöèðóåìûé ïî �àòî, íå îáÿçàí áûòü íåïðåðûâíûì.

Ïðèìåð 7. Ïóñòü çàäàí �óíêöèîíàë

J [y] = 3

√

y3(a) + y3(b), y(x) ∈ C[a, b].

Íàéòè âàðèàöèþ �óíêöèîíàëà â òî÷êå y0(x) = 0.

◮ �àññìîòðèì �óíêöèþ

Φ(α) = J [y0 + αδy] = 3

√

(αδy(a))3 + (αδy(b))3,

ãäå δy(x) � íåêîòîðîå äîïóñòèìîå ïðèðàùåíèå àðãóìåíòà. Âàðèàöèÿ

�óíêöèîíàëà â òî÷êå y0, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, åñòü ïðîèçâîäíàÿ

�óíêöèè Φ(α) ïðè α = 0:

δJ [y0, δy] = Φ′(0) = 3

√

(δy(a))3 + (δy(b))3.

Çàìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îòíîñè-

òåëüíî δy(x), ÷òî îçíà÷àåò íåäè��åðåíöèðóåìîñòü äàííîãî �óíêöèî-
íàëà ïî �àòî (à çíà÷èò, è ïî Ôðåøå) â òî÷êå y0(x) = 0. ◭

Ïðèìåð 8. �àññìîòðèì �óíêöèîíàë

J [y] =

b∫

a

F (x, y, y′)dx,

çàäàííûé íà �óíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå C1[a, b]. Âûÿñíèì äîñòà-

òî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðâîé âàðèàöèè ýòîãî �óíêöèîíàëà.

◮ Âû÷èñëåíèå ïåðâîé âàðèàöèè ñâîäèòñÿ ê äè��åðåíöèðîâàíèþ èí-

òåãðàëà

J [y + αδy] =

b∫

a

F (x, y + αδy, y′ + αδy′)dx
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ïî ïàðàìåòðó α è âû÷èñëåíèþ ïðåäåëà ïðè α→ 0:

δJ [y, δy] =
d

dα
J [y + αδy]

∣
∣
∣
∣
α=0

=

b∫

a

∂

∂α
F (x, y + αδy, y′ + αδy′)dx

∣
∣
∣
∣
α=0

=

=

b∫

a

[Fy(x, y, y
′)δy + Fy′(x, y, y

′)δy′] dx.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ çàêîííîñòè òàêîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ äîñòàòî÷íî

íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè F è åå ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ Fy è Fy′, ÷òî ÿâ-

ëÿåòñÿ áîëåå ñëàáûì óñëîâèåì, ÷åì äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâà-

íèÿ äè��åðåíöèàëà Ôðåøå äëÿ äàííîãî �óíêöèîíàëà (ñì. ïðèìåð 6).

Ïåðâàÿ âàðèàöèÿ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì �óíêöèîíàëîì îòíîñèòåëüíî δy,
ò.å. ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äè��åðåíöèàë �àòî. ◭

Ïðèìåð 9. Ïîêàçàòü, ÷òî �óíêöèîíàë

J [y] =

π∫

0

[(y′)2 + y + x]dx+ 3y(1), y(x) ∈ C1[0, π],

äè��åðåíöèðóåì ïî Ôðåøå è íàéòè åãî ïåðâóþ âàðèàöèþ.

◮ �àññìîòðèì ïðèðàùåíèå �óíêöèîíàëà íà íåêîòîðîé �óíêöèè

y(x) ∈ C1[0, π], ñîîòâåòñòâóþùåå ïðèðàùåíèþ δy(x) àðãóìåíòà, è âû-

äåëèì ëèíåéíóþ îòíîñèòåëüíî δy(x) ÷àñòü ýòîãî ïðèðàùåíèÿ:

∆J [y] = J [y + δy]− J [y] =

=

π∫

0

[(y′+δy′)2+y+δy+x]dx−
π∫

0

[(y′)2+y+x]dx+3[y(1)+δy(1)]−3y(1) =

=

π∫

0

[2y′δy′ + δy]dx+ 3δy(1) +

π∫

0

(δy′)2dx.

Çàìåòèì, ÷òî ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ ëèíåéíû ïî δy, à äëÿ âòîðîãî

ñëàãàåìîãî ñïðàâåäëèâà îöåíêà

π∫

0

(δy′)2dx ≤
π∫

0

(|δy|+ |δy′|)2dx ≤ π‖δy‖2C1 = o(‖δy‖C1), ‖δy‖C1 → 0.
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî �óíêöèîíàë ÿâëÿåòñÿ äè��åðåíöèðóåìûì ïî

Ôðåøå è äè��åðåíöèàë Ôðåøå çàïèøåòñÿ â âèäå

dJ [y] =

π∫

0

[2y′δy′ + δy]dx+ 3δy(1).

Â ñèëó óñòàíîâëåííîé äè��åðåíöèðóåìîñòè �óíêöèîíàëà è òåîðåìû 1

åãî ïåðâàÿ âàðèàöèÿ áóäåò ñîâïàäàòü ñ äè��åðåíöèàëîì Ôðåøå. ◭

Óïðàæíåíèå 9. Ïîêàçàòü, ÷òî ñìåøàííûé �óíêöèîíàë

J [y] =

b∫

a

F (x, y, y′)dx+ f(y(a), y(b)), y(x) ∈ C1[a, b],

ãäå F (x, y, y′) � äâàæäû íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìàÿ �óíêöèÿ, à

f(ξ, η) � íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìà ïî êàæäîìó àðãóìåíòó, ÿâëÿ-
åòñÿ äè��åðåíöèðóåìûì ïî Ôðåøå è åãî âàðèàöèÿ èìååò âèä

δJ [y, δy] =

b∫

a

[Fy(x, y, y
′)δy + Fy′(x, y, y

′)δy′] dx+
∂f

∂ξ
δy(a) +

∂f

∂η
δy(b),

ãäå ξ = y(a), η = y(b).
Óïðàæíåíèå 10. Ïîêàçàòü, ÷òî �óíêöèîíàë

J [y] =

b∫

a

F (x, y)dx, y(x) ∈ C[a, b],

ãäå F (x, y) � äâàæäû íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìàÿ �óíêöèÿ, äè�-

�åðåíöèðóåì ïî Ôðåøå è åãî âàðèàöèÿ èìååò âèä

δJ [y, δy] =

b∫

a

Fy(x, y)δydx.

2.2 Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà

Îïðåäåëåíèå. �îâîðÿò, ÷òî �óíêöèîíàë J [y] èìååò â òî÷êå y0 ëî-

êàëüíûé ìèíèìóì (ìàêñèìóì), åñëè ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U(y0, ε)
òî÷êè y0 òàêàÿ, ÷òî

J [y] ≥ J [y0] (J [y] ≤ J [y0]) , ∀y ∈ U(y0, ε). (4)

Òî÷êè, â êîòîðûõ J [y] èìååò ëîêàëüíûé ìèíèìóì èëè ëîêàëüíûé ìàê-

ñèìóì, íàçûâàþò òî÷êàìè ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà.
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Îïðåäåëåíèå. Ýêñòðåìóì �óíêöèîíàëà J [y] ïî âñåé ñîâîêóïíîñòè

�óíêöèé, íà êîòîðûõ îí îïðåäåëåí, íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíûì (èëè ãëî-

áàëüíûì) ýêñòðåìóìîì.

Çàìåòèì, ÷òî â îïðåäåëåíèè ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà �èãóðèðóåò ïî-

íÿòèå îêðåñòíîñòè, ïîýòîìó ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì (â îòëè÷èå îò àá-

ñîëþòíîãî) çàâèñèò îò íîðìû, äåéñòâóþùåé â �óíêöèîíàëüíîì ïðî-

ñòðàíñòâå, íà êîòîðîì çàäàí äàííûé �óíêöèîíàë.

Ïóñòü �óíêöèîíàë J [y] îïðåäåëåí íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå �óíê-

öèé èç ïðîñòðàíñòâà C1[a, b]. Ýòè �óíêöèè ìîæíî òàêæå ñ÷èòàòü ýëå-

ìåíòàìè �óíêöèîíàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà C[a, b], ïîñêîëüêó èìååò ìå-

ñòî âêëþ÷åíèå C1[a, b] ⊂ C[a, b]. Òîãäà íà çàäàííîì ìíîæåñòâå íåïðå-

ðûâíî äè��åðåíöèðóåìûõ �óíêöèé ìîæíî èñïîëüçîâàòü êàê íîðìó

‖ · ‖C , òàê è íîðìó ‖ · ‖C1
. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ðàçëè÷àþò ñèëüíûé

è ñëàáûé ëîêàëüíûé ýêñòðåìóìû �óíêöèîíàëà.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ y0(x) ∈ C1[a, b] äîñòàâëÿåò ñëàáûé ëîêàëü-

íûé ìèíèìóì (ìàêñèìóì) �óíêöèîíàëó J [y], åñëè íàéäåòñÿ òàêàÿ

ñëàáàÿ ε-îêðåñòíîñòü �óíêöèè y0(x), ÷òî äëÿ ëþáîé �óíêöèè y(x) èç
ýòîé îêðåñòíîñòè âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

J [y] ≥ J [y0] (J [y] ≤ J [y0]) .

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ y0(x) ∈ C1[a, b] äîñòàâëÿåò ñèëüíûé ëîêàëü-

íûé ìèíèìóì (ìàêñèìóì) �óíêöèîíàëó J [y], åñëè íàéäåòñÿ òàêàÿ

ñèëüíàÿ ε-îêðåñòíîñòü �óíêöèè y0(x), ÷òî äëÿ ëþáîé �óíêöèè y(x)
èç ýòîé îêðåñòíîñòè âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

J [y] ≥ J [y0] (J [y] ≤ J [y0]) .

Åñëè �óíêöèÿ y0(x) ∈ C1[a, b] äîñòàâëÿåò ñèëüíûé, òî îíà äîñòàâëÿ-
åò è ñëàáûé ýêñòðåìóì �óíêöèîíàëó. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó âñÿ-

êàÿ �óíêöèÿ, ïðèíàäëåæàùàÿ ñëàáîé ε-îêðåñòíîñòè �óíêöèè y0(x),
çàâåäîìî âõîäèò â åå æå ñèëüíóþ ε-îêðåñòíîñòü, òî âñÿêèé ñèëüíûé

ýêñòðåìóì îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ è ñëàáûì. Îáðàòíîå, âîîáùå ãîâî-

ðÿ, íåâåðíî (ñì. ïðèìåð 10).

Åñëè �óíêöèîíàë îïðåäåëåí íà ìíîæåñòâå íåïðåðûâíî äè��åðåí-

öèðóåìûõ �óíêöèé, òî íàëè÷èå â íåêîòîðîé òî÷êå ýòîãî ìíîæåñòâà

àáñîëþòíîãî ýêñòðåìóìà âëå÷åò íàëè÷èå â ýòîé æå òî÷êå îäíîâðåìåí-

íî ñèëüíîãî è ñëàáîãî ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà. Îáðàòíîå íåâåðíî, ò.å.

íå âñÿêèé ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì áóäåò àáñîëþòíûì.

Ïðèìåð 10. �àññìîòðèì �óíêöèîíàë

J [y] =

π∫

0

y2[1− (y′)2]dx, y(x) ∈ C1[0, π]. (5)
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Ïîêàæåì, ÷òî �óíêöèÿ y0(x) = 0 äîñòàâëÿåò �óíêöèîíàëó òîëüêî ñëà-
áûé ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì, ñèëüíûé ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì ïðè ýòîì

îòñóòñòâóåò.

◮ Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî �óíêöèÿ y0(x) = 0 äîñòàâëÿåò ñëàáûé ìè-

íèìóì �óíêöèîíàëó (5). Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ y0(x) = 0 �óíêöèîíàë

J [y0] = 0. �àññìîòðèì êðèâûå èç ε-îêðåñòíîñòè ïåðâîãî ïîðÿäêà �óíê-
öèè y0(x) = 0, x ∈ [0, π], ò.å. òàêèå ÷òî

‖y − y0‖C1 = max
x∈[0,π]

|y(x)|+ max
x∈[0,π]

|y′(x)| < ε.

Åñëè 0 < ε < 1, òî |y′(x)| < 1. Ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ ïðè y(x) 6= 0
ïîëîæèòåëüíà, è, ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèîíàë (5) îáðàùàåòñÿ â íóëü

ëèøü ïðè y(x) = 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íà �óíêöèè y0(x) = 0 äîñòè-
ãàåòñÿ ñëàáûé ìèíèìóì.

Â òîæå âðåìÿ ñèëüíûé ýêñòðåìóì â ýòîé òî÷êå íå äîñòèãàåòñÿ. Äëÿ

äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî �àêòà ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �óíêöèé

yn(x) =
1√
n
sinnx, n = 1, 2, . . . ,

ñõîäÿùóþñÿ ïðè n→ ∞ ê �óíêöèè y(x) = 0. Òîãäà

J [yn] =
1

n

∫ π

0
sin2 nx(1− n cos2 nx)dx =

π

2n
− π

8

è ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì n íà êðèâûõ yn(x) �óíêöèîíàë J [y] < 0. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, âñå ýòè êðèâûå ïðè áîëüøèõ n ëåæàò â ñêîëü óãîäíî

ìàëîé îêðåñòíîñòè íóëåâîãî ïîðÿäêà �óíêöèè y0(x) = 0 (ñì. óïð. 4).

À çíà÷èò, ñèëüíûé ýêñòðåìóì íà �óíêöèè y0(x) = 0 íå äîñòèãàåòñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ñëàáûé ýêñòðåìóì íå îáÿçàí áûòü ñèëüíûì. ◭

Òåîðåìà 2 (íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà).

Ïóñòü y0 ∈ M � òî÷êà ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà �óíêöèîíàëà J [y] è
�óíêöèîíàë J [y] èìååò ïåðâóþ âàðèàöèþ (äè��åðåíöèðóåì ïî Ôðå-

øå) â òî÷êå y0. Òîãäà

δJ [y0, δy] = 0 (dJ [y0, δy] = 0) ∀δy ∈ E.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü y0 � òî÷êà ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà �óíêöèî-
íàëà J [y]. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé, íî �èêñèðîâàííûé ýëåìåíò δy ∈ E.
�àññìîòðèì �óíêöèþ Φ(α) = J [y0+αδy]. Ïîñêîëüêó y0 � òî÷êà ëîêàëü-
íîãî ýêñòðåìóìà �óíêöèîíàëà, òî α = 0 � òî÷êà ëîêàëüíîãî ýêñòðåìó-
ìà �óíêöèè Φ(α). Ïî òåîðåìå Ôåðìà äëÿ �óíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé

Φ′(0) = 0. Ïî îïðåäåëåíèþ ïåðâîé âàðèàöèè δJ [y0, δy] = Φ′(0) = 0. Â
ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè δy èìååì δJ [y0, δy] = 0, ∀δy ∈ E.
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Åñëè �óíêöèîíàë J [y] äè��åðåíöèðóåì ïî Ôðåøå â òî÷êå y0, òî
â ýòîé òî÷êå îí èìååò ïåðâóþ âàðèàöèþ è dJ [y0, δy] = δJ [y0, δy]. Ïî-
ñêîëüêó èç óæå äîêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî ýòà âàðèàöèÿ ðàâíà íóëþ, òî

è dJ [y0, δy] = 0, δy ∈ E, â ñèëó îïðåäåëåíèÿ äè��åðåíöèðóåìîñòè ïî

Ôðåøå.

Îïðåäåëåíèå. Òî÷êè, â êîòîðûõ ïåðâàÿ âàðèàöèÿ �óíêöèîíàëà îá-

ðàùàåòñÿ â íóëü, íàçûâàþòñÿ ñòàöèîíàðíûìè òî÷êàìè.

Çàìå÷àíèå. Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñëàáîãî ýêñòðåìóìà íà ìíîæåñòâå

íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìûõ �óíêöèé èç ïðîñòðàíñòâà C1[a, b] ÿâ-
ëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñèëüíîãî ýêñòðåìóìà.

Êðîìå òîãî, òàê êàê àáñîëþòíûé ýêñòðåìóì �óíêöèîíàëà ÿâëÿåòñÿ

è ëîêàëüíûì ýêñòðåìóìîì (ñèëüíûì è ñëàáûì), òî òåîðåìà îïðåäåëÿ-

åò òàêæå íåîáõîäèìîå óñëîâèå àáñîëþòíîãî ýêñòðåìóìà �óíêöèîíàëà

íà ýòîì ìíîæåñòâå.
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3 Îñíîâíûå ëåììû âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ

Ëåììà 1 (Ëàãðàíæ). Åñëè äëÿ ëþáîé �óíêöèè η(x) ∈ C1[a, b], òàêîé
÷òî η(a) = η(b) = 0, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

b∫

a

f(x)η(x)dx = 0, (6)

ãäå �óíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà [a, b], òî f(x) ≡ 0 íà [a, b].

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî óòâåðæäåíèå ëåììû íåâåðíî è íà îò-

ðåçêå [a, b] åñòü ïî êðàéíåé ìåðå îäíà òî÷êà x0, â êîòîðîé �óíêöèÿ f(x)
íå îáðàùàåòñÿ â íóëü: f(x0) 6= 0. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè f(x0) > 0.
Èç íåïðåðûâíîñòè f(x) íà [a, b] ñëåäóåò, ÷òî f(x) áóäåò ñîõðàíÿòü çíàê
è â íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå (x1, x2) ⊂ (a, b), îêðóæàþùåì òî÷êó x0. Â
êà÷åñòâå η(x) âûáèðàåì �óíêöèþ, ñîõðàíÿþùóþ çíàê íà (x1, x2) è îá-
ðàùàþùóþñÿ â íóëü âíå ýòîãî ïðîìåæóòêà, íàïðèìåð

η(x) =

{
0, x /∈ (x1, x2);
(x− x1)

2(x− x2)
2, x∈(x1, x2).

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî �óíêöèÿ η(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû,

ò.å. èìååò íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ η(a) =
η(b) = 0, è äëÿ íåå ðàññìàòðèâàåìûé èíòåãðàë äîëæåí áûòü ðàâåí

íóëþ. Îäíàêî

b∫

a

f(x)η(x)dx =

x2∫

x1

f(x)(x− x1)
2(x− x2)

2dx > 0,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ ëåììû.

Òàêèì îáðàçîì, ñäåëàííîå âûøå ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî f(x) îò-
ëè÷íà îò íóëÿ õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå, âåäåò ê íàðóøåíèþ óñëîâèé

ëåììû. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè óñëîâèÿ ëåììû âûïîëíåíû, òî f(x) ≡ 0,
x∈ [a, b].

Çàìå÷àíèå.

1. Ëåììà îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé, åñëè óñëîâèå (6) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ

�óíêöèé η(x), èìåþùèõ íà [a, b] íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå äî

n-ãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì

η(k)(a) = η(k)(b) = 0, k = 0, . . . , n− 1.

2. Ëåììà îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé äëÿ äâóêðàòíûõ, òðåõêðàòíûõ èí-

òåãðàëîâ è âîîáùå èíòåãðàëîâ ëþáîé êðàòíîñòè (ñì. [11℄).
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Ëåììà 2 (Äþáóà��åéìîí). Åñëè äëÿ ëþáîé �óíêöèè η(x) ∈ C1[a, b],
òàêîé ÷òî η(a) = η(b) = 0, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

b∫

a

f(x)η′(x)dx = 0, (7)

ãäå �óíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà [a, b], òî f(x) = const.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å. ÷òî ñóùåñòâóþò äâå

òî÷êè x1 è x2 òàêèå, ÷òî f(x1) < f(x2). Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå

ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ η(x), êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû è

äëÿ êîòîðîé ðàâåíñòâî (7) íå èìååò ìåñòà. Ïóñòü M � ïðîèçâîëüíîå

÷èñëî, òàêîå, ÷òî f(x1) < M < f(x2). Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè

f(x) ñóùåñòâóþò òàêèå íåïåðåñåêàþùèåñÿ èíòåðâàëû (α, β) è (α′, β ′),
ñîäåðæàùèå ñîîòâåòñòâåííî òî÷êè x1 è x2, ÷òî äëÿ ëþáûõ x∈(α, β) è
x′∈(α′, β ′) ñïðàâåäëèâî f(x) < M < f(x′). Â êà÷åñòâå �óíêöèè η′(x)
âûáåðåì ëþáóþ íåïðåðûâíóþ �óíêöèþ, ïîëîæèòåëüíóþ íà èíòåðâàëå

(α, β), îòðèöàòåëüíóþ íà èíòåðâàëå (α′, β ′) è ðàâíóþ íóëþ âíå ýòèõ

èíòåðâàëîâ è òàêóþ, ÷òî

b∫

a

η′(x)dx =

β∫

α

η′(x)dx+

β′

∫

α′

η′(x)dx = 0.

Òîãäà �óíêöèÿ η(x) îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé

η(x) =

x∫

a

η′(x)dx

è, êàê íåòðóäíî ïîêàçàòü, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû. Ïðè ýòîì

b∫

a

(f(x)−M)η′(x)dx =

β∫

α

(f(x)−M)η′(x)dx+

β′

∫

α′

(f(x)−M)η′(x)dx < 0,

ïîñêîëüêó îáà ñëàãàåìûõ îòðèöàòåëüíû. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

b∫

a

f(x)η′(x)dx =

b∫

a

(f(x)−M)η′(x)dx+M

b∫

a

η′(x)dx =

=

b∫

a

(f(x)−M)η′(x)dx < 0.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ëåììó.
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Ëåììà 3. Åñëè äëÿ ëþáîé �óíêöèè η(x) ∈ C1[a, b], òàêîé ÷òî η(a) =
η(b) = 0, âûïîëíåíî óñëîâèå

b∫

a

[ϕ(x)η(x) + ψ(x)η′(x)] dx = 0, (8)

ãäå �óíêöèè ϕ(x) è ψ(x) íåïðåðûâíû íà [a, b], òî ψ(x) íåïðåðûâíî
äè��åðåíöèðóåìà è

ϕ(x)− d

dx
ψ(x) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Φ(x) ïðîèçâîëüíóþ ïåðâîîáðàç-

íóþ �óíêöèè ϕ(x), ò.å.

Φ(x) =

x∫

a

ϕ(y)dy + C0, C0 = const.

Ïðîèíòåãðèðóåì ïåðâîå ñëàãàåìîå â (8) ïî ÷àñòÿì:

b∫

a

ϕ(x)η(x)dx = η(x)Φ(x)|ba −
b∫

a

Φ(x)η′(x)dx = −
b∫

a

Φ(x)η′(x)dx.

Îòñþäà

b∫

a

[ϕ(x)η(x) + ψ(x)η′(x)]dx =

b∫

a

[−Φ(x) + ψ(x)]η′(x)dx = 0

ïðè ëþáîì âûáîðå ïîñòîÿííîé C0. Èç ëåììû 2 ñëåäóåò, ÷òî

ψ(x)− Φ(x) = const.

Òîãäà

ψ′(x) = Φ′(x) = ϕ(x),

ò.å. �óíêöèÿ ψ(x) � íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìàÿ �óíêöèÿ.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â äàííîé ëåììå äè��åðåíöèðóåìîñòü �óíê-

öèè ψ(x) çàðàíåå íå ïðåäïîëàãàëàñü.
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4 Ïðîñòåéøàÿ çàäà÷à âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ

4.1 Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà

�àññìîòðèì �óíêöèîíàë

J [y] =

b∫

a

F (x, y, y′)dx, (9)

îïðåäåëåííûé íà ìíîæåñòâå �óíêöèé y(x) ∈ C1[a, b], óäîâëåòâîðÿþ-
ùèõ ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì:

y(a) = A, y(b) = B. (10)

Îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî �óíêöèÿ F (x, y, y′) íåïðåðûâíà ïî ñîâî-
êóïíîñòè ñâîèõ àðãóìåíòîâ è èìååò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîä-

íûå äî òðåòüåãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî.

Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ñëàáîãî ëîêàëüíî-

�èñ. 3.

ãî ýêñòðåìóìà �óíêöèîíàëà (9) íà ìíî-

æåñòâå íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìûõ

�óíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ãðàíè÷íûì

óñëîâèÿì (10), íàçûâàåòñÿ ïðîñòåéøåé

çàäà÷åé âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ, èëè

çàäà÷åé ñ çàêðåïëåííûìè êîíöàìè.

�åîìåòðè÷åñêè âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à

ñ çàêðåïëåííûìè êîíöàìè îçíà÷àåò, ÷òî

ñðåäè âñåõ ãëàäêèõ êðèâûõ, ñîåäèíÿþ-

ùèõ òî÷êè M1(a, A) è M2(b, B), òðåáóåò-
ñÿ íàéòè êðèâóþ, íà êîòîðîé �óíêöèîíàë

(9) äîñòèãàåò ýêñòðåìóìà (ñì. ðèñ. 3).

Îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ �óíêöèîíàëà (9) áóäåì ñ÷èòàòü ìíîæåñòâî

M =
{
y(x) ∈ C1[a, b] : y(a) = A, y(b) = B

}
.

Ôóíêöèè y(x) ∈ M íàçûâàþò äîïóñòèìûìè �óíêöèÿìè.

Òåîðåìà 3 (íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà äëÿ çàäà÷è ñ çàêðåïëåí-

íûìè êîíöàìè). Ïóñòü

1) �óíêöèÿ y(x) ∈ C2[a, b] äîñòàâëÿåò ñëàáûé ëîêàëüíûé ýêñòðå-

ìóì â çàäà÷å ñ çàêðåïëåííûìè êîíöàìè (9), (10);

2) �óíêöèÿ F (x, y, y′) îáëàäàåò íåïðåðûâíûìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîä-

íûìè äî âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî.

Òîãäà �óíêöèÿ y(x) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

Fy −
d

dx
Fy′ = 0. (11)

29



Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü �óíêöèÿ y(x) ∈ M äîñòàâëÿåò ñëàáûé ëî-

êàëüíûé ýêñòðåìóì �óíêöèîíàëó (9). Ëþáàÿ äîïóñòèìàÿ âàðèàöèÿ

δy(x) ýòîé �óíêöèè äîëæíà ïðèíàäëåæàòü ìíîæåñòâó

M0 =
{
δy(x) ∈ C1[a, b] : δy(a) = δy(b) = 0

}
.

Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (10) �èêñèðóþò çíà÷åíèå

äîïóñòèìûõ �óíêöèé íà êîíöàõ îòðåçêà, à ñëåäîâàòåëüíî, âàðèàöèÿ

�óíêöèè y(x) â ýòèõ òî÷êàõ áóäåò ðàâíà íóëþ.
Â ñèëó óñëîâèé ãëàäêîñòè èíòåãðàíòà F (x, y, y′) ìîæíî óòâåðæäàòü,

÷òî �óíêöèîíàë (9) äè��åðåíöèðóåì (ïî Ôðåøå) â òî÷êå y (ñì. ïðè-
ìåð 6). Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ïåðâàÿ âàðèàöèÿ δJ [y, δy] �óíêöè-
îíàëà â ýòîé òî÷êå. Èñïîëüçóÿ íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà äëÿ

äè��åðåíöèðóåìîãî �óíêöèîíàëà (ñì. òåîðåìó 2), ïîëó÷àåì ðàâåí-

ñòâî

δJ [y, δy] =

b∫

a

[Fy(x, y, y
′)δy + Fy′(x, y, y

′)δy′] dx = 0, ∀δy(x)∈ M0.

(12)

Çäåñü δy′(x) � ïðîèçâîäíàÿ äîïóñòèìîé âàðèàöèè, ò.å. δy′(x) = (δy(x))′.
Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì âòîðîå ñëàãàåìîå â âûðàæåíèè (12) è ó÷èòûâàÿ,

÷òî δy(a) = δy(b) = 0, ïîëó÷èì

∫ b

a

Fy′δy
′dx = [Fy′δy]|ba −

b∫

a

(
d

dx
Fy′

)

δydx = −
b∫

a

(
d

dx
Fy′

)

δydx.

Ïîëó÷åííûé â ðåçóëüòàòå èíòåãðàë áóäåò ñóùåñòâîâàòü, òàê êàê åãî

ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé â ñèëó óñëîâèé ãëàä-

êîñòè, íàëîæåííûõ íà èíòåãðàíò F (x, y, y′). Òîãäà ñîîòíîøåíèå (12)

ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

b∫

a

(

Fy −
d

dx
Fy′

)

δy(x)dx = 0, ∀δy(x)∈ M0,

ãäå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå �óíêöèè F (x, y, y′) âû÷èñëÿþòñÿ â òî÷êå

(x, y(x), y′(x)). Ïî ëåììå Ëàãðàíæà îòñþäà ñëåäóåò óðàâíåíèå (11).

Îïðåäåëåíèå. Óðàâíåíèå (11) íàçûâàþò óðàâíåíèåì Ýéëåðà, èëè

Ýéëåðà�Ëàãðàíæà, äëÿ �óíêöèîíàëà (9). Èíòåãðàëüíûå êðèâûå óðàâ-

íåíèÿ Ýéëåðà íàçûâàþò ýêñòðåìàëÿìè äàííîãî �óíêöèîíàëà. Âñÿêàÿ

ýêñòðåìàëü �óíêöèîíàëà, ÿâëÿþùàÿñÿ äîïóñòèìîé �óíêöèåé, íàçû-

âàåòñÿ äîïóñòèìîé ýêñòðåìàëüþ.
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Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå ïðîñòåéøåé âàðèàöèîííîé çàäà÷è ñëåäóåò

èñêàòü òîëüêî ñðåäè äîïóñòèìûõ ýêñòðåìàëåé �óíêöèîíàëà (9), ò.å.

ñðåäè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ýéëåðà, óäîâëåòâîðÿþùèõ ãðàíè÷íûì óñëî-

âèÿì (10).

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî �óíêöèÿ y(x) ÿâëÿåòñÿ äâàæäû äè��åðåíöèðóå-

ìîé, ïðåîáðàçóåì âòîðîå ñëàãàåìîå â óðàâíåíèè (11):

d

dx
Fy′ = Fy′x + Fy′yy

′ + Fy′y′y
′′.

Ñ ó÷åòîì ýòîãî çàïèøåì óðàâíåíèå Ýéëåðà â ñëåäóþùåé �îðìå:

Fy′y′y
′′ + Fyy′y

′ + Fxy′ − Fy = 0.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî åñëè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî Fy′y′ 6= 0, òî óðàâ-
íåíèå Ýéëåðà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáûêíîâåííîå äè��åðåíöèàëüíîå

óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà.

Ýêñòðåìàëè �óíêöèîíàëà (9) îáðàçóþò äâóõïàðàìåòðè÷åñêîå ñå-

ìåéñòâî èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ y = y(x, C1, C2). Äîïóñòèìûå ýêñòðåìà-
ëè �óíêöèîíàëà íàõîäÿò, îïðåäåëÿÿ ïàðàìåòðû C1 è C2 èç ãðàíè÷íûõ

óñëîâèé (10), ò.å. ðåøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé

y(a, C1, C2) = A, y(b, C1, C2) = B.

Èç ýòîé ñèñòåìû íå âñåãäà ìîæíî îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ ïà-

ðàìåòðîâ C1, C2. Çäåñü âîçìîæíû ðàçëè÷íûå âàðèàíòû: çàäà÷à ìîæåò

èìåòü îäíî ðåøåíèå, ëþáîå êîíå÷íîå ÷èñëî ðåøåíèé, áåñêîíå÷íî ìíîãî

ðåøåíèé èëè íå èìåòü íè îäíîãî.

Óðàâíåíèå Ýéëåðà ìîæíî ïîëó÷èòü äëÿ ìåíüøèõ óñëîâèé ãëàäêî-

ñòè, íàëîæåííûõ íà èíòåãðàíò F (x, y, y′), åñëè âìåñòî ëåììû Ëàãðàí-

æà èñïîëüçîâàòü ëåììó Äþáóà��åéìîíà. Â ýòîì ñëó÷àå òåîðåìó î

íåîáõîäèìîì óñëîâèè ýêñòðåìóìà ìîæíî äîêàçàòü è áåç ïðåäïîëîæå-

íèÿ íåïðåðûâíîñòè y′′(x).

Òåîðåìà 4 (íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà äëÿ çàäà÷è ñ çàêðåïëåí-

íûìè êîíöàìè). Ïóñòü

1) �óíêöèÿ y(x) ∈ C1[a, b] äîñòàâëÿåò ñëàáûé ëîêàëüíûé ýêñòðå-

ìóì â çàäà÷å ñ çàêðåïëåííûìè êîíöàìè (9), (10);

2) �óíêöèè F (x, y, y′), Fy(x, y, y
′), Fy′(x, y, y

′) íåïðåðûâíû êàê �óíê-

öèè òðåõ ïåðåìåííûõ.

Òîãäà Fy′(x, y(x), y
′(x)) � íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìàÿ �óíêöèÿ ïå-

ðåìåííîé x èç ïðîñòðàíñòâà C1[a, b] è �óíêöèÿ y(x) óäîâëåòâîðÿåò
óðàâíåíèþ

Fy −
d

dx
Fy′ = 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü �óíêöèÿ y(x) ∈ M äîñòàâëÿåò ñëàáûé ëî-

êàëüíûé ýêñòðåìóì �óíêöèîíàëó (9). Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ, íî �èê-

ñèðîâàííóþ âàðèàöèþ δy(x) ∈ M0. �àññìîòðèì �óíêöèþ Φ(α) =
J [y + αδy], ãäå α � ïàðàìåòð. Èç óñëîâèé ãëàäêîñòè, íàëîæåííûõ íà

�óíêöèè F (x, y, y′), y(x), δy(x), ñëåäóåò, ÷òî �óíêöèÿ Φ(α) äè��å-
ðåíöèðóåìà â òî÷êå α = 0 è ó �óíêöèîíàëà (9) ñóùåñòâóåò ïåðâàÿ

âàðèàöèÿ â òî÷êå y (ñì. ïðèìåð 8)

δJ [y, δy] = Φ′(0) =

b∫

a

[Fy(x, y, y
′)δy + Fy′(x, y, y

′)δy′] dx.

Èç íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà �óíêöèîíàëà (ñì. òåîðåìó 2)

ñëåäóåò, ÷òî â òî÷êå y âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

b∫

a

[Fy(x, y, y
′)δy + Fy′(x, y, y

′)δy′] dx = 0, ∀δy(x) ∈ M0.

Çäåñü ìû íå ìîæåì, êàê â ïðåäûäóùåé òåîðåìå, áðàòü âòîðîé èí-

òåãðàë ïî ÷àñòÿì, ïîñêîëüêó íå çàäàíà äè��åðåíöèðóåìîñòü �óíê-

öèè Fy′(x, y(x), y
′(x)). Îäíàêî â ñèëó ëåììû 3 (êîòîðàÿ åñòü ñëåäñòâèå

ëåììû Äþáóà��åéìîíà) �óíêöèÿ Fy′(x, y(x), y
′(x)) íåïðåðûâíî äè�-

�åðåíöèðóåìà ïî ïåðåìåííîé x íà ïðîìåæóòêå [a, b] è âûïîëíÿåòñÿ

ðàâåíñòâî

Fy(x, y(x), y
′(x))− d

dx
Fy′(x, y(x), y

′(x)) = 0, x ∈ [a, b].

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó âñÿêèé ñèëüíûé ýêñòðåìóì �óíêöèîíàëà,

îïðåäåëåííîãî íà ïðîñòðàíñòâå C1[a, b], åñòü îäíîâðåìåííî è ñëàáûé

ýêñòðåìóì, òî ñ�îðìóëèðîâàííûå âûøå òåîðåìà 3 è òåîðåìà 4 äàþò

íåîáõîäèìîå óñëîâèå è äëÿ ñèëüíîãî ýêñòðåìóìà äàííîãî �óíêöèîíà-

ëà. Òàê êàê àáñîëþòíûé ýêñòðåìóì �óíêöèîíàëà íà ìíîæåñòâå M
ÿâëÿåòñÿ è ëîêàëüíûì ýêñòðåìóìîì, òî òåîðåìà 3 è òåîðåìà 4 äà-

þò íåîáõîäèìîå óñëîâèå àáñîëþòíîãî ýêñòðåìóìà �óíêöèîíàëà (9) íà

ìíîæåñòâå M.

Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà òðåáóåò, ÷òîáû ýêñòðåìàëü �óíê-

öèîíàëà áûëà, ïî êðàéíåé ìåðå, íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìà, ò.å.

ïðèíàäëåæàëà ïðîñòðàíñòâó C1[a, b]. Îêàçûâàåòñÿ, ýòî òðåáîâàíèå

ìîæíî îñëàáèòü. Â ÷àñòíîñòè, ïðîñòåéøàÿ âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à èìå-

åò ñìûñë óæå òîãäà, êîãäà òðåáóåòñÿ òîëüêî êóñî÷íàÿ íåïðåðûâíîñòü

ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ýêñòðåìàëè, ò.å. �óíêöèîíàë ìîæíî îïðåäåëèòü

íà ïðîñòðàíñòâå KC1[a, b].
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Óïðàæíåíèå 11. Ïîêàæèòå, ÷òî ýêñòðåìàëü óäîâëåòâîðÿåò óðàâíå-

íèþ

d

dx
(F − y′Fy′)− Fx = 0

èëè â èíòåãðàëüíîé �îðìå

F − y′Fy′ −
x∫

a

Fxdx = C.

Óïðàæíåíèå 12. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ê ïîäûíòåãðàëüíîé �óíêöèè

F (x, y, y′) �óíêöèîíàëà (9) äîáàâèòü ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî x îò

êàêîé-ëèáî �óíêöèè f(x, y):

F1(x, y, y
′) = F (x, y, y′) +

d

dx
f(x, y),

òî âèä óðàâíåíèÿ Ýéëåðà îñòàíåòñÿ íåèçìåííûì.

Ïðèìåð 11. Èññëåäîâàòü íà ýêñòðåìóì �óíêöèîíàë

J [y] =

e∫

1

[x2(y′)2 + 6y2 + 100yx2 ln x]dx, y(1) = 0, y(e) = 3e2.

◮ Çàïèøåì óðàâíåíèå Ýéëåðà:

100x2 ln x+ 12y − d

dx

(
2x2y′

)
= 0

èëè

x2y′′ + 2xy′ − 6y = 50x2 lnx.

Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà

y(x) = C1x
−3 + C2x

2 + x2(5 ln2 x− 2 lnx),

ãäå C1, C2 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå, îïðåäåëÿåò ýêñòðåìàëè �óíê-

öèîíàëà. Èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íàõîäèì ïîñòîÿííûå C1 è C2:

{
y(1) = C1 + C2 = 0
y(e) = C1e

−3 + C2e
2 + 3e2 = 3e2

⇒ C1 = C2 = 0.

Â ðåçóëüòàòå äîïóñòèìîé ýêñòðåìàëüþ áóäåò �óíêöèÿ

y0(x) = x2(5 ln2 x− 2 lnx).
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Ïîêàæåì, ÷òî äîïóñòèìàÿ ýêñòðåìàëü äîñòàâëÿåò �óíêöèîíàëó àáñî-

ëþòíûé ìèíèìóì íà ìíîæåñòâå �óíêöèé

M = {y(x) ∈ C1[1, e] : y(1) = 0, y(e) = 3e2}.
�àññìîòðèì ïðèðàùåíèå �óíêöèîíàëà íà äîïóñòèìîé ýêñòðåìàëè.

Äëÿ ëþáûõ η(x) ∈ C1[1, e], òàêèõ ÷òî η(1) = η(e) = 0, èìååì

∆J [y0] = J [y0 + η]− J [y0] =

=

e∫

1

[2x2y′0η
′ + 12y0η + 100ηx2 lnx+ x2(η′)2 + 6η2]dx.

Èíòåãðèðóÿ ïåðâîå ñëàãàåìîå ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì

e∫

1

2x2y′0η
′dx = 2x2y′0η

∣
∣
e

1
−

e∫

1

d

dx

(
2x2y′0

)
ηdx = −

e∫

1

(100x2 lnx+12y0)ηdx.

Çäåñü ìû ó÷ëè, ÷òî η(1) = η(e) = 0, à y0(x) åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

Ýéëåðà. Òîãäà ïðèðàùåíèå �óíêöèîíàëà îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

∆J [y0] =

e∫

1

[x2(η′)2 + 6(η)2]dx ≥ 0.

Òàêèì îáðàçîì, äîïóñòèìàÿ ýêñòðåìàëü ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííà è äî-

ñòàâëÿåò �óíêöèîíàëó àáñîëþòíûé ýêñòðåìóì. ◭

�àññìîòðèì ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî óðàâíåíèå Ýéëåðà íåîáõî-

äèìîå, íî íå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà �óíêöèîíàëà (9).

Ïðèìåð 12. Èññëåäîâàòü íà ýêñòðåìóì �óíêöèîíàë

J [y] =

3π/2∫

0

[(y′)2 − y2]dx, y(0) = 0, y

(
3π

2

)

= 0.

◮ Óðàâíåíèå Ýéëåðà:

y′′ + y = 0.

Îáùåå ðåøåíèå:

y(x) = C1 cosx+ C2 sin x.

Åäèíñòâåííàÿ äîïóñòèìàÿ ýêñòðåìàëü: y0(x) = 0.
�àññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äîïóñòèìûõ �óíêöèé

ykn(x) =
1

n
sin kx, n∈N, k = 2;

2

3
.
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Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà

C1[0, 3π/2] ñòðåìèòñÿ ê �óíêöèè y0(x) ïðè n → ∞. Ïðè ýòîì

J [ykn] =
3π

4n2
(k2 − 1).

Ñëåäîâàòåëüíî,

J [ykn] < 0 = J [y0] ïðè k =
2

3
,

J [ykn] > 0 = J [y0] ïðè k = 2.

Òàêèì îáðàçîì, äîïóñòèìàÿ ýêñòðåìàëü ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà, íî

íå äîñòàâëÿåò ýêñòðåìóì �óíêöèîíàëó. ◭

Ïðèìåð 13. Èññëåäîâàòü íà ýêñòðåìóì �óíêöèîíàë

J [y] =

1∫

0

x
2
3 (y′)2dx, y(0) = 0, y(1) = 1.

◮ Óðàâíåíèå Ýéëåðà:

d

dx
(2x

2
3y′) = 0.

Îáùåå ðåøåíèå:

y(x) = 3C1x
1
3 + C2.

Ó÷èòûâàÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, ïîëó÷èì ýêñòðåìàëü y0(x) = x
1
3
.

Îòìåòèì, ÷òî íàéäåííàÿ ýêñòðåìàëü íå ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé, òàê

êàê íå ïðèíàäëåæèò �óíêöèîíàëüíîìó ïðîñòðàíñòâó C1[0, 1]. Òåì íå

ìåíåå, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòà ýêñòðåìàëü äîñòàâëÿåò àáñîëþòíûé

ìèíèìóì �óíêöèîíàëó. Äåéñòâèòåëüíî,

∆J [y0] = J [y0 + η]− J [y0] =

=

1∫

0

x
2
3

(
1

3
x−

2
3 + η′

)2

dx−
1∫

0

x
2
3

(
1

3
x−

2
3

)2

dx =
2

3
η

∣
∣
∣
∣

1

0

+

1∫

0

x
2
3 (η′)2dx ≥ 0.

Òàêèì îáðàçîì, ýêñòðåìàëü ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà, äîñòàâëÿåò àá-

ñîëþòíûé ýêñòðåìóì, íî ïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ íåäîïóñòèìîé. Ýòîò ïðè-

ìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî C1[0, 1] íå ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì

äëÿ äàííîé çàäà÷è è �óíêöèîíàë íåîáõîäèìî èññëåäîâàòü íà ïðî-

ñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ �óíêöèé C[0, 1]. ◭
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Ïðèìåð 14. Èññëåäîâàòü íà ýêñòðåìóì �óíêöèîíàë

J [y] =

1∫

−1

x2(y′)2dx, y(−1) = −1, y(1) = 1.

◮ Óðàâíåíèå Ýéëåðà:

d

dx

(
2x2y′

)
= 0 ⇒ x2y′ = C.

Îáùåå ðåøåíèå:

y(x) = C1x
−1 + C2.

Åäèíñòâåííàÿ ýêñòðåìàëü, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì:

y0(x) = x−1
. Ýòà ýêñòðåìàëü íå ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé, ïðè÷åì îíà íå

ïðèíàäëåæèò íè ïðîñòðàíñòâó C1[−1, 1], íè ïðîñòðàíñòâó C[−1, 1].
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî J [y] ≥ 0, ïðè÷åì J [y] = 0 òîëüêî ïðè

y′(x) ≡ 0, ò.å. y(x) = C, ãäå C = const. Ôóíêöèÿ y(x) = C ïðèíàä-

ëåæèò ïðîñòðàíñòâó C1[−1, 1], íî íå óäîâëåòâîðÿåò çàäàííûì ãðàíè÷-

íûì óñëîâèÿì. Â èòîãå, �óíêöèîíàë èìååò íèæíþþ ãðàíü, íî îíà íå

äîñòèãàåòñÿ íà êðèâûõ èç ïðîñòðàíñòâà C1[−1, 1], óäîâëåòâîðÿþùèõ
ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì.

�àññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äîïóñòèìûõ �óíêöèé

yn(x) =
arctgnx

arctgn
, n = 1, 2, . . . .

Â ïðåäåëå ïðè n→ ∞ ïîëó÷èì �óíêöèþ

signx =







−1, åñëè − 1 ≤ x < 0,
0, åñëè x = 0,

+1, åñëè 0 < x ≤ 1.

Ôóíêöèÿ y0(x) = signx óäîâëåòâîðÿåò çàäàííûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì,

ïðè÷åì J [y0] = 0.
Íà �óíêöèÿõ yn(x) �óíêöèîíàë ïðèíèìàåò çíà÷åíèå

J [yn] =

1∫

−1

n2x2dx

(1 + n2x2)2 arctg2(n)
=

2

n arctg2 n

(

1− 1

n
arctgn

)

.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

lim
n→∞

J [yn] = J [y0] = 0.

Òàêèì îáðàçîì, íèæíÿÿ ãðàíü �óíêöèîíàëà äîñòèãàåòñÿ òîëüêî íà

êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé �óíêöèè y0(x) = sign x, ïðèíàäëåæàùåé �óíê-

öèîíàëüíîìó ïðîñòðàíñòâó KC[−1, 1]. ◭
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Ïðèìåð 15. Ïóñòü

J [y] =

b∫

a

[p(x)(y′)2 + q(x)y2 + 2r(x)y]dx, y(a) = A, y(b) = B,

ãäå �óíêöèÿ p(x) > 0 � íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìàÿ, à q(x) ≥ 0
è r(x) � íåïðåðûâíûå íà îòðåçêå [a, b] �óíêöèè. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè

y0(x) ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüþ �óíêöèîíàëà J [y], òî íà íåé ðåàëèçóåòñÿ

ìèíèìóì ýòîãî �óíêöèîíàëà.

◮ Çàïèøåì óðàâíåíèå Ýéëåðà äëÿ äàííîãî �óíêöèîíàëà:

d

dx
[p(x)y′]− q(x)y = r(x).

Ïðè ñ�îðìóëèðîâàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî �óíêöèé p(x),
q(x), r(x) ýòî óðàâíåíèå ñ äîïîëíèòåëüíûìè óñëîâèÿìè y(a) = A,
y(b) = B èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå y0(x), êîòîðîå è îïðåäåëÿåò

ýêñòðåìàëü â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å.

Ïóñòü η(x) ∈ C1[a, b] è η(a) = η(b) = 0. Îïðåäåëèì çíàê ïðèðàùå-

íèÿ �óíêöèîíàëà íà èññëåäóåìîé ýêñòðåìàëè. Èìååì

∆J [y0] = J [y0 + η]− J [y0] =

=

b∫

a

[
p(x)((y′0 + η′)2 − y′0

2) + q(x)((y0 + η)2 − y′0
2) + 2r(x)η

]
dx =

= 2

b∫

a

[p(x)y′0η
′ + q(x)y0η + r(x)η] dx+

b∫

a

p(x)η′2dx+

b∫

a

q(x)η2dx.

Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïåðâîì èíòåãðàëå è ó÷èòû-

âàÿ òîò �àêò, ÷òî �óíêöèÿ y0(x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ýéëå-

ðà, ïîëó÷èì

b∫

a

[p(x)y′0η
′ + q(x)y0η + r(x)η] dx =

= p(x)y0(x)η(x)|ba
︸ ︷︷ ︸

=0

+

b∫

a

[−(p(x)y′0)
′ + q(x)y0 + r(x)] ηdx = 0.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî îñòàâøèåñÿ äâà èíòåãðàëà â âûðàæåíèè, îïðå-

äåëÿþùåì ïðèðàùåíèå �óíêöèîíàëà, íåîòðèöàòåëüíû. Â ðåçóëüòàòå

∆J [y0] > 0, ïîýòîìó íà ýêñòðåìàëè y0(x) äîñòèãàåòñÿ (àáñîëþòíûé)

ìèíèìóì èññëåäóåìîãî �óíêöèîíàëà, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. ◭

37



4.2 �åãóëÿðíûå ýêñòðåìàëè

Óðàâíåíèå Ýéëåðà äëÿ �óíêöèîíàëà (9) åñòü äè��åðåíöèàëüíîå

óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà, òàê ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà äîëæ-

íî èìåòü âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ. Ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî êðèâàÿ, íà êîòî-

ðîé äàííûé �óíêöèîíàë äîñòèãàåò ýêñòðåìóìà, íå ÿâëÿåòñÿ äâàæäû

äè��åðåíöèðóåìîé.

Âûÿñíèì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ìîæíî ãàðàíòèðîâàòü ñóùåñòâîâà-

íèå âòîðîé ïðîèçâîäíîé ó �óíêöèè y(x), ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé ðåøå-
íèå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü y = y(x) åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà. Åñ-

ëè �óíêöèÿ F (x, y, y′) èìååò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå äî

âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî, òî âî âñåõ òî÷êàõ (x, y), â êîòîðûõ

Fy′y′(x, y(x), y
′(x)) 6= 0,

�óíêöèÿ y = y(x) èìååò íåïðåðûâíóþ âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì ïîëíîå ïðèðàùåíèå �óíêöèè

Fy′(x, y, y
′). Èç òåîðåìû î ñðåäíåì çíà÷åíèè ñëåäóåò, ÷òî

∆Fy′ = Fy′(x+∆x, y +∆y, y′ +∆y′)− Fy′(x, y, y
′) =

= ∆xF̄y′x +∆yF̄y′y +∆y′F̄y′y′,

ãäå

F̄y′x = Fy′x(x+ θ1∆x, y + θ2∆y, y
′ + θ3∆y

′), 0 < θ1, θ2, θ3 < 1,

è àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ F̄y′y, F̄y′y′.

Èç îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäíîé èìååì

d

dx
Fy′ = lim

∆x→0

∆Fy′

∆x
= lim

∆x→0

[

F̄y′x +
∆y

∆x
F̄y′y +

∆y′

∆x
F̄y′y′

]

.

Ýòîò ïðåäåë ñóùåñòâóåò, òàê êàê Fy′ èìååò ïðîèçâîäíóþ ïî x, â ñèëó
óðàâíåíèÿ Ýéëåðà îíà ðàâíà Fy.

Òàê êàê âòîðûå ïðîèçâîäíûå �óíêöèè F (x, y, y′) ïî óñëîâèþ íåïðå-

ðûâíû, òî F̄y′x ïðè ∆x → 0 ñòðåìèòñÿ ê Fy′x. Âòîðîå ñëàãàåìîå ïðè

∆x → 0 òàêæå èìååò ïðåäåë. Ýòî âûòåêàåò èç ñóùåñòâîâàíèÿ y′ è
íåïðåðûâíîñòè âòîðîé ïðîèçâîäíîé Fy′y. Íî òîãäà ñóùåñòâóåò ïðåäåë

è òðåòüåãî ñëàãàåìîãî (òàê êàê ïðåäåë âñåé ñóììû ñóùåñòâóåò), ò.å.

ñóùåñòâóåò

lim
∆x→0

∆y′

∆x
F̄y′y′.

Åñëè ∆x → 0, òî F̄y′y′ ñòðåìèòñÿ ê ïðåäåëó Fy′y′ 6= 0 è, çíà÷èò, ñóùå-

ñòâóåò ïðåäåë

lim
∆x→0

∆y′

∆x
= y′′.

38



Èç óðàâíåíèÿ Ýéëåðà íåòðóäíî íàéòè âûðàæåíèå äëÿ y′′:

lim
∆x→0

∆y′

∆x
= y′′ =

d
dxFy′ − Fy′x − Fy′yy

′

Fy′y′
,

èç êîòîðîãî âèäíî, ÷òî y′′ íåïðåðûâíà âñþäó, ãäå Fy′y′ 6= 0.

Ñëåäñòâèå. Ýêñòðåìàëü y = y(x) ìîæåò èìåòü èçëîì òîëüêî â

òî÷êàõ, ãäå

Fy′y′(x, y(x), y
′(x)) = 0.

Òî÷êè ýêñòðåìàëè y = y(x), â êîòîðûõ Fy′y′ 6= 0, íàçûâàþò ðåãó-

ëÿðíûìè. Åñëè âñå òî÷êè ýêñòðåìàëè ðåãóëÿðíû, òî ñàìà ýêñòðåìàëü

íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé, èëè íåîñîáåííîé. Äëÿ ðåãóëÿðíûõ ýêñòðåìà-

ëåé óðàâíåíèþ Ýéëåðà ìîæíî ïðèäàòü âèä

y′′ = f(x, y, y′).

Ïðèìåð 16. �àññìîòðèì �óíêöèîíàë

J [y] =

1∫

−1

y2(1− y′)2dx, y(−1) = 0, y(1) = 1.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ äîêàçàííîé âûøå òåîðåìîé ýêñòðåìàëü �óíêöèî-

íàëà ìîæåò èìåòü èçëîì òîëüêî â òî÷êàõ, ëåæàùèõ íà îñè Ox. Äåé-
ñòâèòåëüíî,

Fy′y′ = 2y2 = 0 ⇒ y = 0.

Çàìåòèì, ÷òî ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå �óíêöèîíàëà, ðàâíîå íóëþ,

äîñòèãàåòñÿ íà �óíêöèè

y0(x) =

{
0, x ≤ 0,
x, x > 0,

ïðèíàäëåæàùåé �óíêöèîíàëüíîìó ïðîñòðàíñòâó KC1[−1, 1]. Õîòÿ

�óíêöèÿ y0(x) íå èìååò âòîðîé ïðîèçâîäíîé, îíà óäîâëåòâîðÿåò óðàâ-
íåíèþ Ýéëåðà äëÿ äàííîãî �óíêöèîíàëà. Äåéñòâèòåëüíî, çàïèøåì

óðàâíåíèå Ýéëåðà è ïîäñòàâèì �óíêöèþ y = y0(x):

Fy −
d

dx
Fy′ = 0 ⇒ 2y0(1− y′0)

2 +
d

dx

[
2y20(1− y′0)

]
= 0. (13)

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ �óíêöèè y0(x), èìååì

Fy′(x, y0(x), y
′
0(x)) = −2y20(1− y′0) ≡ 0, x ∈ [−1, 1],

à çíà÷èò, è

d
dx
Fy′ = 0, è õîòÿ óðàâíåíèå Ýéëåðà (13) �îðìàëüíî èìååò

âòîðîé ïîðÿäîê, à y′′0(x) íå ñóùåñòâóåò, ïîäñòàíîâêà �óíêöèè y0(x) â
óðàâíåíèå Ýéëåðà îáðàùàåò åãî â òîæäåñòâî.
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4.3 Ñëó÷àè ïîíèæåíèÿ ïîðÿäêà óðàâíåíèÿ Ýéëåðà

Óðàâíåíèå Ýéëåðà ÿâëÿåòñÿ äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì âòî-

ðîãî ïîðÿäêà è èíòåãðèðóåòñÿ â êâàäðàòóðàõ ëèøü â èñêëþ÷èòåëü-

íûõ ñëó÷àÿõ. Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ïðîñòåéøèå ñëó÷àè èíòåãðèðóåìî-

ñòè óðàâíåíèÿ Ýéëåðà. Êàê îêàçûâàåòñÿ, â ðÿäå ñëó÷àåâ åãî ïîðÿäîê

óäàåòñÿ ïîíèçèòü.

1. F (x, y, y′) = F (x, y)

Óðàâíåíèå Ýéëåðà â äàííîì ñëó÷àå èìååò âèä

Fy(x, y) = 0,

ò.å. ÿâëÿåòñÿ íå äè��åðåíöèàëüíûì, à àëãåáðàè÷åñêèì óðàâíåíèåì.

Åãî ðåøåíèå y = y(x) (åñëè îíî ñóùåñòâóåò) íå ñîäåðæèò ïðîèçâîëà è
ïîýòîìó, âîîáùå ãîâîðÿ, íå óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì y(a) =
A, y(b) = B. Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ

Ýéëåðà, â îáùåì ñëó÷àå, íå ñóùåñòâóåò.

Çàìå÷àíèå. Ëèøü â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà êðèâàÿ y(x) ïðîõîäèò ÷åðåç

ãðàíè÷íûå òî÷êè (a, A) è (b, B), åå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ýêñòðå-

ìàëü, íà êîòîðîé �óíêöèîíàë ïðèíèìàåò ñòàöèîíàðíîå çíà÷åíèå.

2. F (x, y, y′) = P (x, y) +Q(x, y)y′

Óðàâíåíèå Ýéëåðà çàïèñûâàåòñÿ â �îðìå

∂P

∂y
− ∂Q

∂x
= 0.

Ýòî óðàâíåíèå íå ÿâëÿåòñÿ äè��åðåíöèàëüíûì, è êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ

ýòîãî óðàâíåíèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ðåøåíèÿ íå èìååò (ñì. çàìå÷àíèå ê

ñëó÷àþ 1).

Çàìå÷àíèå. Åñëè

∂P

∂y
≡ ∂Q

∂x
,

òî P (x, y)dx+Q(x, y)dy = du(x, y) è çíà÷åíèå �óíêöèîíàëà

J [y] =

b∫

a

(P +Qy′)dx =

(b,B)∫

(a,A)

(Pdx+Qdy) = u(a, A)− u(b, B)

íå çàâèñèò îò âûáîðà êðèâîé, ñîåäèíÿþùåé òî÷êè (a, A) è (b, B). Òàê
êàê çíà÷åíèå �óíêöèîíàëà ïîñòîÿííî íà ìíîæåñòâå äîïóñòèìûõ �óíê-

öèé, òî âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à òåðÿåò ñìûñë.
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3. F (x, y, y′) = F (x, y′)

Óðàâíåíèå Ýéëåðà ïðèíèìàåò âèä

d

dx
Fy′(x, y

′) = 0.

Ïðîèíòåãðèðîâàâ, ïîëó÷èì äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïî-

ðÿäêà

Fy′(x, y
′) = C, (14)

ãäå C � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Äàëüíåéøåå èíòåãðèðîâàíèå ïðî-

èçâîäèòñÿ ïóòåì ðàçðåøåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé ëèáî ïóòåì

ââåäåíèÿ ïàðàìåòðà.

Ñîîòíîøåíèå (14) íàçûâàþò ïåðâûì èíòåãðàëîì óðàâíåíèÿ Ýéëå-

ðà, à �óíêöèþ Fy′(x, y
′), ñîõðàíÿþùóþ ñâîå çíà÷åíèå íà ðåøåíèè äàí-

íîãî óðàâíåíèÿ, � èíòåãðàëîì èìïóëüñà.

4. F (x, y, y′) = F (y, y′)

Óðàâíåíèå Ýéëåðà èìååò âèä

Fy − Fy′yy
′ − Fy′y′y

′′ = 0.

Åñëè óìíîæèòü ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ íà y′, òî ëåâàÿ ÷àñòü
ïðåâðàùàåòñÿ â ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî x. Ïîýòîìó óðàâíåíèå Ýéëåðà
ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

d

dx
(F − y′Fy′) = 0

è èìååò ïåðâûé èíòåãðàë

F − y′Fy′ = C.

Äàëüíåéøåå èíòåãðèðîâàíèå òàêæå ïðîèçâîäèòñÿ ìåòîäàìè, ðàçâèòû-

ìè äëÿ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà, íå ðàçðåøåí-

íûõ îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé.

Ôóíêöèþ

H(y, y′) = y′Fy′ − F,

ñîõðàíÿþùóþ ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå íà ðåøåíèè óðàâíåíèÿ Ýéëåðà, íà-

çûâàþò èíòåãðàëîì ýíåðãèè.

5. F (x, y, y′) = F (y′)

Óðàâíåíèå Ýéëåðà èìååò âèä

y′′Fy′y′(y
′) = 0.

Äàëåå âîçìîæíû äâà âàðèàíòà:
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�èñ. 4. �èñ. 5.

à) y′′ = 0

Îáùåå ðåøåíèå:

y = C1x+ C2,

ãäå C1 è C2 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå, îïðåäåëÿåìûå èç ãðàíè÷-

íûõ óñëîâèé

y(a) = A, y(b) = B.

Òîãäà ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è áóäåò ïðÿìàÿ

y(x) = A+
B −A

b− a
(x− a),

ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè (a, A) è (b, B).

á) Fy′y′(y
′) = 0

Ñäåëàåì çàìåíó y′ = p. Ïîëó÷àåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå

Fpp(p) = 0. Åñëè pi, i = 1, 2, . . ., � êîðíè ýòîãî óðàâíåíèÿ, òî

y′ = pi. Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ýéëåðà áóäåò ñèñòåìà

�óíêöèé

yi(x) = pix+ Ci, i = 1, 2, . . . .

Ýòè ðåøåíèÿ ñîäåðæàòñÿ â îáùåì ðåøåíèè ïðåäûäóùåãî ïóíêòà.

Ïðèìåð 17 (çàäà÷à î áðàõèñòîõðîíå � êðèâîé íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà).

Îïðåäåëèòü êðèâóþ â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè, ñîåäèíÿþùóþ çàäàí-

íûå òî÷êè M1 è M2, íå ëåæàùèå íà îäíîé âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé, ïðè

äâèæåíèè ïî êîòîðîé ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæå-

ñòè ñêàòèòñÿ èç òî÷êè M1 â òî÷êó M2 â êðàò÷àéøåå âðåìÿ (òðåíèåì è

ñîïðîòèâëåíèåì ñðåäû ïðåíåáðåãàåì).

◮ Ïîìåñòèì íà÷àëî êîîðäèíàò â òî÷êó M1. Îñü Ox íàïðàâèì ãî-

ðèçîíòàëüíî, îñü Oy � âåðòèêàëüíî âíèç (ðèñ. 4). Êîíå÷íàÿ òî÷êà �

M2(x1, y1).
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Ïóñòü y = y(x) � óðàâíåíèå èñêîìîé êðèâîé. Íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü

ìàòåðèàëüíîé òî÷êè áóäåì ñ÷èòàòü ðàâíîé íóëþ. Èç çàêîíà ñîõðàíå-

íèÿ ýíåðãèè ñëåäóåò

mv2

2
= mgy,

ãäå m � ìàññà ìàòåðèàëüíîé òî÷êè. Îòñþäà v =
√
2gy è, ñëåäîâàòåëü-

íî,

dt =
dl

v
=

√

1 + (y′)2√
2gy

dx.

Âðåìÿ äâèæåíèÿ ïî êðèâîé îïðåäåëÿåòñÿ �óíêöèîíàëîì

T [y] =
1√
2g

x1∫

0

√

1 + (y′)2√
y

dx

ïðè óñëîâèÿõ

y(0) = 0, y(x1) = y1. (15)

Îïðåäåëèì òðàåêòîðèþ, äëÿ êîòîðîé �óíêöèîíàë T [y] ïðèíèìàåò
ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå. Çàìåòèì, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ íå çà-

âèñèò îò ïåðåìåííîé x ÿâíî. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå Ýéëåðà ñâîäèòñÿ

ê äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà:

√

1 + (y′)2√
y

− (y′)2
√

y(1 + (y′)2)
= C ⇒ y(1 + (y′)2) = 2C1.

Ââåäåì ïàðàìåòð t, ïîëàãàÿ y′ = ctg(t/2). Òîãäà ïîëó÷èì

y(t) =
2C1

1 + ctg2(t/2)
= 2C1 sin

2(t/2) = C1(1− cos t).

Òåïåðü îïðåäåëèì x(t):

dx =
dy

y′
= 2C1 sin

2(t/2)dt = C1(1−cos t)dt ⇒ x(t) = C1(t−sin t)+C2.

Â ñèëó íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ x(0) = y(0) = 0 íàõîäèì ïîñòîÿííóþ èíòå-

ãðèðîâàíèÿ C2 = 0. Ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå èñêîìîé êðèâîé èìååò
âèä: {

x = C1(t− sin t),

y = C1(1− cos t).
(16)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî èñêîìàÿ êðèâàÿ ïðèíàäëåæèò ñåìåéñòâó öèêëî-

èä (ðèñ. 5). Ïîñòîÿííàÿ C1 ìîæåò áûòü íàéäåíà èç âòîðîãî ãðàíè÷íîãî
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óñëîâèÿ, y(x1) = y1. Äëÿ ýòîãî ïîòðåáóåòñÿ íàéòè ðåøåíèå ñèñòåìû

óðàâíåíèé

x1 = C1(t0 − sin t0), y1 = C1(1− cos t0),

èëè

1− cos t0
t0 − sin t0

=
y1
x1
, 2C1 =

2y1
1− cos t0

=
y1

sin2(t0/2)
.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå íà èíòåðâà-

ëå 0 < t0 < π. Íàéäåííîå çíà÷åíèå C1 âûäåëÿåò èç ñåìåéñòâà ýêñòðåìà-

ëåé (16) òó åäèíñòâåííóþ, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò êðàåâûì óñëîâèÿì

(15).

Òàêèì îáðàçîì, êðèâàÿ íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà (áðàõèñòîõðî-

íà) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé öèêëîèäó, ñîåäèíÿþùóþ òî÷êè M1(0, 0) è

M2(x1, y1). Ïðè ýòîì çíà÷åíèå �óíêöèîíàëà T [y], ò.å. âðåìÿ, çà êîòîðîå
ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ñêàòèòñÿ èç íà÷àëà êîîðäèíàò â òî÷êó M2(x1, y1),
ðàâíî

T =

x1∫

0

√

1 + (y′)2

y
dx = 2

√

2C1

t0/2∫

0

dt =
√
y1

t0
sin(t0/2)

.

Çàäà÷ó î áðàõèñòîõðîíå ìîæíî îòíåñòè ê áîëåå îáùåìó êëàññó âàðè-

àöèîííûõ çàäà÷ � çàäà÷ î ìàêñèìàëüíîì áûñòðîäåéñòâèè: äàí íåêî-

òîðûé îáúåêò, îïðåäåëÿåìûé íàáîðîì �óíêöèé y1(x), y2(x), . . ., yn(x).
Òðåáóåòñÿ ïåðåâåñòè ýòîò îáúåêò èç ïîëîæåíèÿ A â ïîëîæåíèå B çà

íàèìåíüøåå âðåìÿ. ◭

Çàìå÷àíèå. Ñòðîãî ãîâîðÿ, ïðåäïîëîæåíèÿ, ïðè êîòîðûõ áûëî âûâå-

äåíî óðàâíåíèå Ýéëåðà, äëÿ çàäà÷è î áðàõèñòîõðîíå íå âûïîëíÿþòñÿ,

òàê êàê ïðè y = 0 ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ òåðïèò ðàçðûâ. Ïîýòîìó
ïðåäëîæåííûé âûøå âûâîä óðàâíåíèÿ Ýéëåðà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü

êàê ýâðèñòè÷åñêèé. Ñòðîãèå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî íàéòè â êíèãå [13℄.

Ïðèìåð 18 (çàäà÷à î ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ íàèìåíüøåé ïëîùàäè).

Ïóñòü äàíû äâå òî÷êè ïëîñêîñòè: A(x0, y0) è B(x1, y1). Òðåáóåòñÿ ñî-

åäèíèòü òî÷êè A è B êðèâîé y = y(x), ëåæàùåé âûøå îñè Ox è îá-

ëàäàþùåé òåì ñâîéñòâîì, ÷òî ïîâåðõíîñòü, îáðàçîâàííàÿ âðàùåíèåì

êðèâîé y = y(x) âîêðóã îñè àáñöèññ èìååò íàèìåíüøóþ âîçìîæíóþ

ïëîùàäü.

◮ Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê îòûñêàíèþ ìèíèìóìà �óíêöèîíàëà

S[y] = 2π

x1∫

x0

y
√

1 + (y′)2dx, y(x0) = y0, y(x1) = y1.
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�èñ. 6. �èñ. 7.

Ïîñêîëüêó ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ

F (x, y, y′) = 2πy
√

1 + (y′)2

íå çàâèñèò îò x ÿâíî, òî âûïèøåì ïåðâûé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ Ýéëåðà

F − y′Fy′ = C

èëè

y
√

1 + (y′)2 − y(y′)2
√

1 + (y′)2
= C ⇒ y

√

1 + (y′)2
= C.

�àçðåøèâ ýòî ðàâåíñòâî îòíîñèòåëüíî y′, ïîëó÷èì äè��åðåíöèàëüíîå

óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè

y′ =

√

y2

C2
− 1 ⇒ dy

√
y2

C2 − 1
= dx.

Îáùèì ðåøåíèåì äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ áóäåò ñåìåéñòâî öåï-

íûõ ëèíèé

y = C ch
( x

C
+ C̃

)

, (17)

âðàùàÿ êîòîðûå âîêðóã îñè àáñöèññ, ïîëó÷èì ïîâåðõíîñòè íàèìåíüøåé

ïëîùàäè, íàçûâàåìûå êàòåíîèäàìè (ñì. ðèñ. 6).

Ïîñòîÿííûå C è C̃ íàõîäÿòñÿ èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé

y(x0) = C ch
(x0
C

+ C̃
)

= y0, y(x1) = C ch
(x1
C

+ C̃
)

= y1.

Âûáåðåì äëÿ ïðîñòîòû êîíöû êðèâîé ñèììåòðè÷íûìè îòíîñèòåëü-

íî îñè Oy, ò.å. ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó

y(−a) = y(a) = D > 0.
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Òîãäà C̃ = 0, à ïàðàìåòð C îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ

D = C ch
a

C
≡ f(C). (18)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî C > 0, òàê êàê D > 0 è �óíêöèÿ y = chx
ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè. Òàê êàê

f ′(C) = ch
a

C

(

1− a

C
th

a

C

)

, f ′′(C) =
a2

C3
ch

a

C
> 0,

òî ãðà�èê �óíêöèè f(C) íà ïîëóîñè C > 0 âûïóêëûé âíèç è �óíê-

öèÿ èìååò íà ýòîì èíòåðâàëå åäèíñòâåííûé ýêñòðåìóì (ìèíèìóì)

(f(+0) = +∞, f(+∞) = +∞).

Ïóñòü �óíêöèÿ f(C) èìååò ìèíèìóì â òî÷êå C0: f(C0) = D0,

D0 > 0. Åñëè 0 < D < D0, óðàâíåíèå (18) ðåøåíèÿ íå èìååò, à ñëåäîâà-

òåëüíî, ýêñòðåìàëè, ñîåäèíÿþùåé ãðàíè÷íûå òî÷êè, íåò. Ïðè D = D0
áóäåò îäíà ýêñòðåìàëü, à ïðè D > D0 òàêèõ ýêñòðåìàëåé áóäåò äâå.

Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå óðàâíåíèå (18) èìååò äâà ðåøåíèÿ C1, C2, ïðè÷åì

0 < C1 < C0 < C2. Ìåíüøåìó èç íèõ (C = C1) áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü

áîëåå íèçêàÿ öåïíàÿ ëèíèÿ, à áîëüøåìó (C = C2) � áîëåå âûñîêàÿ.

Èòàê, â çàâèñèìîñòè îò ïîëîæåíèÿ òî÷åê A è B âîçìîæíû ñëåäóþ-

ùèå ñëó÷àè:

1) ×åðåç òî÷êè A è B ìîæíî ïðîâåñòè åäèíñòâåííóþ ýêñòðåìàëü.

Òîãäà ýòà ýêñòðåìàëü è ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è.

2) ×åðåç òî÷êè A è B ïðîõîäÿò äâå ýêñòðåìàëè. Â ýòîì ñëó÷àå îäíà

èç íèõ ðåàëèçóåò ìèíèìóì ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ, à âòîðàÿ � íåò.

Ïðîâåðêà ýòîãî �àêòà áóäåò ïðîâåäåíà â îäíîì èç ïîñëåäóþùèõ

ïàðàãðà�îâ.

3) Íå ñóùåñòâóåò íè îäíîé êðèâîé âèäà (17), ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷-

êè A è B. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â êëàññå �óíêöèé èç C1[x0, x1], ïðî-
õîäÿùèõ ÷åðåç äàííûå òî÷êè, ýêñòðåìóì �óíêöèîíàëà íå äîñòè-

ãàåòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèåì âàðèàöèîííîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ

ëîìàíàÿ. Íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ

áóäåò äîñòèãàòüñÿ íà ëîìàíîé ñ âåðøèíàìè (x0, y0), (x0, 0), (x1, 0),
(x1, y1), ò.å. ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ ñîñòîèò èç äâóõ êðóãîâ ðàäè-

óñîâ y0 è y1 ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ (x0, 0) è (x1, 0) ñîîòâåòñòâåííî,
ñîåäèíåííûõ îòðåçêîì [x0, x1] îñè Ox (ñì. ðèñ. 7). Ýòîò �àêò èë-

ëþñòðèðóåòñÿ õîðîøî èçâåñòíûìè îïûòàìè ñ ìûëüíîé ïëåíêîé,

íàòÿíóòîé íà äâà ïðîâîëî÷íûõ êîëüöà. Ìûëüíàÿ ïëåíêà, âñëåä-

ñòâèå ñèëüíîãî ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ, ñòðåìèòñÿ çàíÿòü ïî-

ëîæåíèå ñ ìèíèìàëüíîé ïëîùàäüþ ïîâåðõíîñòè. Ïîýòîìó ïðè ðàç-

äâèãàíèè ýòèõ êîëåö íà ðàññòîÿíèå áîëüøå êðèòè÷åñêîãî ìûëüíàÿ

ïëåíêà ëîïàåòñÿ è çàïîëíÿåò êàæäîå êîëüöî ïî îòäåëüíîñòè. Ýòî

è åñòü ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ íàéäåííîé ëîìàíîé ýêñòðåìàëè.
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Çàäà÷à î ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ ñ ìèíèìàëüíîé ïëîùàäüþ ÿâëÿåòñÿ

÷àñòíûì ñëó÷àåì çàäà÷è Ïëàòî: ñðåäè âñåõ ïîâåðõíîñòåé, èìåþùèõ â

êà÷åñòâå ñâîåé ãðàíèöû äàííûé êîíòóð Γ, íàéòè òàêóþ, êîòîðàÿ èìå-

åò ìèíèìàëüíóþ ïëîùàäü. �àññìîòðåííàÿ âûøå çàäà÷à ñîîòâåòñòâóåò

ñëó÷àþ, êîãäà êîíòóð Γ ñîñòîèò èç äâóõ îêðóæíîñòåé, ïîëó÷åííûõ ïðè

âðàùåíèè òî÷åê A è B âîêðóã îñè àáñöèññ. �åøåíèåì ýòîé çàäà÷è, êàê

ìû óæå âûÿñíèëè, ñëóæèò êàòåíîèä. ◭

Óïðàæíåíèå 13. Íàéòè ýêñòðåìàëè �óíêöèîíàëà

J [y] =

b∫

a

ψ(y)
√

1 + (y′)2dx,

ãäå ψ(y) � íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìàÿ �óíêöèÿ.

4.4 Èíâàðèàíòíîñòü óðàâíåíèÿ Ýéëåðà

Äëÿ óïðîùåíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ýéëåðà ÷àñòî èñïîëüçóþò çàìå-

íó ïåðåìåííûõ. Ïîêàæåì, ÷òî äàííóþ çàìåíó ìîæíî äåëàòü íå â ñàìîì

óðàâíåíèè, à íåïîñðåäñòâåííî â èíòåãðàëå, ïðåäñòàâëÿþùåì ðàññìàò-

ðèâàåìûé �óíêöèîíàë, à çàòåì óæå äëÿ íîâîãî �óíêöèîíàëà çàïèñàòü

óðàâíåíèå Ýéëåðà. �åøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîìîùüþ îáðàòíîé çà-

ìåíû ïåðåìåííûõ îïðåäåëÿåò ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ Ýéëåðà.

�àññìîòðèì �óíêöèîíàë

J [y] =

b∫

a

F (x, y, y′)dx (19)

Óðàâíåíèå Ýéëåðà äëÿ äàííîãî �óíêöèîíàëà

Fy −
d

dx
Fy′ = 0. (20)

Ïóñòü ïàðà äâàæäû íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìûõ �óíêöèé

{
x = ϕ(u, v)
y = ψ(u, v)

, J =
D(x, y)

D(u, v)
=

∣
∣
∣
∣

ϕu ϕv
ψu ψv

∣
∣
∣
∣
6= 0

âçàèìíî îäíîçíà÷íî îòîáðàæàåò ïîëîñó

Π1 = {(x, y) : a ≤ x ≤ b, −∞ ≤ y ≤ +∞}
íà ïîëîñó

Π2 = {(u, v) : α ≤ u ≤ β, −∞ ≤ v ≤ +∞}.
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Òîãäà ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî

dx = (ϕu + ϕvv
′)du, dy = (ψu + ψvv

′)du,

ïîëó÷èì

b∫

a

F (x, y, y′)dx =

β∫

α

F

[

ϕ(u, v), ψ(u, v),
ψu + ψvv

′

ϕu + ϕvv′

]

(ϕu + ϕvv
′)du =

=

β∫

α

Φ[u, v(u), v′(u)]du = J̄ [v(u)]. (21)

Óðàâíåíèå Ýéëåðà äëÿ �óíêöèîíàëà J̄ [v(u)] èìååò âèä

Φv −
d

du
Φv′ = 0. (22)

Óðàâíåíèå (22) ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ (20), ò.å. åñëè �óíêöèÿ y =
y(x) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ýéëåðà äëÿ �óíêöèîíàëà (19), òî �óíê-

öèÿ v = v(u) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòâåòñòâóþùåìó óðàâíåíèþ (22). Èíà÷å

ãîâîðÿ, ñâîéñòâî êðèâîé áûòü ýêñòðåìàëüþ íå çàâèñèò îò âûáîðà

ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Ýêñòðåìàëè �óíêöèîíàëà (19) ïîëó÷àþòñÿ èç ýêñòðåìàëåé �óíêöè-

îíàëà (21), åñëè ñäåëàòü îáðàòíóþ çàìåíó

u = ϕ̄(x, y), v = ψ̄(x, y).

Òàêèì îáðàçîì, åñëè �óíêöèîíàë (19) ïðåîáðàçóåòñÿ ïîñðåäñòâîì

çàìåíû ïåðåìåííîé èëè îäíîâðåìåííîé çàìåíîé èñêîìîé �óíêöèè è

íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé, òî ýêñòðåìóì �óíêöèîíàëà ïî-ïðåæíåìó íà-

õîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ Ýéëåðà, íî óæå äëÿ ïðåîáðàçîâàííîãî ïîäûíòå-

ãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ.

Ïðèìåð 19. Íàéòè ýêñòðåìàëè �óíêöèîíàëà

J [y] =

ln 2∫

0

[e−x(y′)2 − exy2]dx, y(0) = 1, y(ln 2) = 2,

âîñïîëüçîâàâøèñü èíâàðèàíòíîñòüþ óðàâíåíèÿ Ýéëåðà.

◮ Óðàâíåíèå Ýéëåðà äëÿ äàííîãî �óíêöèîíàëà èìååò âèä

y′′ − y′ + e2xy = 0.
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Êàê èçâåñòíî, îáùåé ñõåìû ðåøåíèÿ òàêèõ óðàâíåíèé íåò. Ïîýòîìó â

�óíêöèîíàëå ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ

x = lnu, y = v.

Èñõîäíûé �óíêöèîíàë ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

J̄ [v] =

2∫

1

[e− lnuu2(v′)2 − elnuv2]
du

u
=

2∫

1

[(v′)2 − v2]du.

Óðàâíåíèåì Ýéëåðà äëÿ �óíêöèîíàëà J̄ [v] áóäåò óðàâíåíèå

v′′ + v = 0.

Åãî îáùåå ðåøåíèå èìååò âèä

v = C1 cosu+ C2 sin u,

ãäå C1 è C2 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Ïåðåõîäÿ ê êîîðäèíàòàì x è

y, ïîëó÷àåì
y = C1 cos e

x + C2 sin e
x.

Ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé çàïèøåì âèä äîïóñòèìîé ýêñòðåìàëè èñ-

õîäíîé âàðèàöèîííîé çàäà÷è

y = (2 cos 1− 2) cos ex +

(

2 ctg 1− cos 2

sin 1

)

sin ex.

◭
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5 Îáîáùåíèÿ ïðîñòåéøåé çàäà÷è âàðèàöèîííîãî

èñ÷èñëåíèÿ

5.1 Ôóíêöèîíàëû, ñîäåðæàùèå ïðîèçâîäíûå âûñøèõ

ïîðÿäêîâ

�àññìîòðèì �óíêöèîíàë

J [y] =

b∫

a

F (x, y, y′, . . . , y(n))dx, (23)

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè âèäà

y(a) = A0, y′(a) = A1, . . . , y(n−1)(a) = An,

y(b) = B0, y′(b) = B1, . . . , y(n−1)(b) = Bn.
(24)

Áóäåì ñ÷èòàòü ïîäûíòåãðàëüíóþ �óíêöèþ F äè��åðåíöèðóåìîé n+2
ðàçà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýêñòðåìóì äîñòèãàåòñÿ íà êðèâîé y = y(x),
äè��åðåíöèðóåìîé 2n ðàç.

Îïðåäåëèì íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà �óíêöèîíàëà J [y].
Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî �óíêöèé

y(x, α) = y(x) + αδy(x).

Âñå �óíêöèè, ïðèíàäëåæàùèå ýòîìó ñåìåéñòâó, áóäåì ñ÷èòàòü 2n
ðàç äè��åðåíöèðóåìûìè �óíêöèÿìè. Åñëè ðàññìàòðèâàòü çíà÷åíèå

�óíêöèîíàëà J [y] òîëüêî íà êðèâûõ ñåìåéñòâà y = y(x, α), òî �óíê-

öèîíàë ïðåâðàòèòñÿ â �óíêöèþ ïàðàìåòðà α, äîñòèãàþùóþ ýêñòðå-

ìóìà ïðè α = 0. Ïîñêîëüêó y(x, 0) = y(x), òî ýêñòðåìóì �óíêöèè

Φ(α) = J [y + αδy] ñîîòâåòñòâóåò ýêñòðåìóìó �óíêöèîíàëà J [y]. Ñëå-
äîâàòåëüíî,

δJ [y, δy] = Φ′(0) =
d

dα
J [y + αδy]

∣
∣
∣
∣
α=0

= 0.

Ïîñòðîèì âàðèàöèþ �óíêöèîíàëà

δJ [y, δy] =




d

dα

b∫

a

F (x, y(x, α), y′(x, α), . . . , y(n)(x, α))





∣
∣
∣
∣
∣
∣
α=0

=

=

b∫

a

(

Fyδy + Fy′δy
′ + . . .+ Fy(n)δy

(n)
)

dx.
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Èíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè îäèí ðàç:

b∫

a

Fy′δy
′dx = [Fy′δy]|ba −

b∫

a

(
d

dx
Fy′

)

δy dx,

òðåòüå ñëàãàåìîå � äâà ðàçà:

b∫

a

Fy′′δy
′′dx = [Fy′′δy

′]|ba −
[(

d

dx
Fy′′

)

δy

]∣
∣
∣
∣

b

a

+

b∫

a

(
d2

dx2
Fy′′

)

δy dx

è ò.ä., ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå � n ðàç:

b∫

a

Fy(n)δy
(n)dx =

[

Fy(n)δy
(n−1)

]∣
∣
∣

b

a
−
[(

d

dx
Fy(n)

)

δy(n−2)

]∣
∣
∣
∣

b

a

+ . . .

. . .+ (−1)n
b∫

a

(
dn

dxn
Fy(n)

)

δy dx.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, â ñèëó êîòîðûõ

δy(a) = δy′(a) = . . . = δy(n−1)(a) = 0,

δy(b) = δy′(b) = . . . = δy(n−1)(b) = 0,

îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

δJ [y, δy] =

b∫

a

(

Fy −
d

dx
Fy′ +

d2

dx2
Fy′′ + . . .+ (−1)n

dn

dxn
Fy(n)

)

δy dx.

Íà êðèâîé y = y(x), ðåàëèçóþùåé ýêñòðåìóì, èìååì

b∫

a

(

Fy −
d

dx
Fy′ +

d2

dx2
Fy′′ + . . .+ (−1)n

dn

dxn
Fy(n)

)

δy(x)dx = 0,

ãäå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå �óíêöèè F âû÷èñëÿþòñÿ â òî÷êå

(x, y(x), y′(x), y′′(x), . . . , y(n)(x)). Îòñþäà, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè δy(x),
èç ëåììû Ëàãðàíæà ñëåäóåò, ÷òî

Fy −
d

dx
Fy′ +

d2

dx2
Fy′′ + . . .+ (−1)n

dn

dxn
Fy(n) = 0. (25)

Òàêèì îáðàçîì, �óíêöèÿ y(x), ðåàëèçóþùàÿ ýêñòðåìóì �óíêöèîíàëà

(23), äîëæíà áûòü ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (25).
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Îïðåäåëåíèå. Äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (25) íàçûâàþò óðàâíå-

íèåì Ýéëåðà�Ïóàññîíà, à åãî èíòåãðàëüíûå êðèâûå íàçûâàþò ýêñòðå-

ìàëÿìè ðàññìàòðèâàåìîé âàðèàöèîííîé çàäà÷è.

Îáùåå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñîäåðæèò 2n ïðîèçâîëüíûõ ïîñòî-

ÿííûõ, êîòîðûå ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû èç 2n ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (24).

Ïðèìåð 20. Íàéòè äîïóñòèìûå ýêñòðåìàëè �óíêöèîíàëà

J [y] =

1∫

0

[y2 + 2(y′)2 + (y′′)2]dx,

y(0) = y′(0) = 0, y(1) = 2 sh 1, y′(1) = 2e.

◮ Óðàâíåíèå Ýéëåðà�Ïóàññîíà èìååò âèä

y(IV ) − 2y′′ + y = 0.

Åãî îáùåå ðåøåíèå

y(x) = C1 sh x+ C2 ch x+ C3x sh x+ C4x chx,

ãäå C1, C2, C3, C4 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Îòñþäà ñ ïîìîùüþ

ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïî-

ñòîÿííûõ C1, C2, C3, C4:







C2 = 0,
C1 + C4 = 0,

C1 sh 1 + C2 ch 1 + C3 sh 1 + C4 ch 1 = 2 sh 1,

C1 ch 1 + C2 sh 1 + C3e+ C4e = 2e.

�åøàÿ ñèñòåìó, íàõîäèì

C1 = 0, C2 = 0, C3 = 2, C4 = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ýêñòðåìóì �óíêöèîíàëà ìîæåò äîñòèãàòüñÿ íà êðèâîé

y0(x) = 2x sh x.

Ïîêàæåì, ÷òî �óíêöèÿ y0(x) äîñòàâëÿåò àáñîëþòíûé ìèíèìóì �óíê-

öèîíàëó. Ïóñòü δy(x) ∈ C2[0, 1] è δy(0) = δy(1) = δy′(0) = δy′(1) = 0.
�àññìîòðèì ïðèðàùåíèå �óíêöèîíàëà íà êðèâîé y0(x):

∆J [y0] = J [y0 + δy]− J [y0] =

=

1∫

0

[2y0δy + (δy)2 + 4y′0δy
′ + 2(δy′)2 + 2y′′0δy

′′ + (δy′′)2]dx.
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Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì òðåòüå ñëàãàåìîå îäèí ðàç, à ïÿòîå ñëàãàåìîå

äâàæäû è ó÷èòûâàÿ, ÷òî δy(0) = δy(1) = δy′(0) = δy′(1) = 0, ïîëó÷èì

∆J [y0] =

1∫

0

[2y0 − 4y′′0 + 2y
(IV )
0 ]dx+

1∫

0

[(δy)2 + 2(δy′)2 + (δy′′)2]dx.

Òàê êàê y0(x) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ýéëåðà�Ïóàññîíà, òî ïåðâûé

èíòåãðàë ðàâåí íóëþ. Òîãäà

∆J [y0] =

1∫

0

[(δy)2 + 2(δy′)2 + (δy′′)2]dx ≥ 0.

Òàêèì îáðàçîì, êðèâàÿ y0(x) äîñòàâëÿåò àáñîëþòíûé ìèíèìóì �óíê-

öèîíàëó. ◭

5.2 Ôóíêöèîíàëû, çàâèñÿùèå îò íåñêîëüêèõ �óíêöèé

�àññìîòðèì �óíêöèîíàë âèäà

J [y1, . . . , yn] =

b∫

a

F (x, y1, . . . , yn, y
′
1, . . . , y

′
n)dx (26)

ïðè çàäàííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ

yi(a) = Ai, yi(b) = Bi, i = 1, . . . , n.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ íåîáõîäèìûõ óñëîâèé ýêñòðåìóìà �óíêöèîíàëà áó-

äåì âàðüèðîâàòü ëèøü îäíó èç �óíêöèé yi(x), îñòàâëÿÿ âñå îñòàëüíûå
�óíêöèè íåèçìåííûìè. Ïðè ýòîì �óíêöèîíàë J [y1, . . . , yn] ïðåâðàòèò-
ñÿ â �óíêöèîíàë, çàâèñÿùèé ëèøü îò îäíîé âàðüèðóåìîé �óíêöèè,

íàïðèìåð îò yi(x):
J [y1, . . . , yn] = J̃ [yi]

è, ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèÿ, ðåàëèçóþùàÿ ýêñòðåìóì, äîëæíà óäîâëå-

òâîðÿòü óðàâíåíèþ Ýéëåðà

Fyi −
d

dx
Fy′i

= 0.

Ïîñêîëüêó ýòî ðàññóæäåíèå ïðèìåíèìî ê ëþáîé �óíêöèè yi(x), i =
1, . . . , n, òî ìû ïîëó÷èì ñèñòåìó äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Fyi −
d

dx
Fy′i

= 0, i = 1, . . . , n.

Ýòà ñèñòåìà îïðåäåëÿåò 2n-ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî èíòåãðàëüíûõ
êðèâûõ â ïðîñòðàíñòâå x, y1, . . . , yn � ñåìåéñòâî ýêñòðåìàëåé äàííîé

âàðèàöèîííîé çàäà÷è.
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Óïðàæíåíèå 14. Ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ �óíêöèîíàëà (26) ïåðâàÿ âàðè-

àöèÿ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

δJ =
n∑

i=1

b∫

a

(
Fyiδyi + Fy′i

δy′i
)
dx.

Ïðèìåð 21. Íàéòè äîïóñòèìûå ýêñòðåìàëè �óíêöèîíàëà

J [y1, y2] =

π/2∫

0

[2y1y2 − 2y21 + (y′1)
2 − (y′2)

2]dx,

y1(0) = 0, y2(0) = 0, y1(π/2) = 1, y2(π/2) = −1.

◮ Ñèñòåìà óðàâíåíèé Ýéëåðà èìååò âèä

{
y′′1 + 2y1 − y2 = 0,

y′′2 + y1 = 0.

Âûðàçèâ èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû �óíêöèþ y2 = 2y1 + y′′1 è ïîä-
ñòàâèâ âî âòîðîå óðàâíåíèå, ïîëó÷èì äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

îòíîñèòåëüíî �óíêöèè y1(x):

y
(IV )
1 + 2y′′1 + y1 = 0.

Îáùåå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ

y1(x) = C1 cosx+ C2 sin x+ C3x cosx+ C4x sinx,

ãäå C1, C2, C3, C4 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Îòñþäà íåòðóäíî ïî-

ñòðîèòü âòîðîå ðåøåíèå ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

y2(x) = (2C4 + C1) cosx− (2C3 − C2) sinx+ C3x cosx+ C4x sinx.

Ïîäñòàâëÿÿ y1(x) è y2(x) â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, ïîëó÷èì ëèíåéíóþ

ñèñòåìó äëÿ îïðåäåëåíèÿ C1, C2, C3, C4. Îòñþäà íàõîäèì, ÷òî

C1 = 0, C2 = 1, C3 = 1, C4 = 0.

Òîãäà ïàðà �óíêöèé

y1(x) = sinx+ x cosx, y2(x) = − sinx+ x cosx

îïðåäåëÿåò äîïóñòèìóþ ýêñòðåìàëü. ◭
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Ïðèìåð 22. Èññëåäîâàòü íà ýêñòðåìóì �óíêöèîíàë

J [y1, y2] =

1∫

0

[y22 + (y′1)
2 + (y′2)

2]dx,

y1(0) = 0, y2(0) = 1, y1(1) = 1, y2(1) = e.

◮ Ñèñòåìà óðàâíåíèé Ýéëåðà èìååò âèä

{
y′′1 = 0,

y′′2 − y2 = 0.

�åøàåì ñèñòåìó è íàõîäèì åå îáùåå ðåøåíèå

y1(x) = C1x+ C2, y2(x) = C3e
x + C4e

−x.

Èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé èìååì

C1 = 1, C2 = 0, C3 = 1, C4 = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ýêñòðåìóì �óíêöèîíàëà ìîæåò äîñòèãàòüñÿ íà ýêñòðå-

ìàëè

ŷ1(x) = x, ŷ2(x) = ex.

Ïîêàæåì, ÷òî íà äîïóñòèìîé ýêñòðåìàëè çàäàííûé �óíêöèîíàë

èìååò àáñîëþòíûé ìèíèìóì. Ïóñòü δy1(x), δy2(x) ∈ C1[0, 1] è δy1(0) =
δy1(1) = δy2(0) = δy1(1) = 0. �àññìîòðèì ïðèðàùåíèå �óíêöèîíàëà

∆J [ŷ1, ŷ2] = J [ŷ1 + δy1, ŷ2 + δy2]− J [ŷ1, ŷ2] =

=

1∫

0

[2ŷ2δy2 + (δy2)
2 + 2ŷ′1δy

′
1 + (δy′1)

2 + 2ŷ′2δy
′
2 + (δy′2)

2]dx.

Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå δy′1 è δy
′
2, è ó÷èòûâàÿ,

÷òî δy1(0) = δy1(1) = δy2(0) = δy1(1) = 0, íàõîäèì

∆J [ŷ1, ŷ2] =

1∫

0

[2ŷ2δy2−2ŷ′′1δy1−2ŷ′′2δy2]dx+

1∫

0

[(δy2)
2+(δy′1)

2+(δy′2)
2]dx.

Çàìåòèì, ÷òî ïåðâûé èíòåãðàë ðàâåí íóëþ íà ðåøåíèÿõ óðàâíåíèé Ýé-

ëåðà, à âòîðîé èíòåãðàë ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíûì. Îòñþäà ñëåäóåò,

÷òî ∆J [ŷ1, ŷ2] ≥ 0 äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ âàðèàöèé δy1(x) è δy2(x). Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî �óíêöèè ŷ1(x), ŷ2(x) äîñòàâëÿþò àáñîëþòíûé ìèíèìóì

�óíêöèîíàëó. ◭
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5.3 Ôóíêöèîíàëû, çàâèñÿùèå îò �óíêöèé íåñêîëüêèõ

ïåðåìåííûõ

�àññìîòðèì �óíêöèîíàë

J [y(x1, . . . , xn)] =

∫∫

· · ·
∫

D

F (x1, . . . , xn, y, yx1
, . . . , yxn

) dx1 · · · dxn,

(27)

ãäå D � îáëàñòü â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, ïî êîòîðîé ïðîèñõîäèò èí-

òåãðèðîâàíèå.

Ôóíêöèÿ y(x1, . . . , xn) îïðåäåëÿåò n-ìåðíóþ ãèïåðïîâåðõíîñòü â

(n + 1)-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. �ðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ äàííîãî �óíê-

öèîíàëà çàïèøåì â âèäå

y(x1, . . . , xn)|Γ = ϕ(x1, . . . , xn)|Γ ,
ãäå Γ � ãðàíèöà îáëàñòè D, à ϕ(x1, . . . , xn) � çàäàííàÿ (íåïðåðûâíàÿ)

íà Γ �óíêöèÿ. Èíûìè ñëîâàìè, ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â äàííîì ñëó÷àå

ñâîäÿòñÿ ê çàäàíèþ çíà÷åíèÿ �óíêöèè íà ãðàíèöå îáëàñòè èíòåãðèðî-

âàíèÿ D.
Äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

pi = yxi
, i = 1, . . . , n.

Ôóíêöèþ F áóäåì ñ÷èòàòü òðèæäû äè��åðåíöèðóåìîé. Ôóíêöèþ

y = y(x1, . . . , xn), îïðåäåëÿþùóþ ïîâåðõíîñòü, íà êîòîðîé ðåàëèçóåòñÿ

ýêñòðåìóì, áóäåì ïîëàãàòü äâàæäû äè��åðåíöèðóåìîé.

Ïîñòðîèì âàðèàöèþ �óíêöèîíàëà (27). Ñ ýòîé öåëüþ ïîñòðîèì îä-

íîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ïîâåðõíîñòåé

y(x1, . . . , xn, α) = y(x1, . . . , xn) + αδy(x1, . . . , xn),

êîòîðîå ïðè α = 0 âêëþ÷àåò ïîâåðõíîñòü y = y(x1, . . . , xn), ðåàëèçóþ-
ùóþ ýêñòðåìóì �óíêöèîíàëà. Íà �óíêöèÿõ ñåìåéñòâà y(x1, . . . , xn, α)
�óíêöèîíàë ïðåâðàùàåòñÿ â �óíêöèþ α, êîòîðàÿ äîëæíà èìåòü ýêñ-

òðåìóì ïðè α = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

δJ =
d

dα
J [y(x1, . . . , xn, α)]

∣
∣
∣
∣
α=0

= 0.

Âàðèàöèÿ �óíêöèîíàëà çàïèøåòñÿ â âèäå

δJ =

∫∫

· · ·
∫

D

(

Fyδy +
n∑

i=1

Fpiδpi

)

dx1 · · · dxn,

ãäå

y(x1, . . . , xn, α) = y(x1, . . . , xn) + αδy(x1, . . . , xn),

pi(x1, . . . , xn, α) = pi(x1, . . . , xn) + αδpi(x1, . . . , xn), i = 1, . . . , n.
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Òàê êàê

∂

∂xi
(Fpiδy) =

∂

∂xi
(Fpi) δy + Fpiδpi,

òî

∫∫

· · ·
∫

D

n∑

i=1

Fpiδpi dx1 · · · dxn =

∫∫

· · ·
∫

D

n∑

i=1

∂

∂xi
(Fpiδy) dx1 · · · dxn−

−
∫∫

· · ·
∫

D

n∑

i=1

∂Fpi

∂xi
δy dx1 · · · dxn.

Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû �àóññà, îáîáùåííîé íà n-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî:

∫∫

· · ·
∫

D

n∑

i=1

∂Ai

∂xi
dx1 · · · dxn =

∫

Γ

n∑

i=1

Ai dσi,

ãäå dσi � ýëåìåíò èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ãèïåðïîâåðõíîñòè Γ, ïðåîáðàçóåì
èíòåãðàë

∫∫

· · ·
∫

D

n∑

i=1

∂

∂xi
(Fpiδy) dx1 · · · dxn =

∫

Γ

n∑

i=1

Fpiδy dσi = 0.

Ïîñëåäíèé èíòåãðàë ðàâåí íóëþ, ïîñêîëüêó âñå äîïóñòèìûå ïîâåðõíî-

ñòè ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó è òó æå ãðàíèöó Γ, ÷òî îçíà÷àåò ðàâåíñòâî

íóëþ âàðèàöèè δy íà ýòîé ãðàíèöå. Ñëåäîâàòåëüíî,

∫∫

· · ·
∫

D

n∑

i=1

Fpiδpi dx1 · · · dxn= −
∫∫

· · ·
∫

D

n∑

i=1

∂Fpi

∂xi
δy dx1 · · · dxn

è íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà ïðèíèìàåò âèä

δJ =

∫∫

· · ·
∫

D

(

Fy −
n∑

i=1

∂Fpi

∂xi

)

δy dx1 · · · dxn = 0.

Òàê êàê âàðèàöèÿ δy ïðîèçâîëüíà, à âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ
åñòü íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ, òî, ñîãëàñíî ëåììå Ëàãðàíæà, ãèïåðïî-

âåðõíîñòü y = y(x1, . . . , xn) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

Fy −
n∑

i=1

∂Fpi

∂xi
= 0. (28)
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Îïðåäåëåíèå. Äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (28), êîòîðîìó äîëæ-

íà óäîâëåòâîðÿòü �óíêöèÿ y = y(x1, . . . , xn), ðåàëèçóþùàÿ ýêñòðåìóì
�óíêöèîíàëà (27), íàçûâàþò óðàâíåíèåì Ýéëåðà�Îñòðîãðàäñêîãî.

Ïðèìåð 23 (çàäà÷à î íàõîæäåíèè ïîâåðõíîñòè ìèíèìàëüíîé ïëîùà-

äè). Íàéòè ïîâåðõíîñòü ìèíèìàëüíîé ïëîùàäè, íàòÿíóòóþ íà äàííûé

êîíòóð Γ.

◮ Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ íà ìèíèìóì �óíêöèîíàëà

S[z(x, y)] =

∫∫

D

√

1 +

(
∂z

∂x

)2

+

(
∂z

∂x

)2

dxdy,

ãäåD � ïðîåêöèÿ ïîâåðõíîñòè z = z(x, y) íà ïëîñêîñòè xOy; Γ � ãðàíè-

öà ìíîæåñòâà D. Óðàâíåíèå Ýéëåðà�Îñòðîãðàäñêîãî â äàííîì ñëó÷àå

èìååò âèä

∂2z

∂x2

[

1 +

(
∂z

∂y

)2
]

− 2
∂z

∂x

∂z

∂y

∂2z

∂x∂y
+
∂2z

∂y2

[

1 +

(
∂z

∂x

)2
]

= 0.

Âûðàæåíèå, ñòîÿùåå ñïðàâà îò çíàêà ðàâåíñòâà, â äè��åðåíöèàëü-

íîé ãåîìåòðèè ïîíèìàþò êàê ñðåäíþþ êðèâèçíó ïîâåðõíîñòè. Òàêèì

îáðàçîì, óðàâíåíèå Ýéëåðà�Îñòðîãðàäñêîãî îïèñûâàåò ïîâåðõíîñòü,

ñðåäíÿÿ êðèâèçíà â êàæäîé òî÷êå êîòîðîé ðàâíà íóëþ. Èçâåñòíî, ÷òî

�èçè÷åñêîé ðåàëèçàöèåé ìèíèìàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé ÿâëÿþòñÿ ìûëü-

íûå ïëåíêè, íàòÿíóòûå íà çàäàííûé êîíòóð Γ [3℄. ◭

Ïðèìåð 24. �àññìîòðèì �óíêöèîíàë

J [z(x, y)] =

∫∫

D

[(
∂z

∂x

)2

+

(
∂z

∂y

)2
]

dxdy,

ãäå çíà÷åíèÿ �óíêöèè z = z(x, y) çàäàíû íà ãðàíèöå Γ îáëàñòè D
ïðîñòðàíñòâà R

2
x,y:

z(x, y)|Γ = f(x, y).

Óðàâíåíèå (28) â äàííîì ñëó÷àå èìååò âèä

∂2z

∂x2
+
∂2z

∂y2
= 0

èëè â êðàòêîé çàïèñè

∆z = 0.

Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàþò óðàâíåíèåì Ëàïëàñà. Âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à

â äàííîì ñëó÷àå ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ íåïðåðûâíîãî â D ðåøåíèÿ

óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà, ïðèíèìàþùåãî çàäàííûå çíà÷åíèÿ íà ãðàíèöå îá-

ëàñòè D. Â ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêå ýòó çàäà÷ó íàçûâàþò êðàåâîé çà-

äà÷åé Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà.
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6 Çàäà÷à ñ ïîäâèæíûìè ãðàíèöàìè

�àññìîòðèì çàäà÷ó îá ýêñòðåìóìå �óíêöèîíàëà

J [y, x1, x2] =

x2∫

x1

F (x, y, y′)dx, (29)

îïðåäåëåííîãî íà ìíîæåñòâå �óíêöèé y(x) ∈ C1[a, b] è ïðè çíà÷åíèÿõ

ïàðàìåòðîâ a < x1 < x2 < b. Ïðè ýòîì çíà÷åíèÿ x1, y1 = y(x1) è x2,
y2 = y(x2), îïðåäåëÿþùèå êîíöû äîïóñòèìûõ êðèâûõ, óäîâëåòâîðÿþò

ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

y(x1) = ϕ1(x1), y(x2) = ϕ2(x1), (30)

ãäå ϕ1(x), ϕ2(x) � çàäàííûå �óíêöèè.
Îáû÷íî ïîëàãàþò, ÷òî �óíêöèÿ F (x, y, y′) � òðèæäû íåïðåðûâíî

äè��åðåíöèðóåìàÿ �óíêöèÿ ñâîèõ àðãóìåíòîâ, à �óíêöèè ϕ1(x) è

ϕ2(x) íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìûå.
Â îòëè÷èå îò ïðîñòåéøåé çàäà÷è âà-

�èñ. 8.

ðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ, êîíöû îòðåçêà

èíòåãðèðîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïîäâèæíûìè

è, ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå âàðèàöèîííîé

çàäà÷è äëÿ �óíêöèîíàëà (29) âêëþ÷àåò â

ñåáÿ íåêîòîðóþ �óíêöèþ y(x) è òîò îòðå-
çîê [x1, x2], íà êîòîðîì îíà ðàññìàòðèâà-

åòñÿ (ñì. ðèñ. 8). Çíà÷åíèÿ �óíêöèè y(x)
â òî÷êàõ x1 è x2 â îáùåì ñëó÷àå ìîãóò

áûòü è íå çàäàíû.

Òðîéêà (y(x), x1, x2) íàçûâàåòñÿ

äîïóñòèìîé â çàäà÷å (29)�(30), åñëè

y(x)∈C1[a, b], x1, x2 ∈ (a, b), x1 < x2 è

âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (30) íà êîíöàõ.

�îâîðÿò, ÷òî äîïóñòèìàÿ òðîéêà (y0(x), x
0
1, x

0
2) äîñòàâëÿåò �óíêöè-

îíàëó (29) ñëàáûé ëîêàëüíûé ìèíèìóì (ìàêñèìóì) â ïðîñòðàíñòâå

C1[a, b], åñëè ñóùåñòâóåò ÷èñëî ε > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîé äðóãîé

äîïóñòèìîé òðîéêè (y(x), x1, x2), äëÿ êîòîðîé ||y(x) − y0(x)||C1 < ε,
|x1 − x01| < ε, |x2 − x02| < ε âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

J [y, x1, x2] ≥ J [y0, x
0
1, x

0
2] (J [y, x1, x2] ≤ J [y0, x

0
1, x

0
2]).

Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ñëàáîãî ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà äëÿ �óíêöèî-

íàëà (29) â êëàññå íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìûõ �óíêöèé, ãðà�èêè

êîòîðûõ ñîåäèíÿþò òî÷êè äâóõ çàäàííûõ ãëàäêèõ êðèâûõ y = ϕ1(x)
è y = ϕ2(x) íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé ñ ïîäâèæíûìè ãðàíèöàìè.
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Òåîðåìà 6 (íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà äëÿ çàäà÷è ñ ïîäâèæ-

íûìè ãðàíèöàìè). Ïóñòü

1) òðîéêà (y(x), x1, x2), ãäå y(x) ∈ C2[a, b], x1, x2 ∈ (a, b), x1 < x2
îñóùåñòâëÿåò ýêñòðåìóì â çàäà÷å ñ ïîäâèæíûìè ãðàíèöàìè;

2) �óíêöèÿ F (x, y, y′) íåïðåðûâíà âìåñòå ñî ñâîèìè ÷àñòíûìè ïðî-
èçâîäíûìè äî âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî;

3) �óíêöèè ϕ1(x), ϕ2(x) íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìû.

Òîãäà �óíêöèÿ y(x) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ýéëåðà

Fy −
d

dx
Fy′ = 0

è óñëîâèÿì òðàíñâåðñàëüíîñòè íà ëåâîì è ïðàâîì êîíöàõ:

[F + (ϕ′
1 − y′)Fy′]|x=x1

= 0, [F + (ϕ′
2 − y′)Fy′]|x=x2

= 0. (31)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü �óíêöèÿ y(x) ñ êîíöåâûìè òî÷êàìè

(x1, y(x1)) è (x2, y(x2)) äîñòàâëÿåò ýêñòðåìóì �óíêöèîíàëó (29).

Âàðèàöèÿ �óíêöèîíàëà J [y, x1, x2] íà òðîéêå (y(x), x1, x2) áóäåò

çàâèñåòü íå òîëüêî îò âàðèàöèè �óíêöèè δy(x), íî è îò âàðèàöèè

ïîäâèæíûõ ãðàíèö: δx1, δx2.
Ôèêñèðóåì òðîéêó äîïóñòèìûõ âàðèàöèé δy(x), δx1, δx2. Ôóíêöèî-

íàë íà ìíîæåñòâå äîïóñòèìûõ êðèâûõ

y(x, α) = y(x) + αδy(x), y(x) ∈ C1[a, b]

è ìíîæåñòâå äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ïðåäåëîâ èíòåãðèðîâàíèÿ

x1(α) = x1 + αδx1, x2(α) = x2 + αδx2

ïðåâðàùàåòñÿ â �óíêöèþ

Φ(α) = J [y+αδy, x1+αδx1, x2+αδx2] =

x2+αδx2∫

x1+αδx1

F (x, y+αδy, y′+αδy′)dx.

Ïîñêîëüêó òðîéêà (y(x), x1, x2) äîñòàâëÿåò ýêñòðåìóì �óíêöèîíàëó

J [y, x1, x2], òî �óíêöèÿ Φ(α) áóäåò èìåòü ýêñòðåìóì â òî÷êå α = 0.
Èç óñëîâèé ãëàäêîñòè, íàëîæåííûõ íà F (x, y, y′), y(x), δy(x), ñëåäó-
åò, ÷òî �óíêöèÿ Φ(α) äè��åðåíöèðóåìà â òî÷êå α = 0 è íà òðîéêå

(y(x), x1, x2) ñóùåñòâóåò âàðèàöèÿ �óíêöèîíàëà

δJ [y, x1, x2, δy, δx1, δx2] = Φ′(0).
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Òîãäà, ñîãëàñíî íåîáõîäèìîìó óñëîâèþ ýêñòðåìóìà äëÿ �óíêöèè îä-

íîé ïåðåìåííîé, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî δJ = Φ′(0) = 0 äëÿ âñåõ äî-

ïóñòèìûõ âàðèàöèé δy(x), δx1, δx2.
Ïîñòðîèì âàðèàöèþ �óíêöèîíàëà (29). Ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèè Φ(α)

îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

Φ′(α) =

x2+αδx2∫

x1+αδx1

[Fy(x, y, y
′)δy + Fy′(x, y, y

′)δy′] dx+

+ F (x, y(x) + αδy(x), y′(x) + α(δy(x))′)|x=x2+αδx2
· δx2−

− F (x, y(x) + αδy(x), y′(x) + α(δy(x))′)|x=x1+αδx1
· δx1.

Ïîëàãàÿ çäåñü α = 0, ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ âàðèàöèè �óíêöèîíàëà

δJ =

x2∫

x1

[Fy(x, y, y
′)δy + Fy′(x, y, y

′)δy′] dx+

+ F (x2, y(x2), y
′(x2))δx2 − F (x1, y(x1), y

′(x1))δx1.

Ïðîèíòåãðèðîâàâ âòîðîå ñëàãàåìîå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ïî ÷àñòÿì,

ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

δJ =

x2∫

x1

(

Fy −
d

dx
Fy′

)

δy dx+

+ Fy′(x2, y(x2), y
′(x2))δy(x2)− Fy′(x1, y(x1), y

′(x1))δy(x1)+

+ F (x2, y(x2), y
′(x2))δx2 − F (x1, y(x1), y

′(x1))δx1.

Òàêèì îáðàçîì, íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî âàðèàöèÿ �óíêöèîíàëà ñîñòîèò

èç èíòåãðàëüíîé ÷àñòè, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ âàðèàöèåé êðèâîé δy(x)
ïðè �èêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ x1 è x2, è òðåõ ñëàãàåìûõ, çàâèñÿùèõ

îò âàðèàöèé δx1, δx2 êîíöîâ èíòåðâàëà èíòåãðèðîâàíèÿ è âàðèàöèé

δy(x) êîíöîâ ýêñòðåìàëè ïðè x = x1 è x = x2.
Ïóñòü ȳ(x) = y(x, α)|α=1 = y(x) + δy(x). Îáîçíà÷èì

δy1 = ȳ(x1 + δx1)− y(x1), δy2 = ȳ(x2 + δx2)− y(x2).

Èç ðèñ. 9 âèäíî, ÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî áåñêîíå÷íî ìàëûõ áîëåå âûñîêîãî

ïîðÿäêà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

δy(x2) = δy2 − y′(x2)δx2.

Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ äëÿ ëåâîãî êîíöà ïðèâîäÿò ê ðàâåíñòâó

δy(x1) = δy1 − y′(x1)δx1.
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�èñ. 9.

Òîãäà îêîí÷àòåëüíî îáùàÿ �îðìóëà âàðèàöèè äëÿ �óíêöèîíàëà çà-

ïèøåòñÿ â âèäå

δJ =

x2∫

x1

(

Fy −
d

dx
Fy′

)

δy dx+

+ Fy′|x=x2
· δy2 + [F − y′Fy′]|x=x2

· δx2−
− Fy′|x=x1

· δy1 − [F − y′Fy′]|x=x1
· δx1 = 0. (32)

Åñëè íåêîòîðàÿ êðèâàÿ äàåò ýêñòðåìóì ðàññìàòðèâàåìîìó �óíêöè-

îíàëó ñðåäè âñåõ äîïóñòèìûõ êðèâûõ, òî îíà òåì áîëåå áóäåò äàâàòü

ýêñòðåìóì è ïî îòíîøåíèþ êî âñåì êðèâûì, èìåþùèì òå æå êîíöåâûå

òî÷êè. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòà êðèâàÿ äîëæíà áûòü ýêñòðåìàëüþ, ò.å. óäî-

âëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ Ýéëåðà. Ñëåäîâàòåëüíî, â îáùåé �îðìóëå (32)

äëÿ âàðèàöèè �óíêöèîíàëà ïåðâîå ñëàãàåìîå ðàâíî íóëþ. Ïîýòîìó â

äàííîì ñëó÷àå íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà ïðèíèìàåò âèä

δJ = Fy′|x=x2
· δy2 + [F − y′Fy′]|x=x2

· δx2−
− Fy′|x=x1

· δy1 − [F − y′Fy′]|x=x1
· δx1 = 0. (33)

Ïîñêîëüêó êîíöû ãðà�èêîâ äîïóñòèìûõ �óíêöèé ëåæàò íà �èêñè-

ðîâàííûõ êðèâûõ, òî

δy1 = ϕ′
1(x1)δx1, δy2 = ϕ′

2(x2)δx2.

Ïîýòîìó óñëîâèå ýêñòðåìóìà δJ = 0 ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

δJ = [F + (ϕ′
2 − y′)Fy′]|x=x2

· δx2 − [F + (ϕ′
1 − y′)Fy′]|x=x1

· δx1 = 0.

Â ñèëó íåçàâèñèìîñòè âàðèàöèé δx1 è δx2 èç ïîñëåäíåãî âûðàæå-

íèÿ íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþò óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè, ñ�îðìóëè-

ðîâàííûå â òåîðåìå.
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Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ñ ïîäâèæíûìè ãðàíèöàìè ïðåæäå âñåãî íåîá-

õîäèìî íàéòè îáùåå ðåøåíèå y(x, C1, C2) óðàâíåíèÿ Ýéëåðà, ñîäåðæà-
ùåå äâå ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ C1 è C2. �ðàíè÷íûå óñëîâèÿ (30)

è óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè (31) â ñîâîêóïíîñòè îïðåäåëÿþò ñèñòåìó

÷åòûðåõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ÷åòûðåõ íåèçâåñòíûõ: C1, C2, x1, x2.
Òàêèì îáðàçîì, íàáîð óñëîâèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ òðîéêè (y(x), x1, x2),
äîñòàâëÿþùåé ýêñòðåìóì �óíêöèîíàëó â çàäà÷å ñ ïîäâèæíûìè ãðà-

íèöàìè, ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì.

Çàìå÷àíèå. Óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè (31) óñòàíàâëèâàþò ñâÿçü

ìåæäó óãëîâûìè êîý��èöèåíòàìè y′(x1) è ϕ′
1(x1), à òàêæå y′(x2) è

ϕ′
2(x2) â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ M1(x1, y(x1)) è M2(x2, y(x2)).

Ïåðå÷èñëèì âîçìîæíûå ÷àñòíûå ñëó÷àè âàðèàöèîííîé çàäà÷è ñ ïî-

äâèæíûìè ãðàíèöàìè. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé, ðàññìîòðèì

çàäà÷è òîëüêî ñ îäíîé (ïðàâîé) ïîäâèæíîé ãðàíèöåé. Ïðè ýòîì âòîðîé

êîíåö ýêñòðåìàëè ìîæíî ñ÷èòàòü, íàïðèìåð, �èêñèðîâàííûì â çàäàí-

íîé òî÷êå èëè çàäàòü êàêèå-ëèáî èíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ýòîì

êîíöå.

1. Çàäà÷à ñ ïîäâèæíîé (ïðàâîé) ãðàíèöåé (x = b)

J [y] =

b∫

a

F (x, y, y′)dx, y(a) = A.

Çäåñü ëåâûé êîíåö ãëàäêèõ êðèâûõ, íà êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ �óíê-

öèîíàë, çàêðåïëåí â òî÷êå (a, A), à ïðàâûé ñêîëüçèò ïî âåðòèêàëüíîé

ïðÿìîé x = b. Òàêóþ âàðèàöèîííóþ çàäà÷ó íàçûâàþò òàêæå çàäà÷åé

ñî ñâîáîäíûì (ïðàâûì) êîíöîì.

Â ñèëó óñëîâèé âàðèàöèîííîé çàäà÷è ìîæíî ïîëîæèòü δy1 = 0 è

δx1 = 0, òàê êàê ëåâûé êîíåö êðèâîé çàêðåïëåí, è δx2 = 0, òàê êàê

àáñöèññà ïðàâîãî êîíöà êðèâîé ïðè äâèæåíèè íå ìåíÿåòñÿ. Òîãäà èç

�îðìóëû (33) ñëåäóåò óñëîâèå òðàíñâåðñàëüíîñòè äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà

ïðàâûé êîíåö êðèâîé ïåðåìåùàåòñÿ ïî âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé x = b:

Fy′|x=b = 0.

Äàííîå óñëîâèå íàçûâàþò åñòåñòâåííûì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì çàäà÷è

ñî ñâîáîäíûì (ïðàâûì) êîíöîì.

Óðàâíåíèå Ýéëåðà, ãðàíè÷íîå óñëîâèå íà ëåâîì êîíöå è óñëîâèå

òðàíñâåðñàëüíîñòè íà ïðàâîì îáðàçóþò ïîëíûé íàáîð äëÿ îïðåäåëå-

íèÿ �óíêöèè y(x) ∈ C1[a, b], äîñòàâëÿþùåé ýêñòðåìóì �óíêöèîíàëó

â äàííîé âàðèàöèîííîé çàäà÷å.
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2. Çàäà÷à ñ ïîäâèæíîé (ïðàâîé) ãðàíèöåé (y = B).

J [y] =

x2∫

a

F (x, y, y′)dx, y(a) = A, y(x2) = B.

Çäåñü ëåâûé êîíåö ãëàäêèõ êðèâûõ, íà êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ �óíêöè-

îíàë, çàêðåïëåí â òî÷êå (a, A), à ïðàâûé ñêîëüçèò ïî ãîðèçîíòàëüíîé

ïðÿìîé y(x) = b.
Óñëîâèå òðàíñâåðñàëüíîñòè íà ïðàâîì êîíöå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó-

÷àåì óñëîâèÿ, îïðåäåëåííîãî â �îðìóëå (31). Äåéñòâèòåëüíî, èç óñëî-

âèé âàðèàöèîííîé çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî ϕ2(x) = B, à çíà÷èò, ϕ′
2(x2) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè êîíåö êðèâîé ïåðåìåùàåòñÿ ïî ãîðèçîíòàëüíîé

ïðÿìîé y(x) = B, òî óñëîâèå òðàíñâåðñàëüíîñòè çàïèøåòñÿ â âèäå

[F − y′Fy′]|x=x2
= 0.

Èñêîìûìè âåëè÷èíàìè, íà êîòîðûõ ðåàëèçóåòñÿ ýêñòðåìóì �óíê-

öèîíàëà, äëÿ äàííîé âàðèàöèîííîé çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ �óíêöèÿ y(x) ∈
C1[a, x2] è àáñöèññà x2 > a òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé ñ çàäàííîé ãî-

ðèçîíòàëüíîé ïðÿìîé.

3. Çàäà÷à ïðè îòñóòñòâèè (ïðàâîãî) ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ.

J [y] =

x2∫

a

F (x, y, y′)dx, y(a) = A.

Çäåñü ëåâûé êîíåö ãëàäêèõ êðèâûõ, íà êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ �óíê-

öèîíàë, çàêðåïëåí â òî÷êå (a, A), à ïåðåìåùåíèå ïðàâîãî êîíöà íå îáó-
ñëîâëåíî êàêèìè-ëèáî îãðàíè÷åíèÿìè.

Åñëè ãðàíè÷íîå óñëîâèå íà ïðàâîì êîíöå îòñóòñòâóåò, òî âàðèàöèè

δx2, δy2 ïðîèçâîëüíû. Òîãäà èç �îðìóëû (33) ñëåäóåò

F |x=x2
= 0, Fy′|x=x2

= 0.

Èñêîìûìè âåëè÷èíàìè äëÿ äàííîé âàðèàöèîííîé çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ

�óíêöèÿ y(x) ∈ C1[a, x2] è òî÷êà x2 > a, íà êîòîðûõ ðåàëèçóåòñÿ

ýêñòðåìóì �óíêöèîíàëà.

Ïðèìåð 25. Íàéòè äîïóñòèìûå ýêñòðåìàëè �óíêöèîíàëà

J [y] =

x2∫

0

(y′)3dx, y(0) = 0, y(x2) =
1

2
(x2)

2 + 1.
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◮ Â äàííîé çàäà÷å îäèí êîíåö êðèâîé çàêðåïëåí â òî÷êå (0, 0), à äðóãîé
ìîæåò ïåðåìåùàòüñÿ ïî ëèíèè y = ϕ2(x) = x2/2 + 1.

Çàìåòèì, ÷òî èíòåãðàíò F (x, y, y′) = (y′)3 íå çàâèñèò îò ïåðåìåííûõ
x è y. Ïîýòîìó ýêñòðåìàëÿìè �óíêöèîíàëà áóäóò ïðÿìûå y = C1x+C2.

Çàïèøåì óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè â òî÷êå x = x2:

[F + (ϕ′
2 − y′)Fy′]|x=x2

= 0 ⇒ 3x2(y
′(x2))

2 − 2(y′(x2))
3 = 0.

Íåèçâåñòíûå C1, C2 è x2 íàéäåì, ðåøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé, ñîñòàâëåí-
íóþ èç çàäàííîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ â òî÷êå x = 0, óñëîâèÿ òðàíñâåð-
ñàëüíîñòè â òî÷êå x = x2 è óñëîâèÿ ïåðåñå÷åíèÿ èñêîìîé ýêñòðåìàëè

è çàäàííîé ëèíèè y = ϕ2(x) â ýòîé æå òî÷êå:







y(0) = 0,

3x2(y
′(x2))

2 − 2(y′(x2))
3 = 0,

y(x2) = x22/2 + 1.

⇒







C2 = 0,

3x2C
2
1 − 2C3

1 = 0,

C1x2 = x22/2 + 1.

Îòñþäà ïîëó÷èì çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ: C1 = 3/2, C2 = 0, x2 = 1.
Òàêèì îáðàçîì, èñêîìàÿ ýêñòðåìàëü èìååò âèä

y0(x) =
3

2
x, 0 ≤ x ≤ 1.

◭

Ïðèìåð 26. Íàéòè äîïóñòèìûå ýêñòðåìàëè �óíêöèîíàëà

J [y] =

x2∫

x1

(y′)3dx, y(x1) =
1

2
(x1)

2 + 1.

◮ Â äàííîé çàäà÷å ëåâûé êîíåö êðèâîé ïåðåìåùàåòñÿ ïî ëèíèè y =
ϕ1(x) = x2/2 + 1, à ïðàâûé ìîæåò çàíèìàòü ëþáîå ïîëîæåíèå.

Êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ýéëåðà áóäåò

ìíîæåñòâî ïðÿìûõ y = C1x+C2. Çàïèøåì óñëîâèå òðàíñâåðñàëüíîñòè

â òî÷êå x = x1:

[F + (ϕ′
1 − y′)Fy′]|x=x1

= 0 ⇒ (y′(x1))
2(3x1 − 2y′(x1)) = 0.

è óñëîâèÿ íà ñâîáîäíîì ïðàâîì êîíöå:

F |x=x2
= 0, Fy′|x=x2

= 0 ⇒ y′(x2) = 0.

Óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè è ïåðåñå÷åíèÿ èñêîìîé ýêñòðåìàëè è çà-

äàííîé ëèíèè y = ϕ1(x) â òî÷êå x = x1, à òàêæå óñëîâèÿ äëÿ ïðàâîãî

êîíöà ýêñòðåìàëè îáðàçóþò ñèñòåìó







(y′(x1))
2(3x1 − 2y′(x1)) = 0,

y(x1) = x21/2 + 1,

y′(x2) = 0.

⇒







C2
1(3x1 − 2C1) = 0,

x21/2 + 1 = C1x1 + C2,

C1 = 0.
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�èñ. 10.

�åøàÿ ýòó ñèñòåìó, ïîëó÷èì, ÷òî C1 = 0, C2 =
1
2(x1)

2+1, à ïåðåìåííûå
x1 è x2 ïðèíèìàþò ïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèÿ, ïðè÷åì x1 < x2. Òàêèì
îáðàçîì, èñêîìûå ýêñòðåìàëè �óíêöèîíàëà èìåþò âèä

y(x) =
1

2
(x1)

2 + 1, x1 ≤ x ≤ x2.

Â ÷àñòíîñòè, îäíîé èç äîïóñòèìûõ ýêñòðåìàëåé áóäåò ïðÿìàÿ

y(x) = 1, 0 ≤ x < +∞
◭

Ïðèìåð 27. Íàéòè äîïóñòèìûå ýêñòðåìàëè �óíêöèîíàëà

T [y] =
1√
2g

l∫

0

√

1 + (y′)2√
y

dx, y(0) = 0.

◮ Ýêñòðåìàëè �óíêöèîíàëà, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ y(0) = 0, ÿâ-
ëÿþòñÿ öèêëîèäàìè (ñì. çàäà÷ó î áðàõèñòîõðîíå)

{
x = C1(t− sin t),
y = C1(1− cos t).

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîñòîÿííîé C1 èñïîëüçóåì åñòåñòâåííîå ãðàíè÷-

íîå óñëîâèå, âîçíèêàþùåå ïðè äâèæåíèè ïðàâîãî êîíöà ýêñòðåìàëè ïî

ïðÿìîé x = l:
Fy′|x=l = 0 ⇒ y′(l) = 0.

Ýòî óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî ãðà�èê èñêîìîé ýêñòðåìàëè äîëæåí ïåðå-

ñåêàòü ïðÿìóþ x = l ïîä ïðÿìûì óãëîì. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî òàêîå

óñëîâèå ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ òîëüêî â âåðøèíå öèêëîèäû (ñì. ðèñ. 10).

Òàê êàê äëÿ âåðøèíû ïàðàìåòð t = π, òî x(π) = C1π = l. Îòñþäà
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îïðåäåëÿåì ïîñòîÿííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ: C1 = l/π. Â èòîãå äîïóñòè-

ìàÿ ýêñòðåìàëü èìååò âèä







x =
l

π
(t− sin t),

y =
l

π
(1− cos t).

◭

Óïðàæíåíèå 15. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ �óíêöèîíàëà

J [y] =

x2∫

x1

f(x, y)
√

1 + (y′)2dx, y(x1) = ϕ1(x1), y(x2) = ϕ2(x2),

ãäå �óíêöèÿ f(x, y) äè��åðåíöèðóåìà è f(x, y) 6= 0 â ãðàíè÷íûõ òî÷-
êàõ, óñëîâèå òðàíñâåðñàëüíîñòè ñâîäèòñÿ ê óñëîâèþ îðòîãîíàëüíîñòè

y′(x1)ϕ
′
1(x1) = −1, y′(x2)ϕ

′
2(x2) = −1

ãðà�èêîâ �óíêöèé y(x) è ϕ1(x), ϕ2(x) â òî÷êàõ x1 è x2 ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðèìåð 28. Íàéòè êðàò÷àéøåå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè A(0, 0) äî êðèâîé
y = 4/x (x > 0).

◮ Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ìèíèìóìà �óíêöèîíàëà

l[y] =

x2∫

0

√

1 + (y′)2dx

ïðè óñëîâèè, ÷òî ëåâûé êîíåö èñêîìîé êðèâîé çàêðåïëåí: y(0) = 0, à
ïðàâûé äâèãàåòñÿ ïî çàäàííîé êðèâîé: ϕ2(x) = 4/x (x > 0).

Ýêñòðåìàëÿìè �óíêöèîíàëà l[y] ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûå: y = C1x + C2.

�ðàíè÷íîå óñëîâèå äëÿ ëåâîãî êîíöà ýêñòðåìàëè, óñëîâèå òðàíñâåð-

ñàëüíîñòè äëÿ ïðàâîãî êîíöà (ñì. óïð. 15), à òàêæå óñëîâèå ïåðåñå÷å-

íèÿ ýêñòðåìàëè è çàäàííîé êðèâîé y = ϕ2(x) ïðè x = x2 îáðàçóþò
ñèñòåìó







y(0) = 0,

y′(x2)ϕ
′
2(x2) = −1,

y(x2) = ϕ2(x2).

⇒







C2 = 0,

x22 = 4C1,

C1x
2
2 = 4.

�åøàÿ ñèñòåìó, ïîëó÷èì, ÷òî C1 = 1, C2 = 0, x2 = 2. Òîãäà äîïóñòèìàÿ
ýêñòðåìàëü çàïèøåòñÿ â âèäå y0(x) = x, à èñêîìîå ðàññòîÿíèå áóäåò

ñîîòâåòñòâåííî ðàâíî l[y0] = 2
√
2. ◭
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7 Çàäà÷è íà óñëîâíûé ýêñòðåìóì

7.1 Çàäà÷à Ëàãðàíæà

�àññìîòðèì çàäà÷ó îá îòûñêàíèè ýêñòðåìóìà �óíêöèîíàëà

J [y1, . . . , yn] =

b∫

a

F (x, y1, . . . , yn, y
′
1, . . . , y

′
n)dx (34)


 ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

yk(a) = Ak, yk(b) = Bk, k = 1, . . . , n, (35)

ïðè÷åì íà �óíêöèè, îò êîòîðûõ çàâèñèò �óíêöèîíàë, íàëîæåíû äî-

ïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ � òàê íàçûâàåìûå óñëîâèÿ ñâÿçè

Φi(x, y1, . . . , yn, y
′
1, . . . , y

′
n) = 0, i = 1, . . . , m (m < n). (36)

Ïðåäñòàâëåííûå âûøå óñëîâèÿ íàçûâàþò äè��åðåíöèàëüíûìè îãðà-

íè÷åíèÿìè, èëè äè��åðåíöèàëüíûìè ñâÿçÿìè. Áóäåì ïîëàãàòü óðàâ-

íåíèÿ (36) íåçàâèñèìûìè, ÷òî îçíà÷àåò

rank

[

∂Φi

∂y′j

]

= m, i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , n.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî êîëè÷åñòâî óðàâíåíèé m íå äîëæíî ïðåâîñõî-

äèòü êîëè÷åñòâà �óíêöèé yk(x), îò êîòîðûõ çàâèñèò �óíêöèîíàë (34).
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè óðàâíåíèé áîëüøå, òî ñèñòåìà äè��åðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé (36) ìîæåò îêàçàòüñÿ íåñîâìåñòíîé, à åñëè ñòîëüêî æå,

òî íîâîé çàäà÷è íå âîçíèêàåò � âûðàæàÿ èç óðàâíåíèé ïðîèçâîäíûå

y′k(x) è ïîäñòàâëÿÿ èõ â èññëåäóåìûé �óíêöèîíàë, ïðèõîäèì ê èçâåñò-

íîé âàðèàöèîííîé çàäà÷å, ðàññìîòðåííîé ðàíåå. Ïîýòîìó â äàëüíåé-

øåì áóäåì ñ÷èòàòü m < n.
Âàæíûì ÷àñòíûì ñëó÷àåì äè��åðåíöèàëüíûõ îãðàíè÷åíèé (36)

ÿâëÿþòñÿ ñâÿçè âèäà

Φi(x, y1, . . . , yn) = 0, i = 1, . . . , m (m < n), (37)

êîòîðûå íàçûâàþò �àçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè. Â òåîðåòè÷åñêîé ìåõà-

íèêå òàêèå ñâÿçè íàçûâàþò ãîëîíîìíûìè ñâÿçÿìè. Àíàëîãè÷íî áóäåì

ïîëàãàòü íåçàâèñèìûìè è óðàâíåíèÿ (37), ÷òî îçíà÷àåò

rank

[
∂Φi

∂yj

]

= m, i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , n.

Çàìåòèì, ÷òî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (35) äîëæíû áûòü ñîãëàñîâàíû ñ äî-

ïîëíèòåëüíûìè óñëîâèÿìè (37)

Φi(a, A1, . . . , An) = 0, Φi(b, B1, . . . , Bn) = 0, i = 1, . . . , m.
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Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ñëàáîãî ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà �óíêöèîíàëà

(34) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (35) è ñâÿçÿìè (36) è/èëè (37) íàçûâà-

åòñÿ çàäà÷åé Ëàãðàíæà.

�åîìåòðè÷åñêèé ñìûñë çàäà÷è Ëàãðàíæà

Ïóñòü óðàâíåíèå ñâÿçè Φ(x, y, z) = 0 çàäàåò íåêîòîðóþ ïîâåðõ-

íîñòü S â ïðîñòðàíñòâå R
3
. Îïðåäåëèì íà ïîâåðõíîñòè S äâå òî÷êè:

M1(a, y1, z1) è M2(b, y2, z2). Ïàðà �óíêöèé

γ : y = y(x), z = z(x), x∈[a, b],
çàäàåò ïðîñòðàíñòâåííóþ êðèâóþ γ íà ïîâåðõíîñòè S, ñîåäèíÿþùóþ
òî÷êè M1 è M2 (ñì. ðèñ. 11).

�åîìåòðè÷åñêè çàäà÷à Ëàãðàíæà

�èñ. 11.

îçíà÷àåò, ÷òî ñðåäè âñåõ íåïðåðûâ-

íî äè��åðåíöèðóåìûõ êðèâûõ γ, ëå-
æàùèõ íà çàäàííîé ïîâåðõíîñòè S è

ñîåäèíÿþùèõ çàäàííûå òî÷êè M1 è

M2, òðåáóåòñÿ íàéòè òàêóþ êðèâóþ,

êîòîðàÿ äàåò ñëàáûé ëîêàëüíûé ýêñ-

òðåìóì �óíêöèîíàëó (34).

Çàìåòèì, ÷òî òàê êàê òî÷êè M1,

M2 ïðèíàäëåæàò ïîâåðõíîñòè S, òî
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íå äîëæíû ïðî-

òèâîðå÷èòü óðàâíåíèþ ñâÿçè, ò.å.

äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî

Φ(a, y1, z1) = Φ(b, y2, z2) = 0.

Ñ�îðìóëèðóåì íåîáõîäèìîå óñëîâèå çàäà÷è Ëàãðàíæà ïðè íàëè÷èè

�àçîâûõ èëè äè��åðåíöèàëüíûõ îãðàíè÷åíèé.

Òåîðåìà 7 (íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà äëÿ çàäà÷è Ëàãðàíæà ñ

�àçîâûìè îãðàíè÷åíèÿìè). Ïóñòü:

1) �óíêöèè yk(x) ∈ C2[a, b], k = 1, . . . , n, ðåàëèçóþò ýêñòðåìóì

�óíêöèîíàëà (34) íà ìíîæåñòâå �óíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ

ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (35) è óñëîâèÿì ñâÿçè (37);

2) �óíêöèÿ F (x, y1, . . . , yn, y
′
1, . . . , y

′
n) íåïðåðûâíà âìåñòå ñî ñâîèìè

÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè äî âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî;

3) �óíêöèè Φi(x, y1, . . . , yn), i = 1, . . . , m, (m < n) íåïðåðûâíû âìå-

ñòå ñî ñâîèìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, ïðè÷åì

D(Φ1, . . . ,Φm)

D(y1, . . . , ym)
6= 0.
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Òîãäà ñóùåñòâóþò íåïðåðûâíûå �óíêöèè λi(x), i = 1, . . . , m, òàêèå
÷òî �óíêöèè yk(x) óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé Ýéëåðà

F ⋆
yk −

d

dx
F ⋆
y′k
= 0, k = 1, . . . , n,

ñîñòàâëåííîé äëÿ �óíêöèîíàëà

J⋆[y1, . . . , yn] =

b∫

a

F ⋆(x, y1, . . . , yn, y
′
1, . . . , y

′
n)dx,

ãäå F ⋆ = F +
m∑

i=1
λi(x)Φi.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âû÷èñëèì âàðèàöèþ �óíêöèîíàëà J [y1, . . . , yn] è
çàïèøåì íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà

δJ =
d

dα
J [y1 + αδy1, . . . , yn + αδyn]

∣
∣
∣
∣
α=0

=

=

b∫

a

n∑

k=1

(
Fykδyk + Fy′k

δy′k
)
dx = 0.

Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì âòîðîå ñëàãàåìîå è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî

δy′k = (δyk)
′, δyk(a) = 0, δyk(b) = 0, k = 1, . . . , n,

ïîëó÷èì

δJ =

b∫

a

n∑

k=1

(

Fyk −
d

dx
Fy′k

)

δyk dx = 0. (38)

Ïðèìåíÿòü ëåììó Ëàãðàíæà ïîêà íåëüçÿ, òàê êàê âàðèàöèè δyk(x) íå
ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè, îíè ïîä÷èíÿþòñÿ óñëîâèÿì

Φi(x, y1 + αδy1, . . . , yn + αδyn) = 0, i = 1, . . . , m.

Ïðîäè��åðåíöèðóåì ýòî ðàâåíñòâî ïî α è ïîëîæèì α = 0:

dΦi

dα

∣
∣
∣
∣
α=0

=
n∑

k=1

∂Φi

∂yk
δyk = 0, i = 1, . . . , m.

Òîëüêî n − m èç âñåõ âàðèàöèé δyk ìîæíî ñ÷èòàòü ïðîèçâîëüíûìè,

íàïðèìåð δym+1, . . ., δyn, à îñòàëüíûå îïðåäåëÿþòñÿ èç ïîëó÷åííûõ

óðàâíåíèé.
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Óìíîæàÿ ïî÷ëåííî êàæäîå èç ýòèõ óðàâíåíèé íà λi(x) è èíòåãðèðóÿ
ïî x, ïîëó÷èì

b∫

a

λi(x)
n∑

k=1

∂Φi

∂yk
δykdx = 0, i = 1, . . . , m. (39)

Ñêëàäûâàÿ (38) è (39), ïîëó÷èì

b∫

a

n∑

k=1

[

Fyk +
m∑

i=1

λi(x)
∂Φi

∂yk
− d

dx
Fy′k

]

δyk dx = 0.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

F ⋆ = F +
m∑

i=1

λi(x)Φi.

Òîãäà ïðåäûäóùåå âûðàæåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

b∫

a

n∑

k=1

(

F ⋆
yk
− d

dx
F ⋆
y′k

)

δyk dx = 0. (40)

Âûáåðåì m ìíîæèòåëåé λi(x), i = 1, . . . , m, òàê, ÷òîáû îíè óäîâëåòâî-

ðÿëè m óðàâíåíèÿì

F ⋆
yk
− d

dx
F ⋆
y′k
= 0, k = 1, . . . , m, (41)

èëè

Fyk +
m∑

i=1

λi(x)
∂Φi

∂yk
− d

dx
Fy′k

= 0, k = 1, . . . , m.

Ýòè óðàâíåíèÿ îáðàçóþò ëèíåéíóþ ïî îòíîøåíèþ ê λi(x) ñèñòåìó ñ

îïðåäåëèòåëåì, îòëè÷íûì îò íóëÿ

D(Φ1, . . . ,Φm)

D(y1, . . . , ym)
6= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ýòà ñèñòåìà èìååò ðåøåíèå

λ1(x), λ2(x), . . . , λm(x).
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Ïðè òàêîì âûáîðå λ1(x), . . . , λm(x) íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà
(40) ïðèíèìàåò âèä

b∫

a

n∑

k=m+1

(

F ⋆
yk −

d

dx
F ⋆
y′k

)

δyk dx = 0.

Òàê êàê äëÿ �óíêöèé y1, . . . , yn, ðåàëèçóþùèõ ýêñòðåìóì �óíêöèîíàëà

J , ýòî �óíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå îáðàùàåòñÿ â òîæäåñòâî óæå ïðè

ïðîèçâîëüíîì âûáîðå δyk, k = m+1, . . . , n, òî òåïåðü ìîæíî ïðèìåíèòü
ëåììó Ëàãðàíæà. Ïîëîæèâ ïî î÷åðåäè ðàâíûìè íóëþ âñå δyk, êðîìå
îäíîãî, è ïðèìåíÿÿ ëåììó, ïîëó÷èì

F ⋆
yk −

d

dx
F ⋆
y′k
= 0, k = m+ 1, . . . , n.

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Òåîðåìà 8 (íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà äëÿ çàäà÷è Ëàãðàíæà ñ

äè��åðåíöèàëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè). Ïóñòü:

1) �óíêöèè yk(x) ∈ C2[a, b], k = 1, . . . , n, ðåàëèçóþò ýêñòðåìóì

�óíêöèîíàëà (34) íà ìíîæåñòâå �óíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ

ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (35) è óñëîâèÿì ñâÿçè (36);

2) �óíêöèè F (x, y1, . . . , yn, y
′
1, . . . , y

′
n) è Φi(x, y1, . . . , yn, y

′
1, . . . , y

′
n),

i = 1, . . . , m, (m < n) íåïðåðûâíû âìåñòå ñî ñâîèìè ÷àñòíû-

ìè ïðîèçâîäíûìè äî âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî, ïðè÷åì

D(Φ1, . . . ,Φm)

D(y′1, . . . , y
′
m)

6= 0.

Òîãäà ñóùåñòâóþò äè��åðåíöèðóåìûå �óíêöèè λi(x), i = 1, . . . , m,
òàêèå ÷òî �óíêöèè yk(x) óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé Ýéëåðà

F ⋆
yk
− d

dx
F ⋆
y′k
= 0, k = 1, . . . , n,

ñîñòàâëåííîé äëÿ �óíêöèîíàëà

J⋆[y1, . . . , yn] =

b∫

a

F ⋆(x, y1, . . . , yn, y
′
1, . . . , y

′
n)dx,

ãäå F ⋆ = F +
m∑

i=1
λi(x)Φi.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â êíèãàõ [3, 20℄.

Îïðåäåëåíèå. Âñïîìîãàòåëüíûé �óíêöèîíàë J⋆
, ïîñòðîåííûé äëÿ

çàäà÷è Ëàãðàíæà ñ äè��åðåíöèàëüíûìè èëè �àçîâûìè îãðàíè÷åíèÿ-

ìè, íàçûâàþò �óíêöèîíàëîì Ëàãðàíæà, à åãî èíòåãðàíò F ⋆
� �óíêöè-

åé Ëàãðàíæà. Ôóíêöèè λ1(x), . . . , λm(x) íàçûâàþòñÿ ìíîæèòåëÿìè

Ëàãðàíæà.

Íà îñíîâå ïðåäñòàâëåííûõ âûøå òåîðåì íåòðóäíî ñ�îðìóëèðîâàòü

ìåòîä ïîèñêà óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà �óíêöèîíàëà.

Ìåòîä ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà

Óñëîâíûé ýêñòðåìóì �óíêöèîíàëà (34) ïðè íàëè÷èè ñâÿçåé (36)

è/èëè (37) äîñòèãàåòñÿ íà òåõ æå êðèâûõ, íà êîòîðûõ ðåàëèçóåòñÿ

áåçóñëîâíûé ýêñòðåìóì âñïîìîãàòåëüíîãî �óíêöèîíàëà

J⋆[y1, . . . , yn] =

b∫

a

F ⋆(x, y1, . . . , yn, y
′
1, . . . , y

′
n)dx, F ⋆ = F +

m∑

i=1

λi(x)Φi,

ãäå λi(x) � íåîïðåäåëåííûå �óíêöèè. Èç óðàâíåíèé Ýéëåðà âñïîìî-

ãàòåëüíîãî �óíêöèîíàëà J⋆[y1, . . . , yn] è ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé

ñâÿçåé ñîñòàâèì ñèñòåìó n+m óðàâíåíèé







F ⋆
yk −

d

dx
F ⋆
y′k
= 0, k = 1, . . . , n,

Φi = 0, i = 1, . . . , m.

�åøàÿ äàííóþ ñèñòåìó, íàéäåì ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà λ1(x), . . . , λm(x)
è �óíêöèè y1(x), . . . , yn(x), íà êîòîðûõ ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí óñëîâ-
íûé ýêñòðåìóì �óíêöèîíàëà J [y1, . . . , yn].

Çàìå÷àíèå. Óðàâíåíèÿ Φi = 0, i = 1, . . . , m, ìîæíî òàêæå ðàññìàòðè-
âàòü êàê óðàâíåíèÿ Ýéëåðà äëÿ �óíêöèîíàëà J⋆[y1, . . . , yn], åñëè àð-

ãóìåíòàìè �óíêöèîíàëà ñ÷èòàòü íå òîëüêî �óíêöèè y1(x), . . . , yn(x),
íî è ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà λ1(x), . . . , λm(x).

Ïðèìåð 29 (çàäà÷à î ãåîäåçè÷åñêèõ ëèíèÿõ). Ïóñòü óðàâíåíèå

Φ(x, y, z) = 0 îïðåäåëÿåò íåêîòîðóþ ïîâåðõíîñòü â òðåõìåðíîì ïðî-

ñòðàíñòâå, íà êîòîðîé �èêñèðîâàíû äâå òî÷êè. Îïðåäåëèòü êðèâóþ

íàèìåíüøåé äëèíû, ñîåäèíÿþùóþ ýòè òî÷êè è ïðèíàäëåæàùóþ çà-

äàííîé ïîâåðõíîñòè.

◮ Ïóñòü Φ(x, y, z) = 0 � ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü â òðåõìåðíîì ïðîñòðàí-

ñòâå R
3
. Âûáåðåì íà ïîâåðõíîñòè äâå òî÷êè: A(x1, y1, z1) è B(x2, y2, z2).
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�àññòîÿíèå ìåæäó ýòèìè òî÷êàìè, ïðîõîäèìîå ïî çàäàííîé ïîâåðõíî-

ñòè, îïðåäåëÿåòñÿ �óíêöèîíàëîì

l[y, z] =

x2∫

x1

√

1 + (y′(x))2 + (z′(x))2dx,

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

y(x1) = y1, z(x1) = z1, y(x2) = y2, z(x2) = z2. (42)

Òðåáóåòñÿ íàéòè ìèíèìóì äàííîãî �óíêöèîíàëà ïðè äîïîëíèòåëüíîì

óñëîâèè Φ(x, y, z) = 0.
Ñîãëàñíî ìåòîäó ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà, ïîñòðîèì âñïîìîãàòåëü-

íûé �óíêöèîíàë

l⋆[y, z] =

x2∫

x1

[√

1 + (y′(x))2 + (z′(x))2 + λ(x)Φ(x, y, z)

]

dx.

Ôóíêöèè y(x), z(x), λ(x) óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé Ýéëåðà

�óíêöèîíàëà l⋆[y, z], äîïîëíåííîé óðàâíåíèåì ïîâåðõíîñòè







λ(x)
∂Φ

∂y
− d

dx

y′
√

1 + (y′)2 + (z′)2
= 0,

λ(x)
∂Φ

∂z
− d

dx

z′
√

1 + (y′)2 + (z′)2
= 0,

Φ(x, y, z) = 0.

Èç ýòîé ñèñòåìû îïðåäåëÿþòñÿ èñêîìûå �óíêöèè

y = y(x), z = z(x),

íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ óñëîâíûé ýêñòðåìóì �óíêöèîíàëà l[y, z], è
ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà λ(x). Ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå â îáùåì ðåøå-

íèè ñèñòåìû îïðåäåëÿþòñÿ èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (42).

Íàèìåíüøèå ïî äëèíå ëèíèè ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè íåêîòîðîé ïî-

âåðõíîñòè ÿâëÿþòñÿ ãåîäåçè÷åñêèìè ëèíèÿìè ýòîé ïîâåðõíîñòè. Â

÷àñòíîñòè, ãåîäåçè÷åñêèìè ëèíèÿìè íà ïëîñêîñòè ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûå, à

ãåîäåçè÷åñêèìè ëèíèÿìè íà ñ�åðå � äóãè áîëüøîãî êðóãà.

Çàäà÷à î ãåîäåçè÷åñêèõ ëèíèÿõ ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ â ïðàêòèêå

óïðàâëåíèÿ ðàçëè÷íûìè ïîòîêàìè. Íàïðèìåð, ïðè ïåðåâîçêå ïðîìûø-

ëåííûõ ãðóçîâ èç ïóíêòà A â ïóíêò B âûáèðàåòñÿ, êàê ïðàâèëî, íàè-

ìåíüøåå ðàññòîÿíèå. ◭
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Ïðèìåð 30. Íàéòè ýêñòðåìàëü �óíêöèîíàëà

J [y1, y2] =

π/2∫

0

[(y′1)
2 + (y′2)

2 + 2y1y2]dx,

y1(0) = 1, y2(0) = −1, y1
(π

2

)

=
π2

4
+ 1, y2

(π

2

)

=
π2

4
− 1,

y′1 + y′2 − 4x = 0.

◮ Ñîñòàâèì �óíêöèþ

F ⋆(x, y, y′) = (y′1)
2 + (y′2)

2 + 2y1y2 + λ(x)(y′1 + y′2 − 4x).

Çàïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé Ýéëåðà è óðàâíåíèå ñâÿçè

∂F ⋆

∂y1
− d

dx

∂F ⋆

∂y′1
= 2y2 − 2y′′1 − λ′(x) = 0, (43)

∂F ⋆

∂y2
− d

dx

∂F ⋆

∂y′2
= 2y1 − 2y′′2 − λ′(x) = 0, (44)

y′1 + y′2 − 4x = 0. (45)

Íàéäåì îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû (43)�(45). Âû÷èòàÿ èç óðàâíåíèÿ (44)

óðàâíåíèå (43), ïîëó÷èì

2(y′′1 − y′′2) + 2(y1 − y2) = 0.

Îïðåäåëèì íîâóþ �óíêöèþ z(x) = y1(x) − y2(x). Òîãäà ïðåäûäóùåå

óðàâíåíèå çàïèøåòñÿ â âèäå z′′+z = 0. Ïîñêîëüêó õàðàêòåðèñòè÷åñêîå
óðàâíåíèå k2 + 1 = 0 èìååò êîðíè k1,2 = ±i, òî

z(x) = C1 cosx+ C2 sin x = y1(x)− y2(x).

Ïðîäè��åðåíöèðóåì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà

−C1 sinx+ C2 cosx = y′1(x)− y′2(x).

Òàê êàê èç óðàâíåíèÿ (45) ñëåäóåò y′2 = 4x− y′1, òî

−C1 sin x+ C2 cosx = y′1(x)− 4x+ y′1(x) = 2y′1(x)− 4x.

Îòñþäà

y′1(x) = 2x− C1

2
sinx+

C2

2
cosx.
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Èíòåãðèðóÿ, ïîëó÷àåì

y1(x) = x2 +
C1

2
cosx+

C2

2
sin x+ C3,

y2(x) = y1(x)− C1 cosx− C2 sin x = x2 − C1

2
cosx− C2

2
sin x+ C3.

Ïîñòîÿííûå C1, C2, C3 íàõîäèì èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé:

y1(0) =
C1

2
+ C3 = 1, y2(0) = −C1

2
+ C3 = −1,

y1
(π

2

)

=
π2

4
+
C2

2
+ C3 =

π2

4
+ 1, y2

(π

2

)

=
π2

4
− C2

2
+ C3 =

π2

4
− 1.

Îòñþäà C1 = 2, C2 = 2, C3 = 0. Â ðåçóëüòàòå âûïèøåì ýêñòðåìàëü

âàðèàöèîííîé çàäà÷è

y1(x) = x2 + cosx+ sinx, y2(x) = x2 − cosx− sin x.

◭

7.2 Èçîïåðèìåòðè÷åñêàÿ çàäà÷à

�àññìîòðèì âàðèàöèîííóþ çàäà÷ó, â êîòîðîé òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü

ýêñòðåìóì �óíêöèîíàëà

J [y1, . . . , yn] =

b∫

a

F (x, y1, . . . , yn, y
′
1, . . . , y

′
n)dx (46)

ïðè âûïîëíåíèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé

yk(a) = Ak, yk(b) = Bk, k = 1, . . . , n, (47)

è äîïîëíèòåëüíûõ òàê íàçûâàåìûõ èçîïåðèìåòðè÷åñêèõ óñëîâèé èëè

èíòåãðàëüíûõ ñâÿçåé

Ii[y1, . . . , yn] =

b∫

a

Gi(x, y1, . . . , yn, y
′
1, . . . , y

′
n)dx = li, i = 1, . . . , m,

(48)

ãäå li � ïîñòîÿííûå; m ìîæåò áûòü áîëüøå, ìåíüøå èëè ðàâíî n.
Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ñëàáîãî ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà �óíêöèîíàëà

(46) ïðè óñëîâèÿõ (47) è (48) íàçûâàåòñÿ èçîïåðèìåòðè÷åñêîé çàäà÷åé.
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Èçîïåðèìåòðè÷åñêàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê çàäà÷å íà óñëîâ-

íûé ýêñòðåìóì ïóòåì ââåäåíèÿ �óíêöèé

zi(x) =

x∫

a

Gi(x, y1, . . . , yn, y
′
1, . . . , y

′
n)dx, i = 1, . . . , m.

Î÷åâèäíî, ÷òî

zi(a) = 0, zi(b) = li.

Äè��åðåíöèðóÿ zi(x) ïî x, ïîëó÷èì

z′i(x) = Gi(x, y1, . . . , yn, y
′
1, . . . , y

′
n).

Òàêèì îáðàçîì, èçîïåðèìåòðè÷åñêèå ñâÿçè (48) ìîæíî ïðåäñòàâèòü

êàê äè��åðåíöèàëüíûå ñâÿçè âèäà

Φi = Gi(x, y1, . . . , yn, y
′
1, . . . , y

′
n)− z′i(x) = 0, i = 1, . . . , m, (49)

ïðè÷åì íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî

D(Φ1, . . . ,Φm)

D(z′1, . . . , z
′
m)

6= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, èçîïåðèìåòðè÷åñêàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å íà

óñëîâíûé ýêñòðåìóì �óíêöèîíàëà (46), ýêñòðåìàëè êîòîðîãî óäîâëå-

òâîðÿþò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

yk(a) = Ak, yk(b) = Bk, k = 1, . . . , n,

zi(a) = 0, zi(b) = li, i = 1, . . . , m,

è äè��åðåíöèàëüíûì ñâÿçÿì (49). Ïðè ýòîì ê äàííîé çàäà÷è Ëàãðàí-

æà ìîæíî ïðèìåíèòü òåîðåìó î íåîáõîäèìîì óñëîâèè ýêñòðåìóìà 8.

Ïðèìåíÿÿ ìåòîä ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà (ñì. ïðåäûäóùèé ðàçäåë),

ìîæíî âìåñòî èññëåäîâàíèÿ íà óñëîâíûé ýêñòðåìóì �óíêöèîíàëà (46)

èññëåäîâàòü íà áåçóñëîâíûé ýêñòðåìóì âñïîìîãàòåëüíûé �óíêöèîíàë

J⋆[y1, . . . , yn, z1, . . . , zm] =

b∫

a

F ⋆(x, y1, . . . , yn, y
′
1, . . . , y

′
n, z

′
1, . . . , z

′
m)dx,

ãäå

F ⋆ = F +
m∑

i=1

λi(x)(Gi − z′i).
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Óðàâíåíèÿ Ýéëåðà äëÿ �óíêöèîíàëà J⋆
èìåþò âèä







F ⋆
yk −

d

dx
F ⋆
y′k
= 0, k = 1, . . . , n,

F ⋆
zi −

d

dx
F ⋆
z′i
= 0, i = 1, . . . , m,

èëè, ó÷èòûâàÿ ÿâíûé âèä èíòåãðàíòà F ⋆
, ïîëó÷èì







∂

∂yk

{

F +
m∑

i=1

λi(x)Gi

}

− d

dx

∂

∂y′k

{

F +
m∑

i=1

λi(x)Gi

}

= 0,

k = 1, . . . , n,

d

dx
λi(x) = 0, i = 1, . . . , m.

Èç ïîñëåäíèõ m óðàâíåíèé ñèñòåìû ñëåäóåò, ÷òî âñå ìíîæèòåëè

Ëàãðàíæà λi(x) ïîñòîÿííû, à ïåðâûå n óðàâíåíèé ìîæíî ðàññìàòðè-

âàòü êàê óðàâíåíèÿ Ýéëåðà äëÿ �óíêöèîíàëà âèäà

J⋆⋆[y1, . . . , yn] =

b∫

a

(

F +
m∑

i=1

λiGi

)

dx, λi = const.

Ïðîâåäåííûå âûøå ðàññóæäåíèÿ ïîçâîëÿþò ñ�îðìóëèðîâàòü ñëåäóþ-

ùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 9 (íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà äëÿ èçîïåðèìåòðè÷åñêîé

çàäà÷è). Ïóñòü:

1) �óíêöèè yk(x) ∈ C2[a, b], k = 1, . . . , n, ðåàëèçóþò ýêñòðåìóì

�óíêöèîíàëà (46) ïðè íàëè÷èè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (47) è èçîïå-

ðèìåòðè÷åñêèõ óñëîâèé (48);

2) ñèñòåìà �óíêöèé yk(x), k = 1, . . . , n, íå ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüþ

íè äëÿ îäíîãî èç �óíêöèîíàëîâ (48);

3) �óíêöèè F è Gi, i = 1, . . . , m, íåïðåðûâíû âìåñòå ñî ñâîèìè

ïðîèçâîäíûìè äî âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî.

Òîãäà ñóùåñòâóþò ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà λi = const, i = 1, . . . , m,
òàêèå ÷òî �óíêöèè yk(x) óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé Ýéëåðà

F ⋆⋆
yk − d

dx
F ⋆⋆
y′k

= 0, k = 1, . . . , n,
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ñîñòàâëåííîé äëÿ �óíêöèîíàëà

J⋆⋆[y1, . . . , yn] =

b∫

a

F ⋆⋆(x, y1, . . . , yn, y
′
1, . . . , y

′
n)dx,

ãäå F ⋆⋆ = F +
m∑

i=1
λiGi.

Â èçîïåðèìåòðè÷åñêîé çàäà÷å, êàê è â çàäà÷å Ëàãðàíæà, âñïîìî-

ãàòåëüíûé �óíêöèîíàë J⋆⋆
íàçûâàþò �óíêöèîíàëîì Ëàãðàíæà, à åãî

èíòåãðàíò F ⋆⋆
� �óíêöèåé Ëàãðàíæà. Ïîñòîÿííûå λ1, . . . , λm íàçûâà-

þò ìíîæèòåëÿìè Ëàãðàíæà èçîïåðèìåòðè÷åñêîé çàäà÷è.

Ñ�îðìóëèðóåì ìåòîä ðåøåíèÿ èçîïåðèìåòðè÷åñêîé çàäà÷è.

Ìåòîä ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà

Óñëîâíûé ýêñòðåìóì �óíêöèîíàëà (46) ïðè íàëè÷èè ãðàíè÷íûõ

óñëîâèé (47) è èçîïåðèìåòðè÷åñêèõ óñëîâèé (48) äîñòèãàåòñÿ íà òåõ

æå êðèâûõ, íà êîòîðûõ ðåàëèçóåòñÿ áåçóñëîâíûé ýêñòðåìóì âñïîìîãà-

òåëüíîãî �óíêöèîíàëà

J⋆⋆[y1, . . . , yn] =

b∫

a

F ⋆⋆(x, y1, . . . , yn, y
′
1, . . . , y

′
n)dx, F ⋆⋆ = F +

m∑

i=1

λiGi,

ãäå λi � íåîïðåäåëåííûå ïîñòîÿííûå. Èç óðàâíåíèé Ýéëåðà âñïîìîãà-

òåëüíîãî �óíêöèîíàëà J⋆⋆[y1, . . . , yn] è ñîîòâåòñòâóþùèõ èçîïåðèìåò-

ðè÷åñêèõ óñëîâèé (48) ñîñòàâèì ñèñòåìó







F ⋆⋆
yk

− d

dx
F ⋆⋆
y′k

= 0, k = 1, . . . , n,

b∫

a

Gidx = li, i = 1, . . . , m.

�åøàÿ äàííóþ ñèñòåìó, íàéäåì ïîñòîÿííûå λ1, . . . , λm è �óíêöèè

y1(x), . . . , yn(x), íà êîòîðûõ ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí óñëîâíûé ýêñòðå-
ìóì �óíêöèîíàëà J [y1, . . . , yn].

Ïðèíöèï âçàèìíîñòè

Óìíîæèì âñïîìîãàòåëüíûé �óíêöèîíàë èçîïåðèìåòðè÷åñêîé çàäà-

÷è (46)�(48) íà íåêîòîðîå ïîñòîÿííîå ÷èñëî:

µ0J
⋆⋆[y1, . . . , yn] =

b∫

a

[

µ0F +
m∑

i=1

µ0λiGi

]

dx, µ0 6= 0.
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Ââîäÿ îáîçíà÷åíèÿ

F0 = F, Fi = Gi, µi = µ0λi, i = 1, . . . , m,

ïîëó÷àåì

µ0J
⋆⋆[y1, . . . , yn] =

b∫

a

m∑

i=0

µiFidx.

Â ýòî âûðàæåíèå âñå �óíêöèè Fi âõîäÿò îäèíàêîâûì îáðàçîì. Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî â êà÷åñòâå èíòåãðàíòà �óíêöèîíàëà ìîæíî âûáðàòü ëþ-

áóþ èç �óíêöèé Fi, à îñòàëüíûå îòíåñòè ê èçîïåðèìåòðè÷åñêèì óñëî-

âèÿì.

�àññìîòðèì çàäà÷ó íà íàõîæäåíèå ýêñòðåìàëåé �óíêöèîíàëà

b∫

a

Fs(x, y1, . . . , yn, y
′
1, . . . , y

′
n)dx,

ãäå s � íåêîòîðîå �èêñèðîâàííîå ÷èñëî (s = 1, . . . , m), ïðè íàëè÷èè

èçîïåðèìåòðè÷åñêèõ óñëîâèé

b∫

a

Fi(x, y1, . . . , yn, y
′
1, . . . , y

′
n)dx = li, i = 0, . . . , s− 1, s+ 1, . . . , m.

Ïðè ýòîì ïîñòîÿííàÿ l0 ðàâíà ýêñòðåìàëüíîìó çíà÷åíèþ �óíêöèîíàëà

(46) â èçîïåðèìåòðè÷åñêîé çàäà÷å (46)�(48), à îñòàëüíûå ïîñòîÿííûå

li òå æå, ÷òî è â èçîïåðèìåòðè÷åñêèõ óñëîâèÿõ (48). Íåòðóäíî ïîêà-

çàòü, ÷òî ýêñòðåìàëè äàííîé çàäà÷è è èñõîäíîé âàðèàöèîííîé çàäà÷è

(46)�(48) ñîâïàäàþò ïðè ëþáîì âûáîðå s (s = 1, . . . , m). Ýòî ñâîéñòâî
èçîïåðèìåòðè÷åñêèõ çàäà÷ íîñèò íàçâàíèå ïðèíöèïà âçàèìíîñòè.

Ïðèìåð 31 (çàäà÷à îòûñêàíèÿ êðèâîé çàäàííîé äëèíû, îãðàíè÷èâà-

þùåé ìàêñèìàëüíóþ ïëîùàäü). Ñðåäè âñåõ êðèâûõ äëèíû l0, ñîåäè-
íÿþùèõ äâå äàííûå òî÷êè M1 è M2, íàéòè êðèâóþ, îãðàíè÷èâàþùóþ

âìåñòå ñ îòðåçêîì M1M2 íàèáîëüøóþ ïëîùàäü.

◮ Ïóñòü y = y(x) � óðàâíåíèå èñêîìîé êðèâîé íà ïëîñêîñòè Oxy. Íà-
ïðàâèì îñü Ox âäîëü îòðåçêàM1M2. Ïðèìåì, ÷òî êîîðäèíàòàìè òî÷åê

M1, M2 ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî (a, 0) è (b, 0). Äîïóñòèìûå êðèâûå
ëåæàò â ïîëóïëîñêîñòè y ≥ 0.

Òàêèì îáðàçîì, êðèâàÿ äîëæíà äîñòàâëÿòü ìàêñèìóì �óíêöèîíàëó

S[y] =

b∫

a

ydx
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ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

y(a) = 0, y(b) = 0 (50)

ïðè èçîïåðèìåòðè÷åñêîì óñëîâèè

b∫

a

√

1 + (y′)2dx = l0. (51)

Ñîñòàâèì âñïîìîãàòåëüíûé �óíêöèîíàë

S⋆⋆[y] =

b∫

a

F ⋆⋆(x, y, y′)dx, F ⋆⋆ = y + λ
√

1 + (y′)2.

Ïîñêîëüêó ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ F ⋆⋆
íå çàâèñèò ÿâíî îò x, òî

óðàâíåíèå Ýéëåðà äëÿ S⋆⋆
èìååò ïåðâûé èíòåãðàë

F ⋆⋆ − y′F ⋆⋆
y′ = C1

èëè

y + λ
√

1 + (y′)2 − λ
(y′)2

√

1 + (y′)2
= C1.

Îòñþäà ïîëó÷èì

y − C1 = −λ 1
√

1 + (y′)2
.

Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíûé ïàðàìåòð t, ïîëàãàÿ y′ = tg t. Òîãäà

y − C1 = −λ cos t,
dy

dx
= tg t ⇒ dx =

dy

tg t
=
λ sin tdt

tg t
= λ cos tdt ⇒ x = λ sin t+ C2.

Óðàâíåíèå ýêñòðåìàëåé â ïàðàìåòðè÷åñêîé �îðìå èìååò âèä

{
x = λ sin t+ C1,
y = −λ cos t+ C1

èëè, èñêëþ÷àÿ t, ïîëó÷èì (x − C2)
2 + (y − C1)

2 = λ2 � ñåìåéñòâî

îêðóæíîñòåé. Ïàðàìåòðû C1, C2, λ îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèé (50), (51).
◭

Óïðàæíåíèå 16. Ïîêàçàòü, ÷òî çàäà÷à î ìàêñèìóìå ïëîùàäè, îãðà-

íè÷åííîé çàìêíóòîé êðèâîé çàäàííîé äëèíû, è çàäà÷à î ìèíèìóìå

äëèíû çàìêíóòîé êðèâîé, îãðàíè÷èâàþùåé çàäàííóþ ïëîùàäü, âçà-

èìíû è èìåþò îáùèå ýêñòðåìàëè.
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Ïðèìåð 32. Çàïèñàòü óðàâíåíèå ýêñòðåìàëåé èçîïåðèìåòðè÷åñêîé çà-

äà÷è äëÿ �óíêöèîíàëà

J [y] =

b∫

a

[p(x)(y′)2 + q(x)y2]dx (52)

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

y(a) = 0, y(b) = 0 (53)

ïðè èçîïåðèìåòðè÷åñêîì óñëîâèè

b∫

a

ρ(x)y2dx = 1, (54)

ãäå p(x) � íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìàÿ �óíêöèÿ, q(x) è ρ(x) �

íåïðåðûâíûå íà îòðåçêå [a, b] �óíêöèè, ïðè÷åì ρ(x) > 0, p(x) > 0,
q(x) ≥ 0.

◮ Âñïîìîãàòåëüíûé �óíêöèîíàë èìååò âèä

J⋆⋆[y] =

b∫

a

[p(x)(y′)2 + q(x)y2 + λρ(x)y2]dx.

Óðàâíåíèå Ýéëåðà

d

dx
[p(x)y′]− q(x)y − λρ(x)y = 0 (55)

ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (53), î÷åâèäíî, èìååò ðåøåíèå y(x) = 0, êîòî-
ðîå, îäíàêî, íå óäîâëåòâîðÿåò èçîïåðèìåòðè÷åñêîìó óñëîâèþ (54). Ïî-

ýòîìó ýêñòðåìàëè ñëåäóåò îïðåäåëèòü êàê ðåøåíèÿ çàäà÷è Øòóðìà�

Ëèóâèëëÿ (55), (53). Òàêèì îáðàçîì, ýêñòðåìàëÿìè ðàññìàòðèâàå-

ìîé èçîïåðèìåòðè÷åñêîé çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûå ñ âå-

ñîì ρ(x) ñîáñòâåííûå �óíêöèè yn(x) çàäà÷è Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ; ïðè

ýòîì ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λn îïðåäåëÿþò ýêñ-

òðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ �óíêöèîíàëà J [y].
Äåéñòâèòåëüíî, óìíîæèâ óðàâíåíèå Ýéëåðà íà yn(x) è ïðîèíòåãðè-

ðîâàâ ïî îòðåçêó [a, b] ñ ó÷åòîì èçîïåðèìåòðè÷åñêîãî óñëîâèÿ, íàéäåì

p(x)y′n(x)yn(x)|
b
a

︸ ︷︷ ︸
=0

−
b∫

a

p(x)(y′n)
2dx−

b∫

a

q(x)y2ndx = λn

b∫

a

ρ(x)y2ndx

︸ ︷︷ ︸

=1

.
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Îòêóäà íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî çíà÷åíèå �óíêöèîíàëà J [y] íà ïîëó-

÷åííûõ ýêñòðåìàëÿõ îïðåäåëÿåòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè çàäà÷è

Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ (55), (53), à èìåííî,

J [yn(x)] = −λn.
◭

Ïðèìåð 33. Íàéòè ýêñòðåìàëü �óíêöèîíàëà

J [y1, y2] =

1∫

0

x(y1 − y2)dx,

y1(0) = 0, y1(1) = 2, y2(0) = y2(1) = 0,

1∫

0

y′1y
′
2dx = −4

5
.

◮ Ñîñòàâèì �óíêöèþ

F ⋆⋆(x, y, y′) = x(y1 − y2) + λy′1y
′
2.

Çàïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé Ýéëåðà

∂F ⋆⋆

∂y1
− d

dx

∂F ⋆⋆

∂y′1
= x+ λy′′2 = 0,

∂F ⋆⋆

∂y2
− d

dx

∂F ⋆⋆

∂y′2
= −x+ λy′′1 = 0,

1∫

0

y′1y
′
2dx = −4

5
.

Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèÿ ñèñòåìû, ïîëó÷èì

y1(x) =
1

6λ
x3 + C1x+ C2, y2(x) = − 1

6λ
x3 + C3x+ C4.

Ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ è ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà íàõîäèì èç ãðà-

íè÷íûõ óñëîâèé

y1(0) = C2 = 0, y2(0) = C4 = 0, (56)

y1(1) =
1

6λ
+ C1 + C2 = 2, y2(1) = − 1

6λ
+ C3 + C4 = 0 (57)
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è èçîïåðèìåòðè÷åñêîãî óñëîâèÿ

1∫

0

y′1y
′
2dx = C1C3 −

1

20λ2
− C1

1

6λ
+ C3

1

6λ
= −4

5
. (58)

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (56)�(58) èìååò äâà ðåøåíèÿ

C1 = 1, C2 = 0, C3 = 1, C4 = 0, λ =
1

6
,

è

C1 = 3, C2 = 0, C3 = −1, C4 = 0, λ = −1

6
.

Âûïèøåì ýêñòðåìàëè âàðèàöèîííîé çàäà÷è:

1) y1(x) = x3 + x, y2(x) = −x3 + x,

2) y1(x) = −x3 + 3x, y2(x) = x3 − x.

◭
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8 Çàäà÷à Áîëüöà

�àññìîòðèì �óíêöèîíàë

J [y] =

b∫

a

F (x, y(x), y′(x))dx+ f(y(a), y(b)), (59)

îïðåäåëåííûé íà ìíîæåñòâå �óíêöèé y(x) èç ïðîñòðàíñòâà íåïðåðûâ-
íî äè��åðåíöèðóåìûõ �óíêöèé C1[a, b]. Ôóíêöèîíàë (59) ïîìèìî èí-
òåãðàëüíîãî ÷ëåíà ñîäåðæèò òàêæå òåðìèíàëüíûé ÷ëåí (èëè ïðîñòî

òåðìèíàíò), îïðåäåëÿåìûé �óíêöèåé f(ξ, η), ãäå ξ = y(a), η = y(b).
Ôóíêöèîíàë (59) íàçûâàþò �óíêöèîíàëîì Áîëüöà.

Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ñëàáîãî ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà �óíêöèîíàëà

(59) íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòàðíîé çàäà÷åé Áîëüöà.

Òåîðåìà 10 (íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà â çàäà÷å Áîëüöà).

Ïóñòü

1) �óíêöèÿ y(x) äîñòàâëÿåò ýêñòðåìóì �óíêöèîíàëó Áîëüöà (59)

è äâàæäû íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìà;

2) �óíêöèÿ F (x, y, y′) íåïðåðûâíà âìåñòå ñî ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè

äî âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî;

3) �óíêöèÿ f(ξ, η) íåïðåðûâíà è èìååò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðî-

èçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Òîãäà �óíêöèÿ y(x) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ýéëåðà

Fy −
d

dx
Fy′ = 0

è óñëîâèÿì òðàíñâåðñàëüíîñòè íà ëåâîì è ïðàâîì êîíöàõ

Fy′|x=a =
∂f

∂ξ
, Fy′|x=b = −∂f

∂η
, (60)

ãäå ξ = y(a), η = y(b).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü y(x) � �óíêöèÿ, äîñòàâëÿþùàÿ ýêñòðåìóì

�óíêöèîíàëó â çàäà÷å Áîëüöà. Ïîñòðîèì âàðèàöèþ �óíêöèîíàëà (59).

Ñ ýòîé öåëüþ ðàññìîòðèì îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî �óíêöèé

y(x, α) = y(x) + αδy(x), δy(x) ∈ C1[a, b].

Ôóíêöèîíàë (59) íà êðèâûõ ýòîãî ñåìåéñòâà ïðåâðàùàåòñÿ â �óíêöèþ

Φ(α) =

b∫

a

F (x, y + αδy, y′ + αδy′)dx+ f(y(a) + αδy(a), y(b) + αδy(b)),
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äîñòèãàþùóþ ýêñòðåìóìà ïðè α = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

δJ [y, δy] = Φ′(0) =
d

dα
J [y + αδy]

∣
∣
∣
∣
α=0

= 0.

Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ �óíêöèè Φ(α) â òî÷êå α = 0:

Φ′(0) =

b∫

a

(Fyδy + Fy′δy
′) dx+

∂f

∂ξ
δy(a) +

∂f

∂η
δy(b).

Ïðîèíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì âòîðîå ñëàãàåìîå â ïîäûíòåãðàëüíîì âû-

ðàæåíèè, ó÷èòûâàÿ, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå δy(a) 6= 0, δy(b) 6= 0. Òîãäà
âàðèàöèÿ �óíêöèîíàëà îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

b∫

a

(

Fy −
d

dx
Fy′

)

δy dx+ [Fy′δy]|ba +
∂f

∂ξ
δy(a) +

∂f

∂η
δy(b) = 0, (61)

êîòîðîìó äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü �óíêöèÿ y(x) äëÿ ëþáûõ δy(x) ∈
C1[a, b].

Ïóñòü δy(x) îáðàùàåòñÿ â íóëü íà êîíöàõ îòðåçêà [a, b], ò.å. δy(a) =
δy(b) = 0. Òîãäà âñå òåðìèíàëüíûå ñëàãàåìûå â (61) îáðàùàþòñÿ â

íóëü. Îòñþäà â ñèëó ëåììû Ëàãðàíæà ñëåäóåò, ÷òî �óíêöèÿ y(x) óäî-
âëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ýéëåðà

Fy −
d

dx
Fy′ = 0.

Ïðè ýòîì ñîîòíîøåíèå (61) ïðèíèìàåò âèä

[
∂f

∂ξ
− Fy′|x=a

]

δy(a) +

[
∂f

∂η
+ Fy′|x=b

]

δy(b) = 0.

�àññìîòðèì ïîñëåäíåå òîæäåñòâî íà âñåõ δy(x) òàêèõ, ÷òî δy(a) 6= 0,
δy(b) = 0. Òîãäà

[
∂f

∂ξ
− Fy′|x=a

]

δy(a) = 0 ⇒ ∂f

∂ξ
= Fy′|x=a .

Àíàëîãè÷íî äëÿ âñåõ δy(x) òàêèõ, ÷òî δy(a) = 0, δy(b) 6= 0, äîëæíî
âûïîëíÿòüñÿ

[
∂f

∂η
+ Fy′|x=b

]

δy(b) = 0 ⇒ ∂f

∂η
= − Fy′|x=b .

Îòñþäà ïðèõîäèì ê óñëîâèÿì òðàíñâåðñàëüíîñòè (60).
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Åñëè òåðìèíàëüíàÿ ÷àñòü �óíêöèîíàëà Áîëüöà îòñóòñòâóåò, òî

óñëîâèÿ (60) èìåþò âèä

Fy′|x=a = Fy′|x=b = 0.

Â ðÿäå çàäà÷ ýòè óñëîâèÿ îçíà÷àþò îðòîãîíàëüíîñòü ýêñòðåìàëåé

�óíêöèîíàëà ãðàíè÷íûì âåðòèêàëÿì x = a, x = b.
Åñëè â çàäà÷å Áîëüöà îäèí èç êîíöîâ ýêñòðåìàëè çàêðåïëåí, òî äëÿ

òàêîé çàäà÷è íàðÿäó ñ óðàâíåíèåì Ýéëåðà ñ íåîáõîäèìîñòüþ âûïîë-

íÿþòñÿ (ëåâîå èëè ïðàâîå) óñëîâèå òðàíñâåðñàëüíîñòè äëÿ ñâîáîäíîãî

êîíöà è ãðàíè÷íîå óñëîâèå äëÿ çàêðåïëåííîãî êîíöà.

Ïðèìåð 34. Íàéòè ýêñòðåìàëè �óíêöèîíàëà

J [y] =

π∫

0

[(y′)2 + y2 − 4y cosx]dx+ y2(0)− y(π) + y2(π).

◮ Èç óñëîâèé çàäà÷è èìååì

F (x, y, y′) = (y′)2 + y2 − 4y cosx, f(ξ, η) = ξ2 − η + η2.

Çàïèøåì óðàâíåíèå Ýéëåðà:

y′′ − y = −2 cosx.

�åøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ: y0 = C1e
x +C2e

−x
. ×àñòíîå ðåøåíèå

íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ èùåì â âèäå ỹ = A sinx + B cosx. Ïîäñòàâ-
ëÿÿ â íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå, íàéäåì çíà÷åíèÿ A è B: A = 0, B = 1.
Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà èìååò âèä

y(x) = C1e
x + C2e

−x + cosx.

Çàïèøåì óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè:

{
y′(0) = y(0),

2y′(π) = 1− 2y(π).

Ïîäñòàâëÿÿ â ñèñòåìó îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà, ïîëó÷èì

óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîñòîÿííûõ C1 è C2:
{
C1 − C2 = C1 + C2 + 1,

2C1e
π − 2C2e

−π = 1− 2C1e
π − 2C2e

−π + 2.

�åøàÿ ñèñòåìó, íàéäåì

C1 =
3

4
e−π, C2 = −1

2
.

Òàêèì îáðàçîì, ýêñòðåìàëü �óíêöèîíàëà èìååò âèä

y(x) =
3

4
e−πex − 1

2
e−x + cosx.

◭

87



Ïðèìåð 35. Çàïèñàòü íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà â çàäà÷å

Áîëüöà äëÿ êâàäðàòè÷íîãî �óíêöèîíàëà

J [y] =

b∫

a

[p(x)(y′)2 + q(x)y2 + 2r(x)y]dx−

−σay2(a) + 2gay(a) + σby
2(b)− 2gby(b),

ãäå �óíêöèÿ p(x) > 0 � íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìàÿ, à q(x) ≥ 0 è
r(x) � íåïðåðûâíûå íà îòðåçêå [a, b] �óíêöèè; σa, σb, ga, gb � ïîñòîÿí-
íûå âåëè÷èíû.

◮ Èç �îðìóëèðîâêè çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî

F (x, y, y′) = p(x)(y′)2 + q(x)y2 + 2r(x)y,

f(ξ, η) = −σaξ2 + 2gaξ + σbη
2 − 2gbη, ξ = y(a), η = y(b).

Çàïèøåì óðàâíåíèå Ýéëåðà äëÿ �óíêöèîíàëà Áîëüöà

d

dx
[p(x)y′]− q(x)y = r(x).

Óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè äëÿ ëåâîãî è ïðàâîãî êîíöà èìåþò âèä

p(a)y′(a) + σay(a) = ga, p(b)y′(b) + σby(b) = gb.

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå Ýéëåðà è óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè îïðå-

äåëÿþò êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ ëèíåéíîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

âòîðîãî ïîðÿäêà. ◭

Ôóíêöèîíàë Áîëüöà, çàâèñÿùèé îò íåñêîëüêèõ �óíêöèé

�àññìîòðèì �óíêöèîíàë Áîëüöà, îïðåäåëåííûé íà âåêòîð-

�óíêöèÿõ

y(x) = (y1(x), . . . , yn(x)), yk(x) ∈ C1[a, b], k = 1, . . . , n.

Òîãäà èíòåãðàíò è òåðìèíàíò ýòîãî �óíêöèîíàëà

F (x, y, y′) = F (x, y1, . . . , yn, y
′
1, . . . , y

′
n),

f(ξ, η) = f(ξ1, . . . , ξn, η1, . . . , ηn),

ãäå

ξk = yk(a), ηk = yk(b), k = 1, . . . , n,

ÿâëÿþòñÿ �óíêöèÿìè 2n+ 1 è 2n ïåðåìåííûõ ñîîòâåòñòâåííî.

Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñëàáîãî ýêñòðåìóìà äàííîãî

�óíêöèîíàëà îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé.
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Òåîðåìà 11 (íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà â çàäà÷å Áîëüöà äëÿ

�óíêöèîíàëîâ, çàâèñÿùèõ îò íåñêîëüêèõ �óíêöèé). Ïóñòü

1) âåêòîð-�óíêöèÿ y(x) = (y1(x), . . . , yn(x)), ãäå yk(x) ∈ C2[a, b],
k = 1, . . . , n, äîñòàâëÿåò ýêñòðåìóì �óíêöèîíàëó Áîëüöà;

2) �óíêöèÿ F (x, y1, . . . , yn, y
′
1, . . . , y

′
n) íåïðåðûâíà âìåñòå ñî ñâîèìè

ïðîèçâîäíûìè äî âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî;

3) �óíêöèÿ f(ξ1, . . . , ξn, η1, . . . , ηn) íåïðåðûâíà è èìååò íåïðåðûâ-

íûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Òîãäà �óíêöèè yk(x) óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå äè��åðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé Ýéëåðà

Fyk −
d

dx
Fy′k

= 0, k = 1, . . . , n,

è óñëîâèÿì òðàíñâåðñàëüíîñòè íà ëåâîì è ïðàâîì êîíöàõ

Fy′k

∣
∣
x=a

=
∂f

∂ξk
, Fy′k

∣
∣
x=b

= − ∂f

∂ηk
, k = 1, . . . , n,

ãäå ξk = yk(a), ηk = yk(b).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû â âåêòîðíîì ñëó÷àå ñâîäèòñÿ ê äîêàçàòåëü-

ñòâó àíàëîãè÷íîé òåîðåìû 10 äëÿ îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ. Äåéñòâèòåëüíî,

�èêñèðóåì ó âåêòîð-�óíêöèè y(x) = (y1(x), . . . , yn(x)) âñå êîìïîíåí-
òû êðîìå yi(x). Òîãäà �óíêöèîíàë Áîëüöà áóäåò çàâèñåòü òîëüêî îò

îäíîé �óíêöèè yi(x). À äëÿ îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ

ýêñòðåìóìà óæå äîêàçàíû.

Ïðèìåð 36. Íàéòè ýêñòðåìàëü �óíêöèîíàëà

J [y1, y2] =

1∫

0

(y′1y
′
2 + y1y2)dx+ y1(1) + y2(1), y1(0) = 0, y2(0) = 0.

◮ Â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèÿìè çàäà÷è èìååì

F (x, y1, y2, y
′
1, y

′
2) = y′1y

′
2 + y1y2,

f(ξ1, ξ2, η1, η2) = η1 + η2, ξk = yk(0), ηk = yk(1), k = 1, 2.

Çàïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé Ýéëåðà:

y′′1 − y1 = 0, y′′2 − y2 = 0.

Îáùåå ðåøåíèå äàííîé ñèñòåìû èìååò âèä

y1(x) = C1 sh x + C2 ch x, y2(x) = C3 sh x+ C4 ch x.
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Çàïèøåì óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè ïðè x = 1:

∂F

∂y′1

∣
∣
∣
∣
x=1

= − ∂f

∂η1
⇒ y′2(1) + 1 = 0,

∂F

∂y′2

∣
∣
∣
∣
x=1

= − ∂f

∂η2
⇒ y′1(1) + 1 = 0.

Óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè ñîâìåñòíî ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè îáðà-

çóþò ñèñòåìó óðàâíåíèé, ïîçâîëÿþùóþ îïðåäåëèòü ïîñòîÿííûå C1, C2,

C3, C4. Äåéñòâèòåëüíî,







y′1(1) + 1 = 0,
y1(0) = 0,
y′2(1) + 1 = 0,
y2(0) = 0

⇒







C1 ch 1 + C2 sh 1 = −1,
C2 = 0,
C3 ch 1 + C4 sh 1 = −1,
C4 = 0.

Îòñþäà íàõîäèì

C1 = − 1

ch 1
, C2 = 0, C3 = − 1

ch 1
, C4 = 0.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ýêñòðåìàëü

y1(x) = −sh x

ch 1
, y2(x) = −sh x

ch 1
.

◭

Ôóíêöèîíàë Áîëüöà ñ ïðîèçâîäíûìè âûñøåãî ïîðÿäêà

�àññìîòðèì �óíêöèîíàë

J [y] =

b∫

a

F (x, y, y′, . . . , y(n))dx+f(y(a), . . . , y(n−1)(b), y(b), . . . , y(n−1)(b)),

(62)

çàäàííûé íà ìíîæåñòâå �óíêöèé èç ïðîñòðàíñòâà Cn[a, b]. Ôóíê-

öèîíàë (62) ñîäåðæèò òåðìèíàëüíûé ÷ëåí, îïðåäåëÿåìûé �óíêöèåé

f(ξ, ξ′, . . . , ξ(n−1), η, η′, . . . , η(n−1)), ãäå ξ = y(a), η = y(b). Ñ�îðìóëè-
ðóåì íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà â çàäà÷å Áîëüöà äëÿ ñëó÷àÿ,

êîãäà �óíêöèîíàë çàâèñèò îò ïðîèçâîäíûõ âûñøåãî ïîðÿäêà îäíîé

�óíêöèè.

Òåîðåìà 12 (íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà â çàäà÷å Áîëüöà äëÿ

�óíêöèîíàëîâ ñ ïðîèçâîäíûìè âûñøåãî ïîðÿäêà). Ïóñòü
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1) �óíêöèÿ y(x) ∈ C2n[a, b] äîñòàâëÿåò ýêñòðåìóì �óíêöèîíàëó

Áîëüöà (62);

2) �óíêöèÿ F (x, y, y′, . . . , y(n)) íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìà ïî ñî-

âîêóïíîñòè àðãóìåíòîâ (n+ 1) ðàç;

3) �óíêöèÿ f(ξ, ξ′, . . . , ξ(n−1), η, η′, . . . , η(n−1)) íåïðåðûâíî äè��åðåí-
öèðóåìà.

Òîãäà �óíêöèÿ y(x) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ýéëåðà�Ïóàññîíà

Fy −
d

dx
Fy′ +

d2

dx2
Fy′′ + . . .+ (−1)n

dn

dxn
Fy(n) = 0.

è óñëîâèÿì òðàíñâåðñàëüíîñòè íà ëåâîì è ïðàâîì êîíöàõ

n−k−1∑

m=0

(−1)m
dm

dxm
∂F

∂y(n+k+1)

∣
∣
∣
∣
x=a

=
∂f

∂ξ(k)
, k = 0, . . . , n− 1,

n−k−1∑

m=0

(−1)m
dm

dxm
∂F

∂y(n+k+1)

∣
∣
∣
∣
x=b

= − ∂f

∂η(k)
, k = 0, . . . , n− 1,

ãäå ξ = y(a), η = y(b).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ìîæíî íàéòè â ðàáîòå [18℄.
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9 Ëîìàíûå ýêñòðåìàëè

�àññìîòðèì çàäà÷ó î íàõîæäåíèè ýêñòðåìóìà �óíêöèîíàëà

J [y] =

b∫

a

F (x, y, y′)dx, (63)

ñ÷èòàÿ, ÷òî äîïóñòèìûå êðèâûå óäîâëåòâîðÿþò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

y(a) = A, y(b) = B. (64)

Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ F (x, y, y′) èìååò

íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå äî âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî.

Ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé �óíêöèîíàë íå îáëàäàåò

ýêñòðåìóìîì â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìûõ �óíê-

öèé C1[a, b]. Â ÷àñòíîñòè, ýêñòðåìóì ìîæåò äîñòèãàòüñÿ íà êðèâîé,

ÿâëÿþùåéñÿ êóñî÷íî-ãëàäêîé, ò.å. y(x) èìååò òî÷êè èçëîìà (òî÷êè, â

êîòîðûõ ïðîèçâîäíàÿ y′(x) òåðïèò ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà). Òàêóþ êðè-

âóþ íàçûâàþò íåãëàäêîé (ëîìàíîé) ýêñòðåìàëüþ. Èçâåñòíî (ñì. òåîðå-

ìó 5), ÷òî èçëîì âîçìîæåí òîëüêî â òåõ òî÷êàõ, ãäå Fy′y′(x, y, y
′) = 0.

�åøåíèå âàðèàöèîííîé çàäà÷è (63), (64) áóäåì èñêàòü ñðåäè �óíê-

öèé, ïðèíàäëåæàùèõ ïðîñòðàíñòâó KC1[a, b] è óäîâëåòâîðÿþùèõ ãðà-
íè÷íûì óñëîâèÿì (64). Âàðèàöèîííûå çàäà÷è ñ òàêèìè ýêñòðåìàëÿìè

íàçûâàþò ðàçðûâíûìè. Ïðè ýòîì èìååòñÿ â âèäó ðàçðûâ ïðîèçâîäíîé,

à íå �óíêöèè, íà êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ýêñòðåìóì.

Ñ�îðìóëèðóåì óñëîâèÿ, êîòîðûå ïîçâîëÿò îïðåäåëèòü, ñóùåñòâóþò

ëè ó äàííîé âàðèàöèîííîé çàäà÷è ýêñòðåìàëè ñ òî÷êàìè èçëîìà.

Ïóñòü äîïóñòèìàÿ êðèâàÿ y(x) ∈ KC1[a, b] èìååò èçëîì â íåêîòîðîé

òî÷êå c ∈ (a, b):

y(x) =

{
yac(x), x∈[a, c],
ycb(x), x∈[c, b], , yac(c) = ycb(c).

Ïðåäñòàâèì ðàññìàòðèâàåìûé �óíêöèîíàë â âèäå ñóììû äâóõ �óíê-

öèîíàëîâ

J [y] =

b∫

a

F (x, y, y′)dx =

c∫

a

F (x, y, y′)dx+

b∫

c

F (x, y, y′)dx = Jac[y]+Jcb[y]

è âû÷èñëèì âàðèàöèþ äëÿ êàæäîãî �óíêöèîíàëà â îòäåëüíîñòè. Çà-

ìåòèì, ÷òî äëÿ îòðåçêîâ [a, c] è [c, b] ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñîñòîÿò â

òîì, ÷òî îäèí êîíåö äîïóñòèìîé êðèâîé çàêðåïëåí, à äðóãîé ïîäâè-

æåí. Ïðèìåíÿÿ �îðìóëó (32), ïîëó÷àåì

δJac =

c∫

a

(

Fy −
d

dx
Fy′

)

δy dx+ Fy′|x=c−0 δyc + [F − y′Fy′]|x=c−0 δxc,
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δJcb =

b∫

c

(

Fy −
d

dx
Fy′

)

δy dx− Fy′|x=c+0 δyc − [F − y′Fy′]|x=c+0 δxc.

Åñëè èìååò ìåñòî ýêñòðåìóì, òî

δJ = δJac + δJcb = 0.

Ïîñêîëüêó âàðèàöèè δy(x), δyc è δxc ïðîèçâîëüíû, òî â ñîîòâåòñòâèè
ñ ëåììîé Ëàãðàíæà ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ

Fy −
d

dx
Fy′ = 0, x ∈ [a, c),

Fy −
d

dx
Fy′ = 0, x ∈ (c, b],

à òàêæå óñëîâèÿ

Fy′|x=c−0 = Fy′|x=c+0 ,

[F − y′Fy′]|x=c−0 = [F − y′Fy′]|x=c+0 .
(65)

Çàìå÷àíèå. Åñëè òî÷êà èçëîìà ñêîëüçèò âäîëü ãëàäêîé êðèâîé y =
ϕ(x), òî âìåñòî óñëîâèé (65) èìååì åäèíñòâåííîå óñëîâèå

[F + (ϕ′ − y′)Fy′]|x=c−0 = [F + (ϕ′ − y′)Fy′]|x=c+0 .

Îïðåäåëåíèå. Óñëîâèÿ (65) íàçûâàþò óñëîâèÿìè Âåéåðøòðàññà�

Ýðäìàíà.

Ïðèâåäåííûå âûøå ðàññóæäåíèÿ ïîçâîëÿþò ñ�îðìóëèðîâàòü ñëå-

äóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 13 (íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà äëÿ çàäà÷è ñ íåãëàä-

êèìè ýêñòðåìàëÿìè). Åñëè íà íåïðåðûâíîé �óíêöèè y(x), íåïðåðûâ-
íî äè��åðåíöèðóåìîé íà ïðîìåæóòêàõ [a, c) è (c, b], ãäå c � òî÷êà

ðàçðûâà ïðîèçâîäíîé, è óäîâëåòâîðÿþùåé ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (64),

�óíêöèîíàë (63) äîñòèãàåò ýêñòðåìóìà, òî îíà óäîâëåòâîðÿåò:

1) óðàâíåíèþ Ýéëåðà íà êàæäîì èç ïðîìåæóòêîâ [a, c) è (c, b];

2) óñëîâèÿì Âåéåðøòðàññà�Ýðäìàíà (65).

Íà êàæäîì èç îòðåçêîâ [a, c] è [c, b] ýêñòðåìàëü y(x) äîëæíà óäî-

âëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ Ýéëåðà, ò.å. äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

âòîðîãî ïîðÿäêà. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ðåøåíèè ýòèõ äâóõ óðàâíåíèé

ïîëó÷àþòñÿ ÷åòûðå ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ýòèõ

ïîñòîÿííûõ, à òàêæå âåëè÷èíû c èñïîëüçóþò ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (64),
óñëîâèÿ Âåéåðøòðàññà�Ýðäìàíà (65) è óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè èñêî-

ìîé ýêñòðåìàëè â òî÷êå x = c, ò.å. óñëîâèå yac(c) = ycb(c).
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�àññìîòðèì ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ óñëîâèé Âåéåðøòðàñ-

ñà�Ýðäìàíà. Ñ ýòîé öåëüþ �èêñèðóåì x è y è áóäåì íà îäíîé èç êî-

îðäèíàòíûõ îñåé îòêëàäûâàòü çíà÷åíèÿ y′, à íà äðóãîé � çíà÷åíèÿ

F (x, y, y′). Ïîëó÷èì íåêîòîðóþ êðèâóþ, èçîáðàæàþùóþ F (x, y, y′) êàê
�óíêöèþ îò y′. Òîãäà ïåðâîå èç óñëîâèé (65) îçíà÷àåò, ÷òî êàñàòåëü-

íûå ê ýòîé êðèâîé â òî÷êàõ y′(c − 0) è y′(c + 0) ïàðàëëåëüíû ìåæäó

ñîáîé, à âòîðîå óñëîâèå, êîòîðîå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

F |x=c−0 − F |x=c+0 = y′Fy′|x=c−0
x=c+0 ,

îçíà÷àåò, ÷òî ýòè äâå êàñàòåëüíûå íå òîëüêî ïàðàëëåëüíû, íî è ñîâïà-

äàþò.

Ïðèâåäåì òåîðåìó, êîòîðàÿ îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíîé ïðè èññëåäîâàíèè

íà ýêñòðåìóì �óíêöèîíàëîâ, äîïóñêàþùèõ ëîìàííûå ýêñòðåìàëè (ñì.

òàêæå [15℄).

Òåîðåìà 14 (î ñêðóãëåíèè óãëîâ). Òî÷íûå íèæíèå (âåðõíèå) ãðàíè
çíà÷åíèé �óíêöèîíàëà (63) íà ìíîæåñòâå êóñî÷íî-ãëàäêèõ �óíêöèé,

óäîâëåòâîðÿþùèõ ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (64), è íà ìíîæåñòâå ãëàä-

êèõ �óíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ òåì æå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì, ñîâ-

ïàäàþò, åñëè òîëüêî �óíêöèÿ F (x, y, y′) íåïðåðûâíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òîãî, ÷òî âñÿêàÿ ãëàäêàÿ �óíêöèÿ îäíîâðå-

ìåííî ÿâëÿåòñÿ è êóñî÷íî-ãëàäêîé, òî

inf
y∈KC1

J [y] ≤ inf
y∈C1

J [y].

Ïóñòü

inf
y∈KC1

J [y] < inf
y∈C1

J [y].

Òîãäà äëÿ êàæäîãî ε > 0 íàéäåòñÿ �óíêöèÿ yε(x) ∈ KC1[a, b] òàêàÿ,
÷òî

J [yε] < inf
y∈C1

J [y]− ε.

Ñêðóãëÿÿ âîçìîæíûå èçëîìû, äëÿ ëþáîãî ñêîëü óãîäíî ìàëîãî ÷èñëà δ
ìîæíî ïîñòðîèòü ãëàäêóþ �óíêöèþ yδ(x), îòëè÷àþùóþñÿ îò êóñî÷íî-
ãëàäêîé (ïî ìåòðèêå || · ||C) î÷åíü ìàëî è òàêóþ, ÷òî çíà÷åíèå �óíê-

öèîíàëà J [yδ] áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò J [yε] íå áîëåå ÷åì íà δ. Íî òîãäà

J [yδ] < inf
y∈C1

J [y]− (ε− δ),

÷òî íåâîçìîæíî ïðè |δ| < ε, òàê êàê ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ òî÷íîé

íèæíåé ãðàíè.

Ïðèìåð 37. Íàéòè ýêñòðåìàëè �óíêöèîíàëà

J [y] =

4∫

0

(y′)2(y′ − 2)2dx, y(0) = 0, y(4) = 4.
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�èñ. 12.

◮ Çàïèøåì óñëîâèÿ Âåéåðøòðàññà-Ýðäìàíà:

4y′(y′ − 2)(y′ − 1)|x=x1−0 = 4y′(y′ − 2)(y′ − 1)|x=x1+0 ,

(y′)2(y′ − 2)(2− 3y′)
∣
∣
x=x1−0

= (y′)2(y′ − 2)(2− 3y′)
∣
∣
x=x1+0

.

Îòñþäà ñëåäóþò âàðèàíòû:

à) y′(x1 − 0) = y′(x1 + 0);

á) y′(x1 − 0) = 0, y′(x1 + 0) = 2;

â) y′(x1 − 0) = 2, y′(x1 + 0) = 0.

Âàðèàíò à) ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ ïîèñêà ãëàäêèõ ýêñòðåìàëåé. Òàê

êàê èíòåãðàíò �óíêöèîíàëà íå çàâèñèò îò y è x ÿâíî, òî îáùåå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ Ýéëåðà èìååò âèä y(x) = C1x+ C2. Èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé

íàõîäèì C1 = 1 è C2 = 0. Â èòîãå ýêñòðåìàëü èìååò âèä y0(x) = x (íà
ðèñ. 12 ãëàäêàÿ ýêñòðåìàëü îáîçíà÷åíà øòðèõîâîé ëèíèåé).

Âàðèàíòû á) è â) ñîîòâåòñòâóþò ñëó÷àþ ýêñòðåìàëåé ñ èçëîìîì â

òî÷êå x1. �åøåíèå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà íà ïðîìåæóòêàõ [0, x1) è (x1, 4]
èìååò âèä

y1(x) = C1x+ C2, x ∈ [0, x1),

y2(x) = C3x+ C4, x ∈ (x1, 4].

Íåèçâåñòíûå C1, C2, C3, C4 è x1 îïðåäåëèì èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé,

óñëîâèé Âåéåðøòðàññà�Ýðäìàíà è óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè

y1(x1) = y2(x1).

Âàðèàíòó á) ñîîòâåòñòâóþò óñëîâèÿ

y′1(x1 − 0) = C1 = 0, y′2(x1 + 0) = C3 = 2.
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Èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé è óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ïîëó÷èì

C2 = 0, C4 = −4, x1 = 2.

Â ðåçóëüòàòå ïîñòðîåíà ýêñòðåìàëü (ñì. ðèñ. 12)

y(x) =

{
0, x ∈ [0, 2]
2x− 4, x ∈ [2, 4].

(66)

Âàðèàíòó â) ñîîòâåòñòâóþò óñëîâèÿ:

y′1(x1 − 0) = C1 = 2, y′2(x1 + 0) = C3 = 0.

Èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé è óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ïîëó÷èì:

C2 = 0, C4 = 4, x1 = 2.

Â ðåçóëüòàòå ïîñòðîåíà ýêñòðåìàëü (ñì. ðèñ. 12)

y(x) =

{
2x, x ∈ [0, 2]
4, x ∈ [2, 4].

(67)

Âûøå ìû ðàññìîòðåëè ýêñòðåìàëü ñ îäíîé åäèíñòâåííîé òî÷êîé èç-

ëîìà. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ðàññìîòðåòü ýêñòðåìàëè ñ ëþáûì

êîíå÷íûì ÷èñëîì òî÷åê èçëîìà. Ïðèìåð òàêèõ ýêñòðåìàëåé ïðåäñòàâ-

ëåí íà ðèñ. 12.

Ïðîàíàëèçèðóåì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò. Ïîñêîëüêó ïîäûíòåãðàëü-

íàÿ �óíêöèÿ ïîëîæèòåëüíà, òî J [y] ≥ 0, è, ñëåäîâàòåëüíî, åñëè íà

êàêîé-ëèáî êðèâîé �óíêöèîíàë J = 0, òî íà ýòîé êðèâîé ðåàëèçóåòñÿ

àáñîëþòíûé ìèíèìóì �óíêöèîíàëà. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî íà ëîìà-

íûõ ýêñòðåìàëÿõ, íàïðèìåð (66) è (67), �óíêöèîíàë J = 0, òîãäà êàê
íà ãëàäêîé ýêñòðåìàëè y = x �óíêöèîíàë J = 4.

Çàìåòèì, ÷òî J = 0 ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé íèæíåé ãðàíüþ çíà÷åíèé

�óíêöèîíàëà J [y] íà ìíîæåñòâå ãëàäêèõ êðèâûõ, íî ýòà íèæíÿÿ ãðàíü
íà ãëàäêèõ êðèâûõ íå äîñòèãàåòñÿ, à äîñòèãàåòñÿ íà êóñî÷íî-ãëàäêèõ

êðèâûõ. ◭

Ïðèìåð 38. Íàéòè ýêñòðåìàëè �óíêöèîíàëà

J [y] =

2∫

0

y2(1− y′)2dx, y(0) = 0, y(2) = 1.

◮ Çàïèøåì óñëîâèÿ Âåéåðøòðàññà�Ýðäìàíà:

−2y2(1− y′)
∣
∣
x=x1−0

= −2y2(1− y′)
∣
∣
x=x1+0

,

y2(1− y′)(1 + y′)
∣
∣
x=x1−0

= y2(1− y′)(1 + y′)
∣
∣
x=x1+0

.

Îòñþäà ñëåäóþò âàðèàíòû:
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à) y′(x1 − 0) = y′(x1 + 0);

á) y(x1 − 0) = 0, y′(x1 + 0) = 1;

â) y′(x1 − 0) = 1, y(x1 + 0) = 0.

Ñëó÷àé, êîãäà y′(x1 − 0) = y′(x1 + 0) îçíà÷àåò, ÷òî �óíêöèÿ y(x)
äè��åðåíöèðóåìà, ò.å. òî÷êà èçëîìà îòñóòñòâóåò.

Ïîñòðîèì óðàâíåíèå Ýéëåðà äëÿ èññëåäóåìîãî �óíêöèîíàëà:

Fy −
d

dx
Fy′ = 0 ⇒ y(1− (y′)2 − yy′′) = 0.

Çàìåòèì, ÷òî ÷àñòíûì ðåøåíèåì ýòîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

ÿâëÿåòñÿ ïðÿìàÿ y(x) = 0. Òîãäà, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî y(x) 6= 0, ïîëó÷èì
ýêñòðåìàëè �óíêöèîíàëà

1− (y′)2 − yy′′ = 0 ⇒ y2 − (x+ C1)
2 = C2,

ãäå C1 è C2 � ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî

ãðàíè÷íûå òî÷êè áóäóò ëåæàòü íà ðàçíûõ âåòâÿõ ãèïåðáîëû, à, ñëåäî-

âàòåëüíî, âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à íå èìååò ãëàäêèõ ýêñòðåìàëåé.

Ïåðåõîäèì ê èññëåäîâàíèþ ëîìàíûõ ýêñòðåìàëåé �óíêöèîíàëà. Â

ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 5 òî÷êà èçëîìà ìîæåò ëåæàòü ëèøü íà ïðÿìîé

y(x) = 0. Äåéñòâèòåëüíî,

Fy′y′ = 2y2 = 0 ⇒ y = 0.

Ïîñêîëüêó ïðÿìàÿ y(x) = 0 ÿâëÿåòñÿ òàêæå è ýêñòðåìàëüþ �óíêöèî-

íàëà, òî ñ ó÷åòîì óñëîâèé Âåéåðøòðàññà�Ýðäìàíà, à òàêæå ãðàíè÷íûõ

óñëîâèé âàðèàöèîííîé çàäà÷è, ïîëó÷èì óñëîâèÿ íà çíà÷åíèÿ ïðîèçâîä-

íîé â òî÷êå èçëîìà:

y′(x1 − 0) = 0, y′(x1 + 0) = 1. (68)

�åøåíèå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà íà ïðîìåæóòêàõ [0, x1) è (x1, 2]:

y1(x) = 0, x ∈ [0, x1),

y2(x) =
√

(x+ C1)2 + C2, x ∈ (x1, 2].

Â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèÿìè (68) èìååì

y′2(x1 + 0) =
x1 + C1

√

(x1 + C1)2 + C2

= 1 ⇒ C2 = 0.

Îñòàâøèåñÿ íåèçâåñòíûå C1 è x1 íàõîäèì èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé è

óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ýêñòðåìàëè:

C1 = −1, x1 = 1.
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Â èòîãå ýêñòðåìàëüþ ñ òî÷êîé èçëîìà íà îñè Ox áóäåò �óíêöèÿ

y(x) =

{
0 äëÿ 0 ≤ x ≤ 1,
x− 1 äëÿ 1 ≤ x ≤ 2,

(69)

êîòîðàÿ íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [0, 2] è â òî÷êå x = 1 ÿâëÿåòñÿ íåäè�-
�åðåíöèðóåìîé. Ôóíêöèÿ y(x) ïðèíàäëåæèò �óíêöèîíàëüíîìó ïðî-

ñòðàíñòâó KC1[0, 2].
Çàìåòèì, ÷òî çíà÷åíèå �óíêöèîíàëà â êëàññå ãëàäêèõ íà ïðîìå-

æóòêå [0, 2] �óíêöèé íåîòðèöàòåëüíî. Îäíàêî ãëàäêîé �óíêöèè, íà

êîòîðîé �óíêöèîíàë ïðèíÿë áû ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå J = 0, íå
ñóùåñòâóåò. Ïðè ýòîì áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ýêñòðåìóì äîñòèãàåòñÿ íà

êóñî÷íî-ãëàäêîé �óíêöèè (69) è ñîâïàäàåò ñ òî÷íîé íèæíåé ãðàíüþ

çíà÷åíèé äàííîãî �óíêöèîíàëà íà ìíîæåñòâå ãëàäêèõ �óíêöèé. ◭

Óïðàæíåíèå 17. Â ñðåäå I ñâåò ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêî-

ðîñòüþ v1, à â ñðåäå II � ñî ñêîðîñòüþ v2. Ñðåäà I îòäåëåíà îò ñðåäû II

êðèâîé y = ϕ(x). Âûâåñòè çàêîí îòðàæåíèÿ ëó÷à ñâåòà, çíàÿ, ÷òî ëó÷

ïðîõîäèò îò òî÷êè A äî òî÷êè B çà êðàò÷àéøåå âðåìÿ.

Óïðàæíåíèå 18. Âûâåñòè çàêîí îòðàæåíèÿ ëó÷à ñâåòà, çíàÿ, ÷òî ëó÷

ïðîõîäèò îò òî÷êè A äî òî÷êè B, îòðàçèâøèñü îò ëèíèè y = ϕ(x), çà
êðàò÷àéøåå âðåìÿ.

Ïîäðîáíîå ðåøåíèå ýòèõ çàäà÷ ìîæíî íàéòè â ðàáîòå [14℄.
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10 Âàðèàöèîííûå çàäà÷èâ ïàðàìåòðè÷åñêîé �îðìå

Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè �óíêöèîíàëû, îïðåäåëåííûå íà êðè-

âûõ, çàäàííûõ íà ïëîñêîñòè óðàâíåíèÿìè âèäà y = y(x). Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî âñÿêàÿ ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ îñè Oy, ïåðåñåêàåò ýòè êðèâûå íå áî-
ëåå ÷åì â îäíîé òî÷êå. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî îãðàíè÷èâàåò èñïîëüçîâàíèå

òàêèõ �óíêöèîíàëîâ â ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ. Âî ìíîãèõ çà-

äà÷àõ áîëåå öåëåñîîáðàçíî, à èíîãäà è åäèíñòâåííî âîçìîæíî, èñêàòü

ðåøåíèå â ïàðàìåòðè÷åñêîé �îðìå. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò íåîáõî-

äèìîñòü îïðåäåëèòü áîëåå îáùóþ ïîñòàíîâêó âàðèàöèîííîé çàäà÷è, â

êîòîðîé �óíêöèîíàë îïðåäåëåí íà êðèâûõ, çàäàííûõ ïàðàìåòðè÷åñêè.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ ãëàäêèõ êðèâûõ,

ëåæàùèõ â çàäàííîé îáëàñòè G ïëîñêîñòè xOy. Ïðè ýòîì áóäåì ïîëà-

ãàòü, ÷òî íà êðèâûõ îïðåäåëåíî íàïðàâëåíèå èõ îáõîäà. Ëþáóþ òàêóþ

êðèâóþ ìîæíî çàäàòü äâóìÿ óðàâíåíèÿìè:

γ : x = x(t), y = y(t), t∈ [t1, t2], (70)

ãäå x(t), y(t) � íåïðåðûâíûå �óíêöèè ñ íåïðåðûâíûìè ïðîèçâîäíûìè
ïåðâîãî ïîðÿäêà, ïðè÷åì îáå ýòè ïðîèçâîäíûå íå îáðàùàþòñÿ â íóëü

îäíîâðåìåííî:

ẋ2(t) + ẏ2(t) 6= 0, t∈ [t1, t2].

Ïðè ýòîì t âîçðàñòàåò îò çíà÷åíèÿ t1 äî çíà÷åíèÿ t2, êîãäà òî÷êà (x, y)
ïðîáåãàåò êðèâóþ â çàäàííîì íàïðàâëåíèè îáõîäà.

Ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî êàæäàÿ êðèâàÿ äîïóñêàåò áåñ÷èñëåííîå

ìíîæåñòâî òàêèõ ïàðàìåòðè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé. Ïðè ïåðåõîäå îò

ïàðàìåòðèçàöèè (70) ê äðóãîé ïàðàìåòðèçàöèè

x = x̃(τ), y = ỹ(τ), τ∈[τ1, τ2],

ïîñðåäñòâîì ïðåîáðàçîâàíèÿ ïàðàìåòðà t = χ(τ) áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

χ(τ) îáëàäàåò íåïðåðûâíîé ïðîèçâîäíîé, ïðè÷åì χ′(τ) > 0. Òîãäà, ïðè
âîçðàñòàíèè ïàðàìåòðà, â ëþáîé ïàðàìåòðèçàöèè òî÷êà (x, y) ïðîáå-
ãàåò êðèâûå â îäíîì è òîì æå íàïðàâëåíèè. Òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå

ïàðàìåòðà äîïóñêàåò îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå τ = ω(t), ãäå �óíêöèÿ
ω(t) îáëàäàåò ïîëîæèòåëüíîé íåïðåðûâíîé ïðîèçâîäíîé.

�àññìîòðèì �óíêöèîíàë îò êðèâîé

J [γ] =

∫

γ

Φ(t, x, y, ẋ, ẏ)dt =

t2∫

t1

Φ(t, x, y, ẋ, ẏ)dt, (71)

ãäå òî÷êîé îáîçíà÷àåòñÿ äè��åðåíöèðîâàíèå ïî ïàðàìåòðó, à Φ � çà-

äàííàÿ �óíêöèÿ, òðèæäû íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìàÿ, êîãäà òî÷-

êà (x, y) ëåæèò â îáëàñòè G. Îäíàêî �óíêöèÿ Φ íå ìîæåò áûòü ñî-

âåðøåííî ïðîèçâîëüíîé, òàê êàê �óíêöèîíàë (70) äîëæåí çàâèñåòü
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òîëüêî îò êðèâîé γ, à íå îò åå ïàðàìåòðèçàöèè. Èíà÷å ãîâîðÿ, �óíê-
öèîíàë íå äîëæåí ìåíÿòüñÿ ïðè ïåðåõîäå îò îäíîé ïàðàìåòðèçàöèè

êðèâîé ê äðóãîé.

Óòâåðæäåíèå 1. Åñëè ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ �óíêöèîíàëà (71)

íå ñîäåðæèò t ÿâíî è ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îäíîðîäíîé �óíêöèåé

ïåðâîé ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî àðãóìåíòîâ ẋ è ẏ,

Φ(x, y, kẋ, kẏ) = kΦ(x, y, ẋ, ẏ), k > 0, (72)

òî �óíêöèîíàë J [γ] çàâèñèò ëèøü îò âèäà êðèâîé γ, à íå îò åå ïà-

ðàìåòðè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

J [γ] =

t2∫

t1

Φ(x(t), y(t), ẋ(t), ẏ(t))dt,

ãäå

Φ(x, y, kẋ, kẏ) = kΦ(x, y, ẋ, ẏ), k > 0.

Ïåðåéäåì ê äðóãîìó ïàðàìåòðè÷åñêîìó ïðåäñòàâëåíèþ êðèâîé, ñäåëàâ

çàìåíó τ = ω(t) (ω′ > 0). Â ñèëó ýòîé çàìåíû èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

x̃(τ) = x(t), ỹ(τ) = y(t).

Òîãäà

t2∫

t1

Φ(x(t), y(t), ẋ(t), ẏ(t))dt =

τ2∫

τ1

Φ(x̃(τ), ỹ(τ), x̃′(τ)ω̇(t), ỹ′(τ)ω̇(t))
dτ

ω̇(t)
,

ãäå øòðèõ îçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî ïàðàìåòðó τ . Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ
Φ ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé îòíîñèòåëüíî âòîðîé ïàðû àðãóìåíòîâ, òî

Φ(x̃(τ), ỹ(τ), x̃′(τ)ω̇(t), ỹ′(τ)ω̇(t)) = ω̇(t) Φ(x̃(τ), ỹ(τ), x̃′(τ), ỹ′(τ)),

ñëåäîâàòåëüíî,

t2∫

t1

Φ(x(t), y(t), ẋ(t), ẏ(t))dt =

τ2∫

τ1

Φ(x̃(τ), ỹ(τ), x̃′(τ), ỹ′(τ))dτ.

Òàêèì îáðàçîì, �óíêöèîíàë ïðè îïðåäåëåííûõ âûøå óñëîâèÿõ íå çà-

âèñèò îò âûáîðà ïàðàìåòðèçàöèè êðèâîé.
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Çàìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííûå óñëîâèÿ íå òîëüêî äîñòàòî÷íû, íî è íåîá-

õîäèìû äëÿ òîãî, ÷òîáû �óíêöèîíàë (71) çàâèñåë òîëüêî îò êðèâîé γ
(ïîäðîáíåå ñì. [1℄).

Ïðîñòåéøàÿ çàäà÷à âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ äëÿ ðàññìàòðèâàå-

ìûõ òåïåðü �óíêöèîíàëîâ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè ýêñòðåìóì â

êëàññå âñåõ òåõ êðèâûõ γ, êîòîðûå èäóò èç çàäàííîé òî÷êè (x1, y1)
â çàäàííóþ òî÷êó (x2, y2) (ýòèì óñòàíàâëèâàåòñÿ íàïðàâëåíèå îáõîäà

ðàññìàòðèâàåìûõ êðèâûõ).

Åñëè êðèâàÿ

γ : x = x(t), y = y(t), t∈ [t1, t2],

äàåò �óíêöèîíàëó J [γ] ýêñòðåìóì, òî �óíêöèè x(t), y(t) äîëæíû óäî-

âëåòâîðÿòü óðàâíåíèÿì

Φx −
d

dt
Φẋ = 0, Φy −

d

dt
Φẏ = 0. (73)

Îäíàêî â îòëè÷èå îò ñèñòåìû óðàâíåíèé Ýéëåðà äëÿ �óíêöèîíàëà,

çàâèñÿùåãî îò äâóõ �óíêöèé, äàííûå óðàâíåíèÿ íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâè-

ñèìûìè. Îäíî èç ýòèõ óðàâíåíèé äîëæíî áûòü ñëåäñòâèåì äðóãîãî,

òàê êàê â ñëó÷àå íåçàâèñèìîñòè ýòèõ óðàâíåíèé îíè îïðåäåëÿëè áû íå

òîëüêî êðèâóþ, íî è �èêñèðîâàëè áû åå ïàðàìåòðèçàöèþ, ÷òî ïðîòè-

âîðå÷èëî áû âîçìîæíîñòè áåñ÷èñëåííîãî ìíîæåñòâà ïàðàìåòðèçàöèé

êðèâîé. Äîêàæåì çàâèñèìîñòü óðàâíåíèé (73).

Äëÿ ýòîãî ïðåæäå âñåãî çàéìåìñÿ âûâîäîì íåêîòîðûõ ñëåäñòâèé èç

îäíîðîäíîñòè �óíêöèè Φ. Äè��åðåíöèðóÿ (72) ïî k è ïîëàãàÿ çàòåì

k = 1, ïîëó÷èì

Φẋ(x, y, ẋ, ẏ)ẋ+Φẏ(x, y, ẋ, ẏ)ẏ = Φ(x, y, ẋ, ẏ). (74)

Äè��åðåíöèðóÿ (74) ïî ẋ è ïî ẏ, ïîëó÷èì

ẋΦẋẋ + ẏΦẋẏ = 0, ẋΦẋẏ + ẏΦẏẏ = 0,

÷òî äàåò

Φẋẋ

ẏ2
=

Φẋẏ

−ẋẏ =
Φẏẏ

ẋ2
,

îòêóäà

Φẋẋ = ẏ2Φ1, Φẋẏ = −ẋẏΦ1, Φẏẏ = ẋ2Φ1, (75)

ãäå Φ1 � îáùåå çíà÷åíèå îòíîøåíèé.

Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê óðàâíåíèÿì (73). Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò

Φx −
d

dt
Φẋ = (ẋΦxẋ + ẏΦxẏ)− (ẋΦxẋ + ẏΦyẋ + ẍΦẋẋ + ÿΦẋẏ) = 0,

à ñ ó÷åòîì (75) èìååì

ẏ[Φxẏ − Φẋy − Φ1(ẋÿ − ẍẏ)] = 0. (76)

101



Àíàëîãè÷íî, âòîðîå èç óðàâíåíèé (73) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

ẋ[Φxẏ − Φẋy − Φ1(ẋÿ − ẍẏ)] = 0. (77)

Òåì ñàìûì ìû äîêàçàëè, ÷òî îäíî èç óðàâíåíèé (73) ÿâëÿåòñÿ ñëåä-

ñòâèåì äðóãîãî. Ïîýòîìó äëÿ íàõîæäåíèÿ ýêñòðåìàëåé äîñòàòî÷íî

âçÿòü îäíî èç ýòèõ óðàâíåíèé è ïðîèíòåãðèðîâàòü åãî ñîâìåñòíî ñ

óðàâíåíèåì, îïðåäåëÿþùèì âûáîð ïàðàìåòðà.

Òàê êàê ẋ(t) è ẏ(t) íå ìîãóò îäíîâðåìåííî îáðàùàòüñÿ â íóëü, òî

óðàâíåíèÿ (76), (77) ñâîäÿòñÿ ê îäíîìó óðàâíåíèþ

Φxẏ − Φẋy − Φ1(ẋÿ − ẍẏ) = 0. (78)

Îïðåäåëåíèå. Óðàâíåíèå (78) íàçûâàþò óðàâíåíèåì Ýéëåðà�

Âåéåðøòðàññà.

Óïðàæíåíèå 19. Ïîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå (78) íå ìåíÿåòñÿ ïðè èç-

ìåíåíèè ïàðàìåòðèçàöèè êðèâîé.

Ïðèìåð 39 (çàäà÷à ×àïëûãèíà). Îïðåäåëèòü òðàåêòîðèþ â ãîðèçîí-

òàëüíîé ïëîñêîñòè, ïî êîòîðîé äîëæåí äâèãàòüñÿ öåíòð òÿæåñòè ñàìî-

ëåòà, èìåþùåãî ñîáñòâåííóþ ñêîðîñòü v0: |v0| = v0 = const, ÷òîáû çà

�èêñèðîâàííîå âðåìÿ T îáëåòåòü òåððèòîðèþ ìàêñèìàëüíîé ïëîùàäè,

åñëè ñêîðîñòü âåòðà a ïîñòîÿííà è |a| = a < v0.

◮ Âûáåðåì ñèñòåìó êîîðäèíàò òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îñü Ox áûëà

íàïðàâëåíà âäîëü ñêîðîñòè âåòðà. Ïóñòü èñêîìàÿ òðàåêòîðèÿ çàäàíà â

ïàðàìåòðè÷åñêîé �îðìå: x = x(t), y = y(t). Ñêîðîñòü ñàìîëåòà ðàâíà

V = v0 + a = {v0 cosα + a, v0 sinα} = {ẋ(t), ẏ(t)},
ãäå α � óãîë ìåæäó âåêòîðîì v0 è îñüþ Ox.

Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê îòûñêàíèþ ìàêñèìóìà �óíêöèîíàëà

S[x, y] =
1

2

T∫

0

(xẏ − yẋ)dt

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

x(0) = x(T ) = x0, y(0) = y(T ) = y0

ïðè íàëè÷èè íåãîëîíîìíûõ ñâÿçåé

ẋ = v0 cosα + a, ẏ = v0 sinα

èëè, ÷òî àíàëîãè÷íî,

(ẋ− a)2 + ẏ2 − v20 = 0. (79)
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Çäåñü (x0, y0) � òî÷êà, èç êîòîðîé ñàìîëåò âûëåòàåò è â êîòîðóþ âîç-

âðàùàåòñÿ, îáëåòåâ çà �èêñèðîâàííîå âðåìÿ T ïëîùàäü S.
Ñ�îðìóëèðîâàííàÿ âûøå âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé

Ëàãðàíæà ñ íåãîëîíîìíîé ñâÿçüþ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäîì ìíîæè-

òåëåé Ëàãðàíæà çàïèøåì âñïîìîãàòåëüíûé �óíêöèîíàë

S⋆[x, y] =

T∫

0

[
1

2
(xẏ − yẋ) + λ(t)((ẋ− a)2 + ẏ2 − v20)

]

dt.

Ôóíêöèè x(t), y(t), λ(t) äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ñèñòåìå óðàâíåíèé







1

2
ẏ − d

dt

(

−1

2
y + 2λ(t)(ẋ− a)

)

= 0,

−1

2
ẋ− d

dt

(
1

2
x+ 2λ(t)ẏ

)

= 0,

(ẋ− a)2 + ẏ2 − v20 = 0,

(80)

ñîñòàâëåííîé èç ñèñòåìû óðàâíåíèé Ýéëåðà äëÿ âñïîìîãàòåëüíîãî

�óíêöèîíàëà S⋆[x, y] è äîïîëíåííîé óðàâíåíèåì ñâÿçè (79). Èíòåãðè-

ðóÿ óðàâíåíèÿ Ýéëåðà, ïîëó÷èì

{
y − 2λ(t)(ẋ− a) = C1,

x+ 2λ(t)ẏ = C2.

Ïîëîæèì C1 = C2 = 0, ÷òî âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü, âûáðàâ ñîîòâåò-

ñòâóþùèì îáðàçîì íà÷àëüíóþ òî÷êó òðàåêòîðèè (x0, y0). Èñêëþ÷àÿ
�óíêöèþ λ(t) èç äàííîé ñèñòåìû, ïðèâåäåì ñèñòåìó (80) ê âèäó







ẋ− a = −yẏ
x
,

(ẋ− a)2 + ẏ2 − v20 = 0.

Îòñþäà ïîëó÷èì äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå èñêîìîé òðàåêòîðèè

x
dx

dy
+ y = ± a

v0

√

x2 + y2,

êîòîðîå íåòðóäíî ïðîèíòåãðèðîâàòü:

√

x2 + y2 = ± a

v0
y + C.

Òàêèì îáðàçîì, ýêñòðåìàëè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñåìåéñòâî ýëëèïñîâ

ñ ýêñöåíòðèñèòåòîì ε = a
v0
< 1, áîëüøàÿ îñü êîòîðûõ ïåðïåíäèêóëÿðíà

îñè Ox, ò.å íàïðàâëåíèþ âåòðà. ◭
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Ïðèìåð 40 (çàäà÷à î ãåîäåçè÷åñêèõ ëèíèÿõ). Ïóñòü óðàâíåíèå

Φ(x, y, z) = 0 çàäàåò íåêîòîðóþ ïîâåðõíîñòü â òðåõìåðíîì ïðîñòðàí-

ñòâå, íà êîòîðîé �èêñèðîâàíû äâå òî÷êè. Îïðåäåëèòü êðèâóþ íàè-

ìåíüøåé äëèíû, ñîåäèíÿþùóþ ýòè òî÷êè è ëåæàùóþ íà äàííîé ïî-

âåðõíîñòè.

◮ Ïóñòü íà ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè Φ(x, y, z) = 0 �èêñèðîâàíû òî÷êè

A(x1, y1, z1) è B(x2, y2, z2). Ñðåäè âñåõ ãëàäêèõ êðèâûõ

γ : x = x(t), y = y(t), z = z(t), t∈ [a, b],

ëåæàùèõ íà çàäàííîé ïîâåðõíîñòè è ñîåäèíÿþùèõ òî÷êè A è B, íåîá-
õîäèìî âûáðàòü êðèâóþ íàèìåíüøåé äëèíû. Èñêîìàÿ êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ

ýêñòðåìàëüþ �óíêöèîíàëà

l[γ] =

b∫

a

√

ẋ2 + ẏ2 + ż2dt

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

x(a) = x1, y(a) = y1, z(a) = z1,

x(b) = x2, y(b) = y2, z(b) = z2
(81)

è óðàâíåíèåì ñâÿçè

Φ(x, y, z) = 0.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäîì ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà çàïèøåì âñïîìîãà-

òåëüíûé �óíêöèîíàë

l⋆[x, y, z] =

b∫

a

[√

ẋ2 + ẏ2 + ż2 + λ(t)Φ(x, y, z)
]

dt.

Òîãäà �óíêöèè x(t), y(t), z(t) è λ(t) óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé






λ(t)
∂Φ

∂x
− d

dt

ẋ
√

ẋ2 + ẏ2 + ż2
= 0,

λ(t)
∂Φ

∂y
− d

dt

ẏ
√

ẋ2 + ẏ2 + ż2
= 0,

λ(t)
∂Φ

∂z
− d

dt

ż
√

ẋ2 + ẏ2 + ż2
= 0,

Φ(x, y, z) = 0.

(82)

Åñëè â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà t íà êðèâîé γ âûáðàòü äëèíó äóãè êðèâîé,
òî íåîáõîäèìî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû �óíêöèè x(t), y(t), z(t) ïîä÷èíÿ-
ëèñü óñëîâèþ

ẋ2 + ẏ2 + ż2 = 1. (83)
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Â ðåçóëüòàòå äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ èç ñèñòåìû (82) ìîæíî

ïåðåïèñàòü â âèäå

ẍ− λ(t)
∂Φ

∂x
= 0, ÿ − λ(t)

∂Φ

∂y
= 0, z̈ − λ(t)

∂Φ

∂z
= 0, (84)

à ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (81) çàïèøóòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x(0) = x1, y(0) = y1, z(0) = z1,

x(l) = x2, y(l) = y2, z(l) = z2,
(85)

ãäå l � äëèíà êðèâîé ìåæäó òî÷êàìè A è B, t∈ [0, l]. Ñîâîêóïíîñòü
óñëîâèé (85) è (83) ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ

â îáùåì ðåøåíèè ñèñòåìû (84). ◭

Óïðàæíåíèå 20. Íà ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà x2 + y2 = a2 íàéòè êðè-

âóþ íàèìåíüøåé äëèíû, ñîåäèíÿþùóþ òî÷êè (a, 0, 0) è (0, a, h).
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11 Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ âòîðîãî

ïîðÿäêà

11.1 Âòîðàÿ âàðèàöèÿ �óíêöèîíàëà

Îïðåäåëåíèå. Îòîáðàæåíèå J : E × E → R, êîòîðîå êàæäîé ïàðå

y è z ýëåìåíòîâ ëèíåéíîãî íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà E ñòàâèò

â ñîîòâåòñòâèå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî J [y, z], íàçûâàþò áèëèíåéíûì

�óíêöèîíàëîì, åñëè ýòî îòîáðàæåíèå ëèíåéíî ïî êàæäîìó àðãóìåíòó.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé àðãóìåíòîâ �óíê-

öèîíàëà J [y, z] è ëþáûõ α, β ∈ R âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

J [αy1 + βy2, z] = αJ [y1, z] + βJ [y2, z],

J [y, αz1 + βz2] = αJ [y, z1] + βJ [y, z2].

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèîíàë Q[y] íàçûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íûì, åñëè

íàéäåòñÿ áèëèíåéíûé �óíêöèîíàë J [y, z] òàêîé, ÷òî Q[y] = J [y, y].

�àçëè÷íûå áèëèíåéíûå �óíêöèîíàëû ìîãóò ïîðîæäàòü îäèí è òîò

æå êâàäðàòè÷íûé �óíêöèîíàë.

Ïåðå÷èñëèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà êâàäðàòè÷íûõ �óíêöèîíàëîâ, êî-

òîðûå íàì ïîíàäîáÿòñÿ â äàëüíåéøåì:

1) Q[λy] = λ2Q[y], ∀λ ∈ R, ∀y ∈ E;

2) ∃M > 0: |Q[y]| ≤M‖y‖2, ∀y ∈ E.

Îïðåäåëåíèå. Êâàäðàòè÷íûé �óíêöèîíàë Q[y] íàçûâàåòñÿ ïîëîæè-

òåëüíî îïðåäåëåííûì, åñëè Q[y] > 0 äëÿ âñåõ y, y 6= θ, è íåîòðèöà-

òåëüíî îïðåäåëåííûì, åñëè Q[y] ≥ 0 äëÿ âñåõ y, y 6= θ.

Îïðåäåëåíèå. Êâàäðàòè÷íûé �óíêöèîíàë Q[y] íàçûâàåòñÿ ñèëüíî

ïîëîæèòåëüíûì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ïîñòîÿííîå k > 0, ÷òî äëÿ

âñåõ y âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî Q[y] ≥ k‖y‖2.
Ïðèìåð 41. �àññìîòðèì ïðèìåðû êâàäðàòè÷íûõ �óíêöèîíàëîâ.

1) Ôóíêöèîíàë âèäà

J [y, z] =

b∫

a

A(x)y(x)z(x)dx,

ãäå A(x) � �èêñèðîâàííàÿ �óíêöèÿ, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áèëè-

íåéíûé �óíêöèîíàë â ïðîñòðàíñòâå C[a, b]. Ïðè y = z ïîëó÷èì

ñîîòâåòñòâóþùèé êâàäðàòè÷íûé �óíêöèîíàë

Q[y] = J [y, y] =

b∫

a

A(x)y2(x)dx.
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Ïðè÷åì, åñëè A(x) > 0 ïðè âñåõ x ∈ [a, b], òî ýòîò êâàäðàòè÷íûé
�óíêöèîíàë áóäåò ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì.

2) Êâàäðàòè÷íûé èíòåãðàëüíûé �óíêöèîíàë

Q[y] =

b∫

a

[p(x)(y′)2 + 2r(x)y′y + q(x)y2]dx, y(x) ∈ C1[a, b].

3) Êâàäðàòè÷íûé òåðìèíàëüíûé �óíêöèîíàë

Q[y] = αy2(a) + βy(a)y(b) + γy2(b), y(x) ∈ C[a, b].

Ïóñòü J [y] � �óíêöèîíàë, îïðåäåëåííûé â íåêîòîðîì ëèíåéíîì íîð-

ìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå E.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèîíàë J [y] íàçûâàåòñÿ äâàæäû äè��åðåíöèðó-

åìûì â òî÷êå y0, åñëè åãî ïðèðàùåíèå ∆J [y0] = J [y0 + δy] − J [y0]
ïðåäñòàâèìî â âèäå

∆J [y0] = L[y0, δy] +
1

2
Q[y0, δy] + r[y0, δy], (86)

ãäå L[y0, δy] � ëèíåéíûé îòíîñèòåëüíî ïðèðàùåíèÿ àðãóìåíòà δy �óíê-
öèîíàë (ñèëüíûé äè��åðåíöèàë), Q[y0, δy] � êâàäðàòè÷íûé îòíîñè-

òåëüíî δy �óíêöèîíàë, à |r[y0, δy]| = o(‖δy‖2) ïðè ‖δy‖ → 0. Êâàä-
ðàòè÷íûé �óíêöèîíàë Q[y0, δy] íàçûâàþò âòîðûì (ñèëüíûì) äè��å-

ðåíöèàëîì �óíêöèîíàëà J [y] â òî÷êå y0 è îáîçíà÷àþò d2J [y0, δy].

Âòîðîé äè��åðåíöèàë �óíêöèîíàëà (åñëè îí ñóùåñòâóåò) îïðåäå-

ëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî.

Ñîîòíîøåíèå (86) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

∆J [y0] = dJ [y0, δy] +
1

2
d2J [y0, δy] + γ[y0, δy]·‖δy‖2,

ãäå γ → 0 ïðè ‖δy‖ → 0.
Ïóñòü �óíêöèÿ Φ(α) = J [y0 + αδy], ââåäåííàÿ íàìè ðàíåå ïðè ðàñ-

ñìîòðåíèè ïåðâîé âàðèàöèè �óíêöèîíàëà, äâàæäû äè��åðåíöèðóåìà

ïðè α = 0 äëÿ äàííîãî y0 è ëþáîé äîïóñòèìîé âàðèàöèè δy.

Îïðåäåëåíèå. Âòîðîé âàðèàöèåé δ2J [y0, δy] �óíêöèîíàëà J [y] â òî÷-
êå y0 íàçûâàþò âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ �óíêöèè Φ(α) = J [y0 + αδy] â
òî÷êå α = 0:

δ2J [y0, δy] =
d2

dα2
J [y0 + αδy]

∣
∣
∣
∣
α=0

.
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Çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå âòîðîãî äè��åðåíöèàëà d2J [y0, δy]
âëå÷åò çà ñîáîé ñóùåñòâîâàíèå âòîðîé ïðîèçâîäíîé �óíêöèè Φ(α) â
íóëå (âòîðîé âàðèàöèè �óíêöèîíàëà) è èõ òîæäåñòâåííîñòü.

Ïðèìåð 42. �àññìîòðèì èíòåãðàëüíûé �óíêöèîíàë

J [y] =

b∫

a

F (x, y, y′)dx,

îïðåäåëåííûé â �óíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå C1[a, b]. Áóäåì ïîëà-

ãàòü, ÷òî �óíêöèÿ F (x, y, y′) � òðèæäû íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóå-

ìà â îáëàñòè a ≤ x ≤ b, −∞ < y < +∞, −∞ < y′ < +∞. Ïîêàæåì,

÷òî �óíêöèîíàë äâàæäû äè��åðåíöèðóåì è íàéäåì åãî âòîðîé äè�-

�åðåíöèàë.

◮ Çàïèøåì ïðèðàùåíèå �óíêöèîíàëà íà íåêîòîðîé �óíêöèè

y(x)∈C1[a, b], ñîîòâåòñòâóþùåå ïðèðàùåíèþ δy(x) àðãóìåíòà:

∆J = J [y + δy]− J [y] =

b∫

a

F (x, y + δy, y′ + δy′)dx−
b∫

a

F (x, y, y′)dx.

Ïðèìåíÿÿ ê �óíêöèè F (x, y+ δy, y′+ δy′) �îðìóëó Òåéëîðà, ïîëó÷èì

∆J =

b∫

a

(Fyδy + Fy′δy
′) dx+

+
1

2!

b∫

a

[
Fyy(δy)

2 + 2Fyy′δyδy
′ + Fy′y′(δy

′)2
]
dx+ r[y, δy], (87)

ãäå

r[y, δy]=
1

3!

b∫

a

[
F̄yyy(δy)

3+ 3F̄yyy′(δy)
2δy′+ 3F̄yy′y′δy(δy

′)2+ F̄y′y′y′(δy
′)3
]
dx.

Çäåñü ÷åðòà íàä ïðîèçâîäíûìè �óíêöèè F (x, y, y′) îçíà÷àåò, ÷òî ïðî-
èçâîäíûå âçÿòû â òî÷êå (x, y+ θδy, y′+ θδy′), 0 < θ < 1. Ïåðâîå ñëàãà-
åìîå â âûðàæåíèè (87) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíûé îòíîñèòåëüíî δy
�óíêöèîíàë, ò.å. ñèëüíûé äè��åðåíöèàë èëè ïåðâóþ âàðèàöèþ �óíê-

öèîíàëà (ñì. òåîðåìó 1). Âòîðîå ñëàãàåìîå � êâàäðàòè÷íûé îòíîñè-

òåëüíî δy �óíêöèîíàë. Ïîñêîëüêó âñå ïðîèçâîäíûå òðåòüåãî ïîðÿäêà
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�óíêöèè F (x, y, y′) îãðàíè÷åíû â ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, òî äëÿ

òðåòüåãî ñëàãàåìîãî â âûðàæåíèè (87) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|r[y, δy]| ≤ 1

3!
M(b− a)‖δy‖3C1 = o(‖δy‖2C1), ‖δy‖C1 → 0.

Çäåñü

M = max
a≤x≤b

{
|F̄yyy|, |F̄yyy′|, |F̄yy′y′|, |F̄y′y′y′|

}
.

Òàêèì îáðàçîì, ïðèðàùåíèå �óíêöèîíàëà ïðåäñòàâèìî â âèäå (86).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî �óíêöèîíàë J [y] ÿâëÿåòñÿ äâàæäû äè��åðåíöèðóå-

ìûì â ïðîñòðàíñòâå C1[a, b] ïðè óñëîâèè, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíê-
öèÿ F (x, y, y′) îáëàäàåò íåïðåðûâíûìè ïðîèçâîäíûìè äî òðåòüåãî ïî-
ðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî. Ïðè ýòîì êâàäðàòè÷íûé �óíêöèîíàë â ïðèðà-

ùåíèè (87) îïðåäåëÿåò âòîðîé äè��åðåíöèàë �óíêöèîíàëà J [y]:

d2J [y, δy] =

b∫

a

[
Fyy(δy)

2 + 2Fyy′δyδy
′ + Fy′y′(δy

′)2
]
dx. (88)

◭

Ïðèìåð 43. Ïóñòü çàäàí �óíêöèîíàë

J [y] =

1∫

0

[xy2 + (y′)3]dx, y(x) ∈ C1[0, 1].

Ïîêàçàòü, ÷òî �óíêöèîíàë ÿâëÿåòñÿ äâàæäû äè��åðåíöèðóåìûì è

íàéòè åãî âòîðóþ âàðèàöèþ.

◮ Çàïèøåì ïðèðàùåíèå �óíêöèîíàëà íà �óíêöèè y(x) ∈ C1[0, 1]:

∆J = J [y + δy]− J [y] =

=

1∫

0

[2xyδy + 3(y′)2δy′]dx+

1∫

0

[x(δy)2 + 3y′(δy′)2]dx+

1∫

0

(δy′)3dx.

(89)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â âûðàæåíèè (89) åñòü ëèíåéíûé, à âòîðîå � êâàä-

ðàòè÷íûé îòíîñèòåëüíî δy(x) �óíêöèîíàë. Äëÿ òðåòüåãî ñëàãàåìîãî

ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1∫

0

(δy′)3dx

∣
∣
∣
∣
∣
∣

≤ {max |δy′|}3 ≤ ‖δy‖3C1 = o(‖δy‖2C1), ‖δy‖C1 → 0.
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Òîãäà, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, äàííûé �óíêöèîíàë äâàæäû äè��åðåí-

öèðóåì. Âòîðàÿ âàðèàöèÿ �óíêöèîíàëà ñóùåñòâóåò è òîæäåñòâåííî

ðàâíà âòîðîìó äè��åðåíöèàëó:

δ2J [y, δy] = 2

1∫

0

[x(δy)2 + 3y′(δy′)2]dx.

◭

Òåîðåìà 15 (íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà âòîðîãî ïîðÿäêà). Åñëè

�óíêöèîíàë J [y] â òî÷êå y0 äâàæäû äè��åðåíöèðóåì è èìååò ìèíè-

ìóì (ìàêñèìóì), òî

δ2J [y0, δy] ≥ 0
(
δ2J [y0, δy] ≤ 0

)
(90)

äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ δy.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü y0 � òî÷êà ìèíèìóìà �óíêöèîíàëà, ò.å. ïåð-
âàÿ âàðèàöèÿ �óíêöèîíàëà â ýòîé òî÷êå ðàâíà íóëþ ïðè ëþáûõ äî-

ïóñòèìûõ δy. Äîïóñòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðèðàùåíèå η, ïðè êîòîðîì

δ2J [y0, η] < 0. Ïîëîæèì δy = αη. Òîãäà â ñèëó äâóêðàòíîé äè��åðåí-

öèðóåìîñòè �óíêöèîíàëà â òî÷êå y0 ïîëó÷èì

∆J [y0] =
1

2
δ2J [y0, αη] + γ · ‖αη‖2 = α2

{
1

2
δ2J [y0, η] + γ · ‖η‖2

}

.

Òàê êàê γ → 0 ïðè α → 0, òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ α âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî

|γ| < |δ2J [y0, η]|
2‖η‖2 .

Îòñþäà â ñèëó èñõîäíîãî äîïóùåíèÿ (δ2J [y0, η] < 0) èìååì ∆J [y0] < 0,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî y0 � òî÷êà ìèíèìóìà �óíêöèîíàëà.

Çíàêîïîñòîÿíñòâî âòîðîé âàðèàöèè �óíêöèîíàëà íåîáõîäèìî, íî íå

äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû �óíêöèîíàë J [y] äîñòèãàë íà äàííîé êðè-
âîé ýêñòðåìóìà.

Ïðèìåð 44. �àññìîòðèì �óíêöèîíàë

J [y] =

1∫

0

y2(x− y)dx,

îïðåäåëåííûé íà ïðîñòðàíñòâå C[0, 1]. Ïîêàæåì, ÷òî çíàêîïîñòîÿí-

ñòâî âòîðîé âàðèàöèè �óíêöèîíàëà â ñòàöèîíàðíîé òî÷êå y0 = 0 íå

äîñòàòî÷íî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ýêñòðåìóìà �óíêöèîíàëà â ýòîé òî÷êå.
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◮ Âòîðàÿ âàðèàöèÿ �óíêöèîíàëà â òî÷êå y0 = 0 ïîëîæèòåëüíà:

δ2J [y0, δy] =

1∫

0

2x(δy)2dx > 0

äëÿ âñåõ δy(x) 6= 0. Ìîæíî áûëî áû ïðåäïîëîæèòü, ÷òî �óíêöèîíàë

J [y] â òî÷êå y0 = 0 äîñòèãàåò ìèíèìóìà. Îäíàêî â ëþáîé îêðåñòíîñòè
ýòîé òî÷êè �óíêöèîíàë J [y] ïðèíèìàåò íå òîëüêî ïîëîæèòåëüíûå, íî
è îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì �óíêöèþ

yε(x) =

{
−x+ ε, 0 ≤ x < ε,
0, x ≥ ε,

ãäå ε � íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 èìååò
ìåñòî ðàâåíñòâî

J [yε] = −ε
4

6
< 0.

◭

Òåîðåìà 16 (äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà). Ïóñòü �óíêöèîíàë

J [y] äâàæäû äè��åðåíöèðóåì â òî÷êå y0. Åñëè â ýòîé òî÷êå ïåðâàÿ

âàðèàöèÿ îáðàùàåòñÿ â íóëü, δJ [y0, δy] = 0, à âòîðàÿ âàðèàöèÿ ñèëüíî
ïîëîæèòåëüíà (îòðèöàòåëüíà), ò.å. äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ δy ïðè

íåêîòîðîì k > 0 âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

δ2J [y0, δy] ≥ k‖δy‖2
(
δ2J [y0, δy] ≤ −k‖δy‖2

)
,

òî �óíêöèîíàë J [y] â òî÷êå y0 èìååò ëîêàëüíûé ìèíèìóì

(ìàêñèìóì).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì òåîðåìó äëÿ ñëó÷àÿ ìèíèìóìà. Ïóñòü â

òî÷êå y0 ïåðâàÿ âàðèàöèÿ �óíêöèîíàëà ðàâíà íóëþ, δJ [y0, δy] = 0, à
âòîðàÿ âàðèàöèÿ δ2J [y0, δy] ñèëüíî ïîëîæèòåëüíà. �àññìîòðèì ïðèðà-

ùåíèå �óíêöèîíàëà â ýòîé òî÷êå

∆J [y0] =
1

2
δ2J [y0, δy] + γ[y0, δy] · ‖δy‖2 ≥

(
1

2
k + γ[y0, δy]

)

‖δy‖2.

Òàê êàê γ → 0 ïðè ‖δy‖ → 0, òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ‖δy‖ ìîæíî

ïîëàãàòü |γ| < k/2 è, ñëåäîâàòåëüíî, ∆J [y0] > 0. Òîãäà â òî÷êå y0
�óíêöèîíàë èìååò ìèíèìóì.

Íàøåé çàäà÷åé áóäåò íàéòè äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñèëüíîé ïîëîæè-

òåëüíîñòè (îòðèöàòåëüíîñòè) âòîðîé âàðèàöèè �óíêöèîíàëà.
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11.2 Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñëàáîãî è ñèëüíîãî ýêñòðåìóìà

Èçâåñòíî, ÷òî ýêñòðåìàëè (ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ýéëåðà) íå âñåãäà

äîñòàâëÿþò ýêñòðåìóì �óíêöèîíàëó, òàê êàê óðàâíåíèå Ýéëåðà ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé òîëüêî íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà.

Ïðèâîäèìûå íèæå íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ìèíèìóìà èëè ìàêñèìó-

ìà �óíêöèîíàëà ïîçâîëÿþò â îïðåäåëåííûõ ñëó÷àÿõ èñêëþ÷èòü òàêèå

ýêñòðåìàëè, êîòîðûå íå äàþò ýêñòðåìóìà �óíêöèîíàëó.

�àññìîòðèì ïðîñòåéøóþ âàðèàöèîííóþ çàäà÷ó äëÿ �óíêöèîíàëà

J [y] =

b∫

a

F (x, y, y′)dx, (91)

îïðåäåëåííîãî íà ìíîæåñòâå íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìûõ �óíê-

öèé y(x) ∈ C1[a, b] ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

y(a) = A, y(b) = B. (92)

Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ F (x, y, y′) åñòü òðè-

æäû íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìàÿ �óíêöèÿ òðåõ ïåðåìåííûõ.

Âòîðàÿ âàðèàöèÿ �óíêöèîíàëà (91) îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì (88).

Ïðèâåäåì ýòî âûðàæåíèå ê áîëåå óäîáíîìó âèäó. Ïðîèíòåãðèðîâàâ ïî

÷àñòÿì âòîðîå ñëàãàåìîå â âûðàæåíèè (88) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî âàðèàöèÿ

�óíêöèè δy(x) äëÿ äàííîãî �óíêöèîíàëà óäîâëåòâîðÿåò îäíîðîäíûì

êðàåâûì óñëîâèÿì δy(a) = δy(b) = 0, ïîëó÷èì

b∫

a

2Fyy′δyδy
′dx =

b∫

a

Fyy′d(δy)
2 =

=
[
Fyy′(δy)

2
]∣
∣
b

a
−

b∫

a

[
d

dx
Fyy′

]

(δy)2dx = −
b∫

a

[
d

dx
Fyy′

]

(δy)2dx.

Ñëåäîâàòåëüíî, �îðìóëó (88) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

δ2J [y, δy] =

b∫

a

[(

Fyy −
d

dx
Fyy′

)

(δy)2 + Fy′y′(δy
′)2
]

dx.

Ïóñòü �óíêöèÿ y0(x) åñòü ýêñòðåìàëü �óíêöèîíàëà (91). Âòîðàÿ âà-
ðèàöèÿ �óíêöèîíàëà íà ýêñòðåìàëè y0(x) îïðåäåëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì
�óíêöèîíàëîì

δ2J [y0, u] =

b∫

a

[

P̂ (x)(u′)2 + Q̂(x)u2
]

dx, (93)
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çàäàííûì íà ìíîæåñòâå íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìûõ �óíêöèé u =
u(x), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì

u(a) = u(b) = 0.

Çäåñü

Q̂(x)= F̂yy(x)−
d

dx
F̂yy′(x)= Fyy(x, y0(x), y

′
0(x))−

d

dx
Fyy′(x, y0(x), y

′
0(x)),

P̂ (x) = F̂y′y′(x) = Fy′y′(x, y0(x), y
′
0(x)).

Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 15 íåðàâåíñòâî

δ2J [y0, u] ≥ 0 (δ2J [y0, u] ≤ 0)

åñòü íåîáõîäèìîå óñëîâèå ìèíèìóìà (ìàêñèìóìà) �óíêöèîíàëà (91).

Îïðåäåëèì óñëîâèÿ íåîòðèöàòåëüíîñòè (íåïîëîæèòåëüíîñòè) êâàä-

ðàòè÷íîãî �óíêöèîíàëà (93).

1. Óñëîâèå Ëåæàíäðà

Êâàäðàòè÷íûé �óíêöèîíàë (93) ðàññìàòðèâàåòñÿ äëÿ �óíêöèé

u(x), óäîâëåòâîðÿþùèõ, â ÷àñòíîñòè, óñëîâèþ u(a) = 0. Ïðè ýòîì

óñëîâèè, åñëè ìàëà ïðîèçâîäíàÿ u′(x) íà îòðåçêå [a, b], òî ìàëà íà ýòîì
îòðåçêå è ñàìà �óíêöèÿ u(x). Äåéñòâèòåëüíî,

u(x) =

x∫

a

u′(x)dx, x ∈ [a, b]

îòêóäà â ñèëó òåîðåìû îá îöåíêå èíòåãðàëà èìååì

|u(x)| ≤
x∫

a

|u′(x)|dx ≤ (b− a) max
x∈[a,b]

|u′(x)|.

Îáðàòíîå íåâåðíî: ìîæíî ïîñòðîèòü òàêóþ �óíêöèþ u(x), ÷òî îíà

ñàìà ìàëà, à åå ïðîèçâîäíàÿ u′(x) âåëèêà. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â êâàä-
ðàòè÷íîì �óíêöèîíàëå (93) ïåðâîå ñëàãàåìîå èãðàåò îñíîâíóþ ðîëü,

ò.å. îíî ìîæåò áûòü íàìíîãî áîëüøå âòîðîãî ñëàãàåìîãî, íî íå ìîæåò

áûòü íàìíîãî ìåíüøå åãî (ïðè P̂ (x) 6= 0). Ïîýòîìó îò êîý��èöèåíòà

P̂ (x) â ïåðâóþ î÷åðåäü çàâèñèò, áóäåò ëè �óíêöèîíàë (93) ïðèíèìàòü

çíà÷åíèÿ òîëüêî îäíîãî çíàêà èëè ðàçíûõ.
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Òåîðåìà 17 (íåîáõîäèìîå óñëîâèå Ëåæàíäðà ñëàáîãî ýêñòðåìóìà).

Ïóñòü �óíêöèÿ F (x, y, y′) òðèæäû íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìà.

Åñëè ýêñòðåìàëü y0(x) ∈ C2[a, b] äîñòàâëÿåò ñëàáûé ëîêàëüíûé ìè-

íèìóì (ìàêñèìóì) â ïðîñòåéøåé çàäà÷å (91), (92), òî âäîëü ýòîé

êðèâîé âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

Fy′y′(x, y0(x), y
′
0(x)) ≥ 0 (Fy′y′(x, y0(x), y

′
0(x)) ≤ 0) , ∀x ∈ [a, b].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü êðèâàÿ y0(x) äîñòàâëÿåò ìèíèìóì �óíêöèî-

íàëó J [y]. Òîãäà â ñèëó òåîðåìû 15 âòîðàÿ âàðèàöèÿ �óíêöèîíàëà

δ2J [y0, u] =

b∫

a

[

P̂ (x)(u′)2 + Q̂(x)u2
]

dx ≥ 0

äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ u(x).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òî÷êà x0∈[a, b], òàêàÿ ÷òî P̂ (x0) < 0.

Òîãäà â ñèëó íåïðåðûâíîñòè P̂ (x) ýòî íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî è â

íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0. Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå �óíê-

öèîíàë δ2J [y0, u] ïðèìåò ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå u(x) îòðèöà-
òåëüíîå çíà÷åíèå.

Â êà÷åñòâå u(x) âîçüìåì, íàïðèìåð, �óíêöèþ

u(x) =

{√
σ sin2

[
π
2σ
(x− x0 + σ)

]
, |x− x0| < σ,

0, |x− x0| ≥ σ.

Ïðîèçâîäíàÿ ýòîé �óíêöèè èìååò âèä

u′(x) =

{ π
2
√
σ
sin
[
π
σ(x− x0 + σ)

]
, |x− x0| < σ,

0, |x− x0| ≥ σ.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ìàëûõ σ çíà÷åíèå u2 ìàëî, à (u′)2 � íàîáîðîò, âåëèêî.
Òîãäà îñíîâíîé âêëàä â èíòåãðàë, îïðåäåëÿþùèé êâàäðàòè÷íûé �óíê-

öèîíàë δ2J [y0, u], áóäåò âíîñèòü ñëàãàåìîå P̂ (x)(u′)2. Ïîýòîìó â ñèëó

òîãî, ÷òî P̂ (x) < 0 â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ∈ [a, b], âòîðàÿ
âàðèàöèÿ �óíêöèîíàëà δ2J [y0, u] < 0 ïðè óêàçàííîé âûøå �óíêöèè

u(x) è äîñòàòî÷íî ìàëîì σ. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå, êîòîðîå è äîêà-

çûâàþò òåîðåìó.

Îïðåäåëåíèå. �îâîðÿò, ÷òî íà ýêñòðåìàëè y0(x) âûïîëíåíî óñëîâèå

Ëåæàíäðà, åñëè

Fy′y′(x, y0(x), y
′
0(x)) ≥ 0 [Fy′y′(x, y0(x), y

′
0(x)) ≤ 0] , ∀x ∈ [a, b],

è óñèëåííîå óñëîâèå Ëåæàíäðà, åñëè

Fy′y′(x, y0(x), y
′
0(x)) > 0 [Fy′y′(x, y0(x), y

′
0(x)) < 0] , ∀x ∈ [a, b].
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Äîêàçàííîå âûøå óñëîâèå Ëåæàíäðà íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëî-

âèåì ýêñòðåìóìà. Íèæå ìû ïîêàæåì, ÷òî óñèëåííîå óñëîâèå Ëåæàíäðà

â ñî÷åòàíèè ñ äðóãèì óñëîâèåì, íàçûâàåìûì óñëîâèåì ßêîáè, áóäóò

äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè ýêñòðåìóìà �óíêöèîíàëà J [y].

Ïðèìåð 45. Ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå óñëîâèÿ Ëåæàíäðà äëÿ �óíêöè-

îíàëà

J [y] =

1∫

0

[(y′)2 − 13
√

1 + (y′)2]dx

íà ýêñòðåìàëè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè M1(0, 0) è M2(1, 1).

◮ Çàìåòèì, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå çàâèñèò ëèøü îò y′.
Âñëåäñòâèå ýòîãî ýêñòðåìàëÿìè äàííîé âàðèàöèîííîé çàäà÷è ÿâëÿþò-

ñÿ ïðÿìûå y = C1x + C2. Ïðè ó÷åòå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïîëó÷àåòñÿ

y0(x) = x � äîïóñòèìàÿ ýêñòðåìàëü.

Óñëîâèå Ëåæàíäðà èìååò âèä

Fy′y′(x, y0(x), y
′
0(x)) =

[

2− 13

(1 + (y′)2)3/2

]∣
∣
∣
∣
y0=x

< 0, ∀x ∈ [0, 1].

Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíÿåòñÿ óñèëåííîå óñëîâèå Ëåæàíäðà, îïðåäåëÿ-

þùåå íåîáõîäèìîå óñëîâèå ìàêñèìóìà äëÿ çàäàííîãî �óíêöèîíàëà.

Êðîìå òîãî, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ñëàáîãî (à çíà÷èò, è ñèëüíîãî)

ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà íå ñóùåñòâóåò. ◭

2. Óñëîâèå ßêîáè

Îïðåäåëåíèå. Óðàâíåíèå Ýéëåðà äëÿ êâàäðàòè÷íîãî �óíêöèîíàëà

(93), ò.å. óðàâíåíèå

− d

dx
(P̂ u′) + Q̂u = 0 (94)

èëè

− d

dx
(F̂y′y′u

′) +

(

F̂yy −
d

dx
F̂yy′

)

u = 0

íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ßêîáè èñõîäíîãî �óíêöèîíàëà (91) íà ýêñòðå-

ìàëè y0(x).

Óðàâíåíèå ßêîáè � ëèíåéíîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî

ïîðÿäêà. Óðàâíåíèþ (94) è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

u(a) = u(b) = 0

óäîâëåòâîðÿåò, êàê íåòðóäíî çàìåòèòü, �óíêöèÿ u(x) = 0. Îäíàêî
óðàâíåíèå ßêîáè ìîæåò èìåòü è äðóãèå ðåøåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå

òåì æå ñàìûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì.

Ïóñòü íà ýêñòðåìàëè y0(x) âûïîëíåíî óñèëåííîå óñëîâèå Ëåæàíäðà.
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Îïðåäåëåíèå. Òî÷êà ã íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííîé ñ òî÷êîé x = a, åñëè
óðàâíåíèå ßêîáè èìååò ðåøåíèå, íå ðàâíîå íóëþ òîæäåñòâåííî, îáðà-

ùàþùååñÿ â íóëü ïðè x = a è ïðè x = ã.

Çàìå÷àíèå.

1. Âñå íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (94), óäîâëåòâîðÿþùèå

óñëîâèþ u(a) = 0, îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà ëèøü ïîñòîÿííûì

ìíîæèòåëåì è, ñëåäîâàòåëüíî, îáðàùàþòñÿ â íóëü îäíîâðåìåííî.

Ïîýòîìó ìû ìîæåì äëÿ îïðåäåëåííîñòè íàëîæèòü íà u(x) íåêî-
òîðîå óñëîâèå íîðìèðîâêè, íàïðèìåð u′(a) = 1 (åñëè u(x) 6= 0 è

u(a) = 0, òî îáÿçàòåëüíî u′(a) 6= 0).

2. Åñëè u(x) èìååò ñïðàâà îò x = a íåñêîëüêî êîðíåé, òî çà ã ïðèìåì
íàèìåíüøèé èç íèõ. Åñëè æå u(x) ñïðàâà îò x = a íå îáðàùàåòñÿ
â íóëü, òî ïîëîæèì ã = ∞.

Òåîðåìà 18 (íåîáõîäèìîå óñëîâèå ßêîáè ñëàáîãî ýêñòðåìóìà). Ïóñòü

�óíêöèÿ F (x, y, y′) òðèæäû íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìà. Åñëè ýêñ-

òðåìàëü y0(x) ∈ C2[a, b] äîñòàâëÿåò ñëàáûé ëîêàëüíûé ìèíèìóì

(ìàêñèìóì) â ïðîñòåéøåé çàäà÷å (91), (92) è ïðè ýòîì íà êðèâîé

y0(x) âûïîëíåíî óñèëåííîå óñëîâèå Ëåæàíäðà, òî èíòåðâàë (a, b) íå
ñîäåðæèò òî÷åê, ñîïðÿæåííûõ ñ x = a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ýêñòðåìàëü y0(x) äîñòàâëÿåò ìèíèìóì �óíê-

öèîíàëó J [y]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âäîëü ýòîé ýêñòðåìàëè ñóùåñòâóåò

òî÷êà τ ∈ (a, b), ñîïðÿæåííàÿ ñ òî÷êîé x = a, ò.å. ñóùåñòâóåò ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ ßêîáè ū(x) 6≡ 0, x ∈ [a, b], òàêîå ÷òî ū(a) = ū(τ) = ū(b) = 0.
Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî

ū′(τ − 0) 6= 0, (95)

òàê êàê èíà÷å, â ñèëó òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðå-

øåíèÿ ëèíåéíîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, ïîëó÷èì òîæäåñòâî

ū(x) ≡ 0, x ∈ [a, b]. Ïîñòðîèì �óíêöèþ

u(x) =

{
ū(x), x ∈ [a, τ ],
0, x ∈ [τ, b].

(96)

Ïîäñ÷èòàåì çíà÷åíèå âòîðîé âàðèàöèè �óíêöèîíàëà J [y] äëÿ �óíêöèè
u(x), îïðåäåëÿåìîé �îðìóëîé (96), âäîëü ýêñòðåìàëè y0(x). Îáîçíà÷èì

δJ [y0, u] =

b∫

a

K(x, u(x), u′(x))dx,

ãäå

K(x, u, u′) = Fyy(x, y0, y
′
0)u

2 + 2Fyy′(x, y0, y
′
0)uu

′ + Fy′y′(x, y0, y
′
0)(u

′)2.

Ó÷èòûâàÿ
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1) �îðìóëó Ýéëåðà äëÿ îäíîðîäíîé �óíêöèè K(x, u, u′):

2K(x, u, u′) = u
∂K

∂u
+ u′

∂K

∂u′
;

2) óðàâíåíèå ßêîáè, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò �óíêöèÿ ū(x):

∂K

∂u
− d

dx

∂K

∂u′
= 0;

3) ñâîéñòâî ū(a) = ū(b) = 0,

ïîëó÷èì

δ2J [y0, u] =

b∫

a

K(x, u, u′)dx =

τ∫

a

K(x, ū, ū′)dx =

=
1

2

τ∫

a

(

ū
∂K̄

∂u
+ ū′

∂K̄

∂u′

)

dx =
1

2

τ∫

a

(

ū
d

dx

∂K̄

∂u′
+ ū′

∂K̄

∂u′

)

dx =

=
1

2

τ∫

a

d

dx

(

ū
∂K̄

∂u′

)

dx =
1

2

[

ū
∂K̄

∂u′

]∣
∣
∣
∣

τ

a

= 0.

Òàêèì îáðàçîì, �óíêöèÿ (96) � ðåøåíèå âàðèàöèîííîé çàäà÷è î ìèíè-

ìèçàöèè �óíêöèîíàëà δ2J [y0, u], îïðåäåëåííîãî íà ìíîæåñòâå �óíê-

öèé u(x) ∈ C1[a, b], óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì u(a) = u(b) = 0.
Ñîîòíîøåíèå (95) âìåñòå ñ ñîîòíîøåíèåì u′(τ+0) = 0 îçíà÷àåò, ÷òî

âàðèàöèÿ (96) â òî÷êå x = τ èìååò èçëîì. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè x = τ
äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå Âåéåðøòðàññà�Ýðäìàíà

∂K̄

∂u′

∣
∣
∣
∣
x=τ−0

=
∂K̄

∂u′

∣
∣
∣
∣
x=τ+0

,

êîòîðîå â áîëåå ïîäðîáíîé çàïèñè èìååò âèä

[Fyy′(x, y0(x), y
′
0(x))ū(x) + Fy′y′(x, y0(x), y

′
0(x))ū

′(x)]|x=τ−0 =

= [Fyy′(x, y0(x), y
′
0(x))ū(x) + Fy′y′(x, y0(x), y

′
0(x))ū

′(x)]|x=τ+0 . (97)

Ïîñêîëüêó u(τ − 0) = u(τ + 0) = 0, u′(τ + 0) = 0, à òàêæå

Fy′y′(x, y0(x), y
′
0(x)) > 0, ∀x ∈ [a, b],

òî èç (97) ïîëó÷èì ðàâåíñòâà u′(τ + 0) = 0, u′(τ − 0) = 0, ïðîòèâîðå-
÷àùèå òîìó, ÷òî τ � òî÷êà èçëîìà �óíêöèè (96).

117



Îïðåäåëåíèå. �îâîðÿò, ÷òî íà ýêñòðåìàëè y0(x) âûïîëíåíî óñëîâèå

ßêîáè, åñëè â èíòåðâàëå (a, b) íåò òî÷åê, ñîïðÿæåííûõ ñ x = a, è
óñèëåííîå óñëîâèå ßêîáè, åñëè â ïîëóèíòåðâàëå (a, b] íåò òî÷åê, ñî-

ïðÿæåííûõ ñ x = a.

�åîìåòðè÷åñêè óñëîâèå ßêîáè îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò îäíîïàðà-

ìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ýêñòðåìàëåé, âêëþ÷àþùåå â ñåáÿ äîïóñòèìóþ

ýêñòðåìàëü y0(x), âûõîäÿùèõ èç ãðàíè÷íîé òî÷êè (a, A) è íå ïåðåñåêà-
þùèõñÿ ïðè a < x ≤ b (ñì. íèæå ðèñ. 16), ò.å. óñëîâèÿ ßêîáè ÿâëÿåòñÿ
äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì âêëþ÷åíèÿ äîïóñòèìîé ýêñòðåìàëè â öåíòðàëü-

íîå ïîëå ýêñòðåìàëåé ñ öåíòðîì â òî÷êå (a, A).

Ïðèìåð 46. Ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå óñëîâèÿ ßêîáè äëÿ ýêñòðåìàëè

�óíêöèîíàëà

J [y] =

x1∫

0

[(y′)2 + 2yy′ − 16y2]dx,

ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè M1(0, 0) è M2(x1, y1).

◮ Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî äëÿ äàííîãî �óíêöèîíàëà âòîðûå ïðî-

èçâîäíûå èíòåãðàíòà ïîñòîÿííû:

Fyy(x, y, y
′) = −32, Fyy′(x, y, y

′) = 2, Fy′y′(x, y, y
′) = 2.

Ïîýòîìó óñëîâèÿ Ëåæàíäðà è ßêîáè ìîãóò áûòü ðàññìîòðåíû áåç

ïðåäâàðèòåëüíîãî ïîèñêà ýêñòðåìàëåé �óíêöèîíàëà.

Óñëîâèå Ëåæàíäðà âûïîëíåíî â ñòðîãîé �îðìå

Fy′y′(x, y0(x), y
′
0(x)) = 2 > 0, ∀x ∈ [0, x1], x1 > 0.

Óðàâíåíèå ßêîáè ïðèíèìàåò âèä

u′′ + 16u = 0.

�åøåíèåì óðàâíåíèÿ ßêîáè, óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèÿì u(0) = 0,
u′(0) = 1, ÿâëÿåòñÿ �óíêöèÿ

u0(x) =
1

4
sin 4x.

Ôóíêöèÿ u0(x) îáðàùàåòñÿ â íóëü â òî÷êàõ x = πk/4, ãäå k � öåëîå

÷èñëî, è, ñëåäîâàòåëüíî, åñëè 0 < x1 ≤ π/4, òî íà èíòåðâàëå 0 < x <
x1 íåò òî÷åê, ñîïðÿæåííûõ ñ òî÷êîé x = 0, è óñëîâèå ßêîáè áóäåò

âûïîëíåíî. Åñëè æå x1 > π/4, òî íà èíòåðâàëå 0 < x < x1 �óíêöèÿ
u0(x) îáðàùàåòñÿ â íóëü åùå, ïî êðàéíåé ìåðå, â îäíîé òî÷êå x = π/4
è óñëîâèå ßêîáè íå âûïîëíåíî. ◭
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3. Óñëîâèå Âåéåðøòðàññà

Ïóñòü f : R → R � äè��åðåíöèðóåìàÿ �óíêöèÿ.

Ôóíêöèþ

E(x, x′) = f(x′)− f(x)− f ′(x)(x′ − x)

íàçîâåì �óíêöèåé Âåéåðøòðàññà �óíêöèè f(x).
�åîìåòðè÷åñêèé ñìûñë �óíêöèè

�èñ. 13.

E(x, x′) � ðàçíîñòü â òî÷êå x′ ìåæäó

çíà÷åíèåì f è çíà÷åíèåì êàñàòåëüíîé ê

ãðà�èêó f â òî÷êå x (ñì. ðèñ. 13). Îòñþäà
ÿñíî, ÷òî åñëè f âûïóêëà âíèç (âûïóêëà

ââåðõ), òî E(x, x′) ≥ 0 (E(x, x′) ≤ 0).
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âåðíî è îáðàòíîå.

Ïóñòü F (x, y, y′) � ïîäûíòåãðàëüíàÿ

�óíêöèÿ ïðîñòåéøåé çàäà÷è âàðèàöèîí-

íîãî èñ÷èñëåíèÿ (91), (92).

Ôóíêöèÿ

E(x, y, y′, k) = F (x, y, k)− F (x, y, y′)− (k − y′)Fy′(x, y, y
′) (98)

íàçûâàåòñÿ �óíêöèåé Âåéåðøòðàññà �óíêöèîíàëà (91). Íåòðóäíî âè-

äåòü, ÷òî �óíêöèÿ E(x, y, y′, k) åñòü �óíêöèÿ Âåéåðøòðàññà �óíêöèè

y′ → F (x, y, y′), ãäå x, y èãðàþò ðîëü ïàðàìåòðîâ.
Ñ�îðìóëèðóåì íåîáõîäèìîå óñëîâèå Âåéåðøòðàññà äëÿ ïðîñòåéøåé

âàðèàöèîííîé çàäà÷è.

Òåîðåìà 19 (íåîáõîäèìîå óñëîâèå Âåéåðøòðàññà ñèëüíîãî ýêñòðåìó-

ìà). Ïóñòü �óíêöèÿ F (x, y, y′) äâàæäû íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóå-

ìà. Åñëè ýêñòðåìàëü y0(x) ∈ C1[a, b] äîñòàâëÿåò ñèëüíûé ëîêàëüíûé

ìèíèìóì [ìàêñèìóì] â ïðîñòåéøåé çàäà÷å (91), (92), òî âäîëü ýòîé

êðèâîé äëÿ ëþáîãî ÷èñëà k ∈ R äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî

E(x, y0(x), y′0(x), k) ≥ 0 [E(x, y0(x), y′0(x), k) ≤ 0] , ∀x ∈ [a, b].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü êðèâàÿ y0(x) äîñòàâëÿåò �óíêöèîíàëó ñèëü-

íûé ëîêàëüíûé ìèíèìóì. �àññìîòðèì ïðèðàùåíèå �óíêöèîíàëà íà

ìíîæåñòâå �óíêöèé, îòëè÷àþùèõñÿ îò ýêñòðåìàëè y0(x) ëîêàëüíî, ò.å.
â ìàëîé îêðåñòíîñòè íåêîòîðîé òî÷êè x0 ∈ [a, b], ïàðàìåòðèçîâàâ ýòè
�óíêöèè ñïåöèàëüíûì îáðàçîì.

Ïóñòü λ > 0 � ïðîèçâîëüíîå, ñêîëü óãîäíî ìàëîå ÷èñëî, ξ ∈ R, x0 �
âíóòðåííÿÿ òî÷êà îòðåçêà [a, b]. Âûáåðåì λ íàñòîëüêî ìàëûì, ÷òîáû

ïðîìåæóòîê [x0 − λ, x0 +
√
λ] öåëèêîì ëåæàë âíóòðè îòðåçêà [a, b].
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�àññìîòðèì ñåìåéñòâî �óíêöèé η̄λ(x), çàäàâàåìûõ ðàâåíñòâîì

η̄λ(x) =







ξλ+ ξ(x− x0), x ∈ [x0 − λ, x0],

ξλ− ξ
√
λ(x− x0), x ∈ [x0, x0 +

√
λ],

0, x ∈ [a, x0 − λ) ∪ (x0 +
√
λ, b].

Âñå η̄λ(x) îïðåäåëåíû íà ïðîìåæóòêå [a, b] è îáðàùàþòñÿ â íóëü íà êîí-
öàõ ýòîãî ïðîìåæóòêà äëÿ ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ λ è ïðîèçâîëüíûõ

ξ. Ñãëàäèì óãëîâûå òî÷êè �óíêöèé η̄λ(x) òàê, ÷òîáû îíè ñòàëè ãëàäêè-

ìè íà îòðåçêå [a, b]. Ôóíêöèè ηλ(x) îïðåäåëèì êàê ñãëàæåííûå η̄λ(x).
Ôóíêöèè η̄λ(x) è ηλ(x) íàçûâàþò èãîëü÷àòûìè âàðèàöèÿìè Âåéåð-

øòðàññà.

�àññìîòðèì ïðèðàùåíèå èíòåãðàëüíîãî �óíêöèîíàëà, äîñòàâëÿå-

ìîå �óíêöèÿìè ηλ(x) â òî÷êå ñèëüíîãî ýêñòðåìóìà,

∆ηJ [y0] = J [y0+ηλ]−J [y0] =
b∫

a

[F (x, y0+ηλ, y
′
0+η

′
λ)−F (x, y0, y′0)]dx =

=

x0∫

x0−λ

∆ηF (x, y0, y
′
0)dx+

x0+
√
λ∫

x0

∆ηF (x, y0, y
′
0)dx,

ãäå

∆ηF (x, y0, y
′
0) = F (x, y0 + ηλ, y

′
0 + η′λ)− F (x, y0, y

′
0).

Ïðè λ → 0 ïåðâûé èç èíòåãðàëîâ ñ òî÷íîñòüþ äî áåñêîíå÷íî ìàëûõ

ïîðÿäêà, áîëåå âûñîêîãî ÷åì λ, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå

x0∫

x0−λ

∆ηF (x, y0, y
′
0)dx =

x0∫

x0−λ

[F (x, y0 + ηλ, y
′
0 + ξ)− F (x, y0, y

′
0)]dx =

= [F (x, y0, y
′
0 + ξ)− F (x, y0, y

′
0)]|x=x0

· λ+ o(λ), λ→ 0.

�àññìîòðèì âòîðîé èíòåãðàë. Â îòëè÷èå îò ïåðâîãî â íåì ìîæ-

íî çàìåíèòü ïðèðàùåíèå ïîäûíòåãðàëüíîé �óíêöèè äè��åðåíöèà-

ëîì, òàê êàê ïðèðàùåíèÿ àðãóìåíòîâ �óíêöèè ìàëû ïðè ìàëûõ λ:
max |ηλ| = ξλ, max |η′λ| = ξ

√
λ. Òîãäà, èíòåãðèðóÿ âòîðîå ñëàãàåìîå ïî

÷àñòÿì è ó÷èòûâàÿ, ÷òî y0(x) � ýêñòðåìàëü, ïîëó÷èì

x0+
√
λ∫

x0

∆ηF (x, y0, y
′
0)dx =

x0+
√
λ∫

x0

[Fy(x, y0, y
′
0)ηλ+Fy′(x, y0, y

′
0)η

′
λ]dx+o(λ) =

=−ηλ(x0)Fy′(x, y0, y
′
0)|x=x0

+o(λ) =−ξFy′(x, y0, y
′
0)|x=x0

·λ+o(λ), λ→ 0.
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Îáúåäèíÿÿ ðåçóëüòàòû, çàêëþ÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ξ è ñêîëü óãîäíî

ìàëåíüêîãî ïîëîæèòåëüíîãî λ ïðèðàùåíèå �óíêöèîíàëà J [y] ïðåäñòà-
âèìî ñ òî÷íîñòüþ äî áåñêîíå÷íî ìàëûõ ïîðÿäêà áîëåå âûñîêîãî, ÷åì

λ, â âèäå

∆ηJ [y0] = [F (x, y0, y
′
0 + ξ)− F (x, y0, y

′
0)− ξFy′(x, y0, y

′
0)]|x=x0

· λ.
Ïåðåîáîçíà÷àÿ âûðàæåíèå y′0(x0) + ξ = k è ó÷èòûâàÿ, ÷òî òî÷êà x0
âûáðàíà ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì, ïîëó÷èì

∆ηJ [y0] = E(x, y0(x), y′0(x), k) · λ, x ∈ [a, b], k ∈ R.

Åñëè ïðèíÿòü âî âíèìàíèå, ÷òî ïðèðàùåíèå �óíêöèîíàëà J [y] íà êðè-
âîé y0(x), äîñòàâëÿþùåé ñèëüíûé ëîêàëüíûé ìèíèìóì, íåîòðèöàòåëü-
íî è λ > 0, òî ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Îïðåäåëåíèå. �îâîðÿò, ÷òî íà ýêñòðåìàëè y0(x) âûïîëíåíî óñëîâèå

Âåéåðøòðàññà, åñëè

E(x, y0(x), y′0(x), k) ≥ 0 [E(x, y0(x), y′0(x), k) ≤ 0] , ∀k∈R, ∀x∈[a, b].
�åîìåòðè÷åñêèé ñìûñë óñëîâèÿ Âåéåðøòðàññà íà ýêñòðåìàëè y0(x)

ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ ëþáîãî �èêñèðîâàííîãî x ∈ [a, b] ãðà�èê �óíê-
öèè F (y′) = F (x, y0(x), y

′) êàê �óíêöèè îò y′ ëåæèò âûøå (íèæå) êà-
ñàòåëüíîé ê êðèâîé F (y′) â òî÷êå y′0(x). Åñëè �óíêöèÿ F (y

′) âûïóêëàÿ
ïî y′ äëÿ ëþáûõ x, y, òî óñëîâèå Âåéåðøòðàññà âûïîëíÿåòñÿ íà ëþáîé
ýêñòðåìàëè y0(x).

Ïðèìåð 47. Ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå óñëîâèÿ Âåéåðøòðàññà äëÿ ýêñ-

òðåìàëè �óíêöèîíàëà

J [y] =

a∫

0

(y′)3dx,

ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè M1(0, 0) è M2(a, b), a > 0, b > 0.

◮ Ïîñêîëüêó èíòåãðàíò �óíêöèîíàëà F (x, y, y′) = (y′)3 íå çàâèñèò îò
ïåðåìåííûõ x è y, òî ýêñòðåìàëÿìè �óíêöèîíàëà ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûå

ëèíèè y = C1x+C2. �ðàíè÷íûì óñëîâèÿì óäîâëåòâîðÿåò åäèíñòâåííàÿ

ýêñòðåìàëü

y0(x) =
b

a
x.

Äëÿ �óíêöèè Âåéåðøòðàññà ïîëó÷èì

E(x, y0, y′0, k) = k3− b3

a3
−3

(

k − b

a

)
b2

a2
=

(

k − b

a

)2(

k + 2
b

a

)

,
b

a
> 0.

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà �óíêöèÿ íå äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé k çíàêîïîñòîÿííà.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî óñëîâèå Âåéåðøòðàññà íå âûïîëíÿåòñÿ, ïîýòîìó

ñèëüíûé ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì ó �óíêöèîíàëà îòñóòñòâóåò. ◭
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�èñ. 14. �èñ. 15.

11.3 Ïîëå ýêñòðåìàëåé

Ïóñòü êðèâàÿ y0(x) ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé ýêñòðåìàëüþ ïðîñòåéøåé

âàðèàöèîííîé çàäà÷è

J [y] =

b∫

a

F (x, y, y′)dx, y(a) = A, y(b) = B.

Èçâåñòíî, ÷òî îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà êàê äè��åðåíöè-

àëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà çàâèñèò îò äâóõ ïðîèçâîëüíûõ ïî-

ñòîÿííûõ è îïðåäåëÿåò òàêèì îáðàçîì ìíîæåñòâî ýêñòðåìàëåé äàííîé

âàðèàöèîííîé çàäà÷è. Åñëè â ýòîì ìíîæåñòâå îñòàâèòü çàâèñèìîñòü

îò îäíîãî ïàðàìåòðà, òî ìîæíî ïîëó÷èòü ðàçëè÷íûå îäíîïàðàìåòðè-

÷åñêèå ñåìåéñòâà ýêñòðåìàëåé.

Îïðåäåëåíèå. Ñåìåéñòâî êðèâûõ y = y(x, C) îáðàçóåò ñîáñòâåííîå
ïîëå â çàäàííîé îáëàñòè G ïëîñêîñòè xOy, åñëè ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó

ýòîé îáëàñòè ïðîõîäèò îäíà è òîëüêî îäíà êðèâàÿ ýòîãî ñåìåéñòâà.

Åñëè âñå êðèâûå ñåìåéñòâà y = y(x, C) ïðîõîäÿò ÷åðåç íåêîòîðóþ
òî÷êó (x0, y0), ò.å. îáðàçóþò ïó÷îê êðèâûõ, òî îíè çàâåäîìî íå îáðà-

çóþò ñîáñòâåííîãî ïîëÿ â îáëàñòè G, åñëè öåíòð ïó÷êà ïðèíàäëåæèò

îáëàñòè G. Îäíàêî ïîíÿòèå ïîëÿ ìîæíî ðàñøèðèòü.

Îïðåäåëåíèå. Ñåìåéñòâî êðèâûõ y = y(x, C) îáðàçóåò öåíòðàëüíîå
ïîëå â çàäàííîé îáëàñòè G ïëîñêîñòè xOy, åñëè ýòè êðèâûå ïîêðûâàþò
áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé âñþ îáëàñòü G è èñõîäÿò èç îäíîé òî÷êè (x0, y0),
ïðèíàäëåæàùåé îáëàñòè G. Òî÷êà (x0, y0) íàçûâàåòñÿ öåíòðîì ïó÷êà

êðèâûõ.

Åñëè ñîáñòâåííîå èëè öåíòðàëüíîå ïîëå îáðàçîâàíî ñåìåéñòâîì ýêñ-

òðåìàëåé íåêîòîðîé âàðèàöèîííîé çàäà÷è, òî îíî íàçûâàåòñÿ ïîëåì
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�èñ. 16. �èñ. 17.

ýêñòðåìàëåé. Îäíèì èç òðåáîâàíèé, âõîäÿùèõ â íàèáîëåå ðàñïðîñòðà-

íåííûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà ïðîñòåéøåé âàðèàöèîííîé

çàäà÷è, ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü âêëþ÷åíèÿ èññëåäóåìîé ýêñòðåìàëè â

ïîëå ýêñòðåìàëåé.

�îâîðÿò, ÷òî ýêñòðåìàëü y0(x) âêëþ÷åíà â ñîáñòâåííîå ïîëå ýêñòðå-
ìàëåé, åñëè íàéäåíî ñåìåéñòâî ýêñòðåìàëåé y = y(x, C), îáðàçóþùåå
ïîëå, ñîäåðæàùåå ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè C = C0 ýêñòðåìàëü y0(x),
ïðè÷åì ýòà ýêñòðåìàëü íå ëåæèò, çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, òî÷åê

(a, A) è (b, B), íà ãðàíèöå îáëàñòè G, â êîòîðîé ñåìåéñòâî îáðàçóåò

ïîëå (ðèñ. 14).

Åñëè ïó÷îê ýêñòðåìàëåé ñ öåíòðîì â òî÷êå (a, A) â îêðåñòíîñòè ýêñ-
òðåìàëè y0(x), ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òó æå òî÷êó, îáðàçóåò ïîëå, òî ãîâî-
ðÿò, ÷òî íàéäåíî öåíòðàëüíîå ïîëå ýêñòðåìàëåé, âêëþ÷àþùåå äàííóþ

ýêñòðåìàëü y0(x). Çà ïàðàìåòð ñåìåéñòâà y = y(x, C) ïðèíèìàåòñÿ óã-
ëîâîé êîý��èöèåíò êàñàòåëüíîé ê êðèâûì ïó÷êà â òî÷êå (a, A) (ñì.
ðèñ. 15).

Â ðÿäå ñëó÷àåâ èçó÷àåìóþ ýêñòðåìàëü ìîæíî âêëþ÷èòü êàê â ñîá-

ñòâåííîå, òàê è â öåíòðàëüíîå ïîëå.

Ïîëå ýêñòðåìàëåé, çàäàííîå â îáëàñòè G, ïîçâîëÿåò â ýòîé îáëà-

ñòè îïðåäåëèòü �óíêöèþ ξ(x, y), çíà÷åíèåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ çíà÷å-

íèå òàíãåíñà óãëà íàêëîíà êàñàòåëüíîé ê ýêñòðåìàëè â òî÷êå (x, y),
ò.å. ξ(x, y) åñòü ïðîèçâîäíàÿ òîé ýêñòðåìàëè y(x), çíà÷åíèå êîòîðîé â

òî÷êå x ðàâíî y. Ôóíêöèþ ξ(x, y) íàçûâàþò �óíêöèåé íàêëîíà ïîëÿ

ýêñòðåìàëåé è îïðåäåëÿþò ïî ïðàâèëó

ξ(x, y) =

[
d

dx
y(x, C)

]∣
∣
∣
∣
C=C(x,y)

.

Îòìåòèì, ÷òî íà ýêñòðåìàëÿõ y = y(x) �óíêöèÿ íàêëîíà ïîëÿ

ξ(x, y(x)) ≡ y′(x) ñîâïàäàåò ñ ïðîèçâîäíîé �óíêöèè y(x).
Ïóñòü y = y(x, C) � óðàâíåíèå ïó÷êà ýêñòðåìàëåé ñ öåíòðîì â òî÷êå

(a, A). Îáñóäèì óñëîâèÿ âêëþ÷åíèÿ ýêñòðåìàëè y0(x) â öåíòðàëüíîå
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ïîëå ýêñòðåìàëåé.

Èçâåñòíî, ÷òî áëèçêèå êðèâûå ñåìåéñòâà y = y(x, C) áóäóò ïåðå-

ñåêàòüñÿ âáëèçè C-äèñêðèìèíàíòíîé êðèâîé (îãèáàþùåé) è, â ÷àñò-

íîñòè, êðèâûå ýòîãî ñåìåéñòâà, áëèçêèå ê ðàññìàòðèâàåìîé ýêñòðå-

ìàëè y0(x), ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè M1(a, A) è M2(b, B), áóäóò ïå-

ðåñåêàòüñÿ â òî÷êàõ, áëèçêèõ ê òî÷êàì êàñàíèÿ êðèâîé y0(x) 
 C-
äèñêðèìèíàíòíîé êðèâîé. Åñëè äóãà M1M2 ýêñòðåìàëè y0(x) íå èìå-
åò îòëè÷íûõ îò òî÷êè M1 îáùèõ òî÷åê ñ C-äèñêðèìèíàíòíîé êðèâîé

ïó÷êà ýêñòðåìàëåé, âêëþ÷àþùåãî äàííóþ ýêñòðåìàëü, òî äîñòàòî÷íî

áëèçêèå ê äóãå M1M2 ýêñòðåìàëè ïó÷êà íå ïåðåñåêàþòñÿ, ò.å. îáðàçó-

þò â îêðåñòíîñòè äóãèM1M2 öåíòðàëüíîå ïîëå, âêëþ÷àþùåå ýòó äóãó

(ñì. ðèñ. 16).

Åñëè äóãà M1M2 ýêñòðåìàëè y0(x) èìååò îòëè÷íóþ îò M1 îáùóþ

òî÷êó M̃ 
 C-äèñêðèìèíàíòíîé êðèâîé ïó÷êà y = y(x, C), òî áëèçêèå
ê y0(x) êðèâûå ïó÷êà ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ ìåæäó ñîáîé è ñ êðèâîé y0(x)
âáëèçè òî÷êè M̃ è ïîëÿ íå îáðàçóþò (ñì. ðèñ. 17). Òî÷êà M̃ íàçûâàåòñÿ

òî÷êîé, ñîïðÿæåííîé ñ òî÷êîé M1.

Ïîëó÷åííûé âûøå ðåçóëüòàò ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü â âèäå ñëåäó-

þùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 2. Äëÿ òîãî ÷òîáû äóãó M1M2 ýêñòðåìàëè y0(x)
ìîæíî áûëî âêëþ÷èòü â öåíòðàëüíîå ïîëå ýêñòðåìàëåé ñ öåíòðîì â

òî÷êåM1(a, A) äîñòàòî÷íî, ÷òîáû òî÷êà M̃ , ñîïðÿæåííàÿ ñ òî÷êîé

M1, íå ëåæàëà íà äóãå M1M2.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì âêëþ÷åíèÿ ýêñòðåìà-

ëè â öåíòðàëüíîå ïîëå ýêñòðåìàëåé ñ öåíòðîì â òî÷êå (a, A) ÿâëÿåòñÿ
óñëîâèå ã > b (óñèëåííîå óñëîâèå ßêîáè).

Ñ�îðìóëèðóåì òåîðåìó î âîçìîæíîñòè âêëþ÷åíèÿ ýêñòðåìàëè â

öåíòðàëüíîå ïîëå ýêñòðåìàëåé.

Òåîðåìà 20. Ïóñòü y0(x) ∈ C2[a, b] � äîïóñòèìàÿ ýêñòðåìàëü â ïðî-
ñòåéøåé çàäà÷å âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ, �óíêöèÿ F (x, y, y′) òðè-
æäû íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìà, íà y0(x) âûïîëíåíû óñèëåííûå

óñëîâèÿ Ëåæàíäðà è ßêîáè. Òîãäà y0(x) ìîæíî îêðóæèòü öåíòðàëü-

íûì ïîëåì ýêñòðåìàëåé.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñì. â ðàáîòàõ [16,17℄.

Ïîíÿòèå ñîáñòâåííîãî è öåíòðàëüíîãî ïîëÿ, à òàêæå �óíêöèè íà-

êëîíà ïîëÿ ïî÷òè áåç èçìåíåíèÿ ïåðåíîñÿòñÿ è íà ñëó÷àé ïðîñòðàíñòâà

ëþáîãî ÷èñëà èçìåðåíèé.

Îïðåäåëåíèå. Ñåìåéñòâî yk = yk(x, C1, . . . , Cn), k = 1, . . . , n, îáðàçó-
åò ñîáñòâåííîå ïîëå â îáëàñòè G ïðîñòðàíñòâà x, y1, . . . , yn, åñëè ÷åðåç
êàæäóþ òî÷êó îáëàñòè G ïðîõîäèò îäíà è òîëüêî îäíà êðèâàÿ ñåìåé-

ñòâà yk = yk(x, C1, . . . , Cn).
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Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿìè íàêëîíà ïîëÿ ξk = ξk(x, y1, . . . , yn), k =
1, . . . , n, íàçûâàþò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå îò �óíêöèé yk(x, C1, . . . , Cn)
ïî x, âû÷èñëåííûå â òî÷êå (x, y1, . . . , yn).

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ è öåíòðàëüíîå ïîëå.

Ïðèìåð 48. �àññìîòðèì �óíêöèîíàë

J [y] =

a∫

0

[(y′)2 − y2]dx, y(0) = 0, y(a) = 0, 0 < a < π.

Ïðîâåðèòü âîçìîæíîñòü âêëþ÷åíèÿ äîïóñòèìîé ýêñòðåìàëè �óíêöèî-

íàëà â ïîëå ýêñòðåìàëåé.

◮ Óðàâíåíèå Ýéëåðà:

y′′ + y = 0.

Îáùåå ðåøåíèå:

y(x) = C1 cosx+ C2 sin x.

Èìååòñÿ åäèíñòâåííàÿ äîïóñòèìàÿ ýêñòðåìàëü y0(x) = 0.

Ïîñêîëüêó F̂y′y′ = 2 > 0 äëÿ âñåõ x ∈ [0, a], òî âûïîëíÿåòñÿ óñèëåí-
íîå óñëîâèå Ëåæàíäðà.

Óðàâíåíèå ßêîáè ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì Ýéëåðà: u′′ + u = 0.
Íà÷àëüíûì óñëîâèÿì u(0) = 0, u′(0) = 1 óäîâëåòâîðÿåò �óíêöèÿ

u0(x) = sinx. Ýòà �óíêöèÿ íå èìååò íóëåé â ïîëóèíòåðâàëå (0, a].
Çíà÷èò, ñîïðÿæåííûõ òî÷åê íåò, à çíà÷èò, âûïîëíåíî óñèëåííîå óñëî-

âèå ßêîáè. Â ñèëó òåîðåìû 20 ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ýêñòðåìàëü

y0(x) = 0 ìîæåò áûòü âêëþ÷åíà â öåíòðàëüíîå ïîëå ýêñòðåìàëåé ñ

öåíòðîì â òî÷êå (0, 0).
Èç óñëîâèÿ ïðîõîæäåíèÿ ýêñòðåìàëåé ÷åðåç òî÷êó (0, 0) ïîëó÷àåì

C1 = 0. Ñåìåéñòâî ýêñòðåìàëåé y(x, C) = C sin x íà îòðåçêå 0 ≤ x ≤ a,
ãäå 0 < a < π, îáðàçóþò öåíòðàëüíîå ïîëå ñ öåíòðîì â òî÷êå (0, 0),
âêëþ÷àþùåå ïðè C = 0 ýêñòðåìàëü y0(x) = 0. Ôóíêöèÿ íàêëîíà ïîëÿ

ýêñòðåìàëåé çàïèøåòñÿ â âèäå

ξ(x, y) =

[
d

dx
(C sin x)

]∣
∣
∣
∣
C=y/ sinx

= y ctg x.

Åñëè â äàííîé çàäà÷å ïîëîæèòü a ≥ π, òî ñåìåéñòâî ýêñòðåìàëåé

y(x, C) = C sin x â ýòîì ñëó÷àå ïîëÿ óæå íå îáðàçóåò. ◭

Ïðèìåð 49. Ïóñòü çàäàí �óíêöèîíàë

J [y] =

1∫

−1

[x2(y′)2 + 12y2]dx, y(−1) = −1, y(1) = 1.

Ïðîâåðèòü âîçìîæíîñòü âêëþ÷åíèÿ äîïóñòèìîé ýêñòðåìàëè �óíêöèî-

íàëà â ïîëå ýêñòðåìàëåé.
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◮ Óðàâíåíèå Ýéëåðà:

x2y′′ + 2xy′ − 12y = 0.

Îáùåå ðåøåíèå:

y(x) = C1x
3 + C2x

−4.

Êðàåâûì óñëîâèÿì óäîâëåòâîðÿåò ýêñòðåìàëü y0(x) = x3.
Åäèíñòâåííûì îäíîïàðàìåòðè÷åñêèì ñåìåéñòâîì ýêñòðåìàëåé, ñî-

äåðæàùèì ýêñòðåìàëü y0(x), ÿâëÿåòñÿ y(x, C) = Cx3. Îäíàêî äàííîå
ñåìåéñòâî íå îáðàçóåò ïîëÿ, òàê êàê êðèâûå ýòîãî ñåìåéñòâà íå ïðî-

õîäÿò ÷åðåç òî÷êè îñè Oy ñ îðäèíàòàìè, îòëè÷íûìè îò íóëÿ. Òàêèì

îáðàçîì, äîïóñòèìàÿ ýêñòðåìàëü y0(x) íå ìîæåò áûòü âêëþ÷åíà â ïîëå
ýêñòðåìàëåé.

Çàìåòèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå F̂y′y′ = 2x2 è óñèëåííîå óñëîâèå Ëå-

æàíäðà íàðóøàåòñÿ â òî÷êå x = 0. ◭

Óïðàæíåíèå 21. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ

�óíêöèîíàëà

J [y] =

b∫

a

F (x, y′)dx

íå ñîäåðæèò ÿâíî y, òî êàæäàÿ ýêñòðåìàëü âñåãäà ìîæåò áûòü âêëþ-

÷åíà â ïîëå ýêñòðåìàëåé.

11.4 Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñèëüíîãî è ñëàáîãî ýêñòðåìóìà

�àññìîòðèì ïðîñòåéøóþ âàðèàöèîííóþ çàäà÷ó äëÿ �óíêöèîíàëà

J [y] =

b∫

a

F (x, y, y′)dx (99)

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

y(a) = A, y(b) = B. (100)

Ïóñòü êðèâàÿ

γ0 : y = y0(x), x ∈ [a, b],

ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé ýêñòðåìàëüþ âàðèàöèîííîé çàäà÷è (99)�(100),

ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êèM1(a, A) èM2(b, B). Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ýêñ-

òðåìàëü y0(x) íà îòðåçêå [a, b] ìîæåò áûòü âêëþ÷åíà â ïîëå ýêñòðåìà-
ëåé (ñîáñòâåííîå èëè öåíòðàëüíîå), íàêëîí êîòîðîãî ðàâåí ξ(x, y).
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Òåîðåìà 21 (�èëüáåðò). Åñëè ïîëîæèòü

P (x, y) = F (x, y, ξ(x, y))− ξ(x, y)Fy′(x, y, ξ(x, y)),

Q(x, y) = Fy′(x, y, ξ(x, y)),

òî âûðàæåíèå Pdx+Qdy áóäåò (âíóòðè ïîëÿ) ïîëíûì äè��åðåíöè-

àëîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

∂Q

∂x
=Fy′x(x, y, ξ) + Fy′y′(x, y, ξ)ξx,

∂P

∂y
=Fy(x, y, ξ) + Fy′(x, y, ξ)ξy − ξyFy′(x, y, ξ)−

− ξ[Fy′y(x, y, ξ) + Fy′y′(x, y, ξ)ξy],

∂Q

∂x
−∂P
∂y

=−Fy(x, y,ξ)+Fy′x(x, y,ξ)+Fy′y(x, y, ξ)ξ+Fy′y′(x, y, ξ)(ξx+ξyξ),

íî âäîëü êàæäîé ýêñòðåìàëè y = y(x), îáðàçóþùåé ïîëå, èìååì

ξ(x, y(x)) = y′(x) è, ñëåäîâàòåëüíî,

ξx + ξyξ = ξx + ξyy
′ = y′′,

ïîýòîìó âäîëü óïîìÿíóòîé ýêñòðåìàëè

∂Q

∂x
−∂P
∂y

=−Fy(x, y, y
′)+Fy′x(x, y, y

′)+Fy′y(x, y, y
′)y′+Fy′y′(x, y, y

′)y′′= 0,

òàê êàê ýêñòðåìàëè óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ Ýéëåðà. Ïîñêîëüêó îá-

ðàçóþùèå ýêñòðåìàëè çàïîëíÿþò ïîëå, òî âñþäó âíóòðè ïîëÿ èìååì

∂Q
∂x

− ∂P
∂y

= 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, âíóòðè ïîëÿ âûðàæåíèå Pdx + Qdy
ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì äè��åðåíöèàëîì, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

�àññìîòðèì èíòåãðàë

∫

γ

Pdx+Qdy =

=

∫

γ

[F (x, y, ξ(x, y))− ξ(x, y)Fy′(x, y, ξ(x, y))]dx+ Fy′(x, y, ξ(x, y))dy,

(101)

ãäå γ � êðèâàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè M1 è M2 è ïðèíàäëåæàùàÿ îá-

ëàñòè, â êîòîðîé îïðåäåëåíî ïîëå ýêñòðåìàëåé. Â ñèëó òîãî, ÷òî ïîä

çíàêîì èíòåãðàëà ñòîèò ïîëíûé äè��åðåíöèàë, çíà÷åíèå èíòåãðàëà

íå çàâèñèò îò âûáîðà êðèâîé γ, à çàâèñèò òîëüêî îò òî÷åê M1 è M2.
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Îïðåäåëåíèå. Èíòåãðàë (101) íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíûì èíòåãðà-

ëîì �èëüáåðòà.

Åñëè êðèâàÿ γ â èíòåãðàëå �èëüáåðòà ñîâïàäàåò ñ ýêñòðåìàëüþ γ0,
òî, ó÷èòûâàÿ, ÷òî âäîëü ýòîé ýêñòðåìàëè dy = ξ(x, y(x))dx, ïîëó÷èì
ðàâåíñòâî ∫

γ0

Pdx +Qdy =

∫

γ0

F (x, y, y′)dx = J [γ0].

Ïîñêîëüêó èíòåãðàë �èëüáåðòà íå çàâèñèò îò ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ, òî

∫

γ0

F (x, y, y′)dx =

∫

γ

Pdx+Qdy

íå òîëüêî ïðè γ = γ0, íî è ïðè ëþáîì âûáîðå êðèâîé γ.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî �óíêöèîíàë (99) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âè-

äå èíòåãðàëà �èëüáåðòà, âçÿòîãî ïî ëþáîé êðèâîé, ñîåäèíÿþùåé êîíöû

ýêñòðåìàëèM1 èM2 è ïðèíàäëåæàùåé îáëàñòè, â êîòîðîé îïðåäåëåíî

ïîëå ýêñòðåìàëåé.

Òåïåðü çàéìåìñÿ âûâîäîì äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ýêñòðåìóìà.

Åñëè γ0 � ýêñòðåìàëü, î êîòîðîé ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îíà äîñòàâëÿ-
åò ýêñòðåìóì �óíêöèîíàëó J [y] â çàäà÷å ñ çàêðåïëåííûìè êîíöàìè,

òî äëÿ âûÿñíåíèÿ õàðàêòåðà ýòîãî ýêñòðåìóìà èññëåäóåì çíàê ïðèðà-

ùåíèÿ �óíêöèîíàëà

∆J [y0] = J [γ]− J [γ0] =

b∫

a

F (x, y(x), y′(x))dx−
b∫

a

F (x, y0(x), y
′
0(x))dx,

ãäå γ � ïðîèçâîëüíàÿ êðèâàÿ, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì y = y(x) è óäîâëå-
òâîðÿþùàÿ ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (100).

Èäåÿ ìåòîäà, êîòîðûé ìû ñîáèðàåìñÿ ïðèìåíèòü, çàêëþ÷àåòñÿ â

òîì, ÷òîáû ñâåñòè äåëî ê ñðàâíåíèþ èíòåãðàëîâ îò ðàçëè÷íûõ âûðà-

æåíèé ïî îäíîé è òîé æå êðèâîé γ.
Èìååò ìåñòî �îðìóëà

∆J [y0] =

∫

γ

F (x, y, y′)dx−
∫

γ0

F (x, y, y′)dx =

∫

γ

F (x, y, y′)dx−

−
∫

γ

[F (x, y, ξ(x, y))− ξ(x, y)Fy′(x, y, ξ(x, y))]dx+ Fy′(x, y, ξ(x, y))dy =

=

∫

γ

[F (x, y, y′)− F (x, y, ξ(x, y))− (y′ − ξ(x, y))Fy′(x, y, ξ(x, y))]dx.
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Ôóíêöèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì

E(x, y, ξ, y′) = F (x, y, y′)− F (x, y, ξ)− (y′ − ξ)Fy′(x, y, ξ),

ãäå ξ = ξ(x, y) � �óíêöèÿ íàêëîíà ïîëÿ ýêñòðåìàëåé, íàçûâàåòñÿ �óíê-
öèåé Âåéåðøòðàññà �óíêöèîíàëà (99) (ñðàâíèòå ñ �îðìóëîé (98)). Ñ

ïîìîùüþ ýòîé �óíêöèè ïðèðàùåíèå �óíêöèîíàëà ìîæíî çàïèñàòü â

âèäå

∆J [y0] =

b∫

a

E(x, y(x), ξ(x, y(x)), y′(x))dx,

ãäå y(x) = y0(x)+ δy(x). Çàìåòèì, ÷òî íà ýêñòðåìàëè �óíêöèÿ Âåéåð-
øòðàññà ðàâíà íóëþ, òàê êàê ξ(x, y0(x)) ≡ y′0(x).

Î÷åâèäíî, ÷òî äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì äîñòèæåíèÿ �óíêöèîíàëîì

J [y] ýêñòðåìóìà íà ýêñòðåìàëè y0(x) áóäåò çíàêîîïðåäåëåííîñòü �óíê-
öèè E â îêðåñòíîñòè ýêñòðåìàëè y0(x). Ýêñòðåìóì áóäåò ñëàáûì èëè

ñèëüíûì â çàâèñèìîñòè îò òîãî, â ñëàáîé èëè ñèëüíîé îêðåñòíîñòè

ýêñòðåìàëè y0(x) ñîõðàíÿåò çíàê �óíêöèÿ Âåéåðøòðàññà.

Ñ�îðìóëèðóåì äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñèëüíîãî è ñëàáîãî ýêñòðåìó-

ìà äëÿ ïðîñòåéøåé âàðèàöèîííîé çàäà÷è (ñì. ðàáîòû [1, 3, 5℄).
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Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñèëüíîãî ýêñòðåìóìà

Òåîðåìà 22 (äîñòàòî÷íîå óñëîâèå Âåéåðøòðàññà ñèëüíîãî ýêñòðå-

ìóìà). Ôóíêöèÿ y0(x) äîñòàâëÿåò ñèëüíûé ýêñòðåìóì �óíêöèîíàëó

(99), åñëè:

1) �óíêöèÿ y0(x) ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüþ �óíêöèîíàëà (99), óäîâëå-

òâîðÿþùåé ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (100);

2) ýêñòðåìàëü y0(x) ìîæåò áûòü âêëþ÷åíà â ïîëå ýêñòðåìàëåé íà

îòðåçêå [a, b] (â ÷àñòíîñòè, ýòî áóäåò, åñëè âûïîëíåíî óñèëåí-

íîå óñëîâèå ßêîáè);

3) �óíêöèÿ Âåéåðøòðàññà E(x, y, ξ, y′) ñîõðàíÿåò çíàê âî âñåõ òî÷-

êàõ ñèëüíîé îêðåñòíîñòè ýêñòðåìàëè y0(x), ò.å. â òî÷êàõ (x, y),
áëèçêèõ ê ýêñòðåìàëè y0(x), è äëÿ ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèé y′.

Åñëè

E(x, y, ξ, y′) ≥ 0, (E(x, y, ξ, y′) ≤ 0) ,

òî �óíêöèîíàë (99) èìååò íà y0(x) ñèëüíûé ìèíèìóì (ìàêñèìóì).

Èññëåäîâàíèå çíàêà �óíêöèè Âåéåðøòðàññà ÷àñòî ñîïðÿæåíî ñ

íåêîòîðûìè çàòðóäíåíèÿìè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî �óíêöèÿ F (x, y, y′)
òðèæäû äè��åðåíöèðóåìà ïî y′ ïðè ëþáûõ y′. Òîãäà óñëîâèå Âåé-

åðøòðàññà ìîæíî çàìåíèòü ëåãêî ïðîâåðÿåìûì óñëîâèåì Ëåæàíäðà

â ñëó÷àå äîñòàòî÷íîãî óñëîâèÿ ñèëüíîãî ýêñòðåìóìà èëè óñèëåííûì

óñëîâèåì Ëåæàíäðà � â ñëó÷àå äîñòàòî÷íîãî óñëîâèÿ ñëàáîãî ýêñòðå-

ìóìà.

Äåéñòâèòåëüíî, ðàçëîæèì �óíêöèþ F (x, y, y′) â ðÿä Òåéëîðà â òî÷-
êå ξ (ïî òðåòüåìó àðãóìåíòó) ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â �îðìå Ëàãðàíæà

F (x, y, y′) = F (x, y, ξ) + (y′ − ξ)Fy′(x, y, ξ) +
1

2
(y′ − ξ)2Fy′y′(x, y, q),

ãäå q = ξ + θ(y′ − ξ), 0 < θ < 1. Òîãäà �óíêöèþ Âåéåðøòðàññà ìîæíî

ïðåäñòàâèòü â âèäå

E(x, y, ξ, y′) = 1

2
(y′ − ξ)2Fy′y′(x, y, q). (102)

Ïðè èññëåäîâàíèè íà ñèëüíûé ýêñòðåìóì óñëîâèå çíàêîïîñòîÿíñòâà

�óíêöèè Âåéåðøòðàññà E(x, y, ξ, y′) äëÿ ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèé y′ ìî-
æåò áûòü çàìåíåíî òðåáîâàíèåì

Fy′y′(x, y, q) ≥ 0 (Fy′y′(x, y, q) ≤ 0)

â òî÷êàõ (x, y), áëèçêèõ ê òî÷êàì êðèâîé y0(x), è ïðè ïðîèçâîëüíûõ

çíà÷åíèÿõ q.
Îòñþäà êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ïðåäûäóùåé òåîðåìû ñ�îðìóëèðóåì

äîïîëíèòåëüíóþ òåîðåìó, îïðåäåëÿþùóþ äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñèëü-

íîãî ýêñòðåìóìà.
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Òåîðåìà 23 (óïðîùåííîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñèëüíîãî ýêñòðåìóìà).

Ïóñòü:

1) �óíêöèÿ y0(x) ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüþ �óíêöèîíàëà (99), óäîâëå-

òâîðÿþùåé ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (100);

2) �óíêöèÿ F (x, y, y′) òðèæäû äè��åðåíöèðóåìà ïî y′ äëÿ ïðîèç-

âîëüíûõ çíà÷åíèé y′;

3) ýêñòðåìàëü y0(x) ìîæåò áûòü âêëþ÷åíà â ïîëå ýêñòðåìàëåé íà

îòðåçêå [a, b] (â ÷àñòíîñòè, ýòî áóäåò, åñëè âûïîëíåíî óñèëåí-

íîå óñëîâèå ßêîáè);

4) âûïîëíåíî óñëîâèå

Fy′y′(x, y(x), y
′(x)) ≥ 0, [Fy′y′(x, y(x), y

′(x)) ≤ 0]

âî âñåõ òî÷êàõ ñèëüíîé îêðåñòíîñòè ýêñòðåìàëè y0(x), ò.å. â
òî÷êàõ (x, y), áëèçêèõ ê ýêñòðåìàëè y0(x), è äëÿ ïðîèçâîëüíûõ

çíà÷åíèé y′.

Òîãäà y0(x) äîñòàâëÿåò ñèëüíûé ëîêàëüíûé ìèíèìóì [ìàêñèìóì]
�óíêöèîíàëó (99).

Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñëàáîãî ýêñòðåìóìà

Òåîðåìà 24 (äîñòàòî÷íîå óñëîâèå Âåéåðøòðàññà ñëàáîãî ýêñòðåìó-

ìà). Ôóíêöèÿ y0(x) äîñòàâëÿåò ñëàáûé ýêñòðåìóì �óíêöèîíàëó (99),

åñëè:

1) �óíêöèÿ y0(x) ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüþ �óíêöèîíàëà (99), óäîâëå-

òâîðÿþùåé ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (100);

2) ýêñòðåìàëü y0(x) ìîæåò áûòü âêëþ÷åíà â ïîëå ýêñòðåìàëåé íà

îòðåçêå [a, b] (â ÷àñòíîñòè, ýòî áóäåò, åñëè âûïîëíåíî óñèëåí-

íîå óñëîâèå ßêîáè);

3) �óíêöèÿ Âåéåðøòðàññà E(x, y, ξ, y′) ñîõðàíÿåò çíàê âî âñåõ òî÷-

êàõ ñëàáîé îêðåñòíîñòè ýêñòðåìàëè y0(x), ò.å. â òî÷êàõ (x, y),
áëèçêèõ ê ýêñòðåìàëè y0(x), è äëÿ çíà÷åíèé y′, áëèçêèõ ê çíà-

÷åíèÿì ξ(x, y) (ξ(x, y) � çàäàííàÿ �óíêöèÿ, òàê êàê îïðåäåëåíî

ïîëå ýêñòðåìàëåé).

Åñëè

E(x, y, ξ, y′) ≥ 0, (E(x, y, ξ, y′) ≤ 0) ,

òî �óíêöèîíàë (99) èìååò íà y0(x) ñëàáûé ìèíèìóì (ìàêñèìóì).
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Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñëàáîãî ýêñòðåìóìà òàêæå ìîãóò áûòü óïðî-

ùåíû â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî �óíêöèÿ F (x, y, y′) òðèæäû äè��åðåí-

öèðóåìà ïî àðãóìåíòó y′. Â ýòîì ñëó÷àå, ñîãëàñíî (102), �óíêöèÿ

E(x, y, ξ, y′) ñîõðàíÿåò çíàê, åñëè ñîõðàíÿåò çíàê Fy′y′(x, y, q). Ïðè èñ-

ñëåäîâàíèè íà ñëàáûé ýêñòðåìóì �óíêöèÿ Fy′y′(x, y, q) äîëæíà ñîõðà-
íÿòü çíàê äëÿ òî÷åê (x, y), áëèçêèõ ê òî÷êàì íà èññëåäóåìîé ýêñ-

òðåìàëè y0(x), è äëÿ çíà÷åíèé q, áëèçêèõ ê íàêëîíó ïîëÿ ξ. Åñëè
Fy′y′(x, y, q) 6= 0 â òî÷êàõ ýêñòðåìàëè y0(x), òî â ñèëó íåïðåðûâíîñòè

ýòà �óíêöèÿ ñîõðàíÿåò çíàê è â òî÷êàõ, áëèçêèõ ê êðèâîé y0(x), è äëÿ
çíà÷åíèé y′, áëèçêèõ ê çíà÷åíèÿì y′ íà êðèâîé y0(x). Òàêèì îáðàçîì,

êàê íåòðóäíî âèäåòü, óñëîâèå çíàêîïîñòîÿíñòâà �óíêöèè Âåéåðøòðàñ-

ñà ìîæåò áûòü çàìåíåíî óñèëåííûì óñëîâèåì Ëåæàíäðà

Fy′y′(x, y0, y
′
0) > 0, (Fy′y′(x, y0, y

′
0) < 0)

íà êðèâîé y0(x).
Òàêèì îáðàçîì, óñèëåííîå óñëîâèå Ëåæàíäðà â ñî÷åòàíèè ñ óñèëåí-

íûì óñëîâèåì ßêîáè áóäóò äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè ñëàáîãî ýêñòðå-

ìóìà �óíêöèîíàëà (99).

Òåîðåìà 25 (óïðîùåííîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñëàáîãî ýêñòðåìóìà).

Ïóñòü:

1) �óíêöèÿ y0(x) ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüþ �óíêöèîíàëà (99), óäîâëå-

òâîðÿþùåé ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (100);

2) íà ýêñòðåìàëè y0(x) âûïîëíåíî óñèëåííîå óñëîâèå Ëåæàíäðà

Fy′y′(x, y0(x), y
′
0(x) > 0 [Fy′y′(x, y0(x), y

′
0(x)) < 0] , ∀x ∈ [a, b];

3) íà ýêñòðåìàëè y0(x) âûïîëíåíî óñèëåííîå óñëîâèå ßêîáè.

Òîãäà y0(x) äîñòàâëÿåò ñëàáûé ëîêàëüíûé ìèíèìóì [ìàêñèìóì]
�óíêöèîíàëó (99).

Ñ�îðìóëèðóåì äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îòñóòñòâèÿ ýêñòðåìóìà:

1) Åñëè â òî÷êàõ ýêñòðåìàëè y0(x) ïðè ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèÿõ y′

�óíêöèÿ Âåéåðøòðàññà E(x, y, ξ, y′) ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ ïðîòèâî-
ïîëîæíûõ çíàêîâ, òî ñèëüíûé ýêñòðåìóì íà y0(x) íå äîñòèãàåòñÿ.

2) Åñëè â òî÷êàõ ýêñòðåìàëè y0(x) ïðè çíà÷åíèÿõ y′, ñêîëü óãîäíî

áëèçêèõ ê ξ(x, y), �óíêöèÿ Âåéåðøòðàññà E(x, y, ξ, y′) èìååò çíà-
÷åíèÿ ïðîòèâîïîëîæíûõ çíàêîâ, òî íà y0(x) íå äîñòèãàåòñÿ íå

òîëüêî ñèëüíûé, íî è ñëàáûé ýêñòðåìóì.
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Çàìå÷àíèå. Òàê êàê ìíîæåñòâî �óíêöèé, ñðåäè êîòîðûõ åñòü �óíê-

öèÿ, äîñòàâëÿþùàÿ ñèëüíûé ýêñòðåìóì, øèðå, ÷åì äëÿ ñëàáîãî ýêñ-

òðåìóìà, òî åñëè �óíêöèÿ y0(x) ∈ C1[a, b] äîñòàâëÿåò ñèëüíûé, òî

îíà äîñòàâëÿåò è ñëàáûé ýêñòðåìóì. Ïîýòîìó äëÿ �óíêöèé èç ïðî-

ñòðàíñòâà C1[a, b] íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñëàáîãî ýêñòðåìóìà ÿâëÿåòñÿ

íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñèëüíîãî, à äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñèëüíîãî ýêñ-

òðåìóìà ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñëàáîãî.

Ïðèìåð 50. Èññëåäîâàòü íà ýêñòðåìóì �óíêöèîíàë

J [y] =

a∫

0

(y′)3dx, y(0) = 0, y(a) = b, a > 0, b > 0.

◮ Ïîñêîëüêó ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ F (x, y, y′) = (y′)3 íå çàâèñèò
îò x è y ÿâíî, òî óðàâíåíèå Ýéëåðà èìååò îáùåå ðåøåíèå

y(x) = C1x+ C2.

�ðàíè÷íûì óñëîâèÿì óäîâëåòâîðÿåò åäèíñòâåííàÿ ýêñòðåìàëü

y0(x) =
b

a
x.

Ïðîâåðèì íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà âòîðîãî ïîðÿäêà.

Ïðåæäå âñåãî ïðîâåðèì óñëîâèå Ëåæàíäðà. Ïîñêîëüêó íà ýêñòðå-

ìàëè y0(x) âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïîëîæèòåëüíà

Fy′y′(x, y0(x), y
′
0(x)) = 6y′|y=y0(x)

= 6
b

a
> 0,

òî íà íåé âûïîëíåíî óñèëåííîå óñëîâèå Ëåæàíäðà.

Äëÿ ïðîâåðêè óñëîâèÿ ßêîáè ïîñòðîèì äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíå-

íèå (óðàâíåíèå ßêîáè)

u′′ = 0, u(0) = 0, u′(0) = 1.

�åøåíèå äàííîé çàäà÷è Êîøè èìååò âèä u(x) = x. Òàê êàê u(x) 6= 0
ïðè x ∈ (0, a] (�îðìàëüíî ñ÷èòàåì, ÷òî ñîïðÿæåííàÿ òî÷êà ã = ∞),

òî íà ýêñòðåìàëè y0(x) âûïîëíÿåòñÿ óñèëåííîå óñëîâèå ßêîáè.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ýêñòðåìàëü y0(x) ìîæåò áûòü âêëþ÷åíà â öåí-

òðàëüíîå ïîëå ýêñòðåìàëåé y(x, C) = Cx ñ öåíòðîì â òî÷êå (0, 0),
íàêëîí êîòîðîãî ξ(x, y) = y/x, èëè â ñîáñòâåííîå ïîëå ýêñòðåìàëåé

y(x, C) = b
a x+ C ñ �óíêöèåé íàêëîíà ξ(x, y) = b/a.

Ïðîâåðèì äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñèëüíîãî ýêñòðåìóìà.

Ôóíêöèÿ Âåéåðøòðàññà

E(x, y, ξ, y′) = (y′)3 − ξ3 − 3ξ2(y′ − ξ) = (y′ − ξ)2(y′ + 2ξ)
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íå ñîõðàíÿåò çíàê â ñèëüíîé îêðåñòíîñòè ýêñòðåìàëè y0(x), ïîñêîëü-
êó âûðàæåíèå (y′ +2ξ) ïðè ïðîèçâîëüíûõ y′ ìîæåò èìåòü ëþáîé çíàê
(âèäíî, ÷òî áëèçîñòü òî÷åê (x, y), ÷åðåç êîòîðûå ïðîõîäÿò êðèâûå ñðàâ-
íåíèÿ, ê ýêñòðåìàëè y0(x) â äàííîì ñëó÷àå íå ñóùåñòâåííà, ïîñêîëüêó

�óíêöèÿ Âåéåðøòðàññà íå çàâèñèò îò x è y). Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèÿ,
äîñòàòî÷íûå äëÿ äîñòèæåíèÿ ñèëüíîãî ìèíèìóìà, íå âûïîëíåíû. Îä-

íàêî ýòî åùå íå îçíà÷àåò, ÷òî ñèëüíîãî ýêñòðåìóìà íå ñóùåñòâóåò, íî

åñëè ïðèíÿòü âî âíèìàíèå, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå íàðóøàåòñÿ òàêæå è

íåîáõîäèìîå óñëîâèå Âåéåðøòðàññà (ñì. ïðèìåð 47), òî ìîæíî óòâåð-

æäàòü, ÷òî ñèëüíûé ýêñòðåìóì íà ïðÿìîé y0(x) =
b
a x íå äîñòèãàåòñÿ.

Ïðîâåðèì äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñëàáîãî ýêñòðåìóìà.

Íà ýêñòðåìàëè y0(x) =
b
a
x íàêëîí ïîëÿ ξ(x, y) = b

a
> 0, è åñëè y′

ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ, áëèçêèå ê ξ(x, y) = b
a , òî �óíêöèÿ Âåéåðøòðàññà

E(x, y, ξ, y′) ≥ 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, âñå óñëîâèÿ, äîñòàòî÷íûå äëÿ äîñòè-
æåíèÿ ñëàáîãî ìèíèìóìà, âûïîëíåíû. Òàêèì îáðàçîì, íà ýêñòðåìàëè

y0(x) =
b
a
x äîñòèãàåòñÿ ñëàáûé ìèíèìóì.

Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ òðèæäû äè�-

�åðåíöèðóåìà ïî y′, òî â äàííîì ñëó÷àå ìîæíî áûëî áû âîñïîëüçîâàòü-

ñÿ óïðîùåííûì äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñëàáîãî ýêñòðåìóìà. Â ñèëó òî-

ãî, ÷òî íà ýêñòðåìàëè y0(x) âûïîëíåíû óñèëåííîå óñëîâèå Ëåæàíäðà è

ßêîáè, òî â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 25 ïðÿìàÿ y0(x) =
b
a x ðåàëèçóåò

ñëàáûé ìèíèìóì �óíêöèîíàëà. ◭

11.5 Ñõåìà èññëåäîâàíèÿ �óíêöèîíàëà íà ýêñòðåìóì

Èññëåäîâàíèå íà ñèëüíûé è ñëàáûé ýêñòðåìóì �óíêöèîíàëà â ïðî-

ñòåéøåé çàäà÷å êëàññè÷åñêîãî âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ ñâîäèòñÿ ê

ðåàëèçàöèè ñëåäóþùåé ñõåìû.

1. Íàéòè äîïóñòèìûå ýêñòðåìàëè �óíêöèîíàëà:

a) çàïèñàòü íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà ïåðâîãî ïîðÿäêà �

óðàâíåíèå Ýéëåðà

Fy −
d

dx
Fy′ = 0;

á) íàéòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ýéëåðà (ýêñòðåìàëè);

â) ñðåäè ïîëó÷åííûõ ýêñòðåìàëåé âûáðàòü òå, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿ-

þò çàäàííûì êðàåâûì óñëîâèÿì (äîïóñòèìûå ýêñòðåìàëè).

2. Ïðîâåðèòü íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà âòîðîãî ïîðÿäêà.

Ïóñòü y0(x) � äîïóñòèìàÿ ýêñòðåìàëü äàííîé âàðèàöèîííîé çàäà÷è.
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à) Ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå óñëîâèÿ Ëåæàíäðà.

Åñëè

Fy′y′(x, y0(x), y
′
0(x)) ≥ 0 [Fy′y′(x, y0(x), y

′(x0)) ≤ 0], x ∈ [a, b],

(âûïîëíåíî óñëîâèå Ëåæàíäðà), òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âûïîëíåíî

íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñëàáîãî (à ñëåäîâàòåëüíî, è ñèëüíîãî) ìèíè-

ìóìà [ìàêñèìóìà℄.

Åñëè æå âåëè÷èíà Fy′y′(x, y0(x), y0(x)) çíàêîïåðåìåííà íà îòðåç-

êå [a, b], òî íàéäåííàÿ äîïóñòèìàÿ ýêñòðåìàëü íå äîñòàâëÿåò íè

ñëàáîãî, íè ñèëüíîãî ýêñòðåìóìà.

Åñëè

Fy′y′(x, y0(x), y
′
0(x)) > 0 [Fy′y′(x, y0(x), y

′(x0)) < 0], x ∈ [a, b],

(âûïîëíåíî óñèëåííîå óñëîâèå Ëåæàíäðà), òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

âûïîëíåíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñëàáîãî è ñèëüíîãî ìèíèìóìà

[ìàêñèìóìà℄. Â ýòîì ñëó÷àå ïåðåõîäèì ê èññëåäîâàíèþ óñëîâèÿ

ßêîáè.

á) Ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå óñëîâèÿ ßêîáè.

Âûïèñàòü óðàâíåíèå ßêîáè íà ýêñòðåìàëè y0(x):
(

F̂yy −
d

dx
F̂yy′

)

u− d

dx
(F̂y′y′u

′) = 0

è ðåøèòü åãî ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè u(a) = 0, u′(a) = 1.

Íàéòè ñîïðÿæåííûå òî÷êè ã, ò.å. íóëè íàéäåííîãî ðåøåíèÿ u(x)
óðàâíåíèÿ ßêîáè ïðè x > a.

Åñëè â èíòåðâàëå (a, b) íåò òî÷åê, ñîïðÿæåííûõ ñ a (âûïîëíå-

íî óñëîâèå ßêîáè), òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âûïîëíåíî íåîáõîäèìîå

óñëîâèå ñëàáîãî (à ñëåäîâàòåëüíî, è ñèëüíîãî) ýêñòðåìóìà.

Åñëè â èíòåðâàëå (a, b) åñòü ñîïðÿæåííûå òî÷êè, òî ýòî îçíà÷àåò,
÷òî íàéäåííàÿ ýêñòðåìàëü íå äîñòàâëÿåò �óíêöèîíàëó íè ñëàáîãî,

íè ñèëüíîãî ýêñòðåìóìà.

Åñëè â ïîëóèíòåðâàëå (a, b] íåò òî÷åê, ñîïðÿæåííûõ ñ a (âûïîë-

íåíî óñèëåííîå óñëîâèå ßêîáè), òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âûïîëíåíî

íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñëàáîãî (à ñëåäîâàòåëüíî, è ñèëüíîãî) ýêñ-

òðåìóìà.

Âûïîëíåíèÿ óñèëåííûõ óñëîâèé Ëåæàíäðà è ßêîáè äîñòàòî÷íî

äëÿ âêëþ÷åíèÿ ýêñòðåìàëè â ïîëå ýêñòðåìàëåé.

135



â) Ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå óñëîâèÿ Âåéåðøòðàññà.

Åñëè �óíêöèÿ Âåéåðøòðàññà

E(x, y, y′, k) = F (x, y, k)− F (x, y, y′)− (k − y′)Fy′(x, y, y
′)

çíàêîïîñòîÿííà âäîëü äîïóñòèìîé ýêñòðåìàëè y0(x), ò.å.

E(x, y0(x), y′0(x), k) ≥ 0 [E(x, y0(x), y′0(x), k) ≤ 0], x ∈ [a, b],

äëÿ ëþáîãî k ∈ R (âûïîëíåíî óñëîâèå Âåéåðøòðàññà), òî ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî âûïîëíåíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñèëüíîãî ìèíèìóìà

[ìàêñèìóìà℄ �óíêöèîíàëà.

Åñëè �óíêöèÿ E(x, y0(x), y′0(x), k) çíàêîïåðåìåííà íà îòðåçêå [a, b]
ïðè ëþáîì k ∈ R, òî â ýòîì ñëó÷àå äîïóñòèìàÿ ýêñòðåìàëü íå

äîñòàâëÿåò ñèëüíîãî ýêñòðåìóìà.

3. Ïðîâåðèòü äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà.

Åñëè ýêñòðåìàëü y0(x) ìîæåò áûòü âêëþ÷åíà â ïîëå ýêñòðåìàëåé íà
îòðåçêå [a, b], òî ðàññìàòðèâàþò âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ äîñòàòî÷íûõ
óñëîâèé.

à) Ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå óïðîùåííûõ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé.

Ïóñòü �óíêöèÿ F (x, y, y′) òðèæäû äè��åðåíöèðóåìà ïî y′ ïðè
ëþáûõ y′. Òîãäà äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñèëüíîãî

(ñëàáîãî) ýêñòðåìóìà �îðìóëèðóþòñÿ â íàèáîëåå ïðîñòîé �îðìå.

Åñëè â ñèëüíîé îêðåñòíîñòè ýêñòðåìàëè y0(x) âûïîëíåíî óñëîâèå

Fy′y′(x, y, y
′) ≥ 0, [Fy′y′(x, y, y

′) ≤ 0] ,

òî ýêñòðåìàëü äîñòàâëÿåò ñèëüíûé ëîêàëüíûé ìèíèìóì [ìàêñè-

ìóì℄ �óíêöèîíàëó.

Åñëè íà ýêñòðåìàëè y0(x) âûïîëíåíî óñèëåííîå óñëîâèå Ëåæàíäðà

Fy′y′(x, y0(x), y
′
0(x) > 0 [Fy′y′(x, y0(x), y

′
0(x)) < 0] , x ∈ [a, b],

òî ýêñòðåìàëü äîñòàâëÿåò ñëàáûé ëîêàëüíûé ìèíèìóì [ìàêñè-

ìóì℄ �óíêöèîíàëó.

Åñëè óïðîùåííîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà íàðóøåíî, òî

ïåðåõîäèì ê ïðîâåðêå äîñòàòî÷íîãî óñëîâèÿ Âåéåðøòðàññà.

á) Ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé Âåéåðøòðàññà.

Åñëè �óíêöèÿ Âåéåðøòðàññà

E(x, y, ξ, y′) = F (x, y, y′)− F (x, y, ξ)− (y′ − ξ)Fy′(x, y, ξ),

136



ãäå ξ = ξ(x, y) � íàêëîí ïîëÿ ýêñòðåìàëåé �óíêöèîíàëà, ñîõðàíÿ-
åò çíàê â ñëàáîé (ñèëüíîé) îêðåñòíîñòè ýêñòðåìàëè y0(x), òî â çà-
âèñèìîñòè îò çíàêà �óíêöèè E(x, y, ξ, y′) ïîëó÷èì ñëàáûé (ñèëü-

íûé) ìèíèìóì [ìàêñèìóì℄.

Åñëè â òî÷êàõ ýêñòðåìàëè y0(x) ïðè ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèÿõ y′

�óíêöèÿ Âåéåðøòðàññà E(x, y, ξ, y′) èìååò ïðîòèâîïîëîæíûå çíà-
êè, òî ñèëüíûé ýêñòðåìóì íà y0(x) íå äîñòèãàåòñÿ.

Åñëè â òî÷êàõ ýêñòðåìàëè y0(x) ïðè çíà÷åíèÿõ y′, ñêîëü óãîäíî

áëèçêèõ ê ξ(x, y), �óíêöèÿ Âåéåðøòðàññà E(x, y, ξ, y′) èìååò ïðî-
òèâîïîëîæíûå çíàêè, òî íà y0(x) íå äîñòèãàåòñÿ è ñëàáûé ýêñòðå-
ìóì.

Ïðèìåð 51. Èññëåäîâàòü íà ýêñòðåìóì �óíêöèîíàë

a∫

0

[6(y′)2 − (y′)4 + yy′]dx, y(0) = 0, y(a) = b, a > 0, b > 0.

◮ Íàéäåì ýêñòðåìàëü, óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ Ýéëåðà è êðàå-

âûì óñëîâèÿì. Òàê êàê èíòåãðàíò �óíêöèîíàëà

F (x, y, y′) = 6(y′)2 − (y′)4 + yy′

íå çàâèñèò îò ïåðåìåííîé x ÿâíî, òî â äàííîì ñëó÷àå ìîæíî ïîíèçèòü

ïîðÿäîê óðàâíåíèÿ Ýéëåðà, ïîñòðîèâ ïåðâûé èíòåãðàë

(y′)2((y′)2 − 2) = C.

�àçðåøàÿ ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî y′ è çàòåì èíòåãðèðóÿ,

íàõîäèì îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà

y = C1x+ C2.

Èç êðàåâûõ óñëîâèé íàõîäèì äîïóñòèìóþ ýêñòðåìàëü y0(x) =
b
a x.

Ïðîâåðèì íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà âòîðîãî ïîðÿäêà.

Ïðîâåðèì óñëîâèå Ëåæàíäðà. Ïîñêîëüêó

Fy′y′(x, y0(x), y
′
0(x)) =

[
12− 12(y′)2

]∣
∣
y=y0(x)

= 12

(

1− b2

a2

)

,

òî âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ íà äîïóñòèìîé ýêñòðåìàëè ïðèíèìàåò ïîñòîÿí-

íîå çíà÷åíèå, à çíà÷èò óñëîâèå Ëåæàíäðà âûïîëíåíî. Ñëåäîâàòåëüíî,

âûïîëíåíî è íåîáõîäèìîå óñëîâèå Ëåæàíäðà ñëàáîãî ýêñòðåìóìà. Ïðè

a 6= b âûïîëíåíî óñèëåííîå óñëîâèå Ëåæàíäðà.
Ïðîâåðèì óñëîâèÿ ßêîáè. Ïîëàãàÿ a 6= b, çàïèøåì óðàâíåíèå ßêîáè

u′′ = 0, u(0) = 0, u′(0) = 1.
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�åøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ áóäåò �óíêöèÿ u(x) = x. Òàê êàê �óíê-

öèÿ u(x) = x 6= 0 ïðè x ∈ (0, a], òî âûïîëíÿåòñÿ óñèëåííîå óñëîâèå

ßêîáè. Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíåíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå ßêîáè ñëàáîãî

ýêñòðåìóìà.

Äîïóñòèìàÿ ýêñòðåìàëü (ïðè a 6= b) ìîæåò áûòü âêëþ÷åíà â öåí-

òðàëüíîå ïîëå ýêñòðåìàëåé y(x, C) = Cx ñ öåíòðîì â òî÷êå (0, 0) èëè
â ñîáñòâåííîå ïîëå y(x, C) = b

a x+ C.
Ïðîâåðèì íåîáõîäèìîå óñëîâèå Âåéåðøòðàññà. Çàïèøåì �óíêöèþ

Âåéåðøòðàññà

E(x, y, y′, k) = F (x, y, k)− F (x, y, y′)− (k − y′)Fy′(x, y, y
′) =

=
[
6k2 − k4 + yk − 6(y′)2 + (y′)4 − yy′ − (k − y′)(12y′ − 4(y′)3 + y)

]
=

= −(k − y′)2[k2 + 2y′k + 3(y′)2 − 6].

Âäîëü äîïóñòèìîé ýêñòðåìàëè y0(x) �óíêöèÿ Âåéåðøòðàññà ïðåäñòà-

âèìà â âèäå

E(x, y0(x), y′0(x), k) = −
(

k − b

a

)2 [

k2 + 2
b

a
k + 3

b2

a2
− 6

]

.

Çíàê �óíêöèè Âåéåðøòðàññà ïðîòèâîïîëîæåí çíàêó ìíîæèòåëÿ, çà-

êëþ÷åííîãî â êâàäðàòíóþ ñêîáêó. Ýòîò ìíîæèòåëü îáðàùàåòñÿ â íóëü

è ìîæåò èçìåíèòü çíàê ëèøü ïðè ïåðåõîäå k ÷åðåç çíà÷åíèå

k1,2 = − b
a
±
√

6− 2
b2

a2
.

Åñëè 6 − 2 b2

a2 > 0 èëè

b
a <

√
3, òî êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí èìååò äâà

âåùåñòâåííûõ êîðíÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, çíàê âûðàæåíèÿ, çàêëþ÷åííîãî

â êâàäðàòíûå ñêîáêè, çàâèñèò îò k. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî �óíêöèÿ Âåé-

åðøòðàññà íå ÿâëÿåòñÿ çíàêîïîñòîÿííîé (óñëîâèå Âåéåðøòðàññà íàðó-

øåíî). Ñëåäîâàòåëüíî, íàðóøåíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå Âåéåðøòðàññà

ñèëüíîãî ýêñòðåìóìà, ò.å. ïðè

b
a <

√
3 íà äîïóñòèìîé ýêñòðåìàëè y0(x)

ñèëüíûé ýêñòðåìóì íå äîñòèãàåòñÿ. Çàìåòèì, ÷òî ñþäà æå îòíîñèòñÿ

ñëó÷àé a = b.
Åñëè 6−2 b2

a2
≤ 0 èëè b

a
≥

√
3, òî ïðè ëþáîì k êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí

ïðèíèìàåò íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ, à, çíà÷èò, E(x, y0(x), y′0(x), k) ≤
0 ïðè ëþáûõ k ∈ R (óñëîâèå Âåéåðøòðàññà âûïîëíåíî). Ñëåäîâàòåëü-

íî, ïðè

b
a ≥

√
3 âûïîëíåíî íåîáõîäèìîå óñëîâèå Âåéåðøòðàññà ñèëü-

íîãî ýêñòðåìóìà.

Ïðîâåðèì äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñèëüíîãî ýêñòðåìóìà.

Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî �óíêöèÿ F (x, y, y′) òðèæäû äè��åðåí-

öèðóåìà ïî y′ ïðè ëþáûõ y′. Ïîýòîìó íà÷íåì ñ ðàññìîòðåíèÿ óïðîùåí-

íûõ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî âûðàæåíèå

Fy′y′(x, y, y
′) = 12− 12(y′)2
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ïðè ïðîèçâîëüíûõ y′ íå ñîõðàíÿåò çíàê (â äàííîì ñëó÷àå áëèçîñòü ïî

êîîðäèíàòàì ê ýêñòðåìàëè y0(x) íå ñóùåñòâåííà, òàê êàê îòñóòñòâó-

åò çàâèñèìîñòü îò x è y), à çíà÷èò, óïðîùåííîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå

ñèëüíîãî ýêñòðåìóìà íàðóøåíî. Âîïðîñ î ñèëüíîì ýêñòðåìóìå îñòàåò-

ñÿ îòêðûòûì.

Ïåðåõîäèì ê ïðîâåðêå äîñòàòî÷íîãî óñëîâèÿ Âåéåðøòðàññà ñèëüíî-

ãî ýêñòðåìóìà. Ôóíêöèÿ Âåéåðøòðàññà äëÿ ïîëÿ èìååò âèä

E(x, y, ξ, y′) = 6(y′)2−(y′)4+yy′−6ξ2+ξ4−yξ−(y′−ξ)(12ξ−4ξ3+y) =

= −(y′ − ξ)2[(y′)2 + 2ξy′ + 3ξ2 − 6],

ãäå ξ = ξ(x, y) � �óíêöèÿ íàêëîíà ïîëÿ ýêñòðåìàëåé. Íåòðóäíî âèäåòü,
÷òî �óíêöèÿ Âåéåðøòðàññà íå çàâèñèò îò x è y è öåëèêîì îïðåäåëÿåòñÿ

âçàèìîîòíîøåíèÿìè ìåæäó y′ è íàêëîíîì ξ ïîëÿ ýêñòðåìàëåé.
Íà ýêñòðåìàëÿõ ñîáñòâåííîãî ïîëÿ y(x, C) = b

a x+ C, íàêëîí êîòî-

ðîãî ξ(x, y) = b
a, �óíêöèÿ Âåéåðøòðàññà ïðèíèìàåò âèä

E = −
(

y′ − b

a

)2 [

(y′)2 + 2
b

a
y′ + 3

b2

a2
− 6

]

.

Ïðîâîäÿ ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå òåì, êîòîðûå èìåëè ìåñòî ïðè

ïðîâåðêå íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ Âåéåðøòðàññà, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå.

Ôóíêöèÿ Âåéåðøòðàññà ñîõðàíÿåò çíàê (E ≤ 0) â ñèëüíîé îêðåñòíî-

ñòè ýêñòðåìàëè y0(x) ïðè óñëîâèè ξ ≥
√
3, ò.å. â òî÷êàõ, áëèçêèõ ê

ýêñòðåìàëè, è äëÿ ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèé y′ (âèäíî, ÷òî äëÿ äàííûõ

ðàññóæäåíèé óäîáíåå èñïîëüçîâàòü èìåííî ñîáñòâåííîå ïîëå ýêñòðå-

ìàëåé). Çíà÷èò, íà äîïóñòèìîé ýêñòðåìàëè y0(x) = b
a x ñîãëàñíî äî-

ñòàòî÷íîìó óñëîâèþ Âåéåðøòðàññà ïðè ξ ≥
√
3 äîñòèãàåòñÿ ñèëüíûé

ìàêñèìóì.

Ïðîâåðèì äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñëàáîãî ýêñòðåìóìà.

Ïðåæäå âñåãî ðàññìîòðèì óïðîùåííîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå. Ïðè

a 6= b âûïîëíåíû óñèëåííûå óñëîâèÿ Ëåæàíäðà è ßêîáè. Åñëè 0 < b
a <

1, èìååì Fy′y′(x, y0(x), y
′
0(x)) > 0, ò.å. íà ýêñòðåìàëè y0(x) =

b
a x äîñòè-

ãàåòñÿ ñëàáûé ìèíèìóì. Åñëè

b
a > 1, èìååì Fy′y′(x, y0(x), y

′
0(x)) < 0,

ò.å. íà ýêñòðåìàëè y0(x) =
b
a x äîñòèãàåòñÿ ñëàáûé ìàêñèìóì. Ïðè a = b

âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ Fy′y′(x, y0(x), y
′
0(x)) = 0 è óñèëåííîå óñëîâèå Ëå-

æàíäðà íå âûïîëíÿåòñÿ. Êðîìå òîãî, â ýòîì ñëó÷àå íå ðàáîòàåò óñëîâèå

ßêîáè.

�àññìîòðèì ñëó÷àé a = b îòäåëüíûì îáðàçîì. Íà ýêñòðåìàëè

y0(x) = x (a = b) è íà ýêñòðåìàëÿõ ñîáñòâåííîãî ïîëÿ y(x, C) = x+C,
íàêëîí êîòîðîãî ξ(x, y) = 1, �óíêöèÿ Âåéåðøòðàññà ïðèíèìàåò âèä

E = − (y′ − 1)
2 [
(y′)2 + 2y′ − 3

]
.
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Òàê êàê y′ = 1 ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì êîðíåì óðàâíåíèÿ (y′)2+2y′−3 = 0,
òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè çíà÷åíèÿõ y′, áëèçêèõ ê ξ(x, y) = 1, �óíê-
öèÿ Âåéåðøòðàññà íå ñîõðàíÿåò çíàê. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî äîñòàòî÷íî-

ìó óñëîâèþ îòñóòñòâèÿ ýêñòðåìóìà íà ýêñòðåìàëè y0(x) = x ñëàáûé

ýêñòðåìóì íå äîñòèãàåòñÿ. ◭

Ïðèìåð 52 (çàäà÷à î ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ íàèìåíüøåé ïëîùàäè).

Ïóñòü äàíû äâå òî÷êè ïëîñêîñòè: A(x0, y0) è B(x1, y1). Òðåáóåòñÿ ñî-

åäèíèòü òî÷êè A è B êðèâîé y = y(x), ëåæàùåé âûøå îñè Ox è îá-

ëàäàþùåé òåì ñâîéñòâîì, ÷òî ïîâåðõíîñòü, îáðàçîâàííàÿ âðàùåíèåì

êðèâîé y = y(x) âîêðóã îñè àáñöèññ, èìååò íàèìåíüøóþ âîçìîæíóþ

ïëîùàäü.

◮ Èññëåäóåì íà ýêñòðåìóì �óíêöèîíàë (ñì. ïðèìåð 18)

S[y] = 2π

x1∫

x0

y
√

1 + (y′)2dx, y(−a) = y(a) = D > 0.

Â ðàññìîòðåííîì ðàíåå ïðèìåðå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ýêñòðåìóì �óíê-

öèîíàëà ìîæåò äîñòèãàòüñÿ òîëüêî íà �óíêöèÿõ âèäà

y(x) = C ch
x

C
,

ãäå C � êîðåíü óðàâíåíèÿ

f(C) ≡ C ch
a

C
= D. (103)

Åñëè D = D0, òî óðàâíåíèå (103) èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü C0 > 0 è,
ñîîòâåòñòâåííî, îäíó äîïóñòèìóþ ýêñòðåìàëü y0(x). Åñëè D > D0, òî

óðàâíåíèå (103) èìååò äâà êîðíÿ C1 è C2, ïðè÷åì 0 < C1 < C0 < C2,

è êàæäûé èç íèõ îïðåäåëÿåò ñâîþ äîïóñòèìóþ ýêñòðåìàëü y1(x) è

y2(x) ñîîòâåòñòâåííî. Íàøåé çàäà÷åé áóäåò âûÿñíèòü, äîñòàâëÿþò ëè

äàííûå ýêñòðåìàëè ýêñòðåìóì �óíêöèîíàëó S[y].
Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå óñëîâèÿ Ëåæàíäðà. Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî

√

1 + (y′)2 =
y

C
,

íàõîäèì

Fy′y′(x, y, y
′) =

2πy

(1 + (y′)2)3/2
=

2πC3

y2
,

Fyy(x, y, y
′)− d

dx
Fyy′(x, y, y

′) = −2πC

(
y′

y

)′
.
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Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ ýêñòðåìàëåé Fy′y′ > 0, ò.å.
âûïîëíåíî óñèëåííîå óñëîâèå Ëåæàíäðà. Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíåíî è

íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñëàáîãî ýêñòðåìóìà (ìèíèìóìà).

Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå óñëîâèÿ ßêîáè. Óðàâíåíèå ßêîáè (94) íà äî-

ïóñòèìûõ ýêñòðåìàëÿõ èìååò âèä

C2u′′ − 2Cu′ th
x

C
+ u = 0.

Ýòî óðàâíåíèå èìååò ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ðåøåíèÿ

u1 = sh
x

C
, u2 = ch

x

C
− x

C
sh

x

C
.

Òîãäà îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ßêîáè

u(x) = α1u1(x) + α2u2(x).

�ðàíè÷íîìó óñëîâèþ u(−a) = 0 óäîâëåòâîðÿåò ðåøåíèå

u(x) = u2(a)u1(x) + u1(a)u2(x). (104)

Èññëåäóåì ïîâåäåíèå �óíêöèè u(x) ïðè x∈(−a, a]. Èìååì

f ′(C) = ch
a

C

(

1− a

C
th

a

C

)

, f ′′(C) =
a2

C3
ch

a

C
> 0,

òàê ÷òî 





f ′(C) < 0 ïðè 0 < C < C0,
f ′(C) = 0 ïðè C = C0,
f ′(C) > 0 ïðè C > C0.

Ïîñêîëüêó òî÷êà x = 0 íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì �óíêöèè (104), òî âìå-

ñòî u(x) äîñòàòî÷íî èññëåäîâàòü �óíêöèþ

ū(x) =
u(x)

sh a
C
sh x

C

= cth
x

C
− x

C
+ cth

a

C
− a

C
.

Òàê êàê

ū′(x) = − 1

C

1

sh2 x
C

− 1

C
,

òî íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â êàæäîì èç èíòåðâàëîâ [−a, 0) è (0, a] �óíê-
öèÿ ū(x) óáûâàåò. Äàëåå çàìåòèì, ÷òî

ū(a) = 2
(

cth
a

C
− a

C

)

= cth
a

C

(

1− a

C
th

a

C

)

= cth
a

C
f ′(C),
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�èñ. 18. �èñ. 19.

òàê ÷òî 





ū(a) < 0, åñëè C = C1,
ū(a) = 0, åñëè C = C0,
ū(a) > 0, åñëè C = C2.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè C = C1 �óíêöèÿ ū(x), à âìåñòå ñ íåé è �óíê-

öèÿ u(x), îáðàùàåòñÿ â íóëü íà èíòåðâàëå (−a, a). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà
ýêñòðåìàëè y1(x) óñëîâèå ßêîáè íå âûïîëíÿåòñÿ. Óñëîâèå ßêîáè âû-

ïîëíåíî òîëüêî íà ýêñòðåìàëÿõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ C = C0 è C = C2,

ïðè÷åì âî âòîðîì ñëó÷àå âûïîëíåíî óñèëåííîå óñëîâèå ßêîáè, òàê êàê

íà èíòåðâàëå x ∈ (−a, a] íåò òî÷åê, ñîïðÿæåííûõ ñ òî÷êîé x = −a.
Ïðîàíàëèçèðóåì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû. Ïîñêîëüêó íà ýêñòðåìà-

ëè y2(x) âûïîëíåíû óñèëåííûå óñëîâèÿ Ëåæàíäðà è ßêîáè, òî äàí-

íàÿ ýêñòðåìàëü ìîæåò áûòü âêëþ÷åíà íà îòðåçêå [−a, a] â ïîëå ýêñ-

òðåìàëåé y(x, C) = C ch(x/C), C0 < C (ñîáñòâåííîå) èëè y(x, C) =
C ch((x+a)/C−arch(D/C)), D > D0 (öåíòðàëüíîå) (ðèñ. 18). Íåîáõî-

äèìûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñëàáîãî (à çíà÷èò, è ñèëüíîãî) ýêñòðå-

ìóìà âûïîëíåíû.

Ýêñòðåìàëü y1(x) íå ìîæåò ðåàëèçîâàòü ýêñòðåìóì �óíêöèîíàëà,

òàê êàê íà íåé íå âûïîëíåíî óñëîâèå ßêîáè (ò.å. íå âûïîëíÿåòñÿ íåîá-

õîäèìîå óñëîâèå ñëàáîãî, à çíà÷èò, è ñèëüíîãî ýêñòðåìóìà). �åîìåòðè-

÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äàííàÿ ýêñòðåìàëü íà îòðåçêå [−a, a] êàñàåòñÿ
îãèáàþùåé ñåìåéñòâà êðèâûõ y(x, C) = C ch((x+ a)/C − arch(D/C)),
D > D0 (ðèñ. 18) â íåêîòîðîé òî÷êå ñ àáñöèññîé x = ã. Òàêèì îáðàçîì,

êðèâàÿ y1(x) íå ìîæåò áûòü âêëþ÷åíà â ïîëå ýêñòðåìàëåé.
Ýêñòðåìàëü y0(x) èìååò ñîïðÿæåííóþ òî÷êó, ñîâïàäàþùóþ ñ êî-

íå÷íîé òî÷êîé (a,D) (ðèñ. 19). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî êðèâàÿ ëåæèò

íà ãðàíèöå ïîëÿ ýêñòðåìàëåé (ñîáñòâåííîãî èëè öåíòðàëüíîãî). Ïî-

ñêîëüêó íà äàííîé ýêñòðåìàëè óñèëåííîå óñëîâèå Ëåæàíäðà è óñëîâèå

ßêîáè (ïðîñòîå, à íå óñèëåííîå) âûïîëíåíû, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà
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äàííîé ýêñòðåìàëè âûïîëíåíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ

ñëàáîãî (à çíà÷èò, è ñèëüíîãî) ýêñòðåìóìà.

Ïðîâåðèì óñëîâèå Âåéåðøòðàññà. Èìååì

E(x, y, y′, k) = y
√
1 + k2 − y

√

1 + (y′)2 − (k − y′)
yy′

√

1 + (y′)2
=

=
y

√

1 + (y′)2

(√
1 + k2

√

1 + (y′)2 − 1− y′k

)

=

=
y(y′ − k)2

√

1 + (y′)2
(√

1 + k2
√

1 + (y′)2 + 1 + y′k
).

Åñëè ó÷åñòü, ÷òî äîïóñòèìûå ýêñòðåìàëè y0(x) è y2(x), íà êîòîðûõ ìû
îïðåäåëÿåì �óíêöèþ Âåéåðøòðàññà, åñòü �óíêöèè ñî çíà÷åíèÿìè â

âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, òî íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî

E(x, y(x), y′(x), k) ≥ 0, x ∈ [−a, a], k ∈ R.

Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìîå óñëîâèå Âåéåðøòðàññà äëÿ ñèëüíîãî ýêñ-

òðåìóìà (ìèíèìóìà) âûïîëíåíî íà îáåèõ äîïóñòèìûõ ýêñòðåìàëÿõ.

Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ñèëüíîãî ýêñòðåìóìà.

Â ñèëó òîãî, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ F (x, y, y′) = y
√

1 + (y′)2

òðèæäû äè��åðåíöèðóåìà ïî y′ ïðè ëþáûõ y′, òî ïðåæäå âñåãî ñëåäó-
åò ïðîâåðèòü óïðîùåííîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ

Fy′y′(x, y(x), y
′(x)) =

2πy

(1 + (y′)2)3/2
> 0

ïîëîæèòåëüíà âî âñåõ òî÷êàõ ñèëüíîé îêðåñòíîñòè ëþáîé èç äîïóñòè-

ìûõ ýêñòðåìàëåé. Òîãäà ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ýêñòðåìàëè y0(x) è
y2(x) äîñòàâëÿþò �óíêöèîíàëó S[y] ñèëüíûé (à çíà÷èò è ñëàáûé) ëî-

êàëüíûé ìèíèìóì.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî òîëüêî äâå èç òðåõ äîïóñòèìûõ

ýêñòðåìàëåé ðàññìàòðèâàåìîé íàìè âàðèàöèîííîé çàäà÷è äîñòàâëÿþò

�óíêöèîíàëó ýêñòðåìóì (ìèíèìóì) â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíî äè�-

�åðåíöèðóåìûõ �óíêöèé. Âðàùàÿ êàæäóþ èç äàííûõ êðèâûõ âîêðóã

îñè Ox, ïîëó÷èì ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ íàèìåíüøåé ïëîùàäè.

◭
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12 Îñíîâû òåîðèè �àìèëüòîíà�ßêîáè

12.1 Êàíîíè÷åñêàÿ �îðìà óðàâíåíèé Ýéëåðà

�àññìîòðèì �óíêöèîíàë

J [y1, . . . , yn] =

b∫

a

F (x, y1, . . . , yn, y
′
1, . . . , y

′
n)dx. (105)

Óðàâíåíèÿ Ýéëåðà, îòâå÷àþùèå äàííîìó �óíêöèîíàëó,

Fyk −
d

dx
Fy′k

= 0, k = 1, . . . , n, (106)

îáðàçóþò ñèñòåìó n óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà. Òàêóþ ñèñòåìó ìîæíî

ñâåñòè ê ñèñòåìå 2n óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà.

Ïîëàãàÿ â (106)

Fy′k
= pk, k = 1, . . . , n, (107)

ïîëó÷èì

dpk
dx

= Fyk, k = 1, . . . , n.

Â ñëó÷àå, åñëè

det

(
∂2F

∂y′k∂y
′
l

)

6= 0,

ñèñòåìó óðàâíåíèé (107) ìîæíî ðàçðåøèòü îòíîñèòåëüíî y′k:

Fy′k
= pk ⇒ y′k = ϕk(x, y1, . . . , yn, p1, . . . , pn), k = 1, . . . , n.

Ïðè ýòîì ïîëó÷èì ñèñòåìó 2n óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà â íîðìàëü-

íîé �îðìå:







dyk
dx

= ϕk(x, y1, . . . , yn, p1, . . . , pn),

dpk
dx

=
∂F

∂yk

∣
∣
∣
∣
y′k=ϕk

, k = 1, . . . , n.
(108)

Ïåðåéäåì îò ïåðåìåííûõ

x, y1, . . . , yn, y
′
1, . . . , y

′
n

ê íîâûì ïåðåìåííûì

x, y1, . . . , yn, p1, . . . , pn.
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Çäåñü è äàëåå â ýòîì ðàçäåëå äëÿ óäîáñòâà áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà-

÷åíèå

y = (y1, . . . , yn), y′ = (y′1, . . . , y
′
n), p = (p1, . . . , pn).

Îïðåäåëèì �óíêöèþ

H(x, y1, . . . , yn, p1, . . . , pn) =

[
n∑

k=1

y′kpk − F (x, y, y′)

]∣
∣
∣
∣
∣
y′k=ϕk

. (109)

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ H(x, y, p), îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì (109),

íàçûâàåòñÿ �óíêöèåé �àìèëüòîíà, èëè ãàìèëüòîíèàíîì, äëÿ �óíê-

öèîíàëà (105).

Ñ ïîìîùüþ �óíêöèè �àìèëüòîíà ñèñòåìà (108) ìîæåò áûòü çàïè-

ñàíà â êàíîíè÷åñêîì âèäå:







dyk
dx

=
∂H

∂pk
,

dpk
dx

= −∂H
∂yk

, k = 1, . . . , n.

(110)

Îïðåäåëåíèå. Ñèñòåìà äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (110) íàçûâà-

åòñÿ êàíîíè÷åñêîé, èëè ãàìèëüòîíîâîé, ñèñòåìîé. Ïåðåìåííûå yk, pk
(k = 1, . . . , n) íàçûâàþòñÿ êàíîíè÷åñêèìè ïåðåìåííûìè.

Â ìåõàíèêå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû îïèñûâàþò äâèæåíèå ïðè ãîëî-

íîìíûõ ñâÿçÿõ è ñèëàõ, èìåþùèõ ïîòåíöèàë???.

Ïåðåõîä îò ïåðåìåííûõ yk, y
′
k (k = 1, . . . , n) è �óíêöèè F (x, y, y′)

ê ïåðåìåííûì yk, pk (k = 1, . . . , n) è �óíêöèè H(x, y, p) ïî ïðàâèëó

(107) è (109) íàçûâàþò ïðåîáðàçîâàíèåì Ëåæàíäðà.

Óòâåðæäåíèå 3. Ñèñòåìà óðàâíåíèé Ýéëåðà (106) ýêâèâàëåíòíà ñè-

ñòåìå 2n óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà (110).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàéäåì ïîëíûé äè��åðåíöèàë �óíêöèè �àìèëüòî-

íà:

dH =
∂H

∂x
dx+

n∑

k=1

∂H

∂yk
dyk +

n∑

k=1

∂H

∂pk
dpk.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî îïðåäåëåíèþ �óíêöèè �àìèëüòîíà, èìååì

dH = −∂F
∂x

dx+
n∑

k=1

(

−∂F

∂yk

)

dyk +
n∑

k=1

ϕkdpk.
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Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ �óíêöèè H âûïèøåì êîý��è-

öèåíòû ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ äè��åðåíöèàëàõ:

∂H

∂x
= −∂F

∂x
,

∂H

∂yk
= −∂F

∂yk
= − d

dx

∂F

∂y′k
= −dpk

dx
,

∂H

∂pk
= ϕk =

dyk
dx

.

Îòñþäà

dyk
dx

=
∂H

∂pk
,

dpk
dx

= −∂H
∂yk

.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè yk(x) óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé Ýéëåðà,

òî pk, yk óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé �àìèëüòîíà. Äîêàçàòåëü-

ñòâî îáðàòíîãî óòâåðæäåíèÿ ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî. Ñëåäîâàòåëüíî,

ñèñòåìû óðàâíåíèé Ýéëåðà è �àìèëüòîíà ýêâèâàëåíòíû.

Ââåäåì íîâûé �óíêöèîíàë

S[y1, . . . , yn, p1, . . . , pn] =

b∫

a

[
n∑

k=1

pky
′
k −H(x, y1, . . . , yn, p1, . . . , pn)

]

dx,

(111)

â êîòîðîì yk è pk (k = 1, . . . , n) ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê íåçàâèñèìûå

�óíêöèè. Ýòîò �óíêöèîíàë, êàê íåòðóäíî âèäåòü, ñîâïàäàåò ñ èñõîä-

íûì �óíêöèîíàëîì (105), åñëè çà pk âçÿòü âûðàæåíèå (107).
Óïðàæíåíèå 22. Ïîêàçàòü, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé Ýéëåðà äëÿ �óíê-

öèîíàëà (111) ñîâïàäàåò ñ êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìîé �óíêöèîíàëà (105).

Ïðèìåð 53. Çàïèñàòü ñèñòåìó óðàâíåíèé �àìèëüòîíà äëÿ �óíêöèî-

íàëà

J [y] =

b∫

a

√

x2 + y2
√

1 + y′2dx.

◮ Ââîäèì êàíîíè÷åñêóþ ïåðåìåííóþ

p =
∂F

∂y′
=
y′
√

x2 + y2
√

1 + y′2
⇒ y′ =

p
√

x2 + y2 − p2

è ñòðîèì ãàìèëüòîíèàí äëÿ äàííîãî �óíêöèîíàëà:

H(x, y, p) = y′p− F = −
√

x2 + y2 − p2.

Òîãäà, ñîãëàñíî (110), ïîëó÷èì êàíîíè÷åñêóþ ñèñòåìó







dy

dx
=

p
√

x2 + y2 − p2
,

dp

dx
=

y
√

x2 + y2 − p2
.

◭
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12.2 Ïåðâûå èíòåãðàëû ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû

Èç òåîðèè äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èçâåñòíî, ÷òî êàæäîé ñè-

ñòåìå îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìîæíî ïîñòàâèòü

â ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðûé íàáîð �óíêöèé, íàçûâàåìûõ ïåðâûìè èí-

òåãðàëàìè äàííîé ñèñòåìû. Çíàíèå ýòèõ �óíêöèé äàåò âîçìîæíîñòü

ïîíèçèòü ïîðÿäîê äè��åðåíöèàëüíîé ñèñòåìû èëè, áûòü ìîæåò, çà-

ïèñàòü îáùåå ðåøåíèå áåç èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåìû.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ, ñîõðàíÿþùàÿ ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå âäîëü

êàæäîé èíòåãðàëüíîé ëèíèè çàäàííîé ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé, íàçûâàåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì ýòîé ñèñòåìû.

Â ìåõàíèêå ïåðâûé èíòåãðàë ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íåêîòîðóþ

ñîõðàíÿþùóþñÿ �èçè÷åñêóþ âåëè÷èíó, ñâÿçàííóþ ñ ðàññìàòðèâàåìîé

ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìîé, íàïðèìåð ýíåðãèþ èëè èìïóëüñ.

�àññìîòðèì �óíêöèþ ïåðåìåííûõ x, yk, pk (k = 1, . . . , n)

A(x, y1, . . . , yn, p1, . . . , pn).

Ôóíêöèÿ A(x, y, p) áóäåò ïåðâûì èíòåãðàëîì ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû

(110), åñëè îíà ïîñòîÿííà íà ðåøåíèÿõ yk = yk(x), pk = pk(x) (k =
1, . . . , n) ýòîé ñèñòåìû, ò.å.

A(x, y(x), p(x)) = A(x0, y(x0), p(x0)), x0 ∈ [a, b].

Âû÷èñëèì ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ �óíêöèè A(x, y, p) ïî ïåðåìåííîé x
âäîëü èíòåãðàëüíûõ ëèíèé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (110):

dA

dx
=
∂A

∂x
+

n∑

k=1

(
∂A

∂yk

dyk
dx

+
∂A

∂pk

dpk
dx

)

=

=
∂A

∂x
+

n∑

k=1

(
∂A

∂yk

∂H

∂pk
− ∂A

∂pk

∂H

∂yk

)

=
∂A

∂x
+ {A,H}. (112)

Îïðåäåëåíèå. Âûðàæåíèå

{A,B} =
n∑

k=1

(
∂A

∂yk

∂B

∂pk
− ∂A

∂pk

∂B

∂yk

)

íàçûâàþò ñêîáêîé Ïóàññîíà �óíêöèé A(x, y, p) è B(x, y, p).

Èç îïðåäåëåíèÿ ñêîáêè Ïóàññîíà ñëåäóþò åå ñâîéñòâà:

1) àíòèñèììåòðè÷íîñòü

{A,B} = −{B,A};

147



2) áèëèíåéíîñòü

{λ1A+ λ2B,C} = λ1{A,C}+ λ2{B,C}, λ1, λ2 ∈ R;

3) ïðàâèëî Ëåéáíèöà

{AB,C} = {A,C}B +A{B,C};

4) òîæäåñòâî ßêîáè

{A, {B,C}}+ {C, {A,B}}+ {B, {C,A}} = 0.

Óïðàæíåíèå 23. Äîêàçàòü ñâîéñòâà ñêîáêè Ïóàññîíà.

�àññìîòðèì âîïðîñ î òîì, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ äàííàÿ �óíêöèÿ ÿâ-

ëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì ñèñòåìû �àìèëüòîíà.

Óòâåðæäåíèå 4. Äè��åðåíöèðóåìàÿ �óíêöèÿ A(x, y, p) ÿâëÿåòñÿ

ïåðâûì èíòåãðàëîì ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà

∂A

∂x
+ {A,H} = 0, (113)

ãäå H(x, y, p) � �óíêöèÿ �àìèëüòîíà äàííîé ñèñòåìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ �óíêöèþ

A(x, y, p), âû÷èñëåííóþ íà ðåøåíèÿõ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (ñì.

�îðìóëó (112)):

dA

dx
=
∂A

∂x
+ {A,H}.

Åñëè A(x, y, p) ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû,

òî íà ðåøåíèÿõ ýòîé ñèñòåìû �óíêöèÿ A(x, y, p) ñîõðàíÿåò ñâîå çíà÷å-
íèå, à ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

dA
dx = 0. Òîãäà ñïðàâåäëèâî

ðàâåíñòâî (113). Îáðàòíî, åñëè ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (113), òî �óíê-

öèÿ A(x, y, p) ïîñòîÿííà íà ðåøåíèÿõ ñèñòåìû �àìèëüòîíà, à çíà÷èò,

ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì.

�àññìîòðèì âîçìîæíûå ïåðâûå èíòåãðàëû ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû.

Èíòåãðàë èìïóëüñà

Åñëè �óíêöèÿ H(x, y1, . . . , yn, p1, . . . , pn) íå çàâèñèò ÿâíî îò yk, òî

∂H

∂yk
= 0 ⇒ dpk

dx
= 0 ⇒ pk = const.
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Èíòåãðàë ýíåðãèè

Åñëè �óíêöèÿ H(x, y1, . . . , yn, p1, . . . , pn) íå çàâèñèò ÿâíî îò x, òî, â
ñèëó (113), ïîëó÷èì

dH

dx
=
∂H

∂x
+ {H,H} = 0 ⇒ H(y1, . . . , yn, p1, . . . , pn) = const

âäîëü èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ ñèñòåìû (110).

12.3 Óðàâíåíèå �àìèëüòîíà-ßêîáè

�àññìîòðèì èíâàðèàíòíûé èíòåãðàë �èëüáåðòà

∫

γ

[F (x, y, ξ)−
n∑

k=1

ξkFξk(x, y, ξ)]dx+
n∑

k=1

Fξk(x, y, ξ)dyk,

îáðàçîâàííûé äëÿ �óíêöèé íàêëîíà ξk = ξk(x, y), k = 1, . . . , n, ïîëÿ
ýêñòðåìàëåé yk = yk(x, C1, . . . , Cn), k = 1, . . . , n, �óíêöèîíàëà (105).

Çäåñü γ � íåêîòîðàÿ êðèâàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ êîíöû ýêñòðåìàëåé yk(x).
Èçâåñòíî, ÷òî èíòåãðàë �èëüáåðòà íå çàâèñèò îò �îðìû êðèâîé γ (ïðè
óñëîâèè, ÷òî êðèâàÿ ïðèíàäëåæèò îáëàñòè, â êîòîðîé îïðåäåëåíî ïîëå

ýêñòðåìàëåé), à òîëüêî îò íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé òî÷êè èíòåãðèðîâà-

íèÿ. Ôèêñèðóÿ íà÷àëüíóþ òî÷êó (a, y1(a), . . . , yn(a)) êðèâîé γ è ìåíÿÿ
åå êîíå÷íóþ òî÷êó (x, y1, . . . , yn), ïîëó÷èì �óíêöèþ

S(x, y1, . . . , yn) =

(x,y)∫

(a,y(a))

[F (x, y, ξ)−
n∑

k=1

ξkFξk(x, y, ξ)]dx+
n∑

k=1

Fξk(x, y, ξ)dyk.

(114)

Ýòà �óíêöèÿ îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿí-

íîé è íàçûâàåòñÿ �óíêöèåé ïîëÿ. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî �óíêöèÿ

S(x, y1, . . . , yn) îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íî (ïî êðàéíåé ìåðå, â ìàëîé

îêðåñòíîñòè íà÷àëüíîé òî÷êè).

Ïîñòðîèì äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò

�óíêöèÿ S = S(x, y1, . . . , yn). C ýòîé öåëüþ íàéäåì ÷àñòíûå ïðîèçâîä-

íûå ýòîé �óíêöèè:

∂S

∂x
= F (x, y, ξ)−

n∑

k=1

ξkFξk(x, y, ξ),
∂S

∂yk
= Fξk(x, y, ξ), k = 1, . . . , n.

Ïåðåõîäÿ ê êàíîíè÷åñêèì ïåðåìåííûì, îïðåäåëèì

pk = Fy′k
(x, y, y′), y′k = ξk(x, y), k = 1, . . . , n,

149



è ó÷òåì, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåîáðàçîâàíèåì Ëåæàíäðà

F (x, y, ξ)−
n∑

k=1

ξkFξk(x, y, ξ) = −H(x, y, p).

Òîãäà

∂S

∂x
= −H(x, y1, . . . , yn, p1, . . . , pn),

∂S

∂yk
= pk, k = 1, . . . , n.

Ïóòåì èñêëþ÷åíèÿ pk ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

ïåðâîãî ïîðÿäêà

∂S

∂x
+H

(

x, y1, . . . , yn,
∂S

∂y1
, . . . ,

∂S

∂yn

)

= 0, (115)

îïðåäåëÿþùåå �óíêöèþ ïîëÿ.

Îïðåäåëåíèå. Óðàâíåíèå (115) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì �àìèëüòîíà�

ßêîáè.

Çàìåòèì, ÷òî èíòåãðàë (114) â êàíîíè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ çàïèøåòñÿ

â âèäå

S(x, y1, . . . , yn) =

(x,y)∫

(a,y(a))

pdy −H(x, y, p)dx.

Ýòîò èíòåãðàë íàçûâàþò èíâàðèàíòíûì èíòåãðàëîì Êàðòàíà.

Ñóùåñòâóåò òåñíàÿ ñâÿçü ìåæäó óðàâíåíèåì �àìèëüòîíà�ßêîáè è

êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé Ýéëåðà. Ýòè óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿ-

þò ñîáîé òàê íàçûâàåìóþ õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ñèñòåìó äëÿ óðàâíåíèÿ

(115).

Îïðåäåëåíèå. Ïîëíûì èíòåãðàëîì óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-

íûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ åãî ðåøåíèå, ñîäåðæàùåå ñòîëüêî

ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ, êàêîâî ÷èñëî íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ.

Äëÿ óðàâíåíèÿ �àìèëüòîíà�ßêîáè, ó÷èòûâàÿ òî, ÷òî îíî íå ñîäåð-

æèò íåèçâåñòíóþ �óíêöèþ, à ëèøü åå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå, ïîëíûé

èíòåãðàë ìîæíî âçÿòü â âèäå

S = S(x, y1, . . . , yn, α1, . . . , αn) + S0,

ãäå α1, . . . , αn � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå.

Âûÿñíèì ñâÿçü ìåæäó ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ �àìèëüòîíà�ßêîáè è

îáùèì ðåøåíèåì êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû óðàâíåíèé Ýéëåðà.

Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî S íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìà ïî ïàðàìåò-

ðàì αk è êàæäàÿ ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ Sαk
, Syk (k = 1, . . . , n) íåïðå-

ðûâíî äè��åðåíöèðóåìà ïî âñåì àðãóìåíòàì.
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Òåîðåìà 26 (ßêîáè). Ïóñòü S = S(x, y1, . . . , yn, α1, . . . , αn) � ïîëíûé
èíòåãðàë óðàâíåíèÿ �àìèëüòîíà�ßêîáè, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ

det

(
∂2S

∂αi∂yj

)

6= 0.

Òîãäà ðàâåíñòâà

∂S

∂αk
= βk,

∂S

∂yk
= pk,

ãäå αk, βk, k = 1, . . . , n, � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå, îáðàçóþò ðå-

øåíèå êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû (110), çàâèñÿùåå îò 2n ïðîèçâîëüíûõ

ïîñòîÿííûõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî âäîëü êàæäîé ýêñòðåìàëè

d

dx

(
∂S

∂αk

)

= 0, k = 1, . . . , n. (116)

Ñîãëàñíî (112), ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ (116) âäîëü ýêñòðåìàëåé çàïèøåò-

ñÿ â âèäå

d

dx

(
∂S

∂αk

)

=
∂2S

∂x∂αk
+

{
∂S

∂αk
, H

}

=
∂2S

∂x∂αk
+

n∑

i=1

∂2S

∂yi∂αk

∂H

∂pi
. (117)

Äàëåå, ïðîäè��åðåíöèðîâàâ óðàâíåíèå �àìèëüòîíà�ßêîáè ïî αk, íà-

õîäèì

∂2S

∂x∂αk
= −

n∑

i=1

∂H

∂pi

∂2S

∂yi∂αk
.

Ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå â (117), ïîëó÷àåì

d

dx

(
∂S

∂αk

)

= −
n∑

i=1

∂H

∂pi

∂2S

∂yi∂αk
+

n∑

i=1

∂2S

∂yi∂αk

∂H

∂pi
= 0, k = 1, . . . , n.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè n ïåðâûõ èíòåãðàëîâ êàíîíè÷åñêîé ñè-

ñòåìû:

∂S

∂αk
= βk, k = 1, . . . , n. (118)

Ïîñêîëüêó

det

(
∂2S

∂αi∂yj

)

6= 0,

òî ñèñòåìà (118) îïðåäåëÿåò yk êàê �óíêöèè îñòàëüíûõ àðãóìåíòîâ:

yk = yk(x, α1, . . . , αn, β1, . . . , βn), k = 1, . . . , n.
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Â èòîãå ïîëó÷èì îáùåå ðåøåíèå êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû (110)







yk = yk(x, α1, . . . , αn, β1, . . . , βn),

pk =
∂S

∂yk

∣
∣
∣
∣
yk=yk(x,α,β)

, k = 1, . . . , n.

Ïðèìåð 54. Íàéòè ýêñòðåìàëè �óíêöèîíàëà

J [y] =

b∫

a

√

x2 + y2
√

1 + y′2dx.

◮ �àìèëüòîíèàí äëÿ äàííîãî �óíêöèîíàëà çàïèøåòñÿ â âèäå (ñì. ïðè-

ìåð 53)

H(x, y, p) = −
√

x2 + y2 − p2.

Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå �àìèëüòîíà�ßêîáè èìååò âèä

∂S

∂x
= −

√

x2 + y2 −
(
∂S

∂y

)2

èëè (
∂S

∂x

)2

+

(
∂S

∂y

)2

= x2 + y2. (119)

�åøåíèå ìîæíî èñêàòü â �îðìå

S =
1

2
(Ax2 + 2Bxy + Cy2). (120)

Ïîäñòàíîâêà ðåøåíèÿ (120) â óðàâíåíèå (119) äàåò

A2 + B2 = 1, B(A+ C) = 0, B2 + C2 = 1.

Ïîëàãàÿ A = −C = sinα, B = − cosα, ïîëó÷èì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

(119)

S(x, y, α) =
1

2
(x2 sinα− 2xy cosα− y2 sinα).

Îáùèé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ Ýéëåðà â ñèëó òåîðåìû ßêîáè

∂S

∂α
= β

èëè

x2 cosα + 2xy sinα− y2 cosα = 2β.

◭
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13 Ïðèíöèï �àìèëüòîíà

�àññìîòðèì ìåõàíè÷åñêóþ ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç ìàòåðèàëüíîé

òî÷êè ìàññû m, äâèæóùåéñÿ ïðÿìîëèíåéíî ïî îñè Ox ïîä äåéñòâè-

åì ñèëû f(x, t).
Äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ (óðàâíåíèå Íüþòîíà) çà-

ïèøåòñÿ â âèäå

m
d2x

dt2
= f(x, t). (121)

Ïóñòü U(x, t) � ïîòåíöèàë ñèëîâîãî ïîëÿ, ò.å.

f(x, t) = −∂U
∂x

.

Ñ�îðìóëèðóåì âàðèàöèîííóþ çàäà÷ó, óðàâíåíèå Ýéëåðà êîòîðîé ñîâ-

ïàäàåò ñ äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì Íüþòîíà äëÿ äâèæåíèÿ ìà-

òåðèàëüíîé òî÷êè ïîä äåéñòâèåì ñèëû f(x, t). Ñ ýòîé öåëüþ ìîäè�è-

öèðóåì óðàâíåíèå (121):

m
d2x

dt2
=

d

dt

[

m
dx

dt

]

=
d

dt

[
d

dẋ

(
1

2
mẋ2

)]

=
d

dt

[
d

dẋ
T

]

,

ãäå

T =
1

2
m

(
dx

dt

)2

� êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

∂T

∂x
= 0,

∂U

∂ẋ
= 0,

óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ñèñòåìû çàïèøåì â âèäå

∂

∂x
(T − U)− d

dt

[
∂

∂ẋ
(T − U)

]

= 0

èëè

∂L

∂x
− d

dt

∂L

∂ẋ
= 0,

ãäå

L(x, ẋ, t) = T (ẋ)− U(x, t).

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ L = T − U , ãäå T � êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ,

U � ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû, íàçûâàåòñÿ �óíêöèåé Ëàãðàíæà

ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû.
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Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà îïðåäåëÿåò �óíêöèîíàë

S[x] =

t1∫

t0

L(x, ẋ, t)dt,

äëÿ êîòîðîãî óðàâíåíèå Ýéëåðà ñîâïàäàåò ñ äè��åðåíöèàëüíûì óðàâ-

íåíèåì äâèæåíèÿ ñèñòåìû. Èíòåãðàë S[x] â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå

íàçûâàþò äåéñòâèåì.

Ïðèíöèï �àìèëüòîíà:

Ïóñòü â ìîìåíòû âðåìåíè t = t0 è t = t1 ñèñòåìà çàíèìàåò îïðå-

äåëåííûå ïîëîæåíèÿ x0 = x(t0) è x1 = x(t1). Òîãäà ìåæäó ýòèìè

ïîëîæåíèÿìè ñèñòåìà äâèæåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû èíòåãðàë S[x]
èìåë ýêñòðåìàëüíîå çíà÷åíèå.

Ïðèíöèï �àìèëüòîíà ñïðàâåäëèâ è â ñëó÷àå, êîãäà íà ñèñòåìó íàëî-

æåíû íåêîòîðûå ñâÿçè. Â ýòîì ñëó÷àå ïðèìåíåíèå ïðèíöèïà �àìèëü-

òîíà ïðèâîäèò ê âàðèàöèîííîé çàäà÷å íà óñëîâíûé ýêñòðåìóì.

Ïðèìåð 55. �àññìîòðèì ñèñòåìó n ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ñ ìàññàìè

mk è êîîðäèíàòàìè rk = {xk, yk, zk}, íà êîòîðûå äåéñòâóåò ñèëà

F k = −∇U =

{

− ∂U

∂xk
,−∂U

∂yk
,−∂U

∂zk

}

, k = 1, . . . , n,

ãäå U = U(r1, . . . , rn, t) � ïîòåíöèàë ñèëîâîãî ïîëÿ.

Ïóñòü äâèæåíèå ñèñòåìû ïîä÷èíåíî ãîëîíîìíûì ñâÿçÿì

Φi(r1, . . . , rn, t) = 0, i = 1, . . . , m, m < 3n,

êîòîðûå ïðåäïîëàãàþòñÿ íåçàâèñèìûìè.

Èñïîëüçóÿ ïðèíöèï �àìèëüòîíà, ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñè-

ñòåìû. Äëÿ ýòîãî ïðåæäå âñåãî îïðåäåëèì �óíêöèþ Ëàãðàíæà

L(r1, . . . , rn, ṙ1, . . . , ṙn, t) = T − U(r1, . . . , rn, t),

ãäå

T =
1

2

n∑

k=1

mk

[(
dxk
dt

)2

+

(
dyk
dt

)2

+

(
dzk
dt

)2
]

=
1

2

n∑

k=1

mk

(
drk

dt

)2

� êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû.

Ñ�îðìóëèðóåì âàðèàöèîííóþ çàäà÷ó (çàäà÷ó Ëàãðàíæà) äëÿ �óíê-

öèîíàëà

S[r1, . . . , rn] =

t1∫

t0

L(r1, . . . , rn, ṙ1, . . . , ṙn, t)dt
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ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

rk(t0) = r
0
k, rk(t1) = r

1
k, k = 1, . . . , n,

è óðàâíåíèÿìè ñâÿçè

Φi(r1, . . . , rn, t) = 0, i = 1, . . .m, m < 3n. (122)

Ñëåäóÿ ñõåìå ðåøåíèÿ ñ�îðìóëèðîâàííîé âûøå çàäà÷è Ëàãðàíæà,

ââåäåì âñïîìîãàòåëüíóþ �óíêöèþ

F ⋆ = T − U +
m∑

i=1

λi(t)Φi,

ãäå λi(t) � ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà. Ñèñòåìà óðàâíåíèé Ýéëåðà äëÿ

�óíêöèîíàëà ñ èíòåãðàíòîì F ⋆
, äîïîëíåííàÿ óðàâíåíèÿìè (122), áó-

äåò îïðåäåëÿòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñèñòåìû n ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê,

ïîä÷èíåííûõ m ãîëîíîìíûì ñâÿçÿì:







∂F ⋆

∂rk
− d

dt

∂F ⋆

∂ṙk
= 0, k = 1, . . . , n,

Φi(r1, . . . , rn, t) = 0, i = 1, . . . , m

èëè â áîëåå ïîäðîáíîé �îðìå







mk
d2rk

dt2
= −∇kU +

m∑

i=1

λi(t)∇kΦi, k = 1, . . . , n,

Φi(r1, . . . , rn, t) = 0, i = 1, . . . , m.

Çàìåòèì, ÷òî èç óðàâíåíèé ñâÿçè (122) ìîæíî âûðàçèòüm ïåðåìåííûõ

÷åðåç 3n−m íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ. Ýòè íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå

îáîçíà÷èì qr, r = 1, . . . , 3n−m. Òîãäà âñå 3n ïåðåìåííûå ìîæíî âû-

ðàçèòü ÷åðåç ïåðåìåííûå qr, ò.å.

rk = rk(q1, . . . , q3n−m, t), k = 1, . . . , n,

à òàêæå

T = T (q1, . . . , q3n−m, q̇1, . . . , q̇3n−m, t), U = U(q1, . . . , q3n−m, t).

Â ðåçóëüòàòå

L = L(q1, . . . , q3n−m, q̇1, . . . , q̇3n−m, t)

è óðàâíåíèÿ Ýéëåðà èìåþò âèä

∂L

∂qr
− d

dt

∂L

∂q̇r
= 0, r = 1, . . . , 3n−m.
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Îïðåäåëåíèå. ×èñëî âåëè÷èí, çàäàíèå êîòîðûõ íåîáõîäèìî äëÿ îä-

íîçíà÷íîãî îïðåäåëåíèÿ ïîëîæåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, íàçûâàþò

÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû ýòîé ñèñòåìû.

Îïðåäåëåíèå. Ëþáûå n âåëè÷èí qi, i = 1, . . . , n, ïîëíîñòüþ çàäàþ-

ùèõ ïîëîæåíèå ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, íàçû-

âàþò åå îáîáùåííûìè êîîðäèíàòàìè, à ïðîèçâîäíûå q̇i, i = 1, . . . , n, �
îáîáùåííûìè ñêîðîñòÿìè.

Ïóñòü çàäàíà �óíêöèÿ Ëàãðàíæà ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ñ n ñòåïå-

íÿìè ñâîáîäû

L = L(q1, . . . , qn, q̇1, . . . , q̇n, t).

Çàïèøåì �óíêöèîíàë äåéñòâèÿ äëÿ ýòîé ñèñòåìû

S[q1, . . . , qn] =

t1∫

t0

L(q1, . . . , qn, q̇1, . . . , q̇n, t)dt.

Óðàâíåíèÿ Ýéëåðà:

∂L

∂qi
− d

dt

∂L

∂q̇i
= 0, i = 1, . . . , n. (123)

Ïîñòðîèì êàíîíè÷åñêóþ ñèñòåìó, ñîîòâåòñòâóþùóþ ñèñòåìå óðàâíå-

íèé Ýéëåðà. Äëÿ ýòîãî ââåäåì äîïîëíèòåëüíûå ïåðåìåííûå

pi =
∂L

∂q̇i
, i = 1, . . . , n. (124)

Îïðåäåëåíèå. Ïåðåìåííûå pi íàçûâàþò îáîáùåííûìè èìïóëüñàìè

ñèñòåìû.

Åñëè

det

(
∂2L

∂q̇i∂q̇j

)

6= 0,

òî èç ñîîòíîøåíèÿ (124) âîçìîæíî îäíîçíà÷íî âûðàçèòü q̇i ÷åðåç ïå-
ðåìåííûå qi, pi, t:

q̇i = ϕi(p1, . . . , pn, q1, . . . , qn, t), i = 1, . . . , n.

Òîãäà �óíêöèÿ �àìèëüòîíà èìååò âèä

H(p1, . . . , pn, q1, . . . , qn, t) =

[
n∑

i=1

q̇ipi − L(q1, . . . , qn, q̇1, . . . , q̇n, t)

]

q̇i=ϕi

.
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Ñèñòåìà óðàâíåíèé Ýéëåðà (123) ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå óðàâíåíèé �à-

ìèëüòîíà: 





dqi
dt

=
∂H

∂pi
,

dpi
dt

= −∂H
∂qi

, i = 1, . . . , n.

Ïðèìåð 56 (ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð). Ïóñòü íà íåâåñîìîé ïðó-

æèíå ñ êîý��èöèåíòîì æåñòêîñòè k ïîäâåøåíî òåëî ìàññû m. �àñ-
ñìîòðèì âåðòèêàëüíîå äâèæåíèå òåëà, êîòîðîå áóäåò ïðîèñõîäèòü ïîä

äåéñòâèåì ñèëû óïðóãîñòè ïðóæèíû è ñèëû òÿæåñòè ïîñëå ñìåùåíèÿ

òåëà èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ.

◮ Ïîìåñòèì íà÷àëî îòñ÷åòà ïî îñè Ox â òî÷êó, ñîîòâåòñòâóþùóþ ðàâ-

íîâåñíîìó ïîëîæåíèþ òåëà. Ïðè ñìåùåíèè ãðóçà íà âåëè÷èíó x èç

ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ åãî ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ îïðåäåëÿåòñÿ âûðà-

æåíèåì

U(x) =
1

2
kx2.

Òîãäà ëàãðàíæèàí ñèñòåìû èìååò âèä

L(x, ẋ, t) = T − U =
1

2
mẋ2 − 1

2
kx2.

Óðàâíåíèå Ýéëåðà:

∂L

∂x
− d

dt

∂L

∂ẋ
= 0 ⇒ ẍ+ ω2x = 0, ω =

√

k

m
. (125)

Ýòî óðàâíåíèå îïèñûâàåò êîëåáàíèÿ ãðóçà íà ïðóæèíå.

Íàéäåì îáîáùåííûé èìïóëüñ

p =
∂L

∂ẋ
= mẋ ⇒ ẋ =

p

m
.

Òîãäà

H(p, x, t) = [pẋ− L(x, ẋ, t)]ẋ= p

m
=

p2

2m
+
kx2

2
.

è êàíîíè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ óðàâíåíèþ Ýéëåðà (125)







dx

dt
=

p

m
,

dp

dt
= −kx.

(126)

Çàìåòèì, ÷òî

dH

dt
=
∂H

∂t
+ {H,H} = 0.
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Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî �óíêöèÿ �àìèëüòîíà ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì

ñèñòåìû (126), ò.å. ýòà �óíêöèÿ ñîõðàíÿåò ñâîå çíà÷åíèå íà ðåøåíèÿõ

ñèñòåìû. Â ýòîì ñëó÷àå ïåðâûé èíòåãðàë, êàê óæå óïîìèíàëîñü, íà-

çûâàþò èíòåãðàëîì ýíåðãèè. Ñìûñë íàçâàíèÿ ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòíûì,

åñëè ó÷åñòü, ÷òî �óíêöèÿ H(p, x, t) îïðåäåëÿåò ïîëíóþ ýíåðãèþ ãàð-

ìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà.

Êîëåáàíèÿ ëþáîé �èçè÷åñêîé ïðèðîäû, îïèñûâàåìûå óðàâíåíèåì

(125), íàçûâàþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèìè, à ñîâåðøàþùàÿ òàêèå êîëåáàíèÿ

ñèñòåìà � ãàðìîíè÷åñêèì îñöèëëÿòîðîì. ◭

Óïðàæíåíèå 24. Èññëåäîâàòü íà ýêñòðåìóì �óíêöèîíàë

S[x] =

t1∫

0

[
1

2
mẋ2 − 1

2
kx2
]

dt.

Ïîäðîáíîå îáñóæäåíèå ýòîãî âîïðîñà ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [5℄.
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14 Ïðÿìûå ìåòîäû âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ

14.1 Ïîíÿòèå î ïðÿìûõ ìåòîäàõ âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ

Ïðèìåíåíèå íåîáõîäèìûõ óñëîâèé ýêñòðåìóìà â çàäà÷àõ âàðèàöè-

îííîãî èñ÷èñëåíèÿ, ñâÿçàííûõ ñ îáðàùåíèåì â íîëü ïåðâîé âàðèàöèè

�óíêöèîíàëà íà ýêñòðåìàëÿõ, ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ðåøàòü äè�-

�åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà, â îáùåì ñëó÷àå íåëèíåé-

íîãî, ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íà ðàçíûõ êîíöàõ îòðåçêà èíòåãðèðî-

âàíèÿ, ÷òî ïðåäñòàâëÿåò ÷àñòî äîñòàòî÷íî ñëîæíóþ çàäà÷ó, ïîýòîìó

íàðÿäó ñ òàêèì ïîäõîäîì â âàðèàöèîííîì èñ÷èñëåíèè ïîëó÷èëè ðàç-

âèòèå òàê íàçûâàåìûå ïðÿìûå ìåòîäû � ïðèáëèæåííûå ÷èñëåííûå

ìåòîäû, äàþùèå íåïîñðåäñòâåííîå ðåøåíèå âàðèàöèîííîé çàäà÷è (ò.å.

íå ñâîäÿùèå âàðèàöèîííóþ çàäà÷ó ê äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíè-

ÿì).

Ôóíêöèîíàë J [y] ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê �óíêöèþ áåñêîíå÷íîãî

ìíîæåñòâà ïåðåìåííûõ. Äåéñòâèòåëüíî, äîïóñòèìûå �óíêöèè ìîãóò

áûòü ðàçëîæåíû â ðÿä

y(x) =
∞∑

k=1

αkϕk(x),

ãäå ϕk(x) � íåêîòîðûå çàäàííûå �óíêöèè. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äëÿ

îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè y(x) äîñòàòî÷íî çàäàòü çíà÷åíèÿ âñåõ êîý��è-

öèåíòîâ αk, ò.å. �óíêöèîíàë â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé áåñêî-

íå÷íîãî ìíîæåñòâà ïåðåìåííûõ:

J [y] = Φ(α1, . . . , αk, . . .).

Îñíîâíàÿ èäåÿ ïðÿìûõ ìåòîäîâ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âàðèàöèîí-

íàÿ çàäà÷à ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïðåäåëüíàÿ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

çàäà÷ íà ýêñòðåìóì �óíêöèé êîíå÷íîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ. Ïðè ðåàëè-

çàöèè ýòèõ ìåòîäîâ â êà÷åñòâå äîïóñòèìûõ áåðóòñÿ òîëüêî òå �óíêöèè,

êîòîðûå õàðàêòåðèçóþòñÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì ïàðàìåòðîâ, à èíòåãðàë,

âõîäÿùèé â îïðåäåëåíèå �óíêöèîíàëà, çàìåíÿåòñÿ êîíå÷íîé ñóììîé.

�àññìîòðèì çàäà÷ó î íàõîæäåíèè ìèíèìóìà (àíàëîãè÷íûå ðàññóæ-

äåíèÿ ìîãóò áûòü ïðîâåäåíû è â ñëó÷àå ìàêñèìóìà) íåêîòîðîãî �óíê-

öèîíàëà J [y], îïðåäåëåííîãî íà ìíîæåñòâå D(J) äîïóñòèìûõ êðèâûõ.
Äëÿ òîãî ÷òîáû çàäà÷à èìåëà ñìûñë, ñëåäóåò ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ìíî-

æåñòâî D(J) ñîäåðæèò êðèâûå, äëÿ êîòîðûõ J [y] < +∞, è ÷òî

inf
y∈D(J)

J [y] = µ > −∞.

Â ýòîì ñëó÷àå, ïî îïðåäåëåíèþ òî÷íîé íèæíåé ãðàíè, ñóùåñòâó-

åò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êðèâûõ {yn(x)}, äëÿ êîòîðîé ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü çíà÷åíèé �óíêöèîíàëà {J [yn]} ñõîäèòñÿ ê ìèíèìóìó èëè ê

íèæíåé ãðàíè çíà÷åíèé �óíêöèîíàëà J [y].
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Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü J [y] � ïðîèçâîëüíûé, îãðàíè÷åííûé ñíèçó

�óíêöèîíàë, ìèíèìèçèðóåìûé â ïðîñòðàíñòâå D(J). Ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {yn(x)} (n ∈ N), ñîñòîÿùóþ èç ýëåìåíòîâ D(J), íàçîâåì ìèíè-

ìèçèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, åñëè

lim
n→∞

J [yn] = inf
y∈D(J)

J [y]. (127)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî îãðàíè÷åííîãî �óíêöèîíàëà âñå-

ãäà ìîæíî ïîñòðîèòü ìèíèìèçèðóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Êàæäûé

èç óïîòðåáëÿåìûõ â âàðèàöèîííîì èñ÷èñëåíèè ïðÿìûõ ìåòîäîâ õàðàê-

òåðèçóåòñÿ èìåííî ñïîñîáîì ïîñòðîåíèÿ ìèíèìèçèðóþùèõ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòåé.

Îäíàêî èç (127) åùå íå ñëåäóåò, ÷òî ìèíèìèçèðóþùàÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü èìååò ïðåäåëüíóþ êðèâóþ, ò.å. ÷òî lim
n→∞

yn(x) = y⋆(x). Ìèíè-

ìèçèðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîæåò è íå ñòðåìèòüñÿ ê �óíêöèè,

ðåàëèçóþùåé ýêñòðåìóì â êëàññå äîïóñòèìûõ �óíêöèé.

Ïðèìåð 57. �àññìîòðèì �óíêöèîíàë

J [y] =

1∫

−1

x2(y′)2dx→ min, y(−1) = −1, y(1) = 1.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî J [y] ≥ 0, ∀y ∈ D(J). Òîãäà ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü �óíêöèé

yn(x) =
arctg(nx)

arctg(n)
, n = 1, 2, . . . ,

ÿâëÿåòñÿ ìèíèìèçèðóþùåé. Äåéñòâèòåëüíî,

J [yn] =

1∫

−1

x2(y′n)
2dx =

1∫

−1

n2x2dx

(1 + n2x2)2[arctg(n)]2
=

=
−n+ (1 + n2) arctg(n)

n(1 + n2)[arctg(n)]2
≤ 1

n| arctg(n)| ⇒ J [yn] → 0, n→ ∞.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yn(x)} íå ñõîäèòñÿ íè ê êàêîé
�óíêöèè ïî ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà C1[−1, 1].

Åñëè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {yn(x)} ñóùåñòâóåò ïðåäåëüíàÿ êðè-

âàÿ y⋆(x) è åñëè îêàæåòñÿ çàêîííûì ïðåäåëüíûé ïåðåõîä

J [y⋆] = lim
n→∞

J [yn], (128)
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òî òîãäà

J [y⋆] = µ,

ò.å. ïðåäåëüíàÿ êðèâàÿ y⋆(x) è áóäåò ðåøåíèåì ðàññìàòðèâàåìîé çàäà-

÷è.

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå âàðèàöèîííîé çàäà÷è ïðÿìûì ìåòîäîì

ñêëàäûâàåòñÿ èç:

1) ïîñòðîåíèÿ ìèíèìèçèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {yn(x)};
2) äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ó ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðå-

äåëüíîé êðèâîé;

3) äîêàçàòåëüñòâî çàêîííîñòè ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà (128).

Ñàìè ÷ëåíû ìèíèìèçèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî ðàññìàò-

ðèâàòü êàê ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé âàðèàöèîííîé

çàäà÷è.

Òåîðåìà 27. Ïóñòü îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ �óíêöèîíàëà J [y], îãðàíè-
÷åííîãî ñíèçó, åñòü ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ðàññòîÿíèå â êîòî-

ðîì îáîçíà÷èì ÷åðåç ρ, è ïóñòü ìèíèìèçèðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü {yn(x)} (n ∈ N) �óíêöèîíàëà J [y] ñõîäèòñÿ ê ýëåìåíòó y⋆(x) ∈
D(J):

ρ(yn, y⋆) → 0, n→ ∞.

Ïðåäïîëîæèì äàëåå, ÷òî �óíêöèîíàë J [y] íà ýëåìåíòå y⋆(x) ïî-
ëóíåïðåðûâåí ñíèçó, ò.å. äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå

÷èñëî δ > 0, ÷òî åñëè y(x) ∈ D(J) è ρ(y, y⋆) < δ, òî J [y] > J [y⋆]− ε.
Òîãäà y⋆(x) äîñòàâëÿåò ìèíèìóì �óíêöèîíàëó J [y].

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ìîæíî íàéòè â ðàáîòå [18℄.

�àçíîîáðàçèå ïðÿìûõ ìåòîäîâ â âàðèàöèîííîì èñ÷èñëåíèè îïðå-

äåëÿåòñÿ âûáîðîì êîíêðåòíûõ ñïîñîáîâ ïîñòðîåíèÿ ìèíèìèçèðóþùåé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè �óíêöèé. Íàèáîëåå èçâåñòíûìè ïðèáëèæåííûìè

÷èñëåííûìè ìåòîäàìè ÿâëÿþòñÿ ìåòîäû Ýéëåðà, �èòöà, Êàíòîðîâè÷à

è �àëåðêèíà. Íèæå áóäóò ðàññìîòðåíû òîëüêî ïåðâûå äâà ìåòîäà.

�îâîðÿ î ïðÿìûõ ìåòîäàõ, ìû îãðàíè÷èìñÿ ëèøü óêàçàíèåì ñïî-

ñîáîâ �àêòè÷åñêîãî ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé, íå êàñàÿñü

âîïðîñîâ ñõîäèìîñòè è ñóùåñòâîâàíèÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ.

14.2 Êîíå÷íî-ðàçíîñòíûé ìåòîä Ýéëåðà

�àññìîòðèì âàðèàöèîííóþ çàäà÷ó

J [y] =

b∫

a

F (x, y, y′)dx→ min, y(a) = A, y(b) = B.
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Èäåÿ ìåòîäà Ýéëåðà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî äîïóñòèìûå �óíêöèè

îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ ëîìàííûìè y[n], n = 1, 2, . . ., ñîñòàâëåííûìè èç

çàäàííîãî ÷èñëà n ïðÿìîëèíåéíûõ çâåíüåâ, ñ çàäàííûìè àáñöèññàìè

âåðøèí (ðèñ. 20):

xk = a+ k∆x, ∆x =
b− a

n
, k = 0, . . . , n.

Ôóíêöèîíàë, âû÷èñëåííûé íà òàêèõ

�èñ. 20.

ëîìàíûõ, ïðåâðàùàåòñÿ â �óíêöèþ

J [y[n]] = Φn(y1, . . . , yn−1) : R
n−1 → R

1

îðäèíàò y1, . . . , yn−1 âåðøèí ëîìàíîé.

Äåéñòâèòåëüíî, çàìåíÿÿ èíòåãðàë â

îïðåäåëåíèè ìèíèìèçèðóåìîãî �óíê-

öèîíàëà åãî èíòåãðàëüíîé ñóììîé íà

îñíîâå ìåòîäà ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ïîëó-

÷èì

Φn(y1, . . . , yn−1) =
n−1∑

k=0

F

(

xk, yk,
yk+1 − yk

∆x

)

∆x,

x0 = a, y0 = A, xn = b, yn = B.

Â ðåçóëüòàòå âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å îòûñêàíèÿ ýêñ-

òðåìóìà �óíêöèè êîíå÷íîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ.

Âûáåðåì îðäèíàòû y1, . . . , yn−1 òàê, ÷òîáû �óíêöèÿ Φn(y1, . . . , yn−1)
äîñòèãàëà ýêñòðåìóìà, ò.å. îïðåäåëÿåì y1, . . . , yn−1 èç ñèñòåìû óðàâíå-

íèé

∂Φn

∂y1
= 0,

∂Φn

∂y2
= 0, . . . ,

∂Φn

∂yn−1
= 0. (129)

Îïðåäåëÿÿ ïðè êàæäîì n òó ëîìàíóþ, êîòîðàÿ äàåò ìèíèìóì ñîîò-

âåòñòâóþùåé �óíêöèè n ïåðåìåííûõ, òåì ñàìûì ìû ïîñòðîèì (ìèíè-

ìèçèðóþùóþ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëîìàíûõ y[n], n = 1, 2, . . ., êîòîðàÿ
â ïðåäåëå n→ ∞ ïðè íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèÿõ, íàëàãàåìûõ íà �óíê-

öèþ F (x, y, y′) (ñì. [1℄), äàñò ðåøåíèå âàðèàöèîííîé çàäà÷è.

Åñëè íå ñîâåðøàòü ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà, òî èç ñèñòåìû óðàâíåíèé

(129) ìîæíî îïðåäåëèòü èñêîìûå îðäèíàòû yk, k = 1, . . . , n − 1, è
òåì ñàìûì ïîëó÷èòü ëîìàíóþ, ÿâëÿþùóþñÿ ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì

âàðèàöèîííîé çàäà÷è.

Ïðèìåð 58. Íàéòè ýêñòðåìàëü �óíêöèîíàëà

J [y] =

1∫

0

((y′)2 + y2 + 2xy)dx, y(0) = 1, y(1) = 2.
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◮ Èíòåðâàë [0, 1] ðàçáèâàåòñÿ íà ïÿòü îòðåçêîâ:

y0 = y(0) = 1, y1 = y(0,2), y2 = y(0,4), y3 = y(0,6),

y4 = y(0,8), y5 = y(1) = 2.

Òåì ñàìûì ïîëó÷àåì ïðèáëèæåííóþ çàäà÷ó íà íàõîæäåíèå ýêñòðåìó-

ìà �óíêöèîíàëà

J [y[5]] = Φ(y1, y2, y3, y4) = 0,2
4∑

k=0

[(
yk+1 − yk

0,2

)2

+ y2k + 0,4kyk

]

,

êîòîðàÿ ðåøàåòñÿ ìåòîäàìè äè��åðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ:

∂Φ

∂y1
= −9,92 + 20,4y1 − 10y2 = 0,

∂Φ

∂y2
= 0,16− 10y1 + 20,4y2 − 10y3 = 0,

∂Φ

∂y3
= 0,24− 10y2 + 20,4y3 − 10y4 = 0,

∂Φ

∂y4
= −19,68− 10y3 + 20,4y4 = 0.

Íåòðóäíî íàéòè òî÷íîå ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé âàðèàöèîííîé çàäà-

÷è:

y(x) = −x+ chx− ch 1− 3

sh 1
sh x. (130)

Â ñëåäóþùåé òàáëèöå ñðàâíèâàþòñÿ yk, ïîëó÷åííûå íà îñíîâå ìå-

òîäà Ýéëåðà, ñ òî÷íûìè çíà÷åíèÿìè y(0,2 · k) (îêðóãëåííûìè äî ÷åò-

âåðòîãî çíàêà):

k 0 1 2 3 4 5

y(0,2 · k) 1,0000 1,0701 1,1909 1,3754 1,6389 2,0000

yk 1,0000 1,0697 1,1903 1,3747 1,6384 2,0000

◭

14.3 Ìåòîä �èòöà

Ïóñòü èùåòñÿ ìèíèìóì �óíêöèîíàëà J [y], çàäàííîãî íà ìíîæåñòâå
�óíêöèé D(J) èç ëèíåéíîãî íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà E.

�àññìîòðèì íåêîòîðóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �óíêöèé

ϕ1(x), ϕ2(x), . . . , ϕn(x), . . . (131)
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èç E òàêóþ, ÷òî êàê ñàìè �óíêöèè, òàê è èõ ëèíåéíûå êîìáèíàöèè

yn(x) =
n∑

k=1

αkϕk(x) = α1ϕ1(x) + · · ·αnϕn(x) (132)

ÿâëÿþòñÿ äîïóñòèìûìè äëÿ �óíêöèîíàëà J [y].
Ñèñòåìà {ϕk(x)}∞k=1, íàçûâàåìàÿ ñèñòåìîé êîîðäèíàòíûõ �óíê-

öèé, òàêîâà, ÷òî �óíêöèè ϕk(x) ëèíåéíî íåçàâèñèìû è îáðàçóþò â

ðàññìàòðèâàåìîì ïðîñòðàíñòâå ïîëíóþ ñèñòåìó �óíêöèé (ò.å. êàæ-

äàÿ �óíêöèÿ y(x) ∈ D(J) ìîæåò áûòü ïðèáëèæåíà ñ ëþáîé ñòåïåíüþ

òî÷íîñòè ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé �óíêöèé (132), ïðè÷åì ÷èñëî n çàâè-
ñèò îò òðåáóåìîé òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé).

Ïîñòàâèì çàäà÷ó: ïðè çàäàííîì n âûáðàòü êîý��èöèåíòû αk, k =
1, . . . , n, òàê, ÷òîáû çíà÷åíèå �óíêöèîíàëà íà �óíêöèè yn(x) áûëî êàê
ìîæíî ìåíüøå. Ýòî � çàäà÷à î íàõîæäåíèè ìèíèìóìà �óíêöèè îò n
ïåðåìåííûõ (êîòîðûìè ÿâëÿþòñÿ α1, . . . , αn).

Íà ëèíåéíûõ êîìáèíàöèÿõ (132) �óíêöèîíàë J [yn] ïðåâðàùàåòñÿ â
�óíêöèþ êîý��èöèåíòîâ α1, . . . , αn:

J [yn(x)] = Φn(α1, . . . , αn).

Ýòè êîý��èöèåíòû âûáèðàþòñÿ òàê, ÷òîáû �óíêöèÿ Φn(α1, . . . , αn)
äîñòèãàëà ýêñòðåìóìà. Ñëåäîâàòåëüíî êîý��èöèåíòû α1, . . . , αn
äîëæíû áûòü îïðåäåëåíû èç óñëîâèé ñòàöèîíàðíîñòè, ò.å. èç ñèñòåìû

∂Φn

∂α1
= 0,

∂Φn

∂α2
= 0, . . . ,

∂Φn

∂αn
= 0. (133)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè êàæäîì n ìû ïîëó÷èì ñîîòâåòñòâóþùèé ìèíè-

ìóì Jn = J [yn]. ßñíî, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè n ýòîò ìèíèìóì íå ìîæåò

âîçðàñòàòü, ò.å.

J1 ≥ J2 ≥ · · · ,
ïîñêîëüêó ñðåäè ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ïåðâûõ n+ 1 �óíêöèé ñîäåð-

æàòñÿ âñå ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ïåðâûõ n �óíêöèé.

�àññìîòðèì òåïåðü âîïðîñ î òîì, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ìîæíî óòâåð-

æäàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �óíêöèé y1(x), . . . , yn(x), . . . ìîæíî
ñ÷èòàòü ìèíèìèçèðóþùåé.

Òåîðåìà 28. Åñëè �óíêöèîíàë J [y] íåïðåðûâåí (â ñìûñëå ìåòðèêè

òîãî ïðîñòðàíñòâà, íà êîòîðîì îí ðàññìàòðèâàåòñÿ), à ñèñòåìà

�óíêöèé (131) � ïîëíàÿ, òî

lim
n→∞

Jn = inf
y∈D(J)

J [y].

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ìîæíî íàéòè â êíèãå [5℄.
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�àññìîòðèì ïðîñòåéøóþ âàðèàöèîííóþ çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè �óíê-

öèîíàëà

J [y] =

b∫

a

F (x, y, y′)dx (134)

íà ìíîæåñòâå íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìûõ �óíêöèé y(x)∈C1[a, b],
ïîä÷èíåííûõ ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

y(a) = A, y(b) = B. (135)

Òîãäà îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ �óíêöèîíàëà áóäåò ìíîæåñòâî

D(J) = {y(x)∈C1[a, b] : y(a) = A, y(b) = B}.
Ôóíêöèè ϕk(x) ïîäáèðàþòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ëèíåéíàÿ êîì-

áèíàöèÿ (132) óäîâëåòâîðÿëà ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì âàðèàöèîííîé çà-

äà÷è. Åñëè óñëîâèÿ íåîäíîðîäíû, òî ïðîùå âñåãî èñêàòü ðåøåíèå âà-

ðèàöèîííîé çàäà÷è â âèäå

yn(x) = ϕ0(x) +
n∑

k=1

αkϕk(x), (136)

ãäå

ϕ0(a) = A, ϕ0(b) = B,

ϕk(a) = ϕk(b) = 0, k = 1, 2, . . . .
(137)

Óñëîâèÿì (135), (137) óäîâëåòâîðÿåò, íàïðèìåð, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

�óíêöèé

ϕ0(x) = A+
B − A

b− a
(x− a),

ϕk(x) = (x− a)k(x− b), k = 1, 2, . . .

èëè

ϕk(x) = (x− a)(x− b)k, k = 1, 2, . . . .

Óñëîâèÿì (135), (137) óäîâëåòâîðÿåò òàêæå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ϕ0(x) = A+ (B − A) sin

(
π(x− a)

2(b− a)

)

,

ϕk(x) = sin

(

kπ
x− a

b− a

)

, k = 1, 2, . . . .

Íà �óíêöèÿõ (136) �óíêöèîíàë J [y] ïðåâðàùàåòñÿ â �óíêöèþ êî-

ý��èöèåíòîâ α1, . . . , αn: J [yn(x)] = Φn(α1, . . . , αn). Ñ ó÷åòîì íàéäåí-

íûõ èç óñëîâèé ñòàöèîíàðíîñòè (133) çíà÷åíèé αk = α⋆
k, k = 1, . . . , n
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ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå âàðèàöèîííîé çàäà÷è (134), (135) çàïèøåòñÿ â

âèäå

yn(x) = ϕ0(x) +
n∑

k=1

α⋆
kϕk(x).

Â îáùåì ñëó÷àå ìèíèìèçèðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yn(x)}, ïî-
ëó÷åííàÿ ìåòîäîì �èòöà, íå ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ, ò.å. ìîæåò íå ñòðå-

ìèòüñÿ ê �óíêöèè, ðåàëèçóþùåé ýêñòðåìóì â êëàññå äîïóñòèìûõ

�óíêöèé. Âîïðîñ îá óñëîâèè ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {yn(x)}
ê ðåøåíèþ âàðèàöèîííîé çàäà÷è ïîäëåæèò îòäåëüíîìó èññëåäîâàíèþ

(ñì. ðàáîòû [1, 9℄).

�àññìîòðèì �óíêöèîíàë âèäà (ñì. ïðèìåð 15)

J [y] =

b∫

a

[p(x)(y′)2 + q(x)y2 + 2r(x)y]dx, (138)

y(a) = A, y(b) = B. (139)

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 29. Ïóñòü â çàäà÷å (138), (139) âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

1) p(x) ≥ p0 > 0, p(x) ∈ C1[a, b];

2) q(x) ≥ 0, q(x), r(x) ∈ C[a, b];

3) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yn(x)} ÿâëÿåòñÿ ìèíèìèçèðóþùåé.

Òîãäà ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �óíêöèé áóäåò ñõîäÿùåéñÿ ðàâíîìåð-

íî íà [a, b] ê y⋆(x) � ðåøåíèþ çàäà÷è (138), (139).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ [1, 9℄.

Ïðèìåð 59. Íàéòè ýêñòðåìóì �óíêöèîíàëà

J [y] =

1∫

0

((y′)2 + y2 + 2xy)dx, y(0) = 1, y(1) = 2.

◮ Ïîëàãàåì ϕ0(x) = 1+x. Â êà÷åñòâå êîîðäèíàòíûõ �óíêöèé âûáåðåì

ϕk(x) = xk+1 − xk, k = 1, 2, . . . .

Ýòè �óíêöèè óäîâëåòâîðÿþò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

ϕk(0) = 0, ϕk(1) = 0.
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Ïóñòü n = 1. Èùåì ðåøåíèå âàðèàöèîííîé çàäà÷è â âèäå

y1(x) = 1 + x+ α1ϕ1(x) = 1 + x+ α1(x
2 − x).

Ïîäñòàíîâêà â èíòåãðàë äàåò

J [y1] = 5− 2

3
α1 +

11

30
α2
1 = Φ(α1).

Èç íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà �óíêöèè Φ(α1) íàéäåì çíà÷åíèå

êîý��èöèåíòà α1. Òîãäà �óíêöèÿ y1(x) çàïèøåòñÿ â âèäå

y1(x) = 1 +
1

11
x+

10

11
x2.

Ïóñòü n = 2. Òîãäà â ñîîòâåòñòâèè ñ (136) ïîëó÷èì

y2(x) = 1 + x+ α1ϕ1(x) + α2ϕ2(x) = 1 + x+ α1(x
2 − x) + α2(x

3 − x2).

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè y2(x) â �óíêöèîíàë è èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷èì

J [y2] = 5− 2

3
α1 +

11

30
α2
1 −

11

30
α2 +

11

30
α1α2 +

1

7
α2
2 = Φ(α1, α2).

Âîñïîëüçîâàâøèñü íåîáõîäèìûìè óñëîâèÿìè ýêñòðåìóìà �óíêöèè

Φ(α1, α2), íàõîäèì

∂Φ

∂α1
=

11

15
α1 +

11

30
α2 −

2

3
= 0,

∂Φ

∂α2
=

11

30
α1 +

2

7
α2 −

11

30
= 0.

�åøàÿ ñèñòåìó, ïîëó÷èì

α1 =
353

473
, α2 =

14

43
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèáëèæåííîå âûðàæåíèå y2(x) äëÿ ýêñòðåìàëè y(x)
èìååò âèä

y2(x) = 1 +
120

473
x+

199

473
x2 +

14

43
x3.

Ñðàâíèì ïîëó÷åííîå ìåòîäîì �èòöà ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå y2(x) è
òî÷íîå ðåøåíèå (130) âàðèàöèîííîé çàäà÷è ïðè íåêîòîðûõ àðãóìåíòàõ:

x 0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

y(x) 1,0000 1,0697 1,1903 1,3747 1,6384 2,0000

y1(x) 1,0000 1,0545 1,1818 1,3818 1,6546 2,0000

y2(x) 1,0000 1,0702 1,1896 1,3740 1,6389 2,0000

Èç òàáëèöû âèäíî, ÷òî çíà÷åíèÿ óæå âòîðîé èç �óíêöèé ìèíèìèçèðó-

þùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îòëè÷àþòñÿ îò çíà÷åíèé òî÷íîãî ðåøåíèÿ â

âûáðàííûõ òî÷êàõ îòðåçêà íå áîëåå ÷åì íà 7 · 10−4
. ◭
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