
Ðåøèòü ñèñòåìó íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé8>>>><
>>>>:

t2 � 6x + 2t _x = 0;

t3 _y = t4

y
+ 2yx;

x(�1) = 0; 5; y(�1) = 0:

Ðåøèòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñâåäåíèåì ê îä-

íîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ.
8<
:
_x = �4x� 5y + 3et;

_y = x + 2y:

Ïðåîáðàçîâàòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå y000+y00+y0� 3y =

1+t â ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé â íîðìàëüíîé ôîðìå. Ðåøèòü. Çàïèñàòü îáùåå ðåøåíèå

ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â âåêòîðíî-ìàòðè÷íîé

ôîðìå. Âûäåëèòü ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó ðåøåíèé.

Íàéòè ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ïåðâûå èíòåãðàëû ñèñòåìû äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Çàïèñàòü îáùèé èíòåãðàë èëè îáùåå

ðåøåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dx

x3 + 3xy2
=

dy

2y3
=

dz

2y2z
:

1.5.

1.6.

1.7.

1.8.

Âàðèàíò � 1

1.1. Ðåøèòü óðàâíåíèÿ, ïîíèçèâ èõ ïîðÿäîê

1. y′′ + 2xy′ = 0; 2. (y − 1)y′′ = 2(y′)2;

3.

1.2. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

y′′ +
1

4
y =

1

4
ctg

x

2
, y

(
π
)
= 2, y′

(
π
)
=

1

2

1.3. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå

1. y′′′ + 5y′′ + 7y′ + 3y = (16x+ 20)ex;

2. x2y′′ − 3xy′ + 3y = − lnx.

1.4. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, åñëè èçâåñòíî, ÷òî
÷àñòíîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî íàéòè â âèäå
y = eαx èëè y = xα èëè ìíîãî÷ëåíà y = xn + β1x

n−1 + · · ·+ βn

( ) ( ) xexyxyxxyx 352 3126 =++′+−′′ . 

xyy′′ − (x + 1)yy′ = xy′2, x �= 0.



Ðåøèòü íåëèíåéíóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìå-

òîäîì èíòåãðèðóåìûõ êîìáèíàöèé (ñ ïîìîùüþ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ

ñèñòåìû). 8>>>><
>>>>:

_x = x
2x+3y

;

_y = y
2x+3y

;

x(1) = y(1) = 1:

Íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïðè ýòîì äëÿ ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâó-

þùåé îäíîðîäíîé ñèñòåìû èñïîëüçîâàòü ìåòîä Ýéëåðà. Ðåøåíèå

íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû ïîäîáðàòü ïî âèäó âåêòîð-ôóíêöèè â ïðà-

âîé ÷àñòè íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû
8>>>><
>>>>:

_�!x =

0
@�2 1

�3 2

1
A�!x +

0
@�e

2t

6e2t

1
A ;

�!
x (0) = (�1

3
;�4

3
)T :

Ìåòîäîì Ýéëåðà ðåøèòü ñèñòåìó îäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé _�!x = A�!x , ãäå

A =

0
BBBB@

1 0 2

0 2 2

0 �1 0

1
CCCCA :

Ðåøèòü ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,

ïðèìåíÿÿ ìåòîä âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ.
8<
:
_x = �x� 2y � ctg t;

_y = x + y:

1.9.

1.10.

1.11.

1.12.

Ðåøèòü ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé _�!x = A�!x +B ïî ôîðìóëå Êîøè

�!
x (t) = �(t)

�!
C + �(t)

tZ

t0

��1(� )B(� )d�:

Çäåñü �(t) � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîðîä-

íîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
�!
C � âåêòîð êîíñòàíò

ïîäáèðàåìûé ïî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì.8>>>><
>>>>:

_�!x =

0
@ 0 1

�1 0

1
A�!x +

0
@ 1
3

1
A ;

�!
x (0) = (1; 0)T :

Ðåøèòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé _�!x = A�!x ñ

äàííîé ìàòðèöåé A , èìåþùåé êðàòíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.

A =

0
BBBBBBBB@

2 6 0 �15

1 1 0 �5

0 0 2 0

1 2 0 �6

1
CCCCCCCCA
:

1.13.

1.14.



Ðåøèòü ñèñòåìó íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
8>>>><
>>>>:

t2 _x2 + 3x2 = 4tx _x;

t _y � y = xt2et;

x(1) = 1; y(1) = �44e:

Ðåøèòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñâåäåíèåì ê îä-

íîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ.
8<
:
_x = �x + 4y + et;

_y = x + 2y:

Ïðåîáðàçîâàòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå y000+2y00+2y0 = 1+

e�t â ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé â íîðìàëüíîé ôîðìå. Ðåøèòü. Çàïèñàòü îáùåå ðåøåíèå

ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â âåêòîðíî-ìàòðè÷íîé

ôîðìå. Âûäåëèòü ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó ðåøåíèé.

Íàéòè ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ïåðâûå èíòåãðàëû ñèñòåìû äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Çàïèñàòü îáùèé èíòåãðàë èëè îáùåå

ðåøåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dx

x� y
=

dy

x + y
=

dz

z
:

2.5.

2.6.

2.7.

2.8.

Âàðèàíò � 2

2.1. Ðåøèòü óðàâíåíèÿ, ïîíèçèâ èõ ïîðÿäîê

1. xy′′ = y′ ln
y′

x
; 2. y′y′′′ = 2(y′′)2;

3.

2.2. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

y′′ + 3y′ + 2y =
e−x

2 + e−x
, y

(π
4

)
= y′

(π
4

)
= 0

2.3. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå

1. y′′′ − 64y′ = 128 cos x− 64e8x;

2. (2x+ 1)2y′′ − 2(2x+ 1)y′ + 4y = 0.

2.4. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, åñëè èçâåñòíî, ÷òî
÷àñòíîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî íàéòè â âèäå
y = eαx èëè y = xα èëè ìíîãî÷ëåíà y = xn + β1x

n−1 + · · ·+ βn

( )
1

313
3

−
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++′+−′′

x
exy

x
yxyx

x
 ( )1>x

yy′′ = (1 − x)y′2, y(1) = 1, y′(1) = 2.



Ðåøèòü íåëèíåéíóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìå-

òîäîì èíòåãðèðóåìûõ êîìáèíàöèé (ñ ïîìîùüþ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ

ñèñòåìû).
8>>>><
>>>>:

_x = x
x+y

;

_y = y

x+y
;

x(0) = y(0) = 1:

Íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïðè ýòîì äëÿ ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâó-

þùåé îäíîðîäíîé ñèñòåìû èñïîëüçîâàòü ìåòîä Ýéëåðà. Ðåøåíèå

íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû ïîäîáðàòü ïî âèäó âåêòîð-ôóíêöèè â ïðà-

âîé ÷àñòè íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû
8>>>><
>>>>:

_�!x =

0
@�1 5

�1 �5

1
A�!x +

0
@ �1
sin 2t

1
A ;

�!
x (0) = (�1;�1)T :

Ìåòîäîì Ýéëåðà ðåøèòü ñèñòåìó îäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé _�!x = A�!x , ãäå

A =

0
BBBB@

1 5 0

0 1 2

0 1 0

1
CCCCA :

2.9.

2.10.

2.11.

Ðåøèòü ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,

ïðèìåíÿÿ ìåòîä âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ.
8<
:
_x = x� y + 1

cos t
;

_y = 2x� y:

Ðåøèòü ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé _�!x = A�!x +B ïî ôîðìóëå Êîøè

�!
x (t) = �(t)

�!
C + �(t)

tZ

t0

��1(� )B(� )d�:

Çäåñü �(t) � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîðîä-

íîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
�!
C � âåêòîð êîíñòàíò

ïîäáèðàåìûé ïî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì.8>>>><
>>>>:

_�!x =

0
@�1 0

0 1

1
A�!x +

0
@ t
2

1
A ;

�!
x (0) = (1; 0)T :

Ðåøèòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé _�!x = A�!x ñ

äàííîé ìàòðèöåé A , èìåþùåé êðàòíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.

A =

0
BBBBBBBB@

3 0 2 �3

0 �1 0 0

4 0 10 �12

3 0 6 �7

1
CCCCCCCCA
:

2.12.

2.13.

2.14.



Ðåøèòü ñèñòåìó íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
8>>>>><
>>>>>:

t _x = x +
p
x2 + t2;

_y + 1�2t
t2
y = 4xe2=t

t2�4
;

x(2) = 0; y(2) = �4e:

Ðåøèòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñâåäåíèåì ê îä-

íîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ.
8<
:
_x = �x� 6y;

_y = x + 4y + cos t:

Ïðåîáðàçîâàòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå y000�3y00+3y0�y =

sin t â ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé â íîðìàëüíîé ôîðìå. Ðåøèòü. Çàïèñàòü îáùåå ðåøåíèå

ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â âåêòîðíî-ìàòðè÷íîé

ôîðìå. Âûäåëèòü ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó ðåøåíèé.

Íàéòè ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ïåðâûå èíòåãðàëû ñèñòåìû äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Çàïèñàòü îáùèé èíòåãðàë èëè îáùåå

ðåøåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dx

y(z � 1)
=

dy

x(z � 1)
=

dz

�xy:

3.5.

3.6.

3.7.

3.8.

Âàðèàíò � 3

3.1. Ðåøèòü óðàâíåíèÿ, ïîíèçèâ èõ ïîðÿäîê

1. yy′′ − y′(1 + y′) = 0; 2. y′′ = xy′ + y + 1;

3.

3.2. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

y′′ + 9y =
9

sin 3x
, y

(π
6

)
= 4, y′

(π
6

)
=

3π

2

3.3. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå

1. y′′′ + 4y′ = sh 4x;

2. x2y′′ − 6y = 12 ln x.

3.4. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, åñëè èçâåñòíî, ÷òî
÷àñòíîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî íàéòè â âèäå
y = eαx èëè y = xα èëè ìíîãî÷ëåíà y = xn + β1x

n−1 + · · ·+ βn

( ) ( ) ( ) xxeyxyxyx 3447223 −=++′++′′+  

yy′′ − y′2 + y2 sinx = 0.



Ðåøèòü íåëèíåéíóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìå-

òîäîì èíòåãðèðóåìûõ êîìáèíàöèé (ñ ïîìîùüþ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ

ñèñòåìû).

8>>>><
>>>>:

_x = x2 + xy;

_y = xy + y2;

x(1) = 1; y(1) = 2:

Íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïðè ýòîì äëÿ ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâó-

þùåé îäíîðîäíîé ñèñòåìû èñïîëüçîâàòü ìåòîä Ýéëåðà. Ðåøåíèå

íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû ïîäîáðàòü ïî âèäó âåêòîð-ôóíêöèè â ïðà-

âîé ÷àñòè íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû
8>>>><
>>>>:

_�!x =

0
@ 1 1

1 1

1
A�!x +

0
@ e

t

et

1
A ;

�!
x (0) = (1; 0)T :

Ìåòîäîì Ýéëåðà ðåøèòü ñèñòåìó îäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé _�!x = A�!x , ãäå

A =

0
BBBB@

5 5 �2

�1 1 �1

0 0 3

1
CCCCA :

3.9.

3.10.

3.11.

Ðåøèòü ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,

ïðèìåíÿÿ ìåòîä âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ.
8<
:
_x = 2x� 2y + et sin et;

_y = x� y + et sin et:

Ðåøèòü ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé _�!x = A�!x +B ïî ôîðìóëå Êîøè

�!
x (t) = �(t)

�!
C + �(t)

tZ

t0

��1(� )B(� )d�:

Çäåñü �(t) � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîðîä-

íîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
�!
C � âåêòîð êîíñòàíò

ïîäáèðàåìûé ïî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì.8>>>><
>>>>:

_�!x =

0
@ 4 5

1 0

1
A�!x +

0
@ 0

2t

1
A ;

�!
x (0) = (0; 0)T :

Ðåøèòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé _�!x = A�!x ñ

äàííîé ìàòðèöåé A , èìåþùåé êðàòíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.

A =

0
BBBBBBBB@

�1 0 0 0

0 0 3 3

0 �1 8 6

0 2 �14 �10

1
CCCCCCCCA
:

3.12.

3.13.

3.14.



Ðåøèòü ñèñòåìó íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
8>>>><
>>>>:

t2 _x2 + 2x2 = 3tx _x;

t _y = y + tetx;

x(1) = 1; y(1) = �2e:

Ðåøèòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñâåäåíèåì ê îä-

íîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ.

8<
:
_x = �x� 8y + cos 2t;

_y = x + 5y:

Ïðåîáðàçîâàòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå y000� y00 + y0� y =

3+t â ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé â íîðìàëüíîé ôîðìå. Ðåøèòü. Çàïèñàòü îáùåå ðåøåíèå

ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â âåêòîðíî-ìàòðè÷íîé

ôîðìå. Âûäåëèòü ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó ðåøåíèé.

Íàéòè ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ïåðâûå èíòåãðàëû ñèñòåìû äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Çàïèñàòü îáùèé èíòåãðàë èëè îáùåå

ðåøåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dx

z
=

dy

(x� z)2
=

dz

x
:

4.5.

4.6.

4.7.

4.8.

Âàðèàíò � 4

4.1. Ðåøèòü óðàâíåíèÿ, ïîíèçèâ èõ ïîðÿäîê

1. xy′′ − y′ = 0; 2. (y − 1)y′′ − 2(y′)2 = 0;

3.

4.2. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

y′′ − 3y′ + 2y =
1

1 + e−x
, y(0) = ln 14, y′(0) = ln 8

4.3. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå

1. y′′′ + 6y′′ + 9y′ = (16x+ 24)ex;

2. (x− 1)3y′′′ + (x− 1)y′ − y = 0;

4.4. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, åñëè èçâåñòíî, ÷òî
÷àñòíîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî íàéòè â âèäå
y = eαx èëè y = xα èëè ìíîãî÷ëåíà y = xn + β1x

n−1 + · · ·+ βn

( ) ( )
x

xyyxyxx
2

23 2222 +
=−′+′′+  ( )0>x . 

(yy′′ − y′2) sinx + y2 = (sin x− cos x)yy′, y
(

π

2

)
= y′

(
π

2

)
= 1.



Ðåøèòü íåëèíåéíóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìå-

òîäîì èíòåãðèðóåìûõ êîìáèíàöèé (ñ ïîìîùüþ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ

ñèñòåìû).

8>>>><
>>>>:

_xet = 1

y
;

_yet = 1

x
;

x(0) = y(0) = 1:

Íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïðè ýòîì äëÿ ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâó-

þùåé îäíîðîäíîé ñèñòåìû èñïîëüçîâàòü ìåòîä Ýéëåðà. Ðåøåíèå

íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû ïîäîáðàòü ïî âèäó âåêòîð-ôóíêöèè â ïðà-

âîé ÷àñòè íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû
8>>>><
>>>>:

_�!x =

0
@ 2 �1

1 0

1
A�!x +

0
@�2e�t

4

1
A ;

�!
x (0) = (1; 1)T :

Ìåòîäîì Ýéëåðà ðåøèòü ñèñòåìó îäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé _�!x = A�!x , ãäå

A =

0
BBBB@

5 �1 �2

0 �3 0

5 1 �1

1
CCCCA :

4.9.

4.10.

4.11.

Ðåøèòü ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,

ïðèìåíÿÿ ìåòîä âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ.
8<
:
_x = 4x� 3y + 2; 5e3t;

_y = 2x� y + e�3t:

Ðåøèòü ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé _�!x = A�!x +B ïî ôîðìóëå Êîøè

�!
x (t) = �(t)

�!
C + �(t)

tZ

t0

��1(� )B(� )d�:

Çäåñü �(t) � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîðîä-

íîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
�!
C � âåêòîð êîíñòàíò

ïîäáèðàåìûé ïî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì.8>>>><
>>>>:

_�!x =

0
@ 4 �5

0 �1

1
A�!x +

0
@ 0
4

1
A ;

�!
x (0) = (�1; 0)T :

Ðåøèòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé _�!x = A�!x ñ

äàííîé ìàòðèöåé A , èìåþùåé êðàòíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.

A =

0
BBBBBBBB@

6 6 �15 0

1 5 �5 0

1 2 �2 0

0 0 0 1

1
CCCCCCCCA
:

4.12.

4.13.

4.14.



Ðåøèòü ñèñòåìó íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
8>>>><
>>>>:

x dt = t dx + t dt;
xyty�1

t(1�ln t)dt + ty ln t dy = 0;

x(e) = 0; y(e) = 1:

Ðåøèòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñâåäåíèåì ê îä-

íîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ.

8<
:
_x = 2x + 2y � 2et;

_y = x + 3y + et:

. Ïðåîáðàçîâàòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå y000�3y00+4y0�2y =

2�t â ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé â íîðìàëüíîé ôîðìå. Ðåøèòü. Çàïèñàòü îáùåå ðåøåíèå

ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â âåêòîðíî-ìàòðè÷íîé

ôîðìå. Âûäåëèòü ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó ðåøåíèé.

Íàéòè ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ïåðâûå èíòåãðàëû ñèñòåìû äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Çàïèñàòü îáùèé èíòåãðàë èëè îáùåå

ðåøåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dx

y + z
=

dy

x
=

dz

x
:

5.5.

5.6.

5.7.

5.8.

Âàðèàíò � 5

5.1. Ðåøèòü óðàâíåíèÿ, ïîíèçèâ èõ ïîðÿäîê

1. (1 + x2)y′′ = 2xy′; 2. 2y(y′′ − 2y) = 3(y′)2;

3.

5.2. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

y′′ +
1

π2
y =

1

π2 cos(x/π)
, y

(π
3

)
= 2, y′

(π
3

)
= 0

5.3. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå

1. y′′′ − y′′ − 4y′ + 4y = (7x− 6)ex;

2. x2y′′ + xy′ + y = x.

5.4. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, åñëè èçâåñòíî, ÷òî
÷àñòíîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî íàéòè â âèäå
y = eαx èëè y = xα èëè ìíîãî÷ëåíà y = xn + β1x

n−1 + · · ·+ βn

( ) ( ) ( ) ( ) xe
x
xyxyxyx

1
43412151743

2

−
−

=−+′−+′′− , 
3
4

>x . 

yy′′ + yy′

x
− y′2 = 0.



Ðåøèòü íåëèíåéíóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìå-

òîäîì èíòåãðèðóåìûõ êîìáèíàöèé (ñ ïîìîùüþ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ

ñèñòåìû).
8>>>>><
>>>>>:

_x = 3y
2x�y

;

_y = 6x
2x�y

;

x(0) = 2; y(0) = 1:

Íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïðè ýòîì äëÿ ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâó-

þùåé îäíîðîäíîé ñèñòåìû èñïîëüçîâàòü ìåòîä Ýéëåðà. Ðåøåíèå

íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû ïîäîáðàòü ïî âèäó âåêòîð-ôóíêöèè â ïðà-

âîé ÷àñòè íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû
8>>>><
>>>>:

_�!x =

0
@ 5 5

�1 1

1
A�!x +

0
@�3 cos 3t

t

1
A ;

�!
x (0) = (0; 0)T :

Ìåòîäîì Ýéëåðà ðåøèòü ñèñòåìó îäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé _�!x = A�!x , ãäå

A =

0
BBBB@

�1 3 �1

�3 5 �1

�3 3 1

1
CCCCA :

5.9.

5.10.

5.11.

Ðåøèòü ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,

ïðèìåíÿÿ ìåòîä âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ.8><
>:
_x = �x + y + 4t2et

2

;

_y = x + y:

Ðåøèòü ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé _�!x = A�!x +B ïî ôîðìóëå Êîøè

�!
x (t) = �(t)

�!
C + �(t)

tZ

t0

��1(� )B(� )d�:

Çäåñü �(t) � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîðîä-

íîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
�!
C � âåêòîð êîíñòàíò

ïîäáèðàåìûé ïî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì.8>>>><
>>>>:

_�!x =

0
@ 0 1

4 0

1
A�!x +

0
@ e

t

0

1
A ;

�!
x (0) = (�1; 0)T :

Ðåøèòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé _�!x = A�!x ñ

äàííîé ìàòðèöåé A , èìåþùåé êðàòíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.

A =

0
BBBBBBBB@

1 0 1 �1

0 �2 0 0

�3 0 �3 3

�2 0 �2 2

1
CCCCCCCCA
:

5.12.

5.13.

5.14.



Ðåøèòü ñèñòåìó íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Ðåøèòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñâåäåíèåì ê îä-

íîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ.

8<
:
_x = 3x� 4y + t;

_y = 2x� 3y:

Ïðåîáðàçîâàòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå y000 � y00 + 9y0 �
9y = 1 � e2t â ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé â íîðìàëüíîé ôîðìå. Ðåøèòü. Çàïèñàòü îá-

ùåå ðåøåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â âåêòîðíî-

ìàòðè÷íîé ôîðìå. Âûäåëèòü ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó ðåøå-

íèé.

Íàéòè ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ïåðâûå èíòåãðàëû ñèñòåìû äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Çàïèñàòü îáùèé èíòåãðàë èëè îáùåå

ðåøåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dx

(z � y)2 =
dy

z
=
dz

y
:

6.5.

6.6.

6.7.

6.8.

Âàðèàíò � 6

6.1. Ðåøèòü óðàâíåíèÿ, ïîíèçèâ èõ ïîðÿäîê

1. x2y′′ + xy′ − 1 = 0; 2. xy′′ = 2yy′ − y′;

3.

6.2. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

y′′ + 4y′ + 4y = e−2x lnx, y(1) = 1, y′(1) = 3

6.3. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå

1. y′′′ − 3y′ − 2y = −4xex + sin 3x;

2. x2y′′ − xy′ + y = 2x.

6.4. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, åñëè èçâåñòíî, ÷òî
÷àñòíîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî íàéòè â âèäå
y = eαx èëè y = xα èëè ìíîãî÷ëåíà y = xn + β1x

n−1 + · · ·+ βn

( ) ( )
1

2851 2

4
22

+
=+′+−′′+

x
xy

x
yxyxx , 0>x . 

8>>>><
>>>>:

t _x = x +
p
x2 + t2;

_yt

t2+y2
= y2

t2+y2
� 2x

t2
;

x(1) = 0; y(1) = 0:
�1

x(yy′′ − y′2) = yy′ ln y

y′
, y(1) = y′(1) = 1.

anm
Карандаш

anm
Карандаш

anm
Карандаш



Ðåøèòü íåëèíåéíóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìå-

òîäîì èíòåãðèðóåìûõ êîìáèíàöèé (ñ ïîìîùüþ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ

ñèñòåìû). 8>>>><
>>>>:

_x = 2(x2 + y2);

_y = 4xy;

x(0) = y(0) = 1:

Íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïðè ýòîì äëÿ ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâó-

þùåé îäíîðîäíîé ñèñòåìû èñïîëüçîâàòü ìåòîä Ýéëåðà. Ðåøåíèå

íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû ïîäîáðàòü ïî âèäó âåêòîð-ôóíêöèè â ïðà-

âîé ÷àñòè íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû
8>>>><
>>>>:

_�!x =

0
@ 1 �5

2 �5

1
A�!x +

0
@ �t
cos 2t

1
A ;

�!
x (0) = (1; 0)T :

Ìåòîäîì Ýéëåðà ðåøèòü ñèñòåìó îäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé _�!x = A�!x , ãäå

A =

0
BBBB@

0 8 0

0 0 �2

2 8 �2

1
CCCCA :

6.9.

6.10.

6.11.

Ðåøèòü ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,

ïðèìåíÿÿ ìåòîä âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ.8<
:
_x = 2x� 5y + 4 sin t;

_y = x� 2y:

Ðåøèòü ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé _�!x = A�!x +B ïî ôîðìóëå Êîøè

�!
x (t) = �(t)

�!
C + �(t)

tZ

t0

��1(� )B(� )d�:

Çäåñü �(t) � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîðîä-

íîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
�!
C � âåêòîð êîíñòàíò

ïîäáèðàåìûé ïî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì.8>>>><
>>>>:

_�!x =

0
@ 0 2

�2 0

1
A�!x +

0
@ e

�t

0

1
A ;

�!
x (0) = (1;�1)T :

Ðåøèòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé _�!x = A�!x ñ

äàííîé ìàòðèöåé A , èìåþùåé êðàòíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.

A =

0
BBBBBBBB@

1 0 0 0

1 2 0 1

0 0 1 0

�1 0 0 1

1
CCCCCCCCA
:

6.12.

6.13.

6.14.



Ðåøèòü ñèñòåìó íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
8>>>><
>>>>:

t( _y � y) = (1 + t2)et;

x2 + (1� x) _x = 0;

x(1) = y(1) = e:

Ðåøèòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñâåäåíèåì ê îä-

íîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ.

8<
:
_x = 3x + y � sin 2t;

_y = x + 3y:

Ïðåîáðàçîâàòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå y000 � y00 � 9y0 +

9y = 1 � e2t â ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé â íîðìàëüíîé ôîðìå. Ðåøèòü. Çàïèñàòü îá-

ùåå ðåøåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â âåêòîðíî-

ìàòðè÷íîé ôîðìå. Âûäåëèòü ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó ðåøå-

íèé.

Íàéòè ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ïåðâûå èíòåãðàëû ñèñòåìû äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Çàïèñàòü îáùèé èíòåãðàë èëè îáùåå

ðåøåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dx

z � y
=

dy

x� z
=

dz

y � x
:

7.5.

7.6.

7.7.

7.8.

Âàðèàíò � 7

7.1. Ðåøèòü óðàâíåíèÿ, ïîíèçèâ èõ ïîðÿäîê

1. xy′′ =
√

1 + (y′)2; 2. yy′′ + (y′)2 = (y′)3;

3.

7.2. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

y′′ − 2y′ + y =
ex√
4− x2

, y(1) = 2, y′(1) = 1

7.3. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå

1. y′′′ − 4y′′ + 5y′ − 2y = 21e2x + cos 2x;

2. x2y′′ − 2xy′ + 2y = 2x3 − x.

7.4. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, åñëè èçâåñòíî, ÷òî
÷àñòíîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî íàéòè â âèäå
y = eαx èëè y = xα èëè ìíîãî÷ëåíà y = xn + β1x

n−1 + · · ·+ βn

( ) ( ) ( ) ( ) xe
x
xyxyxyx −

+
+

=++′++′′+
1
323610832

2
, 1−>x . 

xyy′′ + yy′ = xy′2 + y2, x �= 0.

�1

anm
Пишущая машинка
-1

anm
Подсвеченный

anm
Карандаш



Ðåøèòü íåëèíåéíóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìå-

òîäîì èíòåãðèðóåìûõ êîìáèíàöèé (ñ ïîìîùüþ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ

ñèñòåìû).
8>>>>>>>><
>>>>>>>>:

_x = z(x + z);

_y = �y(y + z);

_z = 0;

x(0) = y(0) = z(0) = 1:

Íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïðè ýòîì äëÿ ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâó-

þùåé îäíîðîäíîé ñèñòåìû èñïîëüçîâàòü ìåòîä Ýéëåðà. Ðåøåíèå

íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû ïîäîáðàòü ïî âèäó âåêòîð-ôóíêöèè â ïðà-

âîé ÷àñòè íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû
8>>>><
>>>>:

_�!x =

0
@ 5 �13
1 �1

1
A�!x +

0
@ e

�t

�2

1
A ;

�!
x (0) = (2; 2)T :

Ìåòîäîì Ýéëåðà ðåøèòü ñèñòåìó îäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé _�!x = A�!x , ãäå

A =

0
BBBB@

1 �3 0

0 1 1

0 2 0

1
CCCCA :

7.9.

7.10.

7.11.

Ðåøèòü ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,

ïðèìåíÿÿ ìåòîä âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ.
8<
:
_x = 3x� 2y;

_y = 2x� y + 15et
p
t:

Ðåøèòü ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé _�!x = A�!x +B ïî ôîðìóëå Êîøè

�!
x (t) = �(t)

�!
C + �(t)

tZ

t0

��1(� )B(� )d�:

Çäåñü �(t) � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîðîä-

íîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
�!
C � âåêòîð êîíñòàíò

ïîäáèðàåìûé ïî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì.
8>>>><
>>>>:

_�!x =

0
@ 0 1

1 2

1
A�!x +

0
@ t� 1

0

1
A ;

�!
x (0) = (0; 0)T :

Ðåøèòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé _�!x = A�!x ñ

äàííîé ìàòðèöåé A , èìåþùåé êðàòíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.

A =

0
BBBBBBBB@

4 �2 2 0

2 0 2 0

�1 1 1 0

0 0 0 2

1
CCCCCCCCA
:

7.12.

7.13.

7.14.



Ðåøèòü ñèñòåìó íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
8>>>>><
>>>>>:

t _x = x(1 + ln x
t );

t+y _yp
t2+y2

= xy
t3
et=2 � y

t2
;

x(1) = 1=
p
e; y(1) =

p
3:

Ðåøèòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñâåäåíèåì ê îä-

íîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ.

8<
:
_x = 4x + 9y + et;

_y = x + 4y + 4et:

Ïðåîáðàçîâàòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå y000 � 6y00 + 12y0 �
8y = cos t â ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé â íîðìàëüíîé ôîðìå. Ðåøèòü. Çàïèñàòü îá-

ùåå ðåøåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â âåêòîðíî-

ìàòðè÷íîé ôîðìå. Âûäåëèòü ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó ðåøå-

íèé.

Íàéòè ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ïåðâûå èíòåãðàëû ñèñòåìû äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Çàïèñàòü îáùèé èíòåãðàë èëè îáùåå

ðåøåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dx

z � 1
=

dy

(z � x)2
=

dz

x� 1
:

8.5.

8.6.

8.7.

8.8.

Âàðèàíò � 8

8.1. Ðåøèòü óðàâíåíèÿ, ïîíèçèâ èõ ïîðÿäîê

1. xy′′′ + y′′ = 1 + x; 2. yy′′ + (y′)2 = 1;

3.

8.2. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

y′′ + 4y =
1

sin2 x
, y(π/4) = 1, y′(π/4) = 2

8.3. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå

1. y′′′ − 4y′′ + 5y′ − 2y = 16e−x + sin 3x;

2. (x+ 1)3y′′′ + 2(x+ 1)2y′′ − (x+ 1)y′ + y = 0.

8.4. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, åñëè èçâåñòíî, ÷òî
÷àñòíîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî íàéòè â âèäå
y = eαx èëè y = xα èëè ìíîãî÷ëåíà y = xn + β1x

n−1 + · · ·+ βn

( ) ( )
2

4
22

1
28521

x

xyx
x

yxyxx
−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+′−+′′− , 10 << x . 

4xyy′′ − 4yy′ + y′2 = 0, y(−1) = 1, y′(−1) = −4.



Ðåøèòü íåëèíåéíóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìå-

òîäîì èíòåãðèðóåìûõ êîìáèíàöèé (ñ ïîìîùüþ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ

ñèñòåìû). 8>>>>>>>><
>>>>>>>>:

_x = x�y
z�t

;

_y = x�y
z�t ;

_z = x� y + 1;

x(1) = y(1) = 1; z(1) = 2:

Íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïðè ýòîì äëÿ ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâó-

þùåé îäíîðîäíîé ñèñòåìû èñïîëüçîâàòü ìåòîä Ýéëåðà. Ðåøåíèå

íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû ïîäîáðàòü ïî âèäó âåêòîð-ôóíêöèè â ïðà-

âîé ÷àñòè íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû
8>>>><
>>>>:

_�!x =

0
@�1 1

1 �1

1
A�!x +

0
@ e

t

et

1
A ;

�!
x (0) = (1; 1)T :

Ìåòîäîì Ýéëåðà ðåøèòü ñèñòåìó îäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé _�!x = A�!x , ãäå

A =

0
BBBB@

4 �6 0

5 �7 0

6 �9 4

1
CCCCA :

8.9.

8.10.

8.11.

Ðåøèòü ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,

ïðèìåíÿÿ ìåòîä âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ.
8><
>:
_x = 2x� 2y + et

1+et ;

_y = x� y:

Ðåøèòü ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé _�!x = A�!x +B ïî ôîðìóëå Êîøè

�!
x (t) = �(t)

�!
C + �(t)

tZ

t0

��1(� )B(� )d�:

Çäåñü �(t) � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîðîä-

íîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
�!
C � âåêòîð êîíñòàíò

ïîäáèðàåìûé ïî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì.
8>>>><
>>>>:

_�!x =

0
@ 0 1

2 1

1
A�!x +

0
@ 1� t

0

1
A ;

�!
x (0) = (0; 0)T :

Ðåøèòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé _�!x = A�!x ñ

äàííîé ìàòðèöåé A , èìåþùåé êðàòíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.

A =

0
BBBBBBBB@

�1 0 0 0

0 1 �3 4

0 4 �7 8

0 6 �7 7

1
CCCCCCCCA
:

8.12.

8.13.

8.14.



Ðåøèòü ñèñòåìó íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
8>>>>><
>>>>>:

_x + 2xt = 2te�t2;

tdy = xyet
2

t2
dt + ydy;

x(0) = 0; y(0) = 1:

Ðåøèòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñâåäåíèåì ê îä-

íîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ.

8<
:
_x = 4x� 2y � e�2t;

_y = x + y � cos 2t:

Ïðåîáðàçîâàòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå y000+y00+y0+y = t+

t2 â ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé â íîðìàëüíîé ôîðìå. Ðåøèòü. Çàïèñàòü îáùåå ðåøåíèå

ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â âåêòîðíî-ìàòðè÷íîé

ôîðìå. Âûäåëèòü ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó ðåøåíèé.

Íàéòè ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ïåðâûå èíòåãðàëû ñèñòåìû äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Çàïèñàòü îáùèé èíòåãðàë èëè îáùåå

ðåøåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dx

�y
=

dy

x
=

dz

10
:

9.5.

9.6.

9.7.

9.8.

Âàðèàíò � 9

9.1. Ðåøèòü óðàâíåíèÿ, ïîíèçèâ èõ ïîðÿäîê

1. (y′′)2 − 2y′y′′′ + 1 = 0; 2. xy′′ − y′ = x2yy′;

3.

9.2. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

y′′ − 2y′ + y =
ex

x2 + 1
, y(1) = e, y′(1) = 2e

9.3. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå

1. y′′′ − 7y′′ + 15y′ − 9y = xex + e2x;

2. (3x+ 2)2y′′ + 7(3x+ 2)y′ = −63x+ 18.

9.4. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, åñëè èçâåñòíî, ÷òî
÷àñòíîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî íàéòè â âèäå
y = eαx èëè y = xα èëè ìíîãî÷ëåíà y = xn + β1x

n−1 + · · ·+ βn

( ) ( ) xeyxyxxyx 222 221224 −=++′++′′ , 0>x . 

y2y′′′−3yy′y′′+2y′3+y3 sinx = 0.



Ðåøèòü íåëèíåéíóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìå-

òîäîì èíòåãðèðóåìûõ êîìáèíàöèé (ñ ïîìîùüþ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ

ñèñòåìû).
8>>>>>><
>>>>>>:

y0 = z2

z+y
;

z0 = y2

z+y
;

y(0) = 2; z(0) = 1:

Íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïðè ýòîì äëÿ ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâó-

þùåé îäíîðîäíîé ñèñòåìû èñïîëüçîâàòü ìåòîä Ýéëåðà. Ðåøåíèå

íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû ïîäîáðàòü ïî âèäó âåêòîð-ôóíêöèè â ïðà-

âîé ÷àñòè íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû8>>>><
>>>>:

_�!x =

0
@ 4 �5

1 �2

1
A�!x +

0
@ 4t� 1

t

1
A ;

�!
x (0) = (0; 0)T :

Ìåòîäîì Ýéëåðà ðåøèòü ñèñòåìó îäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé _�!x = A�!x , ãäå

A =

0
BBBB@

0 �1 1

0 0 1

�1 0 1

1
CCCCA :

Ðåøèòü ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,

ïðèìåíÿÿ ìåòîä âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ.
8<
:
_x = 3x� 4y + (2 + 6t)et;

_y = x� y + et:

9.9.

9.10.

9.11.

9.12.

Ðåøèòü ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé _�!x = A�!x +B ïî ôîðìóëå Êîøè

�!
x (t) = �(t)

�!
C + �(t)

tZ

t0

��1(� )B(� )d�:

Çäåñü �(t) � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîðîä-

íîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
�!
C � âåêòîð êîíñòàíò

ïîäáèðàåìûé ïî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì.
8>>>><
>>>>:

_�!x =

0
@ 0 4

1 0

1
A�!x +

0
@ 0

sin t

1
A ;

�!
x (0) = (1; 1)T :

Ðåøèòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé _�!x = A�!x ñ

äàííîé ìàòðèöåé A , èìåþùåé êðàòíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.

A =

0
BBBBBBBB@

6 �5 0 �3

3 �2 0 �2

0 0 1 0

2 �2 0 0

1
CCCCCCCCA
:

9.13.

9.14.



Ðåøèòü ñèñòåìó íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
8>>>><
>>>>:

_x = 2x� t2;

_y = 8txy
(t2�y2)(2t2+2t+1)

;

x(0) = 0; 25; y(0) = 1:

Ðåøèòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñâåäåíèåì ê îä-

íîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ.

8<
:
_x = �2x + 3y + e4t;

_y = 2x� y:

Ïðåîáðàçîâàòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå y000�y00+2y = 10+

e2t â ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé â íîðìàëüíîé ôîðìå. Ðåøèòü. Çàïèñàòü îáùåå ðåøåíèå

ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â âåêòîðíî-ìàòðè÷íîé

ôîðìå. Âûäåëèòü ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó ðåøåíèé.

Íàéòè ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ïåðâûå èíòåãðàëû ñèñòåìû äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Çàïèñàòü îáùèé èíòåãðàë èëè îáùåå

ðåøåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dx

x(y2 � z2)
=

dy

�y(x2 + z2)
=

dz

z(x2 + y2)
:

10.5.

10.6.

10.7.

10.8.

Âàðèàíò � 10

10.1. Ðåøèòü óðàâíåíèÿ, ïîíèçèâ èõ ïîðÿäîê

1. y′′′[1 + (y′)2] = 3y′(y′′)2; 2. y′′ tg y = 2(y′)2;

3.

10.2. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

y′′ − y′ = e2x cos(ex), y(1) = 1, y′(1) = 2

10.3. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå

1. y′′′ − 4y′′ + 3y′ = −4xex + 2 sin 2x;

2. x2y′′ − 4xy′ + 6y = 2x+
1

x
.

10.4. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, åñëè èçâåñòíî, ÷òî
÷àñòíîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî íàéòè â âèäå
y = eαx èëè y = xα èëè ìíîãî÷ëåíà y = xn + β1x

n−1 + · · ·+ βn

( ) ( ) xexyxyxxyx 3322 33223 −−=−+′−+′′ , 0>x . 

xyy′′ − 4xy′2 + 4yy′ = 0, y(1) = 1, y′(1) = 2.



Ðåøèòü íåëèíåéíóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìå-

òîäîì èíòåãðèðóåìûõ êîìáèíàöèé (ñ ïîìîùüþ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ

ñèñòåìû). 8>>>><
>>>>:

_x = x;

_y = 3y
x+3y ;

x(1) = y(1) = 1:

Íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïðè ýòîì äëÿ ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâó-

þùåé îäíîðîäíîé ñèñòåìû èñïîëüçîâàòü ìåòîä Ýéëåðà. Ðåøåíèå

íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû ïîäîáðàòü ïî âèäó âåêòîð-ôóíêöèè â ïðà-

âîé ÷àñòè íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû
8>>>><
>>>>:

_�!x =

0
@ 5 4

4 5

1
A�!x +

0
@ e

t

1

1
A ;

�!
x (0) = (17=18;�19=18)T :

Ìåòîäîì Ýéëåðà ðåøèòü ñèñòåìó îäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé _�!x = A�!x , ãäå

A =

0
BBBB@

2 2 �2

0 1 5

0 �1 �3

1
CCCCA :

10.9.

10.10.

10.11.

Ðåøèòü ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,

ïðèìåíÿÿ ìåòîä âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ.8<
:
_x = 2x� 3y + th t;

_y = x� 2y:

Ðåøèòü ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé _�!x = A�!x +B ïî ôîðìóëå Êîøè

�!
x (t) = �(t)

�!
C + �(t)

tZ

t0

��1(� )B(� )d�:

Çäåñü �(t) � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîðîä-

íîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
�!
C � âåêòîð êîíñòàíò

ïîäáèðàåìûé ïî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì.8>>>><
>>>>:

_�!x =

0
@ 0 �3

3 0

1
A�!x +

0
@�1
t

1
A ;

�!
x (0) = (0; 1)T :

Ðåøèòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé _�!x = A�!x ñ

äàííîé ìàòðèöåé A , èìåþùåé êðàòíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.

A =

0
BBBBBBBB@

4 �3 1 2

5 �8 5 4

6 �12 8 5

1 �3 2 2

1
CCCCCCCCA
:

10.11.

10.12.

10.13.



Ðåøèòü ñèñòåìó íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
8>>>><
>>>>:

t3dy = 2yxdt + t5 ln t dt;

t2 _x2 + 4x2 = 4tx _x;

x(1) = y(1) = 1:

Ðåøèòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñâåäåíèåì ê îä-

íîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ.

8<
:
_x = �4x� y + te4t;

_y = x� 4y + 2e4t:

Ïðåîáðàçîâàòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå y000+y00�2y = sin 3t

â ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-

íèé â íîðìàëüíîé ôîðìå. Ðåøèòü. Çàïèñàòü îáùåå ðåøåíèå ñèñòå-

ìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â âåêòîðíî-ìàòðè÷íîé ôîðìå.

Âûäåëèòü ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó ðåøåíèé.

Íàéòè ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ïåðâûå èíòåãðàëû ñèñòåìû äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Çàïèñàòü îáùèé èíòåãðàë èëè îáùåå

ðåøåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dx

z + 3
=

dy

�y =
dz

x + 3
:

11.5.

11.6.

11.7.

11.8.

Âàðèàíò � 11

11.1. Ðåøèòü óðàâíåíèÿ, ïîíèçèâ èõ ïîðÿäîê

1. xy′′′ + y′′ + x = 0; 2. yy′′ − (y′)2 =
yy′√
1 + x2

;

3.

11.2. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

y′′ − 2y′ + y =
ex

x
, y(1) = 1, y′(1) = 3

11.3. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå

1. y′′′ + y′′ − 2y′ = (6x+ 5)ex + sinx;

2. x4y′′′ + 2x3y′′ = 1.

11.4. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, åñëè èçâåñòíî, ÷òî
÷àñòíîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî íàéòè â âèäå
y = eαx èëè y = xα èëè ìíîãî÷ëåíà y = xn + β1x

n−1 + · · ·+ βn

( ) ( ) xeyxyxyx 4222 −=+−+′−+′′ . 

x2yy′′ = (xy′ + y)2, x �= 0.



Ðåøèòü íåëèíåéíóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìå-

òîäîì èíòåãðèðóåìûõ êîìáèíàöèé (ñ ïîìîùüþ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ

ñèñòåìû). 8>>>><
>>>>:

_x = 1� 1

y
;

_y = 1

x�y
;

x(0) = y(0) = 1:

Íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïðè ýòîì äëÿ ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâó-

þùåé îäíîðîäíîé ñèñòåìû èñïîëüçîâàòü ìåòîä Ýéëåðà. Ðåøåíèå

íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû ïîäîáðàòü ïî âèäó âåêòîð-ôóíêöèè â ïðà-

âîé ÷àñòè íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû
8>>>><
>>>>:

_�!x =

0
@ 3 1

1 3

1
A�!x +

0
@ et

�et
1
A ;

�!
x (0) = (2; 1)T :

Ìåòîäîì Ýéëåðà ðåøèòü ñèñòåìó îäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé _�!x = A�!x , ãäå

A =

0
BBBB@

6 0 �2

0 2 0

5 3 0

1
CCCCA :

11.9.

11.10.

11.11.

Ðåøèòü ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,

ïðèìåíÿÿ ìåòîä âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ.
8<
:
_x = y + tg t;

_y = �x:

Ðåøèòü ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé _�!x = A�!x +B ïî ôîðìóëå Êîøè

�!
x (t) = �(t)

�!
C + �(t)

tZ

t0

��1(� )B(� )d�:

Çäåñü �(t) � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîðîä-

íîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
�!
C � âåêòîð êîíñòàíò

ïîäáèðàåìûé ïî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì.
8>>>><
>>>>:

_�!x =

0
@�4 5

0 1

1
A�!x +

0
@ 0

t2

1
A ;

�!
x (0) = (0; 0)T :

Ðåøèòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé _�!x = A�!x ñ

äàííîé ìàòðèöåé A , èìåþùåé êðàòíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.

A =

0
BBBBBBBB@

�1 0 0 0

0 0 1 0

0 �4 4 0

0 �2 1 2

1
CCCCCCCCA
:

11.12.

11.13.

11.14.



Ðåøèòü ñèñòåìó íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
8>>>><
>>>>:

t2 _x + (1� 2t)x = ty exp(2
t
+ t� 1);

t _y = y ln y
t
;

x(1) = �e2; y(1) = 1:

Ðåøèòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñâåäåíèåì ê îä-

íîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ.

8<
:
_x = 2x� 4y + 2t;

_y = 4x� 2y:

Ïðåîáðàçîâàòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå y000+3y00�y0�3y =

1�t â ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé â íîðìàëüíîé ôîðìå. Ðåøèòü. Çàïèñàòü îáùåå ðåøåíèå

ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â âåêòîðíî-ìàòðè÷íîé

ôîðìå. Âûäåëèòü ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó ðåøåíèé.

Íàéòè ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ïåðâûå èíòåãðàëû ñèñòåìû äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Çàïèñàòü îáùèé èíòåãðàë èëè îáùåå

ðåøåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dx

2x� z
=

dy

y
=

dz

2z � x
:

12.5.

12.6.

12.7.

12.8.

Âàðèàíò � 12

12.1. Ðåøèòü óðàâíåíèÿ, ïîíèçèâ èõ ïîðÿäîê

1. y(4) cth 2x = 2y′′; 2. (1 + x2)y′′ + 2xy′ = x3;

3.

12.2. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

y′′ + y =
1

sinx
, y

(π
4

)
= 1. y′

(π
4

)
= 2

12.3. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå

1. y′′′ + y′′ + y′ + y = cos 2x+ (8x+ 4)ex;

3. x2y′′ + xy′ − y = − ln(x+ 1).

12.4. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, åñëè èçâåñòíî, ÷òî
÷àñòíîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî íàéòè â âèäå
y = eαx èëè y = xα èëè ìíîãî÷ëåíà y = xn + β1x

n−1 + · · ·+ βn

( ) ( ) xexyxyxxyx 2422 12324 −=++′+−′′ , 0>x . 

2xy2y′′ − 2xyy′2 + 2xy′3 = y′y2, y(1) = y′(1) = −1.



Ðåøèòü íåëèíåéíóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìå-

òîäîì èíòåãðèðóåìûõ êîìáèíàöèé (ñ ïîìîùüþ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ

ñèñòåìû). 8>>>><
>>>>:

_x = �1

y
;

_y = 1

x
;

x(0) = 1; y(0) = 2:

Íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïðè ýòîì äëÿ ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâó-

þùåé îäíîðîäíîé ñèñòåìû èñïîëüçîâàòü ìåòîä Ýéëåðà. Ðåøåíèå

íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû ïîäîáðàòü ïî âèäó âåêòîð-ôóíêöèè â ïðà-

âîé ÷àñòè íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû
8>>>><
>>>>:

_�!x =

0
@ 1 2

�2 �3

1
A�!x +

0
@ t2

�2t

1
A ;

�!
x (0) = (1;�1)T :

Ìåòîäîì Ýéëåðà ðåøèòü ñèñòåìó îäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé _�!x = A�!x , ãäå

A =

0
BBBB@

2 0 1

0 �3 0

5 4 0

1
CCCCA :

Ðåøèòü ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,

ïðèìåíÿÿ ìåòîä âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ.
8><
>:
_x = �4x� 2y + 2

et�1
;

_y = 6x + 3y � 3

et�1
:

12.9.

12.10.

12.11.

12.12.

Ðåøèòü ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé _�!x = A�!x +B ïî ôîðìóëå Êîøè

�!
x (t) = �(t)

�!
C + �(t)

tZ

t0

��1(� )B(� )d�:

Çäåñü �(t) � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîðîä-

íîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
�!
C � âåêòîð êîíñòàíò

ïîäáèðàåìûé ïî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì.8>>>><
>>>>:

_�!x =

0
@�4 �5

�1 0

1
A�!x +

0
@ 0

1 + t

1
A ;

�!
x (0) = (0; 0)T :

Ðåøèòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé _�!x = A�!x ñ

äàííîé ìàòðèöåé A , èìåþùåé êðàòíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.

A =

0
BBBBBBBB@

2 �1 0 2

5 �3 0 3

0 0 1 0

�1 0 0 �2

1
CCCCCCCCA
:

12.13.

12.14.



Ðåøèòü ñèñòåìó íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
8>>>><
>>>>:

_y = 4xy

t4
+ tg y

t
;

tdx = (t3 � x)dt;

x(1) = 0; 25; y(1) = �=2:

Ðåøèòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñâåäåíèåì ê îä-

íîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ.

8<
:
_x = �x + 3y;

_y = 3x� y + 3 sin 2t:

Ïðåîáðàçîâàòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå y000 � y00 � y0 +

y = et + e2t â ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé â íîðìàëüíîé ôîðìå. Ðåøèòü. Çàïèñàòü îá-

ùåå ðåøåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â âåêòîðíî-

ìàòðè÷íîé ôîðìå. Âûäåëèòü ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó ðåøå-

íèé.

Íàéòè ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ïåðâûå èíòåãðàëû ñèñòåìû äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Çàïèñàòü îáùèé èíòåãðàë èëè îáùåå

ðåøåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dx

2z � y
=

dy

x� 4z
=

dz

4y � 2x
:

13.5.

13.6.

13.7.

13.8.

Âàðèàíò � 13

13.1. Ðåøèòü óðàâíåíèÿ, ïîíèçèâ èõ ïîðÿäîê

1. (1 + x2)y′′ + 2xy′ = x2; 2. xyy′′ − x(y′)2 − yy′ = 0;

3.

13.2. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

y′′ + 3y′ + 2y =
1

ex + 1
, y(1) = 0,5, y′(1) = 2

13.3. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå

1. y′′′ − 4y′′ + 4y′ = sin x+ (x− 1)ex;

2. x4y(4) + 6x3y′′′ + 5x2y′′ − xy′ = x2.

13.4. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, åñëè èçâåñòíî, ÷òî
÷àñòíîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî íàéòè â âèäå
y = eαx èëè y = xα èëè ìíîãî÷ëåíà y = xn + β1x

n−1 + · · ·+ βn

( ) ( ) xeyxyxxyx =++′++′′ 124 22 , 0>x . 

xyy′′ − yy′ = 2xy′2, x �= 0.



Ðåøèòü íåëèíåéíóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìå-

òîäîì èíòåãðèðóåìûõ êîìáèíàöèé (ñ ïîìîùüþ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ

ñèñòåìû). 8>>>><
>>>>:

_x = 5(3� x� y);

_y = 7(3� x� y);

x(0) = y(0) = 0:

Íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïðè ýòîì äëÿ ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâó-

þùåé îäíîðîäíîé ñèñòåìû èñïîëüçîâàòü ìåòîä Ýéëåðà. Ðåøåíèå

íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû ïîäîáðàòü ïî âèäó âåêòîð-ôóíêöèè â ïðà-

âîé ÷àñòè íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû
8>>>><
>>>>:

_�!x =

0
@ 1 �2

�1 0

1
A�!x +

0
@ 0
t

1
A ;

�!
x (0) = (2; 0)T :

Ìåòîäîì Ýéëåðà ðåøèòü ñèñòåìó îäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé _�!x = A�!x , ãäå

A =

0
BBBB@

3 1 0

�5 �1 0

4 �2 1

1
CCCCA :

Ðåøèòü ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,

ïðèìåíÿÿ ìåòîä âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ.
8<
:
_x = �2x + 3(1 + t)et;

_y = x + y � et:

13.9.

13.10.

13.11.

13.12.

Ðåøèòü ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé _�!x = A�!x +B ïî ôîðìóëå Êîøè

�!
x (t) = �(t)

�!
C + �(t)

tZ

t0

��1(� )B(� )d�:

Çäåñü �(t) � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîðîä-

íîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
�!
C � âåêòîð êîíñòàíò

ïîäáèðàåìûé ïî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì.8>>>><
>>>>:

_�!x =

0
@ 0 9

�1 0

1
A�!x +

0
@ 1
t

1
A ;

�!
x (0) = (0; 0)T :

Ðåøèòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé _�!x = A�!x ñ

äàííîé ìàòðèöåé A , èìåþùåé êðàòíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.

A =

0
BBBBBBBB@

0 �2 3 2

1 1 �1 �1

0 0 2 0

1 �1 0 1

1
CCCCCCCCA
:

13.13.

13.14.



Ðåøèòü ñèñòåìó íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé8>>>><
>>>>:

t2 � 6x + 2t _x = 0;

t3 _y = t4

y
+ 2yx;

x(�1) = 0; 5; y(�1) = 0:

Ðåøèòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñâåäåíèåì ê îä-

íîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ.
8<
:
_x = �4x� 5y + 3et;

_y = x + 2y:

Ïðåîáðàçîâàòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå y000+y00+y0� 3y =

1+t â ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé â íîðìàëüíîé ôîðìå. Ðåøèòü. Çàïèñàòü îáùåå ðåøåíèå

ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â âåêòîðíî-ìàòðè÷íîé

ôîðìå. Âûäåëèòü ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó ðåøåíèé.

Íàéòè ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ïåðâûå èíòåãðàëû ñèñòåìû äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Çàïèñàòü îáùèé èíòåãðàë èëè îáùåå

ðåøåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dx

x3 + 3xy2
=

dy

2y3
=

dz

2y2z
:

14.5.

14.6.

14.7.

14.8.

Âàðèàíò � 14

14.1. Ðåøèòü óðàâíåíèÿ, ïîíèçèâ èõ ïîðÿäîê

1. y′′′ ctg 2x+ 2y′′ = 0; 2. xy′′ = 2yy′ − y′;

3.

14.2. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

x3(y′′ − y) = x2 − 2, y(2) = 2, y′(2) = 1

14.3. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå

1. y′′′ − 36y′ = sin x+ 2e6x;

2. (x+ 1)3y′′ + 3(x+ 1)2y′ + (x+ 1)y = 6 ln(x+ 1).

14.4. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, åñëè èçâåñòíî, ÷òî
÷àñòíîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî íàéòè â âèäå
y = eαx èëè y = xα èëè ìíîãî÷ëåíà y = xn + β1x

n−1 + · · ·+ βn

( ) ( ) ( ) 422 12324 xxyxyxxyx +−=−+′−+′′ , 0>x . 

(1− sin x)yy′′ + yy′ cos x = y′2, y(0) = 2, y′(0) = 1.



Ðåøèòü íåëèíåéíóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìå-

òîäîì èíòåãðèðóåìûõ êîìáèíàöèé (ñ ïîìîùüþ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ

ñèñòåìû). 8>>>><
>>>>:

_x = x
2x+3y

;

_y = y
2x+3y

;

x(1) = y(1) = 1:

Íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïðè ýòîì äëÿ ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâó-

þùåé îäíîðîäíîé ñèñòåìû èñïîëüçîâàòü ìåòîä Ýéëåðà. Ðåøåíèå

íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû ïîäîáðàòü ïî âèäó âåêòîð-ôóíêöèè â ïðà-

âîé ÷àñòè íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû
8>>>><
>>>>:

_�!x =

0
@�2 1

�3 2

1
A�!x +

0
@�e

2t

6e2t

1
A ;

�!
x (0) = (�1

3
;�4

3
)T :

Ìåòîäîì Ýéëåðà ðåøèòü ñèñòåìó îäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé _�!x = A�!x , ãäå

A =

0
BBBB@

1 0 2

0 2 2

0 �1 0

1
CCCCA :

Ðåøèòü ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,

ïðèìåíÿÿ ìåòîä âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ.
8<
:
_x = �x� 2y � ctg t;

_y = x + y:

14.9.

14.10.

14.11.

14.12.

Ðåøèòü ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé _�!x = A�!x +B ïî ôîðìóëå Êîøè

�!
x (t) = �(t)

�!
C + �(t)

tZ

t0

��1(� )B(� )d�:

Çäåñü �(t) � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîðîä-

íîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
�!
C � âåêòîð êîíñòàíò

ïîäáèðàåìûé ïî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì.8>>>><
>>>>:

_�!x =

0
@ 0 1

�1 0

1
A�!x +

0
@ 1
3

1
A ;

�!
x (0) = (1; 0)T :

Ðåøèòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé _�!x = A�!x ñ

äàííîé ìàòðèöåé A , èìåþùåé êðàòíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.

A =

0
BBBBBBBB@

2 6 0 �15

1 1 0 �5

0 0 2 0

1 2 0 �6

1
CCCCCCCCA
:

14.13.

14.14.



Ðåøèòü ñèñòåìó íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
8>>>><
>>>>:

t2 _x2 + 3x2 = 4tx _x;

t _y � y = xt2et;

x(1) = 1; y(1) = �44e:

Ðåøèòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñâåäåíèåì ê îä-

íîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ.
8<
:
_x = �x + 4y + et;

_y = x + 2y:

Ïðåîáðàçîâàòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå y000+2y00+2y0 = 1+

e�t â ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé â íîðìàëüíîé ôîðìå. Ðåøèòü. Çàïèñàòü îáùåå ðåøåíèå

ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â âåêòîðíî-ìàòðè÷íîé

ôîðìå. Âûäåëèòü ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó ðåøåíèé.

Íàéòè ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ïåðâûå èíòåãðàëû ñèñòåìû äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Çàïèñàòü îáùèé èíòåãðàë èëè îáùåå

ðåøåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dx

x� y
=

dy

x + y
=

dz

z
:

15.5.

15.6.

15.7.

15.8.

Âàðèàíò � 15

15.1. Ðåøèòü óðàâíåíèÿ, ïîíèçèâ èõ ïîðÿäîê

1. xy′′′ + y′′ = x+ 1; 2. 3(y′)2 = 4yy′′ + y2;

3.

15.2. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

y′′ + y =
1

sinx
, y

(π
4

)
= 1, y′

(π
4

)
= 2

15.3. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå

1. y(4) + 2y′′′ + y′′ = 2− 3x2;

2. x2y′′ + xy′ − y =
x

(x+ 1)2
.

15.4. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, åñëè èçâåñòíî, ÷òî
÷àñòíîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî íàéòè â âèäå
y = eαx èëè y = xα èëè ìíîãî÷ëåíà y = xn + β1x

n−1 + · · ·+ βn

( ) xeyyxyx 33332 −−=+′++′′ , 0>x . 

yy′′ + yy′ tg x + 2y′2 = 0.



Ðåøèòü íåëèíåéíóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìå-

òîäîì èíòåãðèðóåìûõ êîìáèíàöèé (ñ ïîìîùüþ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ

ñèñòåìû).
8>>>><
>>>>:

_x = x
x+y

;

_y = y

x+y
;

x(0) = y(0) = 1:

Íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïðè ýòîì äëÿ ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâó-

þùåé îäíîðîäíîé ñèñòåìû èñïîëüçîâàòü ìåòîä Ýéëåðà. Ðåøåíèå

íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû ïîäîáðàòü ïî âèäó âåêòîð-ôóíêöèè â ïðà-

âîé ÷àñòè íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû
8>>>><
>>>>:

_�!x =

0
@�1 5

�1 �5

1
A�!x +

0
@ �1
sin 2t

1
A ;

�!
x (0) = (�1;�1)T :

Ìåòîäîì Ýéëåðà ðåøèòü ñèñòåìó îäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé _�!x = A�!x , ãäå

A =

0
BBBB@

1 5 0

0 1 2

0 1 0

1
CCCCA :

15.9.

15.10.

15.11.

Ðåøèòü ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,

ïðèìåíÿÿ ìåòîä âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ.
8<
:
_x = x� y + 1

cos t
;

_y = 2x� y:

Ðåøèòü ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé _�!x = A�!x +B ïî ôîðìóëå Êîøè

�!
x (t) = �(t)

�!
C + �(t)

tZ

t0

��1(� )B(� )d�:

Çäåñü �(t) � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîðîä-

íîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
�!
C � âåêòîð êîíñòàíò

ïîäáèðàåìûé ïî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì.8>>>><
>>>>:

_�!x =

0
@�1 0

0 1

1
A�!x +

0
@ t
2

1
A ;

�!
x (0) = (1; 0)T :

Ðåøèòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé _�!x = A�!x ñ

äàííîé ìàòðèöåé A , èìåþùåé êðàòíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.

A =

0
BBBBBBBB@

3 0 2 �3

0 �1 0 0

4 0 10 �12

3 0 6 �7

1
CCCCCCCCA
:

15.12.

15.13.

15.14.



Ðåøèòü ñèñòåìó íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
8>>>>><
>>>>>:

t _x = x +
p
x2 + t2;

_y + 1�2t
t2
y = 4xe2=t

t2�4
;

x(2) = 0; y(2) = �4e:

Ðåøèòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñâåäåíèåì ê îä-

íîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ.
8<
:
_x = �x� 6y;

_y = x + 4y + cos t:

Ïðåîáðàçîâàòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå y000�3y00+3y0�y =

sin t â ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé â íîðìàëüíîé ôîðìå. Ðåøèòü. Çàïèñàòü îáùåå ðåøåíèå

ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â âåêòîðíî-ìàòðè÷íîé

ôîðìå. Âûäåëèòü ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó ðåøåíèé.

Íàéòè ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ïåðâûå èíòåãðàëû ñèñòåìû äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Çàïèñàòü îáùèé èíòåãðàë èëè îáùåå

ðåøåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dx

y(z � 1)
=

dy

x(z � 1)
=

dz

�xy:

16.5.

16.6.

16.7.

16.8.

Âàðèàíò � 16

16.1. Ðåøèòü óðàâíåíèÿ, ïîíèçèâ èõ ïîðÿäîê

1. yy′′ − y′(1 + y′) = 0; 2. y′′ = xy′ + y + 1;

3.

16.2. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

y′′ + 4y′ + 4y = e−2x lnx, y(1) = 1, y′(1) = 3

16.3. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå

1. y′′′ + 6y′′ + 9y′ = (x+ 1)e2x + cosx;

2. x3y′′ − x2y′ + 3xy + 16 ln x = 0.

16.4. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, åñëè èçâåñòíî, ÷òî
÷àñòíîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî íàéòè â âèäå
y = eαx èëè y = xα èëè ìíîãî÷ëåíà y = xn + β1x

n−1 + · · ·+ βn

( ) ( ) xeyxyxyx −=++′++′′ 4212 , 0>x . 

y2(y′′ − y′) = y′2(y − 2xy′), y(1) = y′(1) = e.



Ðåøèòü íåëèíåéíóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìå-

òîäîì èíòåãðèðóåìûõ êîìáèíàöèé (ñ ïîìîùüþ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ

ñèñòåìû).

8>>>><
>>>>:

_x = x2 + xy;

_y = xy + y2;

x(1) = 1; y(1) = 2:

Íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïðè ýòîì äëÿ ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâó-

þùåé îäíîðîäíîé ñèñòåìû èñïîëüçîâàòü ìåòîä Ýéëåðà. Ðåøåíèå

íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû ïîäîáðàòü ïî âèäó âåêòîð-ôóíêöèè â ïðà-

âîé ÷àñòè íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû
8>>>><
>>>>:

_�!x =

0
@ 1 1

1 1

1
A�!x +

0
@ e

t

et

1
A ;

�!
x (0) = (1; 0)T :

Ìåòîäîì Ýéëåðà ðåøèòü ñèñòåìó îäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé _�!x = A�!x , ãäå

A =

0
BBBB@

5 5 �2

�1 1 �1

0 0 3

1
CCCCA :

16.9.

16.10.

16.11.

Ðåøèòü ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,

ïðèìåíÿÿ ìåòîä âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ.
8<
:
_x = 2x� 2y + et sin et;

_y = x� y + et sin et:

Ðåøèòü ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé _�!x = A�!x +B ïî ôîðìóëå Êîøè

�!
x (t) = �(t)

�!
C + �(t)

tZ

t0

��1(� )B(� )d�:

Çäåñü �(t) � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîðîä-

íîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
�!
C � âåêòîð êîíñòàíò

ïîäáèðàåìûé ïî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì.8>>>><
>>>>:

_�!x =

0
@ 4 5

1 0

1
A�!x +

0
@ 0

2t

1
A ;

�!
x (0) = (0; 0)T :

Ðåøèòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé _�!x = A�!x ñ

äàííîé ìàòðèöåé A , èìåþùåé êðàòíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.

A =

0
BBBBBBBB@

�1 0 0 0

0 0 3 3

0 �1 8 6

0 2 �14 �10

1
CCCCCCCCA
:

16.12.

16.13.

16.14.



Ðåøèòü ñèñòåìó íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
8>>>><
>>>>:

t2 _x2 + 2x2 = 3tx _x;

t _y = y + tetx;

x(1) = 1; y(1) = �2e:

Ðåøèòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñâåäåíèåì ê îä-

íîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ.

8<
:
_x = �x� 8y + cos 2t;

_y = x + 5y:

Ïðåîáðàçîâàòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå y000� y00 + y0� y =

3+t â ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé â íîðìàëüíîé ôîðìå. Ðåøèòü. Çàïèñàòü îáùåå ðåøåíèå

ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â âåêòîðíî-ìàòðè÷íîé

ôîðìå. Âûäåëèòü ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó ðåøåíèé.

Íàéòè ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ïåðâûå èíòåãðàëû ñèñòåìû äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Çàïèñàòü îáùèé èíòåãðàë èëè îáùåå

ðåøåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dx

z
=

dy

(x� z)2
=

dz

x
:

17.5.

17.6.

17.7.

17.8.

Âàðèàíò � 17

17.1. Ðåøèòü óðàâíåíèÿ, ïîíèçèâ èõ ïîðÿäîê

1. (1 + x2)y′′ = 2xy′; 2. 2y(y′′ − 2y) = 3(y′)2;

3.

17.2. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

y′′ − 2y′ + y =
ex√
4− x2

, y(0) = 2, y′(0) = 1

17.3. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå

1. y(5) + y(4) = x+ e−2x;

2. x2y′′ + xy′ + 4y = x+ 1.

17.4. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, åñëè èçâåñòíî, ÷òî
÷àñòíîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî íàéòè â âèäå
y = eαx èëè y = xα èëè ìíîãî÷ëåíà y = xn + β1x

n−1 + · · ·+ βn

( ) ( ) ( ) 034699232 22424 =−+′−+−′′− yxyxxxyxx  3
2

x
⎛ ⎞

>⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

yy′′ + yy′ tg x = 2y′2.



Ðåøèòü íåëèíåéíóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìå-

òîäîì èíòåãðèðóåìûõ êîìáèíàöèé (ñ ïîìîùüþ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ

ñèñòåìû).

8>>>><
>>>>:

_xet = 1

y
;

_yet = 1

x
;

x(0) = y(0) = 1:

Íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïðè ýòîì äëÿ ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâó-

þùåé îäíîðîäíîé ñèñòåìû èñïîëüçîâàòü ìåòîä Ýéëåðà. Ðåøåíèå

íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû ïîäîáðàòü ïî âèäó âåêòîð-ôóíêöèè â ïðà-

âîé ÷àñòè íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû
8>>>><
>>>>:

_�!x =

0
@ 2 �1

1 0

1
A�!x +

0
@�2e�t

4

1
A ;

�!
x (0) = (1; 1)T :

Ìåòîäîì Ýéëåðà ðåøèòü ñèñòåìó îäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé _�!x = A�!x , ãäå

A =

0
BBBB@

5 �1 �2

0 �3 0

5 1 �1

1
CCCCA :

17.9.

17.10.

17.11.

Ðåøèòü ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,

ïðèìåíÿÿ ìåòîä âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ.
8<
:
_x = 4x� 3y + 2; 5e3t;

_y = 2x� y + e�3t:

Ðåøèòü ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé _�!x = A�!x +B ïî ôîðìóëå Êîøè

�!
x (t) = �(t)

�!
C + �(t)

tZ

t0

��1(� )B(� )d�:

Çäåñü �(t) � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîðîä-

íîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
�!
C � âåêòîð êîíñòàíò

ïîäáèðàåìûé ïî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì.8>>>><
>>>>:

_�!x =

0
@ 4 �5

0 �1

1
A�!x +

0
@ 0
4

1
A ;

�!
x (0) = (�1; 0)T :

Ðåøèòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé _�!x = A�!x ñ

äàííîé ìàòðèöåé A , èìåþùåé êðàòíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.

A =

0
BBBBBBBB@

6 6 �15 0

1 5 �5 0

1 2 �2 0

0 0 0 1

1
CCCCCCCCA
:

17.12.

17.13.

17.14.



Ðåøèòü ñèñòåìó íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
8>>>><
>>>>:

x dt = t dx + t dt;
xyty�1

t(1�ln t)dt + ty ln t dy = 0;

x(e) = 0; y(e) = 1:

Ðåøèòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñâåäåíèåì ê îä-

íîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ.

8<
:
_x = 2x + 2y � 2et;

_y = x + 3y + et:

. Ïðåîáðàçîâàòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå y000�3y00+4y0�2y =

2�t â ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé â íîðìàëüíîé ôîðìå. Ðåøèòü. Çàïèñàòü îáùåå ðåøåíèå

ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â âåêòîðíî-ìàòðè÷íîé

ôîðìå. Âûäåëèòü ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó ðåøåíèé.

Íàéòè ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ïåðâûå èíòåãðàëû ñèñòåìû äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Çàïèñàòü îáùèé èíòåãðàë èëè îáùåå

ðåøåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dx

y + z
=

dy

x
=

dz

x
:

18.5.

18.6.

18.7.

18.8.

Âàðèàíò � 18

18.1. Ðåøèòü óðàâíåíèÿ, ïîíèçèâ èõ ïîðÿäîê

1. x2y′′ + xy′ − 1 = 0; 2. xy′′ = 2yy′ − y′;

3.

18.2. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

y′′ + y =
1

sinx
, y

(π
4

)
= 1, y′

(π
4

)
= 2

18.3. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå

1. y′′′ − 25y′ = 25(sin 5x+ cos 5x)− 50e5x;

2. x2y′′ + xy′ + y = ln x2.

18.4. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, åñëè èçâåñòíî, ÷òî
÷àñòíîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî íàéòè â âèäå
y = eαx èëè y = xα èëè ìíîãî÷ëåíà y = xn + β1x

n−1 + · · ·+ βn

( ) ( ) 011 222 =−+′++′′ yxyxxyx  ( )0>x . 

xyy′′ + x(2 ln x− 1)y′2 = yy′, y(1) = 1, y′(1) = −2.



Ðåøèòü íåëèíåéíóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìå-

òîäîì èíòåãðèðóåìûõ êîìáèíàöèé (ñ ïîìîùüþ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ

ñèñòåìû).

8>>>>><
>>>>>:

_x = 3y
2x�y

;

_y = 6x
2x�y

;

x(0) = 2; y(0) = 1:

Íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïðè ýòîì äëÿ ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâó-

þùåé îäíîðîäíîé ñèñòåìû èñïîëüçîâàòü ìåòîä Ýéëåðà. Ðåøåíèå

íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû ïîäîáðàòü ïî âèäó âåêòîð-ôóíêöèè â ïðà-

âîé ÷àñòè íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû
8>>>><
>>>>:

_�!x =

0
@ 5 5

�1 1

1
A�!x +

0
@�3 cos 3t

t

1
A ;

�!
x (0) = (0; 0)T :

Ìåòîäîì Ýéëåðà ðåøèòü ñèñòåìó îäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé _�!x = A�!x , ãäå

A =

0
BBBB@

�1 3 �1

�3 5 �1

�3 3 1

1
CCCCA :

18.9.

18.10.

18.11.

Ðåøèòü ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,

ïðèìåíÿÿ ìåòîä âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ.8><
>:
_x = �x + y + 4t2et

2

;

_y = x + y:

Ðåøèòü ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé _�!x = A�!x +B ïî ôîðìóëå Êîøè

�!
x (t) = �(t)

�!
C + �(t)

tZ

t0

��1(� )B(� )d�:

Çäåñü �(t) � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîðîä-

íîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
�!
C � âåêòîð êîíñòàíò

ïîäáèðàåìûé ïî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì.8>>>><
>>>>:

_�!x =

0
@ 0 1

4 0

1
A�!x +

0
@ e

t

0

1
A ;

�!
x (0) = (�1; 0)T :

Ðåøèòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé _�!x = A�!x ñ

äàííîé ìàòðèöåé A , èìåþùåé êðàòíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.

A =

0
BBBBBBBB@

1 0 1 �1

0 �2 0 0

�3 0 �3 3

�2 0 �2 2

1
CCCCCCCCA
:

18.12.

18.13.

18.14.



Ðåøèòü ñèñòåìó íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Ðåøèòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñâåäåíèåì ê îä-

íîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ.

8<
:
_x = 3x� 4y + t;

_y = 2x� 3y:

Ïðåîáðàçîâàòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå y000 � y00 + 9y0 �
9y = 1 � e2t â ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé â íîðìàëüíîé ôîðìå. Ðåøèòü. Çàïèñàòü îá-

ùåå ðåøåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â âåêòîðíî-

ìàòðè÷íîé ôîðìå. Âûäåëèòü ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó ðåøå-

íèé.

Íàéòè ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ïåðâûå èíòåãðàëû ñèñòåìû äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Çàïèñàòü îáùèé èíòåãðàë èëè îáùåå

ðåøåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dx

(z � y)2 =
dy

z
=
dz

y
:

19.5.

19.6.

19.7.

19.8.

Âàðèàíò � 19

19.1. Ðåøèòü óðàâíåíèÿ, ïîíèçèâ èõ ïîðÿäîê

1. xy′′ = y′ ln
y′

x
; 2. yy′′ + (y′)2 = 1;

3.

19.2. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

y′′ + 3y′ + 2y =
1

ex + 1
, y(1) = 0,5, y′(1) = 2

19.3. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå

1. y(4) − 3y′′′ + 3y′′ − y′ = e2x − 3 + x;

2. (x+ 10)2y′′′ − 2(x+ 10)y′′ = 0.

19.4. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, åñëè èçâåñòíî, ÷òî
÷àñòíîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî íàéòè â âèäå
y = eαx èëè y = xα èëè ìíîãî÷ëåíà y = xn + β1x

n−1 + · · ·+ βn

( ) ( ) 0213213 2223 =++′+−′′ yxxyxxyx  ( )0>x . 

yy′′ − yy′

x + 1
= 2y′2.

8>>>><
>>>>:

t _x = x +
p
x2 + t2;

_yt

t2+y2
= y2

t2+y2
� 2x

t2
;

x(1) = 0; y(1) = 0:
�1



Ðåøèòü íåëèíåéíóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìå-

òîäîì èíòåãðèðóåìûõ êîìáèíàöèé (ñ ïîìîùüþ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ

ñèñòåìû). 8>>>><
>>>>:

_x = 2(x2 + y2);

_y = 4xy;

x(0) = y(0) = 1:

Íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïðè ýòîì äëÿ ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâó-

þùåé îäíîðîäíîé ñèñòåìû èñïîëüçîâàòü ìåòîä Ýéëåðà. Ðåøåíèå

íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû ïîäîáðàòü ïî âèäó âåêòîð-ôóíêöèè â ïðà-

âîé ÷àñòè íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû
8>>>><
>>>>:

_�!x =

0
@ 1 �5

2 �5

1
A�!x +

0
@ �t
cos 2t

1
A ;

�!
x (0) = (1; 0)T :

Ìåòîäîì Ýéëåðà ðåøèòü ñèñòåìó îäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé _�!x = A�!x , ãäå

A =

0
BBBB@

0 8 0

0 0 �2

2 8 �2

1
CCCCA :

19.9.

19.10.

19.11.

Ðåøèòü ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,

ïðèìåíÿÿ ìåòîä âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ.8<
:
_x = 2x� 5y + 4 sin t;

_y = x� 2y:

Ðåøèòü ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé _�!x = A�!x +B ïî ôîðìóëå Êîøè

�!
x (t) = �(t)

�!
C + �(t)

tZ

t0

��1(� )B(� )d�:

Çäåñü �(t) � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîðîä-

íîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
�!
C � âåêòîð êîíñòàíò

ïîäáèðàåìûé ïî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì.8>>>><
>>>>:

_�!x =

0
@ 0 2

�2 0

1
A�!x +

0
@ e

�t

0

1
A ;

�!
x (0) = (1;�1)T :

Ðåøèòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé _�!x = A�!x ñ

äàííîé ìàòðèöåé A , èìåþùåé êðàòíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.

A =

0
BBBBBBBB@

1 0 0 0

1 2 0 1

0 0 1 0

�1 0 0 1

1
CCCCCCCCA
:

19.12.

19.13.

19.14.



Ðåøèòü ñèñòåìó íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Ðåøèòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñâåäåíèåì ê îä-

íîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ.

8<
:
_x = 3x + y � sin 2t;

_y = x + 3y:

Ïðåîáðàçîâàòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå y000 � y00 � 9y0 +

9y = 1 � e2t â ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé â íîðìàëüíîé ôîðìå. Ðåøèòü. Çàïèñàòü îá-

ùåå ðåøåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â âåêòîðíî-

ìàòðè÷íîé ôîðìå. Âûäåëèòü ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó ðåøå-

íèé.

Íàéòè ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ïåðâûå èíòåãðàëû ñèñòåìû äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Çàïèñàòü îáùèé èíòåãðàë èëè îáùåå

ðåøåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dx

z � y
=

dy

x� z
=

dz

y � x
:

20.5.

20.6.

20.7.

20.8.

Âàðèàíò � 20

20.1. Ðåøèòü óðàâíåíèÿ, ïîíèçèâ èõ ïîðÿäîê

1. y′′′ = (y′′)2; 2. (y′′)2 − 2y′y′′′ + 1 = 0;

3.

20.2. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

y′′ + 9y =
9

sin 3x
, y

(π
6

)
= 4, y′

(π
6

)
=

3π

2

20.3. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå

1. y′′′ − 13y′′ + 12y′ = 18x2 − 39;

2. x2y′′ − 4xy′ + 6y = −x2 + 1

x
.

20.4. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, åñëè èçâåñòíî, ÷òî
÷àñòíîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî íàéòè â âèäå
y = eαx èëè y = xα èëè ìíîãî÷ëåíà y = xn + β1x

n−1 + · · ·+ βn

( ) ( ) ( ) 024222 222 =++−′−+−′′+ yxxyxxxyxx  ( )0>x . 

xyy′′ + (1 + x2)yy′ + xy2 = xy′2, y(1) = 1, y′(1) = −1.

8>>>><
>>>>:

t( _y � y) = (1 + t2)et;

x2 + (1� x) _x = 0;

x(1) = y(1) = e:�1



Ðåøèòü íåëèíåéíóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìå-

òîäîì èíòåãðèðóåìûõ êîìáèíàöèé (ñ ïîìîùüþ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ

ñèñòåìû).

8>>>>>>>><
>>>>>>>>:

_x = z(x + z);

_y = �y(y + z);

_z = 0;

x(0) = y(0) = z(0) = 1:

Íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïðè ýòîì äëÿ ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâó-

þùåé îäíîðîäíîé ñèñòåìû èñïîëüçîâàòü ìåòîä Ýéëåðà. Ðåøåíèå

íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû ïîäîáðàòü ïî âèäó âåêòîð-ôóíêöèè â ïðà-

âîé ÷àñòè íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû
8>>>><
>>>>:

_�!x =

0
@ 5 �13
1 �1

1
A�!x +

0
@ e

�t

�2

1
A ;

�!
x (0) = (2; 2)T :

Ìåòîäîì Ýéëåðà ðåøèòü ñèñòåìó îäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé _�!x = A�!x , ãäå

A =

0
BBBB@

1 �3 0

0 1 1

0 2 0

1
CCCCA :

20.9.

20.10.

20.11.

Ðåøèòü ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,

ïðèìåíÿÿ ìåòîä âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ.
8<
:
_x = 3x� 2y;

_y = 2x� y + 15et
p
t:

Ðåøèòü ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé _�!x = A�!x +B ïî ôîðìóëå Êîøè

�!
x (t) = �(t)

�!
C + �(t)

tZ

t0

��1(� )B(� )d�:

Çäåñü �(t) � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîðîä-

íîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
�!
C � âåêòîð êîíñòàíò

ïîäáèðàåìûé ïî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì.
8>>>><
>>>>:

_�!x =

0
@ 0 1

1 2

1
A�!x +

0
@ t� 1

0

1
A ;

�!
x (0) = (0; 0)T :

Ðåøèòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé _�!x = A�!x ñ

äàííîé ìàòðèöåé A , èìåþùåé êðàòíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.

A =

0
BBBBBBBB@

4 �2 2 0

2 0 2 0

�1 1 1 0

0 0 0 2

1
CCCCCCCCA
:

20.12.

20.13.

20.14.



Ðåøèòü ñèñòåìó íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
8>>>>><
>>>>>:

t _x = x(1 + ln x
t );

t+y _yp
t2+y2

= xy
t3
et=2 � y

t2
;

x(1) = 1=
p
e; y(1) =

p
3:

Ðåøèòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñâåäåíèåì ê îä-

íîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ.

8<
:
_x = 4x + 9y + et;

_y = x + 4y + 4et:

Ïðåîáðàçîâàòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå y000 � 6y00 + 12y0 �
8y = cos t â ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé â íîðìàëüíîé ôîðìå. Ðåøèòü. Çàïèñàòü îá-

ùåå ðåøåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â âåêòîðíî-

ìàòðè÷íîé ôîðìå. Âûäåëèòü ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó ðåøå-

íèé.

Íàéòè ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ïåðâûå èíòåãðàëû ñèñòåìû äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Çàïèñàòü îáùèé èíòåãðàë èëè îáùåå

ðåøåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dx

z � 1
=

dy

(z � x)2
=

dz

x� 1
:

21.5.

21.6.

21.7.

21.8.

Âàðèàíò � 21

21.1. Ðåøèòü óðàâíåíèÿ, ïîíèçèâ èõ ïîðÿäîê

1. x2y′′ + xy′ − 1 = 0; 2. xy′′ = 2yy′ − y′;

3.

21.2. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

y′′ + 4y′ + 4y = e−2x lnx, y(1) = 1, y′(1) = 3

21.3. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå

1. y′′′ − 3y′ − 2y = −4xex + sin 3x;

2. x2y′′ − xy′ + y = 2x.

21.4. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, åñëè èçâåñòíî, ÷òî
÷àñòíîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî íàéòè â âèäå
y = eαx èëè y = xα èëè ìíîãî÷ëåíà y = xn + β1x

n−1 + · · ·+ βn

( ) ( ) xexyxyxxyx 352 3126 =++′+−′′ . 

xyy′′ + 2xy′2 = 2yy′, x �= 0.



Ðåøèòü íåëèíåéíóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìå-

òîäîì èíòåãðèðóåìûõ êîìáèíàöèé (ñ ïîìîùüþ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ

ñèñòåìû). 8>>>>>>>><
>>>>>>>>:

_x = x�y
z�t ;

_y = x�y
z�t ;

_z = x� y + 1;

x(1) = y(1) = 1; z(1) = 2:

Íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïðè ýòîì äëÿ ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâó-

þùåé îäíîðîäíîé ñèñòåìû èñïîëüçîâàòü ìåòîä Ýéëåðà. Ðåøåíèå

íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû ïîäîáðàòü ïî âèäó âåêòîð-ôóíêöèè â ïðà-

âîé ÷àñòè íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû
8>>>><
>>>>:

_�!x =

0
@�1 1

1 �1

1
A�!x +

0
@ e

t

et

1
A ;

�!
x (0) = (1; 1)T :

Ìåòîäîì Ýéëåðà ðåøèòü ñèñòåìó îäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé _�!x = A�!x , ãäå

A =

0
BBBB@

4 �6 0

5 �7 0

6 �9 4

1
CCCCA :

21.9.

21.10.

21.11.

Ðåøèòü ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,

ïðèìåíÿÿ ìåòîä âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ.
8><
>:
_x = 2x� 2y + et

1+et ;

_y = x� y:

Ðåøèòü ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé _�!x = A�!x +B ïî ôîðìóëå Êîøè

�!
x (t) = �(t)

�!
C + �(t)

tZ

t0

��1(� )B(� )d�:

Çäåñü �(t) � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîðîä-

íîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
�!
C � âåêòîð êîíñòàíò

ïîäáèðàåìûé ïî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì.
8>>>><
>>>>:

_�!x =

0
@ 0 1

2 1

1
A�!x +

0
@ 1� t

0

1
A ;

�!
x (0) = (0; 0)T :

Ðåøèòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé _�!x = A�!x ñ

äàííîé ìàòðèöåé A , èìåþùåé êðàòíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.

A =

0
BBBBBBBB@

�1 0 0 0

0 1 �3 4

0 4 �7 8

0 6 �7 7

1
CCCCCCCCA
:

21.12.

21.13.

21.14.



Ðåøèòü ñèñòåìó íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
8>>>>><
>>>>>:

_x + 2xt = 2te�t2;

tdy = xyet
2

t2
dt + ydy;

x(0) = 0; y(0) = 1:

Ðåøèòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñâåäåíèåì ê îä-

íîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ.

8<
:
_x = 4x� 2y � e�2t;

_y = x + y � cos 2t:

Ïðåîáðàçîâàòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå y000+y00+y0+y = t+

t2 â ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé â íîðìàëüíîé ôîðìå. Ðåøèòü. Çàïèñàòü îáùåå ðåøåíèå

ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â âåêòîðíî-ìàòðè÷íîé

ôîðìå. Âûäåëèòü ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó ðåøåíèé.

Íàéòè ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ïåðâûå èíòåãðàëû ñèñòåìû äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Çàïèñàòü îáùèé èíòåãðàë èëè îáùåå

ðåøåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dx

�y
=

dy

x
=

dz

10
:

22.5.

22.6.

22.7.

22.8.

Âàðèàíò � 22

22.1. Ðåøèòü óðàâíåíèÿ, ïîíèçèâ èõ ïîðÿäîê

1. y′′′[1 + (y′)2] = 3y′(y′′)2; 2. y′′ tg y = 2(y′)2;

3.

22.2. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

y′′ − y′ = e2x cos(ex), y(1) = 1, y′(1) = 2

22.3. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå

1. y′′′ − 4y′′ + 3y′ = −4xex + 2 sin 2x;

2. x2y′′ − 4xy′ + 6y = 2x+
1

x
.

22.4. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, åñëè èçâåñòíî, ÷òî
÷àñòíîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî íàéòè â âèäå
y = eαx èëè y = xα èëè ìíîãî÷ëåíà y = xn + β1x

n−1 + · · ·+ βn

( ) ( ) xeyxyxxyx 22 224 −=−+′−−′′ . 

y2y′′ − 3

2
x2y2y′ + 3

8
x2y′3 − yy′2 = 0, y(1) = 1, y′(1) = −2.



Ðåøèòü íåëèíåéíóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìå-

òîäîì èíòåãðèðóåìûõ êîìáèíàöèé (ñ ïîìîùüþ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ

ñèñòåìû).
8>>>>>><
>>>>>>:

y0 = z2

z+y
;

z0 = y2

z+y
;

y(0) = 2; z(0) = 1:

Íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïðè ýòîì äëÿ ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâó-

þùåé îäíîðîäíîé ñèñòåìû èñïîëüçîâàòü ìåòîä Ýéëåðà. Ðåøåíèå

íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû ïîäîáðàòü ïî âèäó âåêòîð-ôóíêöèè â ïðà-

âîé ÷àñòè íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû8>>>><
>>>>:

_�!x =

0
@ 4 �5

1 �2

1
A�!x +

0
@ 4t� 1

t

1
A ;

�!
x (0) = (0; 0)T :

Ìåòîäîì Ýéëåðà ðåøèòü ñèñòåìó îäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé _�!x = A�!x , ãäå

A =

0
BBBB@

0 �1 1

0 0 1

�1 0 1

1
CCCCA :

Ðåøèòü ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,

ïðèìåíÿÿ ìåòîä âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ.
8<
:
_x = 3x� 4y + (2 + 6t)et;

_y = x� y + et:

22.9.

22.10.

22.11.

22.12.

Ðåøèòü ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé _�!x = A�!x +B ïî ôîðìóëå Êîøè

�!
x (t) = �(t)

�!
C + �(t)

tZ

t0

��1(� )B(� )d�:

Çäåñü �(t) � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîðîä-

íîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
�!
C � âåêòîð êîíñòàíò

ïîäáèðàåìûé ïî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì.
8>>>><
>>>>:

_�!x =

0
@ 0 4

1 0

1
A�!x +

0
@ 0

sin t

1
A ;

�!
x (0) = (1; 1)T :

Ðåøèòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé _�!x = A�!x ñ

äàííîé ìàòðèöåé A , èìåþùåé êðàòíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.

A =

0
BBBBBBBB@

6 �5 0 �3

3 �2 0 �2

0 0 1 0

2 �2 0 0

1
CCCCCCCCA
:

22.13.

22.14.



Ðåøèòü ñèñòåìó íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
8>>>>><
>>>>>:

_x + 2xt = 2te�t2;

tdy = xyet
2

t2
dt + ydy;

x(0) = 0; y(0) = 1:

Ðåøèòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñâåäåíèåì ê îä-

íîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ.

8<
:
_x = 4x� 2y � e�2t;

_y = x + y � cos 2t:

Ïðåîáðàçîâàòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå y000+y00+y0+y = t+

t2 â ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé â íîðìàëüíîé ôîðìå. Ðåøèòü. Çàïèñàòü îáùåå ðåøåíèå

ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â âåêòîðíî-ìàòðè÷íîé

ôîðìå. Âûäåëèòü ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó ðåøåíèé.

Íàéòè ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ïåðâûå èíòåãðàëû ñèñòåìû äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Çàïèñàòü îáùèé èíòåãðàë èëè îáùåå

ðåøåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dx

�y
=

dy

x
=

dz

10
:

23.5.

23.6.

23.7.

23.8.

Âàðèàíò � 23

23.1. Ðåøèòü óðàâíåíèÿ, ïîíèçèâ èõ ïîðÿäîê

1. (y′′)2 − 2y′y′′′ + 1 = 0; 2. xy′′ − y′ = x2yy′;

3.

23.2. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

y′′ − 2y′ + y =
ex

x2 + 1
, y(1) = e, y′(1) = 2e

23.3. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå

1. y′′′ − 7y′′ + 15y′ − 9y = xex + e2x;

2. (3x+ 2)2y′′ + 7(3x+ 2)y′ = −63x+ 18.

23.4. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, åñëè èçâåñòíî, ÷òî
÷àñòíîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî íàéòè â âèäå
y = eαx èëè y = xα èëè ìíîãî÷ëåíà y = xn + β1x

n−1 + · · ·+ βn

( ) ( ) xexyxyxxyx 242 264 =++′+−′′ . 

xyy′′ + xy′2 + yy′ = 0, x �= 0.



Ðåøèòü íåëèíåéíóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìå-

òîäîì èíòåãðèðóåìûõ êîìáèíàöèé (ñ ïîìîùüþ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ

ñèñòåìû).
8>>>>>><
>>>>>>:

y0 = z2

z+y
;

z0 = y2

z+y
;

y(0) = 2; z(0) = 1:

Íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïðè ýòîì äëÿ ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâó-

þùåé îäíîðîäíîé ñèñòåìû èñïîëüçîâàòü ìåòîä Ýéëåðà. Ðåøåíèå

íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû ïîäîáðàòü ïî âèäó âåêòîð-ôóíêöèè â ïðà-

âîé ÷àñòè íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû8>>>><
>>>>:

_�!x =

0
@ 4 �5

1 �2

1
A�!x +

0
@ 4t� 1

t

1
A ;

�!
x (0) = (0; 0)T :

Ìåòîäîì Ýéëåðà ðåøèòü ñèñòåìó îäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé _�!x = A�!x , ãäå

A =

0
BBBB@

0 �1 1

0 0 1

�1 0 1

1
CCCCA :

Ðåøèòü ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,

ïðèìåíÿÿ ìåòîä âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ.
8<
:
_x = 3x� 4y + (2 + 6t)et;

_y = x� y + et:

23.9.

23.10.

23.11.

23.12.

Ðåøèòü ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé _�!x = A�!x +B ïî ôîðìóëå Êîøè

�!
x (t) = �(t)

�!
C + �(t)

tZ

t0

��1(� )B(� )d�:

Çäåñü �(t) � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîðîä-

íîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
�!
C � âåêòîð êîíñòàíò

ïîäáèðàåìûé ïî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì.
8>>>><
>>>>:

_�!x =

0
@ 0 4

1 0

1
A�!x +

0
@ 0

sin t

1
A ;

�!
x (0) = (1; 1)T :

Ðåøèòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé _�!x = A�!x ñ

äàííîé ìàòðèöåé A , èìåþùåé êðàòíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.

A =

0
BBBBBBBB@

6 �5 0 �3

3 �2 0 �2

0 0 1 0

2 �2 0 0

1
CCCCCCCCA
:

23.13.

23.14.



Ðåøèòü ñèñòåìó íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
8>>>><
>>>>:

t2 _x2 + 3x2 = 4tx _x;

t _y � y = xt2et;

x(1) = 1; y(1) = �44e:

Ðåøèòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñâåäåíèåì ê îä-

íîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ.
8<
:
_x = �x + 4y + et;

_y = x + 2y:

Ïðåîáðàçîâàòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå y000+2y00+2y0 = 1+

e�t â ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé â íîðìàëüíîé ôîðìå. Ðåøèòü. Çàïèñàòü îáùåå ðåøåíèå

ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â âåêòîðíî-ìàòðè÷íîé

ôîðìå. Âûäåëèòü ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó ðåøåíèé.

Íàéòè ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ïåðâûå èíòåãðàëû ñèñòåìû äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Çàïèñàòü îáùèé èíòåãðàë èëè îáùåå

ðåøåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dx

x� y
=

dy

x + y
=

dz

z
:

24.5.

24.6.

24.7.

24.8.

Âàðèàíò � 24

24.1. Ðåøèòü óðàâíåíèÿ, ïîíèçèâ èõ ïîðÿäîê

1. xy′′ = y′ ln
y′

x
; 2. y′y′′′ = 2(y′′)2;

3.

24.2. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

y′′ + 3y′ + 2y =
e−x

2 + e−x
, y

(π
4

)
= y′

(π
4

)
= 0

24.3. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå

1. y′′′ − 64y′ = 128 cos x− 64e8x;

2. (2x+ 1)2y′′ − 2(2x+ 1)y′ + 4y = 0.

24.4. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, åñëè èçâåñòíî, ÷òî
÷àñòíîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî íàéòè â âèäå
y = eαx èëè y = xα èëè ìíîãî÷ëåíà y = xn + β1x

n−1 + · · ·+ βn

( ) ( )
x

eyxyxxyx
x3

2 366
−

=−+′−−′′ . 

x2y′′ + 2x2yy′ + 2xy2 − 2y = 0, y(1) = 2, y′(1) = 0,



Ðåøèòü íåëèíåéíóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìå-

òîäîì èíòåãðèðóåìûõ êîìáèíàöèé (ñ ïîìîùüþ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ

ñèñòåìû).
8>>>><
>>>>:

_x = x
x+y

;

_y = y

x+y
;

x(0) = y(0) = 1:

Íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïðè ýòîì äëÿ ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâó-

þùåé îäíîðîäíîé ñèñòåìû èñïîëüçîâàòü ìåòîä Ýéëåðà. Ðåøåíèå

íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû ïîäîáðàòü ïî âèäó âåêòîð-ôóíêöèè â ïðà-

âîé ÷àñòè íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû
8>>>><
>>>>:

_�!x =

0
@�1 5

�1 �5

1
A�!x +

0
@ �1
sin 2t

1
A ;

�!
x (0) = (�1;�1)T :

Ìåòîäîì Ýéëåðà ðåøèòü ñèñòåìó îäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé _�!x = A�!x , ãäå

A =

0
BBBB@

1 5 0

0 1 2

0 1 0

1
CCCCA :

24.9.

24.10.

24.11.

Ðåøèòü ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,

ïðèìåíÿÿ ìåòîä âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ.
8<
:
_x = x� y + 1

cos t
;

_y = 2x� y:

Ðåøèòü ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé _�!x = A�!x +B ïî ôîðìóëå Êîøè

�!
x (t) = �(t)

�!
C + �(t)

tZ

t0

��1(� )B(� )d�:

Çäåñü �(t) � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîðîä-

íîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
�!
C � âåêòîð êîíñòàíò

ïîäáèðàåìûé ïî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì.8>>>><
>>>>:

_�!x =

0
@�1 0

0 1

1
A�!x +

0
@ t
2

1
A ;

�!
x (0) = (1; 0)T :

Ðåøèòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé _�!x = A�!x ñ

äàííîé ìàòðèöåé A , èìåþùåé êðàòíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.

A =

0
BBBBBBBB@

3 0 2 �3

0 �1 0 0

4 0 10 �12

3 0 6 �7

1
CCCCCCCCA
:

24.12.

24.13.

24.14.



Ðåøèòü ñèñòåìó íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
8>>>><
>>>>:

t2 _x + (1� 2t)x = ty exp(2
t
+ t� 1);

t _y = y ln y
t
;

x(1) = �e2; y(1) = 1:

Ðåøèòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñâåäåíèåì ê îä-

íîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ.

8<
:
_x = 2x� 4y + 2t;

_y = 4x� 2y:

Ïðåîáðàçîâàòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå y000+3y00�y0�3y =

1�t â ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé â íîðìàëüíîé ôîðìå. Ðåøèòü. Çàïèñàòü îáùåå ðåøåíèå

ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â âåêòîðíî-ìàòðè÷íîé

ôîðìå. Âûäåëèòü ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó ðåøåíèé.

Íàéòè ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ïåðâûå èíòåãðàëû ñèñòåìû äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Çàïèñàòü îáùèé èíòåãðàë èëè îáùåå

ðåøåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dx

2x� z
=

dy

y
=

dz

2z � x
:

25.5.

25.6.

25.7.

25.8.

Âàðèàíò � 25

25.1. Ðåøèòü óðàâíåíèÿ, ïîíèçèâ èõ ïîðÿäîê

1. y(4) cth 2x = 2y′′; 2. (1 + x2)y′′ + 2xy′ = x3;

3.

25.2. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

y′′ + y =
1

sinx
, y

(π
4

)
= 1. y′

(π
4

)
= 2

25.3. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå

1. y′′′ + y′′ + y′ + y = cos 2x+ (8x+ 4)ex;

3. x2y′′ + xy′ − y = − ln(x+ 1).

25.4. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, åñëè èçâåñòíî, ÷òî
÷àñòíîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî íàéòè â âèäå
y = eαx èëè y = xα èëè ìíîãî÷ëåíà y = xn + β1x

n−1 + · · ·+ βn

( ) +′+−′′ yxxxxxxy cossin2sin2 ( )+ yxxx cossin2  xx 24 sin−= , π<< x0 . 

y2y′′ − yy′(y′ + y

x
) + 4

x
y′3 = 0.



Ðåøèòü íåëèíåéíóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìå-

òîäîì èíòåãðèðóåìûõ êîìáèíàöèé (ñ ïîìîùüþ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ

ñèñòåìû). 8>>>><
>>>>:

_x = �1

y
;

_y = 1

x
;

x(0) = 1; y(0) = 2:

Íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïðè ýòîì äëÿ ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâó-

þùåé îäíîðîäíîé ñèñòåìû èñïîëüçîâàòü ìåòîä Ýéëåðà. Ðåøåíèå

íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû ïîäîáðàòü ïî âèäó âåêòîð-ôóíêöèè â ïðà-

âîé ÷àñòè íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû
8>>>><
>>>>:

_�!x =

0
@ 1 2

�2 �3

1
A�!x +

0
@ t2

�2t

1
A ;

�!
x (0) = (1;�1)T :

Ìåòîäîì Ýéëåðà ðåøèòü ñèñòåìó îäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé _�!x = A�!x , ãäå

A =

0
BBBB@

2 0 1

0 �3 0

5 4 0

1
CCCCA :

Ðåøèòü ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,

ïðèìåíÿÿ ìåòîä âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ.
8><
>:
_x = �4x� 2y + 2

et�1
;

_y = 6x + 3y � 3

et�1
:

25.9.

25.10.

25.11.

25.12.

Ðåøèòü ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé _�!x = A�!x +B ïî ôîðìóëå Êîøè

�!
x (t) = �(t)

�!
C + �(t)

tZ

t0

��1(� )B(� )d�:

Çäåñü �(t) � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîðîä-

íîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
�!
C � âåêòîð êîíñòàíò

ïîäáèðàåìûé ïî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì.8>>>><
>>>>:

_�!x =

0
@�4 �5

�1 0

1
A�!x +

0
@ 0

1 + t

1
A ;

�!
x (0) = (0; 0)T :

Ðåøèòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé _�!x = A�!x ñ

äàííîé ìàòðèöåé A , èìåþùåé êðàòíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.

A =

0
BBBBBBBB@

2 �1 0 2

5 �3 0 3

0 0 1 0

�1 0 0 �2

1
CCCCCCCCA
:

25.13.

25.14.



Ðåøèòü ñèñòåìó íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
8>>>><
>>>>:

t2 _x2 + 2x2 = 3tx _x;

t _y = y + tetx;

x(1) = 1; y(1) = �2e:

Ðåøèòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñâåäåíèåì ê îä-

íîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ.

8<
:
_x = �x� 8y + cos 2t;

_y = x + 5y:

Ïðåîáðàçîâàòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå y000� y00 + y0� y =

3+t â ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé â íîðìàëüíîé ôîðìå. Ðåøèòü. Çàïèñàòü îáùåå ðåøåíèå

ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â âåêòîðíî-ìàòðè÷íîé

ôîðìå. Âûäåëèòü ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó ðåøåíèé.

Íàéòè ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ïåðâûå èíòåãðàëû ñèñòåìû äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Çàïèñàòü îáùèé èíòåãðàë èëè îáùåå

ðåøåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dx

z
=

dy

(x� z)2
=

dz

x
:

26.5.

26.6.

26.7.

26.8.

Âàðèàíò � 26

26.1. Ðåøèòü óðàâíåíèÿ, ïîíèçèâ èõ ïîðÿäîê

1. (1 + x2)y′′ = 2xy′; 2. 2y(y′′ − 2y) = 3(y′)2;

3.

26.2. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

y′′ − 2y′ + y =
ex√
4− x2

, y(0) = 2, y′(0) = 1

26.3. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå

1. y(5) + y(4) = x+ e−2x;

2. x2y′′ + xy′ + 4y = x+ 1.

26.4. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, åñëè èçâåñòíî, ÷òî
÷àñòíîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî íàéòè â âèäå
y = eαx èëè y = xα èëè ìíîãî÷ëåíà y = xn + β1x

n−1 + · · ·+ βn

( ) xexyyxxxy x 2sin2cossincossin −=+′+−′′ , π<< x0 . 

x2y′′ + 2x2yy′ + 2xy2 − 2y = 0, y(1) = −1, y′(1) = 1.



Ðåøèòü íåëèíåéíóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìå-

òîäîì èíòåãðèðóåìûõ êîìáèíàöèé (ñ ïîìîùüþ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ

ñèñòåìû).

8>>>><
>>>>:

_xet = 1

y
;

_yet = 1

x
;

x(0) = y(0) = 1:

Íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïðè ýòîì äëÿ ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâó-

þùåé îäíîðîäíîé ñèñòåìû èñïîëüçîâàòü ìåòîä Ýéëåðà. Ðåøåíèå

íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû ïîäîáðàòü ïî âèäó âåêòîð-ôóíêöèè â ïðà-

âîé ÷àñòè íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû
8>>>><
>>>>:

_�!x =

0
@ 2 �1

1 0

1
A�!x +

0
@�2e�t

4

1
A ;

�!
x (0) = (1; 1)T :

Ìåòîäîì Ýéëåðà ðåøèòü ñèñòåìó îäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé _�!x = A�!x , ãäå

A =

0
BBBB@

5 �1 �2

0 �3 0

5 1 �1

1
CCCCA :

26.9.

26.10.

26.11.

Ðåøèòü ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,

ïðèìåíÿÿ ìåòîä âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ.
8<
:
_x = 4x� 3y + 2; 5e3t;

_y = 2x� y + e�3t:

Ðåøèòü ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé _�!x = A�!x +B ïî ôîðìóëå Êîøè

�!
x (t) = �(t)

�!
C + �(t)

tZ

t0

��1(� )B(� )d�:

Çäåñü �(t) � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîðîä-

íîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
�!
C � âåêòîð êîíñòàíò

ïîäáèðàåìûé ïî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì.8>>>><
>>>>:

_�!x =

0
@ 4 �5

0 �1

1
A�!x +

0
@ 0
4

1
A ;

�!
x (0) = (�1; 0)T :

Ðåøèòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé _�!x = A�!x ñ

äàííîé ìàòðèöåé A , èìåþùåé êðàòíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.

A =

0
BBBBBBBB@

6 6 �15 0

1 5 �5 0

1 2 �2 0

0 0 0 1

1
CCCCCCCCA
:

26.12.

26.13.

26.14.



Ðåøèòü ñèñòåìó íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
8>>>><
>>>>:

_y = 4xy

t4
+ tg y

t
;

tdx = (t3 � x)dt;

x(1) = 0; 25; y(1) = �=2:

Ðåøèòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñâåäåíèåì ê îä-

íîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ.

8<
:
_x = �x + 3y;

_y = 3x� y + 3 sin 2t:

Ïðåîáðàçîâàòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå y000 � y00 � y0 +

y = et + e2t â ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé â íîðìàëüíîé ôîðìå. Ðåøèòü. Çàïèñàòü îá-

ùåå ðåøåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â âåêòîðíî-

ìàòðè÷íîé ôîðìå. Âûäåëèòü ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó ðåøå-

íèé.

Íàéòè ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ïåðâûå èíòåãðàëû ñèñòåìû äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Çàïèñàòü îáùèé èíòåãðàë èëè îáùåå

ðåøåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dx

2z � y
=

dy

x� 4z
=

dz

4y � 2x
:

27.5.

27.6.

27.7.

27.8.

Âàðèàíò � 27

27.1. Ðåøèòü óðàâíåíèÿ, ïîíèçèâ èõ ïîðÿäîê

1. (1 + x2)y′′ + 2xy′ = x2; 2. xyy′′ − x(y′)2 − yy′ = 0;

3.

27.2. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

y′′ + 3y′ + 2y =
1

ex + 1
, y(1) = 0,5, y′(1) = 2

27.3. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå

1. y′′′ − 4y′′ + 4y′ = sin x+ (x− 1)ex;

2. x4y(4) + 6x3y′′′ + 5x2y′′ − xy′ = x2.

27.4. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, åñëè èçâåñòíî, ÷òî
÷àñòíîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî íàéòè â âèäå
y = eαx èëè y = xα èëè ìíîãî÷ëåíà y = xn + β1x

n−1 + · · ·+ βn

( ) +′−−′′ yxxxxxxy sincos2cos2 ( )− yxxx sincos2  xx 24 cos= , 
2

0 π
<< x . 

yy′y′′ − yy′2

x
− y′3 = x3y3.



Ðåøèòü íåëèíåéíóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìå-

òîäîì èíòåãðèðóåìûõ êîìáèíàöèé (ñ ïîìîùüþ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ

ñèñòåìû). 8>>>><
>>>>:

_x = 5(3� x� y);

_y = 7(3� x� y);

x(0) = y(0) = 0:

Íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïðè ýòîì äëÿ ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâó-

þùåé îäíîðîäíîé ñèñòåìû èñïîëüçîâàòü ìåòîä Ýéëåðà. Ðåøåíèå

íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû ïîäîáðàòü ïî âèäó âåêòîð-ôóíêöèè â ïðà-

âîé ÷àñòè íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû
8>>>><
>>>>:

_�!x =

0
@ 1 �2

�1 0

1
A�!x +

0
@ 0
t

1
A ;

�!
x (0) = (2; 0)T :

Ìåòîäîì Ýéëåðà ðåøèòü ñèñòåìó îäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé _�!x = A�!x , ãäå

A =

0
BBBB@

3 1 0

�5 �1 0

4 �2 1

1
CCCCA :

Ðåøèòü ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,

ïðèìåíÿÿ ìåòîä âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ.
8<
:
_x = �2x + 3(1 + t)et;

_y = x + y � et:

27.9.

27.10.

27.11.

27.12.

Ðåøèòü ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé _�!x = A�!x +B ïî ôîðìóëå Êîøè

�!
x (t) = �(t)

�!
C + �(t)

tZ

t0

��1(� )B(� )d�:

Çäåñü �(t) � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîðîä-

íîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
�!
C � âåêòîð êîíñòàíò

ïîäáèðàåìûé ïî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì.8>>>><
>>>>:

_�!x =

0
@ 0 9

�1 0

1
A�!x +

0
@ 1
t

1
A ;

�!
x (0) = (0; 0)T :

Ðåøèòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé _�!x = A�!x ñ

äàííîé ìàòðèöåé A , èìåþùåé êðàòíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.

A =

0
BBBBBBBB@

0 �2 3 2

1 1 �1 �1

0 0 2 0

1 �1 0 1

1
CCCCCCCCA
:

27.13.

27.14.



Ðåøèòü ñèñòåìó íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
8>>>>><
>>>>>:

t _x = x(1 + ln x
t );

t+y _yp
t2+y2

= xy
t3
et=2 � y

t2
;

x(1) = 1=
p
e; y(1) =

p
3:

Ðåøèòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñâåäåíèåì ê îä-

íîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ.

8<
:
_x = 4x + 9y + et;

_y = x + 4y + 4et:

Ïðåîáðàçîâàòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå y000 � 6y00 + 12y0 �
8y = cos t â ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé â íîðìàëüíîé ôîðìå. Ðåøèòü. Çàïèñàòü îá-

ùåå ðåøåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â âåêòîðíî-

ìàòðè÷íîé ôîðìå. Âûäåëèòü ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó ðåøå-

íèé.

Íàéòè ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ïåðâûå èíòåãðàëû ñèñòåìû äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Çàïèñàòü îáùèé èíòåãðàë èëè îáùåå

ðåøåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dx

z � 1
=

dy

(z � x)2
=

dz

x� 1
:

28.5.

28.6.

28.7.

28.8.

Âàðèàíò � 28

28.1. Ðåøèòü óðàâíåíèÿ, ïîíèçèâ èõ ïîðÿäîê

1. xy′′′ + y′′ = 1 + x; 2. yy′′ + (y′)2 = 1;

3.

28.2. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

y′′ + 4y =
1

sin2 x
, y(π/4) = 1, y′(π/4) = 2

28.3. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå

1. y′′′ − 4y′′ + 5y′ − 2y = 16e−x + sin 3x;

2. (x+ 1)3y′′′ + 2(x+ 1)2y′′ − (x+ 1)y′ + y = 0.

28.4. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, åñëè èçâåñòíî, ÷òî
÷àñòíîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî íàéòè â âèäå
y = eαx èëè y = xα èëè ìíîãî÷ëåíà y = xn + β1x

n−1 + · · ·+ βn

( ) xexyyxxxy x 2cos2sinsincoscos −=+′++′′ , 
22
ππ

<<− x . 

x4y′′ − xyy′ + 2(y − x2)y = 0, y(1) = 1, y′(1) = − 1

2
.



Ðåøèòü íåëèíåéíóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìå-

òîäîì èíòåãðèðóåìûõ êîìáèíàöèé (ñ ïîìîùüþ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ

ñèñòåìû). 8>>>>>>>><
>>>>>>>>:

_x = x�y
z�t

;

_y = x�y
z�t ;

_z = x� y + 1;

x(1) = y(1) = 1; z(1) = 2:

Íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïðè ýòîì äëÿ ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâó-

þùåé îäíîðîäíîé ñèñòåìû èñïîëüçîâàòü ìåòîä Ýéëåðà. Ðåøåíèå

íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû ïîäîáðàòü ïî âèäó âåêòîð-ôóíêöèè â ïðà-

âîé ÷àñòè íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû
8>>>><
>>>>:

_�!x =

0
@�1 1

1 �1

1
A�!x +

0
@ e

t

et

1
A ;

�!
x (0) = (1; 1)T :

Ìåòîäîì Ýéëåðà ðåøèòü ñèñòåìó îäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé _�!x = A�!x , ãäå

A =

0
BBBB@

4 �6 0

5 �7 0

6 �9 4

1
CCCCA :

28.9.

28.10.

28.11.

Ðåøèòü ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,

ïðèìåíÿÿ ìåòîä âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ.
8><
>:
_x = 2x� 2y + et

1+et ;

_y = x� y:

Ðåøèòü ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé _�!x = A�!x +B ïî ôîðìóëå Êîøè

�!
x (t) = �(t)

�!
C + �(t)

tZ

t0

��1(� )B(� )d�:

Çäåñü �(t) � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîðîä-

íîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
�!
C � âåêòîð êîíñòàíò

ïîäáèðàåìûé ïî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì.
8>>>><
>>>>:

_�!x =

0
@ 0 1

2 1

1
A�!x +

0
@ 1� t

0

1
A ;

�!
x (0) = (0; 0)T :

Ðåøèòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé _�!x = A�!x ñ

äàííîé ìàòðèöåé A , èìåþùåé êðàòíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.

A =

0
BBBBBBBB@

�1 0 0 0

0 1 �3 4

0 4 �7 8

0 6 �7 7

1
CCCCCCCCA
:

28.12.

28.13.

28.14.



Ðåøèòü ñèñòåìó íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé8>>>><
>>>>:

t2 � 6x + 2t _x = 0;

t3 _y = t4

y
+ 2yx;

x(�1) = 0; 5; y(�1) = 0:

Ðåøèòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñâåäåíèåì ê îä-

íîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ.
8<
:
_x = �4x� 5y + 3et;

_y = x + 2y:

Ïðåîáðàçîâàòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå y000+y00+y0� 3y =

1+t â ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé â íîðìàëüíîé ôîðìå. Ðåøèòü. Çàïèñàòü îáùåå ðåøåíèå

ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â âåêòîðíî-ìàòðè÷íîé

ôîðìå. Âûäåëèòü ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó ðåøåíèé.

Íàéòè ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ïåðâûå èíòåãðàëû ñèñòåìû äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Çàïèñàòü îáùèé èíòåãðàë èëè îáùåå

ðåøåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dx

x3 + 3xy2
=

dy

2y3
=

dz

2y2z
:

29.5.

29.6.

29.7.

29.8.

Âàðèàíò � 29

29.1. Ðåøèòü óðàâíåíèÿ, ïîíèçèâ èõ ïîðÿäîê

1. y′′′ ctg 2x+ 2y′′ = 0; 2. xy′′ = 2yy′ − y′;

3.

29.2. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

x3(y′′ − y) = x2 − 2, y(2) = 2, y′(2) = 1

29.3. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå

1. y′′′ − 36y′ = sin x+ 2e6x;

2. (x+ 1)3y′′ + 3(x+ 1)2y′ + (x+ 1)y = 6 ln(x+ 1).

29.4. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, åñëè èçâåñòíî, ÷òî
÷àñòíîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî íàéòè â âèäå
y = eαx èëè y = xα èëè ìíîãî÷ëåíà y = xn + β1x

n−1 + · · ·+ βn

( ) ( ) xexyyxyx 4291231 =+′+−′′+ . 

(x + 1)yy′′ + yy′ = xy′2, x �= −1.



Ðåøèòü íåëèíåéíóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìå-

òîäîì èíòåãðèðóåìûõ êîìáèíàöèé (ñ ïîìîùüþ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ

ñèñòåìû). 8>>>><
>>>>:

_x = x
2x+3y

;

_y = y
2x+3y

;

x(1) = y(1) = 1:

Íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïðè ýòîì äëÿ ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâó-

þùåé îäíîðîäíîé ñèñòåìû èñïîëüçîâàòü ìåòîä Ýéëåðà. Ðåøåíèå

íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû ïîäîáðàòü ïî âèäó âåêòîð-ôóíêöèè â ïðà-

âîé ÷àñòè íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû
8>>>><
>>>>:

_�!x =

0
@�2 1

�3 2

1
A�!x +

0
@�e

2t

6e2t

1
A ;

�!
x (0) = (�1

3
;�4

3
)T :

Ìåòîäîì Ýéëåðà ðåøèòü ñèñòåìó îäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé _�!x = A�!x , ãäå

A =

0
BBBB@

1 0 2

0 2 2

0 �1 0

1
CCCCA :

Ðåøèòü ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,

ïðèìåíÿÿ ìåòîä âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ.
8<
:
_x = �x� 2y � ctg t;

_y = x + y:

29.9.

29.10.

29.11.

29.12.

Ðåøèòü ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé _�!x = A�!x +B ïî ôîðìóëå Êîøè

�!
x (t) = �(t)

�!
C + �(t)

tZ

t0

��1(� )B(� )d�:

Çäåñü �(t) � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîðîä-

íîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
�!
C � âåêòîð êîíñòàíò

ïîäáèðàåìûé ïî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì.8>>>><
>>>>:

_�!x =

0
@ 0 1

�1 0

1
A�!x +

0
@ 1
3

1
A ;

�!
x (0) = (1; 0)T :

Ðåøèòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé _�!x = A�!x ñ

äàííîé ìàòðèöåé A , èìåþùåé êðàòíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.

A =

0
BBBBBBBB@

2 6 0 �15

1 1 0 �5

0 0 2 0

1 2 0 �6

1
CCCCCCCCA
:

29.13.

29.14.



Ðåøèòü ñèñòåìó íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
8>>>><
>>>>:

t( _y � y) = (1 + t2)et;

x2 + (1� x) _x = 0;

x(1) = 1; y(1) = e:

Ðåøèòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñâåäåíèåì ê îä-

íîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ.

8<
:
_x = 3x + y � sin 2t;

_y = x + 3y:

Ïðåîáðàçîâàòü äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå y000 � y00 � 9y0 +

9y = 1 � e2t â ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé â íîðìàëüíîé ôîðìå. Ðåøèòü. Çàïèñàòü îá-

ùåå ðåøåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â âåêòîðíî-

ìàòðè÷íîé ôîðìå. Âûäåëèòü ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó ðåøå-

íèé.

Íàéòè ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ïåðâûå èíòåãðàëû ñèñòåìû äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Çàïèñàòü îáùèé èíòåãðàë èëè îáùåå

ðåøåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dx

z � y
=

dy

x� z
=

dz

y � x
:

30.5.

30.6.

30.7.

30.8.

Âàðèàíò � 30

30.1. Ðåøèòü óðàâíåíèÿ, ïîíèçèâ èõ ïîðÿäîê

1. y′′′ = (y′′)2; 2. (y′′)2 − 2y′y′′′ + 1 = 0;

3.

30.2. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

y′′ + 9y =
9

sin 3x
, y

(π
6

)
= 4, y′

(π
6

)
=

3π

2

30.3. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå

1. y′′′ − 13y′′ + 12y′ = 18x2 − 39;

2. x2y′′ − 4xy′ + 6y = −x2 + 1

x
.

30.4. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, åñëè èçâåñòíî, ÷òî
÷àñòíîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî íàéòè â âèäå
y = eαx èëè y = xα èëè ìíîãî÷ëåíà y = xn + β1x

n−1 + · · ·+ βn

( )
1

313
3

−
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++′+−′′

x
exy

x
yxyx

x
 ( )1>x . 

x4y′′ − x2yy′2 + 2xy′y2 = y3, y(2) = 2, y′(2) = 1.



Ðåøèòü íåëèíåéíóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìå-

òîäîì èíòåãðèðóåìûõ êîìáèíàöèé (ñ ïîìîùüþ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ

ñèñòåìû).

8>>>>>>>><
>>>>>>>>:

_x = z(x + z);

_y = �y(y + z);

_z = 0;

x(0) = y(0) = z(0) = 1:

Íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïðè ýòîì äëÿ ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâó-

þùåé îäíîðîäíîé ñèñòåìû èñïîëüçîâàòü ìåòîä Ýéëåðà. Ðåøåíèå

íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû ïîäîáðàòü ïî âèäó âåêòîð-ôóíêöèè â ïðà-

âîé ÷àñòè íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû
8>>>><
>>>>:

_�!x =

0
@ 5 �13
1 �1

1
A�!x +

0
@ e

�t

�2

1
A ;

�!
x (0) = (2; 2)T :

Ìåòîäîì Ýéëåðà ðåøèòü ñèñòåìó îäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé _�!x = A�!x , ãäå

A =

0
BBBB@

1 �3 0

0 1 1

0 2 0

1
CCCCA :

30.9.

30.10.

30.11.

Ðåøèòü ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,

ïðèìåíÿÿ ìåòîä âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ.
8<
:
_x = 3x� 2y;

_y = 2x� y + 15et
p
t:

Ðåøèòü ñèñòåìó íåîäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé _�!x = A�!x +B ïî ôîðìóëå Êîøè

�!
x (t) = �(t)

�!
C + �(t)

tZ

t0

��1(� )B(� )d�:

Çäåñü �(t) � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîðîä-

íîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
�!
C � âåêòîð êîíñòàíò

ïîäáèðàåìûé ïî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì.
8>>>><
>>>>:

_�!x =

0
@ 0 1

1 2

1
A�!x +

0
@ t� 1

0

1
A ;

�!
x (0) = (0; 0)T :

Ðåøèòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé _�!x = A�!x ñ

äàííîé ìàòðèöåé A , èìåþùåé êðàòíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.

A =

0
BBBBBBBB@

4 �2 2 0

2 0 2 0

�1 1 1 0

0 0 0 2

1
CCCCCCCCA
:

30.12.

30.13.

30.14.


