
Âàðèàíò 1

1.1. Îáðàçóåò ëè ìíîæåñòâî L ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, åñëè:

1) ìíîæåñòâî L ñîñòîèò èç óïîðÿäî÷åííûõ òðîåê ÷èñåë âèäà x = (a1; a2; 6), ãäå
a1 è a2 � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, à ñëîæåíèå ýëåìåíòîâ è óìíîæåíèå ýëåìåíòà
íà äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî λ çàäàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x⊕ y = (a1; a2; 6)⊕ (b1; b2; 6) = (a1 + b1; a2 + b2; 6),

λ⊗ x = λ⊗ (a1; a2; 6) = (λa1;λa2; 6);

2) ìíîæåñòâî L ñîñòîèò èç óïîðÿäî÷åííûõ ïàð ÷èñåë âèäà x = (a1; a2), ãäå a1 è
a2 � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, à ñëîæåíèå ýëåìåíòîâ è óìíîæåíèå ýëåìåíòà íà
äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî λ çàäàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x⊕ y = (a1; a2)⊕ (b1; b2) = (|a1|b1 ; |a2|b2),

λ⊗ x = λ⊗ (a1; a2) = (λa1;λa2).

1.2. Íàéòè ðàçìåðíîñòü è êàêîé-ëèáî áàçèñ àðèôìåòè÷åñêîãî ïîäïðîñòðàíñòâà, çàäàí-
íîãî ñèñòåìîé ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

3x1 − 3x2 + 3x3 − 6x4 + 6x5 = 0

3x1 − 2x2 + x3 − 3x4 + 7x5 = 0

−2x1 + 2x3 − 2x4 − 6x5 = 0

.

1.3. Äàíà ñèñòåìà âåêòîðîâ:

a1 = (6, 3,−7, 8,−6), a2 = (4, 3, 6, 2,−2),

a3 = (4, 1, 1,−5, 6), a4 = (18, 12, 11, 14,−12).

Áóäåò ëè ýòà ñèñòåìà ëèíåéíî çàâèñèìîé? Íàéòè åå ðàíã è êàêóþ íèáóäü ìàêñè-
ìàëüíóþ ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ïîäñèñòåìó. Íàéòè òàêæå êàêóþ-íèáóäü ñèñòåìó
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, çàäàþùóþ ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå äàííîé
ñèñòåìîé âåêòîðîâ.

1.4. Â áàçèñå {ei} : e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1) çàäàíû âåêòîðû

f 1 = (3, 4,−3), f 2 = (2, 3,−5), f 3 = (1, 1, 1), x = (2, 1, 1).

1) Äîêàçàòü, ÷òî ñîâîêóïíîñòü âåêòîðîâ {f i} îáðàçóþò áàçèñ;
2) Çàïèñàòü ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà {ei} ê áàçèñó {f i};
3) Íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðà x â áàçèñå {f i};

1.5. Íàéòè áàçèñ ñóììû è áàçèñ ïåðåñå÷åíèÿ ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, çàäàííûõ â
âèäå ëèíåéíûõ îáîëî÷åê M1 = L(a1,a2,a3) è M2 = L(b1, b2, b3) äâóõ ñèñòåì âåê-
òîðîâ:

a1 = (−7, 3,−13, 26), a2 = (2,−4, 12,−9), a3 = (1, 19,−21, 6),

b1 = (3, 9,−11, 24), b2 = (−1,−9, 11,−19), b3 = (6, 4, 0,−7).



1.6. Íà àðèôìåòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå R4 = {x = (x1, x2, x3, x4) | x1, x2, x3, x4 ∈ R}
çàäàíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå: (x,y) = x1y1 + 2x2y2 + x3y3 + x1y2 + x2y1 + x4y4.
Ïðîâåðèòü êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ. Ïðåîáðàçîâàòü ê îðòîíîðìèðîâàííîé ñëå-
äóþùóþ ñèñòåìó âåêòîðîâ:

a1 = (1, 0, 1, 1), a2 = (0, 1, 1, 0), a3 = (0, 0, 1, 1).

1.7. Îïåðàòîð A ïðîåöèðóåò âåêòîðû ïëîñêîñòè xOy íà îñü Oy, à îïåðàòîð B çåðêàëüíî
îòðàæàåò âåêòîðû ïëîñêîñòè xOy îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé y = −x. Íàéòè ìàòðèöû
îïåðàòîðîâ A+ B, AB è BA â áàçèñå {i, j}.

1.8. Îïåðàòîðû A è B äåéñòâóþò â ïðîñòðàíñòâå R3 ïî çàêîíàì

Ax = (x3 − x2, x1 − x3, x2 − x1), Bx = (x1 − x2, x3,−x1).

1) Äîêàçàòü, ÷òî A � ëèíåéíûé îïåðàòîð;

2) Óêàçàòü çàêîí, ïî êîòîðîìó îïåðàòîð A+ BA äåéñòâóåò íà âåêòîð x;

3) Íàéòè ìàòðèöó îïåðàòîðà B â áàçèñå {f i}:

f 1 = (3, 4,−3), f 2 = (2, 3,−5), f 3 = (1, 1, 1).

1.9. Íàéòè ìàòðèöó îïåðàòîðà A â áàçèñå {e′
1, e

′
2, e

′
3}, åñëè èçâåñòíà åãî ìàòðèöà A â

áàçèñå {e1, e2, e3}, ãäå
e′
1 = 2e1 + 3e2 + e3

e′
2 = 3e1 + 4e2 + e3 ,

e′
3 = e1 + 2e2 + 2e3

A =

 2 0 1
−3 1 0
−2 1 2

 .

1.10. Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, çàäàí-
íûõ â íåêîòîðîì áàçèñå ìàòðèöàìè 1:

(
2 4
−3 −1

)
,

(
2 −1
9 8

)
,

2 1 −1
0 2 2
0 0 2

 ,

(
1 2
2 −2

)
.

1.11. Îïðåäåëèòü îïåðàòîðû ïðîñòîé ñòðóêòóðû ñðåäè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, çàäàííûõ
â íåêîòîðîì áàçèñå ìàòðèöàìè:

(
0 0
9 0

)
,

(
0 2
2 0

)
,

1 7 0
0 0 0
0 0 0

 .

1.12. Ïðèâåñòè ìàòðèöû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó (ê äèàãîíàëüíîìó
âèäó èëè ê æîðäàíîâîé íîðìàëüíîé ôîðìå) è íàéòè òîò áàçèñ, â êîòîðîì îíè
èìåþò ýòîò âèä:−3 5 0

0 −3 0
0 2 −3

 ,

−1 0 0
0 −1 3
0 0 2

 ,

(
5 4
−9 −8

)
,

−1 2 0
0 −2 0
8 −4 3

 .

1Ïðèìå÷àíèå. Â çàäà÷àõ 10-12 ëèíåéíûå îïåðàòîðû çàäàíû â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå íàä ïîëåì

êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.



1.13. Äàíû ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëèíåé-
íîãî îïåðàòîðà â íåêîòîðîì áàçèñå. Íàéòè ìàòðèöó ýòîãî îïåðàòîðà â ýòîì áàçèñå,
åñëè

λ1 = 2, λ2 = −2, λ3 = 4,

a1 = (1, 0, 1), a2 = (1, 1, 1), a3 = (1, 1, 0).

1.14. Ëèíåéíûé îïåðàòîðA àðèôìåòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà R3 îñòàâëÿåò âåêòîð (1, 1, 0)
íåïîäâèæíûì, à âåêòîð (2, 1, 2) óäâàèâàåò. ßäðî îïåðàòîðà A çàäà¼òñÿ ñèñòåìîé

óðàâíåíèé

{
x+ y − z = 0

2y − x+ z = 0
. Íàéäèòå ìàòðèöó îïåðàòîðà A â åñòåñòâåííîì áà-

çèñå ïðîñòðàíñòâà R3, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû.

1.15. Â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå {e1, e2} îïåðàòîðó A ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà
A = ( 1 2

−2 i ). Ïðîâåðèòü ðàâåíñòâî: (Ax,y) = (x,A⋆y), åñëè x = e1+e2, y = e1+2e2.

1.16. Ìàòðèöà îïåðàòîðà A äâóìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðîâ ðàâíà

A =

(
0 −2
1/2 1

)
â áàçèñå {e1, e2}, ãäå |e1| = 1, |e2| = 2 è è óãîë ìåæäó e1 è e2

ðàâåí π
3
. Íàéäèòå ìàòðèöó ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà A⋆ â òîì æå áàçèñå. ßâëÿåòñÿ

ëè îïåðàòîð A ñàìîñîïðÿæåííûì?

1.17. Ëèíåéíîìó îïåðàòîðó A ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà A =
(
3+3i −2−5i
1+2i −3i

)
â áàçèñå

{2e1+e2, e1+e2}, ïðè÷¼ì {e1, e2} � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ. Áóäåò ëè îïåðàòîð
A ýðìèòîâûì?

1.18. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà λ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

A(x,x) = 5x2
1 + x2

2 + 3x2
3 + 2x2

4 + 2λx1x2 − 4x1x3 + 2λx2x4

ÿâëÿåòñÿ çíàêîïîñòîÿííîé (ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé èëè îòðèöàòåëüíî îïðå-
äåëåííîé)?

1.19. Ïðèâåñòè êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó

A(x,x) = x2
1 + 4x2

2 − 3x2
3 − 4x1x2 − 4x1x3 + 8x2x3

ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó îðòîãîíàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì. Âûïèñàòü ìàòðèöó ïåðå-
õîäà ê êàíîíè÷åñêîìó áàçèñó.



Âàðèàíò 2

2.1. Îáðàçóåò ëè ìíîæåñòâî L ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, åñëè:

1) ìíîæåñòâî L ñîñòîèò èç óïîðÿäî÷åííûõ òðîåê ÷èñåë âèäà x = (a1; a2), ãäå a1
è a2 � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, à ñëîæåíèå ýëåìåíòîâ è óìíîæåíèå ýëåìåíòà
íà äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî λ çàäàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x⊕ y = (a1; a2)⊕ (b1; b2) = (a1 + b1; a2 + b2),

λ⊗ x = λ⊗ (a1; a2) = (λa1;λa2) = (|a1|λ; |a2|λ);

2) ìíîæåñòâî L ñîñòîèò èç âñåâîçìîæíûõ êâàäðàòíûõ ñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö

ðàçìåðíîñòè 2× 2, ò.å. x =

(
a1 α
α a2

)
, ãäå a1, a2 è α � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà,

åñëè îïåðàöèè ñëîæåíèÿ ýëåìåíòîâ è óìíîæåíèÿ ýëåìåíòà íà äåéñòâèòåëüíîå
÷èñëî çàäàíû êàê îïåðàöèè íàä ìàòðèöàìè.

2.2. Íàéòè ðàçìåðíîñòü è êàêîé-ëèáî áàçèñ àðèôìåòè÷åñêîãî ïîäïðîñòðàíñòâà, çàäàí-
íîãî ñèñòåìîé ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

2x1 − 4x2 + 6x3 − 2x4 − 2x5 = 0

3x1 − 7x2 + 11x3 − 6x4 − x5 = 0

−2x1 + x2 + 4x3 − 15x4 + 16x5 = 0

.

2.3. Äàíà ñèñòåìà âåêòîðîâ:

a1 = (1, 8, 3,−4, 2), a2 = (1, 8, 7,−2, 5),

a3 = (3,−1, 7,−3, 6), a4 = (−4, 18, 0, 2,−2).

Áóäåò ëè ýòà ñèñòåìà ëèíåéíî çàâèñèìîé? Íàéòè åå ðàíã è êàêóþ íèáóäü ìàêñè-
ìàëüíóþ ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ïîäñèñòåìó. Íàéòè òàêæå êàêóþ-íèáóäü ñèñòåìó
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, çàäàþùóþ ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå äàííîé
ñèñòåìîé âåêòîðîâ.

2.4. Â áàçèñå {ei} : e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1) çàäàíû âåêòîðû

f 1 = (2, 1, 2), f 2 = (3, 2, 5), f 3 = (4, 0, 0), x = (10, 1,−3).

1) Äîêàçàòü, ÷òî ñîâîêóïíîñòü âåêòîðîâ {f i} îáðàçóþò áàçèñ;
2) Çàïèñàòü ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà {ei} ê áàçèñó {f i};
3) Íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðà x â áàçèñå {f i};

2.5. Íàéòè áàçèñ ñóììû è áàçèñ ïåðåñå÷åíèÿ ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, çàäàííûõ â
âèäå ëèíåéíûõ îáîëî÷åê M1 = L(a1,a2,a3) è M2 = L(b1, b2, b3) äâóõ ñèñòåì âåê-
òîðîâ:

a1 = (5, 5,−6, 8), a2 = (−5,−4, 5,−9), a3 = (3, 5,−5, 1),

b1 = (3, 3,−4, 1), b2 = (−5,−3, 4,−1), b3 = (0, 4,−3, 1).

2.6. Íà àðèôìåòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå R4 = {x = (x1, x2, x3, x4) | x1, x2, x3, x4 ∈ R}
çàäàíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå: (x,y) = 2x1y1 + 2x2y2 + x3y3 − x1y2 − x2y1 + x4y4.
Ïðîâåðèòü êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ. Ïðåîáðàçîâàòü ê îðòîíîðìèðîâàííîé ñëå-
äóþùóþ ñèñòåìó âåêòîðîâ:

a1 = (1, 0, 0, 1), a2 = (1, 0, 1, 0), a3 = (1, 1, 0, 0).



2.7. Îïåðàòîð A ïîâîðà÷èâàåò âåêòîðû ïðîñòðàíñòâà íà óãîë π
2
âîêðóã îñè Oz ïî ÷àñî-

âîé ñòðåëêå (åñëè ñìîòðåòü ñ êîíöà âåêòîðà k), à îïåðàòîð B ðàñòÿãèâàåò êàæäûé
âåêòîð â 3 ðàçà. Íàéòè ìàòðèöû îïåðàòîðîâ A+ B, AB è BA â áàçèñå {i, j,k}.

2.8. Îïåðàòîðû A è B äåéñòâóþò â ïðîñòðàíñòâå R3 ïî çàêîíàì

Ax = (−x3 − 5x2,−4x3 + 5x1, 4x2 + x1), Bx = (−x1, x1 + x3, x2).

1) Äîêàçàòü, ÷òî A � ëèíåéíûé îïåðàòîð;

2) Óêàçàòü çàêîí, ïî êîòîðîìó îïåðàòîð AB äåéñòâóåò íà âåêòîð x;

3) Íàéòè ìàòðèöó îïåðàòîðà B â áàçèñå {f i}:

f 1 = (2, 1, 2), f 2 = (3, 2, 5), f 3 = (4, 0, 0).

2.9. Íàéòè ìàòðèöó îïåðàòîðà A â áàçèñå {e′
1, e

′
2, e

′
3}, åñëè èçâåñòíà åãî ìàòðèöà A â

áàçèñå {e1, e2, e3}, ãäå
e′
1 = 2e1 + 3e2 + e3

e′
2 = 3e1 + 4e2 + e3 ,

e′
3 = e1 + 2e2 + 2e3

A =

 1 0 2
−3 1 0
2 −1 −2

 .

2.10. Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, çàäàí-
íûõ â íåêîòîðîì áàçèñå ìàòðèöàìè 1:

(
2 7
−3 5

)
,

(
6 1

−16 −2

)
,

3 2 0
0 3 1
0 0 3

 ,

(
2 2
2 −1

)
.

2.11. Îïðåäåëèòü îïåðàòîðû ïðîñòîé ñòðóêòóðû ñðåäè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, çàäàííûõ
â íåêîòîðîì áàçèñå ìàòðèöàìè:0 1 0

0 0 2
0 0 0

 ,

0 0 6
0 0 0
0 0 0

 ,

2 0 0
1 0 0
0 0 0

 .

2.12. Ïðèâåñòè ìàòðèöû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó (ê äèàãîíàëüíîìó
âèäó èëè ê æîðäàíîâîé íîðìàëüíîé ôîðìå) è íàéòè òîò áàçèñ, â êîòîðîì îíè
èìåþò ýòîò âèä:9 0 0

2 9 0
5 0 9

 ,

2 0 0
0 2 3
0 0 1

 ,

(
6 9
−1 −4

)
,

 0 4 0
0 2 0
−2 4 1

 .

2.13. Äàíû ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëèíåé-
íîãî îïåðàòîðà â íåêîòîðîì áàçèñå. Íàéòè ìàòðèöó ýòîãî îïåðàòîðà â ýòîì áàçèñå,
åñëè

λ1 = 1, λ2 = −1, λ3 = −3,

a1 = (2, 0, 1), a2 = (1, 1, 1), a3 = (2,−1, 1).

1Ïðèìå÷àíèå. Â çàäà÷àõ 10-12 ëèíåéíûå îïåðàòîðû çàäàíû â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå íàä ïîëåì

êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.



2.14. ßäðî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà R3 çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì
x − y − 2z = 0. Âåêòîð (2, 1, 0) � ñîáñòâåííûé äëÿ A, îòâå÷àþùèé ñîáñòâåííîìó
çíà÷åíèþ 2. Íàéäèòå ìàòðèöó îïåðàòîðà A â òîì æå áàçèñå � åñòåñòâåííîì áàçèñå
ïðîñòðàíñòâà R3.

2.15. Â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå {e1, e2} îïåðàòîðó A ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà
A = ( 1 1

i 2 ). Ïðîâåðèòü ðàâåíñòâî: (Ax,y) = (x,A⋆y), åñëè x = e1+e2, y = e1+2e2.

2.16. Ìàòðèöà îïåðàòîðà A äâóìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðîâ ðàâíà

A =

( 1√
3

− 2√
3

1
2
√
3

2√
3

)
â áàçèñå {e1, e2}, ãäå |e1| = 1, |e2| = 2 è è óãîë ìåæäó e1 è e2

ðàâåí π
3
. Íàéäèòå ìàòðèöó ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà A⋆ â òîì æå áàçèñå. ßâëÿåòñÿ

ëè îïåðàòîð A ñàìîñîïðÿæåííûì?

2.17. Ëèíåéíîìó îïåðàòîðó A ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà A =
(
2+3i −2−5i
1+2i −1−3i

)
â áàçèñå

{2e1+e2, e1+e2}, ïðè÷¼ì {e1, e2} � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ. Áóäåò ëè îïåðàòîð
A ýðìèòîâûì?

2.18. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà λ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

A(x,x) = x2
1 + x2

2 + 2x2
3 + λx2

4 + 2λx1x3 + 2x2x3

ÿâëÿåòñÿ çíàêîïîñòîÿííîé (ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé èëè îòðèöàòåëüíî îïðå-
äåëåííîé)?

2.19. Ïðèâåñòè êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó

A(x,x) = x2
1 + x2

2 − x2
3 + 2

√
3x2x3

ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó îðòîãîíàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì. Âûïèñàòü ìàòðèöó ïåðå-
õîäà ê êàíîíè÷åñêîìó áàçèñó.



Âàðèàíò 3

3.1. Îáðàçóåò ëè ìíîæåñòâî L ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, åñëè:

1) ìíîæåñòâî L ñîñòîèò èç ìíîãî÷ëåíîâ íå âûøå âòîðîé ñòåïåíè ñ íóëåâûì ñâî-
áîäíûì ÷ëåíîì, ò.å. x = a1x

2 + a2x, ãäå a1 è a2 � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, à
ñëîæåíèå ýëåìåíòîâ è óìíîæåíèå ýëåìåíòà íà äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî λ çàäàíû
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x⊕ y = (a1x
2 + a2x)⊕ (b1x

2 + b2x) = (a1 + b1)x
2 + (a2 + b2)x,

λ⊗ x = λ⊗ (a1; a2) = λa1x
2 + λa2x;

2) ìíîæåñòâî L ñîñòîèò èç óïîðÿäî÷åííûõ ïàð ÷èñåë âèäà x = (a1; a2), ãäå a1 è
a2 � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, à ñëîæåíèå ýëåìåíòîâ è óìíîæåíèå ýëåìåíòà íà
äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî λ çàäàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x⊕ y = (a1; a2)⊕ (b1; b2) = (
a1
b1
;
a2
b2
),

λ⊗ x = λ⊗ (a1; a2) = (|a1|λ; |a2|λ).

3.2. Íàéòè ðàçìåðíîñòü è êàêîé-ëèáî áàçèñ àðèôìåòè÷åñêîãî ïîäïðîñòðàíñòâà, çàäàí-
íîãî ñèñòåìîé ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

3x1 − 3x2 + 9x3 − 6x4 + 9x5 = 0

−2x1 + 3x2 − 8x3 + 7x4 − 5x5 = 0

3x1 − 5x2 + 13x3 − 12x4 + 7x5 = 0

.

3.3. Äàíà ñèñòåìà âåêòîðîâ:

a1 = (5,−4,−5, 5,−3), a2 = (4,−6, 5,−5, 5),

a3 = (7, 6,−5, 4, 3), a4 = (−10,−18, 15,−13,−1).

Áóäåò ëè ýòà ñèñòåìà ëèíåéíî çàâèñèìîé? Íàéòè åå ðàíã è êàêóþ íèáóäü ìàêñè-
ìàëüíóþ ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ïîäñèñòåìó. Íàéòè òàêæå êàêóþ-íèáóäü ñèñòåìó
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, çàäàþùóþ ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå äàííîé
ñèñòåìîé âåêòîðîâ.

3.4. Â áàçèñå {ei} : e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1) çàäàíû âåêòîðû

f 1 = (3,−2, 1), f 2 = (−1, 1,−2), f 3 = (2, 1,−3), x = (11,−6, 5).

1) Äîêàçàòü, ÷òî ñîâîêóïíîñòü âåêòîðîâ {f i} îáðàçóþò áàçèñ;
2) Çàïèñàòü ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà {ei} ê áàçèñó {f i};
3) Íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðà x â áàçèñå {f i};

3.5. Íàéòè áàçèñ ñóììû è áàçèñ ïåðåñå÷åíèÿ ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, çàäàííûõ â
âèäå ëèíåéíûõ îáîëî÷åê M1 = L(a1,a2,a3) è M2 = L(b1, b2, b3) äâóõ ñèñòåì âåê-
òîðîâ:

a1 = (5,−5,−12, 7), a2 = (−6, 5, 13,−9), a3 = (0,−1, 1, 1),

b1 = (4,−2,−5, 6), b2 = (−5,−2, 1,−6), b3 = (1, 1, 4, 1).



3.6. Íà àðèôìåòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå R4 = {x = (x1, x2, x3, x4) | x1, x2, x3, x4 ∈ R}
çàäàíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå: (x,y) = 2x1y1 + 2x2y2 + x3y3 + x4y4. Ïðîâåðèòü
êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ. Ïðåîáðàçîâàòü ê îðòîíîðìèðîâàííîé ñëåäóþùóþ ñè-
ñòåìó âåêòîðîâ:

a1 = (0, 1, 0, 1), a2 = (1, 1, 1, 0), a3 = (1, 0, 0, 1).

3.7. Îïåðàòîð A çåðêàëüíî îòðàæàåò âåêòîðû ïëîñêîñòè xOy îòíîñèòåëüíî îñè Oy,
à îïåðàòîð B ïðîåöèðóåò èõ íà ïðÿìóþ y = −

√
3x. Íàéòè ìàòðèöû îïåðàòîðîâ

A+ B, AB è BA â áàçèñå {i, j}.

3.8. Îïåðàòîðû A è B äåéñòâóþò â ïðîñòðàíñòâå R3 ïî çàêîíàì

Ax = (−x3 + 3x2,−2x3 − 3x1, 2x2 + x1), Bx = (2x1, x1 + x2,−x3).

1) Äîêàçàòü, ÷òî A � ëèíåéíûé îïåðàòîð;

2) Óêàçàòü çàêîí, ïî êîòîðîìó îïåðàòîð A−AB äåéñòâóåò íà âåêòîð x;

3) Íàéòè ìàòðèöó îïåðàòîðà B â áàçèñå {f i}:

f 1 = (3,−2, 1), f 2 = (−1, 1,−2), f 3 = (2, 1,−3).

3.9. Íàéòè ìàòðèöó îïåðàòîðà A â áàçèñå {e′
1, e

′
2, e

′
3}, åñëè èçâåñòíà åãî ìàòðèöà A â

áàçèñå {e1, e2, e3}, ãäå
e′
1 = 2e1 + 3e2 + e3

e′
2 = 3e1 + 4e2 + e3 ,

e′
3 = e1 + 2e2 + 2e3

A =

0 1 −3
2 1 −1
0 1 2

 .

3.10. Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, çàäàí-
íûõ â íåêîòîðîì áàçèñå ìàòðèöàìè 1:

(
1 −3
1 2

)
,

(
8 1

−25 −2

)
,

−1 0 2
0 −1 0
0 2 −1

 ,

(
7 2
2 4

)
.

3.11. Îïðåäåëèòü îïåðàòîðû ïðîñòîé ñòðóêòóðû ñðåäè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, çàäàííûõ
â íåêîòîðîì áàçèñå ìàòðèöàìè:

(
0 −2
2 4

)
,

0 0 0
0 1 0
0 8 0

 ,

0 0 0
0 0 0
3 0 4

 .

3.12. Ïðèâåñòè ìàòðèöû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó (ê äèàãîíàëüíîìó
âèäó èëè ê æîðäàíîâîé íîðìàëüíîé ôîðìå) è íàéòè òîò áàçèñ, â êîòîðîì îíè
èìåþò ýòîò âèä:−4 0 0

0 2 1
0 0 2

 ,

9 0 0
0 1 0
2 0 1

 ,

(
8 −9
2 −1

)
,

 2 −2 0
0 3 0
−2 4 1

 .

1Ïðèìå÷àíèå. Â çàäà÷àõ 10-12 ëèíåéíûå îïåðàòîðû çàäàíû â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå íàä ïîëåì

êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.



3.13. Äàíû ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëèíåé-
íîãî îïåðàòîðà â íåêîòîðîì áàçèñå. Íàéòè ìàòðèöó ýòîãî îïåðàòîðà â ýòîì áàçèñå,
åñëè

λ1 = 2, λ2 = −2, λ3 = 4,

a1 = (1, 0, 1), a2 = (1, 1, 1), a3 = (1, 1, 0).

3.14. Ïóñòü A � ñàìîñîïðÿæåííûé ëèíåéíûé îïåðàòîð ïðîñòðàíñòâà R3, ïîäïðîñòðàí-
ñòâî x+ y = 0 ñîñòîèò èç íóëåâîãî âåêòîðà è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà A,
îòâå÷àþùèõ ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ 6. Íàéäèòå ìàòðèöó îïåðàòîðà A â åñòåñòâåí-
íîì áàçèñå ïðîñòðàíñòâà R3, åñëè 4 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà
A.

3.15. Â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå {e1, e2} îïåðàòîðó A ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà
A = ( 1 2

1 i ). Ïðîâåðèòü ðàâåíñòâî: (Ax,y) = (x,A⋆y), åñëè x = e1+e2, y = e1+2e2.

3.16. Ìàòðèöà îïåðàòîðà A äâóìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðîâ ðàâíà

A =

(
0 −1
0 1

)
â áàçèñå {e1, e2}, ãäå |e1| = 1, |e2| = 2 è è óãîë ìåæäó e1 è e2 ðàâåí

π
3
. Íàéäèòå ìàòðèöó ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà A⋆ â òîì æå áàçèñå. ßâëÿåòñÿ ëè

îïåðàòîð A ñàìîñîïðÿæåííûì?

3.17. Ëèíåéíîìó îïåðàòîðó A ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà A =
(
2+6i −2−10i
1+4i −1−6i

)
â áàçèñå

{2e1+e2, e1+e2}, ïðè÷¼ì {e1, e2} � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ. Áóäåò ëè îïåðàòîð
A ýðìèòîâûì?

3.18. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà λ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

A(x,x) = 6x2
1 + λx2

2 + x2
3 + λx2

4 − 4x1x3 + 2x1x4 + 2λx2x3

ÿâëÿåòñÿ çíàêîïîñòîÿííîé (ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé èëè îòðèöàòåëüíî îïðå-
äåëåííîé)?

3.19. Ïðèâåñòè êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó

A(x,x) = 2x2
1 + 2x2 + 2x2

3 + 8x1x2 + 8x1x3 − 8x2x3

ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó îðòîãîíàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì. Âûïèñàòü ìàòðèöó ïåðå-
õîäà ê êàíîíè÷åñêîìó áàçèñó.



Âàðèàíò 4

4.1. Îáðàçóåò ëè ìíîæåñòâî L ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, åñëè:

1) ìíîæåñòâî L ñîñòîèò èç âñåâîçìîæíûõ äèàãîíàëüíûõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö,

ðàçìåðíîñòè 2 × 2, ò.å. x =

(
a1 0
0 a2

)
, ãäå a1 è a2 � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà,

åñëè îïåðàöèè ñëîæåíèÿ ýëåìåíòîâ è óìíîæåíèÿ ýëåìåíòà íà äåéñòâèòåëüíîå
÷èñëî çàäàíû êàê îïåðàöèè íàä ìàòðèöàìè;

2) ìíîæåñòâî L ñîñòîèò èç óïîðÿäî÷åííûõ ïàð ÷èñåë âèäà x = (a1; a2), ãäå a1 è a2
� äåéñòâèòåëüíûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, à ñëîæåíèå ýëåìåíòîâ è óìíîæåíèå
ýëåìåíòà íà äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî λ çàäàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x⊕ y = (a1; a2)⊕ (b1; b2) = (a1 + b1; a2 + b2),

λ⊗ x = λ⊗ (a1; a2) = (aλ1 ; a
λ
2)

4.2. Íàéòè ðàçìåðíîñòü è êàêîé-ëèáî áàçèñ àðèôìåòè÷åñêîãî ïîäïðîñòðàíñòâà, çàäàí-
íîãî ñèñòåìîé ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

4x1 − 4x2 − 8x3 + 8x4 − 12x5 = 0

3x1 − 4x2 − 4x3 + 3x4 − 7x5 = 0

−2x1 + 12x3 − 18x4 + 18x5 = 0

.

4.3. Äàíà ñèñòåìà âåêòîðîâ:

a1 = (6,−2,−3,−4, 2), a2 = (4, 3, 6,−1, 5),

a3 = (3,−1, 8,−1,−2), a4 = (1, 4,−2, 0, 7).

Áóäåò ëè ýòà ñèñòåìà ëèíåéíî çàâèñèìîé? Íàéòè åå ðàíã è êàêóþ íèáóäü ìàêñè-
ìàëüíóþ ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ïîäñèñòåìó. Íàéòè òàêæå êàêóþ-íèáóäü ñèñòåìó
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, çàäàþùóþ ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå äàííîé
ñèñòåìîé âåêòîðîâ.

4.4. Â áàçèñå {ei} : e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1) çàäàíû âåêòîðû

f 1 = (1,−1, 1), f 2 = (−1, 4, 3), f 3 = (8, 1,−1), x = (8, 4, 1).

1) Äîêàçàòü, ÷òî ñîâîêóïíîñòü âåêòîðîâ {f i} îáðàçóþò áàçèñ;
2) Çàïèñàòü ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà {ei} ê áàçèñó {f i};
3) Íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðà x â áàçèñå {f i};

4.5. Íàéòè áàçèñ ñóììû è áàçèñ ïåðåñå÷åíèÿ ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, çàäàííûõ â
âèäå ëèíåéíûõ îáîëî÷åê M1 = L(a1,a2,a3) è M2 = L(b1, b2, b3) äâóõ ñèñòåì âåê-
òîðîâ:

a1 = (1, 1,−3,−1), a2 = (−1,−3, 7, 4), a3 = (4, 10,−24,−13),

b1 = (1,−1, 1, 2), b2 = (−1, 2,−2, 3), b3 = (3,−5, 5,−4).

4.6. Íà àðèôìåòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå R4 = {x = (x1, x2, x3, x4) | x1, x2, x3, x4 ∈ R}
çàäàíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå: (x,y) = 2x1y1 + x2y2 + 3x3y3 − x1y2 − x2y1 + x4y4.
Ïðîâåðèòü êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ. Ïðåîáðàçîâàòü ê îðòîíîðìèðîâàííîé ñëå-
äóþùóþ ñèñòåìó âåêòîðîâ:

a1 = (1, 0, 2, 1), a2 = (1, 1, 1, 0), a3 = (0, 1, 1, 0).



4.7. Îïåðàòîð A çåðêàëüíî îòðàæàåò âåêòîðû ïëîñêîñòè xOy îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé
y =

√
3x, à îïåðàòîð B ïîâîðà÷èâàåò èõ âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò íà óãîë −π

3
.

Íàéòè ìàòðèöû îïåðàòîðîâ A+ B, AB è BA â áàçèñå {i, j}.

4.8. Îïåðàòîðû A è B äåéñòâóþò â ïðîñòðàíñòâå R3 ïî çàêîíàì

Ax = (−x2 − 2x3, x1 + x3, 2x1 − x2), Bx = (x1 + 2x2, x1 − x3, 2x2 − x3).

1) Äîêàçàòü, ÷òî A � ëèíåéíûé îïåðàòîð;

2) Óêàçàòü çàêîí, ïî êîòîðîìó îïåðàòîð A− BA äåéñòâóåò íà âåêòîð x;

3) Íàéòè ìàòðèöó îïåðàòîðà B â áàçèñå {f i}:

f 1 = (1,−1, 1), f 2 = (−1, 4, 3), f 3 = (8, 1,−1).

4.9. Íàéòè ìàòðèöó îïåðàòîðà A â áàçèñå {e′
1, e

′
2, e

′
3}, åñëè èçâåñòíà åãî ìàòðèöà A â

áàçèñå {e1, e2, e3}, ãäå
e′
1 = 2e1 + 3e2 + e3

e′
2 = 3e1 + 4e2 + e3 ,

e′
3 = e1 + 2e2 + 2e3

A =

 3 −2 0
−1 0 2
1 4 −1

 .

4.10. Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, çàäàí-
íûõ â íåêîòîðîì áàçèñå ìàòðèöàìè 1:

(
3 −5
3 1

)
,

(
6 1

−25 16

)
,

−2 0 0
3 −2 0
1 3 −2

 ,

(
5 2
2 2

)
.

4.11. Îïðåäåëèòü îïåðàòîðû ïðîñòîé ñòðóêòóðû ñðåäè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, çàäàííûõ
â íåêîòîðîì áàçèñå ìàòðèöàìè:0 0 0

0 0 5
0 5 0

 ,

2 0 0
0 1 0
0 0 0

 ,

0 0 0
0 0 2
0 0 7

 .

4.12. Ïðèâåñòè ìàòðèöû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó (ê äèàãîíàëüíîìó
âèäó èëè ê æîðäàíîâîé íîðìàëüíîé ôîðìå) è íàéòè òîò áàçèñ, â êîòîðîì îíè
èìåþò ýòîò âèä:5 0 0

6 5 0
0 0 8

 ,

7 0 0
2 3 0
0 0 3

 ,

(
2 9
−1 −8

)
,

 2 0 −4
−6 3 12
0 0 1

 .

4.13. Äàíû ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëèíåé-
íîãî îïåðàòîðà â íåêîòîðîì áàçèñå. Íàéòè ìàòðèöó ýòîãî îïåðàòîðà â ýòîì áàçèñå,
åñëè

λ1 = 1, λ2 = −1, λ3 = 4,

a1 = (3, 0, 1), a2 = (0, 1, 0), a3 = (2, 0, 1).

1Ïðèìå÷àíèå. Â çàäà÷àõ 10-12 ëèíåéíûå îïåðàòîðû çàäàíû â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå íàä ïîëåì

êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.



4.14. Ïóñòü A � ëèíåéíûé îïåðàòîð ïðîñòðàíñòâà R3, ïðè÷åì âåêòîð (1, 0, 1) � ñîá-
ñòâåííûé, îòâå÷àþùèé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ 2, âåêòîð (2, 2, 1) ñîâïàäàåò ñî
ñâîèì îáðàçîì îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ A, è âñÿêèé âåêòîð èç ïîäïðîñòðàíñòâà{
x− y + z = 0

2x− 2y + z = 0
ïåðåâîäèòñÿ îïåðàòîðîì A â îáðàòíûé. Íàéäèòå ìàòðèöó îïå-

ðàòîðà A â åñòåñòâåííîì áàçèñå ïðîñòðàíñòâà R3.

4.15. Â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå {e1, e2} îïåðàòîðó A ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà
A = ( i 1

2 1 ). Ïðîâåðèòü ðàâåíñòâî: (Ax,y) = (x,A⋆y), åñëè x = e1+e2, y = e1+2e2.

4.16. Ìàòðèöà îïåðàòîðà A äâóìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðîâ ðàâíà

A =

(− 1√
3

2√
3

1√
3

1√
3

)
â áàçèñå {e1, e2}, ãäå |e1| = 1, |e2| = 2 è è óãîë ìåæäó e1 è e2

ðàâåí π
3
. Íàéäèòå ìàòðèöó ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà A⋆ â òîì æå áàçèñå. ßâëÿåòñÿ

ëè îïåðàòîð A ñàìîñîïðÿæåííûì?

4.17. Ëèíåéíîìó îïåðàòîðó A ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà A =
( −i i
−1−2i 1+i

)
â áàçèñå

{e1 + e2, e2}, ïðè÷¼ì {e1, e2} � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ. Áóäåò ëè îïåðàòîð A
ýðìèòîâûì?

4.18. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà λ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

A(x,x) = 3x2
1 + λx2

2 + 3x2
3 + λx2

4 + 2λx1x2 + 2x1x3

ÿâëÿåòñÿ çíàêîïîñòîÿííîé (ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé èëè îòðèöàòåëüíî îïðå-
äåëåííîé)?

4.19. Ïðèâåñòè êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó

A(x,x) = 2x2
1 + 9x2

2 + 2x2
3 − 4x1x2 + 4x2x3

ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó îðòîãîíàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì. Âûïèñàòü ìàòðèöó ïåðå-
õîäà ê êàíîíè÷åñêîìó áàçèñó.



Âàðèàíò 5

5.1. Îáðàçóåò ëè ìíîæåñòâî L ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, åñëè:

1) ìíîæåñòâî L ñîñòîèò èç óïîðÿäî÷åííûõ òðîåê ÷èñåë âèäà x = (a1; a2), ãäå a1
è a2 � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, à ñëîæåíèå ýëåìåíòîâ è óìíîæåíèå ýëåìåíòà
íà äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî λ çàäàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x⊕ y = (a1; a2; 3)⊕ (b1; b2; 3) = (a1 + b1; a2 + b2; 3),

λ⊗ x = λ⊗ (a1; a2; 3) = (λa1; |a2|λ; 3);

2) ìíîæåñòâî L ñîñòîèò èç óïîðÿäî÷åííûõ òðîåê ÷èñåë âèäà x = (a1; 3; a3), ãäå
a1 è a3 � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, à ñëîæåíèå ýëåìåíòîâ è óìíîæåíèå ýëåìåíòà
íà äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî λ çàäàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x⊕ y = (a1; 3; a3)⊕ (b1; 3; b3) = (a1 + b1; 3; a3 + b3),

λ⊗ x = λ⊗ (a1; 3; a3) = (λa1; 3;λa3).

5.2. Íàéòè ðàçìåðíîñòü è êàêîé-ëèáî áàçèñ àðèôìåòè÷åñêîãî ïîäïðîñòðàíñòâà, çàäàí-
íîãî ñèñòåìîé ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

2x1 − 2x2 + 2x3 − 4x4 + 4x5 = 0

3x1 − 2x2 + x3 − 3x4 + 7x5 = 0

−3x1 + 5x2 − 7x3 + 12x4 − 4x5 = 0

.

5.3. Äàíà ñèñòåìà âåêòîðîâ:

a1 = (1, 6,−7, 4,−9), a2 = (1,−7, 9,−7, 2),

a3 = (5,−4, 8, 1, 1), a4 = (2,−1, 2,−3,−7), a5 = (−4,−3, 1,−8, 1).

Áóäåò ëè ýòà ñèñòåìà ëèíåéíî çàâèñèìîé? Íàéòè åå ðàíã è êàêóþ íèáóäü ìàêñè-
ìàëüíóþ ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ïîäñèñòåìó. Íàéòè òàêæå êàêóþ-íèáóäü ñèñòåìó
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, çàäàþùóþ ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå äàííîé
ñèñòåìîé âåêòîðîâ.

5.4. Â áàçèñå {ei} : e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1) çàäàíû âåêòîðû

f 1 = (3, 1, 2), f 2 = (2, 0, 3), f 3 = (1, 0, 2), x = (3, 5,−6).

1) Äîêàçàòü, ÷òî ñîâîêóïíîñòü âåêòîðîâ {f i} îáðàçóþò áàçèñ;
2) Çàïèñàòü ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà {ei} ê áàçèñó {f i};
3) Íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðà x â áàçèñå {f i};

5.5. Íàéòè áàçèñ ñóììû è áàçèñ ïåðåñå÷åíèÿ ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, çàäàííûõ â
âèäå ëèíåéíûõ îáîëî÷åê M1 = L(a1,a2,a3) è M2 = L(b1, b2, b3) äâóõ ñèñòåì âåê-
òîðîâ:

a1 = (2, 1, 3,−1), a2 = (−7,−3,−4, 4), a3 = (23, 10, 15,−13),

b1 = (0, 5,−1, 11), b2 = (1, 2,−1, 3), b3 = (−2, 1, 1, 5).



5.6. Íà àðèôìåòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå R4 = {x = (x1, x2, x3, x4) | x1, x2, x3, x4 ∈ R}
çàäàíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå: (x,y) = 2x1y1 + 4x2y2 + x3y3 + x4y4. Ïðîâåðèòü
êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ. Ïðåîáðàçîâàòü ê îðòîíîðìèðîâàííîé ñëåäóþùóþ ñè-
ñòåìó âåêòîðîâ:

a1 = (0, 1, 0, 1), a2 = (1, 1, 0, 0), a3 = (1, 1, 1, 1).

5.7. Îïåðàòîð A ïðîåöèðóåò âåêòîðû ïðîñòðàíñòâà íà ïðÿìóþ x√
2
= y = z, à îïå-

ðàòîð B äåéñòâóåò íà íèõ ñëåäóþùèì îáðàçîì: Bx = [−k × x]. Íàéòè ìàòðèöû
îïåðàòîðîâ A+ B, AB è BA â áàçèñå {i, j,k}.

5.8. Îïåðàòîðû A è B äåéñòâóþò â ïðîñòðàíñòâå R3 ïî çàêîíàì

Ax = (4x3 + 2x2,−x3 − 2x1, x2 − 4x1), Bx = (2x3,−x2, x1).

1) Äîêàçàòü, ÷òî A � ëèíåéíûé îïåðàòîð;

2) Óêàçàòü çàêîí, ïî êîòîðîìó îïåðàòîð AB − B äåéñòâóåò íà âåêòîð x;

3) Íàéòè ìàòðèöó îïåðàòîðà B â áàçèñå {f i}:

f 1 = (3, 1, 2), f 2 = (2, 0, 3), f 3 = (1, 0, 2).

5.9. Íàéòè ìàòðèöó îïåðàòîðà A â áàçèñå {e′
1, e

′
2, e

′
3}, åñëè èçâåñòíà åãî ìàòðèöà A â

áàçèñå {e1, e2, e3}, ãäå
e′
1 = 2e1 + 3e2 + e3

e′
2 = 3e1 + 4e2 + e3 ,

e′
3 = e1 + 2e2 + 2e3

A =

−2 0 2
1 0 3
−1 2 1

 .

5.10. Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, çàäàí-
íûõ â íåêîòîðîì áàçèñå ìàòðèöàìè 1:

(
2 −7
1 3

)
,

(
−2 −1
1 −4

)
,

−5 0 2
1 −5 2
0 0 −5

 ,

(
−2 2
2 −5

)
.

5.11. Îïðåäåëèòü îïåðàòîðû ïðîñòîé ñòðóêòóðû ñðåäè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, çàäàííûõ
â íåêîòîðîì áàçèñå ìàòðèöàìè:

(
0 −2
2 4

)
,

0 0 0
0 1 0
0 8 0

 ,

0 0 0
0 0 0
3 0 4

 .

5.12. Ïðèâåñòè ìàòðèöû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó (ê äèàãîíàëüíîìó
âèäó èëè ê æîðäàíîâîé íîðìàëüíîé ôîðìå) è íàéòè òîò áàçèñ, â êîòîðîì îíè
èìåþò ýòîò âèä:−6 0 0

−3 −6 1
0 0 −6

 ,

3 0 −1
0 6 0
0 0 6

 ,

(
2 1
−7 −6

)
,

1 −2 0
0 2 0
4 4 3

 .

1Ïðèìå÷àíèå. Â çàäà÷àõ 10-12 ëèíåéíûå îïåðàòîðû çàäàíû â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå íàä ïîëåì

êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.



5.13. Äàíû ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëèíåé-
íîãî îïåðàòîðà â íåêîòîðîì áàçèñå. Íàéòè ìàòðèöó ýòîãî îïåðàòîðà â ýòîì áàçèñå,
åñëè

λ1 = 2, λ2 = −2, λ3 = 1,

a1 = (1, 1, 5), a2 = (0, 1, 1), a3 = (1, 0, 5).

5.14. Ïóñòü A � ëèíåéíûé îïåðàòîð ïðîñòðàíñòâà R3 è âñÿêèé âåêòîð ïîäïðîñòðàíñòâà
y− z = 0 ïåðåâîäèòñÿ ýòèì îïåðàòîðîì â îáðàòíûé, à âåêòîð (1, 2, 3) ñîâïàäàåò ñî
ñâîèì îáðàçîì. Íàéäèòå ìàòðèöó îïåðàòîðàA â åñòåñòâåííîì áàçèñå ïðîñòðàíñòâà
R3.

5.15. Â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå {e1, e2} îïåðàòîðó A ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà
A = ( 2i 1

−1 1 ). Ïðîâåðèòü ðàâåíñòâî: (Ax,y) = (x,A⋆y), åñëè x = e1+e2, y = e1+2e2.

5.16. Ìàòðèöà îïåðàòîðà A äâóìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðîâ ðàâíà

A =

(
0 −

√
2

1√
2

√
2

)
â áàçèñå {e1, e2}, ãäå |e1| = 1, |e2| =

√
2 è è óãîë ìåæäó e1 è e2

ðàâåí π
4
. Íàéäèòå ìàòðèöó ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà A⋆ â òîì æå áàçèñå. ßâëÿåòñÿ

ëè îïåðàòîð A ñàìîñîïðÿæåííûì?

5.17. Ëèíåéíîìó îïåðàòîðó A ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà A =
( −2i 2i
1−4i 1+2i

)
â áàçèñå

{e1 + e2, e2}, ïðè÷¼ì {e1, e2} � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ. Áóäåò ëè îïåðàòîð A
ýðìèòîâûì?

5.18. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà λ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

A(x,x) = 4x2
1 + 2x2

2 + λx2
3 + 3x2

4 + 2λx1x3 − 2x2x3

ÿâëÿåòñÿ çíàêîïîñòîÿííîé (ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé èëè îòðèöàòåëüíî îïðå-
äåëåííîé)?

5.19. Ïðèâåñòè êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó

A(x,x) = −4x2
1 − 4x2

2 + 2x2
3 − 4x1x2 + 8x1x3 − 8x2x3

ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó îðòîãîíàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì. Âûïèñàòü ìàòðèöó ïåðå-
õîäà ê êàíîíè÷åñêîìó áàçèñó.



Âàðèàíò 6

6.1. Îáðàçóåò ëè ìíîæåñòâî L ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, åñëè:

1) ìíîæåñòâî L ñîñòîèò èç óïîðÿäî÷åííûõ ïàð ÷èñåë âèäà x = (a1; a2), ãäå a1 è
a2 � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, à ñëîæåíèå ýëåìåíòîâ è óìíîæåíèå ýëåìåíòà íà
äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî λ çàäàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x⊕ y = (a1; a2)⊕ (b1; b2) = (a1b1; a2 + b2; ),

λ⊗ x = λ⊗ (a1; a2) = (λa1; a2);

2) ìíîæåñòâî L ñîñòîèò èç óïîðÿäî÷åííûõ ïàð ÷èñåë âèäà x = (a2; a3), ãäå a
� äåéñòâèòåëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, à ñëîæåíèå ýëåìåíòîâ è óìíîæåíèå
ýëåìåíòà íà äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî λ çàäàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x⊕ y = (a2; a3)⊕ (b2; b3) = (a2b2; a3b3),

λ⊗ x = λ⊗ (a2; a3) = (a2λ; a3λ).

6.2. Íàéòè ðàçìåðíîñòü è êàêîé-ëèáî áàçèñ àðèôìåòè÷åñêîãî ïîäïðîñòðàíñòâà, çàäàí-
íîãî ñèñòåìîé ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

2x1 − 4x2 − 2x3 + 4x4 + 4x5 = 0

3x1 − 5x2 − 5x3 + 4x4 + 8x5 = 0

3x1 − 4x2 − 4x3 − 4x4 + 7x5 = 0

.

6.3. Äàíà ñèñòåìà âåêòîðîâ:

a1 = (7, 6,−7,−4,−4), a2 = (2, 1,−7, 4,−8),

a3 = (7,−2,−8,−5, 8), a4 = (−17, 8, 10, 23,−40).

Áóäåò ëè ýòà ñèñòåìà ëèíåéíî çàâèñèìîé? Íàéòè åå ðàíã è êàêóþ íèáóäü ìàêñè-
ìàëüíóþ ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ïîäñèñòåìó. Íàéòè òàêæå êàêóþ-íèáóäü ñèñòåìó
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, çàäàþùóþ ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå äàííîé
ñèñòåìîé âåêòîðîâ.

6.4. Â áàçèñå {ei} : e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1) çàäàíû âåêòîðû

f 1 = (3, 2, 1), f 2 = (2, 3, 1), f 3 = (−1,−3,−1), x = (2, 1, 1).

1) Äîêàçàòü, ÷òî ñîâîêóïíîñòü âåêòîðîâ {f i} îáðàçóþò áàçèñ;
2) Çàïèñàòü ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà {ei} ê áàçèñó {f i};
3) Íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðà x â áàçèñå {f i};

6.5. Íàéòè áàçèñ ñóììû è áàçèñ ïåðåñå÷åíèÿ ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, çàäàííûõ â
âèäå ëèíåéíûõ îáîëî÷åê M1 = L(a1,a2,a3) è M2 = L(b1, b2, b3) äâóõ ñèñòåì âåê-
òîðîâ:

a1 = (−1,−1,−4, 14), a2 = (3, 4, 3,−19), a3 = (1,−2,−1, 5),

b1 = (1, 2,−4, 8), b2 = (−7,−12, 14,−14), b3 = (8, 5,−3,−7).



6.6. Íà àðèôìåòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå R4 = {x = (x1, x2, x3, x4) | x1, x2, x3, x4 ∈ R}
çàäàíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå: (x,y) = 2x1y1 + 2x2y2 + x3y3 + x1y2 + x2y1 + x4y4.
Ïðîâåðèòü êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ. Ïðåîáðàçîâàòü ê îðòîíîðìèðîâàííîé ñëå-
äóþùóþ ñèñòåìó âåêòîðîâ:

a1 = (1, 0, 1, 1), a2 = (0, 1, 1, 0), a3 = (1, 1, 1, 0).

6.7. Îïåðàòîð A ïðîåöèðóåò âåêòîðû ïëîñêîñòè xOy íà ïðÿìóþ x = 4y, à îïåðàòîð B
çåðêàëüíî îòðàæàåò èõ îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé y = − x√

3
. Íàéòè ìàòðèöû îïåðàòîðîâ

A+ B, AB è BA â áàçèñå {i, j}.

6.8. Îïåðàòîðû A è B äåéñòâóþò â ïðîñòðàíñòâå R3 ïî çàêîíàì

Ax = (−2x2 − 2x3, 2x1 + 3x3, 2x1 − 3x2), Bx = (x3 − x1, x2 − x1, x1).

1) Äîêàçàòü, ÷òî A � ëèíåéíûé îïåðàòîð;

2) Óêàçàòü çàêîí, ïî êîòîðîìó îïåðàòîð B −AB äåéñòâóåò íà âåêòîð x;

3) Íàéòè ìàòðèöó îïåðàòîðà B â áàçèñå {f i}:

f 1 = (3, 2, 1), f 2 = (2, 3, 1), f 3 = (−1,−3,−1).

6.9. Íàéòè ìàòðèöó îïåðàòîðà A â áàçèñå {e′
1, e

′
2, e

′
3}, åñëè èçâåñòíà åãî ìàòðèöà A â

áàçèñå {e1, e2, e3}, ãäå
e′
1 = 2e1 + 3e2 + e3

e′
2 = 3e1 + 4e2 + e3 ,

e′
3 = e1 + 2e2 + 2e3

A =

1 0 −2
3 −1 0
2 1 0

 .

6.10. Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, çàäàí-
íûõ â íåêîòîðîì áàçèñå ìàòðèöàìè 1:

(
1 3
−5 4

)
,

(
4 1

−16 12

)
,

5 0 1
0 5 0
0 2 5

 ,

(
6 3
3 −2

)
.

6.11. Îïðåäåëèòü îïåðàòîðû ïðîñòîé ñòðóêòóðû ñðåäè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, çàäàííûõ
â íåêîòîðîì áàçèñå ìàòðèöàìè:

(
0 0
3 1

)
,

0 0 0
2 0 7
0 0 0

 ,

1 2 3
0 0 4
0 0 0

 .

6.12. Ïðèâåñòè ìàòðèöû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó (ê äèàãîíàëüíîìó
âèäó èëè ê æîðäàíîâîé íîðìàëüíîé ôîðìå) è íàéòè òîò áàçèñ, â êîòîðîì îíè
èìåþò ýòîò âèä:−8 0 0

0 7 5
0 0 7

 ,

3 0 0
0 3 0
0 1 4

 ,

(
10 −4
6 −1

)
,

1 0 0
0 1 0
2 0 2

 .

1Ïðèìå÷àíèå. Â çàäà÷àõ 10-12 ëèíåéíûå îïåðàòîðû çàäàíû â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå íàä ïîëåì

êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.



6.13. Äàíû ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëèíåé-
íîãî îïåðàòîðà â íåêîòîðîì áàçèñå. Íàéòè ìàòðèöó ýòîãî îïåðàòîðà â ýòîì áàçèñå,
åñëè

λ1 = 2, λ2 = 3, λ3 = 4,

a1 = (2, 3, 0), a2 = (1, 2, 1), a3 = (0, 1, 1).

6.14. ßäðîì ñàìîñîïðÿæåííîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A ïðîñòðàíñòâà R3 ÿâëÿåòñÿ ïëîñ-
êîñòü 2x+2y+z = 0 è 2 � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ýòîãî îïåðàòîðà. Íàéäèòå ìàòðèöó
îïåðàòîðà A â åñòåñòâåííîì áàçèñå ïðîñòðàíñòâà R3.

6.15. Â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå {e1, e2} îïåðàòîðó A ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà
A = ( i 1

−1 2 ). Ïðîâåðèòü ðàâåíñòâî: (Ax,y) = (x,A⋆y), åñëè x = e1+e2, y = e1+2e2.

6.16. Ëèíåéíûé îïåðàòîð A äâóìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðîâ çàäàí

ìàòðèöåé A =

(
−1 −2
1 1

)
â áàçèñå {e1, e2}, ãäå |e1| = 1, |e2| =

√
2 è è óãîë

ìåæäó e1 è e2 ðàâåí π
4
. Íàéäèòå ñîáñòâåííûå âåêòîðû è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

ýòîãî îïåðàòîðà, ìàòðèöó ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà A⋆ â òîì æå áàçèñå. ßâëÿåòñÿ
ëè îïåðàòîð A ñàìîñîïðÿæåííûì?

6.17. Ëèíåéíîìó îïåðàòîðó A ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà A =
(
1−i i
−2i 1+i

)
â áàçèñå

{e1 + e2, e2}, ïðè÷¼ì {e1, e2} � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ. Áóäåò ëè îïåðàòîð A
ýðìèòîâûì?

6.18. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà λ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

A(x,x) = 2x2
1 + x2

2 + λx2
3 + x2

4 − 2x1x2 + 2λx1x3 + 2x2x4

ÿâëÿåòñÿ çíàêîïîñòîÿííîé (ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé èëè îòðèöàòåëüíî îïðå-
äåëåííîé)?

6.19. Ïðèâåñòè êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó

A(x,x) = x2
1 + x2

2 + x2
3 + 2x1x2 − 2

√
3x2x3

ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó îðòîãîíàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì. Âûïèñàòü ìàòðèöó ïåðå-
õîäà ê êàíîíè÷åñêîìó áàçèñó.



Âàðèàíò 7

7.1. Îáðàçóåò ëè ìíîæåñòâî L ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, åñëè:

1) ìíîæåñòâî L ñîñòîèò èç óïîðÿäî÷åííûõ òðîåê ÷èñåë âèäà x = (a1; a2; 8), ãäå
a1 è a2 � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, à ñëîæåíèå ýëåìåíòîâ è óìíîæåíèå ýëåìåíòà
íà äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî λ çàäàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x⊕ y = (a1; a2; 8)⊕ (b1; b2; 8) = (a1 + b1; a2 + b2; 8),

λ⊗ x = λ⊗ (a1; a2; 8) = (λa1; |a2|λ; 8);

2) ìíîæåñòâî L ñîñòîèò èç óïîðÿäî÷åííûõ ïàð ÷èñåë âèäà x = (a; a2), ãäå a
� äåéñòâèòåëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, à ñëîæåíèå ýëåìåíòîâ è óìíîæåíèå
ýëåìåíòà íà äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî λ çàäàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x⊕ y = (a; a2)⊕ (b; b2) = (ab; a2b2),

λ⊗ x = λ⊗ (a; a2) = (aλ; a2λ).

7.2. Íàéòè ðàçìåðíîñòü è êàêîé-ëèáî áàçèñ àðèôìåòè÷åñêîãî ïîäïðîñòðàíñòâà, çàäàí-
íîãî ñèñòåìîé ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

2x1 + 4x2 + 6x3 − 2x4 + 4x5 = 0

3x1 + 7x2 + 7x3 + 5x5 = 0

3x1 + 4x2 + 13x3 − 9x4 + 8x5 = 0

.

7.3. Äàíà ñèñòåìà âåêòîðîâ:

a1 = (6,−2,−3,−4, 2), a2 = (4, 3, 6,−1, 5),

a3 = (3,−1, 8,−1,−2), a4 = (10, 1, 3,−5, 7), a5 = (1, 4,−2, 0, 7).

Áóäåò ëè ýòà ñèñòåìà ëèíåéíî çàâèñèìîé? Íàéòè åå ðàíã è êàêóþ íèáóäü ìàêñè-
ìàëüíóþ ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ïîäñèñòåìó. Íàéòè òàêæå êàêóþ-íèáóäü ñèñòåìó
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, çàäàþùóþ ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå äàííîé
ñèñòåìîé âåêòîðîâ.

7.4. Â áàçèñå {ei} : e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1) çàäàíû âåêòîðû

f 1 = (4, 2,−1), f 2 = (5, 3,−2), f 3 = (3, 2,−1), x = (4, 3,−2).

1) Äîêàçàòü, ÷òî ñîâîêóïíîñòü âåêòîðîâ {f i} îáðàçóþò áàçèñ;
2) Çàïèñàòü ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà {ei} ê áàçèñó {f i};
3) Íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðà x â áàçèñå {f i};

7.5. Íàéòè áàçèñ ñóììû è áàçèñ ïåðåñå÷åíèÿ ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, çàäàííûõ â
âèäå ëèíåéíûõ îáîëî÷åê M1 = L(a1,a2,a3) è M2 = L(b1, b2, b3) äâóõ ñèñòåì âåê-
òîðîâ:

a1 = (7,−5,−6, 8), a2 = (−2, 2, 7,−7), a3 = (6,−2,−1, 5),

b1 = (4,−7,−7, 1), b2 = (−8,−3, 1,−3), b3 = (8, 9, 2, 3).

7.6. Íà àðèôìåòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå R4 = {x = (x1, x2, x3, x4) | x1, x2, x3, x4 ∈ R}
çàäàíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå: (x,y) = 2x1y1 + 2x2y2 + x3y3 + x1y2 + x2y1 + x4y4.
Ïðîâåðèòü êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ. Ïðåîáðàçîâàòü ê îðòîíîðìèðîâàííîé ñëå-
äóþùóþ ñèñòåìó âåêòîðîâ:

a1 = (1, 0, 1, 1), a2 = (0, 4, 1, 0), a3 = (0, 0, 1, 1).



7.7. Îïåðàòîð A ïîâîðà÷èâàåò âåêòîðû ïðîñòðàíñòâà âîêðóã îñè Ox íà óãîë π
4
(åñëè

ñìîòðåòü ñ êîíöà âåêòîðà i), à îïåðàòîð B ïðîåöèðóåò âåêòîðû ïðîñòðàíñòâà íà
ïëîñêîñòü yOz. Íàéòè ìàòðèöû îïåðàòîðîâ A+ B, AB è BA â áàçèñå {i, j,k}.

7.8. Îïåðàòîðû A è B äåéñòâóþò â ïðîñòðàíñòâå R3 ïî çàêîíàì

Ax = (−3x3 − 5x2,−2x3 + 5x1, 2x2 + 3x1),

Bx = (4x1 − 6x2 + 10x3,−6x1 + 9x2 − 15x3, 10x1 − 15x2 + 25x3).

1) Äîêàçàòü, ÷òî A � ëèíåéíûé îïåðàòîð;

2) Óêàçàòü çàêîí, ïî êîòîðîìó îïåðàòîð AB äåéñòâóåò íà âåêòîð x;

3) Íàéòè ìàòðèöó îïåðàòîðà B â áàçèñå {f i}:

f 1 = (4, 2,−1), f 2 = (5, 3,−2), f 3 = (3, 2,−1).

7.9. Íàéòè ìàòðèöó îïåðàòîðà A â áàçèñå {e′
1, e

′
2, e

′
3}, åñëè èçâåñòíà åãî ìàòðèöà A â

áàçèñå {e1, e2, e3}, ãäå
e′
1 = 2e1 + 3e2 + e3

e′
2 = 3e1 + 4e2 + e3 ,

e′
3 = e1 + 2e2 + 2e3

A =

 1 2 0
−2 3 −2
0 2 −1

 .

7.10. Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, çàäàí-
íûõ â íåêîòîðîì áàçèñå ìàòðèöàìè 1:

(
3 −2
5 1

)
,

(
4 −1
1 6

)
,

1 0 0
2 1 3
4 0 1

 ,

(
5 3
3 −3

)
.

7.11. Îïðåäåëèòü îïåðàòîðû ïðîñòîé ñòðóêòóðû ñðåäè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, çàäàííûõ
â íåêîòîðîì áàçèñå ìàòðèöàìè:

(
1 −2
0 0

)
,

0 0 0
0 0 0
3 −2 0

 ,

0 0 0
0 3 6
0 0 0

 .

7.12. Ïðèâåñòè ìàòðèöû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó (ê äèàãîíàëüíîìó
âèäó èëè ê æîðäàíîâîé íîðìàëüíîé ôîðìå) è íàéòè òîò áàçèñ, â êîòîðîì îíè
èìåþò ýòîò âèä:1 4 0

0 1 0
0 0 3

 ,

2 0 0
0 2 0
3 0 5

 ,

(
3 −7
1 −5

)
,

 1 2 0
0 2 0
−4 8 3

 .

7.13. Äàíû ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëèíåé-
íîãî îïåðàòîðà â íåêîòîðîì áàçèñå. Íàéòè ìàòðèöó ýòîãî îïåðàòîðà â ýòîì áàçèñå,
åñëè

λ1 = 1, λ2 = −2, λ3 = 4,

a1 = (3, 1, 1), a2 = (1, 1, 0), a3 = (3, 0, 1).

1Ïðèìå÷àíèå. Â çàäà÷àõ 10-12 ëèíåéíûå îïåðàòîðû çàäàíû â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå íàä ïîëåì

êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.



7.14. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû ñàìîñîïðÿæåííîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðàA ïðîñòðàíñòâà R3,
îòâå÷àþùèå ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ 6, îáðàçóþò ïëîñêîñòü x + y = 0. ßäðî îïå-
ðàòîðà A íåòðèâèàëüíî. Íàéäèòå ìàòðèöó îïåðàòîðà A â åñòåñòâåííîì áàçèñå
ïðîñòðàíñòâà R3.

7.15. Â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå {e1, e2} îïåðàòîðó A ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà
A =

(
1 −2
−2 i

)
. Ïðîâåðèòü ðàâåíñòâî: (Ax,y) = (x,A⋆y), åñëè x = e1 + e2, y =

e1 + 2e2.

7.16. Ëèíåéíûé îïåðàòîð A äâóìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðîâ çàäàí

ìàòðèöåé A =

(
0 1
0 −1

)
â áàçèñå {e1, e2}, ãäå |e1| = 1, |e2| =

√
2 è è óãîë ìåæäó e1

è e2 ðàâåí
π
4
. Íàéäèòå ñîáñòâåííûå âåêòîðû è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýòîãî îïåðà-

òîðà, ìàòðèöó ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà A⋆ â òîì æå áàçèñå. ßâëÿåòñÿ ëè îïåðàòîð
A ñàìîñîïðÿæåííûì?

7.17. Ëèíåéíîìó îïåðàòîðó A ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà A =
(
4−2i −1+4i
2−i −1+2i

)
â áàçèñå

{e1+e2, 3e1+e2}, ïðè÷¼ì {e1, e2} � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ. Áóäåò ëè îïåðàòîð
A ýðìèòîâûì?

7.18. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà λ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

A(x,x) = 5x2
1 + x2

2 + 3x2
3 + 2x2

4 + 2λx1x2 − 4x1x3 + 2λx2x4

ÿâëÿåòñÿ çíàêîïîñòîÿííîé (ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé èëè îòðèöàòåëüíî îïðå-
äåëåííîé)?

7.19. Ïðèâåñòè êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó

A(x,x) = 4x2
1 + 4x2

2 + x2
3 + 2x1x2 − 4x1x3 + 4x2x3

ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó îðòîãîíàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì. Âûïèñàòü ìàòðèöó ïåðå-
õîäà ê êàíîíè÷åñêîìó áàçèñó.



Âàðèàíò 8

8.1. Îáðàçóåò ëè ìíîæåñòâî L ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, åñëè:

1) ìíîæåñòâî L ñîñòîèò èç óïîðÿäî÷åííûõ òðîåê ÷èñåë âèäà x = (a1; a2; 6), ãäå
a1 öåëîå ÷èñëî è a2 � äåéñòâèòåëüíûå, à ñëîæåíèå ýëåìåíòîâ è óìíîæåíèå
ýëåìåíòà íà äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî λ çàäàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x⊕ y = (a1; a2)⊕ (b1; b2) = (a1b1; a2b2),

λ⊗ x = λ⊗ (a1; a2) = (|a1|λ; |a2|λ);

2) ìíîæåñòâî L ñîñòîèò èç âñåâîçìîæíûõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö, ðàçìåðíîñòè 2x2

òî åñòü x =

(
a1 a2
a3 a4,

)
ãäå a1, a2, a3, è a4�äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, åñëè îïåðàöèè

ñëîæåíèÿ ýëåìåíòîâ è óìíîæåíèÿ ýëåìåíòà íà äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî çàäàíû
êàê îïåðàöèè íàä ìàòðèöàìè.

8.2. Íàéòè ðàçìåðíîñòü è êàêîé-ëèáî áàçèñ àðèôìåòè÷åñêîãî ïîäïðîñòðàíñòâà, çàäàí-
íîãî ñèñòåìîé ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

4x1 − 8x2 + 4x3 − 4x4 + 4x5 = 0

−2x1 + 3x2 − 3x3 − 4x4 + x5 = 0

−3x1 + 4x2 − 3x3 − 13x4 + 5x5 = 0

.

8.3. Äàíà ñèñòåìà âåêòîðîâ:

a1 = (6, 5, 7,−6,−9), a2 = (2, 5,−8, 8,−4),

a3 = (6, 5,−1, 5,−1), a4 = (−14,−5,−13, 1,−5).

Áóäåò ëè ýòà ñèñòåìà ëèíåéíî çàâèñèìîé? Íàéòè åå ðàíã è êàêóþ íèáóäü ìàêñè-
ìàëüíóþ ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ïîäñèñòåìó. Íàéòè òàêæå êàêóþ-íèáóäü ñèñòåìó
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, çàäàþùóþ ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå äàííîé
ñèñòåìîé âåêòîðîâ.

8.4. Â áàçèñå {ei} : e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1) çàäàíû âåêòîðû

f 1 = (1,−1,−1), f 2 = (1, 1,−1), f 3 = (1, 1, 1), x = (2, 3, 1).

1) Äîêàçàòü, ÷òî ñîâîêóïíîñòü âåêòîðîâ {f i} îáðàçóþò áàçèñ;
2) Çàïèñàòü ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà {ei} ê áàçèñó {f i};
3) Íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðà x â áàçèñå {f i};

8.5. Íàéòè áàçèñ ñóììû è áàçèñ ïåðåñå÷åíèÿ ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, çàäàííûõ â
âèäå ëèíåéíûõ îáîëî÷åê M1 = L(a1,a2,a3) è M2 = L(b1, b2, b3) äâóõ ñèñòåì âåê-
òîðîâ:

a1 = (1, 1, 1, 4), a2 = (1,−3,−5,−1), a3 = (1, 5, 7, 9),

b1 = (3,−1,−3,−7), b2 = (9, 2, 6,−2), b3 = (−6,−3,−9, 9).

8.6. Íà àðèôìåòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå R4 = {x = (x1, x2, x3, x4) | x1, x2, x3, x4 ∈ R}
çàäàíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå: (x,y) = x1y1 + 3x2y2 + x3y3 − x1y2 − x2y1 + x4y4.
Ïðîâåðèòü êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ. Ïðåîáðàçîâàòü ê îðòîíîðìèðîâàííîé ñëå-
äóþùóþ ñèñòåìó âåêòîðîâ:

a1 = (3, 0, 0, 1), a2 = (1, 0, 1, 0), a3 = (1, 1, 0, 0).



8.7. Îïåðàòîð A çåðêàëüíî îòðàæàåò âåêòîðû ïëîñêîñòè xOy îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé
y =

√
3x, à îïåðàòîð B ïðîåöèðóåò âåêòîðû ïëîñêîñòè íà ïðÿìóþ y = 2x. Íàéòè

ìàòðèöû îïåðàòîðîâ A+ B, AB è BA â áàçèñå {i, j}.

8.8. Îïåðàòîðû A è B äåéñòâóþò â ïðîñòðàíñòâå R3 ïî çàêîíàì

Ax = (8x3 − 2x2, 4x3 + 2x1,−4x2 − 8x1), Bx = (x2, x1 + x3, x1).

1) Äîêàçàòü, ÷òî A � ëèíåéíûé îïåðàòîð;

2) Óêàçàòü çàêîí, ïî êîòîðîìó îïåðàòîð B +AB äåéñòâóåò íà âåêòîð x;

3) Íàéòè ìàòðèöó îïåðàòîðà B â áàçèñå {f i}:

f 1 = (1,−1,−1), f 2 = (1, 1,−1), f 3 = (1, 1, 1).

8.9. Íàéòè ìàòðèöó îïåðàòîðà A â áàçèñå {e′
1, e

′
2, e

′
3}, åñëè èçâåñòíà åãî ìàòðèöà A â

áàçèñå {e1, e2, e3}, ãäå
e′
1 = 2e1 + 3e2 + e3

e′
2 = 3e1 + 4e2 + e3 ,

e′ = e1 + 2e2 + 2e3

A =

−2 3 0
1 1 3
2 0 −1

 .

8.10. Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, çàäàí-
íûõ â íåêîòîðîì áàçèñå ìàòðèöàìè 1:

(
2 −7
3 4

)
,

(
4 9
−1 10

)
,

−4 0 1
2 −4 0
0 0 −4

 ,

(
8 −2
−2 5

)
.

8.11. Îïðåäåëèòü îïåðàòîðû ïðîñòîé ñòðóêòóðû ñðåäè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, çàäàííûõ
â íåêîòîðîì áàçèñå :

(
7 0
0 0

)
,

0 0 0
1 0 0
3 0 0

 ,

0 0 0
0 0 0
0 5 2

 .

8.12. Ïðèâåñòè ìàòðèöû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó (ê äèàãîíàëüíîìó
âèäó èëè ê æîðäàíîâîé íîðìàëüíîé ôîðìå) è íàéòè òîò áàçèñ, â êîòîðîì îíè
èìåþò ýòîò âèä:1 −2 4

0 1 0
0 0 1

 ,

1 0 4
0 1 0
0 0 2

 ,

(
3 −9
4 −10

)
,

0 −4 0
0 2 0
2 8 1

 .

8.13. Äàíû ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëèíåé-
íîãî îïåðàòîðà â íåêîòîðîì áàçèñå. Íàéòè ìàòðèöó ýòîãî îïåðàòîðà â ýòîì áàçèñå,
åñëè

λ1 = 2, λ2 = −2, λ3 = 4,

a1 = (1, 0, 1), a2 = (1, 1, 1), a3 = (1, 1, 0).

1Ïðèìå÷àíèå. Â çàäà÷àõ 10-12 ëèíåéíûå îïåðàòîðû çàäàíû â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå íàä ïîëåì

êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.



8.14. Âåêòîð (1, 0, 1) ëåæèò â ðÿäå ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà R3 à
âåêòîð (1, 1, 0) ïîä äåéñòâèå A óäâàèâàåòñÿ. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû îïåðàòîðà A îò-

âå÷àþùèå ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ (-1) îáðàçóþò ïîäïðîñòðàíñòâî

{
x+ 2y + z = 0

x+ y = 0
.

Íàéäèòå ìàòðèöó îïåðàòîðà A â åñòåñòâåííîì áàçèñå ïðîñòðàíñòâà R3.

8.15. Â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå {e1, e2} îïåðàòîðó A ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà
A = ( 1 i

i 2 ). Ïðîâåðèòü ðàâåíñòâî: (Ax,y) = (x,A⋆y), åñëè x = e1+e2, y = e1+2e2.

8.16. Ëèíåéíûé îïåðàòîðà A äâóìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðîâ çàäàí

ìàòðèöåé A =

(
−1 0
1 1

)
â áàçèñå {e1, e2}, ãäå |e1| = 1, |e2| =

√
2 è è óãîë ìåæäó e1

è e2 ðàâåí
π
4
. Íàéäèòå ñîáñòâåííûå âåêòîðû è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýòîãî îïåðà-

òîðà, ìàòðèöó ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà A⋆ â òîì æå áàçèñå. ßâëÿåòñÿ ëè îïåðàòîð
A ñàìîñîïðÿæåííûì?

8.17. Ëèíåéíîìó îïåðàòîðó A ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà A =
(
1+i 2+i
3+i 1−i

)
â áàçèñå

{2e1+e2, e1+e2}, ïðè÷¼ì {e1, e2} � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ. Áóäåò ëè îïåðàòîð
A ýðìèòîâûì?

8.18. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà λ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

A(x,x) = x2
1 + x2

2 + 2x2
3 + λx2

4 + 2λx1x3 + 2x2x3

ÿâëÿåòñÿ çíàêîïîñòîÿííîé (ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé èëè îòðèöàòåëüíî îïðå-
äåëåííîé)?

8.19. Ïðèâåñòè êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó

A(x,x) = 3x2
1 + x2

2 −
3

2
x2
3 + 2

√
3x1x2 − x1x3 +

√
3x2x3

ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó îðòîãîíàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì. Âûïèñàòü ìàòðèöó ïåðå-
õîäà ê êàíîíè÷åñêîìó áàçèñó.



Âàðèàíò 9

9.1. Îáðàçóåò ëè ìíîæåñòâî L ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, åñëè:

1) ìíîæåñòâî L ñîñòîèò èç óïîðÿäî÷åííûõ òðîåê ÷èñåë âèäà x = (4; a2; a3), ãäå
a2 è a3 � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, à ñëîæåíèå ýëåìåíòîâ è óìíîæåíèå ýëåìåíòà
íà äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî λ çàäàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x⊕ y = (4; a2; a3)⊕ (4; b2; b3) = (4; a2 + b2; a3 + b3),

λ⊗ x = λ⊗ (4; a2; a3) = (4;λa2;λa3);

2) ìíîæåñòâî L ñîñòîèò èç óïîðÿäî÷åííûõ ïàð ÷èñåë âèäà x = (a; a2), ãäå a
� äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, à ñëîæåíèå ýëåìåíòîâ è óìíîæåíèå ýëåìåíòà íà
äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî λ çàäàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x⊕ y = (a; a2)⊕ (b; b2) = (ab, a2b2),

λ⊗ x = λ⊗ (a; a2) = (aλ; a2λ).

9.2. Íàéòè ðàçìåðíîñòü è êàêîé-ëèáî áàçèñ àðèôìåòè÷åñêîãî ïîäïðîñòðàíñòâà, çàäàí-
íîãî ñèñòåìîé ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

2x1 − 4x2 − 8x3 − 6x4 + 4x5 = 0

3x1 − 5x2 + 9x3 − 7x4 + 5x5 = 0

−3x1 + 10x2 + 24x3 − 17x4 − 10x5 = 0

.

9.3. Äàíà ñèñòåìà âåêòîðîâ:

a1 = (5,−8, 1, 7,−4), a2 = (1, 2,−3,−8,−4),

a3 = (1,−4, 1,−6, 4), a4 = (−1, 10,−5, 4, 4).

Áóäåò ëè ýòà ñèñòåìà ëèíåéíî çàâèñèìîé? Íàéòè åå ðàíã è êàêóþ íèáóäü ìàêñè-
ìàëüíóþ ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ïîäñèñòåìó. Íàéòè òàêæå êàêóþ-íèáóäü ñèñòåìó
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, çàäàþùóþ ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå äàííîé
ñèñòåìîé âåêòîðîâ.

9.4. Â áàçèñå {ei} : e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1) çàäàíû âåêòîðû

f 1 = (3,−1, 2), f 2 = (1, 2, 4), f 3 = (−3, 1,−1), x = (2, 4, 9).

1) Äîêàçàòü, ÷òî ñîâîêóïíîñòü âåêòîðîâ {f i} îáðàçóþò áàçèñ;
2) Çàïèñàòü ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà {ei} ê áàçèñó {f i};
3) Íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðà x â áàçèñå {f i};

9.5. Íàéòè áàçèñ ñóììû è áàçèñ ïåðåñå÷åíèÿ ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, çàäàííûõ â
âèäå ëèíåéíûõ îáîëî÷åê M1 = L(a1,a2,a3) è M2 = L(b1, b2, b3) äâóõ ñèñòåì âåê-
òîðîâ:

a1 = (2,−1, 3, 1), a2 = (6,−4, 0, 2), a3 = (11,−6, 12, 5),

b1 = (11, 4, 14,−7), b2 = (−17,−3,−21, 7), b3 = (−4,−11,−7, 14).

9.6. Íà àðèôìåòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå R4 = {x = (x1, x2, x3, x4) | x1, x2, x3, x4 ∈ R}
çàäàíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå: (x,y) = x1y1 + 2x2y2 + x3y3 + x1y2 + x2y1 + x4y4.
Ïðîâåðèòü êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ. Ïðåîáðàçîâàòü ê îðòîíîðìèðîâàííîé ñëå-
äóþùóþ ñèñòåìó âåêòîðîâ:

a1 = (0, 1, 0, 1), a2 = (−1, 1, 1, 0), a3 = (1, 0, 0,−1).



9.7. Îïåðàòîð A ïîâîðà÷èâàåò âåêòîðû ïðîñòðàíñòâà âîêðóã îñè Oy, íà óãîë π
3
(åñëè

ñìîòðåòü ñ êîíöà âåêòîðà j), à îïåðàòîð B ðàñòÿãèâàåò âñå âåêòîðû â 5 ðàç. Íàéòè
ìàòðèöû îïåðàòîðîâ A+ B, AB è BA â áàçèñå {i, j,k}.

9.8. Îïåðàòîðû A è B äåéñòâóþò â ïðîñòðàíñòâå R3 ïî çàêîíàì

Ax = (7x2 + 2x3,−7x1 + 5x3,−2x1 − 5x2), Bx = (x1 − x3,−x2, x3).

1) Äîêàçàòü, ÷òî A � ëèíåéíûé îïåðàòîð;

2) Óêàçàòü çàêîí, ïî êîòîðîìó îïåðàòîð A+ BA äåéñòâóåò íà âåêòîð x;

3) Íàéòè ìàòðèöó îïåðàòîðà B â áàçèñå {f i}:

f 1 = (3,−1, 2), f 2 = (1, 2, 4), f 3 = (−3, 1,−1).

9.9. Íàéòè ìàòðèöó îïåðàòîðà A â áàçèñå {e′
1, e

′
2, e

′
3}, åñëè èçâåñòíà åãî ìàòðèöà A â

áàçèñå {e1, e2, e3}, ãäå
e′
1 = 2e1 + 3e2 + e3

e′
2 = 3e1 + 4e2 + e3 ,

e′
3 = e1 + 2e2 + 2e3

A =

 0 −1 3
−4 0 2
0 −1 2

 .

9.10. Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, çàäàí-
íûõ â íåêîòîðîì áàçèñå ìàòðèöàìè 1:

(
1 9
2 5

)
,

(
2 −1
4 6

)
,

4 2 0
0 4 0
2 1 4

 ,

(
−5 −2
−2 −8

)
.

9.11. Îïðåäåëèòü îïåðàòîðû ïðîñòîé ñòðóêòóðû ñðåäè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, çàäàííûõ
â íåêîòîðîì áàçèñå ìàòðèöàìè:

(
0 −2
2 4

)
,

0 0 0
0 1 0
0 8 0

 ,

0 0 0
0 0 0
3 0 4

 .

9.12. Ïðèâåñòè ìàòðèöû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó (ê äèàãîíàëüíîìó
âèäó èëè ê æîðäàíîâîé íîðìàëüíîé ôîðìå) è íàéòè òîò áàçèñ, â êîòîðîì îíè
èìåþò ýòîò âèä: 7 0 0

0 7 0
−1 3 7

 ,

3 0 −1
0 6 0
0 0 6

 ,

(
9 6
−4 −2

)
,

 2 −2 0
0 3 0
−2 4 1

 .

9.13. Äàíû ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëèíåé-
íîãî îïåðàòîðà â íåêîòîðîì áàçèñå. Íàéòè ìàòðèöó ýòîãî îïåðàòîðà â ýòîì áàçèñå,
åñëè

λ1 = 1, λ2 = −1, λ3 = 4,

a1 = (4, 1, 2), a2 = (1, 1, 0), a3 = (2, 0, 1).

1Ïðèìå÷àíèå. Â çàäà÷àõ 10-12 ëèíåéíûå îïåðàòîðû çàäàíû â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå íàä ïîëåì

êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.



9.14. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëèíåéíûé îïåðàòîð A ïðîñòðàíñòâà R3 îòâå÷àþùåé ñîá-
ñòâåííîìó çíà÷åíèþ (−2), îáðàçóþò ïîäïðîñòðàíñòâî {(a, a, 0)|a ∈ R}. Ïëîñêîñòü
x + 2y − z = 0 ÿâëÿåòñÿ ÿäðîì îïåðàòîðà A. Íàéäèòå ìàòðèöó îïåðàòîðà A â
åñòåñòâåííîì áàçèñå ïðîñòðàíñòâà R3.

9.15. Â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå {e1, e2} îïåðàòîðó A ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà
A = ( 2 1

1 i ). Ïðîâåðèòü ðàâåíñòâî: (Ax,y) = (x,A⋆y), åñëè x = e1+e2, y = e1+2e2.

9.16. Ëèíåéíûé îïåðàòîð A äâóìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðîâ çàäàí

ìàòðèöåé A =

(
−1 2

√
3

0 1

)
â áàçèñå {e1, e2}, ãäå |e1| = 1, |e2| = 2 è óãîë ìåæäó

e1 è e2 ðàâåí 5π
6
. Íàéäèòå ñîáñòâåííûå âåêòîðû è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýòîãî

îïåðàòîðà, ìàòðèöó ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà A⋆ â òîì æå áàçèñå. ßâëÿåòñÿ ëè
îïåðàòîð A ñàìîñîïðÿæåííûì?

9.17. Ëèíåéíîìó îïåðàòîðó A ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà A =
(

i 1+i
3+2i 1−2i

)
â áàçèñå

{2e1+e2, e1+3e2}, ïðè÷¼ì {e1, e2} � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ. Áóäåò ëè îïåðàòîð
A ýðìèòîâûì?

9.18. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà λ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

A(x,x) = 6x2
1 + λx2

2 + x2
3 + λx2

4 − 4x1x3 + 2x1x4 + 2λx2x3

ÿâëÿåòñÿ çíàêîïîñòîÿííîé (ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé èëè îòðèöàòåëüíî îïðå-
äåëåííîé)?

9.19. Ïðèâåñòè êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó

A(x,x) = −x2
1 − x2

2 − 3x2
3 − 2x1x2 − 6x1x3 + 6x2x3

ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó îðòîãîíàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì. Âûïèñàòü ìàòðèöó ïåðå-
õîäà ê êàíîíè÷åñêîìó áàçèñó.
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10.1. Îáðàçóåò ëè ìíîæåñòâî L ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, åñëè:

1) ìíîæåñòâî L ñîñòîèò èç óïîðÿäî÷åííûõ ïàð ÷èñåë âèäà x = (a1a2), ãäå a1a2
� äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, à ñëîæåíèå ýëåìåíòîâ è óìíîæåíèå ýëåìåíòà íà
äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî λ çàäàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x⊕ y = (a1; a2)⊕ (b1; b2) = (a1a2;
b1
b2
),

λ⊗ x = λ⊗ (a1; a2) = (|a1|λ; |a2|λ)

2) ìíîæåñòâî L ñîñòîèò èç óïîðÿäî÷åííûõ ïàð ÷èñåë âèäà x = (a; a3), ãäå a
� äåéñòâèòåëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëà, à ñëîæåíèå ýëåìåíòîâ è óìíîæåíèå
ýëåìåíòà íà äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî λ çàäàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x⊕ y = (a; a3)⊕ (b; b3) = (ab; (ab)3),

λ⊗ x = λ⊗ (a; a3) = (aλ; a3λ).

10.2. Íàéòè ðàçìåðíîñòü è êàêîé-ëèáî áàçèñ àðèôìåòè÷åñêîãî ïîäïðîñòðàíñòâà, çàäàí-
íîãî ñèñòåìîé ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

4x1 − 8x2 + 4x3 + 4x4 + 8x5 = 0

3x1 − 5x2 + 2x3 + 6x4 + 2x5 = 0

−3x1 + 9x2 − x3 + x4 − 13x5 = 0

.

10.3. Äàíà ñèñòåìà âåêòîðîâ:

a1 = (5, 6, 7,−7,−7), a2 = (7, 2, 7,−6,−8),

a3 = (5,−5,−7,−2, 8), a4 = (−3, 12, 21,−2,−24).

Áóäåò ëè ýòà ñèñòåìà ëèíåéíî çàâèñèìîé? Íàéòè åå ðàíã è êàêóþ íèáóäü ìàêñè-
ìàëüíóþ ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ïîäñèñòåìó. Íàéòè òàêæå êàêóþ-íèáóäü ñèñòåìó
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, çàäàþùóþ ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå äàííîé
ñèñòåìîé âåêòîðîâ.

10.4. Â áàçèñå {ei} : e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1) çàäàíû âåêòîðû

f 1 = (2, 1, 0), f 2 = (2,−1, 2), f 3 = (2, 2, 1), x = (3, 7,−7).

1) Äîêàçàòü, ÷òî ñîâîêóïíîñòü âåêòîðîâ {f i} îáðàçóþò áàçèñ;
2) Çàïèñàòü ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà {ei} ê áàçèñó {f i};
3) Íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðà x â áàçèñå {f i};

10.5. Íàéòè áàçèñ ñóììû è áàçèñ ïåðåñå÷åíèÿ ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, çàäàííûõ â
âèäå ëèíåéíûõ îáîëî÷åê M1 = L(a1,a2,a3) è M2 = L(b1, b2, b3) äâóõ ñèñòåì âåê-
òîðîâ:

a1 = (5, 5, 4, 0), a2 = (5, 0, 7,−5), a3 = (7, 8, 5, 1),

b1 = (2,−6, 4, 6), b2 = (6, 7, 9, 1), b3 = (10,−2, 8,−2).

10.6. Íà àðèôìåòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå R4 = {x = (x1, x2, x3, x4) | x1, x2, x3, x4 ∈ R}
çàäàíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå: (x,y) = 2x1y1 + 2x2y2 + 4x3y3 + x4y4. Ïðîâåðèòü
êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ. Ïðåîáðàçîâàòü ê îðòîíîðìèðîâàííîé ñëåäóþùóþ ñè-
ñòåìó âåêòîðîâ:

a1 = (1, 0, 2, 1), a2 = (1, 1, 1, 0), a3 = (0, 1, 4, 0).



10.7. Îïåðàòîð A ïðîåöèðóåò âåêòîðû ïðîñòðàíñòâà íà ïëîñêîñòè z = 3y, à îïåðàòîð
B ïîâîðà÷èâàåò èõ âîêðóã îñè Oy íà óãîë π

2
(åñëè ñìîòðåòü ñ êîíöà âåêòîðà j).

Íàéòè ìàòðèöû îïåðàòîðîâ A+ B, AB è BA â áàçèñå i, j,k.

10.8. Îïåðàòîðû A è B äåéñòâóþò â ïðîñòðàíñòâå R3 ïî çàêîíàì

Ax = (x1 + 2x2, x3,−x2, ), Bx = (x1 + 2x2 − x3, 2x1 + 4x2 − 2x3,−x1 − 2x2 + x3).

1) Äîêàçàòü, ÷òî B � ëèíåéíûé îïåðàòîð;

2) Óêàçàòü çàêîí, ïî êîòîðîìó îïåðàòîð B + BA äåéñòâóåò íà âåêòîð x;

3) Íàéòè ìàòðèöó îïåðàòîðà B â áàçèñå {f i}:

f 1 = (2, 1, 0), f 2 = (2,−1, 2), f 3 = (2, 2, 1).

10.9. Íàéòè ìàòðèöó îïåðàòîðà A â áàçèñå {e′
1, e

′
2, e

′
3}, åñëè èçâåñòíà åãî ìàòðèöà A â

áàçèñå {e1, e2, e3}, ãäå
e′
1 = 2e1 + 3e2 + e3

e′
2 = 3e1 + 4e2 + e3 ,

e′
3 = e1 + 2e2 + 2e3

A =

−1 2 0
0 −3 1
1 2 3

 .

10.10. Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, çàäàí-
íûõ â íåêîòîðîì áàçèñå ìàòðèöàìè 1:

(
2 4
−3 −1

)
,

(
4 9
−1 10

)
,

2 1 −1
0 2 2
0 0 2

 ,

(
2 3
3 −6

)
.

10.11. Îïðåäåëèòü îïåðàòîðû ïðîñòîé ñòðóêòóðû ñðåäè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, çàäàííûõ
â íåêîòîðîì áàçèñå ìàòðèöàìè:

(
0 0
9 0

)
,

(
0 2
2 0

)
,

1 7 0
0 0 0
0 0 0

 .

10.12. Ïðèâåñòè ìàòðèöû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó (ê äèàãîíàëüíîìó
âèäó èëè ê æîðäàíîâîé íîðìàëüíîé ôîðìå) è íàéòè òîò áàçèñ, â êîòîðîì îíè
èìåþò ýòîò âèä:−3 5 0

0 −3 0
0 2 −3

 ,

−1 0 0
0 −1 3
0 0 2

 ,

(
2 1
−7 −6

)
,

1 −4 0
0 3 0
2 8 2

 .

10.13. Äàíû ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëèíåé-
íîãî îïåðàòîðà â íåêîòîðîì áàçèñå. Íàéòè ìàòðèöó ýòîãî îïåðàòîðà â ýòîì áàçèñå,
åñëè

λ1 = 1, λ2 = −1, λ3 = 4,

a1 = (3, 0, 1), a2 = (0, 1, 0), a3 = (2, 0, 1).

1Ïðèìå÷àíèå. Â çàäà÷àõ 10-12 ëèíåéíûå îïåðàòîðû çàäàíû â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå íàä ïîëåì

êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.



10.14. ÏóñòüA � ëèíåéíûé îïåðàòîð àðèôìåòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâàR3. Âåêòîð (0, 1,−1)�
ñîáñòâåííûé äëÿ A, îòâå÷àþùèé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ 4. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû,
îòâå÷àþùåé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ 18, îáðàçóþò ïîäïðîñòðàíñòâî x−z = 0. Íàé-
äèòå ìàòðèöó îïåðàòîðà A â åñòåñòâåííîì áàçèñå ïðîñòðàíñòâà R3. Áóäåò ëè îí
ñàìîñîïðÿæåííûé? Îðòîãîíàëüíûì?

10.15. Â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå {e1, e2} îïåðàòîðó A ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà
A = ( i 1

2 i ). Ïðîâåðèòü ðàâåíñòâî: (Ax,y) = (x,A⋆y), åñëè x = e1+e2, y = e1+2e2.

10.16. Ìàòðèöà îïåðàòîðà A äâóìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðîâ ðàâíà

A =

(
0 −2
1
2

−
√
3

)
â áàçèñå {e1, e2}, ãäå |e1| = 1, |e2| = 2 è óãîë ìåæäó e1 è e2 ðàâåí

5π
6
. Íàéäèòå ìàòðèöó ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà A⋆ â òîì æå áàçèñå. ßâëÿåòñÿ ëè

îïåðàòîð A ñàìîñîïðÿæåííûì?

10.17. Ëèíåéíîìó îïåðàòîðó A ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà A =
(

1−i 2+i
1−2i i

)
â áàçèñå

{2e1+e2, e1+3e2}, ïðè÷¼ì {e1, e2} � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ. Áóäåò ëè îïåðàòîð
A ýðìèòîâûì?

10.18. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà λ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

A(x,x) = 3x2
1 + λx2

2 + 3x2
3 + λx2

4 + 2λx1x2 + 2x1x3

ÿâëÿåòñÿ çíàêîïîñòîÿííîé (ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé èëè îòðèöàòåëüíî îïðå-
äåëåííîé)?

10.19. Ïðèâåñòè êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó

A(x,x) = x2
1 − 7x2

2 + x2
3 − 4x1x2 − 2x1x3 − 4x2x3

ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó îðòîãîíàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì. Âûïèñàòü ìàòðèöó ïåðå-
õîäà ê êàíîíè÷åñêîìó áàçèñó.
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11.1. Îáðàçóåò ëè ìíîæåñòâî L ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, åñëè:

1) ìíîæåñòâî L ñîñòîèò èç óïîðÿäî÷åííûõ òðîåê ÷èñåë âèäà x(a; a), ãäå a �
äåéñòâèòåëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, à ñëîæåíèå ýëåìåíòîâ è óìíîæåíèå
ýëåìåíòà íà äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî λ çàäàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x⊕ y = (a;
√
a)⊕ (b;

√
b) = (ab;

√
ab),

λ⊗ x = λ⊗ (a;
√
a) = (aλ; (

√
a)λa2);

2) ìíîæåñòâî L ñîñòîèò èç óïîðÿäî÷åííûõ òðîåê ÷èñåë âèäà x = (7; a2; a3), ãäå
a2 è a3 �äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, à ñëîæåíèå ýëåìåíòîâ è óìíîæåíèå ýëåìåíòà
íà äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî λ çàäàíèå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x⊕ y = (7; a2; a3)⊕ (7; b2; b3) = (7; a2 + b2; a3 + b3),

x⊕ y = (7; a2; a3) = (7; aλ1 ; a
λ
2),

11.2. Íàéòè ðàçìåðíîñòü è êàêîé-ëèáî áàçèñ àðèôìåòè÷åñêîãî ïîäïðîñòðàíñòâà, çàäàí-
íîãî ñèñòåìîé ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

x1 − x2 + 2x3 + 2x4 − 3x5 = 0

3x1 − x2 + 4x3 + 10x4 − 15x5 = 0

−2x1 + 5x2 − 7x3 + 2x4 − 3x5 = 0

.

11.3. Äàíà ñèñòåìà âåêòîðîâ:

a1 = (6,−5,−7,−6,−1), a2 = (6,−7, 0, 0,−8),

a3 = (4,−3, 2,−8, 3), a4 = (2,−4,−2, 8,−11).

Áóäåò ëè ýòà ñèñòåìà ëèíåéíî çàâèñèìîé? Íàéòè åå ðàíã è êàêóþ íèáóäü ìàêñè-
ìàëüíóþ ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ïîäñèñòåìó. Íàéòè òàêæå êàêóþ-íèáóäü ñèñòåìó
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, çàäàþùóþ ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå äàííîé
ñèñòåìîé âåêòîðîâ.

11.4. Â áàçèñå {ei} : e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1) çàäàíû âåêòîðû

f 1 = (2,−1, 2), f 2 = (−6, 7, 7), f 3 = (1, 1,−1), x = (4, 0, 1).

1) Äîêàçàòü, ÷òî ñîâîêóïíîñòü âåêòîðîâ {f i} îáðàçóþò áàçèñ;
2) Çàïèñàòü ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà {ei} ê áàçèñó {f i};
3) Íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðà x â áàçèñå {f i};

11.5. Íàéòè áàçèñ ñóììû è áàçèñ ïåðåñå÷åíèÿ ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, çàäàííûõ â
âèäå ëèíåéíûõ îáîëî÷åê M1 = L(a1,a2,a3) è M2 = L(b1, b2, b3) äâóõ ñèñòåì âåê-
òîðîâ:

a1 = (3, 13,−5, 11), a2 = (−2,−15, 7,−8), a3 = (−1, 14, 6,−3),

b1 = (10, 8, 0, 24), b2 = (−2,−8, 0,−8), b3 = (5,−2, 2, 11).

11.6. Íà àðèôìåòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå R4 = {x = (x1, x2, x3, x4) | x1, x2, x3, x4 ∈ R}
çàäàíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå: (x,y) = 5x1y1+x2y2+x3y3+x4y4. Ïðîâåðèòü êîð-
ðåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ. Ïðåîáðàçîâàòü ê îðòîíîðìèðîâàííîé ñëåäóþùóþ ñèñòåìó
âåêòîðîâ:

a1 = (0, 1, 0, 1), a2 = (1, 1, 0, 0), a3 = (1, 2, 3, 4).



11.7. Îïåðàòîð A, äåéñòâóåò íà êàæäûé âåêòîð ïðîñòðàíñòâà x ñëåäóþùèì îáðàçîì;
Ax = [a × [x × b]], ãäå a = i + k, b = −j. Îïåðàòîð B ïîâîðà÷èâàåò âåêòîðû
ïðîñòðàíñòâà íà óãîë −π

2
âîêðóã îñè Oy (åñëè ñìîòðåòü ñ êîíöà âåêòîðà j). Íàéòè

ìàòðèöû îïåðàòîðîâ A+ B, AB è BA â áàçèñå i, j,k.

11.8. Îïåðàòîðû A è B äåéñòâóþò â ïðîñòðàíñòâå R3 ïî çàêîíàì

Ax = (x2 − 3x3,−x1 + 4x3, 3x1 − 4x2), Bx = (2x1,−x3, x2).

1) Äîêàçàòü, ÷òî B � ëèíåéíûé îïåðàòîð;

2) Óêàçàòü çàêîí, ïî êîòîðîìó îïåðàòîð BA+ B äåéñòâóåò íà âåêòîð x;

3) Íàéòè ìàòðèöó îïåðàòîðà B â áàçèñå {f i}:

f 1 = (2,−1, 2), f 2 = (−6, 7, 7), f 3 = (1, 1,−1).

11.9. Íàéòè ìàòðèöó îïåðàòîðà A â áàçèñå {e′
1, e

′
2, e

′
3}, åñëè èçâåñòíà åãî ìàòðèöà A â

áàçèñå {e1, e2, e3}, ãäå
e′
1 = e1 − e2 + e3

e′
2 = −e1 + e2 − 2e3 ,

e′ = −e1 + 2e2 + e3

A =

2 1 1
0 0 2
1 3 −1

 .

11.10. Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, çàäàí-
íûõ â íåêîòîðîì áàçèñå ìàòðèöàìè 1:

(
2 7
−3 5

)
,

(
10 1
−4 14

)
,

−5 0 2
1 −5 2
0 0 −5

 ,

(
2 2
2 −1

)
.

11.11. Îïðåäåëèòü îïåðàòîðû ïðîñòîé ñòðóêòóðû ñðåäè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, çàäàííûõ
â íåêîòîðîì áàçèñå :

(
0 0
0 5

)
,

0 0 3
0 0 7
0 0 0

 ,

0 0 0
1 2 0
0 0 0

 .

11.12. Ïðèâåñòè ìàòðèöû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó (ê äèàãîíàëüíîìó
âèäó èëè ê æîðäàíîâîé íîðìàëüíîé ôîðìå) è íàéòè òîò áàçèñ, â êîòîðîì îíè
èìåþò ýòîò âèä:1 4 0

0 1 0
0 0 3

 ,

2 0 0
0 2 3
0 0 1

 ,

(
3 −9
4 −10

)
,

−1 2 0
0 −2 0
8 −4 3

 .

11.13. Äàíû ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëèíåé-
íîãî îïåðàòîðà â íåêîòîðîì áàçèñå. Íàéòè ìàòðèöó ýòîãî îïåðàòîðà â ýòîì áàçèñå,
åñëè

λ1 = 1, λ2 = −1, λ3 = 4,

a1 = (4, 1, 2), a2 = (1, 1, 0), a3 = (2, 0, 1).

1Ïðèìå÷àíèå. Â çàäà÷àõ 10-12 ëèíåéíûå îïåðàòîðû çàäàíû â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå íàä ïîëåì

êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.



11.14. Ïðîñòðàíñòâî {xi + yj + zk|x − y + z = 0} ÿâëÿåòñÿ ÿäðîì ñàìîñîïðÿæåííîãî
ëèíåéíîãî îïåðàòîðàA ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà R3.×èñëî 6 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì
çíà÷åíèåì äëÿ îïåðàòîðà A. Íàéäèòå ìàòðèöó îïåðàòîðà A â åñòåñòâåííîì áàçèñå
ïðîñòðàíñòâà R3. Áóäåò ëè îí îðòîãîíàëüíûì?

11.15. Â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå {e1, e2} îïåðàòîðó A ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà
A = ( 2i 1

−i 1 ). Ïðîâåðèòü ðàâåíñòâî: (Ax,y)(x,A∗y), åñëè x = e1 + e2, y = e1 + 2e2.

11.16. Ëèíåéíûé îïåðàòîðà A äâóìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðîâ çàäàí

ìàòðèöåé A =

(
1 −1
0 0

)
â áàçèñå {e1, e2}, ãäå |e1| = 1, |e2| = 2 è è óãîë ìåæäó

e1 è e2 ðàâåí
3π
4
. Íàéäèòå ìàòðèöó ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà A⋆ â òîì æå áàçèñå.

ßâëÿåòñÿ ëè îïåðàòîð A ñàìîñîïðÿæåííûì?

11.17. Ëèíåéíîìó îïåðàòîðó A ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà A =
( −i 2+i
1−i 1−i

)
â áàçèñå

{e1 − 3e2, e2}, ïðè÷¼ì {e1, e2} � îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ. Áóäåò ëè
îïåðàòîð A ýðìèòîâûì?

11.18. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà λ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

A(x,x) = 4x2
1 + 2x2

2 + λx2
3 + 3x2

4 + 2λx1x3 − 2x2x3

ÿâëÿåòñÿ çíàêîïîñòîÿííîé (ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé èëè îòðèöàòåëüíî îïðå-
äåëåííîé)?

11.19. Ïðèâåñòè êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó

A(x,x) = 3x2
1 − 7x2

2 + 3x2
3 + 8x1x2 − 8x1x3 − 8x2x3

ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó îðòîãîíàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì. Âûïèñàòü ìàòðèöó ïåðå-
õîäà ê êàíîíè÷åñêîìó áàçèñó.



Âàðèàíò 12

12.1. Îáðàçóåò ëè ìíîæåñòâî L ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, åñëè:

1) ìíîæåñòâî L ñîñòîèò èç óïîðÿäî÷åííûõ òðîåê ÷èñåë âèäà x = (a1; a2; 2), ãäå
a1 è a2 � äåéñòâèòåëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, à ñëîæåíèå ýëåìåíòîâ è óìíî-
æåíèå ýëåìåíòà íà äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî λ çàäàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x⊕ y = (a1; a2; 2)⊕ (b1; b2; 2) = (a1b2; a2b1; 2),

λ⊗ x = λ⊗ (a1; a2; 2) = (λa1;λa2; 2);

2) ìíîæåñòâî L ñîñòîèò èç óïîðÿäî÷åííûõ òðîåê ÷èñåë âèäà x = (a1; a2), ãäå a1
è a2 �äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, à ñëîæåíèå ýëåìåíòîâ è óìíîæåíèå ýëåìåíòà íà
äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî λ çàäàíèå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x⊕ y = (a1; a2)⊕ (b1; b2) = (a1 + a2; b1 + b2),

λ⊕ x = λ⊕ (a1; a2) = (a1; a2).

12.2. Íàéòè ðàçìåðíîñòü è êàêîé-ëèáî áàçèñ àðèôìåòè÷åñêîãî ïîäïðîñòðàíñòâà, çàäàí-
íîãî ñèñòåìîé ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

2x1 − 4x2 + 4x3 + 2x4 + 4x5 = 0

3x1 − 5x2 + 7x3 + 2x4 + 10x5 = 0

3x1 − 3x2 + 11x3 − 2x4 + 20x5 = 0

.

12.3. Äàíà ñèñòåìà âåêòîðîâ:

a1 = (8, 0,−5, 3,−6), a2 = (5, 6, 3,−1, 1),

a3 = (1, 2,−3, 4,−1), a4 = (7, 6, 15,−14, 5).

Áóäåò ëè ýòà ñèñòåìà ëèíåéíî çàâèñèìîé? Íàéòè åå ðàíã è êàêóþ íèáóäü ìàêñè-
ìàëüíóþ ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ïîäñèñòåìó. Íàéòè òàêæå êàêóþ-íèáóäü ñèñòåìó
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, çàäàþùóþ ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå äàííîé
ñèñòåìîé âåêòîðîâ.

12.4. Â áàçèñå {ei} : e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1) çàäàíû âåêòîðû

f 1 = (−7, 3, 7), f 2 = (−1, 2, 2), f 3 = (0, 2, 1), x = (−6,−1, 4).

1) Äîêàçàòü, ÷òî ñîâîêóïíîñòü âåêòîðîâ {f i} îáðàçóþò áàçèñ;
2) Çàïèñàòü ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà {ei} ê áàçèñó {f i};
3) Íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðà x â áàçèñå {f i};

12.5. Íàéòè áàçèñ ñóììû è áàçèñ ïåðåñå÷åíèÿ ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, çàäàííûõ â
âèäå ëèíåéíûõ îáîëî÷åê M1 = L(a1,a2,a3) è M2 = L(b1, b2, b3) äâóõ ñèñòåì âåê-
òîðîâ:

a1 = (−7, 3,−11, 5), a2 = (9,−5, 9,−5), a3 = (16,−4, 4, 2),

b1 = (10, 6,−3, 20), b2 = (−28,−6,−19,−6), b3 = (33, 12, 11, 29).

12.6. Íà àðèôìåòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå R4 = {x = (x1, x2, x3, x4) | x1, x2, x3, x4 ∈ R}
çàäàíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå: (x,y) = 4x1y1+5x2y2+x3y3−2x1y1+x4y4. Ïðîâå-
ðèòü êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ. Ïðåîáðàçîâàòü ê îðòîíîðìèðîâàííîé ñëåäóþùóþ
ñèñòåìó âåêòîðîâ:

a1 = (1, 0, 1, 1), a2 = (0,−1, 1, 0), a3 = (1, 2, 1, 0).



12.7. Îïåðàòîð A ðàñòÿãèâàåò âåêòîðû ïðîñòðàíñòâà âäîëü îñåé Ox è Oz â 3 ðàçà, à
îïåðàòîð B ïîâîðà÷èâàåò èõ âîêðóã îñèOy â óãîë π

4
(åñëè ñìîòðåòü ñ êîíöà âåêòîðà

j). Íàéòè ìàòðèöû îïåðàòîðîâ A+ B, AB è BA â áàçèñå i, j,k.

12.8. Îïåðàòîðû A è B äåéñòâóþò â ïðîñòðàíñòâå R3 ïî çàêîíàì

Ax = (4x2 − 3x3,−4x1 + 2x3, 3x1 − 2x2), Bx = (x3,−x2, x1 + x2).

1) Äîêàçàòü, ÷òî B � ëèíåéíûé îïåðàòîð;

2) Óêàçàòü çàêîí, ïî êîòîðîìó îïåðàòîð AB +A äåéñòâóåò íà âåêòîð x;

3) Íàéòè ìàòðèöó îïåðàòîðà B â áàçèñå {f i}:

f 1 = (−7, 3, 7), f 2 = (−1, 2, 2), f 3 = (0, 2, 1).

12.9. Íàéòè ìàòðèöó îïåðàòîðà A â áàçèñå {e′
1, e

′
2, e

′
3}, åñëè èçâåñòíà åãî ìàòðèöà A â

áàçèñå {e1, e2, e3}, ãäå
e′
1 = e1 − e2 + e3

e′
2 = −e1 + e2 − 2e3 ,

e′ = −e1 + 2e2 + e3

A =

3 0 1
1 −1 0
2 1 −1

 .

12.10. Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, çàäàí-
íûõ â íåêîòîðîì áàçèñå ìàòðèöàìè 1:

(
3 −5
3 1

)
,

(
4 1

−16 12

)
,

−1 0 2
0 −1 0
0 2 −1

 ,

(
6 3
3 −2

)
.

12.11. Îïðåäåëèòü îïåðàòîðû ïðîñòîé ñòðóêòóðû ñðåäè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, çàäàííûõ
â íåêîòîðîì áàçèñå :

(
0 0
0 3

)
,

0 0 0
2 0 0
0 −1 0

 ,

1 0 5
0 0 0
0 0 0

 .

12.12. Ïðèâåñòè ìàòðèöû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó (ê äèàãîíàëüíîìó
âèäó èëè ê æîðäàíîâîé íîðìàëüíîé ôîðìå) è íàéòè òîò áàçèñ, â êîòîðîì îíè
èìåþò ýòîò âèä:−8 0 0

0 7 5
0 0 7

 ,

1 0 −4
0 1 0
0 0 2

 ,

(
2 9
−1 −8

)
,

0 −4 0
0 2 1
2 8 1

 .

12.13. Äàíû ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëèíåé-
íîãî îïåðàòîðà â íåêîòîðîì áàçèñå. Íàéòè ìàòðèöó ýòîãî îïåðàòîðà â ýòîì áàçèñå,
åñëè

λ1 = 2, λ2 = 3, λ3 = 4,

a1 = (2, 3, 0), a2 = (1, 2, 1), a3 = (0, 1, 1).

1Ïðèìå÷àíèå. Â çàäà÷àõ 10-12 ëèíåéíûå îïåðàòîðû çàäàíû â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå íàä ïîëåì

êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.



12.14. Ïðîñòðàíñòâî {α(1, 2, 2) + β(4,−1, 1)|α, β ∈ R} ñîñòîèò èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ
ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà A ïðîñòðàíñòâà R3 îòâå÷àþùèõ ñîáñòâåííîìó çíà-
÷åíèþ 18. ßäðî îïåðàòîðà A íåòðèâèàëüíî. Íàéäèòå ìàòðèöó ýòîãî îïåðàòîðà â
åñòåñòâåííîì áàçèñå ïðîñòðàíñòâà R3. Áóäåò ëè îí îðòîãîíàëüíûì?

12.15. Â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå {e1, e2} îïåðàòîðó A ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà
A =

( −i 1
−1 2

)
. Ïðîâåðèòü ðàâåíñòâî: (Ax,y)(x,A∗y), åñëè x = e1 + e2, y = e1 + 2e2.

12.16. Ìàòðèöà îïåðàòîðà A äâóìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðîâ çàäàí

ìàòðèöåé A =

(√
3 −2

1 −
√
3

)
â áàçèñå {e1, e2}, ãäå |e1| = 1, |e2| = 2 è è óãîë ìåæäó

e1 è e2 ðàâåí
5π
6
. Íàéäèòå ìàòðèöó ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà A⋆ â òîì æå áàçèñå.

ßâëÿåòñÿ ëè îïåðàòîð A ñàìîñîïðÿæåííûì?

12.17. Ëèíåéíîìó îïåðàòîðó A ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà A =
(
1+i 2i
1−i 1+2i

)
â áàçèñå

{e1 + e2,−2e2}, ïðè÷¼ì {e1, e2} � îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ. Áóäåò ëè
îïåðàòîð A ýðìèòîâûì?

12.18. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà λ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

A(x,x) = −2x2
1 + x2

2 + λx2
3 + x2

4 − 2x1x2 + 2λx1x3 + 2x2x4

ÿâëÿåòñÿ çíàêîïîñòîÿííîé (ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé èëè îòðèöàòåëüíî îïðå-
äåëåííîé)?

12.19. Ïðèâåñòè êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó

A(x,x) = x2
1 + 5x2

2 + x2
3 − 4x1x2 + 5

√
2x1x3 +

√
2x2x3

ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó îðòîãîíàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì. Âûïèñàòü ìàòðèöó ïåðå-
õîäà ê êàíîíè÷åñêîìó áàçèñó.



Âàðèàíò 13

13.1. Îáðàçóåò ëè ìíîæåñòâî L ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, åñëè:

1) ìíîæåñòâî L ñîñòîèò èç óïîðÿäî÷åííûõ òðîåê ÷èñåë âèäà x = (a
2
; a), ãäå a

� äåéñòâèòåëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, à ñëîæåíèå ýëåìåíòîâ è óìíîæåíèå
ýëåìåíòà íà äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî λ çàäàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x⊕ y = (
a

2
; a)⊕ (

b

2
; b) = (

1

2
(a+ b); a+ b),

λ⊗ x = λ⊗ (
a

2
; a) = (

λ

2
a;λa);

2) ìíîæåñòâî L ñîñòîèò èç óïîðÿäî÷åííûõ òðîåê ÷èñåë âèäà x = (a1; a2), ãäå a1
è a2 �äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, à ñëîæåíèå ýëåìåíòîâ è óìíîæåíèå ýëåìåíòà íà
äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî λ çàäàíèå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x⊕ y = (a1; a2)⊕ (b1; b2) = (a1a2; b1b2),

λ⊕ x = λ⊕ (a1; a2) = (a21;
λ
√
a2).

13.2. Íàéòè ðàçìåðíîñòü è êàêîé-ëèáî áàçèñ àðèôìåòè÷åñêîãî ïîäïðîñòðàíñòâà, çàäàí-
íîãî ñèñòåìîé ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

x1 − x2 − x3 − 2x4 + 3x5 = 0

−3x1 + 5x2 + x3 + 4x4 − 3x5 = 0

2x1 + x2 − 5x3 − 7x4 + 15x5 = 0

.

13.3. Äàíà ñèñòåìà âåêòîðîâ:

a1 = (3, 5, 5,−4,−9), a2 = (4, 0, 8,−5,−5),

a3 = (8, 2,−8, 9, 8), a4 = (11, 5, 21,−14,−19).

Áóäåò ëè ýòà ñèñòåìà ëèíåéíî çàâèñèìîé? Íàéòè åå ðàíã è êàêóþ íèáóäü ìàêñè-
ìàëüíóþ ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ïîäñèñòåìó. Íàéòè òàêæå êàêóþ-íèáóäü ñèñòåìó
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, çàäàþùóþ ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå äàííîé
ñèñòåìîé âåêòîðîâ.

13.4. Â áàçèñå {ei} : e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1) çàäàíû âåêòîðû

f 1 = (4, 1,−2), f 2 = (5, 2,−3), f 3 = (2, 3,−4), x = (−2, 2,−2).

1) Äîêàçàòü, ÷òî ñîâîêóïíîñòü âåêòîðîâ {f i} îáðàçóþò áàçèñ;
2) Çàïèñàòü ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà {ei} ê áàçèñó {f i};
3) Íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðà x â áàçèñå {f i};

13.5. Íàéòè áàçèñ ñóììû è áàçèñ ïåðåñå÷åíèÿ ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, çàäàííûõ â
âèäå ëèíåéíûõ îáîëî÷åê M1 = L(a1,a2,a3) è M2 = L(b1, b2, b3) äâóõ ñèñòåì âåê-
òîðîâ:

a1 = (2,−3, 4,−5), a2 = (−6, 5,−6, 6), a3 = (−20, 14,−16, 14),

b1 = (24, 10, 0, 0), b2 = (50, 21,−2, 4), b3 = (5, 2, 1,−2).



13.6. Íà àðèôìåòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå R4 = {x = (x1, x2, x3, x4) | x1, x2, x3, x4 ∈ R}
çàäàíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå: (x,y) = 2x1y1 + 5x2y2 + x3y3 + x4y4. Ïðîâåðèòü
êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ. Ïðåîáðàçîâàòü ê îðòîíîðìèðîâàííîé ñëåäóþùóþ ñè-
ñòåìó âåêòîðîâ:

a1 = (1, 0, 1, 1), a2 = (0, 1, 2, 0), a3 = (0, 0,−1, 1).

13.7. Îïåðàòîð A ïðîåöèðóåò âñå âåêòîðû ïëîñêîñòè xOy íà îñü Oy, à îïåðàòîð B çåð-
êàëüíî îòðàæàåò âñå âåêòîðû ïëîñêîñòè xOy îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé y = −

√
3x.

Íàéòè ìàòðèöû îïåðàòîðîâ A+ B, AB è BA â áàçèñå i, j.

13.8. Îïåðàòîðû A è B äåéñòâóþò â ïðîñòðàíñòâå R3 ïî çàêîíàì

Ax = (9x1−12x2+3x3,−12x1+16x2−4x3, 3x1−4x2+x3), Bx = (−x2, x3−x1, 2x1).

1) Äîêàçàòü, ÷òî A � ëèíåéíûé îïåðàòîð;

2) Óêàçàòü çàêîí, ïî êîòîðîìó îïåðàòîð AB −A äåéñòâóåò íà âåêòîð x;

3) Íàéòè ìàòðèöó îïåðàòîðà B â áàçèñå {f i}:

f 1 = (4, 1,−2), f 2 = (5, 2,−3), f 3 = (2, 3,−4).

13.9. Íàéòè ìàòðèöó îïåðàòîðà A â áàçèñå {e′
1, e

′
2, e

′
3}, åñëè èçâåñòíà åãî ìàòðèöà A â

áàçèñå {e1, e2, e3}, ãäå
e′
1 = e1 − e2 + e3

e′
2 = −e1 + e2 − 2e3 ,

e′ = −e1 + 2e2 + e3

A =

 1 2 1
0 2 0
−1 1 1

 .

13.10. Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, çàäàí-
íûõ â íåêîòîðîì áàçèñå ìàòðèöàìè 1:

(
3 −2
5 1

)
,

(
4 1
1 6

)
,

1 0 0
2 1 3
4 0 1

 ,

(
5 2
2 2

)
.

13.11. Îïðåäåëèòü îïåðàòîðû ïðîñòîé ñòðóêòóðû ñðåäè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, çàäàííûõ
â íåêîòîðîì áàçèñå :

(
7 0
0 0

)
,

0 0 0
1 0 0
3 0 0

 ,

0 0 0
0 0 0
0 5 2

 .

13.12. Ïðèâåñòè ìàòðèöû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó (ê äèàãîíàëüíîìó
âèäó èëè ê æîðäàíîâîé íîðìàëüíîé ôîðìå) è íàéòè òîò áàçèñ, â êîòîðîì îíè
èìåþò ýòîò âèä:5 0 0

6 5 0
0 0 8

 ,

7 0 0
2 3 0
0 0 3

 ,

(
6 9
−1 −4

)
,

 1 2 0
0 2 0
−4 8 3

 .

1Ïðèìå÷àíèå. Â çàäà÷àõ 10-12 ëèíåéíûå îïåðàòîðû çàäàíû â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå íàä ïîëåì

êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.



13.13. Äàíû ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëèíåé-
íîãî îïåðàòîðà â íåêîòîðîì áàçèñå. Íàéòè ìàòðèöó ýòîãî îïåðàòîðà â ýòîì áàçèñå,
åñëè

λ1 = 2, λ2 = 3, λ3 = −1,

a1 = (3,−2, 1), a2 = (0, 1, 0), a3 = (2, 1, 1).

13.14. Ïðîñòðàíñòâî, çàäàííîå ñèñòåìîé óðàâíåíèé

{
2x+ y − 2z = 0

x− 3y − z = 0
ñîñòîèò èç ñîá-

ñòâåííûõ âåêòîðîâ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A ïðîñòðàíñòâà R3, îòâå÷àþùèõ ñîá-
ñòâåííîìó çíà÷åíèþ 3. Íà âåêòîðû, îáðàçóþùèå ðàâíûå îñòðûå óãëû ñî âñåìè
áàçèñíûìè îðòàìè åñòåñòâåííîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà ïðîñòðàíñòâà R3,
îïåðàòîð A äåéñòâóåò òîæäåñòâåííî. Ýòîò îïåðàòîð èíâåðòèðóåò âåêòîð (1, 1, 0),
ò.å. ïåðåâîäèò åãî â îáðàòíûé. Íàéäèòå ìàòðèöó îïåðàòîðà A â åñòåñòâåííîì áàçè-
ñå ïðîñòðàíñòâà R3. Áóäåò ëè ýòîò îïåðàòîð ñàìîñîïðÿæåííûì? Îðòîãîíàëüíûì?

13.15. Â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå {e1, e2} îïåðàòîðó A ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà
A = ( 1 2

−1 i ). Ïðîâåðèòü ðàâåíñòâî: (Ax,y)(x,A∗y), åñëè x = e1 − e2, y = e1 + 2e2.

13.16. Ìàòðèöà îïåðàòîðà A äâóìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðîâ ðàâíà

A =

(
2 −3
0 −1

)
â áàçèñå {e1, e2}, ãäå |e1| = 1, |e2| =

√
2 è óãîë ìåæäó e1 è e2 ðàâåí

3π
4
. Íàéäèòå ìàòðèöó ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà A⋆ â òîì æå áàçèñå. ßâëÿåòñÿ ëè

îïåðàòîð A ñàìîñîïðÿæåííûì?

13.17. Ëèíåéíîìó îïåðàòîðó A ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà A =
(
3+4i −2+5i
1+i −3i

)
â áàçèñå

{e1 + e2, 2e1 − e2}, ïðè÷¼ì {e1, e2} � îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ. Áóäåò
ëè îïåðàòîð A ýðìèòîâûì?

13.18. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà λ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

A(x,x) = −5x2
1 + x2

2 + 3x2
3 + 2x2

4 + 2λx1x2 − 4x1x3 + 2λx2x4

ÿâëÿåòñÿ çíàêîïîñòîÿííîé (ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé èëè îòðèöàòåëüíî îïðå-
äåëåííîé)?

13.19. Ïðèâåñòè êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó

A(x,x) = x2
1 + x2

2 + x2
3 −

4

3
x1x2 −

8
√
2

3
x2x3

ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó îðòîãîíàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì. Âûïèñàòü ìàòðèöó ïåðå-
õîäà ê êàíîíè÷åñêîìó áàçèñó.



Âàðèàíò 14

14.1. Îáðàçóåò ëè ìíîæåñòâî L ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, åñëè:

1) ìíîæåñòâî L ñîñòîèò èç óïîðÿäî÷åííûõ ïàð ÷èñåë âèäà x = (a1; a2), ãäå a1 è
a2 � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëî, à ñëîæåíèå ýëåìåíòîâ è óìíîæåíèå ýëåìåíòà íà
äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî λ çàäàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x⊕ y = (a1; a2)⊕ (b1; b2) = (a1a2; b1b2),

λ⊗ x = λ⊗ (a1; a2) = (λa1 ;λa2);

2) ìíîæåñòâî L ñîñòîèò èç âñåâîçìîæíûõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö, ðàçìåðíîñòè 2x2,
ó êîòîðûõ íà âòîðîñòåïåííîé äèàãîíàëè ñòîÿ äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, à îñòàëü-

íûå ýëåìåíòû ìàòðèöû ðàâíû íóëþ, ò.å.

(
0 a1
a2 0

)
, åñëè îïåðàöèè ñëîæåíèÿ

ýëåìåíòîâ è óìíîæåíèå ýëåìåíòà íà äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî çàäàíû êàê îïå-
ðàöèè íàä ìàòðèöàìè.

14.2. Íàéòè ðàçìåðíîñòü è êàêîé-ëèáî áàçèñ àðèôìåòè÷åñêîãî ïîäïðîñòðàíñòâà, çàäàí-
íîãî ñèñòåìîé ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

3x1 − 6x2 + 3x3 − 6x4 + 6x5 = 0

2x1 − 3x2 − 2x4 + 5x5 = 0

−3x1 + 9x2 − 4x3 + 7x4 + 2x5 = 0

.

14.3. Äàíà ñèñòåìà âåêòîðîâ:

a1 = (6, 3,−7, 8,−6), a2 = (4, 3, 6, 2,−2),

a3 = (4, 1, 1,−5, 6), a4 = (18, 12, 11, 14,−12).

Áóäåò ëè ýòà ñèñòåìà ëèíåéíî çàâèñèìîé? Íàéòè åå ðàíã è êàêóþ íèáóäü ìàêñè-
ìàëüíóþ ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ïîäñèñòåìó. Íàéòè òàêæå êàêóþ-íèáóäü ñèñòåìó
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, çàäàþùóþ ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå äàííîé
ñèñòåìîé âåêòîðîâ.

14.4. Â áàçèñå {ei} : e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1) çàäàíû âåêòîðû

f 1 = (1, 2, 3), f 2 = (1, 1,−2), f 3 = (3, 5, 3), x = (−8,−12,−2).

1) Äîêàçàòü, ÷òî ñîâîêóïíîñòü âåêòîðîâ {f i} îáðàçóþò áàçèñ;
2) Çàïèñàòü ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà {ei} ê áàçèñó {f i};
3) Íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðà x â áàçèñå {f i};

14.5. Íàéòè áàçèñ ñóììû è áàçèñ ïåðåñå÷åíèÿ ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, çàäàííûõ â
âèäå ëèíåéíûõ îáîëî÷åê M1 = L(a1,a2,a3) è M2 = L(b1, b2, b3) äâóõ ñèñòåì âåê-
òîðîâ:

a1 = (6,−5,−2,−7), a2 = (−12, 12, 7, 17), a3 = (−6, 5, 2, 7),

b1 = (−6, 3, 2, 7), b2 = (6,−5,−5,−10), b3 = (−6, 7, 8, 13).

14.6. Íà àðèôìåòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå R4 = {x = (x1, x2, x3, x4) | x1, x2, x3, x4 ∈ R}
çàäàíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå: (x,y) = 2x1y1 + 2x2y2 + 2x3y3 + x4y4. Ïðîâåðèòü
êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ. Ïðåîáðàçîâàòü ê îðòîíîðìèðîâàííîé ñëåäóþùóþ ñè-
ñòåìó âåêòîðîâ:

a1 = (1, 0, 0, 1), a2 = (2, 0, 3, 0), a3 = (1, 1, 0, 0).



14.7. Îïåðàòîð A ïðîåöèðóåò âñå âåêòîðû ïðîñòðàíñòâà íà óãîë π
4
âîêðóã îñè Oz ïî

÷àñîâîé ñòðåëêå (åñëè ñìîòðåòü ñ êîíöû âåêòîðà k), à îïåðàòîð B ðàñòÿãèâàåò
êàæäûé âåêòîð â 2 ðàçà. Íàéòè ìàòðèöû îïåðàòîðîâ A + B, AB è BA â áàçèñå
{i, j,k}.

14.8. Îïåðàòîðû A è B äåéñòâóþò â ïðîñòðàíñòâå R3 ïî çàêîíàì

Ax = (x1−x2+2x3, x1+x3, x2−x1), Bx = (x1+x2+2x3, x1+x2+2x3, 2x1+2x4x3).

1) Äîêàçàòü, ÷òî A � ëèíåéíûé îïåðàòîð;

2) Óêàçàòü çàêîí, ïî êîòîðîìó îïåðàòîð AB −A äåéñòâóåò íà âåêòîð x;

3) Íàéòè ìàòðèöó îïåðàòîðà B â áàçèñå {f i}:

f 1 = (1, 2, 3), f 2 = (1, 1,−2), f 3 = (3, 5, 3).

14.9. Íàéòè ìàòðèöó îïåðàòîðà A â áàçèñå {e′
1, e

′
2, e

′
3}, åñëè èçâåñòíà åãî ìàòðèöà A â

áàçèñå {e1, e2, e3}, ãäå
e′
1 = e1 − e2 + e3

e′
2 = −e1 + e2 − 2e3 ,

e′ = −e1 + 2e2 + e3

A =

1 1 2
0 2 1
1 −1 0

 .

14.10. Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, çàäàí-
íûõ â íåêîòîðîì áàçèñå ìàòðèöàìè 1:

(
2 −1
3 1

)
,

(
6 1

−16 −2

)
,

−2 0 0
3 −2 0
1 3 −2

 ,

(
6 3
3 −2

)
.

14.11. Îïðåäåëèòü îïåðàòîðû ïðîñòîé ñòðóêòóðû ñðåäè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, çàäàííûõ
â íåêîòîðîì áàçèñå :0 3 0

2 0 0
0 0 0

 ,

1 0 0
0 0 0
0 0 0

 ,

0 3 5
0 0 0
0 0 0

 .

14.12. Ïðèâåñòè ìàòðèöû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó (ê äèàãîíàëüíîìó
âèäó èëè ê æîðäàíîâîé íîðìàëüíîé ôîðìå) è íàéòè òîò áàçèñ, â êîòîðîì îíè
èìåþò ýòîò âèä:9 0 0

2 9 0
5 0 9

 ,

9 0 0
0 1 0
2 0 1

 ,

(
2 9
−1 −8

)
,

1 0 0
0 1 0
2 0 2

 .

14.13. Äàíû ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëèíåé-
íîãî îïåðàòîðà â íåêîòîðîì áàçèñå. Íàéòè ìàòðèöó ýòîãî îïåðàòîðà â ýòîì áàçèñå,
åñëè

λ1 = 1, λ2 = −1, λ3 = 4,

a1 = (4, 1, 2), a2 = (1, 1, 0), a3 = (2, 0, 1).

1Ïðèìå÷àíèå. Â çàäà÷àõ 10-12 ëèíåéíûå îïåðàòîðû çàäàíû â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå íàä ïîëåì

êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.



14.14. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A ïðîñòðàíñòâà R3, îòâå÷àþùèå ñîá-
ñòâåííîìó çíà÷åíèþ 2 îáðàçóþò ïîäïðîñòðàíñòâî {(x, y, z)|x− y− z = 0}. Íà ïîä-

ïðîñòðàíñòâî

{
(x, y, z)|

{
2x+ y − 2z = 0

x− 3z − z = 0

}
îïåðàòîðA äåéñòâóåò òîæäåñòâåííî.

Íàéäèòå ìàòðèöó îïåðàòîðà A â åñòåñòâåííîì áàçèñå ïðîñòðàíñòâà R3. Áóäåò ëè
ýòîò îïåðàòîð ñàìîñîïðÿæåííûì? Îðòîãîíàëüíûì?

14.15. Â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå {e1, e2} îïåðàòîðó A ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà
A = ( 1 1

i 2 ). Ïðîâåðèòü ðàâåíñòâî: (Ax,y)(x,A∗y), åñëè x = e1 + e2, y = e1 − 2e2.

14.16. Ìàòðèöà îïåðàòîðà A äâóìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðîâ ðàâíà

A =

(√
2 −

√
2

1√
2

0

)
â áàçèñå {e1, e2}, ãäå |e1| = 1, |e2| =

√
2 è óãîë ìåæäó e1 è e2

ðàâåí 3π
4
. Íàéäèòå ìàòðèöó ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà A⋆ â òîì æå áàçèñå. ßâëÿåòñÿ

ëè îïåðàòîð A ñàìîñîïðÿæåííûì?

14.17. Ëèíåéíîìó îïåðàòîðó A ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà A =
(
2+i 2−5i
1+i −1−3i

)
â áàçèñå

{e1 + e2, e1 + 2e2}, ïðè÷¼ì {e1, e2} � îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ. Áóäåò
ëè îïåðàòîð A ýðìèòîâûì?

14.18. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà λ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

A(x,x) = −x2
1 + x2

2 + 2x2
3 + λx2

4 + 2λx1x3 + 2x2x3

ÿâëÿåòñÿ çíàêîïîñòîÿííîé (ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé èëè îòðèöàòåëüíî îïðå-
äåëåííîé)?

14.19. Ïðèâåñòè êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó

A(x,x) = −x2
1 + x2

2 + x2
3 − 4x1x2 + 4x2x3

ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó îðòîãîíàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì. Âûïèñàòü ìàòðèöó ïåðå-
õîäà ê êàíîíè÷åñêîìó áàçèñó.



Âàðèàíò 15

15.1. Îáðàçóåò ëè ìíîæåñòâî L ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, åñëè:

1) ìíîæåñòâî L ñîñòîèò èç óïîðÿäî÷åííûõ ïàð ÷èñåë âèäà x = (a; a2), ãäå a
� äåéñòâèòåëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, à ñëîæåíèå ýëåìåíòîâ è óìíîæåíèå
ýëåìåíòà íà äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî λ çàäàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:
x⊕ y = (a; a2)⊕ (b; b2) = (a+ b; (a+ b)2), λ⊕ x = λ⊕ (a; a2) = (λa; (λa)2);

2) ìíîæåñòâî L ñîñòîèò èç óïîðÿäî÷åííûõ ïàð ÷èñåë âèäà x = (a1; a2), ãäå a1 è
a2 �÷åòíûå öåëûå ÷èñëà, à ñëîæåíèå ýëåìåíòîâ è óìíîæåíèå ýëåìåíòà íà äåé-
ñòâèòåëüíîå ÷èñëî λ çàäàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì: x⊕ y = (a1; a2)⊕ (b1; b2) =
(a1a2; b1b2), λ⊕ x = λ⊕ (a1; a2) = (λa

1;λ
a
2).

15.2. Íàéòè ðàçìåðíîñòü è êàêîé-ëèáî áàçèñ àðèôìåòè÷åñêîãî ïîäïðîñòðàíñòâà, çàäàí-
íîãî ñèñòåìîé ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

x1 − x2 − x3 + 2x4 − 2x5 = 0

−2x1 + 5x2 − x3 − x4 − 2x5 = 0

3x1 + x2 − 7x3 + 10x4 − 14x5 = 0

.

15.3. Äàíà ñèñòåìà âåêòîðîâ:

a1 = (1, 8, 3− 4, 2), a2 = (1, 8, 7,−2, 5),

a3 = (3,−1, 7,−3, 6), a4 = (−4, 18, 0, 2,−2).

Áóäåò ëè ýòà ñèñòåìà ëèíåéíî çàâèñèìîé? Íàéòè åå ðàíã è êàêóþ íèáóäü ìàêñè-
ìàëüíóþ ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ïîäñèñòåìó. Íàéòè òàêæå êàêóþ-íèáóäü ñèñòåìó
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, çàäàþùóþ ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå äàííîé
ñèñòåìîé âåêòîðîâ.

15.4. Â áàçèñå {ei} : e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1) çàäàíû âåêòîðû

f 1 = (3, 2,−4), f 2 = (4,−1,−2), f 3 = (5, 2,−3), x = (9, 5,−8).

1) Äîêàçàòü, ÷òî ñîâîêóïíîñòü âåêòîðîâ {f i} îáðàçóþò áàçèñ;
2) Çàïèñàòü ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà {ei} ê áàçèñó {f i};
3) Íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðà x â áàçèñå {f i};

15.5. Íàéòè áàçèñ ñóììû è áàçèñ ïåðåñå÷åíèÿ ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, çàäàííûõ â
âèäå ëèíåéíûõ îáîëî÷åê M1 = L(a1,a2,a3) è M2 = L(b1, b2, b3) äâóõ ñèñòåì âåê-
òîðîâ:

a1 = (−16, 6, 12, 10), a2 = (−4, 7, 6, 17), a3 = (12, 7,−3, 22),

b1 = (10, 0,−7, 1), b2 = (6, 8,−1, 3), b3 = (−8, 1, 5, 0).

15.6. Íà àðèôìåòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå R4 = {x = (x1, x2, x3, x4) | x1, x2, x3, x4 ∈ R}
çàäàíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå: (x,y) = 2x1y1 + 2x2y2 + x3y3 − x2y3 − x3y2 + x4y4.
Ïðîâåðèòü êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ. Ïðåîáðàçîâàòü ê îðòîíîðìèðîâàííîé ñëå-
äóþùóþ ñèñòåìó âåêòîðîâ:

a1 = (0, 1, 0, 1), a2 = (1, 1, 1, 0), a3 = (1, 2, 0, 1).



15.7. Îïåðàòîð A çåðêàëüíî îòðàæàåò âåêòîðû ïëîñêîñòè Oy îòíîñèòåëüíî îñè Oy, à
îïåðàòîð B ïðîåöèðóåò èõ íà ïðÿìóþ y = −x

2
. Íàéòè ìàòðèöû îïåðàòîðîâ A+2B,

AB è BA â áàçèñå {i, j}.

15.8. Îïåðàòîðû A è B äåéñòâóþò â ïðîñòðàíñòâå R3 ïî çàêîíàì

Ax = (2x3 + x2,−x3 − x1, x2 − 2x1), Bx = (2x3, x1, x2,+x3).

1) Äîêàçàòü, ÷òî A � ëèíåéíûé îïåðàòîð;

2) Óêàçàòü çàêîí, ïî êîòîðîìó îïåðàòîð B + BA äåéñòâóåò íà âåêòîð x;

3) Íàéòè ìàòðèöó îïåðàòîðà B â áàçèñå {f i}:

f 1 = (3, 2,−4), f 2 = (4,−1,−2), f 3 = (5, 2,−3).

15.9. Íàéòè ìàòðèöó îïåðàòîðà A â áàçèñå {e′
1, e

′
2, e

′
3}, åñëè èçâåñòíà åãî ìàòðèöà A â

áàçèñå {e1, e2, e3}, ãäå
e′
1 = e1 − e2 + e3

e′
2 = −e1 + e2 − 2e3 ,

e′
3 = −e1 + 2e2 + e3

A =

1 1 1
2 0 1
0 1 1

 .

15.10. Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, çàäàí-

íûõ â íåêîòîðîì áàçèñå ìàòðèöàìè 1:

(
3 −2
5 −1

)
,

(
2 −1
4 6

)
,

−3 0 0
2 −3 0
0 2 −3

 ,

(
7 2
2 4

)
.

15.11. Îïðåäåëèòü îïåðàòîðû ïðîñòîé ñòðóêòóðû ñðåäè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, çàäàííûõ

â íåêîòîðîì áàçèñå

(
0 3
0 0

)
,

0 0 0
2 0 0
0 −1 0

 ,

1 0 5
0 0 0
0 0 0

 .

15.12. Ïðèâåñòè ìàòðèöû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó (ê äèàãîíàëüíîìó
âèäó èëè ê æîðäàíîâîé íîðìàëüíîé ôîðìå) è íàéòè òîò áàçèñ, â êîòîðîì îíè
èìåþò ýòîò âèä:−4 0 −1

0 −4 6
0 0 −4

 ,

2 0 0
0 2 0
3 0 5

 ,

(
3 −7
1 −5

)
,

0 −4 0
0 2 0
2 8 1

 .

15.13. Äàíû ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëèíåé-
íîãî îïåðàòîðà â íåêîòîðîì áàçèñå. Íàéòè ìàòðèöó ýòîãî îïåðàòîðà â ýòîì áàçèñå,
åñëè

λ1 = −1, λ2 = 1, λ3 = 2,

a1 = (2, 0, 1), a2 = (1, 0, 1), a3 = (0, 1, 2).

15.14. Âåêòîð (2,2,1) ñîäåðæèòñÿ â ÿäðå ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A ïðîñòðàíñòâà R3. Íà
èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî A ïîäïðîñòðàíñòâî {(α, 0, α)|α,∈ R} îïåðàòîð A äåé-

ñòâóåò òîæäåñòâåííî, à èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî

{
(x, y, z)

∣∣∣∣∣
{
x− y = 0

x− y + z = 0

}
îïåðàòîð A èíâåðòèðóåò (òî åñòü êàæäûé âåêòîð ïåðåâîäèò â îáðàòíûé). Íàéäè-
òå ìàòðèöó îïåðàòîðà A â åñòåñòâåííîì áàçèñå ïðîñòðàíñòâà R3. Áóäåò ëè ýòîò
îïåðàòîð ñàìîñîïðÿæåííûì? Îðòîãîíàëüíûì?

1Ïðèìå÷àíèå. Â çàäà÷àõ 10-12 ëèíåéíûå îïåðàòîðû çàäàíû â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå íàä ïîëåì

êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.



15.15. Â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå {e1, e2} îïåðàòîðó A ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà
A = ( 1 2

1 i ). Ïðîâåðèòü ðàâåíñòâî: (Ax,y) = (x,A⋆y), åñëè x = e1−e2, y = e1−2e2.

15.16. Ìàòðèöà îïåðàòîðà A äâóìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðîâ ðàâíà

A =

(
0 1
0 1

)
â áàçèñå {e1, e2}, ãäå |e1| = 1, |e2| = 2 è è óãîë ìåæäó e1 è e2 ðàâåí

2π
3
. Íàéäèòå ìàòðèöó ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà A⋆ â òîì æå áàçèñå. ßâëÿåòñÿ ëè

îïåðàòîð A ñàìîñîïðÿæåííûì?

15.17. Ëèíåéíîìó îïåðàòîðó A ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà A =
(
2+7i −2−4i
1+3i −1−6i

)
â áàçèñå

{2e1−e2, e1−e2}, ïðè÷¼ì {e1, e2} � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ. Áóäåò ëè îïåðàòîð
A ýðìèòîâûì?

15.18. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà λ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

A(x,x) = −6x2
1 + λx2

2 + x2
3 + λx2

4 − 4x1x3 + 2x1x4 + 2λx2x3

ÿâëÿåòñÿ çíàêîïîñòîÿííîé (ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé èëè îòðèöàòåëüíî îïðå-
äåëåííîé)?

15.19. Ïðèâåñòè êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó

A(x,x) = −2x2
1 + 2x2

2 − 2x2
3 − 4x1x2 + 5

√
2x1x3 +

√
2x2x3

ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó îðòîãîíàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì. Âûïèñàòü ìàòðèöó ïåðå-
õîäà ê êàíîíè÷åñêîìó áàçèñó.



Âàðèàíò 16

16.1. Îáðàçóåò ëè ìíîæåñòâî L ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, åñëè:

1) ìíîæåñòâî L ñîñòîèò èç óïîðÿäî÷åííûõ ïàð ÷èñåë âèäà x = (a; 2), ãäå a �
äåéñòâèòåëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, à ñëîæåíèå ýëåìåíòîâ è óìíîæåíèå
ýëåìåíòà íà äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî λ çàäàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x⊕ y = (a; 2a)⊕ (b; 2b) = (a+ b; 2(a+ b)), λ⊕ x = λ⊕ (a; 2a) = (λa; 2λa);

2) ìíîæåñòâî L ñîñòîèò èç óïîðÿäî÷åííûõ ïàð ÷èñåë âèäà x = (a1; a2), ãäå a1 è
a2 �äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, à ñëîæåíèå ýëåìåíòîâ è óìíîæåíèå ýëåìåíòà íà
äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî λ çàäàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x⊕ y = (a1; a2)⊕ (b1; b2) = (a1a2; b1b2), λ⊕ x = λ⊕ (a1; a2) = (a31; a
3
2).

16.2. Íàéòè ðàçìåðíîñòü è êàêîé-ëèáî áàçèñ àðèôìåòè÷åñêîãî ïîäïðîñòðàíñòâà, çàäàí-
íîãî ñèñòåìîé ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

2x1 − 4x2 − 6x3 + 6x4 + 4x5 = 0

3x1 − 5x2 − 10x3 + 8x4 + 8x5 = 0

−3x1 + 9x2 + 7x3 − 13x4 + 5x5 = 0

.

16.3. Äàíà ñèñòåìà âåêòîðîâ:

a1 = (5,−4,−5, 5,−3), a2 = (4,−6, 5,−5, 5),

a3 = (7, 6,−5, 4, 3), a4 = (−10,−18, 15,−13,−1).

Áóäåò ëè ýòà ñèñòåìà ëèíåéíî çàâèñèìîé? Íàéòè åå ðàíã è êàêóþ íèáóäü ìàêñè-
ìàëüíóþ ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ïîäñèñòåìó. Íàéòè òàêæå êàêóþ-íèáóäü ñèñòåìó
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, çàäàþùóþ ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå äàííîé
ñèñòåìîé âåêòîðîâ.

16.4. Â áàçèñå {ei} : e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1) çàäàíû âåêòîðû

f 1 = (3, 5, 3), f 2 = (2, 0, 3), f 3 = (0, 1,−1), x = (−14,−7,−13).

1) Äîêàçàòü, ÷òî ñîâîêóïíîñòü âåêòîðîâ {f i} îáðàçóþò áàçèñ;
2) Çàïèñàòü ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà {ei} ê áàçèñó {f i};
3) Íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðà x â áàçèñå {f i};

16.5. Íàéòè áàçèñ ñóììû è áàçèñ ïåðåñå÷åíèÿ ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, çàäàííûõ â
âèäå ëèíåéíûõ îáîëî÷åê M1 = L(a1,a2,a3) è M2 = L(b1, b2, b3) äâóõ ñèñòåì âåê-
òîðîâ:

a1 = (−1, 4, 6,−3), a2 = (−8, 9, 6, 2), a3 = (9,−7, 2,−7),

b1 = (−1, 3, 8,−4), b2 = −2, 3, 1, 1), b3 = (−1, 4, 13,−7).

16.6. Íà àðèôìåòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå R4 = {x = (x1, x2, x3, x4) | x1, x2, x3, x4 ∈ R}
çàäàíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå: (x,y) = 2x1y1 + x2y2 + x3y3 − x1y3 − x3y1 + x4y4.
Ïðîâåðèòü êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ. Ïðåîáðàçîâàòü ê îðòîíîðìèðîâàííîé ñëå-
äóþùóþ ñèñòåìó âåêòîðîâ:

a1 = (1, 1, 2, 1), a2 = (1, 1, 1, 0), a3 = (0, 1, 1, 0).



16.7. Îïåðàòîð A íà êàæäûé âåêòîð ïðîñòðàíñòâà x äåéñòâóåò ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Ax = [a, [x, b]], ãäå a = j + k,b = i + k, à îïåðàòîð B ïîâîðà÷èâàåò èõ âîêðóã
îñè Îõ íà óãîë −π

6
(åñëè ñìîòðåòü ñ êîíöà âåêòîðà i). Íàéòè ìàòðèöû îïåðàòîðîâ

3A− B, AB è BA â áàçèñå {i, j,k}.

16.8. Îïåðàòîðû A è B äåéñòâóþò â ïðîñòðàíñòâå R3 ïî çàêîíàì

Ax = (−3x2 + 2x3, 3x1 + 4x3,−2x1 − 4x2), Bx = (x3, 2x1, x1 + x3).

1) Äîêàçàòü, ÷òî B � ëèíåéíûé îïåðàòîð;

2) Óêàçàòü çàêîí, ïî êîòîðîìó îïåðàòîð BA äåéñòâóåò íà âåêòîð x;

3) Íàéòè ìàòðèöó îïåðàòîðà B â áàçèñå {f i}:

f 1 = (3, 5, 3), f 2 = (2, 0, 3), f 3 = (0, 1,−1).

16.9. Íàéòè ìàòðèöó îïåðàòîðà A â áàçèñå {e′
1, e

′
2, e

′
3}, åñëè èçâåñòíà åãî ìàòðèöà A â

áàçèñå {e1, e2, e3}, ãäå
e′
1 = 2e1 + 3e2 + e3

e′
2 = 3e1 + 4e2 + e3 ,

e′
3 = e1 + 2e2 + 2e3

A =

 2 0 1
−3 1 0
−2 1 2

 .

16.10. Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, çàäàí-
íûõ â íåêîòîðîì áàçèñå ìàòðèöàìè 1:

(
1 −3
1 2

)
,

(
2 −1
4 6

)
,

−2 0 0
3 −2 0
1 3 −3

 ,

(
1 2
2 −2

)
.

16.11. Îïðåäåëèòü îïåðàòîðû ïðîñòîé ñòðóêòóðû ñðåäè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, çàäàííûõ
â íåêîòîðîì áàçèñå:

(
7 0
0 0

)
,

0 0 0
1 0 0
3 0 0

 ,

0 0 0
0 0 0
0 5 2

 .

16.12. Ïðèâåñòè ìàòðèöû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó (ê äèàãîíàëüíîìó
âèäó èëè ê Æîðäàíîâîé íîðìàëüíîé ôîðìå) è íàéòè òîò áàçèñ, â êîòîðîì îíè
èìåþò ýòîò âèä:9 0 0

2 9 0
5 0 9

 ,

2 0 0
0 2 0
3 0 5

 ,

(
3 −9
4 −10

)
,

 1 2 0
0 2 0
−4 8 3

 .

16.13. Äàíû ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëèíåé-
íîãî îïåðàòîðà â íåêîòîðîì áàçèñå. Íàéòè ìàòðèöó ýòîãî îïåðàòîðà â ýòîì áàçèñå,
åñëè

λ1 = 1, λ2 = −1, λ3 = −3,

a1 = (2, 0, 1), a2 = (1, 1, 1), a3 = (2,−1, 1).

1Ïðèìå÷àíèå. Â çàäà÷àõ 10-12 ëèíåéíûå îïåðàòîðû çàäàíû â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå íàä ïîëåì

êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.



16.14. Ïîäïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ x − z = 0 ÿâëÿåòñÿ ÿäðîì ëèíåéíîãî îïå-
ðàòîðà A ïðîñòðàíñòâà R3. Âåêòîð (1,1,0) ñîâïàäàåò ñî ñâîèì îáðàçîì. Íàéäèòå
ìàòðèöó îïåðàòîðà A â åñòåñòâåííîì áàçèñå ïðîñòðàíñòâà R3. Áóäåò ëè ýòîò îïå-
ðàòîð ñàìîñîïðÿæåííûì? Îðòîãîíàëüíûì?

16.15. Â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå {e1, e2} îïåðàòîðó A ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà
A = ( i 1

2 1 ). Ïðîâåðèòü ðàâåíñòâî: (Ax,y) = (x,A⋆y), åñëè x = e1+e2, y = e1+3e2.

16.16. Ìàòðèöà îïåðàòîðà A äâóìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðîâ ðàâíà

A =

(
1 0
1 −1

)
â áàçèñå {e1, e2}, ãäå |e1| = 1, |e2| =

√
2 è è óãîë ìåæäó e1 è e2 ðàâåí

3π
4
. Íàéäèòå ìàòðèöó ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà A⋆ â òîì æå áàçèñå. ßâëÿåòñÿ ëè

îïåðàòîð A ñàìîñîïðÿæåííûì?

16.17. Ëèíåéíîìó îïåðàòîðó A ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà A =
( −3i 2+i
1−2i 1+i

)
â áàçèñå

{e1 + e2,−e2, ïðè÷¼ì {e1, e2} � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ. Áóäåò ëè îïåðàòîð A
ýðìèòîâûì?

16.18. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà λ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

A(x,x) = −3x2
1 + λx2

2 + 3x2
3 + λx2

4 + 2λx1x2 + 2x1x3

ÿâëÿåòñÿ çíàêîïîñòîÿííîé (ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé èëè îòðèöàòåëüíî îïðå-
äåëåííîé)?

16.19. Ïðèâåñòè êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó

A(x,x) = 3x2
2 + 3x2

3 − 4x1x2 − 4x1x3 + 8x2x3

ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó îðòîãîíàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì. Âûïèñàòü ìàòðèöó ïåðå-
õîäà ê êàíîíè÷åñêîìó áàçèñó.



Âàðèàíò 17

17.1. Îáðàçóåò ëè ìíîæåñòâî L ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, åñëè:

1) ìíîæåñòâî L ñîñòîèò èç óïîðÿäî÷åííûõ ïàð ÷èñåë âèäà x = (a; 2), ãäå a �
äåéñòâèòåëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, à ñëîæåíèå ýëåìåíòîâ è óìíîæåíèå
ýëåìåíòà íà äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî λ çàäàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x⊕y = (a; a2)⊕ (b; b2) = (a+ b; (a+ b)2), λ⊕x = λ⊕ (a; a2) = ((λ+a); (λ+a)2);

2) ìíîæåñòâî L ñîñòîèò èç óïîðÿäî÷åííûõ ïàð ÷èñåë âèäà x = (0; a2; a3), ãäå a2
è a3 �äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, à ñëîæåíèå ýëåìåíòîâ è óìíîæåíèå ýëåìåíòà íà
äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî λ çàäàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:
x⊕ y = (0; a2; a3)⊕ (0; b2; b3) = (0; a2 + b2; a3 + b3),
λ⊕ x = λ⊕ (0; a2; a3) = (0;λa2;λa3).

17.2. Íàéòè ðàçìåðíîñòü è êàêîé-ëèáî áàçèñ àðèôìåòè÷åñêîãî ïîäïðîñòðàíñòâà, çàäàí-
íîãî ñèñòåìîé ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

x1 − x2 − 2x3 + 3x4 − 4x5 = 0

3x1 − x2 − 8x3 + 13x4 − 18x5 = 0

−3x1 + 8x2 + x3 + x4 − 3x5 = 0

.

17.3. Äàíà ñèñòåìà âåêòîðîâ:

a1 = (6,−2,−3,−4, 2), a2 = (4, 3, 6,−1, 5),

a3 = (3,−1, 8,−1,−2), a4 = (1, 4,−2, 0, 7).

Áóäåò ëè ýòà ñèñòåìà ëèíåéíî çàâèñèìîé? Íàéòè åå ðàíã è êàêóþ íèáóäü ìàêñè-
ìàëüíóþ ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ïîäñèñòåìó. Íàéòè òàêæå êàêóþ-íèáóäü ñèñòåìó
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, çàäàþùóþ ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå äàííîé
ñèñòåìîé âåêòîðîâ.

17.4. Â áàçèñå {ei} : e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1) çàäàíû âåêòîðû

f 1 = (4,−5,−3), f 2 = (1,−1,−1), f 3 = (−1, 1, 2), x = (2,−1,−1).

1) Äîêàçàòü, ÷òî ñîâîêóïíîñòü âåêòîðîâ {f i} îáðàçóþò áàçèñ;
2) Çàïèñàòü ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà {ei} ê áàçèñó {f i};
3) Íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðà x â áàçèñå {f i};

17.5. Íàéòè áàçèñ ñóììû è áàçèñ ïåðåñå÷åíèÿ ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, çàäàííûõ â
âèäå ëèíåéíûõ îáîëî÷åê M1 = L(a1,a2,a3) è M2 = L(b1, b2, b3) äâóõ ñèñòåì âåê-
òîðîâ:

a1 = (5, 3, 1,−1), a2 = (−8− 7, 1, 4), a3 = (−11,−11, 3, 7),

b1 = (5,−1, 0, 14), b2 = 1, 0,−1, 4), b3 = (3,−1, 2, 6).

17.6. Íà àðèôìåòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå R4 = {x = (x1, x2, x3, x4) | x1, x2, x3, x4 ∈ R}
çàäàíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå: (x,y) = 2x1y1 + 3x2y2 + 5x3y3 + x4y4. Ïðîâåðèòü
êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ. Ïðåîáðàçîâàòü ê îðòîíîðìèðîâàííîé ñëåäóþùóþ ñè-
ñòåìó âåêòîðîâ:

a1 = (0, 1, 0, 1), a2 = (1, 1, 0, 0), a3 = (1, 1, 1, 1).



17.7. Îïåðàòîð A êàæäûé âåêòîð ïðîñòðàíñòâà ïðîåöèðóåò íà ïðÿìóþ x = y√
2
= z, à

îïåðàòîð B äåéñòâóåò íà íèõ ñëåäóþùèì îáðàçîì: Bx = [j,x]. Íàéòè ìàòðèöû
îïåðàòîðîâ A+ 4B,AB è BA â áàçèñå {i, j,k}.

17.8. Îïåðàòîðû A è B äåéñòâóþò â ïðîñòðàíñòâå R3 ïî çàêîíàì
Ax = (−x2 − 7x3, x1 + 4x3, 7x1 − 4x2),
Bx = (16x1 + 28x2 − 4x3, 28x1 + 49x2 − 7x3,−4x1 − 7x2 + x3).

1) Äîêàçàòü, ÷òî B � ëèíåéíûé îïåðàòîð;

2) Óêàçàòü çàêîí, ïî êîòîðîìó îïåðàòîð A+AB äåéñòâóåò íà âåêòîð x;

3) Íàéòè ìàòðèöó îïåðàòîðà B â áàçèñå {f i}:

f 1 = (4,−5,−3), f 2 = (1,−1,−1), f 3 = (−1, 1, 2).

17.9. Íàéòè ìàòðèöó îïåðàòîðà A â áàçèñå {e′
1, e

′
2, e

′
3}, åñëè èçâåñòíà åãî ìàòðèöà A â

áàçèñå {e1, e2, e3}, ãäå
e′
1 = 2e1 + 3e2 + e3

e′
2 = 3e1 + 4e2 + e3 ,

e′
3 = e1 + 2e2 + 2e3

A =

 1 0 2
−3 1 0
2 −1 −2

 .

17.10. Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, çàäàí-
íûõ â íåêîòîðîì áàçèñå ìàòðèöàìè 1:

(
2 −7
3 4

)
,

(
8 1

−25 −2

)
,

−1 0 2
0 −1 0
0 2 −1

 ,

(
2 3
3 −6

)
.

17.11. Îïðåäåëèòü îïåðàòîðû ïðîñòîé ñòðóêòóðû ñðåäè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, çàäàííûõ
â íåêîòîðîì áàçèñå:

(
0 0
0 5

)
,

0 0 3
0 0 7
0 0 0

 ,

0 0 0
1 2 0
0 0 0

 .

17.12. Ïðèâåñòè ìàòðèöû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó (ê äèàãîíàëüíîìó
âèäó èëè ê Æîðäàíîâîé íîðìàëüíîé ôîðìå) è íàéòè òîò áàçèñ, â êîòîðîì îíè
èìåþò ýòîò âèä:−4 0 −1

0 −4 6
0 0 −4

 ,

3 0 −1
0 6 0
0 0 6

 ,

(
2 9
−1 −8

)
,

1 0 0
0 1 0
2 0 2

 .

17.13. Äàíû ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëèíåé-
íîãî îïåðàòîðà â íåêîòîðîì áàçèñå. Íàéòè ìàòðèöó ýòîãî îïåðàòîðà â ýòîì áàçèñå,
åñëè

λ1 = 1, λ2 = −1, λ3 = 4,

a1 = (3, 0, 1), a2 = (0, 1, 0), a3 = (2, 0, 1).

1Çàìå÷àíèå. Â çàäà÷àõ 10-12 ëèíåéíûå îïåðàòîðû çàäàíû â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå íàä ïîëåì êîì-

ïëåêñíûõ ÷èñåë.



17.14. Âåêòîð (1,1,2) ïîä äåéñòâèåì ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A ïðîñòðàíñòâà R3 óäëèíÿåòñÿ
â 6 ðàç. Ïîäïðîñòðàíñòâî {xi + yj + zk|x + y + 2z = 0} ñîñòîèò èç ñîáñòâåííûõ
âåêòîðîâ îïåðàòîðà A, îòâå÷àþùèõ ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ 42. Íàéäèòå ìàòðè-
öó îïåðàòîðà A â åñòåñòâåííîì áàçèñå ïðîñòðàíñòâà R3. Áóäåò ëè ýòîò îïåðàòîð
ñàìîñîïðÿæåííûì? Îðòîãîíàëüíûì?

17.15. Â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå {e1, e2} îïåðàòîðó A ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà
A = ( 2i 1

−1 1 ). Ïðîâåðèòü ðàâåíñòâî: (Ax,y) = (x,A⋆y), åñëè x = e1 + 3e2, y =
e1 + 2e2.

17.16. Ìàòðèöà îïåðàòîðà A äâóìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðîâ ðàâíà

A =

(
−1 2
0 1

)
â áàçèñå {e1, e2}, ãäå |e1| = 1, |e2| = 2 è óãîë ìåæäó e1 è e2 ðàâåí

2π
3
. Íàéäèòå ìàòðèöó ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà A⋆ â òîì æå áàçèñå. ßâëÿåòñÿ ëè

îïåðàòîð A ñàìîñîïðÿæåííûì?

17.17. Ëèíåéíîìó îïåðàòîðó A ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà A =
( −2−i 2−i

1+3i 1+2i

)
â áàçèñå

{4e1 + e2, e2, ïðè÷¼ì {e1, e2} � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ. Áóäåò ëè îïåðàòîð A
ýðìèòîâûì?

17.18. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà λ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

A(x,x) = (4− λ)x2
1 + (4− λ)x2

2 − (2 + λ)x2
3 + 4x1x2 − 8x1x3 + 8x2x3

ÿâëÿåòñÿ çíàêîïîñòîÿííîé (ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé èëè îòðèöàòåëüíî îïðå-
äåëåííîé)?

17.19. Ïðèâåñòè êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó

A(x,x) = x2
1 + 4x2

2 + x2
3 − 2x1x2 + 2

√
3x2x3

ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó îðòîãîíàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì. Âûïèñàòü ìàòðèöó ïåðå-
õîäà ê êàíîíè÷åñêîìó áàçèñó.



Âàðèàíò 18

18.1. Îáðàçóåò ëè ìíîæåñòâî L ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, åñëè:

1) ìíîæåñòâî L ñîñòîèò èç óïîðÿäî÷åííûõ ïàð ÷èñåë âèäà x = (a; a
3
), ãäå a

� äåéñòâèòåëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, à ñëîæåíèå ýëåìåíòîâ è óìíîæåíèå
ýëåìåíòà íà äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî λ çàäàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x⊕ y = (a;
a

3
)⊕ (b;

b

3
) = (a+ b;

1

3
(a+ b)), λ⊕ x = λ⊕ (a;

a

3
) = (λa;

λ

3
a);

2) ìíîæåñòâî L ñîñòîèò èç óïîðÿäî÷åííûõ ïàð ÷èñåë âèäà x = (a1; a2), ãäå a1 è
a2 �äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, à ñëîæåíèå ýëåìåíòîâ è óìíîæåíèå ýëåìåíòà íà
äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî λ çàäàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:
x⊕ y = (a1; a2)⊕ (b1; b2) = (a1 + b1; a2b2), λ⊕ x = λ⊕ (a1; a2) = (λa1; a

λ
2).

18.2. Íàéòè ðàçìåðíîñòü è êàêîé-ëèáî áàçèñ àðèôìåòè÷åñêîãî ïîäïðîñòðàíñòâà, çàäàí-
íîãî ñèñòåìîé ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

2x1 − 4x2 + 2x3 + 2x4 + 4x5 = 0

5x1 − 9x2 + 4x3 + 8x4 + 12x5 = 0

3x1 − 3x2 + 2x3 + 10x4 + 8x5 = 0

.

18.3. Äàíà ñèñòåìà âåêòîðîâ:

a1 = (1, 6,−7, 4,−9), a2 = (1,−7, 9,−7, 2), a3 = (5,−4, 8, 1, 1),

a4 = (2,−1, 2,−3,−7), a5 = (−4,−3, 1,−8, 1)

Áóäåò ëè ýòà ñèñòåìà ëèíåéíî çàâèñèìîé? Íàéòè åå ðàíã è êàêóþ íèáóäü ìàêñè-
ìàëüíóþ ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ïîäñèñòåìó. Íàéòè òàêæå êàêóþ-íèáóäü ñèñòåìó
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, çàäàþùóþ ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå äàííîé
ñèñòåìîé âåêòîðîâ.

18.4. Â áàçèñå {ei} : e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1) çàäàíû âåêòîðû

f 1 = (1, 2, 3), f 2 = (2, 3, 1), f 3 = (1, 1− 3), x = (2, 4, 1).

1) Äîêàçàòü, ÷òî ñîâîêóïíîñòü âåêòîðîâ {f i} îáðàçóþò áàçèñ;
2) Çàïèñàòü ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà {ei} ê áàçèñó {f i};
3) Íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðà x â áàçèñå {f i};

18.5. Íàéòè áàçèñ ñóììû è áàçèñ ïåðåñå÷åíèÿ ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, çàäàííûõ â
âèäå ëèíåéíûõ îáîëî÷åê M1 = L(a1,a2,a3) è M2 = L(b1, b2, b3) äâóõ ñèñòåì âåê-
òîðîâ:

a1 = (3, 1,−3,−3), a2 = (−5, 0, 7, 7), a3 = (−7, 1, 11, 11),

b1 = (−5, 11, 7, 1), b2 = (−2, 3, 2, 0), b3 = (−1, 5, 3, 1).

18.6. Íà àðèôìåòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå R4 = {x = (x1, x2, x3, x4) | x1, x2, x3, x4 ∈ R}
çàäàíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå: (x,y) = x1y1 + x2y2 + 4x3y3 − x1y3 − x3y1 + x4y4.
Ïðîâåðèòü êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ. Ïðåîáðàçîâàòü ê îðòîíîðìèðîâàííîé ñëå-
äóþùóþ ñèñòåìó âåêòîðîâ:

a1 = (1, 0, 1, 1), a2 = (0, 1, 1, 0), a3 = (1, 1, 1, 0).



18.7. Îïåðàòîð A ïðîåöèðóåò âåêòîðû ïëîñêîñòè xOy íà ïðÿìóþ x = 2y, à îïåðàòîð B
äåéñòâóåò ñëåäóþùèì îáðàçîì: Bx = 3a(a,x), ãäå a = 2j − k. Íàéòè ìàòðèöû
îïåðàòîðîâ A+ 3B,AB è BA â áàçèñå {i, j}.

18.8. Îïåðàòîðû A è B äåéñòâóþò â ïðîñòðàíñòâå R3 ïî çàêîíàì

Ax = (x3 − x2,−2x3 + x1, 2x1 − x1), Bx = (x1 + x2, x2 + x3, x3).

1) Äîêàçàòü, ÷òî A � ëèíåéíûé îïåðàòîð;

2) Óêàçàòü çàêîí, ïî êîòîðîìó îïåðàòîð A−AB äåéñòâóåò íà âåêòîð x;

3) Íàéòè ìàòðèöó îïåðàòîðà B â áàçèñå {f i}:

f 1 = (1, 2, 3), f 2 = (2, 3, 1), f 3 = (1, 1,−3).

18.9. Íàéòè ìàòðèöó îïåðàòîðà A â áàçèñå {e′
1, e

′
2, e

′
3}, åñëè èçâåñòíà åãî ìàòðèöà A â

áàçèñå {e1, e2, e3}, ãäå
e′
1 = 2e1 + 3e2 + e3

e′
2 = 3e1 + 4e2 + e3 ,

e′
3 = e1 + 2e2 + 2e3

A =

0 1 −3
2 1 −1
0 1 2

 .

18.10. Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, çàäàí-
íûõ â íåêîòîðîì áàçèñå ìàòðèöàìè 1:

(
1 9
−2 5

)
,

(
4 9
−1 −10

)
,

4 2 0
0 4 0
2 1 4

 ,

(
3 −8
−3 5

)
.

18.11. Îïðåäåëèòü îïåðàòîðû ïðîñòîé ñòðóêòóðû ñðåäè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, çàäàííûõ
â íåêîòîðîì áàçèñå:

(
0 3
0 0

)
,

0 0 0
2 0 0
0 −1 0

 ,

1 0 5
0 0 0
0 0 0

 .

18.12. Ïðèâåñòè ìàòðèöû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó (ê äèàãîíàëüíîìó
âèäó èëè ê æîðäàíîâîé íîðìàëüíîé ôîðìå) è íàéòè òîò áàçèñ, â êîòîðîì îíè
èìåþò ýòîò âèä:−8 0 0

0 7 5
0 0 7

 ,

1 0 −4
0 1 0
0 0 2

 ,

(
3 −7
1 −5

)
,

1 −4 0
0 3 0
2 8 2

 .

18.13. Äàíû ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëèíåé-
íîãî îïåðàòîðà â íåêîòîðîì áàçèñå. Íàéòè ìàòðèöó ýòîãî îïåðàòîðà â ýòîì áàçèñå,
åñëè

λ1 = 2, λ2 = 3, λ3 = 4,

a1 = (2, 3, 0), a2 = (1, 2, 1), a3 = (0, 1, 1).

1Çàìå÷àíèå. Â çàäà÷àõ 10-12 ëèíåéíûå îïåðàòîðû çàäàíû â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå íàä ïîëåì êîì-

ïëåêñíûõ ÷èñåë.



18.14. Âåêòîð (1,1,2) ïîä äåéñòâèåì ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A ïðîñòðàíñòâà R3 óäëèíÿåòñÿ
â 6 ðàç. Ïîäïðîñòðàíñòâî {xi + yj + zk|x + y + 2z = 0} ñîñòîèò èç ñîáñòâåííûõ
âåêòîðîâ îïåðàòîðà A, îòâå÷àþùèõ ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ 42. Íàéäèòå ìàòðè-
öó îïåðàòîðà A â åñòåñòâåííîì áàçèñå ïðîñòðàíñòâà R3. Áóäåò ëè ýòîò îïåðàòîð
ñàìîñîïðÿæåííûì? Îðòîãîíàëüíûì?

18.15. Â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå {e1, e2} îïåðàòîðó A ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà
A = ( i 1

−1 2 ). Ïðîâåðèòü ðàâåíñòâî: (Ax,y) = (x,A⋆y), åñëè x = −e1 + e2, y =
e1 + 2e2.

18.16. Ìàòðèöà îïåðàòîðà A äâóìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðîâ ðàâíà

A =

(
−1 2
0 1

)
â áàçèñå {e1, e2}, ãäå |e1| = 1, |e2| = 2 è óãîë ìåæäó e1 è e2 ðàâåí

2π
3
. Íàéäèòå ìàòðèöó ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà A⋆ â òîì æå áàçèñå. ßâëÿåòñÿ ëè

îïåðàòîð A ñàìîñîïðÿæåííûì?

18.17. Ëèíåéíîìó îïåðàòîðó A ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà A =
(
1−i 2+i
−2i 1−3i

)
â áàçèñå

{e1 + 3e2, e2, ïðè÷¼ì {e1, e2} � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ. Áóäåò ëè îïåðàòîð A
ýðìèòîâûì?

18.18. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà λ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

A(x,x) = −x2
1 + 2λx1x2 + 2x1x3 + 4x2

2 − λx2
3 + 2x2x3

ÿâëÿåòñÿ çíàêîïîñòîÿííîé (ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé èëè îòðèöàòåëüíî îïðå-
äåëåííîé)?

18.19. Ïðèâåñòè êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó

A(x,x) = 2x2
1 + 2x2

2 + 2x2
3 + 8x1x2 − 8x1x3 − 8x2x3

ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó îðòîãîíàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì. Âûïèñàòü ìàòðèöó ïåðå-
õîäà ê êàíîíè÷åñêîìó áàçèñó.



Âàðèàíò 19

19.1. Îáðàçóåò ëè ìíîæåñòâî L ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, åñëè:

1) ìíîæåñòâî L ñîñòîèò èç óïîðÿäî÷åííûõ òðîåê ÷èñåë âèäà x = (a1;−2; a3), ãäå
a1 è a3 � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, à ñëîæåíèå ýëåìåíòîâ è óìíîæåíèå ýëåìåíòà
íà äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî λ çàäàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:
x⊕ y = (a1;−2; a3)⊕ (b1;−2; b3) = (a1b1;−2; a3b3),
λ⊕ x = λ⊕ (a1;−2; a3) = (λa1;−2;λa3);

2) ìíîæåñòâî L ñîñòîèò èç óïîðÿäî÷åííûõ ïàð ÷èñåë âèäà x = (a2; a), ãäå a �
äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, à ñëîæåíèå ýëåìåíòîâ è óìíîæåíèå ýëåìåíòà íà äåé-
ñòâèòåëüíîå ÷èñëî λ çàäàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:
x⊕ y = (a2; a)⊕ (b2; b) = ((ab)2; ab), λ⊕ x = λ⊕ (a2; a) = ((aλ)2; aλ);

19.2. Íàéòè ðàçìåðíîñòü è êàêîé-ëèáî áàçèñ àðèôìåòè÷åñêîãî ïîäïðîñòðàíñòâà, çàäàí-
íîãî ñèñòåìîé ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

x1 − x2 + 2x3 + 2x4 − 3x5 = 0

−2x1 + 5x2 − 7x3 + 2x4 + 3x5 = 0

3x1 − x2 + 4x3 + 10x4 − 11x5 = 0

.

19.3. Äàíà ñèñòåìà âåêòîðîâ:

a1 = (7, 6,−7,−4,−4), a2 = (2, 1,−7, 4,−8),

a3 = (7,−2,−8,−5, 8), a4 = (−17, 8, 10, 23,−40).

Áóäåò ëè ýòà ñèñòåìà ëèíåéíî çàâèñèìîé? Íàéòè åå ðàíã è êàêóþ íèáóäü ìàêñè-
ìàëüíóþ ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ïîäñèñòåìó. Íàéòè òàêæå êàêóþ-íèáóäü ñèñòåìó
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, çàäàþùóþ ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå äàííîé
ñèñòåìîé âåêòîðîâ.

19.4. Â áàçèñå {ei} : e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1) çàäàíû âåêòîðû

f 1 = (1,−1,−1), f 2 = (1, 1,−1), f 3 = (1, 1, 1), x = (2, 3, 1).

1) Äîêàçàòü, ÷òî ñîâîêóïíîñòü âåêòîðîâ {f i} îáðàçóþò áàçèñ;
2) Çàïèñàòü ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà {ei} ê áàçèñó {f i};
3) Íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðà x â áàçèñå {f i};

19.5. Íàéòè áàçèñ ñóììû è áàçèñ ïåðåñå÷åíèÿ ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, çàäàííûõ â
âèäå ëèíåéíûõ îáîëî÷åê M1 = L(a1,a2,a3) è M2 = L(b1, b2, b3) äâóõ ñèñòåì âåê-
òîðîâ:

a1 = (2,−3, 9, 4), a2 = (−3, 7,−1,−3), a3 = (2,−4, 7, 4),

b1 = (2,−4, 1, 2), b2 = (−3, 7,−4,−5), b3 = (2, 1, 6, 2).

19.6. Íà àðèôìåòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå R4 = {x = (x1, x2, x3, x4) | x1, x2, x3, x4 ∈ R}
çàäàíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå: (x,y) = 3x1y1 + 2x2y2 + x3y3 − x3y2 − x2y3 + x4y4.
Ïðîâåðèòü êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ. Ïðåîáðàçîâàòü ê îðòîíîðìèðîâàííîé ñëå-
äóþùóþ ñèñòåìó âåêòîðîâ:

a1 = (1, 0, 1, 2), a2 = (0, 1, 1, 0), a3 = (0, 0, 1, 3).



19.7. ÎïåðàòîðA ïðîåöèðóåò âåêòîðû ïëîñêîñòè xOy íà îñü Ox, à îïåðàòîð B çåðêàëüíî
îòðàæàåò èõ îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé y = −2x. Íàéòè ìàòðèöû îïåðàòîðîâ A− B,
AB è BA â áàçèñå {i, j}.

19.8. Îïåðàòîðû A è B äåéñòâóþò â ïðîñòðàíñòâå R3 ïî çàêîíàì

Ax = (8x3 − 2x2, 4x3 + 2x1,−4x2 − 8x1), Bx = (x2, x1 + x3, x1).

1) Äîêàçàòü, ÷òî A � ëèíåéíûé îïåðàòîð;

2) Óêàçàòü çàêîí, ïî êîòîðîìó îïåðàòîð B +AB äåéñòâóåò íà âåêòîð x;

3) Íàéòè ìàòðèöó îïåðàòîðà B â áàçèñå {f i}:

f 1 = (1,−1,−1), f 2 = (1, 1,−1), f 3 = (1, 1, 1).

19.9. Íàéòè ìàòðèöó îïåðàòîðà A â áàçèñå {e′
1, e

′
2, e

′
3}, åñëè èçâåñòíà åãî ìàòðèöà A â

áàçèñå {e1, e2, e3}, ãäå
e′
1 = 2e1 + 3e2 + e3

e′
2 = 3e1 + 4e2 + e3 ,

e′
3 = e1 + 2e2 + 2e3

A =

 3 −2 0
−1 0 −2
1 4 −1

 .

19.10. Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, çàäàí-
íûõ â íåêîòîðîì áàçèñå ìàòðèöàìè 1:

(
2 4
−3 −1

)
,

(
10 1
−4 −14

)
,

5 0 1
0 5 0
0 2 5

 ,

(
5 2
2 2

)
.

19.11. Îïðåäåëèòü îïåðàòîðû ïðîñòîé ñòðóêòóðû ñðåäè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, çàäàííûõ
â íåêîòîðîì áàçèñå:

(
0 3
0 0

)
,

0 0 0
2 0 0
0 −1 0

 ,

1 0 5
0 0 0
0 0 0

 .

19.12. Ïðèâåñòè ìàòðèöû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó (ê äèàãîíàëüíîìó
âèäó èëè ê æîðäàíîâîé íîðìàëüíîé ôîðìå) è íàéòè òîò áàçèñ, â êîòîðîì îíè
èìåþò ýòîò âèä:−4 0 −1

0 −4 6
0 0 −4

 ,

4 0 0
0 4 0
5 0 1

 ,

(
8 −9
2 −1

)
,

−1 −2 0
0 −2 0
−8 16 3

 .

19.13. Äàíû ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëèíåé-
íîãî îïåðàòîðà â íåêîòîðîì áàçèñå. Íàéòè ìàòðèöó ýòîãî îïåðàòîðà â ýòîì áàçèñå,
åñëè

λ1 = 2, λ2 = 3, λ3 = 4,

a1 = (3, 1, 0), a2 = (2, 1, 0), a3 = (0, 1,−1).

1Çàìå÷àíèå. Â çàäà÷àõ 10-12 ëèíåéíûå îïåðàòîðû çàäàíû â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå íàä ïîëåì êîì-

ïëåêñíûõ ÷èñåë.



19.14. Ïîäïðîñòðàíñòâî {xi + yj + zk|x + y + 2z = 0} ñîñòîèò èç ñîáñòâåííûõ âåêòî-
ðîâ îïåðàòîðà A ïðîñòðàíñòâà R3, îòâå÷àþùèõ ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ 42. ßäðî
îïåðàòîðà A íåòðèâèàëüíî. Íàéäèòå ìàòðèöó îïåðàòîðà A â åñòåñòâåííîì áàçèñå
ïðîñòðàíñòâà R3. Áóäåò ëè ýòîò îïåðàòîð îðòîãîíàëüíûì?

19.15. Â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå {e1, e2} îïåðàòîðó A ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà
A = ( 1 2

−2 i ). Ïðîâåðèòü ðàâåíñòâî: (Ax,y) = (x,A⋆y), åñëè x = e1 + e2, y =
−e1 + 2e2.

19.16. Ìàòðèöà îïåðàòîðà A äâóìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðîâ ðàâíà

A =

(
1

√
3

0 0

)
â áàçèñå {e1, e2}, ãäå |e1| = 1, |e2| = 2 è óãîë ìåæäó e1 è e2 ðàâåí

π
6
. Íàéäèòå ìàòðèöó ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà A⋆ â òîì æå áàçèñå. ßâëÿåòñÿ ëè

îïåðàòîð A ñàìîñîïðÿæåííûì?

19.17. Ëèíåéíîìó îïåðàòîðó A ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà A =
(

3+i −2−i
1+2i 3−3i

)
â áàçèñå

{2e1+e2, e1+2e2, ïðè÷¼ì {e1, e2} � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ. Áóäåò ëè îïåðàòîð
A ýðìèòîâûì?

19.18. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà λ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

A(x,x) = λx2
1 + 8x2

2 + x2
3 + 16x1x2 + 4x1x3 + 4x2x3

ÿâëÿåòñÿ çíàêîïîñòîÿííîé (ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé èëè îòðèöàòåëüíî îïðå-
äåëåííîé)?

19.19. Ïðèâåñòè êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó

A(x,x) = 2x2
1 + 3x2

2 + x2
3 − 4x1x2 + 2x2x3

ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó îðòîãîíàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì. Âûïèñàòü ìàòðèöó ïåðå-
õîäà ê êàíîíè÷åñêîìó áàçèñó.



Âàðèàíò 20

20.1. Îáðàçóåò ëè ìíîæåñòâî L ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, åñëè:

1) ìíîæåñòâî L ñîñòîèò èç óïîðÿäî÷åííûõ ïàð ÷èñåë âèäà x(a1; a2), ãäå a1 è a2
� äåéñòâèòåëüíûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, à ñëîæåíèå ýëåìåíòîâ è óìíîæåíèå
ýëåìåíòà íà äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî λ çàäàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:
x⊕ y = (a1; a2)⊕ (b1; b2) = (a1a2; b1b2), λ⊕ x = λ⊕ (a1; a2) = (a1; a2);

2) ìíîæåñòâî L ñîñòîèò èç óïîðÿäî÷åííûõ ïàð ÷èñåë âèäà x = (a
2
;a
3
), ãäå a �

äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, à ñëîæåíèå ýëåìåíòîâ è óìíîæåíèå ýëåìåíòà íà äåé-
ñòâèòåëüíîå ÷èñëî λ çàäàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:
x⊕ y = (a

2
; a
3
)⊕ ( b

2
; b
3
) = (1

2
(a+ b); 1

3
(a+ b)), λ⊕ x = λ⊕ (a

2
; a
3
) = (λ

2
a; λ

3
a)

20.2. Íàéòè ðàçìåðíîñòü è êàêîé-ëèáî áàçèñ àðèôìåòè÷åñêîãî ïîäïðîñòðàíñòâà, çàäàí-
íîãî ñèñòåìîé ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

3x1 − 3x2 + 3x3 + 6x4 − 3x5 = 0

4x1 − 3x2 + 3x3 + 10x4 − 3x5 = 0

−3x1 + 6x2 − x3 − 5x4 + 11x5 = 0

.

20.3. Äàíà ñèñòåìà âåêòîðîâ:

a1 = (6,−2,−3,−4, 2), a2 = (4, 3, 6,−1, 5), a3 = (3,−1, 8,−1,−2),

a4 = (10, 1, 3,−5, 7), a5 = (1, 4,−2, 0, 7).

Áóäåò ëè ýòà ñèñòåìà ëèíåéíî çàâèñèìîé? Íàéòè åå ðàíã è êàêóþ íèáóäü ìàêñè-
ìàëüíóþ ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ïîäñèñòåìó. Íàéòè òàêæå êàêóþ-íèáóäü ñèñòåìó
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, çàäàþùóþ ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå äàííîé
ñèñòåìîé âåêòîðîâ.

20.4. Â áàçèñå {ei} : e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1) çàäàíû âåêòîðû

f 1 = (2, 1, 0), f 2 = (2,−1, 2), f 3 = (2, 2, 1), x = (3, 7,−7).

1) Äîêàçàòü, ÷òî ñîâîêóïíîñòü âåêòîðîâ {f i} îáðàçóþò áàçèñ;
2) Çàïèñàòü ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà {ei} ê áàçèñó {f i};
3) Íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðà x â áàçèñå {f i};

20.5. Íàéòè áàçèñ ñóììû è áàçèñ ïåðåñå÷åíèÿ ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, çàäàííûõ â
âèäå ëèíåéíûõ îáîëî÷åê M1 = L(a1,a2,a3) è M2 = L(b1, b2, b3) äâóõ ñèñòåì âåê-
òîðîâ:

a1 = (4,−3, 6,−1), a2 = (9,−9, 11, 1), a3 = (8, 3, 2,−7),

b1 = (4,−3, 5, 0), b2 = (7, 1, 0,−5), b3 = (5,−5, 8, 1).

20.6. Íà àðèôìåòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå R4 = {x = (x1, x2, x3, x4) | x1, x2, x3, x4 ∈ R}
çàäàíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå: (x,y) = 4x1y1 + 2x2y2 + x3y3 − x1y3 − x3y1 + x4y4.
Ïðîâåðèòü êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ. Ïðåîáðàçîâàòü ê îðòîíîðìèðîâàííîé ñëå-
äóþùóþ ñèñòåìó âåêòîðîâ:

a1 = (1, 0, 0, 1), a2 = (1, 0, 1, 0), a3 = (−1, 1, 0, 0).



20.7. Îïåðàòîð A ïîâîðà÷èâàåò âñå âåêòîðû ïðîñòðàíñòâà íà óãîë π
6
âîêðóã îñè Oz

(åñëè ñìîòðåòü ñ êîíöà âåêòîðà k), à îïåðàòîð B ðàñòÿãèâàåò êàæäûé âåêòîð â 2
ðàçà.Íàéòè ìàòðèöû îïåðàòîðîâ A+ B, AB è BA â áàçèñå {i, j,k}.

20.8. Îïåðàòîðû A è B äåéñòâóþò â ïðîñòðàíñòâå R3 ïî çàêîíàì

Ax = (x1 + 2x2, x3,−x2), Bx = (x1 + 2x2 − x3, 2x1 + 4x2 − 2x3,−x1 − 2x2 + x3).

1) Äîêàçàòü, ÷òî B � ëèíåéíûé îïåðàòîð;

2) Óêàçàòü çàêîí, ïî êîòîðîìó îïåðàòîð B + BA äåéñòâóåò íà âåêòîð x;

3) Íàéòè ìàòðèöó îïåðàòîðà B â áàçèñå {f i}:

f 1 = (2, 1, 0), f 2 = (2,−1, 2), f 3 = (2, 2, 1).

20.9. Íàéòè ìàòðèöó îïåðàòîðà A â áàçèñå {e′
1, e

′
2, e

′
3}, åñëè èçâåñòíà åãî ìàòðèöà A â

áàçèñå {e1, e2, e3}, ãäå
e′
1 = 2e1 + 3e2 + e3

e′
2 = 3e1 + 4e2 + e3 ,

e′
3 = e1 + 2e2 + 2e3

A =

−2 0 2
1 0 3
−1 2 1

 .

20.10. Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, çàäàí-
íûõ â íåêîòîðîì áàçèñå ìàòðèöàìè 1:

(
2 7
−3 5

)
,

(
2 1
−4 6

)
,

−5 0 2
1 −5 2
0 0 −5

 ,

(
2 2
2 −1

)
.

20.11. Îïðåäåëèòü îïåðàòîðû ïðîñòîé ñòðóêòóðû ñðåäè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, çàäàííûõ
â íåêîòîðîì áàçèñå: 0 0 0

0 0 5
0 3 0

 ,

2 0 0
0 1 0
0 0 0

 ,

0 0 0
0 0 2
0 0 7

 .

20.12. Ïðèâåñòè ìàòðèöû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó (ê äèàãîíàëüíîìó
âèäó èëè ê æîðäàíîâîé íîðìàëüíîé ôîðìå) è íàéòè òîò áàçèñ, â êîòîðîì îíè
èìåþò ýòîò âèä:−6 0 0

−3 −6 1
0 0 −6

 ,

7 0 0
2 3 0
0 0 3

 ,

(
2 9
−1 −8

)
,

 0 4 0
0 2 0
−2 4 1

 .

20.13. Äàíû ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëèíåé-
íîãî îïåðàòîðà â íåêîòîðîì áàçèñå. Íàéòè ìàòðèöó ýòîãî îïåðàòîðà â ýòîì áàçèñå,
åñëè

λ1 = −1, λ2 = 1, λ3 = 2,

a1 = (2, 0, 1), a2 = (1, 0, 1), a3 = (0, 1, 2).

1Çàìå÷àíèå. Â çàäà÷àõ 10-12 ëèíåéíûå îïåðàòîðû çàäàíû â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå íàä ïîëåì êîì-

ïëåêñíûõ ÷èñåë.



20.14. Íà ïîäïðîñòðàíñòâî

{
xi+ yj + zk

∣∣∣∣∣
{
x+ y + z = 0

2x+ y = 0

}
ëèíåéíûé îïåðàòîðA ïðî-

ñòðàíñòâà R3 äåéñòâóåò òîæäåñòâåííî, à ïîäïðîñòðàíñòâî {(α,−α, 2α)|α,∈ R} ýòîò
îïåðàòîð èíâåðòèðóåò (ò.å êàæäûé âåêòîð ïåðåâîäèò â îáðàòíûé). Âåêòîð (-1,1,-1)
ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì äëÿ A, îòâå÷àþùèì ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ (-2). Íàéäè-
òå ìàòðèöó îïåðàòîðà A â åñòåñòâåííîì áàçèñå ïðîñòðàíñòâà R3. Áóäåò ëè ýòîò
îïåðàòîð îðòîãîíàëüíûì?

20.15. Â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå {e1, e2} îïåðàòîðó A ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà
A = ( 1 1

i 2 ). Ïðîâåðèòü ðàâåíñòâî: (Ax,y) = (x,A⋆y), åñëè x = 2e1+e2, y = e1+2e2.

20.16. Ìàòðèöà îïåðàòîðà A äâóìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðîâ ðàâíà

A =

( 1√
3

2√
3

1√
3

− 1√
3

)
â áàçèñå {e1, e2}, ãäå |e1| = 1, |e2| = 2 è óãîë ìåæäó e1 è e2 ðàâåí

2π
3
. Íàéäèòå ìàòðèöó ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà A⋆ â òîì æå áàçèñå. ßâëÿåòñÿ ëè

îïåðàòîð A ñàìîñîïðÿæåííûì?

20.17. Ëèíåéíîìó îïåðàòîðó A ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà A =
(
2+3i −2+2i
1+2i 1−3i

)
â áàçèñå

{2e1+e2, e1−e2, ïðè÷¼ì {e1, e2} � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ. Áóäåò ëè îïåðàòîð
A ýðìèòîâûì?

20.18. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà λ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

A(x,x) = −9x2
1 + 6λx1x2 − x2

2

ÿâëÿåòñÿ çíàêîïîñòîÿííîé (ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé èëè îòðèöàòåëüíî îïðå-
äåëåííîé)?

20.19. Ïðèâåñòè êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó

A(x,x) = −4x2
1 + 3x2

2 + 2x2
3 − 4x1x2 + 8x1x3 − 8x2x3

ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó îðòîãîíàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì. Âûïèñàòü ìàòðèöó ïåðå-
õîäà ê êàíîíè÷åñêîìó áàçèñó.



Âàðèàíò 21

21.1. Îáðàçóåò ëè ìíîæåñòâî L ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, åñëè:

1) ìíîæåñòâî L ñîñòîèò èç óïîðÿäî÷åííûõ ïàð ÷èñåë âèäà x(a1; a2; 6), ãäå a1 è a2
� äåéñòâèòåëüíûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, à ñëîæåíèå ýëåìåíòîâ è óìíîæåíèå
ýëåìåíòà íà äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî λ çàäàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:
x ⊕ y = (a1; a2; 6) ⊕ (b1; b2; 6) = (a1 + b1; a2 + b2; 6), λ ⊕ x = λ ⊕ (a1; a2; 6) =
(λa1;λa2; 6);

2) ìíîæåñòâî L ñîñòîèò èç óïîðÿäî÷åííûõ ïàð ÷èñåë âèäà x = (a1; a2), ãäå a1 è
a2 � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, à ñëîæåíèå ýëåìåíòîâ è óìíîæåíèå ýëåìåíòà íà
äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî λ çàäàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:
x⊕ y = (a1; a2)⊕ (b1; b2) = (|a1|b1; |a2|b2), λ⊕ x = λ⊕ (a1; a2) = (λa1;λa2).

21.2. Íàéòè ðàçìåðíîñòü è êàêîé-ëèáî áàçèñ àðèôìåòè÷åñêîãî ïîäïðîñòðàíñòâà, çàäàí-
íîãî ñèñòåìîé ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

2x1 − 4x2 + 6x3 − 2x4 − 2x5 = 0

3x1 − 7x2 + 11x3 − 6x4 − x5 = 0

−2x+ x2 + 4x3 − 15x4 + 16x5 = 0

.

21.3. Äàíà ñèñòåìà âåêòîðîâ:

a1 = (6, 5, 7,−6,−9), a2 = (2, 5,−8, 8,−4),

a3 = (6, 5,−1, 5,−1), a4 = (−14,−5,−13, 1,−5)

. Áóäåò ëè ýòà ñèñòåìà ëèíåéíî çàâèñèìîé? Íàéòè åå ðàíã è êàêóþ íèáóäü ìàêñè-
ìàëüíóþ ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ïîäñèñòåìó. Íàéòè òàêæå êàêóþ-íèáóäü ñèñòåìó
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, çàäàþùóþ ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå äàííîé
ñèñòåìîé âåêòîðîâ.

21.4. Â áàçèñå {ei} : e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1) çàäàíû âåêòîðû

f 1 = (4, 1,−2), f 2 = (5, 2,−3), f 3 = (2, 3,−4), x = (−2, 2,−2).

1) Äîêàçàòü, ÷òî ñîâîêóïíîñòü âåêòîðîâ {f i} îáðàçóþò áàçèñ;
2) Çàïèñàòü ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà {ei} ê áàçèñó {f i};
3) Íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðà x â áàçèñå {f i};

21.5. Íàéòè áàçèñ ñóììû è áàçèñ ïåðåñå÷åíèÿ ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, çàäàííûõ â
âèäå ëèíåéíûõ îáîëî÷åê M1 = L(a1,a2,a3) è M2 = L(b1, b2, b3) äâóõ ñèñòåì âåê-
òîðîâ:

a1 = (−9,−6, 2, 5), a2 = (−5,−2,−16, 12), a3 = (1,−2,−18, 7),

b1 = (2, 0, 6, 7), b2 = (−1, 2, 8,−20), b3 = (6, 4, 18,−1).

21.6. Íà àðèôìåòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå R4 = {x = (x1, x2, x3, x4) | x1, x2, x3, x4 ∈ R}
çàäàíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå: (x,y) = 5x1y1 + 2x2y2 + x3y3 − 2x1y2 − 2x2y1 +
x4y4. Ïðîâåðèòü êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ. Ïðåîáðàçîâàòü ê îðòîíîðìèðîâàííîé
ñëåäóþùóþ ñèñòåìó âåêòîðîâ:

a1 = (0,−1, 0, 1), a2 = (1, 1, 1, 0), a3 = (1, 0, 0, 1).



21.7. Îïåðàòîð A çåðêàëüíî îòðàæàåò âåêòîðû ïëîñêîñòè xOy îòíîñèòåëüíî îñè Oy,
à îïåðàòîð B ïðîåöèðóåò èõ íà ïðÿìóþ y = 2

√
3x.Íàéòè ìàòðèöû îïåðàòîðîâ

2A+3B, AB è BA â áàçèñå {i, j}.

21.8. Îïåðàòîðû A è B äåéñòâóþò â ïðîñòðàíñòâå R3 ïî çàêîíàì

Ax = (9x1−12x2+3x3,−12x1+16x2−4x3, 3x1−4x2+x3), Bx = (−x2, x3−x1, 2x1).

1) Äîêàçàòü, ÷òî B � ëèíåéíûé îïåðàòîð;

2) Óêàçàòü çàêîí, ïî êîòîðîìó îïåðàòîð BA−A äåéñòâóåò íà âåêòîð x;

3) Íàéòè ìàòðèöó îïåðàòîðà B â áàçèñå {f i}:

f 1 = (4, 1,−2), f 2 = (5, 2,−3), f 3 = (2, 3,−4).

21.9. Íàéòè ìàòðèöó îïåðàòîðà A â áàçèñå {e′
1, e

′
2, e

′
3}, åñëè èçâåñòíà åãî ìàòðèöà A â

áàçèñå {e1, e2, e3}, ãäå
e′
1 = 2e1 + 3e2 + e3

e′
2 = 3e1 + 4e2 + e3 ,

e′
3 = e1 + 2e2 + 2e3

A =

1 0 −2
3 −1 0
2 1 0

 .

21.10. Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, çàäàí-
íûõ â íåêîòîðîì áàçèñå ìàòðèöàìè 1

(
2 −7
1 3

)
,

(
10 1
−4 14

)
,

−4 0 1
2 −4 0
0 0 −4

 ,

(
6 3
3 −2

)
.

21.11. Îïðåäåëèòü îïåðàòîðû ïðîñòîé ñòðóêòóðû ñðåäè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, çàäàííûõ
â íåêîòîðîì áàçèñå:

(
0 0
9 0

)
,

(
0 2
2 0

)
,

1 7 0
0 0 0
0 0 0

 .

21.12. Ïðèâåñòè ìàòðèöû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó (ê äèàãîíàëüíîìó
âèäó èëè ê æîðäàíîâîé íîðìàëüíîé ôîðìå) è íàéòè òîò áàçèñ, â êîòîðîì îíè
èìåþò ýòîò âèä:5 0 0

6 5 0
0 0 8

 ,

8 1 5
0 5 0
0 0 5

 ,

(
2 1
−7 −6

)
,

 2 −2 0
0 3 0
−2 4 1

 .

21.13. Äàíû ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëèíåé-
íîãî îïåðàòîðà â íåêîòîðîì áàçèñå. Íàéòè ìàòðèöó ýòîãî îïåðàòîðà â ýòîì áàçèñå,
åñëè

λ1 = −1, λ2 = 1, λ3 = 2,

a1 = (2, 0, 1), a2 = (1, 0, 1), a3 = (0, 1, 2).

1Çàìå÷àíèå. Â çàäà÷àõ 10-12 ëèíåéíûå îïåðàòîðû çàäàíû â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå íàä ïîëåì êîì-

ïëåêñíûõ ÷èñåë.



21.14. Âåêòîðû ïðîñòðàíñòâà R3, èíâåðòèðóåìûå ëèíåéíûì îïåðàòîðîì A, îáðàçóþò
ïîäïðîñòðàíñòâî {xi + yi + zk|3x + y − z = 0}. Ñîáñòâåííûé âåêòîð (1,-1,1) îïå-
ðàòîðà A îòâå÷àåò ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ (-2). Íàéäèòå ìàòðèöó îïåðàòîðà A â
åñòåñòâåííîì áàçèñå ïðîñòðàíñòâà R3. Áóäåò ëè ýòîò îïåðàòîð îðòîãîíàëüíûì?

21.15. Â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå {e1, e2} îïåðàòîðó A ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà
A = ( 1 2

1 i ). Ïðîâåðèòü ðàâåíñòâî: (Ax,y) = (x,A⋆y), åñëè x = e1 + e2, y = e1 + e2.

21.16. Ìàòðèöà îïåðàòîðà A äâóìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðîâ ðàâíà

A =

(
(−

√
3 −4

1
√
3)

)
â áàçèñå {e1, e2}, ãäå |e1| = 1, |e2| = 2 è óãîë ìåæäó e1 è e2

ðàâåí π
6
. Íàéäèòå ìàòðèöó ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà A⋆ â òîì æå áàçèñå. ßâëÿåòñÿ

ëè îïåðàòîð A ñàìîñîïðÿæåííûì?

21.17. Ëèíåéíîìó îïåðàòîðó A ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà A =
(
2+5i −2−6i
1+4i 6i

)
â áàçèñå

{e1+2e2, e1+e2, ïðè÷¼ì {e1, e2} � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ. Áóäåò ëè îïåðàòîð
A ýðìèòîâûì?

21.18. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà λ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

A(x,x) = λx2
1 − 4x1x2 + (λ+ 3)x2

2

ÿâëÿåòñÿ çíàêîïîñòîÿííîé (ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé èëè îòðèöàòåëüíî îïðå-
äåëåííîé)?

21.19. Ïðèâåñòè êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó

A(x,x) = x2
1 + x2

2 + 3x2
3 − 2

√
3x2x3

ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó îðòîãîíàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì. Âûïèñàòü ìàòðèöó ïåðå-
õîäà ê êàíîíè÷åñêîìó áàçèñó.



Âàðèàíò 22

22.1. Îáðàçóåò ëè ìíîæåñòâî L ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, åñëè:

1) ìíîæåñòâî L ñîñòîèò èç óïîðÿäî÷åííûõ ïàð ÷èñåë âèäà x = (a1; a2), ãäå a1 è
a2 � äåéñòâèòåëüíûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, à ñëîæåíèå ýëåìåíòîâ è óìíîæå-
íèå ýëåìåíòà íà äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî λ çàäàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:
x⊕ y = (a1; a2)⊕ (b1; b2) = (a1 + b1; a2 + b2), λ⊕x = λ⊕ (a1; a2) = (|a1|λ; |a2|λ);

2) ìíîæåñòâî L ñîñòîèò èç âñåâîçìîæíûõ êâàäðàòíûõ ñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö

ðàçìåðíîñòè 2∗2, ò.å. x =

(
a1 α
α a2

)
, ãäå a1 è a2 è α � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, à

ñëîæåíèå ýëåìåíòîâ è óìíîæåíèå ýëåìåíòà íà äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî çàäàíû
êàê îïåðàöèè íàä ìàòðèöàìè.

22.2. Íàéòè ðàçìåðíîñòü è êàêîé-ëèáî áàçèñ àðèôìåòè÷åñêîãî ïîäïðîñòðàíñòâà, çàäàí-
íîãî ñèñòåìîé ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

3x1 − 3x2 + 3x3 − 6x4 + 6x5 = 0

3x1 − 2x2 + x3 − 3x4 + 7x5 = 0

−2x1 + 2x3 − 2x4 − 6x5 = 0

.

22.3. Äàíà ñèñòåìà âåêòîðîâ:

a1 = (5,−8, 1, 7,−4), a2 = (1, 2,−3,−8,−4), a3 = (1,−4, 1,−6,−4),

a4 = (7,−4,−5,−9,−12) a5 = (−1, 10,−5, 4, 4).

Áóäåò ëè ýòà ñèñòåìà ëèíåéíî çàâèñèìîé? Íàéòè åå ðàíã è êàêóþ íèáóäü ìàêñè-
ìàëüíóþ ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ïîäñèñòåìó. Íàéòè òàêæå êàêóþ-íèáóäü ñèñòåìó
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, çàäàþùóþ ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå äàííîé
ñèñòåìîé âåêòîðîâ.

22.4. Â áàçèñå {ei} : e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1) çàäàíû âåêòîðû

f 1 = (1, 2, 3), f 2 = (1, 1,−2), f 3 = (3, 5, 3), x = (−8,−12,−2).

1) Äîêàçàòü, ÷òî ñîâîêóïíîñòü âåêòîðîâ {f i} îáðàçóþò áàçèñ;
2) Çàïèñàòü ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà {ei} ê áàçèñó {f i};
3) Íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðà x â áàçèñå {f i};

22.5. Íàéòè áàçèñ ñóììû è áàçèñ ïåðåñå÷åíèÿ ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, çàäàííûõ â
âèäå ëèíåéíûõ îáîëî÷åê M1 = L(a1,a2,a3) è M2 = L(b1, b2, b3) äâóõ ñèñòåì âåê-
òîðîâ:

a1 = (−1, 0, 4, 3), a2 = (−2,−3, 2,−6), a3 = (−1,−3, 1,−5),

b1 = (−1, 5, 2,−2), b2 = (−4,−8, 3, 5), b3 = (−2,−4, 3, 3).

22.6. Íà àðèôìåòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå R4 = {x = (x1, x2, x3, x4) | x1, x2, x3, x4 ∈ R}
çàäàíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå: (x,y) = 2x1y1 + 2x2y2 + 3x3y3 + x1y2 + x2y1 +
x4y4. Ïðîâåðèòü êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ. Ïðåîáðàçîâàòü ê îðòîíîðìèðîâàííîé
ñëåäóþùóþ ñèñòåìó âåêòîðîâ:

a1 = (−1, 0, 2, 1), a2 = (1, 1, 1, 0), a3 = (0, 1, 1, 0).



22.7. Îïåðàòîð A çåðêàëüíî îòðàæàåò âåêòîðû ïëîñêîñòè xOy îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé
y = 3x, à îïåðàòîð B ïîâîðà÷èâàåò èõ âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò íà óãîë −π

4
.Íàéòè

ìàòðèöû îïåðàòîðîâ A+B, AB è BA â áàçèñå {i, j}.

22.8. Îïåðàòîðû A è B äåéñòâóþò â ïðîñòðàíñòâå R3 ïî çàêîíàì

Ax = (x1−x2+2x3, x1+x3, x2−x1), Bx = (x1+x2+2x3, x1+x2+2x3, 2x1+2x2+4x3).

1) Äîêàçàòü, ÷òî A � ëèíåéíûé îïåðàòîð;

2) Óêàçàòü çàêîí, ïî êîòîðîìó îïåðàòîð BA äåéñòâóåò íà âåêòîð x;

3) Íàéòè ìàòðèöó îïåðàòîðà B â áàçèñå {f i}:

f 1 = (1, 2, 3), f 2 = (1, 1,−2), f 3 = (3, 5, 3).

22.9. Íàéòè ìàòðèöó îïåðàòîðà A â áàçèñå {e′
1, e

′
2, e

′
3}, åñëè èçâåñòíà åãî ìàòðèöà A â

áàçèñå {e1, e2, e3}, ãäå
e′
1 = 2e1 + 3e2 + e3

e′
2 = 3e1 + 4e2 + e3 ,

e′
3 = e1 + 2e2 + 2e3

A =

 1 2 0
−2 3 −2
0 2 −1

 .

22.10. Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, çàäàí-
íûõ â íåêîòîðîì áàçèñå ìàòðèöàìè 1:

(
3 −5
3 1

)
,

(
4 1

−16 12

)
,

−2 0 0
3 −2 0
1 3 −2

 ,

(
7 2
2 4

)
.

22.11. Îïðåäåëèòü îïåðàòîðû ïðîñòîé ñòðóêòóðû ñðåäè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, çàäàííûõ
â íåêîòîðîì áàçèñå: 0 1 0

0 0 2
0 0 0

 ,

0 0 6
0 0 0
0 0 0

 ,

2 0 0
1 0 0
0 0 0

 .

22.12. Ïðèâåñòè ìàòðèöû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó (ê äèàãîíàëüíîìó
âèäó èëè ê æîðäàíîâîé íîðìàëüíîé ôîðìå) è íàéòè òîò áàçèñ, â êîòîðîì îíè
èìåþò ýòîò âèä:−4 0 0

0 2 1
0 0 2

 ,

2 0 0
0 2 3
0 0 1

 ,

(
10 2
−9 1

)
,

0 −4 0
0 2 0
2 8 1

 .

22.13. Äàíû ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëèíåé-
íîãî îïåðàòîðà â íåêîòîðîì áàçèñå. Íàéòè ìàòðèöó ýòîãî îïåðàòîðà â ýòîì áàçèñå,
åñëè

λ1 = 2, λ2 = 3, λ3 − 1,

a1 = (3,−2, 1), a2 = (0, 1, 0), a3 = (2, 1, 1).

1Çàìå÷àíèå. Â çàäà÷àõ 10-12 ëèíåéíûå îïåðàòîðû çàäàíû â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå íàä ïîëåì êîì-

ïëåêñíûõ ÷èñåë.



22.14. ßäðî ëèíåéíîãî îïåðàòîðàA ïðîñòðàíñòâà R3 ñîâïàäàåò ñ ïðîñòðàíñòâîì ðåøåíèé

ñèñòåìû óðàâíåíèé

{
x+ 2y = 0

2y + 2y − z = 0
. Ïîä äåéñòâèåì îïåðàòîðàA âåêòîð (1,1,0)

óäâàèâàåòñÿ. Ñîáñòâåííûé âåêòîð (1,0,1) îïåðàòîðà A îòâå÷àåò ñîáñòâåííîìó çíà-
÷åíèþ (-2). Íàéäèòå ìàòðèöó îïåðàòîðà A â åñòåñòâåííîì áàçèñå ïðîñòðàíñòâà R3.
Áóäåò ëè ýòîò îïåðàòîð îðòîãîíàëüíûì?

22.15. Â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå {e1, e2} îïåðàòîðó A ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà
A = ( 3i 1

2 1 ). Ïðîâåðèòü ðàâåíñòâî: (Ax,y) = (x,A⋆y), åñëè x = e1+e2, y = e1+2e2.

22.16. Ìàòðèöà îïåðàòîðà A äâóìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðîâ ðàâíà

A =

(
−1 −2

√
3

0 1

)
â áàçèñå {e1, e2}, ãäå |e1| = 1, |e2| = 2 è óãîë ìåæäó e1 è e2

ðàâåí π
6
. Íàéäèòå ìàòðèöó ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà A⋆ â òîì æå áàçèñå. ßâëÿåòñÿ

ëè îïåðàòîð A ñàìîñîïðÿæåííûì?

22.17. Ëèíåéíîìó îïåðàòîðó A ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà A =
( −2i 3+i
−1+2i 1+i

)
â áàçèñå

{e1 + e2, 3e2}, ïðè÷¼ì {e1, e2} îáðàçóþò � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ. Áóäåò ëè
îïåðàòîð A ýðìèòîâûì?

22.18. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà λ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

A(x,x) = (4− λ)x2
1 + (4− λ)x2

2 − (2 + λ)x2
3 + 4x1x2 − 8x1x3 + 8x2x3

ÿâëÿåòñÿ çíàêîïîñòîÿííîé (ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé èëè îòðèöàòåëüíî îïðå-
äåëåííîé)?

22.19. Ïðèâåñòè êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó

A(x,x) = 4x2
1 + 4x2

2 + x2
3 + 2x1x2 − 4x1x3 + 4x2x3

ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó îðòîãîíàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì. Âûïèñàòü ìàòðèöó ïåðå-
õîäà ê êàíîíè÷åñêîìó áàçèñó.



Âàðèàíò 23

23.1. Îáðàçóåò ëè ìíîæåñòâî L ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, åñëè:

1) ìíîæåñòâî L ñîñòîèò èç óïîðÿäî÷åííûõ ïàð ÷èñåë âèäà x = (a; 2), ãäå a �
äåéñòâèòåëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, à ñëîæåíèå ýëåìåíòîâ è óìíîæåíèå
ýëåìåíòà íà äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî λ çàäàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x⊕y = (a; a2)⊕ (b; b2) = (a+ b; (a+ b)2), λ⊕x = λ⊕ (a; a2) = ((λ+a); (λ+a)2);

2) ìíîæåñòâî L ñîñòîèò èç óïîðÿäî÷åííûõ ïàð ÷èñåë âèäà x = (0; a2; a3), ãäå a2
è a3 �äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, à ñëîæåíèå ýëåìåíòîâ è óìíîæåíèå ýëåìåíòà íà
äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî λ çàäàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:
x⊕ y = (0; a2; a3)⊕ (0; b2; b3) = (0; a2 + b2; a3 + b3),
λ⊕ x = λ⊕ (0; a2; a3) = (0;λa2;λa3).

23.2. Íàéòè ðàçìåðíîñòü è êàêîé-ëèáî áàçèñ àðèôìåòè÷åñêîãî ïîäïðîñòðàíñòâà, çàäàí-
íîãî ñèñòåìîé ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

x1 − x2 − 2x3 + 3x4 − 4x5 = 0

3x1 − x2 − 8x3 + 13x4 − 18x5 = 0

−3x1 + 8x2 + x3 + x4 − 3x5 = 0

.

23.3. Äàíà ñèñòåìà âåêòîðîâ:

a1 = (6,−2,−3,−4, 2), a2 = (4, 3, 6,−1, 5),

a3 = (3,−1, 8,−1,−2), a4 = (1, 4,−2, 0, 7).

Áóäåò ëè ýòà ñèñòåìà ëèíåéíî çàâèñèìîé? Íàéòè åå ðàíã è êàêóþ íèáóäü ìàêñè-
ìàëüíóþ ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ïîäñèñòåìó. Íàéòè òàêæå êàêóþ-íèáóäü ñèñòåìó
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, çàäàþùóþ ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå äàííîé
ñèñòåìîé âåêòîðîâ.

23.4. Â áàçèñå {ei} : e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1) çàäàíû âåêòîðû

f 1 = (4,−5,−3), f 2 = (1,−1,−1), f 3 = (−1, 1, 2), x = (2,−1,−1).

1) Äîêàçàòü, ÷òî ñîâîêóïíîñòü âåêòîðîâ {f i} îáðàçóþò áàçèñ;
2) Çàïèñàòü ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà {ei} ê áàçèñó {f i};
3) Íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðà x â áàçèñå {f i};

23.5. Íàéòè áàçèñ ñóììû è áàçèñ ïåðåñå÷åíèÿ ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, çàäàííûõ â
âèäå ëèíåéíûõ îáîëî÷åê M1 = L(a1,a2,a3) è M2 = L(b1, b2, b3) äâóõ ñèñòåì âåê-
òîðîâ:

a1 = (5, 3, 1,−1), a2 = (−8− 7, 1, 4), a3 = (−11,−11, 3, 7),

b1 = (5,−1, 0, 14), b2 = 1, 0,−1, 4), b3 = (3,−1, 2, 6).

23.6. Íà àðèôìåòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå R4 = {x = (x1, x2, x3, x4) | x1, x2, x3, x4 ∈ R}
çàäàíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå: (x,y) = 2x1y1 + 3x2y2 + 5x3y3 + x4y4. Ïðîâåðèòü
êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ. Ïðåîáðàçîâàòü ê îðòîíîðìèðîâàííîé ñëåäóþùóþ ñè-
ñòåìó âåêòîðîâ:

a1 = (0, 1, 0, 1), a2 = (1, 1, 0, 0), a3 = (1, 1, 1, 1).



23.7. Îïåðàòîð A êàæäûé âåêòîð ïðîñòðàíñòâà ïðîåöèðóåò íà ïðÿìóþ x = y√
2
= z, à

îïåðàòîð B äåéñòâóåò íà íèõ ñëåäóþùèì îáðàçîì: Bx = [j,x]. Íàéòè ìàòðèöû
îïåðàòîðîâ A+ 4B,AB è BA â áàçèñå {i, j,k}.

23.8. Îïåðàòîðû A è B äåéñòâóþò â ïðîñòðàíñòâå R3 ïî çàêîíàì
Ax = (−x2 − 7x3, x1 + 4x3, 7x1 − 4x2),
Bx = (16x1 + 28x2 − 4x3, 28x1 + 49x2 − 7x3,−4x1 − 7x2 + x3).

1) Äîêàçàòü, ÷òî B � ëèíåéíûé îïåðàòîð;

2) Óêàçàòü çàêîí, ïî êîòîðîìó îïåðàòîð A+AB äåéñòâóåò íà âåêòîð x;

3) Íàéòè ìàòðèöó îïåðàòîðà B â áàçèñå {f i}:

f 1 = (4,−5,−3), f 2 = (1,−1,−1), f 3 = (−1, 1, 2).

23.9. Íàéòè ìàòðèöó îïåðàòîðà A â áàçèñå {e′
1, e

′
2, e

′
3}, åñëè èçâåñòíà åãî ìàòðèöà A â

áàçèñå {e1, e2, e3}, ãäå
e′
1 = 2e1 + 3e2 + e3

e′
2 = 3e1 + 4e2 + e3 ,

e′
3 = e1 + 2e2 + 2e3

A =

 1 0 2
−3 1 0
2 −1 −2

 .

23.10. Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, çàäàí-
íûõ â íåêîòîðîì áàçèñå ìàòðèöàìè 1:

(
2 −7
3 4

)
,

(
8 1

−25 −2

)
,

−1 0 2
0 −1 0
0 2 −1

 ,

(
2 3
3 −6

)
.

23.11. Îïðåäåëèòü îïåðàòîðû ïðîñòîé ñòðóêòóðû ñðåäè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, çàäàííûõ
â íåêîòîðîì áàçèñå:

(
0 0
0 5

)
,

0 0 3
0 0 7
0 0 0

 ,

0 0 0
1 2 0
0 0 0

 .

23.12. Ïðèâåñòè ìàòðèöû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó (ê äèàãîíàëüíîìó
âèäó èëè ê Æîðäàíîâîé íîðìàëüíîé ôîðìå) è íàéòè òîò áàçèñ, â êîòîðîì îíè
èìåþò ýòîò âèä:−4 0 −1

0 −4 6
0 0 −4

 ,

3 0 −1
0 6 0
0 0 6

 ,

(
2 9
−1 −8

)
,

1 0 0
0 1 0
2 0 2

 .

23.13. Äàíû ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëèíåé-
íîãî îïåðàòîðà â íåêîòîðîì áàçèñå. Íàéòè ìàòðèöó ýòîãî îïåðàòîðà â ýòîì áàçèñå,
åñëè

λ1 = 1, λ2 = −1, λ3 = 4,

a1 = (3, 0, 1), a2 = (0, 1, 0), a3 = (2, 0, 1).

1Çàìå÷àíèå. Â çàäà÷àõ 10-12 ëèíåéíûå îïåðàòîðû çàäàíû â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå íàä ïîëåì êîì-

ïëåêñíûõ ÷èñåë.



23.14. Âåêòîð (1,1,2) ïîä äåéñòâèåì ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A ïðîñòðàíñòâà R3 óäëèíÿåòñÿ
â 6 ðàç. Ïîäïðîñòðàíñòâî {xi + yj + zk|x + y + 2z = 0} ñîñòîèò èç ñîáñòâåííûõ
âåêòîðîâ îïåðàòîðà A, îòâå÷àþùèõ ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ 42. Íàéäèòå ìàòðè-
öó îïåðàòîðà A â åñòåñòâåííîì áàçèñå ïðîñòðàíñòâà R3. Áóäåò ëè ýòîò îïåðàòîð
ñàìîñîïðÿæåííûì? Îðòîãîíàëüíûì?

23.15. Â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå {e1, e2} îïåðàòîðó A ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà
A = ( 2i 1

−1 1 ). Ïðîâåðèòü ðàâåíñòâî: (Ax,y) = (x,A⋆y), åñëè x = e1 + 3e2, y =
e1 + 2e2.

23.16. Ìàòðèöà îïåðàòîðà A äâóìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðîâ ðàâíà

A =

(
−1 2
0 1

)
â áàçèñå {e1, e2}, ãäå |e1| = 1, |e2| = 2 è óãîë ìåæäó e1 è e2 ðàâåí

2π
3
. Íàéäèòå ìàòðèöó ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà A⋆ â òîì æå áàçèñå. ßâëÿåòñÿ ëè

îïåðàòîð A ñàìîñîïðÿæåííûì?

23.17. Ëèíåéíîìó îïåðàòîðó A ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöà A =
( −2−i 2−i

1+3i 1+2i

)
â áàçèñå

{4e1 + e2, e2, ïðè÷¼ì {e1, e2} � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ. Áóäåò ëè îïåðàòîð A
ýðìèòîâûì?

23.18. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà λ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

A(x,x) = (4− λ)x2
1 + (4− λ)x2

2 − (2 + λ)x2
3 + 4x1x2 − 8x1x3 + 8x2x3

ÿâëÿåòñÿ çíàêîïîñòîÿííîé (ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé èëè îòðèöàòåëüíî îïðå-
äåëåííîé)?

23.19. Ïðèâåñòè êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó

A(x,x) = x2
1 + 4x2

2 + x2
3 − 2x1x2 + 2

√
3x2x3

ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó îðòîãîíàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì. Âûïèñàòü ìàòðèöó ïåðå-
õîäà ê êàíîíè÷åñêîìó áàçèñó.


