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%
� A  — ���������� ������'������ �������, �� �
� ��� 
�?������ �������� ������� A − 1 . %
� '� A  — �� �������-
���, � ������!�
���� m n( × ) -������� m n( ≠ )  �
� ����������, 
�� ����'������ �������, �� ��� �� ����� �������� ������� � 
����
 A − 1  �� ����� ��
�. B �� '� �����, ��� ����� �������� 
��
��, �
� �������
���� ������!�
���� ������� A  �?������ 
������������� ������� A + , ������� ��
����� ���������� 
�������� �������� ������� � ����� ��'��� ���������� ��� 
��+���� ���� 
������� �
!�����	���� ���������. B 
�	��, 
�
� A  — ���������� ������'������ �������, ������������� 
������� A +  ��������  �������� �������� A − 1 .  

 
 

 

  

 
 

 
 

 

�������
���� m n( × ) -������� A  ���!� r  � ���� �������-
�����  

A B C=         (1) 
c m r( × ) -�������� B  ���!� r  � r n( × ) -�������� C  ���!� r
������/� �!������� ���
�'����� ������� A .  

B ��?�� 
�	�� ��� �������������� ��
����!� ���
�'�-
��� m n( × ) -������� A  ���!� r  ��'�� ��������������� 
�-
��/?�� �����
��:  

��� �������	� !�������� ��������	� A B C= m n( × ) -
����	�� A  ����� r  ����� � !������ �����	���� B  ����� 
����	�", ��������"$ 	� !�!	�-�	�� r  �	����� �����		��� 
������� ����	�� A , � &������� j -�� ������ ����	�� C : 

j j r jc c c Τ
1 2( , ,…, ) , j n= 1, 2, ..., , ����	 	� ��������  

j j r j r jc B c B c B A1 1 2 2⋅ + ⋅ + … + ⋅ = ,   (2) 

��� rB B B1 2, ,…,  — ������ ����	�� B ; jA  — j -� ������ 
����	�� A .  

 C�� �����
� ���
��
��� ���, 	�� �� ������� � ���!� ���-
���� �� ��
��� ������� A  
������ ����'�/�� 	���� 
��
��� ������� B , �. �. ��'�� ������� �������� (2) ��� 
j n= 1, 2, ..., . &� �����	��� �����/ ;��� ������� 
�'�� ��-

������ (1).  



 =� ����������!� �����
� 
�����, 	�� ������� A  ��'�� ��-

����� ���!��� ��
������ ���
�'������, ����
��� ��� ���-
������� ;��!� �����
� � ��	���� ��
���� ������� B  ��'�� 
����� 
/��/ ������
���/ 
������ ���������/ �������� 
����� ��
���� ������� A . "�
�� ��!�, ������� B  ��'�� 
������ �� 
������ ���������� 
������� ���������� ��
�-
��� ������� A , ��'� �� ��
�/?��� ��
����� ������� A . 
C�� �������
���� ���
�	����� ������ ������ ������� B . 
B �� '� ����� ��� ��������� ����'���
� B  ��
����!� ���-

�'���� A B C=  ����'���
� C  ������
���� �������	��.  


����� 1. �������� ��
����� ���
�'���� �
� 
���/?�� 
������:   

A

1 2 −1
2 1 4

=
1 3 − 3
1 1 1

� �
� �
� �
� �
� �
� �

. 

 &�'����. ��!�� �������� � ���, 	�� ���! ������� A  ��-
��� ���� � ������ ��� �� ��
��� 
������ ����������. ��;��-
�� � ��	���� �����!� ����'���
� � ��
����� ���
�'���� 
A B C=  ��'�� ������� �������  

B

1 2
2 1

=
1 3
1 1

� �
� �
� �
� �
� �
� �

.  

C
������ j -!� ��
��� j jc c Τ
1 2( , )  ������� C , j = 1, 2, 3 , 

��'�� ����� �� ��������  

j j jc c A1 2

1 2
2 1

⋅ + ⋅ =
1 3
1 1

� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �

,     (3) 

!�� jA  — j -� ��
��� ������� A .  



��� j = 1  �����+���� (3) �������� � ����� ���������  
c c

c c

c c

c c

11 21

11 21

11 21

11 21

+ 2 = 1,

2 + = 2,

+ 3 = 1,

+ = 1,

�
	
	


	
	�

�� ������� ������� c c11 21= 1, = 0 . ��;���� ������ ��
���� 

������� C  ����� ��
��� Τ(1, 0 ) . L��
�!�	�� ��� j = 2  � 
j = 3  ������ ������ � ������ ��
��� Τ( 0, 1)  � Τ( 3, − 2 )

������� C . #
�������
���,  

C
1 0 3

=
0 1 − 2

� �
� �
� �

  

� ������� A  ����� ��
����� ���
�'����  

A B C

1 2
2 1 1 0 3

= ⋅ = ⋅
1 3 0 1 − 2
1 1

� �
� � � �� � � �
� � � �
� �
� �

.

����������.  U���	�� A +  ������� n m( × )  ��������� 
������������� ! �����	������� 	�	 !�����!��� m n( × ) -
����	�� A , ��	 �������$�� �����3��	�  

A A A A A U A A V+ + ∗ ∗= , = = ,   
��� U  	 V  — ��!������ ����	��.  

>������ 1. ��� �$��� m n( × ) -����	�� A  "%���"��, 	 
��	��� ��	��������, ������������� ����	�� A + .  
 ;�	 ���� ����	�� A ��������  !��	������ �� ����-
��� (����	�� A 	���� ��!	������� ��������� ����), ��  

A A A A+ ∗ − 1 ∗= ( ) ⋅ .      (4) 
 ;�	 ���� ����	�� A ��������  !��	������ �� ���! 
(����	�� A 	���� ��!	������� ������� ����), ��  

A A A A+ ∗ ∗ − 1= ⋅ ( ) .      (5)



 

 

>������
 

2.
 
;�	 ∗= ΣA U V  — 	��"������ ��������	� 

m n( × ) -����	�� A
 
 m n( × ) -����	���  

r

σ

σ

σ

1

2

Σ = ,

0

0
0

�

� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �

 

��  
+ + ∗= ΣA V U ,      

 ��� n m( × ) -����	��  

r

σ

σ

σ

−1
1

−1
2

−1

+Σ =
0

0
0

�

� �
� �
� �
� �
� �
� �� �
� �

.  

������������� ������� ��
����� 
���/?��� ��������:  

,������� 1. ∗ + + ∗( ) = ( )A A . 
,������� 2. + +( ) =A A . 

,������� 3. .2+ ∗ + + +( ) = , ( ) =A A A A A A A A

,������� 4. 2+ ∗ + + +( ) = , ( ) =A A A A A A A A .

 ' ��%�� �"���, ��	 ����	�� A  	���� !������� �����-
���	� A B C= , ��  

A C B C C C B B B+ + + − 1 − 1∗ ∗ ∗ ∗= = ⋅ ( ⋅ ) ( ⋅ ) .   (6) 



 

 

 

 


����� 2.  &���� ������������/ ������� A +  �
� �������  

&�'����  �
� ������� A

 

�������� ��
����� ���
�'����  

A BC
� �
� �
� �

1 2
1 0 32 1

= =
0 1 − 21 3

1 1

� �
� �
� �
� �
� �

 C�� ������� � D����
� (4)–(6) ��/� ������� ���� ��	�-

���� ������������� �������.  

��;���� �
� ����'����� ������������� ������� A + �����-
��� D����
� (6). �
� ;��!� ��	�
� ��	�
��  

=+ ∗ ∗ −1( )C C C C

  

B B B B+ ∗ − 1 ∗= ( )
� �
� �
� �

1 − 1 22 − 9 7
= ,

6 − 9 13 − 141
  

5 6
 = 6 10

14 3 − 2

� �
� �
� �
� �

1

E����� �� D����
� (6) ��
�	���  

A C B+ + +=
31 56 33 29

1
= 54 42 76 32

574 −15 84 − 53 23

� �
� �
� �
� �

.  

A

� �
� �
� �
� �
� �� �
� �

1 2 −1
2 1 4

=
1 3 − 3
1 1 1

.  



 

 

 

 

 

 


����� 3. &���� ������������/ �������  �
� �������  

&�'���� �
� ������� A �������� ��!�
����� ���
�'����  

� � � �
� �� � � �
� �� � � �
� �� � � � � �
� �� � � �

� � � �

∗

1 1 1 1 12 0 0
2 2 1

1 1 −1 −1 0 6 01 1
= Σ = ⋅ ⋅ ⋅ 2 −1 −2

1 −1 1 −1 0 0 62 3
1 −2 2

1 −1 −1 1 0 0 0

A U V .  

��;���� ��'�� ��������� D����
� (6), �!
��� �������  

� �
� �

� � � �
� � � �
� � � �� �
� � � �

� �� �
� �

+ + ∗

1
0 0 0

122 2 1
1 1

= Σ = ⋅ 2 − 1 − 2 ⋅ 0 0 0 ×
63 1 − 2 2 1

0 0 0
6

A V U

� �
� �� �
� �� �
� �� � � �
� �� �

� �

1 1 1 1
8 4 0 − 4

1 11 1 − 1 − 1
× ⋅ = ⋅ − 4 4 0 8 .

1 − 1 1 − 12 72 1 − 7 9 1
1 − 1 − 1 1

7 1 2
5 5 − 2

=
3 3 6
1 7 2

� �
� �
� �
� �
� �

A .  

A+



 

 

 

 

 

 

�
� ��������� ������������� ������� +A  � m n( × ) -
������� A  ��'�� ��
�������� ������� ����	��� [1, 3, 12], �� 
�����/?�� ������ ��
����!� ���
�'���� ������� A  � ��-
	�
���� ������
���
��. �
� ;��!� ������ ������	����:  

ka  — k -� ��
��� ������� A , = 1, 2,…, ;k n   

k kA a a a1 2= ( , ,…, )  — �������, ������������ ������� k

��
����� ������� A , = 1, 2,…, ;k n   

kb  — ��
����� ����� ������� kA + , = 1, 2,…,k n ,  
� �������/� D����
�:  

A a a a a+ + ∗ −1 ∗
1 1 1 1 1= = ( )   �  ��� = 2, 3,…,k n k

k
k

B
A

b
+ = ,

� �
� �
� �

  

!�� kk k kB A d b+
−1= − ,   kk kd A a+

−1= , ���	��  

��� k k k kc a A d−1= − ≠ 0 , k k k k kb c c c c+ ∗ −1 ∗= = ( ) ,  

��� kc = 0 , k k k k kb w d d d A∗ −1 ∗ +
−1= ( + ) .  

,������ kA + , ���������� �� ��������� D����
��, ��
���-

� ������������� � ������� kA , = 1, 2,…,k n . B 	������, 
+ +=nA A .  

,���� :����

� ������� ������, �
� � ������ �
���-
�����  ��	����� ������� ������ ����
��/�� � ��	���, ����� 
�����������  �������� kA , ��'�� ���������  �������� 

kA +1 , ��
�	����� �� ������� kA  �����
����� k( + 1) -!� 
��
���. %
� �����
�/�� �����, �� ;��� '� ����� ���������-
� � ���������������� �������.  

 



 

 

A

1 − 1 0
− 1 2 1

=
2 − 3 − 1
0 1 1

� �
� �
� �
� �
� �

  

 
&�'����. ������� ��
�������
����� ������ 

kA + , k = 1, 2, ..., n.  

��� k = 1  ��
�	��� A a a a+ ∗ −1 ∗
1 1 1 1= ( ) =   

( ) ( )

− 1
1

1 1 1−1
= 1 −1 2 0 1 −1 2 0 = − 0

2 6 6 3
0

� �� �
� �� � � �
� � � �� � � �� �� �

� �� �

. 

��� k = 2   

2 21

1
1 1 1 32

0 ,
36 6 3 2
1

d A a+

−

= = − = −
−

� �
� �� �

� � � �
� � � �

� �
 

c a A d2 2 1 2

1
−1 1 2

32 −1 1
= − = + = ≠ 0

− 3 22 2
01 0
1

� �
� �� � � �
� �� � � �
� �� � � �
� �� � � �

� � � � � �� �
� �

.  


����� 4. ,������ :����

� ��	�
��� ������������� 
������� � �������  



 

 

��;���� b c c c c+ ∗ −1 ∗
2 2 2 2 2= = ( ) =  

− 1
1

2
1 1 1 1 1 1 21

= 0 1 0 1 = 0
2 2 2 2 3 3 32

0
1

� �� �
� �� �
� �� �� � � � � �� �� �� � � � � �
� � � � � �� �� �

� �� �� �� �� �� �

 

� B A d b2 2
+

2 1= − =  

1 1 1 3 1 1 2 2 1 1
= − 0 + ⋅ 0 = 1

6 6 3 2 3 3 3 3 3 3
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �

. 

#
�������
���,  

B
A

b
2

2

+
2

2 1 1
1

3 3 3= =
1 1 2

0
3 3 3

� �
� �� � .� �� �

� � � �
� �

 

��� k = 3   

d A a+
3 2 3

02 1 1
1

1 13 3 3= = = ,
1 1 2 −1 1

0
13 3 3

� �� �
� �� � � �
� � � �� � � �� �� �

� � � �

 

 

c a A d3 3 2 3

0 1 −1
1 −1 2 1

= − = − = 0
−1 2 −3 1

1 0 1

� � � �
� � � � � �
� � � � � �

� �� � � �
� � � �

.  



 

 

��;���� b E d d d A∗ −1 ∗ +
3 3 3 3 2= ( + ) =  

( ) ( )w
− 1

2 1 1
1

1 2 1 51 3 3 3= + 1 1 1 1 =
1 1 1 2 3 9 9 90

3 3 3

� �
� �� � � �� �

� � � �� �� �� � � �� � � �
� �

 

� B A d b+
3 2 3 3= − =  

1
1

� �
� �
� �

2 1 1 1 1 2 4
1

1 2 1 53 3 3 3 9 9 9= − = .
1 1 2 1 1 13 9 9 90 0 −
3 3 3 9 9 9

� � � �
� � � �� �

� �� � � �� �� � � �
� � � �

 

#
�������
���,  

.
B

A A
b

3

3

+ +
3

3 1 2 4
1

= = 0 1 −1 1 =
9 3 2 1 5

� �� � � �� � � �� � � �
  



 

 

 

&�'���� ������ �������% ��������(��!�%  
��������� ������ �������'�% !������� 

 #�����
�� ������.  

 

 ���� ���� ��������
���� �
� ����
����� ����� 
����-
��� ���������  

n n

n n

m m m n n m

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

11 1 1 2 2 1 1

21 1 2 2 2 2 2

1 1 2 2

+ + …+ = ,

+ + …+ = ,

+ + …+ =

…………………………………

�
	
	


	
	
�

   (1) 

�
�, 	�� �� '� ����, � �����	��� D����  
A x b= .       (2) 

 B ��?�� 
�	�� ;�� ����� ��'�� ���� � ����������. 
E�!�� ��+��� �� ��	�� �� ����� ��
�. ��;���� ����� ����-
����� (1), �������� ��� �
� ����������, ��+�/� ������� 
�������+�� ��������� (,&�), �. �. ������� ����� �� ����
�-
'����� ��+���� (�������3��	�) nx x x x Τ

1 2 ,= ( , …, ) , ��� 

������� ��������	��� ���
������  
m n

i
i j

i j jF x A x b a x b

2
2

= 1 = 1

( ) = − −� �=    (3) 

����� �������+�� ���	����.  
 �	������, 	�� �
� ����� ��������� A x b=  ��
���� �-
�������, �� �� �������+���� �������
�/� ���� ���	��� 
��+����, �, ��������, �$��� ��3��	� &��� 	���� ������� 
�� �������3��	��. 
 #����� ��'�� ����� �� ����������� �������+����. #��-
�� ��� �������+���� ����� 
������� �
!�����	���� 
��������� �������+���� x 0 , ���/?�� �������+�/ �
���, 
������/� ���������� ���
����'�����. &� ����� �������-
+���� x 0  D������  

n

i

i

x x x
2 2

=1

Φ ( ) = = �     (4) 

��������� �������+�� ���	����.  

1.



 

 

 

 C��� ������� �����
���!� �������+���� ���	�� ��
�-
��/�� ��� �!� ����
���� �� ��?�!� �������+����. ���!�� 
���� ����
���� �����
���!� �������+���� ����� A x b=

 

���������� �� ������ ����!���
�����
�����
���!� �������+���� � ��'���� ��-
+���/ ���������� ����� ��������� A x = 0 , � 	������, � 
��'���� ��+���/, �����?��� � ����/-
��� D���������
���/ 
����� ��+���� ;��� ���������� �����.  
 ������	���� ������������ ����!� ������� ���������, ��-
������, �
� � ;�����	���� D����
�  

n nx a x a x a b1 1 2 2+ + … + =   

��'�� ����� ��;DD������� nx x x1 2 ,, …,  �� ����
������ ��-

�
/����� (���������) ��
�	�� na a a b1 2 ,, …, , .  

���� ����� 
���/?�� ����
����� ���
/�����.  

&����  
���
/����� a 1 a 2

…
na b

1 a11 a12
…

na1 b 1

2 a 21 a 22
…

na 2 b2

… … … … … …
m ma 1 ma 2

…
m na mb

������
�� ������ ��'��!� ���
/����� � ������������� 
����'����, ������ � ����� A x b= . C�� ����� �
������ 
�+���� ��������� � ���	������ D�������, ��� �����
�, ������ 
����������. ��;���� ��������� �� ��+��� ������� ���-
����+�� ���������.  
 =���� �� ������
���� �������+����, ���'�� ���� �� 
����'�����. �
� ;��!� ����	���, 	�� 
���� 	��� i -!� ������-
��� ����� (1) ��� 
/��� ������ ���	���� nx x x1 2 ,, …,  ��-


�	���� �� �!� ������ 	��� �� ��������/ �������. ��;���� 
����� ����� (1) ����� ����������� �����  



 

 

  

     

      

      

      
      

n n

n n

m m m n n m m

a x a x a x z b

a x a x a x z b

a x a x a x z b

11 1 1 2 2 1 1 1

21 1 2 2 2 2 2 2

1 1 2 2

+ + …+ + = ,

+ + …+ + = ,

+ + …+ + =

…………………………………………

�
	
	


	
	
�

 

� �����	��� ����� ���/?�/ ��� A x z b+ = .  

 �
� ��!� 	���� D������ A x bF x
2

−( ) =  ���
� �������-
+�� ���	����, �
��� ������� z  ��
'�� ���� ������
����. C�� 
�����'��, 
�+� ��!�� � �������� A x z b+ =  ������  

n nA x a x a x a x1 1 2 2= + + … +   

��
���� ����!���
���� ��������� ������� b  �� ���������� 
L A( )  ��
���� na a a1 2 ,, …,  ������� A , � ������ z  — ����-

!���
���� ����
�/?�� ������� b . ��;���� ������ z  ��
'�� 
���� ����!���
���� � ��'���� �������-��
��� ja  ������� 

A . #
�������
���, jz a( , ) = 0 , j n= 1, 2,…, . B �����	��� 

D���� ;�� ����	���, 	�� A z∗ = 0 . *	������ ;�� �������� ��� 
����'���� 
��� �������� A x z b+ =  �� ������� A∗ , ��
�-
	�� �����  

A A x A b∗ ∗= .      (5) 
 B ��������
���� (��?��������) 
�	�� � ����� (5) 
��'�� ������ ���'�, ���
���� ������ ��������	���!� ���-

���, � ������, ��������� � ��
/ ��DD�������
  

d F x d x A A x b A x b Ad x d x A A x A b∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗( ) = ( ) + ( ) = 2⋅ ( )− − −   
D������  

F x A x b A x b A x b
2 ∗( ) = − = ( − ) ( − ) ,  

�
�, 	�� �� '� ����, ����������� � ��
/ ������ 	����� ���-
�������� �� nx x x1 2 ,, …,  D������ F x( ) .  



 

 

 

0���(����. ��� ��	�
���� ��DD�������
� d F x( )  �-
��
������� �� �������
����, 	�� ��?�������� ����'���� 

A x b A d x∗( )− , ��
��� �������� �����!� �������, �� ������� 
��� ��������������� � ����
����� ����'����, � ������ 
��������  ����'����� d x A A x b∗ ∗( )− .  

 #����� A A x A b∗ ∗=  ������/� 	����� ���������� 
"������	�. %� ������� A A∗  ���������� n -!� �������. ������-

���
�� ;��� ������� ��
���� ������
���
� ������� :���� 
����� ��
���� ������� A .  

>������

 

1. +	���� ���������� "������	� A A x A b∗ ∗=

 

����� �������, ��	��� �� ��3��	�, 	 ����!� ��	, ����$�� 
�������3��	��	 	���� A x b= .  

+�!�����������.  �
� ��������
���� ��������� ���-
�� A A x A b∗ ∗=  ������� � ���, 	�� ����� �� �� ��+���� ��
�-
��� ������ A b+ , !�� A +  — ������������� � A  �������. �
� 
;��!� ����+�� �����-
��� ��
����� ���
�'���� A B C=  ���-
���� A . E�!��  

A C C C B B B− 1 − 1+ ∗ ∗ ∗ ∗= ( ) ( )
� ����� ���� ����	�� �������  
A A A b C B B C C C C B B B b− 1 − 1∗ + ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗( ) = ( ) ( ) =

.C B B B B B b C B b A b− 1∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= ( ) = =

 #
�������
���, A A A b A b+∗ ∗( ) = , �. �. ������ A b+  ��
���-
� ��+����� ����� �����
���� ���������, � ��� ;�� ���-
�� ��������. 

�������� � ��������
���� ������ 	��� �����'����� ���-
����.  

���� x0  — �������
���� ��+���� ����� A A x A b∗ ∗= .

����'��, 	�� x0  ��
���� �������+����� ����� A x b= . 

�
� ;��!� �������� ���	���� D������ A x bF x
2

−( ) =  ��� 

x x z0= + , !�� z  — �������
���� ������. E�!�� ��
�	��  



 

 

 

 

 

 

F x z A x z b A x b A z
2 2

0 0 0( + ) = ( + ) − = ( − ) + =

A x b A z A x b A z A x b A x b0 0 0 0= ( ( − ) + ; ( − ) + ) = ( − ; − ) +

A z A x b A x b A z A z A z0 0+ ( , − ) + ( − , ) + ( , ) =

A x b z A A x A b z A A x A b A z0 0 0

2 2∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= − + ( − ) + ( − ) + =

= 0 = 0
��	�
 ��	�


F x A z0

2
= ( ) + . 

 E���� �������, �
� x x z0= +  ��� 
/��� z  ����
����� 

�����+���� F x F x0( ) ≥ ( ) , ���	�� �������� �����'�� 
�+� 

��� z = 0 . #
�������
���, x 0  ��
���� �������+����� ���-
�� A x b= .  

,������� ��?�� �������+���� ����� A x b=  ����-
������ � ����  

���x x x0= + ,  

!�� x 0  — �����-
��� 	����� ��+���� ����� A A x A b∗ ∗= , 

���x  — ��?�� ��+���� ����� A A x∗ = 0 .  

����� 1. ���������� 	���� A x = 0  	 A A x∗ = 0  &!�	-
��������.  

+�!�����������. %
� A x = 0 , �� A A x A∗ ∗= ⋅ 0 = 0 , �. �. 
�� ��+���� ����� A x = 0  ��
�/�� � ��+������ ����� 
A A x∗ = 0 . ������
�'��, 	�� ��
��� x  ��
���� ��+����� 

����� A A x∗ = 0 . E�!�� x A A x x∗ ∗ ∗= ⋅ 0 = 0 . &�  

x A A x A x A x A x
2∗ ∗ ∗0 = = ( ) = .  

 E���� �������, �� �������� A A x∗ = 0  ��������, 	�� ��
-
��� A x  ����� ��
���/ �
���, � ���	��, �� ����� ��
/, �. �. 
A x = 0  � x  — ��+���� ;��� �����.  



 

 

 

  

 

,�������. ��%�� �������3��	� 	���� A x b=  ����-
���	�� � �	��  

���x x x0= + ,  
��� x 0  — !�!��-�	�� ������ �������3��	� 	���� A x b= ;

���x  — ��%�� ��3��	� ���������� 	���� A x = 0 .  

 =���, 	���� ��+��� ����� A x b=  ������� �������+�� 
���������, ��'�� �����  ��?�� ��+����  �����  A A x A b∗ ∗=
�, �
� ��������, �� ���'���� ��+���� ����
��� �����
���� 
��+����, �. �. ��, ������� ����� �������+�/ �
���.  


����� 5. ��
����� �������� ��������	���!� ���
���, 
����� ��?�� � �����
���� �������+���� ����� 
������� 
��������� A x b=  ���  

A b

1 −1 0 9
−1 2 1 18

= , =
2 − 3 −1 − 9
0 1 1 18

� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �

. 

&�'����. �
� ��+���� ������ ����� ��������� ���-
��� ��	�
�� 
���/?�� �������:  

A A∗

1 − 1 0
1 − 1 2 0 6 − 9 − 3

− 1 2 1
= − 1 2 − 3 1 = − 9 15 6 ,

2 − 3 − 1
0 1 − 1 1 − 3 6 3

0 1 1

� �
� � � �� �
� � � �� �⋅� � � �� �� � � �
� � � �� �

� �

A b∗

9
1 − 1 2 0 − 27

18
= − 1 2 − 3 1 ⋅ = 72 ,

− 9
0 1 − 1 1 45

18

� �
� � � �� �
� � � �� �
� � � �� �� � � �
� � � �� �

� �
����+�� ����� �����
���� ��������� A A x A b∗ ∗= , ������� 
� ������ 
�	�� ����� ���  

x x x
x x x
x x x

1 2 3

1 2 3

1 2 3

6 − 9 − 3 = − 27,
− 9 + 15 + 6 = 72,
− 3 + 6 + 3 = 45.

�
	


	
�



 

 

 

 

 

 

 

 

��+�� ;�� �����, ��
�	�� ������ ��?�� �������+����  

x x x x3 3 3
Τ= ( 27 − ; 21 − ; ) .  

F���� �� ��?�!� �������+���� x  ����
��� �����
���� ���-
����+���� x0 , ������ D�����/  

x x x x x3 3 3

2 2 2 2Φ ( ) = = ( 27 − ) + ( 21 − ) + ( ) ,  

������ �� �����/ 	����/ ����������/ �� x 3  � ���������� �� 
� ��
/:  

x x x3 3 3− 2 ⋅ ( 27 − ) − 2 ⋅ ( 21 − ) + 2 ⋅ = 0.

��/�� ������� x3 = 16 . ��;���� �����
���� �������-
+����� ������� ����� ��������� ��
����  

x 0 Τ Τ= ( 27 − 16, 21 − 16, 16) = (11, 5, 16) .  


����� 6. &���� ���!�	
��  

(p t x x t x t1 2 3
2) = + ⋅ + ⋅ , 

�������  �������+�� ��������	��� ��!��+����/ �������-
������ �� ������� [ ]2, 2−  D�����/ f t( ) , �������/ ���
.  

t − 2 −1 1 2

f t( ) 9 2 5 16

&�'����. ������
�� ���	������ ������ �� ���
��� � 
���!�	
�� (p t x x t x t1 2 3

2) = + ⋅ + ⋅ , ������ � ����� 
������� 
�
!�����	���� ���������   

x x x

x x x

x x x

x x x

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

− 2 + 4 = 9,

− + = 2,

+ + = 5,

+ 2 + 4 = 16

�
	
	


	
	�

�������
��� ���������� ��;DD�������� x x x1 2 3, ,  �����!� 
���!�	
��� (p t ) .  



 

 

 

 

     

     
 

��
�	����� ����� ��
���� ����������. "���� ��+��� 
�� ������� �������+�� ���������, ��
����� �������� ����-
����	���!� ���
���. �
� ;��!� ����+�� ������� ��;DD�����-
��� ��� ���������� � ������ �������� 	
����  

A b

1 − 2 4 9
1 − 1 1 2

= , = .
1 1 1 5
1 2 4 16

� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �

B�	�
�� �������  

A A∗

1 − 2 4
1 1 1 1 4 0 10

1 − 1 1
= − 2 − 1 1 2 ⋅ = 0 10 0 ,

1 1 1
4 1 1 4 10 0 34

1 2 4

� �
� � � �� �
� � � �� �
� � � �� �� � � �
� � � �� �

� �

A b∗

9
1 1 1 1 32

2
= − 2 − 1 1 2 ⋅ = 17 .

5
4 1 1 4 107

16

� �
� � � �� �
� � � �� �
� � � �� �� � � �
� � � �� �

� �
 #������ ����� �����
���� ��������� A A x A b∗ ∗= , ��-
����� � ������ 
�	�� ����� ���  

x x

x

x x

1 3

2

1 3

4 + 10 = 32,

10 = 17,

10 + 34 = 107.

�
	


	
�

 ��+�� ;�� �����, ������ ���	���� ���������� x1 = 0,5;

x 2 = 1, 7; x3 = 3.   
 E���� �������, ������ ���!�	
��, �������  �������+�� 
��������	��� ��!��+����/ ������������� �� ������� 
[ ]2, 2−  ���
�	�� �������/ D�����/ f t( ) , ����� ���  

(p t t t 2) = 0,5 +1,7 + 3 .  



 

 

 

#��������� ���
��������� ������ � ��'����  
����� �������� ���
�����  

������ �������'�� �
�����


 
 

��+��� ����� 
������� ��������� ������� �������+�� 
��������� ��'�� ���'�  ����?�/ ������������� �������. 

�����

 

2. ��%�� ��3��	� ���������� 	���� A x = 0

 

�������	�� � �	��   
���x E A A c+= ( − ) ⋅ ,       (1) 

��� E  — ��	�	���� ����	�� ��������"$%��� �����!� n ; 
c c c1 2= ( , ,

 

… , nc Τ)  — ��!��� ���	�������� ���������.  

 

+�!�����������.  ��� 
/��� ������� c  ��
��� 
E A A c+( − ) ⋅  ��
���� ��+����� ����� A x = 0 , ����
���  

A E A A c A A A A c A A c+ +⋅ ( − ) ⋅ = ( − ) ⋅ = ( − ) ⋅ = 0 . 

B �� '� ����� 
/��� ��+���� x 0  ����� A x = 0  ��'�� ����-

������ � ���� x E A A x0 0
+= ( − ) ⋅ , ��� ���  

E A A x x A A x x A x0 0 0 0 0
+ + +( − ) ⋅ = − = − ⋅0 = . 

C�� ���	��, 	�� D����
� (1) ����'�� �� ��+���� ����� 
A x = 0 .  

 

2.

>������ 2. ��%�� �������3��	� 	���� A x b=  ����-
���	�� � �	��  

x A b E A A c+ += + ( ) ⋅− ,      (2)
��� c c c1 2= ( , , … , nc Τ)  — ��!��� ���	�������� ���������.  

+�!�����������.  ��?�� �������+���� ����� A x b=
��������  ��?�� ��+����� ��!�� �������� ����� 
A A x A b∗ ∗= . ����� �� ��+���� ����� A A x A b∗ ∗=  ��
���-
� ��
��� A b+  (�. ��������
���� ������� 1). ��?�� ��+�-
��� ���������/?�� ���������� ����� A A x∗ = 0  ��'�� 
���� �������
��� � ���� (1). >��	��, ��?�� ��+���� ������-
������ ����� A A x A b∗ ∗= ����� ��� (2).  



 

 

 

 
 

 

>������

 

3. 0��������� �������3��	� 	���� A x b=

 

��� ������  
x A b0 += .        (3)

 

+�!�����������.  =������ (�. ��������
���� ������� 1 
�. 4.2.1), 	�� x A b0 +=  ��
���� �������+����� ����� 
A x b= . ���� x  — �������
���� �������+���� ;��� ���-
��. B �
� 
������ �� 
���� 1 �. 4.2.1 ;�� ��+���� ��'�� 
���������� � ���� x x z0= + , !�� x A b0 +=  � z  — �������
�-
��� ��+���� ����� A x = 0 . E�!��  

x x z x z x z x x z z x z
2 22 20 0 ∗ 0 0 0 ∗ ∗ 0= + = ( + ) ( + ) = + ( ) + + . 

����
��� ��
��� z  ��
���� ��+����� ����� A x = 0 , � 
������������� ������� A+  ��'�� ���� �������
��� � ���� 
A A V+ ∗= , ��  

z x z A b z A V b A z V b V b∗ 0 ∗ + ∗ ∗ ∗= = ( ) = 0⋅ = 0= .  

��� ;��� �  

x z z x0 ∗ ∗ 0 ∗ ∗( ) = ( ) = 0 = 0 .  
>��	��,  

x x z
22 20= +   

� �������+�� ���	���� ����
� �������+���� x x z0= +  ��-
��!���� ��� z = 0 , �. �. x A b0 +=  � ��� �����
���� �����-
��+���� ����� A x b= .  

,�������.  &����
���� �������+���� x 0  ����� 
A x b=  ����!���
��� � ��'���� ��+���/ ����� A x = 0 .  

 @����
� (3) ��
���� ���������� ����?����� D����
� 
x A b−1= , �������
�/?�� ��+���� ����� A x b=   �������-
��� ������'������ ��������.  

 *	������ ���������/ ������� � 
������ �� 
����
 �������� � 
���/?��� �
��"�����.  



 

 

 

 

  

>������ 4. ��%�� �������3��	� 	���� A x b=  ����-
���	�� � �	��  

��?x A b x+= + ,  

��� ��?x  — ��%�� ��3��	� ���������� 	���� A x = 0 , !���-
���", � ������	, ����� ��	���� �	� (1).  


����� 7. &���� �����
���� � ��?�� �������+���� �-
���� ��������� A x b=  ���  

A b

1 2 −1 2
2 1 4 7

= , =
1 3 − 3 1
1 1 1 3

� � � �
� � � �
� � � �
� � � �� � � �
� � � �

.  

&�'����. B ������� 2 �
� ������� A  ������� 
������������� �������  

�+

31 56 33 29
1

= ⋅ 54 42 76 32
574

− 15 84 − 53 23

� �
� �
� �
� �
� �

.  

��;���� ������ �����
���� �������+����  

x A b0 +

2
31 56 33 29 1

71
= = ⋅ 54 42 76 32 ⋅ = 1

1574
−15 84 − 53 23 1

3

� �
� � � �� �
� � � �� �
� � � �� �� � � �� �

� �

.  

* ���������� ����� ��������� A x = 0 , �. �. � �����  

x x x

x x x
x x x

x x x

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

+ 2 − = 0,

2 + + 4 = 0,

+ 3 − 3 = 0,

+ + = 0

�
		


	
	�

  

��?�� ��+����  

���x x x x Τ
3 3 3= (−3 , 2 , ) .  



 

 

 
��;���� ��?�� �������+����� ������������� ����� 

��
����  

���

x

x x x x

x

3

3

3

0

− 31
= + = 1 + 2

1

� �� �
� �� �
� �� � � �� � � �

,  

!�� ���������� x 3  ��������� 
/��� 	�
���� ���	����.  

 


����� 8. &���� �����
���� �������+���� ����� ����-
����� A x b=  ���  

A b

7 1 2 4
5 5 −2 2

= , =
3 3 6 − 6
1 7 2 − 8

� � � �
� � � �
� � � �
� � � �� � � �
� � � �

.  

&�'����. B ������� 3 �
� ������� A  ������� 
������������� �������  

A V U+ + ∗

8 4 0 − 4
1

= Σ = ⋅ − 4 4 0 8
72

1 − 7 9 1

� �
� �
� �� �
� �

. 

��;���� ������ �����
���� �������+����  

x A b0 +

4
8 4 0 − 4 1

1 2
= = ⋅ − 4 4 0 8 ⋅ = −1

− 672 1 − 7 9 1 −1
− 8

� �
� � � �� �
� � � �� �
� � � �� �� �� � � �

� �

.  


