
 

 

 

 ,���������� �����"���� �����#� 

 

#�?��������� �
� �������	��� (;��������) ������� ��-
����	���!� ���
�'����  ����!���
���� (���������) ����-
D������/?�� �������� �����
��� ��
�	��� �����
���� ���-

�'���� �
� �������
���� m n( × ) -�������. # ;��� ��
�/ 
���'�� ��!� �������, 	�� ������� A A∗  � A A∗  ��
�/�� ��-
�����	���� (;���������) ����������
����� ���������, ��-
��
��� ����
��/�� �����+����  

A A A A A A A A∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗( ) = , ( =)   
�  

x A A x A x Ax A x 2∗ ∗ ∗⋅ ⋅ = ( ) = ≥ 0,   

x A A x A x A x A x
2∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗⋅ ⋅ = ( ) ⋅ = ≥ 0   

��� 
/��� ������� x .  
 &�������, 	�� �������	��� (;�������) ������� B  ����-
����� ������#��������, �
� ��� ����
�������� �
���/ 
x B x∗ ≥ 0  ��� 
/��� ������� x ; ������	�� ����� ��� �������� 
����	��� ��
�������
���� ����
����� ��������������� ���-
���� � ������ � ��� ��� ;
������� �� ����
����-

����'�����. �
� ��������
���� ������� A A∗ Τ= .  

I���!���	�	��!	� �	�� ����	� A A∗ 	 A A∗ �����	-
������ 	 �����	��������.  

&� ���� ��
�, �
� λ  � μ  — �����������	���� 	�
� 
������������ ������ A A∗  � ,A A∗  � u  � v  — ��������� 
������� ;��� ������ �� λ  � μ , �� � �
� �����+���� 
x A A x x A A x∗ ∗ ∗ ∗≥ 0, ≥ 0 , ����
������ ��� 
/��� ������� x , 
� 	������, ��� �������� u  � v , ��
�	���  

u A Au u u u u u u uλ λ λ λ 2∗ ∗ ∗ ∗= = = ( , ) = ≥ 0,

= = =A A μ μ μ μ 2∗ ∗ ∗ ∗ ( , ) = ≥ 0.v v v v v v v v v

����
��� u 2 2> 0, > 0v , �� �� ��
�	����� �����-
+���� 
�����, 	�� λ  � μ  ��
�/�� �����	�������	 ����-
�	���������	 	�
���.  



 

 

    

 

 

������	�� �����������	���� 	�
� ������� A A∗  	�-
��� σ 2

1 ,

 

σ 2
2 ,

 

...,

 

nσ 2  � ����� 	�����, 	�� nσ σ σ2 2 2
1 2≥ ≥ ... ≥ , 

iσ ≠ 0  ��� i r= 1, 2, ..., .  

��������  �������	��� (;��������) �������� A A∗  � ��-
�
������ (���������) ���������� Xn ����� ��������������-
��/ ����� ��������� �������� n1 2, , ...,v v v , ������
�'�-

?�� ��������� ���	����� σ 2
1 ,

 

σ 2
2 ,

 

...,

 

nσ 2 .  

B������ n1 2, , ...,v v v  ����
������/� �����+�����  

���
��� .

�


�

i i i i j
i j

A A
i j

σ∗ 2 1 = ,
= , ( , ) =

0 ≠
v v v v    (1) 

#����� �������� n1 2, , ...,v v v  ���������� ����������  
�������� A  � ��������/ ����!���
���/ ����� �������� 

nA A A1 2, , ...,v v v , ��� ���  

.i j i j i i jA A A A i jσ∗ 2( , ) = ( , ) = ( , ) = 0, ≠v v v v v v   

����� ��!�, ����
� ������� iAv  ����� iσ , ��� ���  

i i i i i i i i iA A A A A σ σ∗ 2= ( , ) = ( , ) = ( , ) = .v v v v v v v

��;���� ������ iAv  ��
�	�� �� ��
���!� ������� ��!�� � 

��
��� ��!��, ��!�� iσ ≠ 0 , �. �. ��� i r.= 1, 2, ...,  &���
���� 

������ iAv  ��
���� ��������� �������� ��������� A A∗  �� 

���������� ���	���/ iσ 2 , ��� ���  

i i i i i iA A A A A A A Aσ σ2 2∗ ∗( ) = ( ) = ( ) =v v v v .  

B���� � ��������. #
�������
���, ����
���� �����������-
	���� 	�
� ������ A A∗  � A A∗  ������/�  �	���� �� ����-
����� � �� 	�
� ����� r , � �������� ��
���!� �����������-
	���!� 	�
� ;��� ������ ����� ������������ n r−  � m r− . 
��?�� �����������	���� 	��
 � ������ A A∗  � A A∗  ����� 

min ,s m n= { } .  



 

 

 

L��D����	���� ���	���� sσ σ σ1 2, , ...,  ���������� ������ 

�� ��?�� �����������	���� 	��
 ������ A A∗  � A A∗  ����-
��/� ������	����� (�
� ���
����) ������� ������

 

A .  
B ���������� nX  ������ �� ���� ����������������/ 

����� n1 2, , ...,v v v  ��������� �������� ���������  �����-

��� A A∗  � ������� ����������������/ ����� ��������  

r r
r

rr

A AA A
u u

A Aσ σ
1 1

1
11

= = , …, = =
v vv v

v v
.  

����
��� ;�� ����� �� ����������������!� ����� � ���-
������� mY  
/���� ��������� r r mu u u+1 + 2, , ..., . �� ������-

��/ ������� mu u u1 2, , ...,  ����
������/� �����+�����  

���

��� .
=

�


�

i i
i

u i r
A

i r

σ ≤ ,

0 >
v      (2) 

*���'�� ;�� �������� 
��� �� A∗  � �	������, 	�� 

i i iA A σ∗ 2=v v , ��
�	�� �����+����  

���

��� .

�	


	�

i i
i

i r
A u

i r

σ∗ ≤ ,
=

0 >

v
     (3) 

����������������� ����� n1 2, , ...,v v v  � mu u u1 2, , ...,

��������� nX  � mY , �������� �����+������ (2) � (3), ��-
����/� ������	����� ��������. ��� ;��� ������� 

n1 2, , ...,v v v  ������/� ���
��� ������	����� 
������� 

������ A , � ������� mu u u1 2, , ...,  — �� ��
��� ������	�-
���� 
�������.  



 

 

 

 

��������, ���/?�� � ���� ������� ������ ��������� 

nX  � mY  ������� A , � ��!�
����� ������ n1 2, , ...,v v v  � 

mu u u1 2, , ...,  ;��� ��������� � �
� ������
���� ������� 

��������� � �����+���� (2) ����� m n( × ) -�������   

r

σ
σ

σ

1

2

0 … 0 … 0
0 … 0 … 0

… … … … … …
Σ = 0 0 … … 0

0 0 … 0 … 0
… … … … … …
0 0 … 0 … 0

� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �

.    (4) 

 =� D����
�, ������
���/?�� ���� ��'�� ��������� ��-
��!� � ��!� '� ��������� � ������ ������ (�. 1.12), ��
�	���  

A U V ∗= Σ ,        (5) 

!�� V  — ����!���
���� (���������) ������� ������� n , ��
�-
���� ������� 
�'�� ��
��� ��������� �������� n1 2, , ...,v v v

� ������� ����� ���������� nX ; U  — ����!���
���� (���-
������) ������� ������� m , ��
����� ������� ��
�/�� 
��
��� ��������� �������� mu u u1 2, , ...,  � ������� ����� 

���������� mY .  

���
�'���� (5) ������/� ����������� ���
�'����� ���-
���� A . �/��� m n( × ) -������� ��
����� ���!��� ���
�	��-
�� ��!�
������ ���
�'������. C�� 
����� �� ��������!� 
�������
� ��� ��������� �������� n1 2, , ...,v v v  � mu u u1 2, , ..., .  



 

 

 

 

#��!�
������ ���
�'���/ (5) ��'�� ������� ���  

 

rA U V ∗
1 1= Σ ,       (6) 

!��  

r

r

σ

σ

1

Σ =

� �
� �
� �
� �
� �

0

0
�   

— ���������� ������� ������� r , ��
�	�/?��� �� m n( × ) -
������� Σ  ��	���������� n r−  ��
���� ��
���� ����� � 
m r−  ��
���� ���� ����; U 1  — m r( × ) -�������, ����?�� 

�� ������ r  ��
���� ������� ;U

 

V ∗
1  — r n( × ) -�������, �-

���?�� �� ������ r  ���� ������� V ∗ .  
 ���
�'���� (6) ������/� ������ *����� ������������ 
�����"���� ������� A . B ��!� ������ ������� ����+�� ���-
�����, �, ����� ��!�, � ��� ������� rΣ  — ���������� ������'-
������. B� ;�� ��'�� �������� �?��������, ������� ��� 
�����/������ ��	�
�����.  
 ��� m n<  ��!�
������ ���
�'���/ (5) ���!�� ������ 
������ ������� ���  

mA U V ∗
1= Σ ,      (7) 

!�� mΣ  — ���������� ������� m -!� �������, ����'�?��� � 

������ m  ������ � ��
���� ������� Σ ; ������� U  — �� '�, 
	�� � � ���
�'���� (5), � V ∗

1  — m n( × ) -�������, ����?�� �� 

������ m  ���� ������� V ∗ .  
 ��� m n>  ��!�
������ ���
�'���/ (5) ���!�� ���'� ��-
���� ������ ������� ���  

nA U V ∗
1= Σ ,      (8) 

!�� nΣ  — ���������� �������, ����'�?��� � ������ n  ���-

��� � ��
���� ������� Σ ; ������� U 1  — m n( × ) -�������, 

����?�� �� ������ n  ��
���� ������� U , � ������� V ∗  — 
�� '�, 	�� � � ���
�'���� (5).  



 

 

 

 

 B �
� ��
�'����!� ��� �������������� ��!�
����!� 
���
�'���� �������
���� m n( × ) -������� A  ���!� r

 

��
��-
������� ������'������ 
���/?�!� ������� �������:  

1. ����	�� ����	�" A A∗ ;  
2. ����	 ����!���	�	��!	� �	�� nλ λ1,…,  ����	�� A A∗ . 

0� ���"3�� ��%���	, 	� ����� ���"�������� ��!, ���-
�� ��������	� "���	� n iλ λ λ λ1 2≥ ≥ … ≥ , ≠ 0  ��	 

i r= 1,…, ;  

3. ����	���� ���"����� 	��"������ �	�� i iσ λ= , 

i r= 1, 2,…, , ����	�� A ; 

 

4. ����	�� m n( × ) -����	�" Σ

 

�� #���"�� (4);  
5. �����	�� ��������	������"$ 	���" ��������� 

��!����� n1 2, , ...,v v v  ���������  ����	��� A A∗ , 
��	�������%	� ������������ ��������� ������	�� 

nλ λ λ1 2, ,…, ; 

 

6. ����	�� ����	�" nV 1 2= ( , , ..., )v v v  	� ������� !���-

�	��� ��!����� n1 2, , ...,v v v . U���	�� V  ������� ����	-
��� �������� �� 	������� ���	� ��!�	���� ("�	�������) 
���������� nX  ! ���	" n1 2, , ...,v v v  ;  

7. �����	�� ��������	������"$ 	���" ��!�����  

r
r

r

AA A
u u u

σ σ σ
1 2

1 2
1 2

= , = ,…, =
vv v

;

8. ������	�� 	���" ��!����� ru u u1 2, , ...,  �$���	 ��!��-

���	 r r mu u u1 2+ +, , ...,  �� ��������	��������� ���	� 

��!�	���� ("�	�������) ���������� mY ;  
9. ����	�� ����	�" mU u u u1 2= ( , , ..., )  	� ������� !���-

�	��� ��!����� mu u u1 2, , ..., . U���	�� U  ������� ���-
�	��� �������� �� 	������� ���	� ��!�	���� ("�	�����-
��) ���������� mY  ! ���	" mu u u1 2, , ..., ;

10. ���	��� 	��"������ ��������	� A U V ∗= Σ  ����	�� A . 



 

 

 


�����

 

1. �������� ��!�
����� ���
�'���� �������  

A

7 1 2
5 5 − 2

=
3 3 6
1 7 2

� �
� �
� �
� �
� �

.  

&�'����. ,������  

A A∗

7 1 2
7 5 3 1 84 48 24

5 5 −2
= 1 5 3 7 ⋅ = 48 84 24

3 3 6
2 −2 6 2 24 24 48

1 7 2

� �� � � �� �� � � �� �� � � �� �� � � �� �

  

����� �����������	���� ���!�	
��  

A A E
λ

λ λ λ λ
λ

∗ 2
84 − 48 24

− ⋅ = 48 84 − 24 = (144 + )( − 36)
24 24 48 −

, 

������� ������!� ��
�/�� λ λ λ1 2 3= 144, = = 36 . ��;���� 
��!�
������ 	�
��� ������� A  ��
�/�� 	�
� 
σ λ11 = = 12 , σ σ2 3= = 36 = 6 .  

#
�������
���, ������� 

 

12 0 0
0 6 0

Σ =
0 0 6
0 0 0

� �
� �
� �
� �
� �

.  

E����� �������� � ��������/ ����������������� ����� 
��������� �������� 
������!� ���������  �������� A*A.  

��� λ = 144  ����� A A E Xλ∗( − ⋅ ) ⋅ = 0 , �. �. �����  

x x x

x x x

x x x

1 2 3

1 2 3

1 2 3

− 60 + 48 + 24 = 0,

48 − 60 + 24 = 0,

24 + 24 − 96 = 0

�
	


	
�

  



 

 

��� λ = 144  ����� A A E Xλ∗( − ⋅ ) ⋅ = 0 , �. �. �����  

x x x

x x x

x x x

1 2 3

1 2 3

1 2 3

− 60 + 48 + 24 = 0,

48 − 60 + 24 = 0,

24 + 24 − 96 = 0

�
	


	
�

  

����� D���������
���/ ����� ��+����, ����?�/ �� ����-
!� ��+����, �������� (2, 2, 1)T. &������� ;�� ��+����, ��
�-
	�� ������  

Τ
1

1
= ⋅ ( 2, 2,  1)

3
v .  

��� λ = 36  ����� A A E Xλ∗( − ⋅ ) ⋅ = 0 , �. �. �����  

x x x

x x x

x x x

1 2 3

1 2 3

1 2 3

48 + 48 + 24 = 0,

48 + 48 + 24 = 0,

24 + 24 + 12 = 0

�
	


	
�

  

����� D���������
���/ ����� ��+����, ����?�/ �� ���� 
��+����, ��������, (2, –1, –2)T � (1, –2, 2)T. C�� ��+���� �'� 
����!���
���. B ��������� 
�	�� �� 
�����
� �� ����!���-

���������. &������� ;�� ��+����, ��
�	�� ��������������-
��/ ����� ��������  

Τ Τ
2 3

1 1
= ⋅ (2, −1, − 2) , = ⋅ (1, − 2, 2)

3 3
v v .  

#������ �������  

V 1 2 3

2 2 1
1

= ( , , ) = ⋅ 2 −1 −2
3 1 −2 2

� �
� �
� �
� �

v v v . 

E����� ������� �������  

A
u

σ
1

1
1

7 1 2 1
2

1 1 15 5 −2 1
= = ⋅ ⋅ ⋅ 2 = ⋅ ,

3 3 6 112 3 21
1 7 2 1

� � � �� �� � � �� �� � � �� �� � � �� �� � � �

v
 



 

 

A
u

σ
2

2
2

7 1 2 1
2

1 1 15 5 −2 1
= = ⋅ ⋅ ⋅ −1 = ⋅ ,

3 3 6 −16 3 2−2
1 7 2 −1

� � � �� �� � � �� �� � � �� �� � � �� �� � � �

v
 

A
u

σ
3

3
3

7 1 2 1
1

1 1 15 5 −2 −1
= = ⋅ ⋅ ⋅ −2 = ⋅ .

3 3 6 16 3 22
1 7 2 −1

� � � �� �� � � �� �� � � �� �� � � �� �� � � �

v
 

����
��� ����� �������� u u u1 2 3, ,  �� ��������������-

��!� ����� ���
����� ���������� Y 4 , ��������, �������� 

( )u Τ
4

1
= ⋅ 1, −1, −1, 1

2
.  

#������ �������  

U u u u u1 2 3 4

1 1 1 1
1 1 1 −1 −1

= ( , , , ) = ⋅
1 −1 1 −12
1 −1 −1 1

� �
� �
� �
� �
� �

.  

>���+�� ������ ��!�
����� ���
�'����  

� � � �
� �� � � �
� �� � � �
� �� � � � � �
� �� � � �

� � � �

A U V ∗

1 1 1 1 12 0 0
2 2 1

1 1 −1 −1 0 6 01 1
= Σ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 2 −1 −2

1 −1 1 −1 0 0 62 3
1 −2 2

1 −1 −1 1 0 0 0

.  



 

 

&�'����. ,������  

� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �
� � � � � �

A A∗

3 1 1 1 3 1 1 1 12 4 4 4
1 3 −1 −1 1 3 −1 −1 4 12 −4 −4

= ⋅ =
1 −1 3 −1 1 −1 3 −1 4 −4 12 −4
1 −1 −1 3 1 −1 −1 3 4 −4 −4 12

 

����� �����������	���� ���!�	
��  

⋅A A Eλ λ λ∗ 3− = ( −16) ,  

������� ������!� ��
�/�� λ λ λ1 2 3= = = 16 , λ4 = 0 . ��;��-
�� ��!�
������ 	�
��� ������� A  ��
�/�� 	�
� 
σ σ σ1 2 3= = = 16 = 4 , σ 4 = 0 .  

#
�������
���, �������  
4 0 0 0
0 4 0 0

Σ =
0 0 4 0
0 0 0 0

� �
� �
� �
� �
� �

.  

E����� �������� � ��������/ ����������������� ����� 
��������� �������� 
������!� ���������  �������� A A∗ .  

 


����� 2. �������� ��!�
����� ���
�'���� �������  

A

3 1 1 1
1 3 −1 −1

=
1 −1 3 −1
1 −1 −1 3

� �
� �
� �
� �
� �

.  



 

 

Τ Τ
1 2

1 1= ⋅ (1, 1, 1, −1) , = ⋅ (1, 1, −1, 1)2 2v v , 

Τ
3

1= ⋅ (1, −1, 1, 1)2v .  

��� λ = 0  ����� A A E Xλ∗( − ⋅ ) ⋅ = 0 , �. �. �����  
x x x x

x x x x
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