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�
� 
�������	��� ������� �  ��� ���
����� 
��
������� 
���	���� � 
��
������� �������� � ��
���?�� ����� �����
�� 
����������
���� ��
���
� ����� ���?���� (����� A����). ��� 
�!� ���
������� �
����� �� ��!�, 	�� ������
���� 
��
������� 
���	���� � 
��
������� �������� 
�������	��� ������� �  
�����
�
��� ��
������/ ���!���
���� ������� Λ  � ����!�-
��
���� ������� T , 
�������� 
�����+�����  

T �T T �T−1 ΤΛ = =
.      (1) 

���!���
���� ;
������ ������� Λ  ����� �
������ 
��
����-
���� ���	������, � 
��
��� ������� T  — 
��
����� ������-
��� 
��
������� ��������, 
������
���/?�� ;��� 
��
������� 
���	�����. ��� ����
�'����� ��	�

���� ������ Λ  � T  

����� ��

�������
���
�� ������  

k� � � � �0 1 2= , , , … , … → Λ , 

kT E T T T T0 1 2= , , , … , … → ,  

�� D����
��  

k i j k i j k k i j� T � T T T TΤ
+1 +1, ,= =

     (2) 

!�� i jT  — ������� ���
��� ���?����. ,������ kT  ����� ���-

��������/ �
�� ������ i jT , ����������� ��� ��
������� ���-

��� k� � � �0 1 2, , , … , ,  ���	�� ������� i jT  � ;��� �������-
����� �������'�/�
� 

��� ������� � ��� �������, � ����� ��� 
�������
�
�. &� k -� +�!� �������/� k�Λ ≈ , kT T≈ .  

 ,������ i jT  � D����
� (2) 
����� 

���/?�� �������. 

B ������� k�  ������/� �����
�+�� �� ����
/ �����!���
�-

��� ;
����� k
i ja ( )  � 
����� ������� ���
��!� ���?����  

Итерационные методы  ��'����  
�������� ����������% ���(����
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 (3) 

������� �!�
 α  ���, 	���� � ������� k� +1  ������

� � ��
� 

;
����� k
i ja ( )+ 1

. >������, 	�� �

� � ������ 	�
�� �����!� �� 

�����+���� (2) �����
�� ����'���� ������, �� ;
����� 

k
i ja ( )+ 1  ������� k� +1  ����� ����� ���  

cos sin cos sink k k k
i j i j j j i ia a a aα α α α( ) 2 2 ( ) ( ) ( )+ 1 = ( − ) + ⋅ ( − ) . 

=� �����
��� ��
/ ;��!� ����'���� ��
�	���  

tg .
k

i j
k k

i i j j
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2 = , ≤

4( − )
    (4) 

 F���� ����
��� ������� i jT , ��'�� ����� cosα  � sinα . =� 

�!�� ����� �� D����
��  

cos
tg

α
α2

12 =
1 + 2

,  

cos
cos

αα 1+ 2
2

= , 
cos

sin
αα 1− 2

= ±
2

.   (5) 

 F���� ����
��
�
� �

���� α
π

≤
4

, ���� � ����� � D����-


� �
� sinα  ������/� ��� '�, 	�� � � ����'����  
k k k

i j i i j ja a a( ) ( ) ( )( − ) .       (6) 
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������� ��
�	�/�
� ��� 
�������� ;
������� ������ 
���� � 
������ 	�
��� �����!� �����
��� �� (2) (;
������ k

i ja ( )+1 , k
j ia ( )+1  

��� ��������� α  �� D����
�� (4) � (5) ����� ��
/).  
 U���� ���%��	� �������� ��
�!�� 
!���
��$ 
���	��
�	.  

 �
� ��������
�
��� ;��!� �����'����� 
���� ��������� �
�� 
�����!���
���� ;
������� ������� k�  ������	�� 	���� 

kt �( ) . *	������, 	�� ������� k� +1  ��
�	���
� �� ������� k�  


�+� 
������� � 
��
����� 
 �������� i j, , �� �����
��� 

k i j k i j� T � T−1
+1 =  ����
���
������� ���
	���� ;
������� � 

������ 	�
�� ��� ��������� �!
� α  � 
������
���� 
 D����
�� 
(4) ��
�	�� 
�����+����  

k
i jk kt � t � a ( ) 2

+1( ) = ( ) − 2 ( ) .     (7) 

B �� '� �����, ��
��
��� k
i ja ( )  — ���
���
���� �� ��
�
/���� 

��
�	��� �����!���
���� ;
����� ������� k�  � �
�!� �����-

!���
���� ;
������� � ;��� ������� n n( − 1) , �� ����
����
� 
�������
���  

k
i jkt � n n a ( ) 2( ) ≤ ( − 1) ( ) .  



#
�������
���,  
k

i j ka t �n n
( ) 2 1

≥ ⋅( ) ( )
( −1)

.  

E�!�� �� �����
��� (7) ��
�	���  

k k k kt � t � t � q t �n n+1
2

⋅ ⋅( ) ≤ ( ) − ( ) = ( )
( −1)

,  

!�� q n n
2

= 1 −
( −1)

, ���	�� q0 ≤ < 1 , ��� ��� n ≥ 2 .  

 ��
/�� �������� ����	�� �������
��  

k
k k kt � q t � q t � q t �2

−1 −2 0⋅ ⋅ ⋅( ) ≤ ( ) ≤ ( ) ≤ … ≤ ( ) ,  

� ��
��
��� � �0 = , ��  

k
kt � q t �⋅( ) ≤ ( ) .  

 E���� �������, kt �( ) → 0  ��� k → ∞  
� 
����
��/, �� 

����+�� 
����
�� 
������
�� !�������	�
��� ���!��

�� 
� 

���������
�� q n n
2

= 1 − < 1
( −1)

.  

 ������ �����
���� ��
�	�
��� ���D����	�
��� ��������, 
��������� �
� ����
����� ����!� +�!� �
!������ ������ ���-
?����, �. �. �
� ��	�

���� ������� kX ( )+ 1  � k

iλ ( ) :   

C n n O n n2( ) = 2 + ( ) ( → ∞ )   



 

A
1 − 3 −1

= − 3 1 1
−1 1 5

� �
� �
� �
� �

.  

 &�'����. ��
�'�� � �0 =  � �� D����
� (2) ��� k = 0  ��-

��� 
������ ������� �1  � T1 . E�� ��� � ������� � �0 =  

max i ja a12 = 3= , �� i = 1 , j = 2  �   

cos sin
sin cosi jT T

α α
α α12

− 0
= = 0

0 0 1

� �
� �
� �� �
� �

.  

*!�
 α2  ������
���
� �� D����
�  

tg i j

i i j j

a

a a
α

2 − 6
2 = = → − ∞

− 1 − 1
. 

E���� ���	���� tg α2  ��������� �� ��, 	�� �!�
 
πα2 = −
2 . #
�-

������
���, 
πα = −
4 , cos α

2

1
= , sin α

2

1
= −  �  

T12

1 1
0

2 2

= 1 1
− 0

2 2

0 0 1

� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �� �
� �

.  

 

 
����� ,������ ���?���� ����� 
��
������� ���	���� 
� 
��
������� ������� �������  



 

4 0 − 2

 

0 −2 0

− 2 0 5

� �
� �
� �
� �
� �

,  

T T T E T T1 0 1 2 1 2 1 2= = = .  

 �� ��� '� D����
�� (2) ��
����� ������� �2  � T 2 . E�� 

��� � ������� �1  max i ja a(1)
13= = 2 , �� i = 1 , j = 3  �  

cos sin

sin cos
i jT T

α α

α α
13

0 −
= = 0 1 0

0

� �
� �
� �� �
� �

.  

*!�
 α2  ������
���
� �� D����
�  

tg i j

i i j j

a

a a
α

(1)

(1)

4
−2 2 4

2 = = = = 2 2
24 − 5−

. 

��;����  

cos
tg

α
α2

1 1 1
2 = = =

31 + 81 + 2
,  

�� D����
�� (2) ��	�

�� ������� A1  � T1 :  

� T � T−1
1 1 2 0 1 2= =  

cos
cos

αα

1
23

1 +1 + 2
= = =

2 2 3 , 

cos
sin

αα

1
13

1 −1 − 2
= = =

2 2 3 .  



 

��
��
��� a a a( ) ( ) ( )
⋅

1 1 1
13 11 33( − ) = − 2 ( 4 − 5) > 0 , �� �� D����
� 

(5) �
� sinα  ������ ���� “ + ” � �������  

T13

12 0 −3 3
= 0 1 0

1 20 33

��
��

� �
� �
� �
� �
� �
� �

.  

E����� �� ������ D����
� �� (2) ��	�

�� �������  

� T � T−1
2 1 3 1 1 3= =

     
 

� �� ������ D����
� �� (2) — �������  

0 03

0 60

��

�� ��
��

� 0  −  2  0 �  =  Λ

T T T T2 1 2 1 3= = = 

1 1 1
−

3 2 6
1 1 1

 −
3 2 6

1 2
0

33

� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �

.  

�� ��������� �������� Λ  � T  ����
����� 
��
������� 
���	���� λ 1 = 3 , λ 2 = − 2 , λ 3 = 6  � 
������
���/?�� �� 
��-


������� ������� ������� �   

e Τ
1

1′ = ( 1, −1,1 )
3

, e Τ
2

1′ = ( 1,1, 0 )
2

, e Τ
3

1′ = (−1,1, 2)
6
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 B ��

��������� �������� �����

 �����	�

� 
������
�-
����� �� ������ � ������ +�!��. B ��?�� '� 

�	�� ����� ���-
��

 ��
����	��, ��� ��� �� ��'��� +�!� ���
�� ��
���� �����-
!���
���� ;
������� ��!�� ��������� ����
����. ������ ��� 
����
����� ��'��!� +�!� �����+���
� 
 ��
�+�� 
����
��/ 

���� ��������� �����!���
���� ;
�������. �����

 ������-
?�/�, ��!�� �
� �����!���
���� ;
������ 
�������
� ������-
��'��� ��
��� �� ��
�
/���� ��
�	���.  
 ,���� ���?���� ����+� ���
�����
� 
���
����� �����/-
������ �����
�!��, ���	�� 
�?�
����� ��
�+�� ��
�	�
��� 
��	�

���
���� 
��� �
� �!� ���
������. ��� 
/��� �� ��� 
����� ���?���� ����
���
��� 
���� �
�
/	���
��� �������-
��/ ���������, ������� ���
��	����� ��
���/ ��	��
�� ��-
	�

����. E�	��
�� ����'����� 
��
������� ���	���� � 
��
�-
������ �������� ;��� ������� ���������
� 
�������� 
 �
���� 
��+����!� 

���. #���������� ���!����� � ������ ���?���� 

����'��
� �� ���!�� ������� ��������	�
��!� ���
��	����.  



 

QR - ������
� 
 
 B ��
���?�� ����� �����
�� ����'��� � ����������
���� 
������� ��+���� ��
��� ����
��� 
��
������� ���	����, �. �. 
����
��� ���
����� �
�� ���������
��	�
��� 	�
�
 �����-
��
���� ���
�����
���� �
� ����
��
��� ���������� ������� 
A  n -!� �������, ��
���
� QR -�
!�����, ����
�'����� � ��	�-

� 1960-� !!. ������
��� � ��	�� ������������ B.&. ���
����-

��� � �'. @���
�
��.  
 ��� ����
����� QR -�
!������ 
����� ��

�������
���
�� 
�������� ������  

kA A A A A0 1 2= , , , …, , …      (1) 
�� 

���/?��� �����
�:  
,������ kA − 1 , k = 1, 2, …,  ����
���
�/� �� QR -���
�'�����  

k k kA Q R− 1 =        (2) 
� ��
�!�/�  

k k k k k k k k k kA Q A Q Q Q R Q R Q−1 −1
− 1= = ( ) = .  

@����	�
�� ������� kA  ��
�	�/�
� �� ������� kA − 1 , ����-

���
����� �� QR -���
�'����� (2), ����� ����
������� ���-
'���
�� � ;��� ���
�'����.  
 E���� �������, ��
������� ��

�������
���
�� (1) �����-
��� ������ ���
�����
� �� 

���/?�� ������������ D����
��:  

A Q R A Q A Q Q Q R Q R Q0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1
− 1 − 1= , = = ( ) = ,  

A Q R A Q A Q Q Q R Q R Q1 2 2 2 2 1 2 2 2 2 2 2 2
−1 −1= , = = ( ) = ,  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,   (3) 

k k k k k k k k k k k k kA Q R A Q A Q Q Q R Q R Q−1 −1
−1 −1= , = = ( ) = ,  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

��� ;��� ������� kA  ��� 
/��� k  ����!���
��� (��������) 
������� ������� A , ��� ���  



 

k k k k k k k k kA Q A Q Q Q A Q Q−1 −1 −1
− 1 − 1 − 2 − 1= = = … =  

k k k kQ Q Q AQ Q Q− 1 − 1 −1
− 1 1 1 − 1= …� =      (4) 

k k k k k kQ Q Q A Q Q Q P A P−1 −1
1 − 1 1 − 1= ( … ) ( … ) = ,  

!�� k k kP Q Q Q Q1 2 − 1= …  — ����!���
���� (���������) �������.  
 ��� ��
����	�� ��?�� ������
�'����� ��

�������
���
�� 
�������� ������ (1) 
�����
� � ����!�
���� �������. ���!�-
��
���� ;
������ ����� ����!�
���� ������� ��
�/�
� �� ��-
�������
��	�
���� 	�

��� � ���������
��	�
���� 	�

��� 
�
�� �������� ������ kA , k = 0,1, 2, …,  � 	�
���
�� ������� 

A A0 = .  
 &� �������� �����

 �������� �� D����
�� (3) �
�����
���-
/� �� ��������� k -� +�!�, ��!�� �
� ������!���
���� ;
������ 
������� kA  
�������
� �� ��
�
/���� ��
�	��� ����+� �����-
��!� ε ,  � �� ����
�'����� ���	���� ���������
��	�
��� 	�
�
 
������� A  �������/� ���!���
���� ;
������ ������� kA .  

  Ва'��� ������� �
������� QR-�
!������ ��
���
� 
�
��
�������� 
���!�� kν , k = 1, 2, …,  �
� ����+���� 
����
�� 
�������� �� ��
�
/���� ��
�	��� ������!���
���� ;
������� 
������� kA −1 . # ;��� ��
�/ �� k -� +�!� 
����� QR -

���
�'���� �� �
� ������� kA −1 , � �
� ������� k kA E.ν−1 −  
%

� ��
������ QR -���
�'����  

k k k kA E Q Rν−1 − =  

������� k kA Eν−1 − , �� ��
�!�/�  

k k k k k k k k k k k kA Q A Q Q Q R E Q R Q Eν ν−1 −1
− 1= = ( + ) += . 

 ��� ;��� 
���� ������� kA  ����!���
��� (��������) ��-

����� ������� kA − 1 , ��� ���  

k k k k k k k k k k k kQ A Q Q Q R E Q R Q E Aν ν−1 −1
− 1 = ( + ) += = .  



B 
�
� ;��!� �
� ������� kA  
���� ����
����
� ����	�� 
���-
��+���� (4), �� ������� 

����� ����!���
���� (���������) ��-
����� ������� kA  ������� A .  

 &� �������� ���	�� � ��	�
��� 
���!� kν  �������/� ;
�-

���� ������� kA −1 , 
���?�� � �� ��'��� ������ �!
�, �
� 

��
������� ���	���� ���������� �����!� �������  

k k
n n n n

k k
n n n n

a a

a a

( − 1) ( − 1)
− 1, − 1 − 1,

( − 1) ( − 1)
, − 1 ,

� �
� �� �
� �

,  

������� �
�'� �� ��
�	��� � ;
������ k
n na ( − 1)

, .  

о 

где R;; - либо вещественное число, либо 2 х 2 -матрица с 
комплексно-сопря:ж:енными собственными значениями. 

       
        
      
      
     
      
     
        
       
         

собственных  чисел).

  Теоретическим  фундаментом  для  QR-алrоритма  служит  еле­
дующая  теорема  о  вещественном  разложении  Шура.

  Теорема  Для  любой  вещественной  пхп-матрицы   А  
найдется  такая  вещественная  ортогонш,ьная  пх  п  -
матрица  Q ,  что

  Hаличие  комплексно  сопряженных  пар  собственных  чисел  у
данной  вещественной  матрицы  А  не  является,  вообще  говоря,
препятствием  для применения  QR-алгоритма;  просто  в  этом
случае  предельной матрицей  для последовательности  (  Ak  )  будет
матрица  квазитреуrольноrо,  иначе,  блочно-треугольного,  вида.
Каждой  комплексной  паре  собственных  чисел  в  такой
матрице  будет соответствовать  диагональный  2 х 2  -блок,
причем  сходимость здесь  наблюдается  по  форме  матрицы,  а  не
поэлементно  (т.е.  элементы  внуrри  этих  блоков  могут  изменяться
без  видимой  зависимости  от  k  при  сохранении  неизменными  их



Рассмотренный выше QR-алгоритм в разных вариациях 
настроен на нахождение всех собственных чисел произвольных 
вещественных  п х  п-матриц  и,  в  отличие  от  метода  вращений  Яко­
би,  ориентированного  на  симметричные  матрицы,  мало  приспо­
соблен  для  вычисления  собственных  векторов.  Хотя  в  рамках
этого  метода,  разумеется,  можно  путем  значительных  вычисли­
тельных  затрат,  связанных  с  преобразованиями  самих  матриц  ор­
тогональных  преобразований,  находить  и  собственные  векторы,
но  чаще  здесь прибегают  к  использованию  обратного  

степенного  метода,  тем  более  что  задача  нахождения  всех  
собственных векторов  -  сравнительно  редкая.



 

 
�����. # ����?�/ QR -�
!������ ����� ���������
��	�-

��� 	�

� �������  

A
� �
� �
� �
� �
� �

7 1 1
= 0 3 −1

0 − 3 5
.  

 &�'����. F���� ��������, ��� ��������
� +�!� QR -
�
!������ ��� 
���!� � 
� 
���!��, ��	��� 
 ��!�, 	�� ������ 
+�! �������� ��� 
���!�. ��;���� ����� 
������ QR -
���
�'���� ������� A A0 = . #��	�
� ;�� ������� ���?������ 
�������� � ����!�
����� ����. �
� ;��!� 

����� ����
��� 

�+� ;
����� a 3 2 = − 3 . # ;��� ��
�/ 
�
����� ������� ���-
?����  

cos sin
sin cos

T α α
α α

3 2

� �
� �
� �
� �
� �

1 0 0
= 0 −

0
  

� ������ cosα  � sin α  �� �����
��� ��
/ ;
������ ������� 
T A3 2 0  � ������� ( 3, 2 ) , �. �. �� �����
���  

sin cosα α3 − 3 = 0 .  

��
/�� ��
�	��� tg α = 1 . #
�������
���,  

cos
tg α

α
2

1 1
= =

21 +
, 

tg
sin

tg

α

α
α

2

1
= =

21 +
  

�  

.T 3 2

� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �� �
� �

1 0 0
1 10 −
2 2=

1 10
2 2

 



 

E����� ��	�

�� ������������  

T A R3 2 0 0

� � � �
� � � �

� �� � � �
� �� � � �
� �� � � �
� �� � � �� �

� � � �� �
� � � �
� � � �

1 0 0 7 1 1
7 1 11 1 6 60 − 0 −

2 2 2 2= = =0 3 −1

1 1 0 −3 5 40 0 0
2 2 2

.  

=� ;��!� �����
��� ��
�	��� QR -���
�'���� 

A T R Q R−1
3 20 0 0 0

� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �

1 0 0 7 1 1

1 1 6 60 − 0 −
2 2 2 2= = ⋅ =

1 1 40 0 0
2 2 2

.  

B ���
/	���� ���
� ��
����� �������  

A R Q1 0 0

� �
� �
� �
� �
� �
� �

7 0 2

= = 0 6 0

0 −2 2

. 

#
���/?�� +�! �������� 
� 
���!�� aν (1)
3 2= = 2 . ��;���� 

����� 
������ QR -���
�'���� �������  

A E A Eν1 1

5 0 2
− − 2 = 0 4 0

0 − 2 0

� �
� �
� �
� �
� �
� �

= .  



 

��� � � �������?�� 

�	��, 
��	�
� ;�� ������� �������� � 
����!�
����� ����. # ;��� ��
�/ ���'� 

����� ����
��� 
�+� 
;
����� a (1)

3 2 = − 2  ������� A E1 − 2 . �
� ;��!� 
�
����� ���-
���� ���?����  

cos sin
sin cos

T α α
α α

3 2

� �
� �
� �
� �
� �

1 0 0
= 0 −

0
  

� ������ cosα  � sin α  �� �����
��� ��
/ ;
������ ������� 
T A E3 2 1( − 2 )  � ������� ( 3, 2 ) , �. �. �� �����
���  

sin cosα α4 − 2 = 0 .  

��
/�� ��
�	��� tg α 1
2

= . ��;����  

cos
tg α

α
2

1 2
= =

51 +
, 

tg
sin

tg

α

α
α

2

1
= =

51 +
  

�  

T3 2

� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �
� �

1 0 0

2 10 −
5 5=

1 20
5 5

.  

E����� ��	�

�� ������������ 

R 1

� �
� �
� �
� �
� �� �
� �

5 0 2

 
= =0 2 5 0

0 0 0

.  T A E3 2 1( − 2 )  



 

=� ;��!� �����
��� ��
�	��� QR -���
�'����  

A E T R Q R−1
3 2 1 11 1

� �
� � � �� � � �
� � � �
� � � �
� � � �� �� � � �� �� �
� �

1 0 0
5 0 22 10

5 5− 2 = = =0 2 5 0

1 2 0 0 00 −
5 5

.  

B ���
/	���� ���
� ��
����� �������  

A R Q E12 1= + 2 = E

� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �
� � � �

2 2 2 2 2 2
5 − 7 −

5 5 5 5
 + 2 =

0 4 2 0 6 2

0 0 0 0 0 2

.  

,������ A 2  �'� ����!�
���� 
 ���������
��	�
���� 	�

��� 

λ 1 = 7 , λ 2 = 6 , λ 3 = 2 . C�� '� ���	���� ��
�/�
� ���������-


��	�
���� 	�

��� ������� A .  



 

8
������� ��
��  
 
 ��� ��	�

���� �����
�+�!� �� ��
�
/���� ��
�	��� 
��-

������!� ���	���� λ 1  ������� A  � 
������
���/?�!� ��� 


��
������!� ������� nX x x x Τ
1 1 2= ( , , …, )  ��'�� ��
�������-


� ������������ �������, ���������� 
��������. �� 
�
���� 
� 

���/?��. B ��	�
��� ��
���!� ����
�'���� � �
������ 
������� X 1  ����� �������
���� ������ 

X x x(0) (0) (0)
1 1 2= ( , ,…,

 

nx (0) Τ)

 � 
����� ��

�������
���
�� ����
�'����  
k kX � X X � X X � X(1) (0) (2) 2 (0) ( ) (0)

1 1 1 1 1 1= , = , …, = , …    (1) 
%

� ;�� ��

�������
���
�� �������� 
�����
� ��� k → ∞  � 
������� X 1 , �� �� ����� �
����� 
��
������� ��������, � �
� 

������
���/?�� ��������� �������� ��

�������
���
�� (1) 
����� ����
����
� 
�����+����  

lim
k

i
k

ik

x
i n

x
λ 1

( )

( −1)
→ ∞

= , = 1, 2,…, .    (2) 

B ��	�
��� ������� X 1  ����
�'���� ��'�� ������� ������ 
k kX � X( ) (0)

1 1=  ��� ��
����	�� ��
�+�� ���	���� k , � �� 
��-


������� ���	���� λ 1  — 
/��� �� 
�����+����  
k

i
k

i

x
i n

x

( )

( −1) , = 1, 2,…,

,      (3) 

�
� 
������ ���D����	�
��� ����� ����+����, �. �. ��
�'���  
kn

ik
k

i i

x

n x
λ λ1

( )
( )
1 ( − 1)

=1

1
=≈ � .     (4) 

�����

 ����
�����
���/�, ��!�� k( − 1) -� � k -� ����
�'���� 
� λ 1  ��
����	�� ��
� ��
�	�/�
� ���� �� ���!�!�.  
 %

� �����

 ���'��
� ��
����?��
�, ��

����� 
�!�� ��-
������ �� 
�
��� “���!�/?��” ���	����� ����+���� (3) ��� 
��������� k , �� 

����� �������� ��	�
���� ������ X (0)

1  � 
�����

 ���������.  



 

F���� ����'��� 	��������!� ��
�� �� ��
�
/���� ��
�	��� 
��������� �������� k� X (0)

1 , k = 1, 2,… , ���!�� ��
�
�������� 

�
� �� ���������� ����'��� �� �����-
��� 	�

� kα , ����+�� 
�������. &�������, ������� ���������
� ��
���� �
�� ����-
����� ������� k� X (0)

1  �� ����
� �!� ������ ���������� �
� 
������������ ;��� ��������. ��� ;��� ���
�� ��

�������
�-
��
�� �������� (1) ��
�	�/� ��

�������
���
�� ��������  

k k
kY � X Y � X Y � Xα α α(1) (0) ( 2) 2 (0) ( ) (0)

1 1 1 1 2 1 1 1= , = , …, = , … . 
�
� ��
�	���� ����
�'���� � 
��
�������� ���	���/ λ 1  � 

;��� 

�	�� 

����� ����� ����+���� 
������
���/?�� ����-
����� �������� k� Y ( )

1  � kY ( )
1 , � �� ������ X 1  — ������ kY ( )

1  

�
� k� Y ( )
1 . "�
�� ��������� ������������ �� ;��� ��'�� 

����� � [3] � [34]. E�� '� ��'�� �����������
� 
 ���
�	���� 
����D�������� 
�������!� ������ � 
 �������� 
�������� 
�������.  
 �������� ���
������� ��

����������!� ������.  
 ��
�� ���
�����
���� ���������� ������� A  n -!� ������� 
����� ��
��/ 
�
���� 
������ ������
���� 
��
������� ���-
����� ne e e1 2, , …,′ ′ ′ , 
������
���/?�� 
��
������� ���	����� 

nλ λ λ1 2, , …, . E���� �������, ����
��/�
� 
�����+����  

i i iAe e i nλ= , = 1, 2,…,′ ′ .      (5) 

"���� ������
�!���, 	�� ����
��/�
� ���'� �������
���  

nλ λ λ λ1 2 3> ≥ ≥ … ≥ .     (6) 

B ���
����
��� nE  
 ����
�� ne e e1 2, , …,  ������� �������
�-

��� ������ X (0)
1  � ���
�'�� �!� �� ����
� ne e e1 2, , …,′ ′ ′  
��
�-

������ �������� ������� A . E�!�� ��
�	��  
n

n n j j
j

X c e c e c e c e(0)
1 1 1 2 2

=1

= + + …+ =′ ′ ′ ′� .    (7) 



 

��
����� ��

�������
���
�� �������� X (1)
1 , X (2)

1 ,…,  kX ( )
1 , 

… 
 ����?�/ ������������ ���������  
k k kX � X � X k( ) ( ) (0)

1 1 1
−1= = , = 1, 2,…  

*	������ 
�����+���� (1), (5) � (7), ��
�	��  
n

j j j
j

k k kX � X c e kλ( ) (0)
1 1

=1

= = , = 1, 2,…′�    (8) 

��
�� � ����
� ne e e1 2, , …,  ���
����
��� nE  ������ kX ( )
1  ���-

�� 
��
��� ��������� k k k
nx x x( ) ( ) ( ) Τ

1 2( , , …, ) , � 
��
������� ���-
��� je′  — 
��
��� ��������� j j n jα α α Τ

1 2( , , …, ) , �. �. ������  
n

j i j i
i

e eα
=1

′ = � .  

���
���
�� ;�� ����'���� �
� je′  � �����
��� (8), ��
�	��  
n n n n

j j i j i i j i j j
j i i j

k k kX c e e c kλ α α λ( )
1

=1 =1 =1 =1

, = 1, 2,…= =� � � � .  

��
/�� �����, 	�� i -� ����������� ������� kX ( )
1  ��
���
�  

n

i j i j j
j

k kx c α λ
=1

( ) = � .       (9) 

L��
�!�	�� ��
�	��  
n

i j i j j
j

k kx c α λ
=1

( + 1) + 1= � .      (10) 

�����
�� �����
��� (10) �� �����
��� (9), ������ � 
�����-
+���/  

i i n i n n

i i n i n n

k k k

k k k

x c c

x c c

α λ α λ
α λ α λ

1 1 1

1 1 1

( + 1) + 1 + 1

( )

+…+
=

+…+
.    (11) 



 

������
�'��, 	�� c 1 ≠ 0  � iα 1 ≠ 0 . C��!� ��'�� ������
�, 

������� ���
�'�?�� ������� �
������ ������ X ( 0 )
1  � ����
 

ne e e1 2, , …,  ���
����
��� nE . �����
��� (11) ����������� � 
����  

i i n

i ii

i i i

i i

k k

n n
k

k kk

n n n

c c

c cx

x c c

c c

α λ α λ
α λ α λ

λ
α λ α λ
α λ α λ

2 2

1 1
1

2 2

1 1

+ 1 + 1

2
( + 1)

1 1 1 1
( )

2

1 1 1 1

1 + + … +

=

1 + + … +

⋅

� � � �
� � � �� � � �
� � � �

� � � �
� � � �� � � �
� � � �

. (12) 

��
/�� 

�����, 	�� ��� λ λ1 2>   

lim i

i

k

k
k

x
i n

x
λ 1

( + 1)

( )
→ ∞

= , = 1, 2,…, ,  

�
� ����
�'����  

i

i

k

k

x
i n

x
λ 1

( + 1)

( ) , = 1, 2,…,≈ .  

>� ����
�'����� ���	���� λ 1  ��'�� ����� ��������� �� ;��� 
D����
� ���	���� ��� 
/��� i n= 1, 2,…,  �
� 
������ ���D��-
��	�
��� ;��� ���	����.  

B����� k kX � X( ) (0)
1 1=  ����
�'���� ����
���
��� 
���� 
��-


������� ������ e1′  ������� A , 
������
���/?�� 
��
������-

�� ���	���/ λ1 . ���
�����
���, �� �����
��� (8) ��
�	���  
n

j j j
j

k k k kX � X c e c eλ λ( ) (0)
1 1 1 1 1

= 2

= = + =′ ′�   

n
j

j
j

k

jk c
c e e

c

λ
λ

λ1 1
= 2 1

1
1

+′ ′=
� �� �
� �� �� �� �� �� �

� .   (13) 



 

��
��
��� 

k

jλ
λ 1

→ 0
� �
� �� �
� �

 ��� k → ∞ , �� ��� ��
����	�� ��
�-

+�� ���	���� k   
k k kX � X c eλ( ) (0)

1 1 1 1 1= ≈ ′ ,  

�. �. ������ k kX � X( ) (0)
1 1=  �����������
�� 
��
�������� ���-

���� e 1′ , ������
�'�?��� 
��
�������� ���	���/ λ 1 , �, 

�-
������
���, ���'� ��
���
� 
��
������� ��������, ������
�-
'�?�� 
��
�������� ���	���/ λ 1 .  
 B 

�	��, ��!�� �����
�+�� �� ����
/ 
��
������� ���	�-
��� ������� A  ��
���
� s -�������, ���
������� ��

�����-
�����!� ������ ��������
� ���
�!�	��, 
 �����	���
����� 
���	������� � ��������������� ������ 	�
�� �����
��� (11) 
��� �������� � �����
���, 
������
���/?��� �����
��� (12). 
��� ;��� ����
���� 
��������
� ���'���. E� '� ����
��
� � � 
�����
���� (8) � (13).  




����� 1. #�������� ������� ����� �����
�+�� �� ��
�-

/���� ��
�	��� 
��
������� ���	���� λ 1  � 
������
���/?�� 

��� 
��
������� ������ X x x x Τ
1 1 2 3= ( , , )  �������  

A
13 16 16

= − 5 − 7 − 6
− 6 − 8 − 7

� �
� �
� �� �
� �

.  

&�'����. >� ��
���� ����
�'���� ������� X 1  ������ ���-
��� X (0) Τ

1 = (1, 1, 1)  � ��
����� ��

�������
���
�� �������� 
k kX � X( ) (0)

1 1=  ��� k = 1, 2,…,10 . ���	�� �� ��'��� +�!� ��-
	�

�� kλ 1

( )  �� D����
� (4). ����
����� ��������� � ���
. 1.  
 ��� �����, ���	���� kλ 1

( )  ��
��
/�
� ���
� 	�

� − 3 , ���-
	�� λ 1

(8) , λ 1
( 9)  � λ 1

(10)  ��
� ��
�	�/�
� ���� �� ���!�!�. ��;��-
�� �� λ 1  ��'�� ������� λ λ1 1

( 9 ) − 3≈ ≈ , � �� 
��
������� ���-
��� X 1  — ������  

X X � X( ) (0)
1 1 1

9 9= =≈ (157581; − 78762;  Τ− 78789 ) ,  
�
� ������  

X � X (0) Τ
1 1

91
(1; − 0, 49982; − 0, 49999 )

157581
≈ ≈ , 

�
� �����	��� ������  
� X

X
� X

(0)
1 Τ

1 (0)
1

9

9
( 0,8165; − 0, 4081; − 0, 4083)≈ ≈ .  

E��
��� 1 

X (0)
1  � X (0)

1 � X (0)
1

2  � X (0)
1

3  � X (0)
1

4  � X (0)
1

5  

1 45 − 39 261 − 591 2013 
1 − 18 27 − 120 309 − 990 
1 − 21 21 − 129 297 − 1005 

kλ 1
( )  2 − 1,1222 − 5,7599 − 2,3806 − 3,3313 



 


��������	� ����. 1 

� X (0)
1

6  � X (0)
1

7  � X (0)
1

8  � X (0)
1

9  � X (0)
1

10  

− 5751 17589 − 52383 157581 − 472263
2895 − 8772 26217 − 78762 236193 
2877 − 8793 26193 − 78789 236133 

− 2,8813 − 3,0483 − 2,9819 − 3,0068 − 2,9975 
 

��� ��������, ��������, �� ������� � X (0)
1

8  � ������� 
� X (0)

1
9 , 	���� ����'��� ��
�+�� �� ��
�
/���� ��
�	��� ��-

�������, ���
�� ������� � X (0)
1

8  ��'�� ��
� ����� ������  

Y � X(8) (0) Τ
1 1

81
= ( − 1; 0,50049; 0,50003)

52383
≈ .  

E�!�� ���
�� ������� � X (0)
1

9  �� ���
� �� ������  

�Y (8) Τ
1 = ( 3,0082; −1,50358; −1,50409 )   

� �� D����
� (4) ��
�	�
� ��  

λ 1
( 9 ) 1 3,00824 − 1,50358 − 1,50409

= + + − 3
3 − 1 0,50049 0,50003

≈
� �
� �
� �

.  



 

 #�������� ����� � ���������� 
 ��
���� �������
���	 
��'�� ��������� � ��	�

���/ ���!�� 
��
������� ���	���� 
� 
��
������� �������� �������. �
� ���
������� ����!� ���-
���� ��� �������/�
� 

���/?�� �����'�����.  
 =����"
���� 1. I���!���	
�	��
!	� ���������� ����	�� 
A  	 �� ����
���	�������� ����	�� AΤ  
������$�.  

,��
�����. *���
���	�������� ����	�� AΤ  	����, 
 "��-
��� !�����
���, �� �� 
��
������� ������	�, ��� 	 ���-
�	�� A .  
 =����"
���� 2. ;
�	 ��!��� x′  ������
� 
��
������� 
��!����� ����	�� AΤ , ��	�������%	� 
��
�������" �����-
�	$ λ , �. �. �
�	 A x xλΤ =′ ′ , �� ���������
� 
�����3��	� 

x A xλΤ Τ( ) = ( )′ ′ .  

 =����"
���� 3. +��
������� ��!��� x  ����	�� A , ��	-
�������%	� 
��
�������" ������	$ λ , ����������� !�����" 

��
�������" ��!���" x′  ����	�� AΤ , ��	�������%��" 
��-

�������" ������	$ μ λ≠ .  

 E����� �������� � ��
�'���/ ����
� ��(���������. 
��
�� �'� ������� 
��
������� ���	���� λ 1  � 
��
������� 

������ x1  ������� A , ������
�'�?�� ;���� 
��
�������� 
���	���/. �
� ��	�

���� �����!� �� ��
�
/���� ��
�	��� 

��
������!� ���	���� λ 2  � 
������
���/?�!� ��� 
��
������-

!� ������� x2  ������� A  ������ 
�������� ������� �
� �� 


�
���� A E uλΤ
1 1( − ) = 0  
��
������� ������ u1  ������� 

A Τ , ������
�'�?�� 
��
�������� ���	���/ λ 1 , � ��
�'��  

u
x

x u
1

1
1 1

=
( , )

′ .  



 

E��, ��
�������� 
��
������� ������ x 1′  ������� AΤ  ����
�-

������� �

���/ x x x x1 1 1
Τ
1 = 1′ ′( , ) = , ��
��
���  

x u x u
x x

x u x u
1 1 1

1
1 1 1 1

Τ
1Τ

1

( , )
= = = 1

( , ) ( , )
′ . 

��
�� ��
����� �������  
A A x xλ Τ

1 1 1 1= − ( )′ .  

'
� 
��
������� ��!���� nx x x1 2, , …,  ����	�� A  ����-

$�
� 
��
�������	 ��!�����	 ����	�� A1 , ��	��� 
������-

��"$%	� 
��
������� ������	� ��!�� 
������$�
�, �� 	
-
!�$���	�� λ 1 , !������" � ����	�� A1  
������
��"�� �"��-
��� 
��
������� ������	�.  

 &����
�+�� �� ��
�
/���� ��
�	��� 
��
������� ���	���� 
μ1 � ��� ������
�'�?�� 
��
������� ������ 1v  ������� A1  

(�� ����� ��'�� ����� 
�������� �������) ��
�/�
� 
������-

������ ������ �� ��
�
/���� ��
�	��� 
��
������� ���	���-
�� λ 2  � ��� ������
�'�?�� 
��
������� �������� x2  �����-

�� A. # �������� A1 ��'�� ��
������ ���
�!�	�� � �. �. B ���-
!� ��'�� ����� �
� 
��
������� ���	���� � 
��
������� �����-
�� ������� A . ���
��� ����� ������ �� �������.  



 

A
2 − 5 − 3

= − 1 − 2 − 3
3 15 12

� �
� �
� �� �
� �

.  

&�'����. #��	�
� 
�������� ������� �
� ������� A  ���-
��� 
��
������� ���	���� λ 1  � ������
�'�?�� ��� 
��
����-

��� ������ X x x x Τ
1 1 2 3= ( , , ) . �
� ;��!� �� ��
���� ����
�'�-

��� ������� X 1  ������, ��������, ������ X (0) Τ
1 = (1, 1, 1)  � 

��
����� ������� k kX � X( ) (0)
1 1=  ��� k = 1, 2,…,10 . ����
����� 

��	�

���� ��������� � ���
. 2.  
E��
��� 2 

X (0)
1  � X (0)

1  � X (0)
1

2 � X (0)
1

3 � X (0)
1

4 � X (0)
1

5  

1 − 6 − 72 − 540 − 3564 − 22356 
1 − 6 − 72 − 540 − 3564 − 22356 
1 30 252 1728 11016 68040 

 

� X (0)
1

6  � X (0)
1

7  � X (0)
1

8  � X (0)
1

9  � X (0)
1

10  

−137052 −831060 −5012604 −30154356 −181162330 
−137052 −831060 −5012604 −30154356 −181162330 
414072 2501928 15064056 90541800 543723200 

 
E����� �� D����
� (4) ��� k = 10  �������  

λ 1
1 − 181162330 − 181162 330 543723200

+ + 6
3 − 30154 356 − 30154 356 90541800

≈
� �≈ � �
� �

.  

>� ������ X 1  ������ ������  

� X
X

( 0)
1 Τ

1

10

( − 1; − 1; 3)
181162 330

≈ ≈ .  

 F���� ����� 
��
������� ���	���� λ 2  � 
��
������� ���-

��� X 2  ������� A , 
��	�
� �� 
�
���� A E UλΤ
1( − ) = 0  �
� 

 


����� 2. #�������� ������� � 
�	������ 
 ������� �
-
	��������� ����� 
��
������� ���	���� � 
��
������� �����-
�� �������  



 


�������� ������� ������ 
��
������� ������ U Τ
1 = (1; 5; 3 )  

������� AΤ , ������
�'�?�� 
��
�������� ���	���/ λ 1 = 6 , � 
��
�'��  

U
X

X U
1 Τ

1
1 1

1
= = (1; 5; 3)

( , ) 3
′ .  

>���� 
���
�������� �������  

A A X X Aλ Τ
1 1 1 1

−1
1

= − ( ) = − 6⋅ −1 (1; 5; 3) =
33

⋅′
� �
� �
� �� �
� �

 

�
� ������� A1  
�������� ������� ������ 
��
������� ���-

	���� μ 1  � ��� ������
�'�?�� 
��
������� ������ V1 . �
� 

;��!� �� ��
���� ����
�'���� 
��
������!� ������� V1  ������, 

��������, ������ V (0) Τ
1 = (1, 1, 1)  � ��
����� ������� 

k kV � V( ) (0)
1 1=  ��� k = 1, 2, 3 . ����
����� ��	�

���� ��������� 

� ���
. 3.  
E��
��� 3 

V (0)
1  � V (0)

1 1  � V (0)
1 1
2 � V3 (0)

1 1

1 12 36 108 
1 12 36 108 
1 − 24 − 72 − 216 

E����� �� D����
� (4) ��� k = 3  �������  

μ 1
1 108 108 − 216

+ + = 3
3 36 36 − 72
� �≈ � �
� �

  

� �� ������ V1  ������ ������  

� V
V

(0)
1 Τ

1

3

= (1;1; − 2 )
108

= .  



��;���� �
� ������� A  
��
������� ���	���� λ μ2 1= = 3  � 


��
������� ������ X V Τ
2 1= = (1;1; − 2 ) . #��
������� ���	�-

��� λ 3 = 3  ������� A  ������ �� 
�����+����  

a a aλ λ λ1 2 3 11 2 2 3 3=+ + + + ,  

� 
��
������� ������ X Τ
3 = ( 2; −1;1)  — �� 
�
����  

A E Xλ 3( − ) = 0 . 


