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Представлен обзор гиперупругих моделей. Рассмотрены функции энергии деформации для 
моделей неогука, Муни – Ривлина, Йо, Арруда – Бойса, Гента, Огдена, Блатца – Ко, а также по-
линоминальной и гиперпенной моделей.  
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В современном мире в любой отрасли (машиностроении, самолето-
строении, строительстве, медицине, биотехнологиях и т.д.) так или иначе 
присутствуют полимерные материалы. Они являются более технологичными 
и универсальными в применении. Поведение гиперупругих материалов, на-
зываемых еще эластомерами, с точки зрения механики деформируемого тела 
описывается нелинейными законами связи напряжение – деформация [1]. 
В этом случае закон Гука не может применяться, а взаимосвязь между на-
пряжениями и деформациями задается с помощью потенциала энергии де-
формаций [2]. К эластомерам можно отнести каучук, резину, пену. Такие ма-
териалы способны деформироваться на 200–300 %, даже на 700 %, а потом 
возвращаться к исходному состоянию или близкому к нему. 

В организме человека большинство мягких тканей (кровеносные сосуды, 
желчные протоки, ткани сердца, печени, желудка и других органов) [3–5] 
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также считаются гиперупругими. Разнообразные гиперупругие модели ис-
пользуются для оценки механического поведения мягких тканей, и не всегда 
этот выбор является обоснованным. В связи с этим выбор моделей, опреде-
ляющих соотношений для гиперупругих материалов, является актуальной 
задачей в биомеханике и биомедицинском инжиниринге. 

Как известно из литературы, большинство мягких тканей в организме чело-
века (в том числе кровеносные сосуды и желчные протоки) обладают нелиней-
ными эластичными свойствами [3–5]. Целями данной работы являются сравне-
ние и анализ данных моделей в плане их применимости к описанию мягких тка-
ней в организме человека (кровеносных сосудов, желчных протоков). 

Основные определения. Для описания напряженно-деформированного 
состояния гиперупругих материалов необходимо, чтобы зависимость напря-
жений и соответствующих им деформаций выражалась через одну характери-
стику материала, не зависящую от деформации. Для этого удобно использо-
вать относительное удлинение образца (для одноосного удлинения) [2]: 

0

0 0

1 E

L uL

L L

 
      , 

где L  – длина образца после деформации; 0L  – длина образца до деформа-

ции; E  – упругая деформация.  

Существуют три главных относительных удлинения 1 , 2 , 3 , которые 

характеризуют деформацию. Чтобы показать определение главных относи-
тельных удлинений на примере, рассмотрим двухосное растяжение тонкого 
квадратного листа (рис. 1). Главные относительные удлинения 1 , 2  харак-

теризуют деформацию на плоскости, а 3  определяется как отношение тол-

щины 0( / ).t t  Если материал предполагается полностью не сжимаемым, то 3  

должно быть равно 2 . 
В потенциале плотности энергии деформации используются три инвари-

анта деформации: 
2 2 2

1 1 2 3 ,I        

2 1 2 2 3 1 3I          , 

2 2 2
3 1 2 3 ,I      

для несжимаемых материалов 3 1I  .  

Относительное изменение объема равно 
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.
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Рис. 1. Схема двухосного растяжения 

Для теплового расширения тепловая объемная деформация определяется 
по формуле 

 3

th th1 .J     

Эластичная объемная деформация связана с полной и тепловой дефор-
мацией следующим образом: 

total
el

th

.
J

J J
J

   

Напряжения Пиола – Киргофа второго рода ( ijE  – деформации Грина – 

Лагранжа) определяются по формуле [2] 

,ij
ij

W
S

E





 

где W  – потенциал энергии деформации. 
Функции энергии деформации. Рассмотрим некоторые виды потенциалов 

энергии деформации. Для потенциала энергии деформаций нужны определен-
ные типы параметров – константы, характеризующие свойства материала. Число 
констант зависит от выбора функции энергии деформации. 

Полиномиальная модель – это феноменологическая модель, в основе ко-
торой используются первый и второй инварианты деформаций [6]: 

     2

1 2 el
1

1
3 3 1 ,

N Ni j k

ij
i j k k

W c I I J
d 

       

где ,ijc  ,kd  N  – константы материала; 1I , 2I  – первый и второй инварианты 

девиаторных деформаций, вычисляются следующим образом ( 1,  2,  3):p   
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2/3 .p pI J I  

Начальный объемный модуль определяется по формуле 

  0
1

2
,k

d
   (1) 

а начальный модуль сдвига равен 

   0 10 012 c c   .   (2) 

Полиномиальная модель – это наиболее общий вариант записи потенциала 
энергии деформации. Она лежит в основе других известных моделей. 

Модель Муни – Ривлина – одна из наиболее распространенных видов 
потенциала энергии деформации [6]. Рассмотрим ее для тех случаев, когда 
она описывает поведение материала на основе 2, 3, 5 и 9 параметров, 
являющихся его характеристиками. 

Двухпараметрическую модель Муни – Ривлина можно получить из поли-
номиальной модели при 1N  : 

     2

10 1 01 2 el

1
3 3 1 .W c I c I J

d
       

Трехпараметрическую модель Муни – Ривлина можно получить из поли-
номиальной модели при 2N   и когда 20 02 0:c c   

        2

10 1 01 2 11 1 2 el

1
3 3 3 3 1 .W c I c I c I I J

d
          

Пятипараметрическую модель Муни – Ривлина можно получить из по-
линомиальной модели при 2N  : 

     
2

2

1 2 el

1
3 3 1

i j

ij
i j

W c I I J
d

     . 

Девятипараметрическую модель Муни – Ривлина можно получить из 
полиномиальной модели при 3:N   

     
3

2
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d

      

Начальный объемный модуль для всех моделей Муни – Ривлина вычис-
ляется по формуле 

 
2

k
d

 ,   (3) 

а начальный модуль сдвига можно найти по формуле (2). 
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Двухпараметрическая модель Муни – Ривлина хорошо описывает диапа-
зон деформаций растяжения 90–100 %, но достаточно плохо – эффекты жест-
кости материала и поведение материала при сжатии. 

Пяти- и девятипараметрические модели Муни – Ривлина могут быть ис-
пользованы для случаев с деформацией до 100–200 %. Однако эти модели 
требуют большего количества констант, описывающих материал. 

Модель Йо для несжимаемых материалов выглядит следующим образом [7]: 

   2

0 1 el
1 1

1
3 1 .

N Ni i

i
i i i

W c I J
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Как правило, для этой модели принимают 3,N   начальный объемный 

модуль для этого случая вычисляется по формуле (1), а начальный модуль 
сдвига можно найти как 

0 102c  . 

Модель неогука можно получить из полиномиальной модели при 1N  , 

01 0c   и 10 /2c    [8]: 

   2

1 el

1
3 1 ,

2
W I J

d


     

где начальный объемный модуль определяется по формуле (3).  
Это самая простая гиперэластичная модель, в которой используется по-

стоянный модуль сдвига. Ее достаточно удобно использовать на начальном 
этапе, поскольку она требует минимального количества констант. Существу-
ет ограничение по применению модели неогука: она может применяться 
только для деформаций в диапазоне до 30–40 % и до 80–90 % чистого сдвига. 

Модель Арруда – Бойса – это модель, основанная на статистической ме-
ханике [9, 10]. Она предполагает, что элементарный объем материала 
кубической формы содержит 8 негауссовых цепочек, проходящих из центра 
элемента к его углам. Модель может применяться для деформаций в 
диапазоне до 300 %. Модель Арруда – Бойса в упрощенном виде для пяти 
слагаемых функции Ланжевена имеет вид 
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C  ;  L  – пре-

дельное растяжение сети (это удлинение, при котором напряжения начи-
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нают увеличиваться без ограничения). Начальный модуль сдвига опреде-
ляется следующим образом: 

,nk    

где n  – функция плотности цепи; k  – постоянная Больцмана;   – темпера-
тура. При ,L  стремящейся к бесконечности, модель Арруда – Бойса стано-

вится моделью неогука. 
Модель Гента – это микромеханическая модель, подобная модели Арру-

да – Бойса, основанная на предельном растяжении сети [8]: 

2
el1

el

13 1
ln 1 ln ,

6 2
m

m

EI JI
W J

I d

   
           

 

где E   – начальный эластичный модуль для несжимаемых материалов, 

03 ;E    mI  – предельное значение для 1( 3)I  , аналогично L  для модели Ар-

руда – Бойса. При увеличении натурального логарифма модель Гента будет по-
добна модели Йо. Коэффициенты зависят от функций mI . Модель Гента подхо-

дит для деформаций в диапазоне до 300 %. 
Модель Огдена – феноменологическая модель, основывающаяся на глав-

ных относительных удлинениях [12] в большей степени, чем на инвариантах 
деформаций: 

   2

1 2 3 el
1 1

1
3 1 ,i i i

N N
ii

i ii i

W J
d

  

 


        

   

где начальный объемный модуль определяется по формуле (1), начальный 
модуль сдвига – следующим образом: 

1
0 2

N

i i
i

 
 


, 

а девиаторные главные относительные удлинения определяются как 

1

3 p

p J
 

  . 

При 1N  , 1   , 1 2   модель Огдена приводится к неогуковской 

модели, при 2N  , 1 102c  , 1 2  , 1 012c   , 1 2    переходит в модель 

Муни – Ривлина с двумя параметрами. Модель Огдена является наиболее 
точной, но требует больших вычислительных ресурсов. В основном она при-
меняется для деформаций свыше 700 %. 



2017  MASTER`S JOURNAL  № 1 
 
 

236 

Гиперпенная модель очень похожа на модель Огдена для несжимающих-
ся материалов [13]: 

    /3
1 2 3el el

1 1

3 1 ,
i i i

i i i

N N
i i

i ii i i

W J J
    

 

 
        

     

где начальный объемный модуль и начальный модуль сдвига определяются 
соответственно: 
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Эта модель предназначена для моделирования поведения сильносжи-
мающегося каучука. 

Модель Блатца – Ко наиболее применима для сжимаемых полиуретано-
вых форм каучуков [13]: 

2
3

3

2 5 ,
2

I
W I

I

 
   

 
 

где   – модуль сдвига. 
Модель Блатца – Ко можно считать подвидом гиперпенной модели при 
1N  , 1 2   , 1 0,5  , 1   . 

Из приведенного обзора потенциалов энергии деформаций видно, что 
одними из наиболее важных факторов при выборе модели, описывающей по-
ведение эластомера под нагрузкой, являются уровень деформаций материала 
и диапазон их изменений. 

Определение параметров гиперупругих моделей на основе эксперимен-
тальных данных. Эластомеры активно используются во всех сферах нашей 
жизни. К таким материалам также можно отнести биоматериалы, например 
кровеносные сосуды (как правило, они проявляют вязкоупругие свойства). 
В качестве примера рассмотрено поведение правой позвоночной артерии при 
одноосном растяжении, результаты эксперимента взяты из работы [14]. По из-
вестной экспериментальной кривой нагружения были определены константы в 
потенциалах энергии деформации в программе ANSYS с помощью процедуры 
Curve Fitting. Результаты представлены в таблице и на рис. 2. На диаграммах 
(см. рис. 2) видно, что наиболее точно описывают экспериментальную кри-
вую полиномиальные модели 2 и 3-го порядка, а также пяти- и девятипара-
метрические модели Муни – Ривлина. Как уже упоминалось, указанные мо-
дели Муни – Ривлина получаются из полиномиальной модели при 2N   
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и при 3N   соответственно, поэтому вполне закономерно совпадение кри-
вых нагружения. Модель Йо 3-го порядка также хорошо характеризует пове-
дение материала при растяжении для достаточно больших деформаций, но 
при малых деформациях (до 50 %) имеет существенные отклонения. Модели 
неогука, Арруда – Бойса, Гента, Огдена, а также модели Йо 1 и 2-го порядка 
для этого материала не подходят. Полиномиальная модель 1-го порядка, двух- 
и трехпараметрические модели Муни – Ривлина в данном случае неправильно 
характеризуют поведение материала для малых деформаций (до 50 %). Можно 
сделать вывод о том, что для описания поведения артерий при растяжении луч-
ше всего подходят потенциалы энергии деформации на основе полиномиаль-
ной модели и модели Муни – Ривлина более высокого порядка. 

Константы для потенциалов энергии деформации 
при одноосном растяжении правой позвоночной артерии 

Потенциал энергии 
деформации 

Константы, 
характеризующие
свойства материала

Комментарии 

Двухпараметрическая 
модель Муни – Ривлина

4
10 6,8 10С    Па, 

5
01 9,6 10С     Па

Модель не подходит для описания малых 
деформации материала (в пределах  де-
формации до 50 %); кроме того, отсутст-
вует точка перегиба кривой нагружения 

Трехпараметрическая 
модель Муни – Ривлина

5
10 8,1 10С    Па, 

6
01 1, 2 10С     Па,

4
11 1,5 10С     Па 

Модель не подходит для описания малых 
деформации материала (в пределах де-
формации до 50 %); кроме того, отсутст-
вует точка перегиба кривой нагружения 

Пятипараметрическая 
модель Муни – Ривлина

5
10 7,7 10С     Па, 

5
01 9,1 10С    Па, 

5
20 2,7 10С     Па, 

6
11 1,03 10С    Па, 

5
02 5,9 10С     Па 

Модель хорошо описывает эксперимен-
тальную кривую нагружения 

Девятипараметрическая 
модель Муни – Ривлина

6
10 4,8 10С     Па, 

9
11 1,4 10С    Па, 

6
01 5,04 10С    Па, 

7
12 1,5 10С    Па, 

8
20 7,1 10С     Па, 

6
21 9,9 10С    Па, 

8
02 6,9 10С     Па, 

6
30 1,2 10С     Па,

7
03 4,8 10С     Па

Модель хорошо описывает эксперимен-
тальную кривую нагружения 
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Продолжение таблицы 

Потенциал энергии 
деформации 

Константы, 
характеризующие
свойства материала

Комментарии 

Модель неогука 54,9 10    Па Не подходит для описания данного мате-
риала 

Полиномиальная 
модель 1-го порядка 

5
10 6,8 10С    Па, 

5
01 9,6 10С     Па

Модель не подходит для описания малых 
деформации материала (в пределах  де-
формации до 50 %); кроме того, отсутст-
вует точка перегиба кривой нагружения 

Полиномиальная 
модель 2-го порядка 

5
10 7,7 10С     Па,

5
01 9,1 10С    Па, 

5
20 2,7 10С     Па, 

5
02 5,9 10С     Па,

6
11 1,03 10С    Па 

Модель хорошо описывает эксперимен-
тальную кривую нагружения 

Полиномиальная 
модель 3-го порядка 

6
10 3,9 10С     Па, 

6
01 4,1 10С    Па, 

8
20 8,7 10С     Па, 

8
02 8,6 10С     Па,

6
30 1,3 10С    Па, 

7
03 6,5 10С     Па,

7
21 1,1 10С    Па, 

8
12 1,9 10С    Па, 

9
11 1,7 10С    Па 

Модель хорошо описывает эксперимен-
тальную кривую нагружения 

Модель Йо 1-го порядка 5
10 2, 4 10С    Па Не подходит для описания данного ма-

териала 
Модель Йо 2-го порядка 4

10 8,8 10С    Па, 
4

20 2, 4 10С    Па 

Не подходит для описания данного ма-
териала 

Модель Йо 3-го порядка 4
10 5,8 10С     Па, 

4
20 8,1 10С    Па, 

3
30 5,9 10С     Па

Модель достаточно хорошо характери-
зует поведение материала при больших 
деформациях, но не подходит для ма-
лых деформаций материала (в пределах 
деформации до 50 %) 

Модель Огдена 
1-го порядка 

4
1 8,2 10    Па, 

1 4,04   

Не подходит для описания данного ма-
териала 



2017  MASTER`S JOURNAL  № 1 
 
 

239 

Окончание таблицы 

Потенциал энергии 
деформации 

Константы, 
характеризующие
свойства материала

Комментарии 

Модель Огдена 
2-го порядка 

1 66,6   Па, 

1 10,6,   

2 61,2   Па, 

2 10,6   

Не подходит для описания данного ма-
териала 

Модель Огдена 
3-го порядка 

1 98,5   Па, 

1 9,8,   

2 98,5   Па, 

2 9,8,   

3 98,5   Па, 

3 9,8   

Не подходит для описания данного ма-
териала 

Модель Арруда – Бойса 52,3 10    Па, 

1,7L   

Не подходит для описания данного ма-
териала 

Модель Гента 54,9 10    Па, 
256,9 10mJ    

Не подходит для описания данного ма-
териала 

 
                                     а                                                                      б 

Рис. 2. Сравнение экспериментальной диаграммы растяжения 
с диаграммами растяжения, полученными при применении модели: 

а – неогука; б – Муни – Ривлина (см. с. 240) 
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Рис. 2. Окончание: в – Йо; г – Огдена; д – полиноминальной 

Выводы. Основная проблема, возникающая при исследовании мягких 
тканей организма человека, – это выбор гиперупругой модели, которая бы 
хорошо описывала поведение биоматериала. Для частично или полностью 
сжимаемых эластомеров можно выбирать между феноменологическими 
и микромеханическими моделями, основанными на инвариантах деформаций 
и главных относительных удлинениях (рис. 3). 
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Рис. 3. Классификация моделей 

Модель неогука – самая простая модель, ее применяют одной из первых, но 
она хорошо характеризует поведение материала лишь для малых деформаций 
(до 30–40 %). Двухкомпонентная модель Муни – Ривлина также широко исполь-
зуется для деформаций до 100 %, хотя не подходит для описания влияния 
эффектов жесткости. Для деформаций в пределах 200 % удобно использовать 
пяти- и девятикомпонентные модели Муни – Ривлина. Полиномиальная мо-
дель также лучше характеризует случаи больших деформаций. Трехкомпо-
нентная модель Йо хорошо подходит для значений больших удлинений, но не 
подходит для малых деформаций. Кроме того, необходимые параметры мате-
риалов для этой модели довольно сложно получить. Модели Арруда – Бойса 
и Гента подходят для случаев и малых и больших удлинений, лучше всего 
использовать их для деформаций в пределах 300 %. Модель Огдена основы-
вается на главных удлинениях и дает очень хорошую аппроксимацию кривой, 
но требует больших вычислительных ресурсов, применяется для деформаций 
свыше 700 %. Для сжимаемых вспененных полиуретановых каучуков подхо-
дит модель Блатца – Ко. Другие высокосжимаемые эластомерные пены опи-
сываются гиперпенной моделью. 

Для описания поведения биоматериалов, в частности для артерий, как 
было рассмотрено для правой позвоночной артерии, лучше всего использо-
вать феноменологическую полиномиальную модель или модель Муни – Рив-
лина более высокого порядка.  
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