
ОСНОВНЫЕОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯПОНЯТИЯ МАТЕМАТИЧЕСКОГОМАТЕМАТИЧЕСКОГО АНАЛИЗААНАЛИЗА

МНОЖЕСТВОМНОЖЕСТВО ФУНКЦИЯФУНКЦИЯ

ЧИСЛОЧИСЛО ПЕРЕМЕННАЯПЕРЕМЕННАЯ ВЕЛИЧИНАВЕЛИЧИНА

понятияпонятия, , которыекоторые можноможно описатьописать, , ноно нельзянельзя строгострого
определитьопределить, , тактак каккак любаялюбая попыткапопытка датьдать строгоестрогое

определениеопределение неизбежнонеизбежно сведётсясведётся кк заменезамене определяемогоопределяемого
понятияпонятия емуему эквивалентнымэквивалентным



ПонятиеПонятие множествамножества

a M элементэлемент аа принадлежитпринадлежит множествумножеству MM

a M элементэлемент аа нене принадлежитпринадлежит множествумножеству MM

«Под многообразием или множеством я понимаю
вообще всякое многое, т.е. всякую совокупность
определённых элементов, которая может быть связана
в одно целое с помощью некоторого закона». 

Георг Кантор

используетсяиспользуется длядля описанияописания совокупностисовокупности
предметовпредметов илиили объектовобъектов



СПОСОБЫСПОСОБЫ ЗАДАНИЯЗАДАНИЯ

1) указанием признаков (характеристических свойств),
присущих всем элементам множества и только им

 { | ( )}M x P x где P(x) – свойство
2{ | , 4 0}   A x x R x

2) перечислением всех элементов множества
(если это возможно) { ; ; }M a b 

{ 2; 2}A  



ПустоеПустое множествомножество 

конечноеконечное множествомножество

бесконечноебесконечное множествомножество

2{ | , 1 0}B x x R x   

N −− множествомножество натуральныхнатуральных чиселчисел

   { | , 0 4}A x x R x

{ | , 0 4}C x x N x   

R −− множествомножество действительныхдействительных чиселчисел

 {1; 2; 3; 4}



ОперацииОперации наднад множествамимножествами

A B множествомножество АА равноравно множествумножеству BB

Определение 1.     ДваДва множествамножества AA ии BB называютсяназываются равнымиравными,,

СвойстваСвойства отношенияотношения равенстваравенства множествмножеств::

1. A A

     2. A B B A

         3. иA B B С A C

рефлексивностьрефлексивность

симметричностьсимметричность

транзитивностьтранзитивность

еслиесли каждыйкаждый элементэлемент множествамножества AA являетсяявляется
элементомэлементом множествамножества BB ии, , наоборотнаоборот, , каждыйкаждый

элементомэлементом множествамножества AA..элементэлемент множествамножества BB являетсяявляется



Определение 2. МножествоМножество АА называетсяназывается подмножествомподмножеством

A B

A B A B A B    

множествомножество АА являетсяявляется подмножествомподмножеством
множествамножества BB

Определение 3.    ОбъединениемОбъединением двухдвух множествмножеств АА ии ВВ называетсяназывается

C A B 

множествамножества ВВ, , еслиесли каждыйкаждый элементэлемент множествамножества АА
являетсяявляется элементомэлементом множествамножества ВВ. . 

ОтношениеОтношение включениявключения 

ОтношениеОтношение строгогострогого включениявключения

множествомножество СС, , состоящеесостоящее изиз элементовэлементов, , которыекоторые
принадлежатпринадлежат хотяхотя быбы одномуодному изиз этихэтих множествмножеств. . 

{ | ( ) ( ) (( ) ( ))}C A B x x A x B x A x B        



C A B 

\C A B

Определение 4.    ПересечениемПересечением двухдвух множествмножеств АА ии ВВ называетсяназывается
множествомножество СС, , состоящеесостоящее изиз элементовэлементов, , которыекоторые
принадлежатпринадлежат обоимобоим множестваммножествам одновременноодновременно. . 

{ | ( ) ( )}C A B x x A x B    

Определение 5.    РазностьюРазностью двухдвух множествмножеств АА ии ВВ называетсяназывается
множествомножество СС, , состоящеесостоящее изиз элементовэлементов множествамножества

АА, , нене принадлежащихпринадлежащих множествумножеству ВВ. . 

\ { | ( ) ( )}C A B x x A x B    

ПРИМЕР
 {1; 2; 3; 4; 5}A  {3; 4; 5; 6; 7}B

 {1; 2; 3; 4; 5; 6; 7}A B
 {3; 4; 5}A B \ {1; 2}A B 



U

A B

U

A B A B

U

A BA B \A B

ДиаграммыДиаграммы ЭйлераЭйлера -- ВеннаВенна

A

A

A Дополнение множества А до
универсального множества

\ { | }  A U A x x A

U

U - Универсальное множество



СвойстваСвойства операцийопераций наднад множествмножествамиами

 1. A B B A

   2. ( ) ( )A B C A B C

 3. A B B A

   4. ( ) ( )A B C A B C




    
    

5. ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

A B C A B A C

A B C A B A C







6. A A A

A A A

  
 




7. A

A A







8. A U U

A U A

 








9. A A

A A U

A A

 

 

10. U

U



ЧисловыеЧисловые множествамножества

 Множество натуральных чисел N
Бог создал натуральные числа,
а всё остальное – дело рук человеческих

Л. Кронекер

NN = = {{1, 2, 3, 1, 2, 3, ……}}

множествомножество NN упорядоченоупорядочено, , тт..ее..

, ( ) ( ) ( )a b N a b a b a b       



 Множество целых чисел Z 

ZZ = = {0, {0, ±± 1, 1, ±± 2, 2, ±± 33, , ……}}

N Z

 Множество рациональных чисел Q

, ,     
 

pQ q q p Z n N
n

1 0,25
4


1 0,3333.... 0,(3)
3
 

N Q

Z Q

1 2 1 2, :q q Q q Q q q q     
АксиомаАксиома плотностиплотности



 Множество иррациональных чисел

2

2,7182818285....e  3,1415926536.... 

5 1
2
 золотоезолотое сечениесечение

 Множество действительных чисел R
• аксиомы:

1. упорядоченности: 
2. плотности
3. полноты

,x y R  ( ) ( ) ( )x y x y x y    
, ( , ) :x y R x y x y c R x c y       

, ( , ) :X Y R X Y    
( ), ( ):x X y Y x y    

:a R x a y   

       x R x



   ( ; ) { | , }a b x x a x b

   [ ; ) { | , }a b x x a x b

   ( ; ] { | , }a b x x a x bполуинтервалы

интервал

отрезок

изображениеобозначениеназвание

[ ; ] { | , }a b x x R a x b   

);( R

ПодмножестваПодмножества числовойчисловой прямойпрямой

    [ ; ) { | , }a x x x a

    ( ; ) { | , }a x x x a

   ( ; ] { | , }b x x x b

   ( ; ) { | , }b x x x b



примерпример
Найти объединение и пересечение множеств

[0; 5]A  (1; 6)B 

 (1; 5]A B

[0; 6)A B 



МощностьМощность множествамножества

Определение 1.    МножестваМножества АА ии ВВ называютсяназываются эквивалентнымиэквивалентными,,
еслиесли междумежду ниминими существуетсуществует взаимновзаимно однозначноеоднозначное
соответствиесоответствие, , тт..ее. . a A b B  

b B a A  
Обозначение: ~A B

M :n N   ~ 1, 2,...,M n

nn –– мощностьмощность множествамножества MM

M M конечноеконечное множествомножество



Определение 2.    МножествоМножество, , эквивалентноеэквивалентное множествумножеству
натуральныхнатуральных чиселчисел, , называетсяназывается счётнымсчётным. . 

множество Z счётноПример

Z:     0   -1   1   -2   2   -3   3   … -n n …

N:     1
 Z ~ N

2n2 3 4 5 6 7 … 2n+1   …

ТеоремыТеоремы::

1. 1. ВсякоеВсякое подмножествоподмножество счётногосчётного множествамножества конечноконечно илиили счётносчётно

2.2.ВсякоеВсякое бесконечноебесконечное множествомножество содержитсодержит бесконечноебесконечное счётноесчётное подмножествоподмножество

3. 3. МножествоМножество действительныхдействительных чиселчисел, , заключенныхзаключенных междумежду 0 0 ии 1, 1, несчётнонесчётно

4. 4. МножествоМножество действительныхдействительных чиселчисел равномощноравномощно любомулюбому
конечномуконечному интервалуинтервалу

5. 5. МножестваМножества точекточек любыхлюбых двухдвух отрезковотрезков числовойчисловой прямойпрямой равномощныравномощны
Мощность континуум



§§5. 5. ПонятиеПонятие функциифункции

величины

постоянныепостоянные
переменныепеременные

x
y

переменныепеременные величинывеличины

X Y

ff



Если каждому элементу х из множества Х
по определённому правилу или закону f
ставится в соответствие один элемент у из
множества Y, то говорят, что на множестве Х задана
функция f

y = f(x)
x
y

аргумент независимая переменная
функция зависимая переменная

множество значений, принимаемых
независимой переменной

ОбластьОбласть определенияопределения
функциифункции

множество значений, принимаемых
зависимой переменной

ОбластьОбласть значенийзначений
функциифункции

( )D f

( )E f



Способы задания функции

ЗАДАТЬ ФУНКЦИЮ –
указать область её определения и правило,
по которому по данному значению
независимой переменной можно найти
соответствующее ему значение функции

 аналитическийаналитический
 табличныйтабличный
 графическийграфический



Аналитический способ
заключается в том, что зависимость
между переменными величинами
задаётся с помощью формулы, 
указывающей, какие действия надо
выполнить над аргументом, чтобы
получить соответствующее ему
значение функции. 2( ) 4S R R 

2y x


 



, 1,
( )

2 , 1

x x
f x

x x

y = f(x)

0 0( )f x y




0
0x x

y y



Табличный способ
заключается в том, что зависимость между
переменными задают с помощью таблицы

70,264,960,159,859,3y
252015105x

зависимость температуры (y, C°) корпуса
работающего агрегата
от времени (x, мин.) измерения



Графический способ состоит в том, что соответствие
между переменными х и у задаётся с помощью

графика функции. 

ГрафикГрафик функциифункции y = f(x) ( ; ( ))x f x



§§6. 6. ОсновныеОсновные характеристикихарактеристики поведенияповедения функциифункции

Одной из основных задач математического анализа
является анализ функций. Изучить или

проанализировать заданную функцию означает
охарактеризовать ход её изменения (её поведение)
при изменении независимой переменной и в случае
необходимости построить график данной функции. 



ЧЁТНОСТЬЧЁТНОСТЬ--НЕЧЁТНОСТЬНЕЧЁТНОСТЬ

( ) ( )f x f x  ЧётнаяЧётная функцияфункция

( ) ( )f x f x   НечётнаяНечётная функцияфункция

ГрафикГрафик симметриченсимметричен относительноотносительно осиоси OyOy

ГрафикГрафик симметриченсимметричен относительноотносительно началаначала координаткоординат

2 1y x        2 2( ) ( ) 1 1 ( )f x x x f x

3y x x 
3 3 3( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x x x x x x x f x            



ПЕРИОДИЧНОСТЬПЕРИОДИЧНОСТЬ

Функция

если для любого значения аргумента

( )f x называется

периодическойпериодической сс периодомпериодом TT

значения этой функции в точках

, ,x x T x T 
равны

( ) ( ) ( )f x f x T f x T   
TT основнойосновной периодпериод



ВОЗРАСТАНИЕВОЗРАСТАНИЕ--УБЫВАНИЕУБЫВАНИЕ

Функция называется возрастающейвозрастающей на интервале ,
если большему значению аргумента из этого интервала
соответствует большее значение функции

Функция называется убывающейубывающей на интервале ,
если большему значению аргумента из этого интервала
соответствует меньшее значение функции

возрастающаявозрастающая убывающаяубывающая

2 1x x  2 1( ) ( )f x f x

2 1x x  2 1( ) ( )f x f x

монотонныемонотонные



ОГРАНИЧЕННОСТЬОГРАНИЧЕННОСТЬ

ФункцияФункция yy = = ff((xx)) называетсяназывается ограниченнойограниченной снизуснизу нана множествемножестве
ХХ, , еслиесли

: ( )m R x X f x m     

ФункцияФункция yy = = ff((xx)) называетсяназывается ограниченнойограниченной сверхусверху нана множествемножестве
ХХ, , еслиесли

: ( )M R x X f x M     

ФункцияФункция yy = = ff((xx)) называетсяназывается ограниченнойограниченной нана множествемножестве ХХ,,
еслиесли

( 0) : ( )C R C x X f x C      

( )m f x M 



ФункцияФункция ограниченаограничена снизуснизу ФункцияФункция ограниченаограничена сверхусверху

ФункцияФункция ограниченаограничена



неограниченнаянеограниченная функцияфункция



§§7. 7. СложнаяСложная, , неявнаянеявная ии обратнаяобратная функциифункции

СЛОЖНАЯСЛОЖНАЯ ФУНКЦИЯФУНКЦИЯ композициякомпозиция

D(y) E(y)

ff
x

y

u

E(u)

  ( ) ( ( ))y g x f x

  ( ), ( )y f u u x

промежуточныйпромежуточный аргументаргумент

внутренняявнутренняя функцияфункция
3sin(2 1)y x 

siny u 32 1u x 

1tg
1

x
xy e






ОБРАТНАЯОБРАТНАЯ ФУНКЦИЯФУНКЦИЯ

ФункцияФункция yy = = ff((xx))

( )x D y ( )y E y
x
y

аргументаргумент
функцияфункция

ФункцияФункция xx = = φφ((yy))



НЕЯВНАЯНЕЯВНАЯ ФУНКЦИЯФУНКЦИЯ

( , ) 0F x y


 ( )y f x

24 1 0y x  

 0x   
1

4
y

 1x   0y

2 1

4

x
y






§§8. 8. ОсновныеОсновные элементарныеэлементарные функциифункции

ЭлементарнойЭлементарной функциейфункцией называется функция, 
которая может быть задана одной формулой
у = f(x) , где f(x) – выражение, составленное из
основных элементарных функций и
действительных чисел с помощью конечного
числа операций сложения, вычитания,
умножения, деления и взятия функции от функции.



СТЕПЕННАЯСТЕПЕННАЯ ФУНКЦИЯФУНКЦИЯ
2ny x

1. 2n 

Чётная

Область определения R

Область значений [0; )

Ограничена снизу осью Ох

y x

Возрастает на (0; )
Убывает на ( ; 0)



СТЕПЕННАЯСТЕПЕННАЯ ФУНКЦИЯФУНКЦИЯ
2 1ny x 

2. 2 1n  

Нечётная

Область определения R

Область значений R

Не ограничена

y x

Возрастает на R



СТЕПЕННАЯСТЕПЕННАЯ ФУНКЦИЯФУНКЦИЯ
2

1
ny

x


3. 2n  

чётная

Область определения

Ограничена снизу осью Ох

(0; )

( ;0) (0; ) 

y x

Область значений

Возрастает на

(0; )Убывает на

( ; 0)



СТЕПЕННАЯСТЕПЕННАЯ ФУНКЦИЯФУНКЦИЯ

y x
4. (2 1)n   

Нечётная

Не ограничена

2 1

1
ny

x 

( ;0) (0; ) 
( ;0) (0; ) 

Область определения

Область значений

(0; )Убывает на

( ; 0)



СТЕПЕННАЯСТЕПЕННАЯ ФУНКЦИЯФУНКЦИЯ y x
5. Z

[0; )
[0; )

(0; )

3/2y x
Область определения

Область значений
Ограничена снизу осью Ох

Возрастает на

2 /3y x

R
[0; )

(0; )

Область определения

Область значений
Ограничена снизу осью Ох

Возрастает на

(0; )Убывает на
Чётная



ПОКАЗАТЕЛЬНАЯПОКАЗАТЕЛЬНАЯ ФУНКЦИЯФУНКЦИЯ
xy a 0, 1a a 

Область определения R

Область значений (0; )
1a  0 1a 

Возрастает на R Убывает на R

Ограничена снизу осью Ох



ЛОГАРИФМИЧЕСКАЯЛОГАРИФМИЧЕСКАЯ ФУНКЦИЯФУНКЦИЯ

logay x

0, 1a a  Область определения

Область значений R

(0; )

1. 1a 

Возрастает на (0; )
Не ограничена

lny x
функция натурального логарифма

2,71a e 



ЛОГАРИФМИЧЕСКАЯЛОГАРИФМИЧЕСКАЯ ФУНКЦИЯФУНКЦИЯ

logay x 0, 1a a 

Область определения

Область значений R

(0; )

2. 0 1a 

Убывает на (0; )



ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИФУНКЦИИ
 siny xСИНУССИНУС ( )D y R

 ( ) [ 1; 1]E y

Нечётная

Ограничена
Возрастает на

2 ; 2
2 2

k k       
 
Убывает на

Периодическая 32 ; 2
2 2

k k      
 

 2T

| sin | 1x 

k Z



ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИФУНКЦИИ
 cosy xКОСИНУСКОСИНУС ( )D y R

 ( ) [ 1; 1]E y

Чётная

Ограничена
Возрастает на

 (2 1) ; 2k k  

Убывает на
Периодическая  2 ; (2 1)k k   2T

cos 1x 

k Z



ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИФУНКЦИИ
 tgy xТАНГЕНСТАНГЕНС

     
 

( ) \ |
2

D y R k k Z

( )E y R
Нечётная

Не ограничена

Возрастает на

;
2 2

k k       
 

Периодическая  T

k Z



ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИФУНКЦИИ
 ctgy xКОТАНГЕНСКОТАНГЕНС

   ( ) \ |D y R k k Z

( )E y R

Нечётная

Не ограничена

Убывает на  ;k k   

Периодическая  T
k Z



ОБРАТНЫЕОБРАТНЫЕ
ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИФУНКЦИИ

АРКСИНУСАРКСИНУС  arcsiny x

( ) [ 1;1]D y  

( ) ;
2 2

E y      
Нечётная

Ограничена

Возрастает на  1; 1

arcsin
2

x 




ОБРАТНЫЕОБРАТНЫЕ
ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИФУНКЦИИ

АРККОСИНУСАРККОСИНУС  arccosy x

( ) [ 1;1]D y  

( ) [0; ]E y  

Ограничена

Убывает на

 1; 1

0 arccos x  



4 2 0 2 4

4

2

2

44.3

4.3

f x( )

55 x

ОБРАТНЫЕОБРАТНЫЕ
ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИФУНКЦИИ
АРКТАНГЕНСАРКТАНГЕНС arctgy x

( )D y R

( ) ;
2 2

E y     
 

Нечётная

Ограничена

Возрастает на

arctg
2

x 


;
2 2
   

 



ОБРАТНЫЕОБРАТНЫЕ
ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИФУНКЦИИ
АРККОТАНГЕНСАРККОТАНГЕНС arcctgy x

( )D y R

 ( ) 0;E y  

Ограничена

Убывает на

0 arcctg x  

 0; 



ОсновныеОсновные элементарныеэлементарные функциифункции

СТЕПЕННАЯСТЕПЕННАЯ ФУНКЦИЯФУНКЦИЯ y x
ПОКАЗАТЕЛЬНАЯПОКАЗАТЕЛЬНАЯ ФУНКЦИЯФУНКЦИЯ

xy a 0, 1 a a
ЛОГАРИФМИЧЕСКАЯЛОГАРИФМИЧЕСКАЯ ФУНКЦИЯФУНКЦИЯ logay x

0, 1 a a
ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИФУНКЦИИ siny x

cosy x
tgy x

ctgy x
ОБРАТНЫЕОБРАТНЫЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИФУНКЦИИ

arcsiny x
arccosy x

arctgy x
arcctgy x



ЭлементарнойЭлементарной функциейфункцией называется функция, 
которая может быть задана одной формулой
у = f(x) , где f(x) – выражение, составленное из
основных элементарных функций и
действительных чисел с помощью конечного
числа операций сложения, вычитания,
умножения, деления и взятия функции от функции.

Элементарные функции

Алгебраические функции Трансцендентные функции

Рациональные функции Иррациональные функции

Целые функции Дробно-рациональные функции


