[bookmark: _GoBack]1.2. Метод парных сравнений
Среди множества способов организации экспертизы видное место занимают методы, основанные на парных сравнениях альтернатив. При парном сравнении индивидуальному или коллективному эксперту предъявляются n объектов a1,...,an. 

Эксперт должен попарно сравнить все объекты и заполнить числовую матрицу Z =(zij)n×n, где элемент zij отражает факт или количественную степень предпочтения объекта ai над объектом aj. В результате обработки матрицы Z должен получиться вектор  оценок альтернатив.
Качественные сравнения. Турниры
Самый простой вариант — качественные (ординальные) предпочтения. В этом случае для процедуры парных сравнений вполне уместна спортивная аналогия. Оцениваемые объекты интерпретируются как игроки, попарно участвующие в турнире по круговой системе, в каждой игре выигрывает лучший. Задача состоит в том, чтобы по результатам турнира не просто расставить игроков по местам, но измерить «силу» каждого игрока в количественной шкале.



П р и м е р. На рис. 1 приведен возможный результат турнира между пятью участниками, он представлен полным антисимметрическим графом, в котором вершины соответствуют альтернативам, а дуги направлены от выигравших к проигравшим. Видно, что предпочтение, описываемое этим турниром, не является транзитивным (например, , , ). 
[image: ]
Рис. 1. Граф турнира, турнирная таблица и вектор набранных очков

Итоговая турнирная таблица Z, в которой выигрыш оценивается одним очком, представляет собой матрицу смежности графа турнира. В первом приближении (верхний индекс) можно считать, что сила i-го игрока определяется числом своих очков .



Собирая из них вектор  и нормируя на общее число очков , получаем нормированный вектор силы в первом приближении 


В нашем примере , 
Получилось, что силы 2-го, 4-го и 5-го игроков равны, но это не совсем справедливо, ведь 2-й игрок выиграл у самого сильного 1-го!





Для исправления этого недочета предлагается во втором приближении не просто считать свои очки, а просуммировать очки всех побежденных игроков, что можно сделать по формуле . В векторном виде это равенство запишется как , или . Если обозначить , получим . 
Продолжая приближения, получим рекуррентно


, где .



При , , , и для нахождения вектора силы игроков в турнире имеем уравнение 

.

Это — не что иное, как система линейных алгебраических уравнений для нахождения собственных векторов (eigenvectors) матрицы Z. Она имеет тривиальное решение  и нетривиальные решения при определенных значениях λi, (i =1,...,n), называемых собственными числами (eigenvalues). Следовательно, вектор силы игроков является собственным вектором турнирной матрицы, соответствующим некоторому собственному числу λ. Поскольку собственный вектор определяется с точностью до масштабного преобразования, оценка силы игроков производится в ш к а л е отношений.
Теорема (Перрона-Фробениуса). Если матрица Z положительна (zij > 0), то она всегда будет иметь единственное наибольшее действительное положительное собственное число λmax (число Перрона, главное собственное число), которому соответствует главный собственный вектор с действительными положительными компонентами. Не существует других собственных векторов с неотрицательными компонентами.
[image: ][image: ]





Количественные сравнения
Приведенные выше рассуждения легко обобщаются на случай, когда эксперт может определить не только факт предпочтения одной альтернативы другой, но и указать его силу. 
Результат количественных парных сравнений можно отобразить взвешенным турнирным графом, которому соответствует матрица Z =(zij), где zij показывает степень предпочтения ai над aj. В этом случае логично положить zii =1, zji =1/zij. 
Матрица такого устройства называется обратносимметричной. В идеальном случае, когда эксперт не противоречит сам себе, кардинальное отношение предпочтения должно быть не просто транзитивным, но удовлетворять определенным количественным соотношениям. 

Если, например, первая альтернатива лучше второй в 2 раза, а вторая третьей – в 3 раза, то первая должна быть лучше третьей в 6 раз, т.е. 
∀i, j, k . Такое свойство метризованного отношения называют сверхтранзитивностью, а отображающей его матрицы – согласованностью.
Согласованная матрица парных сравненийу строена очень просто: все ее строки (и столбцы) пропорциональны друг другу. Ранг такой матрицы равен единице, следовательно, она имеет единственное ненулевое (оно же максимальное) собственное число. Так как сумма собственных чисел всегда равна сумме диагональных элементов (следу) матрицы, и все они единичные, то λmax = n. 
Главный собственный вектор идеальной матрицы также определяется простейшим образом: с точностью до произвольного множителя он совпадает с любым из столбцов. 
Реальные матрицы, получающиеся в результате экспертизы, не идеальны, за счет неточности сужденийони не являются согласованными. Однако, и в этом случае главный собственный вектор может служить оценкой силы (веса, важности, приоритета и др.) сравниваемых альтернатив, измеренной в шкале отношений.
На рис. 2 показан простейший пример сверхтранзитивного графа парных сравнений и соответствующая ему обратносимметричная согласованная турнирная матрица.
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Рис. 2. Граф сверхтранзитивного метризованного отношения, соответствующая ему обратносимметричная согласованная матрица и ее главный собственный вектор
[image: ]



П р и м е р. 40 человек выступили коллективным экспертом на тему сравнительной важности критериев, по которым оценивается отель. Рассматривались четыре показателя: a1 — комфорт, a2 — питание, a3 — расположение (удаленность от пляжа) и a3 — наличие бесплатного WiFi. Сравнение проводилось путем голосования по вопросам «Кто считает, что альтернатива ai предпочтительнее aj?» Числа полученных голосов «за» и «против» заносились в матрицу V =(vij), после чего была составлена обратносимметричная матрица Z с элементами , .
[image: ]


Главное собственное число матрицы Z равно  Ему соответствует собственный вектор .
[image: ]
Таким образом, самым важным критерием при выборе отеля оказалось расположение, менее значимыми являются качество питания и комфорт. Наличие бесплатного интернета опрошенные эксперты посчитали не очень существенным.

Оценка согласованности суждений
При обработке результатов реальной экспертизы встает закономерный вопрос: насколько можно доверять полученным данным, не являются ли они внутренне противоречивыми?
Применительно к нашей задаче непротиворечивость означает согласованность матрицы парных сравнений, поэтому необходимо найти способ численного измерения степени согласованности конкретной обратносимметричной матрицы.



Вернемся к только что рассмотренному примеру с оценкой сравнительной важности критериев выбора отеля. Если бы эксперты рассуждали непротиворечиво, то при вычисленном векторе идеализированная матрица парных сравнений  имела бы структуру  и была бы равна
[image: ]


Матрицу  можно понимать как идеализированную согласованную оценку  или сверхтранзитивное приближение реальной матрицы Z, а степень согласованности Z можно определить через ее «похожесть» на .
Один из возможных подходов к решению данной задачи предложен известным американским специалистом по исследованию операций Томасом Саати. Он предлагает использовать статистический подход и рассматривать элементы реальной матрицы как случайные возмущения идеализированной согласованной матрицы: 




Где  – случайные возмущающие множители. Если все , то матрица Z является согласованной.

Главное собственное число согласованной матрицы, как мы знаем, равно ее порядку: , при наличии возмущений λmax > n. В качестве индекса согласованности (Consistency Index — CI) предлагается использовать отношение:

,
чем индекс меньше, тем ближе реальная матрица к идеальной.
Для того чтобы установить пороговое значение, превышение которого свидетельствует о несогласованности суждений, нужно знать вероятностное распределение CI в предположении, что имеются возмущения. Корректно решить эту задачу непросто, так как необходимо располагать статистикой возмущений.
Томас Саати рекомендует следующее эмпирическое правило. На основании моделирования большого числа случайных обратносимметричных матриц порядка n следует рассчитать средние значения случайного индекса согласованности (Random Index — RI) и сравнить его с CI. Проведенные Саати эксперименты дали следующие усредненные значения RI:
	n
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	RI
	0
	0.58
	0.9
	1.12
	1.24
	1.92
	1.41
	1.45
	1.49



Предлагается составить отношение согласованности (Consistency Ratio) 

,
и, если оно более 0.1 (в крайнем случае, 0.2), то матрицу парных сравнений считать несогласованной. В этом случае эксперту следует скорректировать свои оценки.
П р и м е р. Для нашего примера о сравнении критериев оценки отелей

, откуда


Порог не превышен, суждения коллективного эксперта могут считаться непротиворечивыми.


Получение оценок альтернатив путем вычисления собственного вектора хоть и является самым распространенным, но не единственным способом обработки матрицы парных сравнений. В частности, известна вероятностная модель, основанная на законе сравнительных суждений, сформулированном знаменитым американским психологом шведского происхождения Луисом Терстоуном.
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Метод парных сравнений
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Качественные сравнения. Турниры


 


Самый простой вариант 
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качественные (ординальные) предпочтения. В этом 


случае для процедуры парных сравнений вполне уместна спортивная аналогия. 


Оцениваемые объекты интерпретируются


 


как игроки, попарно участвующие в 


турнире по круговой системе, в каждой игре выигрывает лучший. Задача состоит в 


том, чтобы по результатам турнира не просто расставить игроков по местам, но 


измерить «силу» каждого игрока в количественной шкале.
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участниками, он представлен полным антисимметрическим графом, в котором 
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проигравшим. Видно, что предпочтение, опис
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Рис. 1. Граф турнира, турнирная таблица и вектор набранных очков
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1.2.  Метод парных сравнений   Среди   множества   способов   организации   экспертизы   видное   место   занимают   методы,   основанные   на парных сравнениях альтернатив. При парном сравнении  индивидуальному или коллективному эксперту предъявляются  n   объектов  a 1 ,..., a n .    Эксперт должен попарно сравнить все объекты и заполнить числовую матрицу  Z   =( z ij ) n×n , где элемент  z ij   отражает факт или количественную степень предпочтения  объекта  a i   над объектом  a j . В результате обработки матрицы  Z   должен получиться  вектор 
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