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1. ВВЕДЕНИЕ В ТЕОРИЮ ИГР
1.1. Предмет и задачи теории игр
В процессе целенаправленной человеческой деятельности воз​никают ситуации, в которых интересы отдельных лиц (участников, групп, сторон) либо прямо противоположны (антагонистичны), ли​бо, не будучи непримиримыми, все же не совпадают. Простейшими и наиболее наглядными примерами таких ситуаций являются спор​тивные игры, арбитражные споры, военные учения (маневры), борьба между блоками избирателей за своих кандидатов, в между​народных отношениях — отстаивание интересов своего государст​ва и т.п. Здесь каждый из участников сознательно стремится добиться наилучшего результата за счет другого участника. Подобного рода ситуации встречаются и в различных сферах производственной деятельности.
Все ситуации, когда эффективность действия одного из участ​ников зависит от действий других, можно разбить на два типа: интересы участников совпадают, и они могут договориться о совместных действиях; интересы участников не совпадают. В этих случаях может оказаться невыгодным сообщать другим участникам свои решения, так как кто-нибудь из них сможет воспользоваться знанием чужих решений и получит больший выигрыш за счет других участников. Ситуации такого типа назы​ваются конфликтными.
Для указанных ситуаций характерно, что эффективность решений, принимаемых в ходе конфликта каждой из сторон, суще​ственно зависит от действий другой стороны. При этом ни одна из сторон не может полностью контролировать положение, так как и той и другой стороне решения приходится принимать в условиях неопределенности. Так, при определении объема выпуска продук​ции на одном предприятии нельзя не учитывать размеров выпуска аналогичной продукции на других предприятиях. В реальных условиях нередко возникают ситуации, в которых антагонизм отсутствует, но существуют противоположные тенденции. Например, для нормального функционирования производства, с одной стороны, необходимо наличие запасов разнообразных ресурсов, но с другой — стремление к чрезвычайному увеличению этих запасов вызывает дополнительные затраты по их содержанию и хранению. В приведенных примерах конфликтные ситуации возникают в результате сознательной деятельности людей. Однако на практи​ке встречаются неопределенности, которые порождаются не созна​тельным противодействием другой стороны, а недостаточной информированностью об условиях проведения планируемой операции.
Раздел математики, изучающий конфликтные ситуации на основе их математических моделей, называется теорией игр. 
Теория игр занимается разработкой различного рода рекомендаций по принятию решений в условиях конфликтной ситуации. Такие игры называются антагонистическими. В математике конфликтные ситуации представляют упрощённой моделью как игру двух, трёх и более числа игроков. 
Игра − это действительный или формальный конфликт, в котором имеется несколько участников, каждый из которых стремится к достижению собственных целей. Математическая модель конфликтной ситуации называется также игрой; стороны, участвующие в конфликте, − игроками, а исход конфликта − выигрышем. Для каждой формализованной игры вводят правила, которые устанавливают допустимые действия каждого игрока в процессе игры.
Игровую схему можно придать многим ситуациям в экономике. Здесь выигрышем могут быть эффективность использования дефицитных ресурсов, производст​венных фондов, величина прибыли, себестоимость и т.д.
Необходимо подчеркнуть, что методы и рекомендации теории игр разрабатываются применительно к таким специфическим кон​фликтным ситуациям, которые обладают свойством многократной повторяемости. Если конфликтная ситуация реализуется однократ​но или ограниченное число раз, то рекомендации теории игр теряют смысл.
Чтобы проанализировать конфликтную ситуацию по ее мате​матической модели, ситуацию необходимо упростить, учтя лишь важнейшие факторы, существенно влияющие на ход конфликта.
Игра называется парной, если в ней участвуют два игрока, и множественной, если число игроков больше двух. Игра называется игрой с нулевой суммой, если сумма выигрышей всех игроков в каждой партии равна нулю. 
Стратегией игрока называется совокупность правил, определяющих выбор его действия при каждом личном ходе в зависимости от сложившейся на данный момент времени ситуации. Если число стратегий у каждого из игроков конечно, игра называется конечной, если число стратегий − бесконечно, то бесконечной.

Далее будем рассматривать парные конечные игры. Для того чтобы решить игру, или найти решение игры, следует выбрать для каждого игрока стратегию, которая удовлетворяет условию оптимальности. Оптимальным называется такой результат игры, когда при многократном повторении игры один из игроков получает максимально возможный средний выигрыш, а второй придерживается любой своей стратегии.

Вместе с тем, при выполнении условия оптимальности игры второй игрок должен иметь при многократном повторении игры минимально возможный средний проигрыш, если первый игрок придерживается своей стратегии. Одновременно выиграть в антагонистической игре оба игрока не могут, поэтому в начале игры распределяют роли выигрывающего и проигрывающего игроков между участниками игры. Стратегии, обеспечивающие максимум выигрыша одного игрока или минимум проигрыша второго игрока, называются оптимальными.

Оптимальные стратегии должны также удовлетворять условию устойчивости, т. е. любому из игроков должен быть не выгоден отказ от своей оптимальной стратегии в игре.

Целью теории игр является определение оптимальной стратегии для каждого игрока.

Рассмотрим парную конечную игру с нулевой суммой. При нулевой сумме игры разница между абсолютными значениями выигрыша одного игрока и проигрыша другого полагается равной нулю. Пусть игрок 
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[image: image10.wmf]B

и наоборот. Такая игра имеет размерность 
[image: image11.wmf]n

m

´

.

В результате выбора игроками пары стратегий из всех возможных для них стратегий, а именно
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однозначно определяется исход игры, т. е. выигрыш 
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Если значения выигрышей 
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, то матрица 
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, составленная из этих выигрышей, называется платёжной матрицей, или матрицей игры:
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Строки матрицы P соответствуют стратегиям первого игрока, а столбцы − стратегиям второго. Игру, определяемую матрицей P , имеющей m строк и n столбцов, называют конечной игрой размерности 
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Игра, для которой можно составить матрицу игры, называется матричной.
Пример 3.1. Составить платёжную матрицу для следующей игры. В игре участвуют первый и второй игроки, каждый из них может записать независимо от другого цифры 1,2 и 3. Если разность между цифрами, записанная игроками, положительна, то первый игрок выигрывает количество очков, равное разности между цифрами, и, наоборот, если разность отрицательна, то выигрывает второй игрок. Если разность равна нулю, то игра заканчивается вничью.
Решение. У первого игрока три стратегии (варианта действия): 
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У второго игрока также три стратегии: 
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Платежная матрица игры: 
[image: image37.wmf].
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Пример 3.2. Составить платёжную матрицу для следующей парной игры. Игроки А и В одновременно и независимо друг от друга произносят слова "сосна" и "орех". Если слова, сказанные игроками совпадают, то банк игры забирает игрок А, если игроки произносят отличающиеся друг от друга слова, то банк забирает игрок В.

Решение. У каждого игрока в этой игре по две стратегии. Если выигрыш банка обозначим платежом 1, а проигрыш ( платежом ((1), то получим матрицу платежей

[image: image38.wmf].

1

1

1

1

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

=

P


Пример 3.3. (Игра полковника Блотто).

Город А имеет двое ворот. В городе находится гарнизон, состоящий из 5 полков. На город нападает противник, имеющий 4 таких же полка.

Защитники выигрывают борьбу за ворота, если количество их полков больше, чем количество нападающих на них полков. Выигрыш по одним воротам равен числу, на единицу большему количества нападающих полков (сохранены ворота, и противник "лишился" своих полков, поскольку они заняты нападением на эти ворота). 

Если количество полков защитников меньше, чем количество нападающих полков, то проигрыш защитников по одним воротам равен ((1) ( ворота потеряны. Если количество полков защитников равно количеству нападающих, то выигрыш защитников по этим воротам равен нулю: ничья, ворота никому не достались. Общий выигрыш защитников города, записываемый в матрицу платежей, равен сумме выигрышей по двум воротам.

Так, при защите первых ворот одним полком, вторых ( четырьмя, при нападении на первые ворота 1 полка, а на вторые ( трёх полков получаем, что "выигрыш" на первых воротах равен 0, на вторых выигрыш равен 3 + 1 = 4 и сумма выигрыша защитников равна 4.

Составить матрицу платежей игры полковника Блотто.
Решение. Рассмотрим возможные стратегии защитников и нападающих при заданном количестве полков. 

Стратегии защитников, распределяющих свои полки между двумя воротами города, составят следующие пары чисел: (0; 5), (1; 4), (2; 3), (3; 2), (4; 1), (5; 0). Всего получилось шесть стратегий. 

Стратегии противника распределения их полков по тем же воротам могут быть следующие: (0; 4), (1; 3), (2; 2), (3; 1), (4; 0). Всего пять стратегий. Следовательно, матрица этой игры будет иметь шесть строк и пять столбцов. Её элемент 
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 найдем как платеж при применении первой стратегии 
[image: image40.wmf])

5

,

0

(

1

=

A

 защитниками и первой стратегии 
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 нападающими. Так как 0 = 0, "выигрыш" на первых воротах равен 0, на вторых выигрыш равен 4 + 1 = 5, и сумма выигрыша защитников на двух воротах равна 5.
Элемент 
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. Так как 0 < 1, "выигрыш" на первых воротах равен (−1), на вторых выигрыш равен 3 + 1 = 4, следовательно, 
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Элемент 
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Аналогично для пары стратегий 
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Так же вычисляем значения элементов второй строки таблицы:

для стратегий 
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для стратегий 
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для стратегий 
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для стратегий 
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Аналогично получаем элементы третьей и всех последующих строк. Результаты вычислений записываем в матрицу платежей (табл. 3.1).
Таблица 3.1.

	Стратегии защитников
	Стратегии нападающих
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1.2. Решение матричной игры в чистых стратегиях
Рассмотрим игру 
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Выбирая стратегию 
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 для всех возможных стратегий игрока В, тогда

[image: image90.wmf],
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(3.1)
то есть наименьшее число в i-ой строке платёжной матрицы.
Среди всех чисел 
[image: image91.wmf]i
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, 
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 выберем наибольшее:
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(3.2)
Следовательно,
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(3.3)
Число 
[image: image95.wmf]a

 называется нижней ценой игры, или максиминным выигрышем (максимином). Это гарантированный выигрыш игрока А при любой стратегии игрока В. Стратегия, соответствующая максимину, называется максиминной стратегией.

Игрок В заинтересован в том, чтобы уменьшить выигрыш игрока А, поэтому он выбирает стратегию 
[image: image96.wmf]j

B

, учитывая при этом максимально возможный выигрыш для А. Пусть 
[image: image97.wmf]j

b

 − наибольший выигрыш игрока А при выборе им всех возможных стратегий, когда игрок В выбирает стратегию 
[image: image98.wmf]j
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, тогда

[image: image99.wmf].
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(3.4)
Одновременно 
[image: image100.wmf]j

b

 является наибольшим проигрышем игрока В при выборе им стратегии 
[image: image101.wmf]j

B

, поэтому среди всех чисел 
[image: image102.wmf]j

b

 выбираем наименьшее, чтобы найти ту стратегию игрока В, при которой его проигрыш будет наименьшим. Это число обозначим 
[image: image103.wmf]b

, и оно равно

[image: image104.wmf].
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(3.5)
Число 
[image: image105.wmf]b

 называется верхней ценой игры, или минимаксным выигрышем (минимаксом). Это гарантированный проигрыш игрока В. Гарантированный в том смысле, что средний проигрыш игрока В при многократном повторении игры он не будет больше этого значения. Так же и выигрыш игрока А не превысит верхней цены игры. Стратегия, соответствующая минимаксу, называется минимаксной стратегией.

Принцип, диктующий игрокам выбор наиболее "осторожных" минимаксной и максиминной стратегий, называется принципом минимакса.

Этот принцип следует из того, что в антагонистической игре каждый игрок стремится достичь цели, противоположной цели его противника.
Пример 3.4. Определим верхнюю и нижнюю цены игры и соответствующие стратегии для игры из примера 3.1.

Платежная матрица игры: 
[image: image106.wmf].
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	Составим вспомогательную таблицу:
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Следовательно, 
[image: image117.wmf]0
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.
Если верхняя и нижняя цены игры совпадают, то их общее значение называют чистой ценой игры, или ценой игры, при этом справедливо равенство
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 (3.6)

В этом случае игра имеет решение в чистых стратегиях, а именно, оптимальной для игрока А является максиминная стратегия, а оптимальной стратегией для игрока В − минимаксная. Эта пара чистых стратегий 
[image: image119.wmf]i

A

 и 
[image: image120.wmf]j

B

 определяется ценой игры v, т. е. числом, стоящим на пересечении i-й строки и j-го столбца платёжной матрицы, равным v.

Пара чистых стратегий 
[image: image121.wmf]i

A

 и 
[image: image122.wmf]j

B

 даёт оптимальное решение игры тогда и только тогда, когда соответствующий ей элемент 
[image: image123.wmf]ij

a

 является одновременно наибольшим в своем столбце и наименьшим в своей строке.

Игра, для которой 
[image: image124.wmf]b

=

a

, называется игрой с седловой точкой.

Таким образом, решение игры в чистых стратегиях существует тогда и только тогда, когда платёжная матрица имеет седловую точку.
В нашем примере 
[image: image125.wmf]0

=

b
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a

. Из таблицы получаем, что платёжная матрица имеет седловую точку, а именно 
[image: image126.wmf]0

33

=

a

. Следовательно, цена игры 
[image: image127.wmf]0

=

v

, причем она достигается при паре чистых стратегий 
[image: image128.wmf]3

A

 и 
[image: image129.wmf]3

B

, являющихся оптимальными стратегиями. Оптимальным решением игры являются найденная пара чистых стратегий и соответствующая им цена игры, равная 0. Из таблицы видно, что отклонение первого игрока от оптимальной стратегии уменьшает его выигрыш, а отклонение второго игрока от 
[image: image130.wmf]3

B

 увеличивает его проигрыш.
1.3. Решение матричной игры в смешанных стратегиях
1.3.1. Уменьшение порядка платёжной матрицы

Если платежная матрица не содержит седловой точки, то задача определения смешанной стратегии тем сложнее, чем больше размерность матрицы. Поэтому матрицы большой размерности целесообразно упростить, уменьшив их размерность путем вычеркивания дублирующих (одинаковых) и не доминирующих стратегий.
Если все элементы i-ой строки платежной матрицы больше соответствующих элементов k-ой строки, то i-ая стратегия игрока А называется доминирующей над k-ой стратегией. Если все элементы j-гo столбца платежной матрицы меньше соответствующих элементов k-гo столбца, то j-ая стратегия игрока В называется доминирующей над k-ой стратегией.
Пример 3.5. Рассмотрим игру, представленную платежной мат​рицей
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Найдем
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[image: image135.wmf].
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Все элементы стратегии А2 меньше элементов стратегии А3, т.е. А2 заведомо невыгодна для первого игрока и ее можно исключить. 
Все элементы А4 меньше А3, исключаем А4.

[image: image136.wmf]5

2

5

3

6

6

5

2

4

5

6

7

´

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

P


Для второго игрока: сравнивая В1 и В4, исключаем В1; сравни​вая В2 и В4, исключаем В2; сравнивая В3 и В4, исключаем В3. В ре​зультате преобразований получим матрицу
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1.3.2. Приведение решения матричной игры к решению задачи линейного программирования
Пусть игра 
[image: image142.wmf]n
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 задана платёжной матрицей 
[image: image143.wmf])
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. Игрок A применяет стратегии 
[image: image146.wmf]1
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, 
[image: image147.wmf]2

A

,..., 
[image: image148.wmf]m
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, а игрок В ( стратегии 
[image: image149.wmf]1
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[image: image150.wmf]2
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[image: image151.wmf]n
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. 
Смешанными стратегиями игроков A и B называют векторы 
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, координаты которых равны вероятностям применения игроками своих чистых стратегий 
[image: image154.wmf]1
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, 
[image: image155.wmf]2
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[image: image156.wmf]m
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 и 
[image: image157.wmf]1
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, 
[image: image158.wmf]2
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[image: image159.wmf]n

B

 соответственно.

События, состоящие в том, что игроки применяют какую-либо из своих чистых стратегий, образуют для каждого игрока полную группу событий. Следовательно, сумма координат векторов P и Q равна единице:
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Кроме того, по свойству вероятности, для координат смешанных стратегий выполняются неравенства:
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Оптимальная стратегия 
[image: image164.wmf]*

P

 обеспечивает игроку A средний выигрыш, не меньший цены игры 
[image: image165.wmf]v

, при любой стратегии игрока B и выигрыш, равный цене игры 
[image: image166.wmf]v

, при оптимальной стратегии 
[image: image167.wmf]*

Q

 игрока B .

Полагаем далее, что 
[image: image168.wmf]0

>

v

. Это условие соблюдается, если все элементы платежной матрицы положительны. Если имеются отрицательные элементы, то матрица преобразуется путем увеличения всех ее элементов на число 
[image: image169.wmf]1
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 (модуль минимального элемента матрицы, увеличенный на единицу). Если все элементы платежной матрицы положительны, то можно считать γ = 0 и решать задачу линейного программирования для исходной платежной матрицы.

Применяя оптимальную стратегию 
[image: image170.wmf]*

P

 против любой чистой стратегии 
[image: image171.wmf]j

B

 игрока B, игрок A получает средний выигрыш или математическое ожидание выигрыша

[image: image172.wmf].
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Таким образом, вычисляя средние выигрыши игрока A для каждой из чистых стратегий игрока B , получаем систему неравенств
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Разделив каждое из неравенств на цену игры 
[image: image174.wmf]v

 и вводя новые переменные
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получим систему
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(3.8)
Целевую функцию для игрока A найдём, учитывая, что он стремится получить максимальный выигрыш в игре. Разделив равенство
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на цену игры 
[image: image180.wmf]v

, получим равенство


[image: image181.wmf],

1

...

2

1

v

x

x

x

m

=

+

+

+


которое будет иметь наименьшее значение при достижении игроком A максимального выигрыша. Поэтому в качестве целевой функции можно взять функцию 
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(3.9)

и задачу линейного программирования сформулировать следующим образом: определить значения переменных 
[image: image183.wmf]0
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, так, чтобы они удовлетворяли линейным ограничениям (3.8) и при этом целевая функция (3.9) имела минимальное значение.

Решая задачу (3.8)((3.9), получаем оптимальную стратегию задачи линейного программирования 
[image: image185.wmf])
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, для которой значение целевой функции равно
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Находим цену игры 
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Вычисляем координаты смешанной оптимальной стратегии 
[image: image188.wmf]*
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 игрока A: 
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Чтобы найти оптимальную стратегию игрока B, составляем двойственную к (3.8)((3.9) задачу и решаем ее. Получаем оптимальную стратегию 
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 и вычисляем координаты оптимальной смешанной стратегии 
[image: image192.wmf]*

Q

 игрока B:
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В ходе решения двойственной задачи определяется максимальное значение целевой функции 
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, и цена игры может быть определена из равенства 
[image: image196.wmf].
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Таким образом, найдено оптимальное решение для игры.
При решении произвольной конечной игры размера 
[image: image197.wmf]n
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 рекомендуется придерживаться следующей схемы: 

1. Исключить из платежной матрицы заведомо невыгодные стратегии по сравнению с другими стратегиями. Такими стратегиями для игрока А (игрока В) являются те, которым соответствуют строки (столбцы) с элементами, заведомо меньшими (большими) по сравнению с элементами других строк (столбцов). 

2. Определить верхнюю и нижнюю цены игры и проверить, имеет ли игра седловую точку. Если седловая точка есть, то соответствующие ей стратегии игроков будут оптимальными, а цена совпадает с верхней (нижней) ценой. 

3. Если седловая точка отсутствует, то решение следует искать в смешанных стратегиях. Для игр размера 
[image: image198.wmf]n
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 рекомендуется симплексный метод (или в программе Excel), для игр размера 
[image: image199.wmf]2
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 возможно геометрическое решение. 

Пример 3.6. Две отрасли могут осуществлять капитальные вложения в 3 объекта. Стратегии отраслей: i-я стратегия состоит в финансировании i-го объекта (i = 1, 2, 3). Учитывая особенности вкладов и местные условия, прибыли первой отрасли выражаются следующей матрицей:
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Величина прибыли первой отрасли считается такой же величиной убытка для второй отрасли ( представленная игра может рассматриваться как игра двух игроков с нулевой суммой.

Решение. Найдем 
[image: image203.wmf]a

 и 
[image: image204.wmf]b

. 


[image: image205.wmf],

1

)

2

,

3

,

1

max(

-

=

-

-

-

=

a



[image: image206.wmf].

4

)

6

,

4

,

5

min(

=

=

b


Т.к. 
[image: image207.wmf]b
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, то решение игры находим в области смешанных стратегий.

Рассмотрим игрока А. Будем искать оптимальную смешанную стратегию игрока А: 
[image: image208.wmf])
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 – частота (вероятность) использования игроком А своей i-стратегии (i = 1,2,3). Обозначим цену игры (средний выигрыш) – 
[image: image210.wmf]v

.

Чтобы свести матричную игру для игрока А к задаче линейного программирования преобразуем платежную матрицу так, чтобы все ее элементы были больше нуля – прибавим ко всем элементам матрицы число 
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 Получаем преобразованную платежную

матрицу:

[image: image212.wmf].
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На основе полученной матрицы и используя (3.8)((3.9) сформулируем задачу линейного программирования:
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(3.10)
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Решим задачу средствами MS Excel.
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Получили решение 
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Следовательно, 
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Т.к. 
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08

.

0

,

47

.

0

,

45

.

0

(

*

=

P


Это решение для игры, заданной матрицей В (преобразованной матрицы). Для матрицы А: компоненты смешанной стратегии не меняются, а цена игры меньше на число, которое прибавляли ко всем элементам матрицы А, т.е. на 4. Окончательный результат:
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Рассмотрим игрока В. Запишем двойственную задачу к (3.10):
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(3.11)
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Решим задачу средствами MS Excel.
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Получили решение 
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Следовательно, 
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Ответ: 
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Данный ответ означает следующее:
· если первая отрасль с вероятностью 0.45 будет применять пер​вую стратегию (финансирование 10го объекта), с вероятностью 0.47 – вторую и с вероятностью 0.08 – третью, то при достаточно большом количестве игр с данной матрицей ее выигрыш (прибыль) в среднем составит не менее 1.72;
· если вторая отрасль с вероятностью 0.43 будет применять пер​вую стратегию, с вероятностью 0.25 – вторую и с вероятностью 0.32 – третью, то при достаточно большом количестве игр с данной матрицей ее проигрыш (убыток) в среднем составит не более 1.72.
1.3.3. Решение игр (
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Первый случай. Решение игры 2х2 
Рассмотрим игру (
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) с матрицей 
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 без седловой точки. Решением игры являются смешанные стратегии игроков 
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Использование игроком А своей оптимальной стратегии гарантирует ему получение среднего выигрыша не меньшего, чем цена игры ν. При этом, если игрок В использует свою оптимальную стратегию, то средний выигрыш игрока будет равен ν, если игрок В не использует свою оптимальную стратегию, то средний выигрыш игрока А будет больше ν.

Записанное выше положение имеет вероятностный смысл, т.е. средний выигрыш будет тем ближе к ν, чем больше партий сыграют игроки: средний выигрыш стремится к ν по вероятности (другими словами, средний выигрыш будет не точно равен ν, а при мерно равен и чем больше партий, тем меньше отклонение). Кроме того, определение смешанной стратегии требует выбирать чистые стратегии игроками случайно в соответствии с вероятностями (относительными частотами) их использования (условие секретности выбора чистой стратегии).

Для решения матричных игр (
[image: image252.wmf]2
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) можно использовать аналитический и геометрический методы.
Аналитический метод решения игры (
[image: image253.wmf]2
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Чтобы найти оптимальную смешанную стратегию игрока А: 
[image: image254.wmf])
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и соответствующую цену игры ν, необходимо решить систему уравнений:
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(3.12)
Первое уравнение определяет математическое ожидание выигрыша игрока А при использовании им стратегии 
[image: image256.wmf])
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 против стратегии 
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; второе уравнение определяет математическое ожидание выигрыша игрока А при использовании им стратегии 
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[image: image259.wmf]2
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; третье уравнение – свойство компонентов смешанной стратегии игрока.
Приравнивая выражения для v из уравнений системы и учитывая, что 
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(3.13)

Аналогично для игрока В. Чтобы найти оптимальную смешанную стратегию игрока В: 
[image: image264.wmf])
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 и соответствующую цену игры ν, решаем систему уравнений:
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(3.14)
Получим:
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21

12

22

11

21

11

2

a

a

a

a

a

a

q

-

-

+

-

=


(3.15)
Цена игры 
[image: image268.wmf]v

 общая для обоих игроков.
Пример 3.7. Найти решение игры, заданной матрицей
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Решение. 
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Игра не имеет седловой точки. Оптимальное решение следует искать в области смешанных стратегий. 
По формулам (3.13), (3.15) находим оптимальные стратегии и цену игры:
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Ответ. Оптимальные смешанные стратегии игроков 
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, цена игры составляет 
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Данный ответ означает следующее:
· если первый игрок с вероятностью 1/3 будет применять первую стратегию и с вероятностью 2/3 вторую, то при достаточно большом количестве игр с данной матрицей его выигрыш в среднем составит не менее 5/3;
· если второй игрок с вероятностью 2/3 будет применять первую стратегию и с вероятностью 1/3 вторую, то при достаточно большом количестве игр с данной матрицей его проигрыш в сред​нем составит не более 5/3.
Геометрический метод решения игры (
[image: image282.wmf]2
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В точках 
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 оси Ох восстановим перпендикуляры и обозначим их 
[image: image285.wmf]1

A

 и 
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 – в соответствии со стратегиями игрока А (рис 3.1).
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Рис. 3.1. Графическая интерпретация игры 
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Изобразим стратегию 
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. На прямой 
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 отложим 
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 отложим 
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. Соединим эти точки и получим прямую 
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. Аналогично изобразим стратегию 
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, отложив на прямой 
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 значение 
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[image: image298.wmf]2

A

 ( значение 
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Каждой точке на отрезке [0; 1] соответствует смешанная стратегия игрока А, причем 
[image: image300.wmf]2
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 – расстояние от этой точки до нуля, а 
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 – расстояние от этой точки до точки 1 (рис. 3.1).
Ломанная 
[image: image302.wmf]1
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 (на рис. 3.1 выделена полужирно) определяет минимальные возможные средние выигрыши игрока А при использовании им своих смешанных стратегий. Точка М (самая высокая точка ломанной) – определяет наилучший средний выигрыш игрока А из всех минимальных. Она соответствует оптимальной смешанной стратегии игрока А. При этом:
если 
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Таким образом, задача сводится к нахождению координат точки 
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, которая является точкой пересечения прямых 
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. Для нахождения уравнений этих прямых можно воспользоваться уравнением прямой, проходящей через две точки:
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с учетом того, что прямую 
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 определяют точки 
[image: image312.wmf])

,

0

(

11

1

a

B

 и 
[image: image313.wmf]),

,

1

(

21

1

a

B

 а прямую 
[image: image314.wmf]2

2

B

B

 ( точки 
[image: image315.wmf])

,

0

(

12

2

a

B

 и 
[image: image316.wmf])

,

1

(

22

2

a

B

.
Для игрока В оптимальная смешанная стратегия находится аналогично, но точка М определяется не самой высокой точкой нижней ломанной, а самой низкой точкой высокой ломанной – полужирная ломанная на рис. 3.2.
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Рис. 3.2. Графическая интерпретация игры 
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Найдя координаты точки 
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 и цену игры, ν, можно найти по следующим формулам:
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Пример 3.8. Найти решение игры из предыдущего примера геометрическим способом.

Решение. Найдем оптимальную смешанную стратегию для игрока А. Для этого построим стратегии игрока А, как это было показано для рис. 3.1.
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Найдем координаты точки 
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Запишем уравнение прямой 
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2

3

2

3

3

1

3

0

1

0

1

2

1

1

2

1

x

y

y

x

y

x

y

y

y

y

x

x

x

x

-

=

Þ

-

-

=

Þ

-

-

=

-

-

Þ

-

-

=

-

-


Решая систему уравнений 
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Следовательно, 
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Найдем оптимальную смешанную стратегию для игрока В. Для этого построим стратегии игрока В, как это было показано для рис. 3.2.
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Найдем координаты точки 
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Запишем уравнение прямой 
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Решая систему уравнений 
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 EMBED Equation.3 [image: image350.wmf].
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Следовательно, 
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Ответ: Оптимальные смешанные стратегии игроков 
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, цена игры составляет 
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Второй случай. Решение игры (2(n)
Игра задана матрицей 
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Для каждой из п стратегий игрока В строится соответствую​щий ей отрезок на плоскости. Находится нижняя граница выигры​ша, получаемого игроком А, и определяется точка на нижней границе, соответствующая наибольшему выигрышу. Выделяются две активные стратегии игрока В, отрезки которых проходят через данную точку. Далее рассматриваются только эти две стратегии игрока В. Игра сводится к игре с матрицей (
[image: image358.wmf]2

2

´

). 
Пример 3.9. Найти решение игры, заданной матрицей
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Решение. Найдем 
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 решение игры ищем в области смешанных стратегий.
Построим на плоскости стратегии игрока А.
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Нижней границей выигрыша для игрока А является ломаная 
[image: image365.wmf].
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 Стратегии 
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 и 
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 являются активными стратегиями игрока В. Точка их пересечения М определяет оптимальные стратегии игроков и цену игры. Второму игроку невыгодно применять стратегии 
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 и 
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, поэтому вероятность их применения равна нулю, т.е. 
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Решение игры сводится к решению игры с матрицей (
[image: image371.wmf]2
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По формулам (3.1.3) и (3.15) находим оптимальные стратегии и цену игры: 
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Ответ. Оптимальные смешанные стратегии игроков 
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, цена игры составляет 
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Данный ответ означает следующее:
· если первый игрок с вероятностью 2/5 будет применять первую стратегию и с вероятностью 3/5 вторую, то при достаточно большом количестве игр с данной матрицей его выигрыш в сред​нем составит не менее 11/5;
· если второй игрок с вероятностью 3/5 будет применять третью стратегию, с вероятностью 2/5 четвертую и не будет использовать первую и вторую стратегии, то при достаточно большом количестве игр с данной матрицей его проигрыш в среднем составит не более 11/5.
Третий случай. Рассмотрим игру (m(2) с матрицей
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Решение игры может быть получено аналогично случаю два. Для каждой из т стратегий игрока А строится соответствующий ей отрезок на плоскости. Находится верхняя граница проигрыша, получаемого игроком В, и определяется точка на нижней границе, соответствующая наименьшему проигрышу. Выделяются две активные стратегии игрока А, отрезки которых проходят через данную точку. Далее рассматриваются только эти две стратегии игрока А. Игра сводится к игре с матрицей (
[image: image388.wmf]2
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). 
Пример 3.10. Найти решение игры, заданной матрицей
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Игра не имеет седловой точки. Оптимальное решение следует искать в области смешанных стратегий. Построим на плоскости отрезки, соответствующие стратегиям первого игрока.
[image: image448.wmf]1

11

=

a

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



Верхней границей проигрыша для игрока В является ломаная 
[image: image395.wmf]4
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. Стратегии А1 и А4 являются активными стратегиями игрока А. Точка их пересечения M определяет оптимальные стратегии игроков и цену игры. Первому игроку невыгодно применять стратегии А2 и А3, поэтому вероятность их применения равна нулю, т.е. 
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. Решение игры сводится к решению игры с матрицей (
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По формулам (3.1.3) и (3.15) находим оптимальные стратегии и цену игры: 
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Ответ. Оптимальные смешанные стратегии игроков 
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, цена игры составляет 
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Данный ответ означает следующее:
· если первый игрок с вероятностью 7/8 будет применять первую стратегию, с вероятностью 1/8 четвертую и не будет использовать вторую и третью стратегии, то при достаточно большом количестве игр с данной матрицей его выигрыш в среднем составит не менее 27/8;
· если второй игрок с вероятностью 3/8 будет применять первую стратегию и с вероятностью 5/8 вторую, то при достаточно большом количестве игр с данной матрицей его проигрыш в среднем составит не более 27/8.
1.4. Игры с природой
В условиях отсутствия достаточно полной информации о действиях противоположной стороны возникает неопределённость в принятии решения. Так, в задачах, приводящих к игровым, эта неопределённость может быть вызвана разными причинами: отсутствием информации об условиях, в которых происходит действие; неоднозначным характером развития событий в будущем; невозможностью получения полной информации о рассматриваемых процессах.

Условия, в которых может происходить действие игры, зависят не от сознательных действий другого игрока, а от объективных факторов, которые принято называть "природой". Такие игры называются играми с природой.

С целью уменьшения неблагоприятных последствий при принятии решения следует учитывать степень риска и имеющуюся информацию. Таким образом, лицо, принимающее решение (статистик), вступает в игровые отношения с природой. Любую хозяйственную деятельность человека можно рассматривать как игру с природой. В широком смысле под "природой" будем понимать совокупность неопределённых факторов, влияющих на эффективность принимаемых решений.

Задачей экономиста или статистика является принятие наилучшего управленческого решения в каждой конкретной ситуации. Качество принимаемого решения зависит от информированности лица, принимающего решение (ЛПР), о ситуации, в которой принимается решение. В случае неопределённости ошибки в принятии решения наиболее вероятны. Умение использовать даже неполную информацию для обоснования принимаемых решений − это задача экономиста, а в решении её помогает математическая теория игры с природой.

От обычной матричной игры игру с природой отличает безразличие природы к результату игры и возможность получения статистиком дополнительной информации о состоянии природы.

Игры с природой дают математическую модель теории принятия решений в условиях частичной неопределённости. Для её описания используем обозначения матричных игр. Множество стратегий (состояний) природы обозначим В, отдельное состояние её − 
[image: image411.wmf]j
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, 
[image: image412.wmf]n
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. Множество стратегий (решений) статистика обозначим А, а его отдельную стратегию в игре с природой − 
[image: image413.wmf]i
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.
Человек в играх с природой старается действовать осмотрительно, используя, например, минимаксную стратегию, позволяющую получить наименьший проигрыш.

Природа действует совершенно случайно, возможные стратегии определяются как её состояния; например, условия погоды в данном районе, спрос на определённую продукцию, объём перевозок, сочетание производственных факторов и т. д. В некоторых задачах для состояний природы может быть задано распределение вероятностей, в других − оно неизвестно.
Условия игры с природой задаются платёжной матрицей

[image: image415.wmf].
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Элемент 
[image: image416.wmf]ij

a

 называется выигрышем статистика А, если он использует стратегию 
[image: image417.wmf]i

A

, когда природа находится в состоянии 
[image: image418.wmf]j

B

. Фактически это может быть значение некоторой функции, характеризующей эффективность принятого статистиком решения.

При решении игры с природой допускается исключение доминируемых стратегий только для стратегий статистика. Стратегии природы исключать нельзя, поскольку она может реализовать состояния, заведомо невыгодные для неё.
Наиболее простой является ситуация, когда известна вероятность pj каждого состояния природы 
[image: image419.wmf]j

B

. При этом, если учтены все возможные состояния, то р1 + р2 + ... + pj + ... +рn = 1 .
Если игрок А выбирает чистую стратегию 
[image: image420.wmf]i
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, то математическое ожидание выигрыша составит 
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 Наиболее выгодной будет та стратегия, при которой достигается
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Если информация о состояниях природы мала, то можно приме​нить принцип недостаточного основания Лапласа, согласно которому можно считать, что все состояния природы равновероятностны:
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т.е. стратегию, для которой среднее арифметическое элементов со​ответствующей строки максимальное.
Имеется ряд критериев, которые используются при выборе оп​тимальной стратегии. Рассмотрим некоторые из них.
1. Критерий Вальда. Рекомендуется применять максиминную стратегию. Она выбирается из условия

[image: image424.wmf])
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и совпадает с нижней ценой игры. Критерий является пессимисти​ческим, считается, что природа будет действовать наихудшим для человека способом.
2. Критерий максимума. Он выбирается из условия
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Критерий является оптимистическим, считается, что природа будет наиболее благоприятна для человека.
3. Критерий Гурвица. Критерий рекомендует стратегию, опре​деляемую по формуле
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где 
[image: image427.wmf]a

 ( степень оптимизма и изменяется в диапазоне [0, 1].
Критерий придерживается некоторой промежуточной позиции, учитывающей возможность как наихудшего, так и наилучшего поведения природы. При 
[image: image428.wmf]a

 = 1 критерий превращается в критерий Вальда, при 
[image: image429.wmf]a

 = 0 ( в критерий максимума. На 
[image: image430.wmf]a

 оказывает влияние степень ответственности лица, принимающего решение по выбору стратегии. Чем больше последствия ошибочных решений, больше желания застраховаться, тем 
[image: image431.wmf]a

 ближе к единице.
4. Критерий Сэвиджа. Суть критерия состоит в выборе такой стратегии, чтобы не допустить чрезмерно высоких потерь, к которым она может привести. Находится матрица рисков, элементы которой показывают, какой убыток понесет человек (фирма), если для каждого состояния природы он не выберет наилучшей стратегии.
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Элементы матрицы рисков находятся по формуле
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где 
[image: image434.wmf]ij
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 ( максимальный элемент в столбце исходной матрицы. Оптимальная стратегия определяется выражением 
[image: image435.wmf].
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При принятии решений в условиях неопределенности следует оценивать различные варианты с точки зрения нескольких критериев. Если рекомендации совпадают, можно с большей уверенностью выбрать наилучшее решение; если рекомендации противоречат друг другу, окончательное решение надо принимать с учетом его сильных и слабых сторон.
Пример 3.11. Возможно строительство четырех типов электро​станций: А1 (тепловых), А2 (приплотинных), А3 (бесшлюзовых), А4 (шлюзовых). Состояния природы обозначим через 
[image: image436.wmf].
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 Экономическая эффективность строительства отдельных типов электростанций изменяется в зависимости от состояния природы и задана матрицей
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1). Согласно критерию Вальда
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 ( следует строить бесшлюзовую электростанцию.
2). Воспользуемся критерием Сэвиджа. Построим матрицу рисков:
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Согласно критерию Сэвиджа определяем

[image: image440.wmf].
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В соответствии с этим критерием также предлагается строить бесшлюзовую электростанцию.
3). Воспользуемся критерием Гурвица. Положим 
[image: image441.wmf].
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т.е. следует принять решение о строительстве приплотинной элек​тростанции.
4). Если принять известным распределение вероятностей для различных состояний природы, например считать эти состояния равновероятностными 
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 то для принятия ре​шения следует найти математические ожидания выигрыша:

[image: image444.wmf],

4

19

4

1

4

4

1

8

4

1

2

4

1

5

1

=

×

+

×

+

×

+

×

=

M



[image: image445.wmf],
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[image: image447.wmf].
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Так как максимальное значение имеет М3, то следует строить бесшлюзовую электростанцию.
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