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Кинематика точки и А.Т.Т.

§1. Способы задания движения точки

1. Векторный.

М Траектория

( )r t

( )r r t (1.1)

М

2.Координатный

О

x

y

z

z

y
x

( );
( );
( ).

x x t
y y t
z z t





(1.2)

( ) ( ) ( ) ( )r t x t i y t j z t k   (1.3)
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3.Естественный.

- +О М

s(t)

s=s(t)      (1.4)

Закон движения точки по траектории.

22 2 2dyds dx dz  

2 2 2

0

( )
t

s t x y z dt       (1.5)

dxx
dt

 -точка сверху означает полную 
производную по времени.
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§ 2.Скорость точки в декартовых координатах

.drV
dt

 (2.1)М

rО
V

V xi y j zk    

; ; ;x y zV x V y V z    

�2 2 2 ; cos( , ) .xV x y z i V
V

   


  

(2.2)
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§ 3.Ускорение точки в декартовых координатах

2

2

dV d ra
dt dt

  (3.1)

.x y za V i V j V k xi y j zk          

; ; ;x x y y z za V x a V y a V z         

�2 2 2 ; cos( , ) .xa x y z i a
a

   


   (3.2)
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§ 4. Естественная система координат (Е.С.К.) 

М

О-
+

S
Касат.

τ

Гл. нормаль

n

Бинормаль

b

b=[τ,n]=τ×n.
Векторное произведение

Cоприкасающаяся пл.

Спрямляющая пл.

Нормальная пл.

M

τ
1M

1τ'
1τ

1

'
1lim .(τ, τ )

M M
пл




Cоприкасающаяся пл.

d �
1ds MM

1 .d K
ds



 

r
( ); ( ).r r s s  

1; .dr d n
ds ds




  (4.1)



6

§ 5. Скорость и ускорение точки в Е.С.К.

О
+

_

М

r



n

[ ( )].r r s t

.dr dsV r
ds dt

   V s  
V s  

(5.1)
V
0s 

[ ( )]s t 
2

.sa V s n


   
  (5.2)

2

; .n
sa s a n 


 




a
0s 

na

a

.na a a 

na a 
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§ 6. Касательное и нормальное ускорения 
точки

a s V   

2 2

n
s Va
 

 


2 2 .na a a 

(6.1)

Для окружн. радиуса R

R  2 / .na V R

Для прямой   

0;na  a a V s    

Пример.

r V

V=const. ?a 

M

0a V  

2 / .na a V r a
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§ 7.Классификация движений А.Т.Т.

1.Поступательное движение А.Т.Т.– 3 ст. свободы.

2. Вращательное движение А.Т.Т.  -- 1 ст. св.

3. Плоское (плоскопараллельное) дв. –3 ст. св.

4. Сферическое движение А.Т.Т. – 3 ст. св.

5.Свободное движение А.Т.Т.  -- 6 ст. св.
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§ 8.Поступательное движение А.Т.Т.

V

А В
С

Теорема: При поступательном движении А.Т.Т. все

его точки описывают одинаковые траектории и имеют

в каждый момент времени одинаковые по величине и

направлению скорости и ускорения.

cV
BV

A c BV V V 

A C Ba a a 
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§9.Вращательное движение А.Т.Т.
(вращение А.Т.Т. вокруг неподвижной оси)

9.1. Закон вращательного движения.

A

B

z



( )t

( )t  (9.1)

9.2. Угловая скорость и угловое                         
ускорение тела.

z   -- алг. угл.скорость

k

k   (9.2)


0 

  

k     (9.3)



z z    

0 

    
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9.3. скорость точки. Формула Эйлера.

A

B

z

( )t
k




Мо

М


о

ОМ=h
�

oM M s h  

V s h h   

V

r

V r  (9.4) Ф. Эйлера

о

М
V

V OM h    
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9.4. Ускорение точки.

М

О

V

na a a 

a V h   
h=OM

a 



na

2
2

n
Va h
h

  

4 2a h   

a
(9.5)
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§.10.Сложное движение точки.

10.1.Задачи кинематики сложного движения

'x
'y

'z

'o
x

y
z
o
r

м
,a aV a - абсолютные

,r rV a - относительные

,e eV a - переносные

10.2. Теорема сложения скоростей

a r eV V V  (10.1)

rV

eV aV

 2 2 2 cosa r e r eV V V VV   
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10.3. Теорема Кориолиса (Т. слож. Ускорений)

a r e ka a a a   (10.2)

10.4.Ускорение Кориолиса



rV
eV

'
rV

eV

2k ra V  (10.3)

2 sin( ^ )k r ra V V  (10.4)
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Правило Н. Е. Жуковского

x

y

z 

rV


'
rV

90 ka



rV

90

ka

rV 

2k ra V
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e
rV

ka



Правило буравчика.

1

2

Пл. 2  Плоскости 1 2 sin .k e ra V 
.k e ra u V
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Пример:



u

о

А

;const 
.u const

В

x

( ) ?aBa x 
x

y

0;ra u 
0;ea x  

2 ;n
ea xn

ea

ka

2ka u

aBa

2 2 2 2 24 .n
aB e ka a a x u    
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
u 


M

c

o

Пример: определить ускорение Кориолиса при 
движении точки по поверхности земли.



ka 2 sinka u 
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x

y

z

O
c cV

x

y

z

O
c cV

§.11. Плоское движение А.Т.Т.

11.1. Определение.

o x

y
c

Рис.3.



cVc
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o x

y
c

A

cx
cy

Рис.2.

11.2. Уравнения движения плоской фигуры.

1( );cx f t
2 ( );cy f t

3( ).f t 
(11.1)
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;A O AOV V V 

11.3. Скорости точек плоской фигуры

1x

1y

1o

о x

y
oV 

Аr

Относительная траектория-окружностьrV
eV

A e rV V V 

e oV V .r
drV r
dt

  

;AOV r 
;AOV OA

.AOV r OA   

(11.2)

Графическое решение.

О

OV

А

р

 ОА

'AA�

А’

'AV AA�

о

а

В

OBV OB 

boa OA
ob OB



;A VV pa  ;B VV pb 

.V Voa ob
OA OB

   
 
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11.4. Теорема о проекциях скоростей.

А AV

В

BV

AB A AB Bпр V пр V (11.3)

B A BAV V V 

BAV AB

11.5. Мгновенный центр скоростей (М.Ц.С.).

А
AV


Р

AVAP



PAV

PA AV AP V  

;PA AV V  0.P A PAV V V  
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

P

A

AV

;A P APV V V 
0

.A APV V PA  

BBV

C
CV

A B CV V V
AP BP CP

   (11.4)

11.6. Способы определения положения М.Ц.С.

а)  геометрический.



24

А В

1.

AV

BV

Р

2.

А

В

А В

AV

А В

AV
BV

Р

BP x

.A BV V
AB x x

 


BV

Р

3.
AV BV A BV V

P

0. 

4.

5.
А В

AV
BV

 

P ; 0.A BV V  
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б) естественный. Если 0PV  , то точка Р – М.Ц.С.

cP

A

B

cV

AV

BV V



PC=CB=R; ;BV V ;
2

BV V
PB R

  

/ 2;CV PC V  
2 .
2AV PA V  

C
0V

P

B
BV

P – M.Ц.С.

Качение без скольжения
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11.7. Ускорения точек плоской фигуры.

.A r e ka a a a  

1x

1y

1o

о x

y
oa

Аr

ra 

rna


0

;n
r AO AO AOa a a a  

;e oa a

O

A


 n

AOa

AOa


Oa


;n

A O AO AOa a a a  

;AOa OA  ;AOa OA  

;n
AOa OA�

2 .n
AOa OA 

(11.5)

O

A

 
n
AOa AOa



Oa

�
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Пример 1. Каток.   

O

A

B
C30

0

1
2

3

P

AV

BV

CV

3

Дано: 0 3; ;const R r  
2 ; 4 .OA r AB r 

Качение без скольжения

2 3 2 3?; ?; ?; ?;      

?;CV  ?.Ca 

0 02 ;B AV V OA r     2 0.  3 0/ 2 ;BV BP  

3 02 2.CV PC r   

Вычисление скоростей:
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;n
B A BA BAa a a a  

O

A

B
C30

0
Aa

Ba

BAa


2

x

y

Вычисление ускорений:

2 2
00; 2 .n

A OA OA A A OAa OA OA a a OA r             

0

2
2 0;n

BAa AB  

BV� AB

(*)

cos30 cos60 ;B Aa a  

sin30 sin60 .B A BAa a a    
x: 
y:

2 2
0 02 / 3; 4 / 3.B BAa r a r   

2
2 0/ / 3.BAa AB  

2 �
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C

3

B

n
CBa

CBa


x

y 2
3 3 0

1 / 2 / 3.B B
B

V d Vd a r
dt PB r dt

  
 

     
 


BV Ba

3
;n

C B CB CBa a a a   (**)

2 2 2
3 0 3 02 / 3; 4 .n

CB CBa CB r a CB r         

2 2 2
0 0 02 / 3 4 2 (1 2 3) / 3;n

Cx B CBa a a r r r       x:

y: 2
02 / 3.Cy CBa a r   

2 2 2
02 14 4 3 / 3.C Cx Cya a a r   
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O PA

B

C

AV
cV

2

K

h

Дано: ОА=h=r;  AB=2r;
.const 

AC=CB.

1
2

Определить: 2, , .C BV V BV

cos30 3; ;AP AB r BP h r    

;AV OA r    2 / / 3;AV AP  

2 / 3;BV BP r    CP BP r 

2 / 3.CV CP r   

Вычисление скоростей.

Пример 2. Кривошипно - ползунный механизм.
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O
A

B

C



K

h

1
2

Вычисление ускорений

2 2 ;n
A Aa a OA r    0;Aa

 

Aa

Ba

; (*)n
B A BA BAa a a a  

2 2
2

2 ;
3

n
BAa AB r   

n
BAa BAa



BV AB

y

x

:y

30

60

0 sin30 sin60 ;n
BA BAa a  

2sin30 2 ;
sin60 3 3

n
BA

BA
a ra 

   




BAa


BAa


2

2 .
3 3

BAa
AB


  

2

2 
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Кинематика станка - качалки

О

А

В

С

'O

D
1

2

3      балансир

Дано: '
1 2, , ;l l O B k

' ; .CO R const 

?
?

D

D

V
a





AV

BV

CV

1;AV l 

План скоростей

p

Масштаб скоростей

A
V

V м
pа с мм

     a
.B A BAV V V 

AB

AB
BV

b

; ;B V BA VV pb V ab    
2 ;BAV

AB
 

3 ;
'
B BV V

O B k
  

3 3' .D CV V CO R     .C B CBV V V 

CB

CV
CB

c

.C VV pc  

2
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О

А

С

'O

D
1

2

3      балансир


AV

BV

CV

План ускорений
2 2

1;
n

A Aa a OA l     

Aa

'p

'a

Масштаб ускорений

2' '
A

a
a м
p a с мм

     

;n
B A BA BAa a a a  

2
2 2;

n
BAa l 

AB

BA
2n

2' / ;n
BA aa n a 

AB

;n
B B Ba a a 

2
3 ;n

Ba k 

'O B

3n

3' / ;n
B ap n a 

'O B

b’

B

'O B

3 ' ;B aa n b   3 / ';Ba BO 

3 3' .D Ca a CO R      

3

3

2
2

Da

DV
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Метод остановки (метод Виллиса) в кинематике планетарных механизмов

1

2

3

О

А



О

А

1

2

3



Дано: 1 2 3 1 2, , 2 ;r r r r r 
3 2?; ?.r  

1r

С
crV

2r

B
BrV

3r

1 .r  
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Звено
механизма

Угловые скорости

До остановки    После остановки

ОА  0
1 0 
2 2 2 
3

3 3 

2

2 1

;r
r


 


 


2 3

3 2

;r
r

 
 





Формулы Виллиса.

3 1
3

3

;r r
r

 
 

  
 

1
2 2

2

;r
r
r

     
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A

Пример . Дано: V=const; 1 2 2, , .r r R
Определить скорость и ускорение точки А

В

Е
EV 2

2

;E B
VV V R
r

   Р – М.Ц.С.

р
1 2

1 2 1

;
2 2
EV V R
r r r

   


1 1 2
2

;
2C
VV r R
r

   

1 1 1 2;AV PA r   
AV

0;C Ca V 
1 1 0;  

;n
A C AC ACa a a a  

0 0

Aa

2 2
2 2
1 1 2

1 2

.
4A
V Ra r
r r

  

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A

B

D
60

2 м 2 м

3 м

q

m

Дано:

q=2 H/м; m=3 Hм.

Определить реакцию 
стержня BD.

1

1 2

A

B

30

Дано: 1
1 3 ;c 

1 2 21; 1,5; 3 .r r R см  

Определить в указанном 
положении механизма скорость 

ползуна В.


