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ВВЕДЕНИЕ. 

 

Термин «дифференциальное уравнение» был предложен 

Г.В. Лейбницем в 1676 г. Впервые исследования обыкновенных диффе-

ренциальных уравнений были проведены в конце 17 в. в связи с изуче-

нием проблем механики и некоторых геометрических задач.  

Понятие дифференциального уравнения − ключевое для приложе-

ний математики к различным областям естествознания и, в особенности, 

к физике и механике. Дифференциальные уравнения описывают движе-

ние тел в силовых полях (например, заряда в электромагнитном поле), 

динамику жидкости и газов (например, атмосферы и океана, без чего 

невозможно предсказание погоды), распространение тепла и многое 

другое. Рассмотрим задачи, приводящие к соотношениям (связям) меж-

ду неизвестной функцией (или функциями) и её производными, т. е. к 

дифференциальным уравнениям. 

Пример 1 (поле скоростей). Пусть тело движется на плоскости и в 

каждой точке известна его скорость ( ( ; ), ( ; ))v a x y b x y . Как по этим 

данным восстановить траекторию тела? Пусть искомая траектория зада-

ётся параметрическими уравнениями ( )x x t , ( )y y t , где  − время. 

Поскольку скорость движения по кривой − это производные координат 

по параметру, мы приходим к системе дифференциальных уравне-

ний:

t

( ; ), ( ; )
dx dy

a x y b x y
dy dx

  . Например, если 
2k

a
x

 , 
2k

y
b   , то тело 

будет двигаться по эллипсам  
2 2

2 22 2

x y
const

k l
  , а в случае 

2k
a

x
 , 

2k
b

y
  траекториями будут гиперболы 

2 2

2 22 2

x y

k l
const  . 
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Пример 2 (движение в поле сил). Пусть к каждой точке плоскости 

приложена сила . Тогда движение материальной 

точки массы  под действием силы  подчиняется второму закону 

Ньютона , где  − ускорение материальной точки. Поскольку 

вектор ускорения есть вторая производная радиус-вектора точки (про-

изводная скорости по времени), уравнения движения запишутся в виде:  

( ( ; ), ( ; ))F f x y q x y

a a

m

m

F

F 

2 2

2 2
( ; ), ( ; )

d x d y
m f x y m f x y

dt dt
  . (*) 

Например, если материальное тело движется в гравитационном 

поле, источником которого является тело с массой M , значительно 

превышающей , и находящееся в начале координат, по закону все-

мирного тяготения уравнения движения будут иметь вид: 

m

2 2

2 2 2 2 2
,

d x x d y y

dt x y dt x y
    

2 
, 

где   − гравитационная постоянная. Если массы движущихся тел срав-

нимы по величине (как, например, в случае двойных звёзд), то уравне-

ния движения станут более сложными и будут содержать четыре неиз-

вестные функции. 

Замечание. Не следует думать, что в уравнениях (*) величина  

всегда постоянна. Например, если эти уравнения описывают полёт ра-

кеты, то масса убывает из-за сгорания топлива. 

m

Пример 3 (закон Гука). Этот закон гласит, что сила реакции пру-

жины (сила упругости) пропорциональна длине её растяжения. Пусть 

вся масса пружины сосредоточена на одном из её концов и равна . 

Если пружину «привязать» другим концом к началу координат и растя-

m
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гивать вдоль оси x  направо, то из второго закона Ньютона следует, что 

2

2
, 0k 

d x
m kx

dt
  . 

Любое решение данного уравнения имеет вид 

cos sin
k k

x A t B t
m m

  , где A  и B− произвольные постоянные. Эти 

постоянные можно найти, если знать, например начальное положение и 

начальную скорость правого конца. 

Пример 4. Если тело брошено в воздух и сопротивлением воздуха 

можно пренебречь, то уравнениями движения являются 

2 2

2 2
0,

d x d y
g

dt dt
  g, где  − ускорение свободного падения. Решения 

этого уравнения имеют вид 21
,

2
x t y gt t         . 

Греческими буквами обозначены произвольные постоянные. Эти 

постоянные можно найти, если известны координаты точки, из которой 

производилось бросание, и начальная скорость. Траекторией тела всегда 

(кроме случая, когда тело бросали в вертикальном направлении) являет-

ся парабола. 

Пример 5. Пусть плоская кривая задана уравнением ( ) . Ка-

кова должна быть функция 

y f x

f , чтобы отрезок касательной, заключён-

ный между осями, делился точкой касания в заданном отношении : ? k l

Поскольку значение производной в каждой точке совпадает с тан-

генсом угла наклона касательной к оси x , сформулированное условие 

можно записать в виде 0
lf k

t l


  . Произвольное решение имеет вид 



ky x const  . Постоянную в правой части можно найти, если указать че-

рез какую точку проходит искомая кривая. 

Прежде чем приступить к решению дифференциальных уравне-

ний, ответьте на следующие вопросы. 

ВОПРОСЫ ДЛЯ САМОПРОВЕРКИ 

1. Основные понятия теории дифференциальных уравнений. Задача 

Коши для дифференциального уравнения первого порядка. Формули-

ровка теоремы существования и единственности решения задачи Ко-

ши. 

2. Дифференциальные уравнения первого порядка: с разделяющимися 

переменными, однородные и приводящиеся к однородным. 

3. Линейные уравнения первого порядка, уравнение Бернулли. 

4. Уравнения в полных дифференциалах. 

5. Приближенное интегрирование дифференциальных уравнений перво-

го порядка методом изоклин. 

6. Дифференциальные уравнения высших порядков. Задача Коши. Фор-

мулировка теоремы существования и единственности решения задачи 

Коши. Общее и частное решения. Общий и частный интегралы. 

7. Дифференциальные уравнения, допускающие понижение порядка. 

8. Линейный дифференциальный оператор, его свойства. Линейное од-

нородное дифференциальное уравнение, свойства его решений. 

9. Линейно-зависимые и линейно-независимые системы функций. Не-

обходимое условие линейной зависимости системы функций. 

10. Условие линейной независимости решений линейного однородного 

дифференциального уравнения. 

11. Линейное однородное дифференциальное уравнение. Фундамен-

тальная система решений. Структура общего решения. 

Содержание 7



Содержание 8

12. Линейное неоднородное дифференциальное уравнение. Структура 

общего решения. 

13. Метод Лагранжа вариации произвольных постоянных. 

14. Линейные однородные дифференциальные уравнения с постоянны-

ми коэффициентами (случай простых корней характеристического 

уравнения). 

15. Линейные однородные дифференциальные уравнения с постоянны-

ми коэффициентами (случай кратных корней характеристического 

уравнения). 

16. Линейные неоднородные дифференциальные уравнения с постоян-

ными коэффициентами. Метод подбора. 

 

1. ОПОРНЫЕ ЗАДАЧИ 

 

1.1. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ПЕРВОГО ПОРЯДКА 

 

Уравнениями с разделёнными переменными 

1.1.1. Найти частное решение уравнения и проверить его решение 

,  если 2dy dx x  , 4y  . 

Решение. Интегрируем обе части уравнения ,dy dx    

y x C   − общее решение уравнения.  

Проверим общее решения: взяв дифференциалы от обеих частей 

равенства, получим исходное уравнение .dy dx  

Найдём частное решение. В частном решении произвольное по-

стоянное C  имеет определенное числовое значение. Чтобы найти част-

ное решение, подставим в общее решение  значения 2x   и 4y  : 
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4 2 C  , откуда  Подставив значение 22.C  C   в уравнение 

, получим частное решение y x C  2.y x 

dy

 

Проверим частное решение: взяв дифференциал от обеих частей 

уравнения 2 , получим уравнение y x  .dx  

1.1.2. Найти частное решение уравнения и проверить его решение 

 если ,3 22 dxxdyy  3x , .1y  

Решение. Интегрируем обе части уравнения    ,22 dxxdyy3

.C
3

3
3 x

y   Проверим общее решение: взяв дифференциалы от обеих 

частей уравнения 
3

3

3

x
y  C , получим исходное уравнение 

 .3 2 xdyy  2dx

Найдём частное решение. Подставив в уравнение
3

3

3

x
y C   зна-

чения 3x  и 1, получим: y ,
3

3
1

3
3 C  откуда .8C  Подставив 

значение 8C  в уравнение 
3

3

3

x
y C  , получим .8

3


3

3 
x

y  

Проверка частного решения производится также, как и проверка 

общего решения:  Получили тождество. .3 2dx2 xdyy 

 

Уравнениями с разделяющимися переменными 

1.1.3. Найти частное решение уравнения и проверить его решение 

,ydxxdy   если 2x , .6y  

Решение. Произведём разделение переменных, для этого обе час-
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ти уравнения разделим на произведение :xy .,
x

dx

y

dy

xy

ydx

xy

xdy
  Про-

интегрируем обе части полученного уравнения 

.lnlnln, Cxy
xy

ydx

xy

xdy
   

Произвольное постоянное C  может принимать любые числовые значе-

ния, поэтому для удобства потенцирования вместо C  пишут .lnC  Про-

потенцировав равенство ln ln lny x C  , получим .Cxy   

Проверим общее решение: взяв дифференциалы от обеих частей 

уравнения , получим y Cx .Cdxdy   

Подставим значение dy Cdx  и y Cx  в исходное уравнение, по-

лучим тождество .CxdxxCdx   

Найдём частное решение. Подставим значения 2x  и  в 

уравнение . Получим 

6y

y Cx ,26 C  откуда 3C . Подставив найден-

ное значение  в уравнение C y Cx , получим .3xy   

Проверим частное решение: из решения имеем  Подста-

вив значения  и  в исходное уравнение, получим тождество 

.3dxdy 

dy y

.33 xdxdxx   

1.1.4. Найти частное решение уравнения и проверить его решение 

,
3

y

dx

x

dy
  если 1x , .9y  

Решение. Произведём разделение переменных, для этого обе час-

ти уравнения умножим на произведение :x y dxxdyy 3  или 

.3 2

1

2

1

dxxdyy   Проинтегрируем обе части уравнения: 

.
3

2
3

3

2
;3 2

3

2

3

2

1

2

1

Cxydxxdyy    



Содержание 11

Умножив обе части уравнения на 
2

3
 и положив ,12

3
CC   получим 

3 3

2 2
13 .y x C   

Проверим общее решение: взяв дифференциалы от обеих частей 

уравнения, получим dxxdyy 2

1

2

1

2

3
3

2

3
  или ,3 dxxdyy   

или .
3

x

dx

x

dy
  Получим исходное уравнение. 

Найдём частное решение. Подставим значения 1x  и  в 

уравнение 

9y

3 3

2 2
13y x C : ,139 1

2

3

2

3

C  откуда .241 C  Подставив зна-

чение  в уравнение 1C
3 3

2 2
13y x C , получим .243 2

3

2

3

 xy  

Проверим частное решение: дифференцируя уравнение 

3 3

2 23 2y x  4 , получим исходное уравнение. 

1.1.5. Найти частное решение уравнения и проверить его решение 

,)1()1( dxydyx   если 2x , .3y  

Решение. Производим разделение переменных, разделив обе части 

уравнения на произведение :)1)(1(  yx
)1)(1(

)1(

)1)(1(

)1(








yx

dxy

yx

dyx
 или 

.
11 


 x

dx

y

dy
 Проинтегрируем обе части полученного уравнения: 

;
11  


 x

dx

y

dy
 Cxy ln()1ln( ln)1   или  ,)1(ln)1ln(  xCy  

Откуда )1(1  xCy  или .1)1(  xCy  

Проверка общего решения. Взяв дифференциалы от обеих частей 

уравнения , получим ( 1)y C x  1 .Cdxdy   
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Подставив в исходное уравнение значения dy  и , получим тождество y

  ,11)1()1( dxxCCdxx   

.)1()1( CdxxCdxx   

Найдём частное решение. Подставим значение 2x  и  в 

уравнение : 

3

1

y

( 1)y C x   ,1)12(3 C  откуда .4C  Подставив зна-

чение 4C  в уравнение ( 1)y C x 1   , получим 4(y x 1) 1    или 

).54( xy  

Проверка частного решения. Взяв дифференциалы от обеих час-

тей уравнения, получим тождество. 

1.1.6. Найти частное решение уравнения и проверить его решение 

0,s tg t dt ds   если 
3

t


 , .4s  

Решение. Разделим переменные: .0
s

ds
tgtdt  Проинтегрируем 

обе части уравнения:    ;lnC
s

ds
tgtdt  

ln cos ln lnt s   C  или ,coslnlnln tCs   .costCs   

Проверка общего решения. Из уравнения coss C t  имеем 

.sin tdtCds   Подставим в исходное уравнение значения coss C t  и 

: sinds C tdt 

0sincos  tdtCtgtdttC  или 0sin
cos

sin
cos  tdtCdt

t

t
tC  или 

.0sinsin  tdtCtdtC  Найдём частное решение. Подставим значения 

3


t  и 4s  в уравнение coss C t : ,

3
cos4


C  откуда 8C . Подста-

вим значение 8C  в уравнение coss C t : .cos8 ts   

Проверка частного решения. Из равенства 8coss t , имеем 
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.sin8 tdtds   Подставив значения s  и  в исходное уравнение полу-

чим тождество. 

ds

1.1.7. Найти общее решение уравнения 2 2 2 2( ) ( )x yx dy y xy dx 0.     

Решение. Разделим переменные: 

,0)1()1( 22  dxxydyyx  

,0
)1()1(

22

2

22

2







yx

dxxy

yx

dyyx
 

 .
)1()1(

22 x

dxx

y

dyy 



 

Проинтегрируем: 

,,
)1()1(

2222
C

x

dx

x

dx

y

dy

y

dy
C

x

dxx

y

dyy






  

,22 C
x

dx
dxx

y

dy
dyy      Cx

x
y

y
 ln

1
ln

1
, 

 Cxy
yx

 lnln
11

 или .ln C
x

y

xy

yx



 

1.1.8. Найти общее решение уравнения  .0)2(2  dyxdxy

Решение. Разделим переменные: ,0
)2(

)2(

)2( 22

2







 xy

dyx

xy

dxy
 

.0
2 2


 y

dy

x

dx
 Проинтегрируем: ,

2 2
C

y

dy

x

dx


    


 ,
2

2 Cdyy
x

dx
 

,
1

)2ln( C
y

x   .
1

)2ln( C
y

x   

,2
1




xe
C

y  ,2
1

 xee Cy  ,21

1

 xCe y  .2
1

1  yeCx  

1.1.9. Найти общее решение уравнения .011 22  dxydyx  

Решение. Разделим переменные: 
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.0
11

,0
11

1

11

1
2222

2

22

2

















x

dx

y

dy

yx

dxy

yx

dyx
 

Проинтегрируем: ,
11 22

C
x

dx

y

dy






  .arcsinarcsin Cxy   

Выполним следующие преобразования:  

  1sin arcsin arcsin siny x C 



C , 

       1in sin arcsiny x sin arcsin cos arcsin cos arcsy x C . 

Вычислим каждый из членов: ;)sin(arcsin yy   Пусть ,arcsin zx   

тогда sin ,xz   а 2cos 1z   x , следовательно, 2cos(arcsin ) 1x x  .  

Аналогично, 2cos(arcsin ) 1 ;y y   ,)sin(arcsin xx   тогда 

2 2
1sin(arcsin arccos ) 1 1 .y x y x x y C       

Общее решение: 2 21 1y x x y   C . 

1.1.10. Проинтегрировать дифференциальное уравнение 
x

y
y

   . 

Решение. Перепишем уравнение в виде 
dy x

dx y
  . Разделим пере-

менные, умножив обе части ДУ на множитель , тогда . 

Переменные разделены, можно интегрировать: 

ydx ydy xdx 

2 2
2 2

1 12
2 2

y x
ydy xdx c y x c          . Для удобства записи и по-

строения интегральных кривых можно положить 12c c . 

1.1.11. Проинтегрировать дифференциальное уравнение 

 2 1 x xe yy e  . 

Решение. Перепишем уравнение в виде  2 1 .x xdy
e y e

dx
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Разделяем переменные, умножив обе части уравнения на 
1 x

dx

e
. Заме-

тим сразу, что множитель  1 xe  в нуль нигде не обращается,  значит 

особых решений нет. Переменные разделены, можно интегрировать: 

   2
1

2 l
1 1

xx
x

x x

d ee dx
ydy y e C

e e


    

    n 1  . 

Убедиться в правильности общего интеграла можно подстановкой 

его в исходное ДУ. Продифференцируем найденное выражение: 

 2 1 2
1

x
x x

x

e
yy e yy e

e
    


 . Получим исходное уравнение. 

1.1.12. Показать, что функция y , определяемая уравнением , 2 2 4x y 

является интегралом дифференциального уравнения 
x

y
y

  . 

Решение. Продифференцировав обе части равенства по перемен-

ной x , получим: , откуда 022  yyx
y

x
y  . 

1.1.13. Найти общий интеграл уравнения  

2 2cos    sin    0y ctg x dx x tg y dy  . 

Решение. Разделим переменные в данном уравнении, поделив обе 

его части на выражение :  2 2cos siny x

2 2
0

sin cos

ctgx tgy
dx dy

x x
  . 

Интегрируя обе части данного уравнения, получим: 

2 2sin cos

ctgx tgy
dx dy C

x x
   , 

откуда 
2 2  

2 2

сtg x tg y
C


  . 
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Воспользуемся тем, что С – произвольная постоянная и заменим 

С на 
2

C
. Тогда . Это и есть общий интеграл данного 2 2tg y ctg x C 

уравнения. 

1.1.14. Проинтегрировать дифференциальное уравнение  

  233 2lndy x x y dx  .  

Решение. Разделяем переменные, предполагая 0,y   и интегриру-

ем:  2 3

1
2ln ,

3

dy
x x dx

y
    2 31

2 ln .xdx3
y dy xdx     Последнее сла-

гаемое интегрируем “по частям”. В результате имеем 

 
2

3 2 ln 1
2

x
y x x    .C  Это общий интеграл уравнения. 

Уравнения, приводящиеся к уравнениям  

с разделяющимися переменными 

1.1.15. Решить уравнение  sin .y y x    

Решение. Введём новую переменную z x y 

1

, где ( )  – ис-

комая функция. Тогда 

z z x

,y z x y z      и уравнение примет вид 

. Это уравнение с разделяющимися переменными. Найдём 

общее решение. Так как 

1 sinz   z

,
dz

z
dx

   то sin 1z
dz

dx
  . Разделяем перемен-

ные, интегрируем: ,
1

dx
sin

dz

z 
 

sin 1

dz
x C

z
 

 . Интеграл в левой час-

ти равенства найдём с помощью универсальной тригонометрической 

подстановки ,
2

z
tg t  

2

2
,

1

dt
dz

t



 

2

2
sin :

1

t
z

t



 

   
   2

2
2

2

2 2
2 2 1 1

2sin 1 111 1
1

dz dt dt
t d t

tz ttt
t

    
      

      . 
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Итак, 
2 2

1 1
2

x C x
zt tg

      
 

C

z x y 

. 

Подставляя , получим общий интеграл ДУ 
2

1
2

x C
x y

tg


 




. 

Чтобы найти особое решение, рассмотрим случай, когда 

 или : sin 1 0z   sin 1z  
3

2 ,
2

z k
    ,k Z  т.е. 

3
2 ,

2
y x k

     

 Окончательно, .k Z
3

2
2

y k .x
     Это особые решения, т.к. они 

удовлетворяют уравнению и в тоже время не могут быть получены из 

общего ни при каком значении С. 

Итак, 
2

1
2

x c
x y

tg


 




 – общий интеграл, 

3
2 ,

2
y x k

      – особые решения ДУ. k Z

Однородные дифференциальные уравнения 

1.1.16. Решить уравнение 0( ) .x y dx xdy    

Решение. Уравнение 0)(  xdydxyx однородное первой степе-

ни относительно переменных x  и .  Пусть y y ,tx где t  – новая функция 

от .x  Найдём дифференциалы произведения: .xdt dxdy t   

Подставим значение  и  из равенства в исходное уравнение: y dy

( ) ( ) 0.x tx dx x xdt tdx      

Произведём упрощения: 2 0,xdx txdx x dt xtdx     2 0.xdx x dt   

Сократим на :x   Получили уравнение с разделяющимися 

переменными. Разделим переменные: 

0.dx xdt 

.
dx

dt
x

  Проинтегрируем обе час-
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ти уравнения:  или ln lnt x  C ln( ).t Cx  Подставим выражение 

 в подстановку : ln( )t C x y t x ln( ).Cxy x  

Получили общее решение дифференциального уравнения. 

Проверка. Найдём дифференциал общего решения : ln( )y x Cx

1
ln( )dx Cx dx

ln([

ln(dx

,0)]

).Cxdy x Cdx
Cx

   Подставим в исходное уравне-

ние общее решение и его дифференциал: 

)]ln([  Cxdxdx xdxCxxx  

.0)ln()ln(  dxCxxxdxdxCxxxdx  Получили тождество. 

1.1.17. Решить уравнение .0)()(  dyxydxyx  

Решение. Уравнение ( ) ( ) 0x y dx y x dy    однородное первой 

степени. Положим  Найдём дифференциал равенства: 

 Подставим значения  и dy  в исходное уравнение: 

.y t

)( )

x

.dy tdx xdt  y

0.( ) (x tx dx tx  x tdx xdt 

2 2x tdt txdx 

2 0;t x dt 



x dt

(1 )x t

 Упростим: 

2 0;

2 2 (dx x t

xdx txdx t xdx   

2 2xdx t xdx x td   1) 0.dt     Получили урав-

нение с разделяющимися переменными. Разделим переменные, для чего 

разделим все члены уравнения на произведение 2x 2(1 ) :t  

2

1
0.

1

dx
dt

x t

 
 


 Представим второй член уравнения в виде разности: 

2 2
0.

t


1 1

dx tdt dt

x t
 

 
 Проинтегрируем обе части уравнения: 

12 2
;

dt
C

t


 1 1

dx tdt

x t
    21 ) 1

1
ln( ;

2
ln x t a   rctgt C  

22ln ln(1 ) 12 2 .x t arctgt  C   
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Из подстановки ;
y

t
x

  подставим это значение  в полученное 

уравнение и положим  

t

:2 1 CC  ;2)1ln(ln2
2

2

C
x

y
arctg

x

y
x   

C
x

y
arctg

x

yx
x 


 2lnln

2

22
2  или .2)ln( 22 C

x

y
arctgyx   

1.1.18. Решить уравнение .0)2(  ydxdyxxy  

Решение. Уравнение 0)2(  ydxdyxxy однородное первой 

степени. Подстановка .y tx  Найдем дифференциал функции: 

 Подставим значения  и dy  в уравнение: .dy tdx xdt  y

(2 )( ) 0.xtx x tdx xdt txdx     Произведём в уравнении упрощения: 

2 22 2x ttdx x tdt txdx x dt txdx    0;  

2(2 1) (2 1) 0.t t xdx x t dt     Разделим переменные в уравнении: 

2

(2 1)
0,

(2 1)

xdx t dt

x t t


 


0.

dx dt

x t
   Интегрируем уравнение: 

ln ,
dx dt

C
x t
   ln ln lnx t C  , или Cxy   или .

x

C
y   

1.1.19. Решить уравнение .0)(sin)(cos  ydxxdy
x

y
yxdyydx

x

y
x  

Решение. Подстановка .y tx  Найдём дифференциал функции: 

.dy tdx xdt   Подставим значения  и dy  в данное уравнение: y

   cos sin 0.
tx tx

x txdx x tdx xdt tx x tdx xdt txdx
x x

            Упростим 

уравнение:    2 2cos 2 sin 0;x t txdx x dt tx t x dt    

2 3 32 cos cos sin 0tx tdx x tdt tx tdt  ;   2 32 cos cos sin 0.t tx dx x t t t dt    
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Получили уравнение с разделяющимися переменными. Разделим 

переменные в уравнении: 
 2

3

cos sin2
0;

cos

t t dtx dx

x t t


    

2 0
dx dt

tgtdt
x t
   . Интегрируем уравнение: 2 l

dx dt
tgtdt C

x t
     n ,  

2ln ln ln cos ln .x t t   C  Пропотенцируем уравнение: 2 cosx t t C  или 

,cos2 C
x

y

x

y
x   или .cos C

x

y
xy   

1.1.20. Найти частное решение уравнения ,
2

2

x

yxy

dx

dy 
  если ,1x  

.1y  

Решение. 
2

2

x

yxy

dx

dy 
  или  Подстановка , 

 Подставим значения  и dy  в уравнение: 

.)( 22 dxyxydyx 

y

y tx

.dy tdx xdt 

   2 2 ;2x tdx xdt xtx t x dx       2 2 .2x tdx xdt x t t dx    Сократим на 2x  

и произведём упрощения: 2xdt tdx t dxtdx     или 2 .xdt t dx  Получили 

уравнение с разделяющимися переменными. Разделим переменные в 

уравнении (5): 
2

.
dt dx

t x
  Проинтегрируем уравнение: 

2
,

dx

t x

dt
   

1
ln ,x C

t
    но так как ,

y
t

x
  то .ln Cx

y

x
  

Найдём по начальным данным: 1x  и ,1y  постоянное C : 

,1ln
1

1
C


  откуда ,1C  тогда частным решением будет: 

,1ln  x
y

x
 ,1ln

y

x y

y

x
x


  .y

yx

ex



  

1.1.21. Решить уравнение .
y

xy y xtg
x
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Решение. Выделив явно производную, разделив обе части уравне-

ния на x , убеждаемся, что уравнение является однородным: 

.tg
y y

y
x x

    Функция в правой части является однородной, нулевого 

измерения вида .
y

f
x

 
 
 

 Делаем постановку ,
y

t
x

   

 

,y t x t  

,t x t t tgt    .
dt

x tgt
dx

  Получили уравнение с разделяющими пере-

менными. Разделяем переменные, положив 0,tgt   и интегрируем: 

,
dt dx

tgt x
  

cos

sin

tdt dx

t x
  , 

sin
ln ln

sin

d t
x C

t
  , (здесь удобно произволь-

ную константу представить в виде lnС), ln sin ln ln ,t x c   sin .
y

Cx
x
  

Проверим, не произошла ли потеря решения при разделении перемен-

ных. Исследуем уравнение 0,tgt   0.
y

tg
x
  Его решение ,

y
n

x
  

.y x n  Но это решение можно получить из общего, положив 0C  , 

т.е. особое решение отсутствует. Итак, общий интеграл: sin .
y

Cx
x
   

1.1.22. Найти общий интеграл уравнения 0)( 22  dyxydxyx . 

Решение. Разрешим уравнение относительно производной :
dx

dy
 

xy

yx
y

22 
 . Поделив числитель и знаменатель правой части уравнения 

на 2x , получим 

x

y
x

y

y

2

1 







  (*), т.е. y  есть функция отношения 
x

y
. 

Это означает, что данное уравнение – однородное. Для решения этого 



Содержание 22

уравнения введем новую функцию .
y

t
x

  Тогда y tx  и 
dt

y x
dx

   t . 

Уравнение (*) преобразуется в уравнение с разделяющимися перемен-

ными 
21

,
dt t

x t
dx t


   или 

1dt
x

dx t
 , откуда .t dt

dx

x
  Интегрируя это 

уравнение, получим: 
2

ln ln ,
2

t
x C   откуда 

2

2
ln

x t

C
 , т.е. 

2

2

t

x Ce . За-

меняя в последнем равенстве t  отношением 
x

y
, окончательно получим: 

22

2

x

y

Cex  . 

1.1.23. Решить уравнение .
2

22

xy

yx

dx

dy 
  

Решение. Делая подстановку y xt , приводим уравнение к виду: 

21

2

dt t
x t

dx t


  , отсюда 

2 21 1

2 2

dt t t
x t

dx t t

 
   , и потому 

2

2

1

dx tdt

x t



; 

2ln ln 1 ln ;x t C     2 2
2 2 2

;   1 ;   ;
1

C Cx
x x y Cx

t x y
   

 
 

.  ; 222 CxxyCxxy   

 

Уравнения, приводящиеся к однородным 

1.1.24. Найти общий интеграл    2 2 1 1x y dx x y dy 0      . 

Решение. Составим определитель из коэффициентов уравнения: 

2 2
0

1 1





, следовательно, данное ДУ должно свестись к уравнению с 

разделяющимися переменными подстановкой x y z  , . 

Выполняем замену в уравнении, получаем 

dy dx dz 
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 2 1 ( 1)( )z dx z dx dz    

3 ( 1) ,zdx z dz 

0 . Действительно, переменные разделяются: 

 
1

3
z

dz dx
z


 . Интегрируем: 

1
1 3dz dx

z
   
 

,   

ln 3z z x  C . Заменяя z x y  , получаем общий интеграл 

ln 2x y x y    c . 

Особые решения отсутствуют. 

1.1.25. Решить уравнение 
2 5

.
2 4

x y

x y
y

   
 

 

Решение. Проверяем определитель: 
1 2

3 0
2 1


 


, значит данное 

ДУ можно свести к однородному. 

Ищем точку пересечения прямых: 
2 5 0,

0,

x y

2 4x y

  
   

       0

0

1;

2;

x

y

 


Делаем замену 1,x u   2y v ,   ,dx du  ,dy dv  тогда исход-

ное уравнение имеет вид 
 1 2

2( 1)

u v

u

  ( 2) 5

2 4v

  2

2

u v

u v




dy
y

dx
 dv

du
  

    
.  

Убеждаемся, что получили однородное уравнение: 
2

.
2

dv u v

du u v





 

Выполнив замену ,
v

t
u

  ,v u t   ,
dv dt

t u
du du

   получаем дифференци-

альное уравнение с разделяющимися переменными: 
1 2

,
2

dt t
t u

du t


 


 

1 2
,

2

dt t
u t

du t


 


   

2 4 1
,

2

t

t

 


dt t
u

du
  

Разделяем переменные и интегрируем: 
2

2

( 4 1)

du t
dt

du t t




 
,  
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21
ln ln ( 2) 3 ln

2
u t       C , 

2( 2) 3u t   C , где ,
v

t
u

 1, 2u x v y     

Подставляя, получаем ответ 22
( 1) ( 2) 3

1

y
x C

x


   


   или 

2
2

( 1) 3
1

y x
x C

x

      
. 

 

Линейные дифференциальные уравнения и уравнение Бернулли 

1.1.26. Найти общее решение уравнения 2 3 0.
dy

y
dx

    

Решение. .032  y
dx

dy
 Пусть ,y uv  

dy dv du
u v

dx dx dx
  , где  и  

новые функции от .

u v

x  Необходимо найти эти функции, чтобы получить 

искомую функцию .  Подставим значения  и y y
dx

dy
 в исходное уравне-

ние: 2 3
dv du

u v 0.v
dx dx

    ,vu  Чтобы найти первой функцию  сгруппи-

руем члены содержащие функцию  и вынесем эту функцию за скобку: ,u

2
dv du

u v v
dx dx

     
 

3 0. u Если будем первой находить функцию  то 

сгруппируем члены, содержащие функцию  и вынесем эту функцию 

за скобку: 

,v

2 3
dz du

u v u
dx dx

  0.    
 

 Какую из этих функций находить 

первой, значения не имеет. 
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Будем находить первой функцию ,  тогда в равенстве  u

2 3
dv du

u v u
dx dx

     
 

0  приравняем нулю выражение в скобках: 

.02  u
dx

du
 Разделим переменные в уравнении: 2

du
dx

u
0.   Проинтег-

рируем обе части уравнения:   .2 dx
u

du
 Найдём одно из частных ре-

шений уравнения, поэтому при интегрировании обеих частей уравнения 

произвольное постоянное C  примем равным нулю, т. е.  отку-

да 

ln 2 ,u x

2 .xu e  При условии 2 0u
du

dx
  уравнение 2

du
u

dx
  3 0

dv
u v

dx
   

 
  

имеет вид 3 0
dv

u
dx

  . 2 Подставив в уравнение значение xu , получим e

2 3 0x dv
e

dx
  .  Разделим переменные в уравнении: 

2

3
.

x

dx
dv

e
  Проинтег-

рируем равенство: 2
2

3 3 ;x
x

dx
dv e dx

e
     23

.
2

xv e C    Подставим 

значения  и v : u .
2

3

2

3

2

3 22022 





   xxxx CeCeeCeey   

Т.е. 2 3
.

2
xy Ce   

Выполним проверку. Найдем 
dx

dy
 из равенства 2 3

2
xy Ce  : 

22 .xdy
Ce

dx
  Подставим значения 

dx

dy
 из равенства и  в исходное урав-

нение: 

y

2 2 3
2 2 3 0; 2 2 3 3Ce Ce

2
x xCe Ce     

 
2 2 0.x x      Получили 
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тождество, следовательно, уравнение 2 3

2
xy Ce   является решением 

исходного уравнения. 

1.1.27. Решить уравнение  32
1 .

1

dy y
x

dx x
  


 

Решение. Пусть , тогда y uv .
dy dv du

u v
dx dx dx

   Подставим значе-

ния  и y
dx

dy
 в уравнение:  32

1
1

du uv
x

dx x

dv

dx
u v   


 или 

 32
1 .

1

dv du u
u v x

dx dx x
      

 Пусть .0
1

2





x

u

dx

du
 Разделим перемен-

ные в уравнении: 0
1

2





x

dx

u

du
 или .

1

2




x

dx

u

du
 Проинтегрируем обе 

части уравнения: ,2 
x

dx

u

du
  .1ln2ln  xu  Произвольное постоян-

ное C  принимаем равным нулю, т. е. находим одно из частных реше-

ний:  2
1 .u x   При условии 

2
0

1

du u

dx x
 


 уравнение 

 3
1

dv
x

dx dx x
      

2

1

du u
u v  имеет вид:  3

1 .
dv

u x
dx

   Подставим в 

уравнение  значение  2
1u x  :   2 3

1 1
dv

x x
dx

    или 1
dv

x
dx

  . Раз-

делим переменные в уравнении:  1dv x dx.   Проинтегрируем обе 

части уравнения:  1 ,dv xx d    
 2

1
.

2

x
v


C 

   

 Подставим значения 

 и  в равенство : u v y uv
   

2 4
2 21 1

1 1
2 2

x x
y x C C x
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т.е. 
   

4
21

1 .
2

x
y C x


    

Проверка. Найдём 
dx

dy
 из равенства 

   
4

21
1

2

x
y C x


   : 

  3
2 1 2 1

dy
x C x

dx
    . Подставим значения 

dx

dy
 и  в исходное урав-

нение: 

y

          ;11
2

1

1

2
1212 32

4
3 













 xxC
x

x
xCx  

          ;11211212 333  xxCxxCx      .11 33  xx  Полу-

чили тождество. 

1.1.28. Найти частное решение уравнения ,sincos dxxdxyxdy   если 

0x , .1y  

Решение. Все члены уравнения dxxdxyxdy  sincos  разделим на 

xdxcos : .
cos

1

x
ytgx

dx

dy
  Пусть y uz , тогда .

dx

du
z

dx

dz
u

dx

dy
  Подста-

вим значения  и y
dx

dy
 в уравнение: 

x
uztgx

dx

du
z

dx

dz
u

cos

1
  или 

.
cos

1

x
utgx

dx

du
z

dx

dz
u 






   Пусть   .0 xutg

dx

du
 Разделим переменные 

в уравнении: ,0 tgxdx
u

du
 .tgxdx

u

du
 Проинтегрируем равенство: 

  ,tgxdx
u

du
 ,cosln xu   .cos xu   При условии   0

du
utg x

dx
   урав-

нение 
1

cos

dz
u z utgx

dx x
    
 

du

dx
 примет вид .

cos

1

xdx

dz
u 

u

 Поставим в 

уравнение значение : .
cos

1

x
cos

dx

dz
x   Разделим переменные в уравне-
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нии: .
cos2 x

dx
dz   Проинтегрируем равенство:   ;

cos2 x

dx
dz  .Ctgxz   

Подставим значения u  и z :   .cossincos xCxCtgxxy   

Проверка. Найдём 
dx

dy
 из равенства : sin cosy x C  x

.sincos xCx
dx

dy
  Подставим значения 

dx

dy
 и  в уравнение: y

  1
cos sin sin cos ;

cos
x C x C x tgxx

x
     

;
cos

1
sin

cos

sin
sincos

2

x
xC

x

x
xCx    

.
cos

1

cos

sincos 22

xx

xx




0

 Получили тождество. 

Подставим начальные условия x  и 1y

1

 в общее решение 

:  откуда .sin cosy x C  x 1 in cos0,Cs 0  C  Следовательно, част-

ное решение будет: .cossin xxy 

ln

 

1.1.29. Найти частное решение дифференциального уравнения 

3 2 , если ( ) 0ln 3y x x y x   x y e  . 

Решение. Разделим обе части уравнения на функцию lnx x  и пре-

образуем его к виду 23 ln
ln

y
y x

x x
x  . Это уравнение линейное. При-

меним подстановку Бернулли ,y u v y u v u v        , получим: 

23 lx n x
ln

u v
u v u v

x x

      , сгруппируем второе и третье слагаемые в 

левой части полученного уравнения, вынесем множитель за скобку: u

23 ln
ln

v
u v u v x x

x x
      
 

 . Составим систему уравнений 
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2

0,
ln

3 ln

v
v

x x

u v x x

   

    .

 

Из первого уравнения системы найдём функцию 

:( )v x 0,
ln

v
v

x x
  

ln

dv v

dx x x
 , 

ln

dv dx

v x


x  , 
(ln )

ln

dv d x

v x
  , 

ln ln lnv x , . Подставим ( )  во второе уравнение системы 

и найдём функцию ( ) : 

( ) lnv x x

u x

v x

2 lnxln 3u x x  , 23u x  , 2 33u x dx x C   . 

Запишем общее решение уравнения .  3( ) lnC xy x 

Чтобы найти частное решение, удовлетворяющее начальному ус-

ловию , подставим в общее решение ( ) 0y e  x e , 0 :e   

, отсюда  и . 30 (  ) lne C e 3C e  3 3( ) ly x e  n x

1.1.30. Найти общее решение уравнения xxtgyy sin   . 

Решение. Положим uvy  , тогда vuvuy   и данное уравнение 

принимает вид xvuvu sinxtguv     или xxtgu sin)  vuvu (      (*) 

Решая уравнение 0 , получим простейшее частное решение:    xtgvv

,coslnln     ;       ;  xvdxxtg
v

dv
xtgv

dx

dv
  откуда .

cos

1

x
v   

Подставляя  в уравнение (*), получим уравнение: v x
x

u sin
cos

1
 , из 

которого находим u: , xcossin    ;sin
cos

1
dxxdux

xdx

du
  откуда 

.
2

sin 2

C
x

u   

Итак, искомое общее решение: .
cos

1

2

sin 2

x
C

x
uvy 







   

1.1.31. Решить дифференциальное уравнение .cos 2 xxtgyy   
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Решение. Полагая , приводим это уравнение к виду: uvy 

  .cos  2 xvuxtguuv   

Приравняем квадратную скобку к нулю: 0   xtguu ,  мы получим, 

что .coscoslnln xx,  uu tg x dx;  
u

du
  Подставляя полученное зна-

чение и в уравнение, получаем следующее уравнение для v: 

xvx 22 coscos  , отсюда находим: .cos Cv sin  , xvx   Таким обра-

зом, ).(sincos Cxxuvy   

1.1.32. Найти уравнение интегральной кривой, проходящей через точку 

, если . (0;1) 2y y xy  

Решение. Данное ДУ является уравнением Бернулли. Разделив его 

на  и, положив , 2y 1t y 2 ,t y y     имеем 2 1 ,y y y x      или 

 Полученное уравнение является линейным. Будем искать ре-

шение методом Лагранжа: 

.xt t  

0 ,
dt

t t
dx

     t     

ln ln ,
dt

dx t x C
t
      С > 0. Используя тождество ln ,xx e записы-

ваем общее решение однородного уравнения: xt ce . Ищем общее ре-

шение неоднородного уравнения t t x   , полагая   xt c x e , где  c x  

– неизвестная функция.  Найдём её, подставив  и tt   в уравнение: 

    ,x xt c x e c x e          ,x x xc x e c x e c x e x      

.xdc xxe dc xe d
dx

      x ,u x ; Интегрируем по частям:   

 

du dx

,xdv e dx xv e  ,     1
xe c x x xc x xe e dx xe        . Функция 
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 c x  найдена, записываем общее решение уравнения Бернулли, воз-

вращаясь к старой переменной: 1,t y  

   1 1 ,x x xx e xe e c x      x
zc e t c  

1

1

1 x
y

x c e
 

 
общее решение 

ДУ. 

Чтобы найти частное решение, определим значение С1, подста-

вим координаты точки 0, 1x y   в общее решение 1
1

1
1 0

1
c

c
.  


  

Итак, частное решение 
1

1
y

x



 представляет геометрически 

уравнение гиперболы. Это и есть искомая интегральная кривая. 

1.1.33. Решить уравнение Бернулли относительно )(yxx  : .
2

1

2 xy

x

dy

dx
  

Решение. Положим uvx   и приведем уравнение к виду: 

.0
2

1

2












uvy

u

dy

du
v 









u

dy

dv
 

 Рассмотрев уравнение ,0
2


y

u

dy

du
возьмём его частное реше-

ние yu 1 . Тогда мы придём к уравнению 0
2

1


yv
y

dy

dv
, общее 

решение которого 2 ln
C

y
  . 

1.2. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ 

 

Дифференциальные уравнения высших порядков, допускающие 

понижения порядка 

1.2.1.  Найти общее решение уравнения 2.my x   
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Решение. Понижаем порядок производной: 

     
2

12 2
2

m n n nd x
y y y y x dx x c

dx


        ,  

 
2 3

2
1 12 ,

2 6
n d x x

y y y x c dx x c x
dx

 
          

 
 2c  

3 4 3 2
2

1 2 1 2 .
6 24 3 2

dy x x x x
y y x c x c dx c c x c

dx

 
            

 
 3  

1.2.2. Найти частное решение уравнения sin 1y x   , удовлетворяю-

щее заданным начальным условиям 1)0(    ,1)0(  yy . 

Решение. Имеем z
dx

dy
 , откуда sin 1

dz
x

dx
  , , (sin 1)dz x dx 

1cosz x x C    , следовательно, .cos 1Cxxy   Используя на-

чальные условия 1, получаем: )0( y 11 cos0 C   , откуда 2 . Та-1 C

ким образом cos x x 2
dy

dx
     или   .dx2cos xxdy   Интегрируем 

это уравнение: .2C
2

2
2

x
x

y sin x   

Используя теперь начальные условия     ,1)0( y  находим 

2 1C   . Итак, искомое частное решение имеет вид 

.12
2

sin
2

 x
x

xy  

1.2.3. Решить уравнение 
2

2
0,

d y

dx
  если 0x , 2y  и если 1x ,  .3y

Решение. По определению второй производной имеем: 

0
d dy

dx dx
   
 

 или 0 .
dy

d d
dx

    
 

x   
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Интегрируем равенство: ;0 





 dx

dx

dy
d  ,1C

dx

dy
  откуда  

Интегрируем равенство:  .

.1dxCdy 

  ,1 dxCdy 21 CxCy   Получили общее ре-

шение исходного уравнения. 

Найдём частное решение по данным начальным условиям, под-

ставив их в общее решение. Имеем систему уравнений первой степени 








21

21

13

,02

CC

CC
 или Откуда 








.3

,2

21

2

CC

C
11 C  и .22 C  Частное решение 

имеет вид  2  .y x

1.2.4. Найти частное решение уравнения ,4
2

2


dx

yd
 при 0x , 0y  и при 

1x ,  .1y

Решение. 4







dx

dy

dx

d
 или ;44 dx

dx

dy







  

 





 ,4 dx

dx

dy
d  ,4 1Cx

dx

dy
  откуда ;4 1dxCxdxdy   

   ,4 1 dxCxdxdy   2
1 22 .y x C x C  

Получили общее решение. 

Найдём частное решение, подставив в уравнение 

 начальные данные:  2
12y x C x C   2

2 ,
1

2
1

2
1 2

0 2 0 0

1 2 1 1 ,

C C

C C

     

    

откуда 1 C  и .02 C  

Частное решение имеет вид  .2 2 xxy 
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1.2.5. Найти частное решение уравнения ,6
2

2

t
dt

sd
  если 0t , 0s  и 

.10
dt

ds
 

Решение. По условию   ,6ttf   так как .6
2

t
dt

sd
  t

dt

ds

dt

d
6






  или 

;6tdt
dt

ds
d 






  

 





 ,6 tdt

dt

ds
d  откуда ;3 1

2 Ct
dt

ds
   2

13 ;ds t dt C dt 

   ,3 1
2 dtCdttds  3

1 2s t C t C   . 

Найдём частное решение, подставив в уравнения 3
1 2s t C t C    

и  начальные данные: 2
13ds t dt C dt 











,0310

,000

1
2

21
3

C

CC
откуда 101 C  и .02 C  

Частное решение имеет вид .103 tts   

1.2.6. Найти частное решение уравнения ,218
2

2

 t
dt

sd
 при 0t , 4s  и 

.5
dt

ds
 

Решение. .218
2

2

 t
dt

sd
 

,218 





 t

dt

ds

dt

d
 ;218 dttdt

dt

ds
d 






    






 ;218 dttdt

dt

ds
d  

,29 1
2 Ctt

dt

ds
  откуда  ;29 1

2 dtCtdtdttds 
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    ,29 1
2 dtCtdtdttds   Получили общее ре-

шение. 

.3 21
23 CtCtts 

Найдём частное решение, подставив в уравнения 

3 2
1 23s t t C t C     и  начальные данные: 2

19 2ds t dt tdt C dt  











,02095

,00034

1
2

21
23

C

CC
откуда 51 C  и .42 C  

Имеем частное решение .453 22  ttts  

1.2.7. Найти частное решение уравнения ,2
2

2

dx

dy

dx

yd
  если 0x , 

2

3
y  и 

.1
dx

dy
 

Решение. Положим 
dy

z
dx

 , тогда .
2

2

dx

dz

dx

yd
  Подставим значения 

dx

dy
 и 

2

2

dx

yd
 в данное уравнение: .2z

dx

dz
  Получили уравнение первого 

порядка с разделяющимися переменными. Произведём разделение пе-

ременных .2dx
z

dz
  Интегрируем равенство   ,2 dx

z

dz
  

откуда 

,2ln 1Cxz 

.12 Cxez    

Произведём обратную замену ,12 Cxe
dx

dy   откуда  

Интегрируем равенство  

.12 dxedy Cx

   ,12 dxedy Cx .
2

1
2

2 1 Cey Cx    Получили об-

щее решение. 

Найдём частное решение, подставив начальные данные: 



Содержание 36















.1

,
2

1

2

3

1

1

02

2
02

C

C

e

Ce
 или 

1

1

2

3 1
,

2 2

1 ,

C

C

e C

e

  

 

 откуда 01 C  и C  .12 

Имеем честное решение .1
2

1 2  xey  

1.2.8. Найти частное решение уравнения ,
2

1
2

2

dx

dy

xdx

yd


  если 2x , 

2y  и .8
dx

dy
 

Решение. Положим ,z
dx

dy
  тогда .

2

2

dx

dz

dx

yd
  Подставив значения 

2

2

dx

yd
 и 

dx

dz
 в данное уравнение, получим .

2

1
z

xdx

dz


  Разделив в уравне-

нии переменные 
2

dz dx

z x



, интегрируем уравнение ,

2 


x

dx

z

dz
 

 откуда   ,ln2lnln 1Cxz   .21  xCz  Произведём обратную замену 

 .21  xC
dx

dy
 Разделим переменные   .21 dxxCdy   Проинтегрируем 

равенство .2C2
2 1

2

1 xC
x

Cy   Найдём частное решение, подставив на-

чальные данные 

 1

2

1 1

8 2 2 ,

2
2 2 2

2

C

C C

 



     2 ,C
21откуда C  и .102 C  

Имеем частное решение  .1042  xxy

 

Однородное линейного ДУ с постоянными коэффициентами 

1.2.9. Найти общее решение уравнения .065  yyy  



Содержание 37

Решение. Запишем характеристическое уравнение: для этого заме-

ним функцию у и ее производные у' и у" соответствующими степенями, 

получим  откуда 2 5 6 0k k   , 6.1 21k ,  k    Так как корни характери-

стического уравнения действительные и различные, то общее решение 

данного дифференциального уравнения имеет вид .6

21

xx eCeCy    

1.2.10. Найти общее решение ДУ 6 9ny y y 0.    

Решение. Характеристическое уравнение примет вид 

 22 6 9 0 3k k k     

k 

0 , т.е. уравнение имеет один действительный 

корень 3  кратности 2. Значит, частными решениями дифференци-

ального уравнения в этом случае будут 3
1

xy e , 3
2

xy xe . Им соответст-

вует общее решение  3xy e 1 2c c x  . 

1.2.11. Найти общее решение уравнения 09  yy . 

Решение. Этому уравнению соответствует характеристическое 

уравнение ,  имеющее два мнимых сопряженных корня 092 r

.32,1 ir   т.е. получаем общее решение 

.3sin3cos 21 xCxCy   

1.2.12. Найти общее решение ДУ 0IVy y  . 

Решение. Характеристическое уравнение получим в виде 

 4 30 1k k k k     0,    21 1k k k k 0.   

1

 Имеем два действи-

тельных корня   и два комплексных 1 0,k  2k  3,4

1 3
.

2

i
k

0
1 1,xy e 

 
  Им соот-

ветствуют частные решения:   2 ,xy e  2
3

3
cos ,

2

x

y e x


  

2
4

3
sin .

2

x

y e x
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Общее решение уравнения 

2
1 2 3 4

3 3
cos sin .

2 2

x
xy c c e e c x c x

  
    

 
 

1.2.13. Найти частное решение уравнения 3 2y y y 0    , удовлетво-

ряющее заданным начальным условиям  0 1y  ,  0 1 y . 

Решение. Запишем характеристическое уравнение  

2 3 2k k 0   , 

его корни . Следовательно, общее решение имеет вид 1 21, 2k k 

2
1 2

xxy C e C e  . 

Далее, используя начальные условия, определяем значения посто-

янных  и . Для этого подставим в общее решение заданные значе-1C 2C

ния 0,    y 1x   , в результате получим одно из уравнений, связывающее 

1C  и : 1 . 2C  2C1C 

Второе уравнение относительно  и  получим следующим обра-1C 2C

зом. Продифференцируем общее решение 

xx eCeCy 2
21 2  

и подставим в найденное выражение заданные значения 0x ,  1y

21 21 CC  . 

Из системы 









12

,1

21

21

CC

СС
 

находим . Следовательно, искомое частное решение име-2  ,3 21  CC

ет вид . xx ee 223 y
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Неоднородное линейного ДУ с постоянными коэффициентами 

1.2.14. Найти частное решение уравнения xexyyy 2)2012(82  , 

удовлетворяющее начальным условиям .1)0(  ,0)0(  yy  

Решение. 1. Характеристическое уравнение 2 2 8k k 0    имеет 

корни  Следовательно 1 24, 2.k k  

.
2

2
4

1
хх еСеСу    

2. Правая часть данного уравнения имеет вид: 

2  ,2012)(  ,1 1  kxxPn . Так как 2k   является однократным кор-

нем характеристического уравнения, то частное решение у* ищем в 

форме 
xx eBxAxeBAxxy 222 )()(*  . 

Отсюда 

xxx eBBxAxAxeBAxeBxAxy 2222 )222()2()22(* 2   

x

xx

eBABxAxAx

eBAAxeBBxAxAxy
22

22

)42484(

)224()2444(* 2




 

Подставляя у*, у*' и y*" в данное уравнение, сокращая обе его части на 

е2x и приводя подобные члены, окончательно получим 

2012)62(12  xBAAx . 

Решая систему 








,2062

,12          12

BA

A
 

находим 3  ,1  BA . Отсюда 

xexxy 22 )3(*  . 

Итак, найдено общее решение данного уравнения 

xxx exxeCeCyyy 222

2

4

1 )3(*   . 
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3. Для нахождения искомого частного решения воспользуемся 

заданными начальными условиями. Найдем производную общего реше-

ния 
xxx exxeCeCy 222

2

4

1 )382(24   , 

подставив в выражения для общего решения и его производной значе-

ния , получим систему уравнений для нахождения С  1  ,0  ,0  yyx 1

и С2 








.3241

,0

21

21

CC

CC
 

Отсюда 
3

1
1 C , 

3

1
2 C . Таким образом, искомое частное решение име-

ет вид .)3(
3

1

3

1 2224 ххх еххееу    

1.2.15. Найти общее решение уравнения xxyyy sin6cos254   

Решение: 1. Найдём y . Характеристическое уравнение 

2 4 5 0k k   i имеет корни 
1,2

2k   . Следовательно 

)sincos( 21
2 xCxCey x  . 

2. Будем теперь искать у*. Здесь числа 2 i  не являются корня-

ми характеристического уравнения, поэтому частное решение у* следу-

ет искать в форме xBxAy sincos*  , где А и В − неопределенные ко-

эффициенты. Найдём производные у*' и у*": 

,sincos*

,cossin*

xBxAy

xBxAy




 

подставляя теперь выражения для у*, у*' и у*" в данное уравнение и 

группируя члены при cos   и  sinx x , в результате получим 

xxxBAxBA sin6cos2sin)44(cos)44(  . 
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Следовательно, для нахождения А и В имеем систему 








644

244

BA

BA
, 

откуда 
2

1
  ,1  BA . Таким образом .sin

2

1
cos* xxy   

Итак, общее решение данного уравнения имеет вид 

  .sin
2

1
cossincos 21

2 xxxCxСеууy х   

1.2.16.  Найти общее решение уравнения xyy 2cos124  . 

Решение. 1. Найдем сначала y . Характеристическое уравнение 

2 4 0k   i, имеет корни . Следовательно 1,2 2k  

.2sin2cos 21 xCxCy   

2. Переходим к нахождению у*. Так как числа ±2i являются корня-

ми характеристического уравнения, то частное решение следует искать 

в форме: )2sin2cos(* xBxAxy  , где A и В – неопределенные коэф-

фициенты. Имеем ),2cos22sin2(2sin xBxAxx2cos* BxAy   

* 2 sin2 2 cos2 ( 2 sin2 2 cos2 ) ( 4 cos2 4 sin2 ).y A x B x A x B x x A x B x         
Подставив у*' и у*" в данное уравнение и приведя подобные члены, по-

лучим ,2cos122sin42cos4 xxAxB   откуда 








,04

,124

x

B
 

т.е. 3  ,0  BA . Поэтому xxy 2sin3*  . 

Итак, общее решение 

.2sin32sin2cos* 21 xxxCxCyyy   

 

1.3. ЗАДАЧИ НА СОСТАВЛЕНИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 

УРАВНЕНИЙ 
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1.3.1. Составить уравнение движения тела по оси , если тело нача-

ло двигаться из точки )

Ox

0;4(M  со скоростью .32 2tt   

Решение. При прямолинейном движении скорость есть производ-

ная от пути по времени. Обозначив путь через x , имеем: ,
dt

dx
  тогда 

232 tt
dt

dx
  или .32 d2 ttdtdx   Проинтегрировав, получим: 

.32 Cttx    Из начальных условий найдём .C  В условии задачи да-

но, что при 0t  .4x  Подставив эти значения в общее решение, полу-

чим .4C  

Уравнение прямолинейного движения тела по оси Ox  имеет вид 

.432  ttx  

1.3.2. Составить уравнение кривой, проходящей через точку )3;2( M  и 

имеющей касательную с угловым коэффициентом 34  . xk  

Решение. В условии задачи дано: 34  xk
dx

dy
 или 

.34 dxxdxdy   Проинтегрировав, получим  При .32 2 Cxxy  2x  

и  ,3y 5C  тогда   .532 2  xxy

1.3.3. Вода в открытом резервуаре вначале имела температуру ,70 Co  

через 10 .мин  температура воды стала ,65 Co  температура окру-

жающей среды .15 Co  Найти: 1) температуру воды в резервуаре 

через 30 .мин  от начального момента; 2) в какой момент времени 

температура воды в резервуаре будет .20 Co  

Решение. Составим функцию закона охлаждения воды, как функ-

цию времени ,t  обозначив переменную температуру воды через .T  Ско-

рость охлаждения воды есть скорость изменения функции, связываю-
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щей t  и ,T  т.е. это будет производная .
dt

dT
Скорость 

dt

dT
 пропорцио-

нальна разности температур воды в резервуаре и окружающей среды, 

т.е.  где  – коэффициент пропорциональности. Тогда ),CT o15(k k

).( CT o 15k
dt

dT
 Разделив переменные, имеем .

15
kdt

T

dT



 Проинтег-

рируем уравнение: ,
15  


dT

1
te

kdt
T

C

 ,  CktT o  )15ln(

1 15.ktT C e 15  ,C ke e kt C ktT e   откуда  

Получили закон охлаждения, где t  – время и T  – температура 

воды – конечные переменные. Найдём постоянную величину  при на-

чальных данных: при 

1C

,0t  .70 CT o  Имеем:  или 

 . Подставив значение  получим: 

oke 150
1



1C

o70 C 

,55 1Co 111 Ce 

.15okte

0 C

55o

551 
oC

T 

0

 Найдём постоянную величину . В условии задачи да-

но, что через 

k

1t .мин  .  Подставив эти значения в уравнение 

, получим: 

65 Co

o65

T 

55 15t o k oT e oko e 1555 10   или , или 10o e50 55o k

.k

11

10
 10e  Прологарифмировав равенство, получим: . lg10 lg11 10 lgk e 

Откуда .
4343,0

0414,1111


e
009532,0

343,4

0414,0

10 


lg10

lg

k

1
k  Подставив зна-

чение  в уравнение , получим закон охлаждения, связы-

вающий переменные 

55 15o kt oT e 

t  и :T .15009532,0 ot55o eT    Найдём температуру 

воды через мин. от начального момента. В уравнение 

 подставим значение 

3

32o tT e

0

150,009555 o 30t мин. 

 откуда ,o 551555o 300e 009532,T  .15286,0 oo eT    

Произведём вычисления  ,55 286,0 ex
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,6162,11242,07404,14343,0286,07404,1lg286,055lglg  ex
41,32 41x   . 

Тогда .561541 oooT   

Найдём, через сколько времени температура воды в резервуаре 

будет иметь .  В уравнение подставим значение 20 Co .20oT   

otoo e 155520 009532,0    или  откуда ,555 009532,0 too e

0909,0
11

1009532,0  te  или ,9586,20909,0lglg009532,0  et  

251
4343,0009532,0

041,1

4343,0009532,0

9586,2






t мин. 

1.3.4. Опытом установлено, что скорость распада радия в каждый дан-

ный момент времени пропорциональна начальному количеству 

радия. В начальный момент времени )0( t  имелось 0R  грамм ра-

дия. Составить формулу для вычисления количества радия в лю-

бой момент времени .t  

Решение. Составим функцию закона распада радия. Пусть коэф-

фициент  известен  Количество не распавшегося радия в мо-

мент времени 

k ).0( k

t  обозначим через .R  Требуется найти R  как функцию от 

.t  Скорость распада радия есть скорость изменения функции, связы-

вающей t  и ,R  а это есть производная .
dt

dR
 В условии задачи дано, что 

.kR
dt

dR
  Знак минус показывает, что функция R  – убывающая, следо-

вательно, ,0
dt

dR
 а  так как  и ,0kR 0k 0 .R  .kdt

R

dR
  Интегриру-

ем обе части уравнения   ,kdt
R

dR
 откуда CktR lnln   или 
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,lnln ktCR   откуда .ln kt
C

R
  Пропотенцировав равенство (4), по-

лучим: kte
C

R   или .Ce ktR   Получили общий закон распада радия, 

где t  – время и R  – количество не распавшегося радия в этот момент 

времени. 

Найдём постоянную величину C  при начальных данных: при 

,0t   Подставив эти значения в уравнение .oRR ktR Ce , получим: 

,0k C o CeR  Тогда искомая функция будет  .0R .0
kteRR 

1.3.5. Вращающийся в жидкости диск замедляет свою угловую скорость 

за счет трения. Установлено, что трение пропорционально угло-

вой скорости. Найти: 1) с какой скоростью будет вращаться диск в 

момент 120t с если при 0t  он вращался со скоростью 12  

рад/с, а при 10t с его скорость была 8 рад/с; 2) в какой момент 

времени он будет вращаться со скоростью 1рад/с? 

Решение. Составим функцию закона вращения диска как функцию 

времени .t  Пусть   – угловая скорость вращения диска, тогда замедле-

ние вращения диска под воздействием сил трения будет .
dt

d
 По усло-

вию задачи имеем ,
k

dt
k

d
где  – коэффициент пропорциональности. 

Разделив переменные, получим: .kdt
d





 Интегрируем обе части урав-

нения   ,dtk
d




,ln Ckt   откуда   

или  

, ,CkteeCkte  1Cekt

.1eC kt

Найдём постоянную величину  при начальных условиях: 1C 0t  и 
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12  рад/с. Подставив эти значения в уравнение , найдём  

  Подставив значение  в уравнение , полу-

чим: 

1
ktC e 

 

:1C

,0ke

12

12 1C .12 1C

.kte

1C 1
ktC e

   Найдём числовое значение  по начальным данным: k

10t с и 8  рад/с. Подставим эти значения в уравнение 12 kte  : 

 откуда ,10k128  e ,
3

210 ke ,32lglg10 lgek   

.0407,0
4343

3010,

,010

04771,0

lg

2lg

10

3lg

lg10

3lg2lg 



e

k




e
k  

Подставив значение  в уравнение 12 kte  , получим: 

.t12e 0407,0  Найдём скорость вращения диска в момент времени 

120t с  рад/с. Найти момент времени, 

когда диск будет вращаться со скорость  рад/с. Подставим значение 

009,012 9,4 e12 0407,0 e 120 

1

1  и найдём   откуда t 1 ,407t12 ,0e 0407t 1

12
e  , ,121lglg0407,0 et  

61
elg0407

12lg

,0
t с.  

1.3.6. Гибкая однородная нить подвешена за два конца в точках A  и B  

(так подвешиваются провода, канаты, цепи). Составить уравнение 

кривой, по которой расположена нить, под действием соответст-

вующего веса. 

Решение. Пусть точка  bC ;0  самая низкая точка нити, M  – её 

произвольная точка. Рассмотрим равновесие правой части нити . 

Эта часть нити находится в равновесии под действием трёх сил: 1) на-

тяжение ,

CM

T  действующего по касательной в точке ;M  T  составляет с 

осью  угол ;Ox   2) натяжение H  в точке ,C  действующего горизон-

тально; 3) веса нити ,l  направленного вертикально вниз, где l  – длина 
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дуги ,CM    – линейная плотность нити. 

Разложим натяжение T  на две составляющие – горизонтальную и 

вертикальную: cosT  и .sinT  Получили уравнение равновесия 

,sin  lT   и .cos HT   

Разделив первое уравнение на второе, получим: ,l
H

tg
  но .

dx

dy
tg   

Обозначив ,a
H


  получим: .

1
l

adx

dy
  

Продифференцируем обе части равенства по x ,
1

2

2

dx

dl

adx

yd
  

но .
2





dx

dy

dx

dl
1 


  

Подставив значение 
dx

dl
, получим дифференциальное уравнение 

.1
1

2

2

2









dx

dy

adx

yd
 Заменим ,z

dx

dy
  тогда .

2

2

dx

dz

dx

yd
  Уравнение примет 

вид .2z
dx

dz
 1

1

a
 Получим уравнение с разделяющимися переменны-

ми .
1

1 2
dx

az

dz



 Проинтегрировав уравнение, получим 

;
1

1 2 


dx
az

dz
   .

1
1ln 1

2 Cx
a

zz   

Найдём частное решение, зная, что при 0x  0
dx

dy
z  (произ-

водная в точке C ). Подставим эти значения в уравнение 

 2
1x 

1
ln 1z z

a
   C :   ,1C0

1
010ln 2

a
 .откуда  01ln1 C
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Частное решение будет   x
a

zz
1

1ln 2   или 21
x

ae z z    или 

.1 2zze a

x

  Возведя равенство в квадрат, получим: 

22
2

12 zzzee a

x

a

x

  или 
2

2
x x

a ae e z 1   или .12
2

 a

x

a

x

exe  Разделив 

равенство на 
x

ae , получим: 

1
2

x x x

a a
x

a

z e e e

e


    a  или .

2

1













a

x

a

x

eez  Произведём обратную заме-

ну. Т.к. 
dy

z
dx

 , то .
2

1













a

x

a

x

ee
dx

dy
 Разделим переменные в уравнении 

.
2

1
dxeedy a

x

a

x














 Проинтегрируем уравнение Caeaey a

x

a

x















2

1
 

или .
2 2Cee
a

y a

x

a

x














 

Найдём частное решение, зная, что при 0x  :by   

  2
00

2
Cee

a
b   или ,2Cab   откуда abC 2 . Тогда уравнение 

примет вид .abe a

x







2
e

a
y a

x






  

Если ,  то уравнение цепной линии принимает наиболее про-

стой вид 

ab 

.
2 













a

x

a

x

ee
a

y  

1.3.7. Материальная точка движется по прямой линии в сопротивляю-

щейся среде под действием периодически меняющейся силы 
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tAF  sin 1  . Сопротивление среды пропорционально скорости 

движения. Вывести закон изменения скорости тела, если его на-

чальная скорость равнялась нулю. 

Решение. По условию на тело действуют две силы: сила сопро-

тивления среды  и периодическая сила kvF 2 tAF  sin 1  . Общая си-

ла равна tAkvF  sin  . Но по второму закону Ньютона имеем 

maF  , а ускорение − это производная скорости по времени: 

.
dt

dv
a   Отсюда приходим к уравнению t

m

A
v

m

k

dt

dv sin . 

Это линейное уравнение первого порядка. Полагая uwv  , находим, что 

sin ;
k A

uw w u u t
m m

     
 

 

;sin  ; te
m

A
weu

t
m
k

t
m
k




 

.cossin
222

Ctt
m

k

mk

Ae
w

t
m
k





 


 


 

.cossin
222

t
m
k

Cett
m

k

mk

A
uwv






 


 


 

Полагая 0    ,0  vt , находим: 

;  ,0
222222 





mk

A
C

mk

A
С





  

имеем 

.cossin
222 




 



 t

m
k

ett
m

k

mk

A
v 


 

 



1.3.7. В теории резания возникает следующая задача: найти кривую, ка-

сательная к которой в каждой точке образует постоянный угол, а с 

радиус-вектором этой точки (рис. 1).  

Решение. По условию задачи имеем    потому 




tgtg

tgtg
tgtg

  1
)(




 . 

Но из рис. 1 видно, что 
x

y
tg  , а, как известно, ytg  . Поэтому ра-

венство можно записать так: ,
1

k y x
y

k y x

 


 

 

 

Рис. 1 

 

где для краткости положено tgk  . Это — однородное уравнение. 

Сделаем подстановку xuy  . После простых преобразований получаем, 

что 

,
1

)1( 2

ku

uk

dx

du
x




  

откуда находим 

.lnln)1ln(
2

1
 

1 2 xCutguarc
k

  

Подставляя вместо и значение получаем равенство 

Содержание 50



Содержание 51

.ln
1 22

C

yx

x

y
arctg

k


  

Это равенство проще записать в полярных координатах, положив 

222 ryx  , .tg
x

y
  Мы получим, что kCer



 . Эта кривая называется 

логарифмической спиралью. 

 

 

 

 

2. ЗАДАНИЯ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ  

 

Уравнения с разделёнными переменными 

1. Решить уравнение ,xdx  если 2ydy  x , ;4y  

2. ,  если 03 2 xdxdyy  x , 1;y   

3. Решить уравнение ,  если 33 22 dxxdyy  x , .1y  

Уравнения с разделяющимися переменными 

4. Решить уравнение ,
22 y

dx

x

dy
  если 0, 2x y  . 

5. Решить уравнение ,
21 


 y

dx

x

dy
 если 0x , .4y  

6. Решить уравнение ,)1()1( dyxdxy   если 2x , .3y  

7. Решить уравнение (1 ) (1 ) 0,x ydx y xdy     если 1x , .1y  

8. Решить уравнение ,sin
coscos2

ydyctgx
yx

dx
  если 

3


x , .y  

9. Решить уравнение )  .1( 2 dyxxydx 



10. Решить уравнение  .0)32(2  dxyxydyx

11. Решить уравнение .0)1( 2  dyxdxy  

Однородные дифференциальные уравнения 

12. Решить уравнение .0)(  xdydxyx  

13. Решить уравнение .0)()(  dyyxdxyx  

14. Решить уравнение .0)(  xdydxyx  

15. Решить уравнение cos cos 0.
y y

x dy y dx xdx
x x

    

16. Решить уравнение   ,332 dxyxdyxy   если 1x , .3y  

17. Решить уравнение    2 5 2 4 0x y dx x y dy      .  

Линейные дифференциальные уравнения 

18. Решить уравнение .01 y
dx

dy
 

19. Решить уравнение .022  yx
dx

dy
x  

20. Решить уравнение   .1
1

2 2


 x
x

y

dx

dy
 

21. Решить уравнение ,0
1

2

1 22








xx

xy

dx

dy
 если 0x , 3y  . 

22. Решить уравнение ,
3 3xe
x

y

dx

dy x  если 1x , y e . 

23. Решить уравнение ,
12

2xx

y

dx

dy
  если 2x , 1y  . 

24. Решить уравнение ,
1
xe

y
dx

dy
  при 0x , .5y  

Дифференциальные уравнения второго порядка 
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25. Решить уравнение ,0
2

2


dx

yd
 при 0x , 0y  и при 1x , .1y  

26. Решить уравнение ,1
2

2


dx

yd
 если 0x , 0y  и при 2x , .3y  

27. Решить уравнение ,12
2

2

t
dt

sd
  если 0t , 2s  и 20

ds

dt
 . 

28. Решить уравнение ,sin
2

2

x
dx

yd
  если 0x , 0y  и .2

dx

dy
 

29. Решить уравнение ,1
2

2

 t
dt

sd
 если 0t , 0s  и .

3

2


dt

ds
 

30. Решить уравнение .
2

2

dx

dy

dx

yd
  

31. Решить уравнение ,
1

2

2

dx

dy

xdx

yd
  если 2x , 6y  и .1

dx

dy
 

Задачи на составление дифференциальных  уравнений 

32. Составить уравнение движения тела по оси ,Oy  если тело начало 

двигаться из точки )6;0(M  со скоростью .64 2tt   

33. Составить уравнение кривой, проходящей через точку )1;2( M  и 

имеющей касательную с угловым коэффициентом .
2

1

y
k   

34. Температура воздуха .20 Co  Тело охлаждается за 40 мин от Co80  до 

.30 Co  Какую температуру будет иметь тело через 30 мин после пер-

воначального измерения? 

35. Радий распадается со скоростью пропорциональной начальному его 

количеству. Через какое количество лет произойдет распад половины 

наличного его количества в настоящий момент. Установлено, что для 
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радия коэффициент пропорциональности 00044,0k  (единица изме-

рения времени – год). 

36. Замедляющее действие трения на диск, вращающийся в жидкости, 

пропорциональна угловой скорости. Найти момент времени, когда 

диск будет вращаться со скоростью 2  рад/с, если при 0t  он враща-

ется со скоростью 20  рад/с, а при 8t с – 16  рад/с. 

 

3.ПРОВЕРЬТЕ СЕБЯ 

Задание: проинтегрировать дифференциальные уравнения.  

1. 3 0  . (Ответ: 2( 1) (1 )y dx x dy   
2

1 1

1 2( 1)
C

y x
 

 
). 

2. 2 29 (4 ) 0dy  . (Ответ: x x dx y x   2 2ln(4 ) 9x y C    ). 

3. 2 2(1 )x xe y y e  . (Ответ: 3 3arc xy C tge  ). 

4. 0( ) ( )xy y dx xy x dy    . (Ответ: x yxye C  ). 

5. 2 1. (Ответ: xy y   lnarctgy Cx ). 

6. 2
y

y
x

   . (Ответ: 2 ( ln )y x C x  ). 

7. 5xy y   x . (Ответ: 5 (4 )x C y x  ). 

8. 0( ) 2x y dx xdy   . (Ответ: 2( 3 )x x y C  ). 

9. 0 . (Ответ: 2 2( )y dx x xy dy   y xy Ce ). 

10. Проинтегрировать дифференциальное уравнение 22 22x y x y    и 
найти его частное решение, удовлетворяющее начальному условию 

(1) 0y  . (Ответ: ,
ln( ) ln

x x
y x y x

C x x
    ). 

11. 3
y

y x
x

. (Ответ: ).    ( 3 )y x C x 

12. 4 0y x  . (Ответ: 
y

x
  

2

4 6

C x
y

x
  ). 

13. ln 5xy x x y   . (Ответ: 
5

ln

C x
y

x


 ). 
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14. . (Ответ: 2 (5 4) 0y dx xy dy  
4

5

C y
y

y


 ). 

15. 
1

cos
y ytgx

x
   . (Ответ: x( ) cosy tgx C   ). 

16. 
1

sin
y yctgx

x
   . (Ответ: xcos siny x C   ). 

17. 
2

4 2 xy xy xe y . (Ответ: ) ).   
2 22 ( / 2xy e C x  

18. . (Ответ: 2(2 3) ( 1) 0xy dx x dy    2 3x y x y C   ). 

19.  . (Ответ: 3 2 2(2 4 ) (3 4 ) 0xy y dx x y x dy   2 3 4x y xy C  ). 

20. ( cos ) ( sin cos ) 0x y dx x y y dy    . (Ответ: 20,5 cos sinx x y y C   ). 

21. 0 . (Ответ: 2( cos ) (2 sin )x xy e y dx xy e y dy   2 cosxxy e y C  ). 

22. 0. (Ответ: 2( ) ( 2 )x xx y ye dx x y e dy      3 21

3
xx e y xy y C    ). 

23. / 4xy e . (Ответ: 3C ).   / 4 2
1 264 xy e C x C x    

24. 
3

3
0

d s

dt
 . (Ответ: 3

2
1 2s C t C t C   ). 

25. 0xy y . (Ответ: 2 ).    1 2y C x C 

26. 2 sin
y

xxy y y
x


. (Ответ:     3

1 2
1

2
( 1)

3
y C x C

C
   ). 

27. 2 1.(Ответ: yy y   2
1 2

1

2
x y C C   ). 

28. . (Ответ: 12 0y y y    3 4
1 2

x xy C e C e  ). 

29. 0y y y . (Ответ: 24 4    1 2( ) xy C C e  ). 

30. 0y y y . (Ответ: ). 4 13    2
1 2( cos3 sin3 )xy e C x C x 

31. . (Ответ: ). 64 0y y   1 2 3cos8 sin8y C C x C x  
32. 5y y . (Ответ: 23 10 10 4y x x      2 5 2

1 2
x xy C e C e x x    ). 

33. 44 5 (27 39) xy y y x e     . (Ответ: 5 4
1 2 ( 1)x x xy C e C e x e     ). 

34. 16 (34 13) xy y x e    . (Ответ: 1 2cos4 sin 4 (2 1) xy C x C x x e    ). 
35. x . (Ответ: 4 5 2cos 6siny y y x    

2
1 2( cos sin ) coxy e C x C x 

1
sin

2
x ). s x 
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4. РАСЧЁТНЫЕ ЗАДАНИЯ (ИДЗ) 

Задача 1. Найти общий интеграл дифференциального уравнения. 

(Ответ представить в виде  ,x y C  .) 

1.1. 2 24 3 3 2 .xdx ydy x ydy xy dx    

1.2. 2 21 1x y yy x    0. 

1.3. 2 24 .y dx ydy x ydy    

1.4. 2 23 .y dx ydy x ydy    

1.5. 2 26 6 2 3 .xdx ydy x ydy xy dx    

1.6. 2 23 2x y dx y x dy    0. 

1.7.  2 2e 5 e 0.x xdy y dx    

1.8. 
2

2

1
1 0

1

x
y y

y


  


.

.

 

1.9. 2 26 6 3 2xdx ydy x ydy xy dx    

1.10. 2 25 4x y dx y x dy    0.  

1.11.  4 e e 0.x xy dy dx    

1.12. 2 24 0x y xy x    .

.

 

1.13. 2 22 2 2xdx ydy x ydy xy dx    

1.14. 2 24 1x y dx y x dy    0.  

1.15.  e 8 e 0.x xdy y dx    

1.16. 2 25 1y y y x    0. 
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1.17. 2 26 3 .xdx ydy yx dy xy dx    

1.18.  ln 0.y y xy 

1.19.  1 e e .x xy y   

1.20. 2 21 0x y xy x    .

.

 

1.21. 2 26 2 2 3xdx ydy yx dy xy dx    

1.22.   1 ln 0y y xy   .

.1.23.  3 e ex xyy   

1.24. 2 23 1y x yy    0. 

Задача 2. Найти общий интеграл дифференциального уравнения. 

2.1. 
2

2 4
y y

y
xx

    2.    2.2. 
3 2

2 2

3 2
.

2

y yx
xy

y x


 


 

2.3. .
x y

y
x y


 


    2.4. 2 2 .xy x y y    

2.5. 
2

22 6
y y

y
xx

    3.    2.6. 
3 2

2 2
3 4

.
2 2

y yx
xy

y x

 


 

2.7. 
2

.
2

x y
y

x y


 


   2.8. 2 22 .xy x y y    

2.9. 
2

23 8
y y

y
xx

    4.   2.10. 
3 2

2 2

3 6
.

2 3

y yx
xy

y x


 


 

2.11. 
2 2

2 .
2

x xy y
y

x xy

 
 


   2.12. 2 22 .xy x y y    

2.13. 
2

2 6 6
y y

y
xx

    .   2.14. 
3 2

2 2

3 8
.

2 4

y yx
xy

y x
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2.15. 
2 2

2

2
.

2 2

x xy y
y

x xy

 
 


  2.16. 2 23 .xy x y y    

2.17. 
2

22 8
y y

y
xx

    8.    2.18. 
3 2

2 2

3 10
.

2 5

y yx
xy

y x


 


 

2.19. 
2 2

2

3
.

3 2

x xy y
y

x xy

 
 


  2.20. 2 23 2 .xy x y y    

2.21. 
2

2 8 12.
y y

y
xx

       2.22. 
3 2

2 2

3 12
.

2 6

y yx
xy

y x


 


 

2.23. 
2 2

2

3
.

4

x xy y
y

x xy

 
 


  2.24. 2 22 3 .xy x y y    

Задача 3. Найти общий интеграл дифференциального уравнения. 

3.1. 
2 3

.
2 2

x y
y

x

  


    3.2. 
2

.
2 2

x y
y

x

 
 


 

3.3. 
3 4

.
3 3

y x
y

x

 
 


    3.4. 

2 2
.

2

y
y

x y


 

 
 

3.5. 
2

.
3 2

x y
y

x y

 
 

 
    3.6. 

2 3
.

1

x y
y

x

 
 


 

3.7. 
8

.
3 8

x y
y

x y

 
 

 
    3.8. 

3 4
.

3 6

x y
y

x

 
 


 

3.9. 
3 3

.
2 1

y
y

x y


 

 
    3.10. 

2 3
.

4 3

x y
y

x y

 
 

 
 

3.11. 
2 3

.
2 2

x y
y

x

 
 

 
    3.12. 

8 9
.

10 9

x y
y

x y

 
 

 
 

3.13. 
2 3 5

.
5 5

x y
y

x

 
 


    3.14. 

4 8
.

3 2 7

y
y

x y
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3.15. 
3 4

.
5 4

x y
y

x y

 
 

 
    3.16. 

2 3
.

1

y x
y

x

 
 


 

3.17. 
2 3

.
1

x y
y

x

 
 


    3.18. 

3 2 1
.

1

x y
y

x

 
 


 

3.19. 
5 5

.
4 3 1

y
y

x y


 

 
    3.20. 

4 5
.

6 5

x y
y

x y

 
 

 
 

3.21. 
2

.
1

x y
y

x

 
 


    3.22. 

2 3
.

4 4

x y
y

x

 
 


 

3.23. 
2 3

.
2 2

x y
y

x

 
 


    3.24. .

2 2 2

y
y

x y
 

 
 

Задача 4. Найти решение задачи Коши. 

4.1. 2,    (1) 0.y y x x y      

4.2.  ctg 2 sin ,    2 0.y y x x x y      

4.3.  1
cos sin 2 ,    0 0.

2
y y x x y     

4.4.  2tg cos ,    4 1 2.y y x x y      

4.5.  2 2 ,    1 3 2.
2

y
y x x y

x
     


 

4.6.    1
e 1 ,    0

1

xy y x y 1.
x

   


  

4.7. sin ,    1.
2

y
y x x y

x


   

 
 
 

 

4.8.   1
sin ,    .

y
y x y

x



     

4.9.  2 ,    1 1.
2

y
y x y

x
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4.10.  
2

2 2

2 2
,    0 .

31 1

x x
y y y

x x
   

 

2
 

4.11.  2 5
5,    2 4.2

x
y y y

x


      

4.12.  1
e ,    1 e.

y x xy y
x x


     

4.13.  ln
2 ,    1

y x
y y 1.

x x
      

4.14.  12
,    1 4.3

y
y y

x x
      

4.15.  32
,    1 5 6.y y x y

x
       

4.16.  3 ,    1 1.
y

y x y
x

     

4.17.  2
2

2
1 ,    1

1

xy
y x y

x
    


3. 

4.18.  1 2
1,    1 1.2

x
y y y

x


     

4.19.  3

3 2
,    1 1.

y
y y

x x
     

4.20.  3 12 2 ,    1 ey xy x y .      

4.21. 
   

2

2
,    0 .

2 32 1

xy x
y y

x
  


  

4.22.  3 ,    (0) 3.y xy x y    

4.23.    22
e 1 ,    0

1

xy y x y 1.
x
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4.24.   2

2 e sin ,    0xy xy x x y    1.

Задача 5. Решить задачу Коши. 

5.1.  22 e 0,    e
yy dx x dy y x    2. 

5.2.  4 e 2 ,    10
yy x y y y x   .  

5.3.  2 1 0,    1y dx xy dy y e.x     

5.4.  22 4 4 1,    0.0y y x y y x     

5.5.  2cos 2 cos sin cos ,    3.1 4y y x y y y y x     

5.6.  2 2 2cos cos ,    4.x y y y y y y x     

5.7.  2

e 2 ,    0
y dx xydy ydy y 0.x    

5.8. 3(104 ) 4 ,    1.8y x y y y x    

5.9.  22 sin 2 2cos 0,    01dx x y y dy y x     .  

5.10.  23 cos 2 2 sin 2 2 ,    4.16y y y y x y y y x      

5.11.  38 4 1,    0.0y xy y y y x     

5.12.  2 22 ln ln ,    e .4y y dy ydx xdy y x     

5.13.  42 ,    2x y y y y x   1.  

5.14.      23 1 3 1 2 ,    1 4 .y y dx xy y dy y dy y x      2  

5.15.  122 e 0,    e
yy dx x dy y x    1.  

5.16.   2 0,    4.1 2xy y dy y dx y x      
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5.17.  2 2sin 2 sin 2 2sin 2 ,    41 2 .ydx y y x dy y x      

5.18.  2 2 1,    2y y x y y x    0. 

5.19.  2 6 7 0,    4y ydx x y dy y x    1.  

5.20.  sin 3cos 3 ,    2.2edx y y x dy y x      

5.21.  22 cos cos 2 sin 2 ,    5 4.3 2y y x y y y x      

5.22.  ch 1 sh ,    ln 2.1ydx x x dy y x    

5.23.  313 4 ,    1.5y x y y y x    

5.24.    2 22 4 2 4 2 ,    8y y dx xy y dy dy y x      2. 

Задача 6. Найти решение задачи Коши. 

6.1.    21 e ,    0 1.xy xy x y y      

6.2.  22 ln ,    1 1 2xy y y x y    .

1 2.

 

6.3.        22 ,    xy y xy y   

6.4.    3 3 4 24 4 1 e ,    0xy x y x y y     1.  

6.5.    2 ln 2 ln ,    1 1.xy y y x x y       

6.6.      22 1 e ,    0xy xy x y y     2.

1 3.

 

6.7.     23 ln ,     xy y y x y   

6.8.    12 cos cos 1 sin ,    0y y x y x x y    1.  

6.9.    3 2 4 34 4 e 1 ,    0xy x y y x y     1.

1.

 

6.10.  
22 23 2 2 e ,    (0)xy xy xy y     
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6.11.    2 32 3 5 3 ,    1 1xy y x y y      2. 

6.12.    43 5 4 5 ,    1xy y x y y     1. 

6.13.    2 12 3 cos e 2 3cos ,    0 1.xy y x x y y    

1 3.

 

6.14.     23 ,    xy y xy y   

6.15.  22 ,    0 1 2y y xy y    .  

6.16.    2 32 3 20 12 ,    1 1 2 2.xy y x y y       

6.17.  3 32 2 ,    0y xy x y y    2. 

6.18.   2 ln ,    1 1.xy y y x y   

6.19.    2 12 3 cos 8 12cos e ,    0 2.xy y x x y y      

6.20.    3 3 2 24 8 e ,    xy x y x y y    0 1.  

6.21.    2 38 12 5 3 ,    1xy y x y y      2.

0 2.

 

6.22.     22 ,    y y xy y   

6.23.    21 e ,    0 1.xy xy x y y      

6.24.    2 12 3 cos e 2 3cos ,    0 1.xy y x x y y      

.

 

Задача 7. Найти общий интеграл дифференциального уравнения. 

7.1.   2 33 e e 1 0y yx dx x dy  

7.2. 2 2 2 2 2
3 cos cos2

x x x
x dx

y y yy
 

 
 
 

0.dy 

0.

 

7.3.     2 23 4 8 e yx y dx xy dy  
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7.4. 
1

2 1 2 02
y

x dx y dy
xx

    
   

     
.



0.

 

7.5.     2 2sec 2 tg 0.y y x dx xy x dy  

7.6.     2 3 23 2 3 2 3x y y dx x x y dy     

7.7. 22 2 2 2

1 1 1
0.

x y
dx dy

x y x yx y x y

x
     

 

  
  
  
  






 

7.8.    sin 2 2cos 2cos 0.x x y dx x y dy        

7.9.    2 2 2 2 3 0.xy x y dx x y x y dy     

7.10. 
2

2

2 4

1 3 2
0.

y y
dx dy

xx x
 

 
 
 

  

7.11. 2

1
cos cos 2 0.

y y y
dx y dy

x x xx
  
 
 
 

 

7.12. 
2 2 2 2

0.
x y

y dx x dy
x y x y

   
 

   
   
   
   

 

7.13. 2 2

1 1
0.

xy xy
dx dy

x y xy

 
   

7.14. 
2

2 0.
dx x y

dy
y y


   

7.15. 2

1
0.

y xy
dx dy

xx


   

7.16. 2

1
e 0

yxx dx dy
xx

 
 
 
 

.  
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7.17. 2 2 3
2

1 cos
10 5 sin 0.

sin sin

x y
xy dx x y y dy

y y
   

  
  

   
  

7.18. 2 2 2 2e 0
y xdx dx

x y x y
  

 

 
 
 

.
y



0.

0.

 

7.19.   e cos e 0.y ydx y x dy  

7.20.     3 2cos 3 e 0.yy x dx xy dy  

7.21.   2 22 2e e tgy yx dx x y y dy 

7.22.     2 3 25 5xy x dx x y y dy   

7.23.    2 2cos sin 2 cos 0.x y x dx y x y dy     
   

7.24.     2 2 2 24 2 4 2x xy y dx y xy x dy      0.

Задача 8. Найти линию, проходящую через точку 0M  и обладаю-

щую тем свойством, что в любой ее точке M  нормальный вектор MN


 с 

концом на оси Oy  имеет длину, равную , и образует острый угол с по-

ложительным направлением оси Oy .  

a

8.1.    8.2.  0 15,  1 ,    25.M a   0 12,  2 ,    20.M a   

8.3.    8.4.  0 9,  3 ,    15.M a   0 6,  4 ,    10.M a   

8.5.   0 3,  5 ,    5.M a 

Найти линию, проходящую через точку 0M , если отрезок любой 

её касательной между точкой касания и осью  делится в точке пере-

сечения с осью абсцисс в отношении  (считая от оси Oy ). 

Oy

:a b

8.6.   8.7.  0 1,  1 ,    : 1 : 2.M a b   0 2,  3 ,    : 1 : 3.M a b   
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8.8.   8.9.  0 0,  1 ,    : 2 : 3.M a b   0 1,  0 ,    : 3 : 2.M a b   

8.10.   0 2,  1 ,    : 3 :1.M a b 

Найти линию, проходящую через точку 0M , если отрезок любой 

её касательной между точкой касания и осью  делится в точке пере-

сечения с осью абсцисс в отношении  (считая от оси Oy ). 

Oy

:a b

8.11.   8.12.  0 2,  1 ,    : 1 :1.M a b   0 1,  2 ,    : 2 :1.M a b   

8.13.   8.14.  0 1,  1 ,    : 3 :1.M a b   0 2,  1 ,    : 1 : 2.M a b   

8.15.   0 1,  1 ,    : 1 : 3.M a b 

 Найти линию, проходящую через точку 0M , если отрезок любой 

её касательной, заключенный между осями координат, делится в точке 

касания в отношении  (считая от оси Oy ). :a b

8.16.   8.17.  0 1,  2 ,    : 1 :1.M a b   0 2,  1 ,    : 1 : 2.M a b   

8.18.   8.19. 0 1,  3 ,    : 2 :1.M a b   0 2,  3 ,    : 3 :1.M a b   

8.20.   0 3,  1 ,    : 3 : 2.M a b 

 Найти линию, проходящую через точку 0M  и обладающую тем 

свойством, что в любой её точке M  касательный вектор MN


 с концом 

на оси  имеет проекцию на ось , обратно пропорциональную абс-

циссе точки 

Ox Ox

M . Коэффициент пропорциональности равен . a

8.21.  0 1,  e ,    1 2.M a      8.22.  0 2,  e ,    2.M a    

8.23.  0 1,  e ,    1.M a     8.24.  0 2,  1 e ,    2.M a   

Задача 9. Найти общее решение дифференциального уравнения. 

9.1.    9.2. ln .y x x y  1.xy y    

9.3. 2 .xy y      9.4. 1.xy y x     
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9.5. 
1

tg 0.
sin

x y y
x

       10.6. 2 1.x y xy    

9.7.    9.8. ctg 2 2 0.y x y   3 2 1.x y x y    

9.9. tg 2 .x y   y y   9.10. cth 2 2 .y x   

9.11.    9.12. 4 3 1.x y x y   2 0.xy y    

9.13.  2 31 2 .x y xy x      9.14. 5 4 1.x y x y    

9.15. 
1

0.xy y
x

       9.16. 0.xy y x     

9.17. th .IVx y y     9.18. .xy y x    

9.19.    9.20. tg 1.y x y   tg5 5 .y x y   

9.21.    9.22. th 7 7 .y x y  3 2 .x y x y x    

9.23. 
1

cth 0.
ch

x y y
x

       9.24.   1 1x y y x  .     

Задача 10. Найти решение задачи Коши. 

10.1.      3 44 1,    0 2,    0 1 2y y y y y     2 . 

10.2.    3128 ,    0 1,    0 8.y y y y     

10.3.    3 64 0,    0 4,    0 2.y y y y      

10.4.    32sin cos 0,    0 0,    0 1.y y y y y      

10.5.    332sin cos ,    1 2,    1 4.y y y y y     

10.6.    398 ,    1 1,    1 7.y y y y     

10.7.    3 49 0,    3 7,    3 1.y y y y        

10.8.    3 44 16 1,    0 2 2,    0 1 2 .y y y y y      
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10.9.    38sin cos 0,    0 0,    0 2.y y y y y      

10.10.    372 ,    2 1,    2 6.y y y y     

10.11.    3 36 0,    0 3,    0 2.y y y y      

10.12.    318sin cos ,    1 2,    1 3.y y y y y     

10.13.    3 44 16,    0 2 2,    0 1 2 .y y y y y      

10.14.    350 ,    3 1,    3 5.y y y y     

10.15.    3 25 0,    2 5,    2 1.y y y y        

10.16.    318sin cos 0,    0 0,    0 3.y y y y y      

10.17.    38sin cos ,    1 2,    1 2.y y y y y     

10.18.    332 ,    4 1,    4 4.y y y y     

10.19.    3 16 0,    1 2,    1 2.y y y y      

10.20.    332sin cos 0,    0 0,    0 4.y y y y y      

10.21.    350sin cos ,    1 2,    1 5.y y y y y     

10.22.    318 ,    1 1,    1 3.y y y y     

10.23.    3 9 0,    1 1,    1 3.y y y y      

10.24.      3 44 1 ,    0 2,    0 2y y y y y     .

. .x

x .x

. .

 

Задача 11. Найти общее решение дифференциального уравнения. 

11.1.   11.2.  23 2 1y y y x      26 3y y x   

11.3.    11.4.  2 .y y x    3 3 2IVy y y y     

11.5.   11.6.   25 2IVy y x    2 2 1IVy y y x x    



Содержание 69

11.7.   11.8. 22 1IVy y y x x      . .2 3V IVy y x    

11.9.    11.10.  3 6 1.IVy y x   22 4IVy y y x    .

. .

12 .x .x

1. 2.

11.11.    11.12.  25 1y y x    24 4IVy y y x x    

11.13.    11.14.  7 y y   23 2 3 2y y y x     

11.15.   11.16. 23 2y y x x     24 3y y x x      

11.17.  11.18. 3 3 3.IVy y y y x       .IVy y x   

11.19.   11.20.  24 32 384y y x    . 3 .

3. 4.

22 2IVy y y x    

11.21.  11.22. 23 2 2y y y x x       22 3y y x x      

11.23.   11.24.  13 12 1.y y y x      249 24 .y y x   

Задача 12. Найти общее решение дифференциального уравнения. 

12.1.  4 5 2 16 12 e .xy y y y x         

12.2.  3 2 1 2 e .xy y y x       

12.3.   23 7 e .xy y y y x        

12.4.   22 2 5 e .xy y y x       

12.5.  3 4 18 21 e .xy y y x       

12.6.  5 8 4 2 5 e .xy y y y x        

12.7.  4 4 1 e .xy y y x       

12.8.   22 18 21 e .xy y y x       

12.9.  8 4 e .xy y y y x        

12.10. 3 2 4 e .xy y y x       

12.11.   23 2 4 9 e .xy y y x      
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12.12.  4 5 2 12 16 e .xy y y y x        

12.13.  2 6 11 e .xy y y x        

12.14.  2 6 5 e .xy y y x       

12.15.  4 4 9 15 e .xy y y x       

12.16.  3 3 4 8 e .xy y y y x        

12.17.  4 4 7 6 e .xy y y y x        

12.18.  3 2 1 2 e .xy y y x        

12.19.  5 7 3 20 16 e .xy y y y x         

12.20. 4 3 4 e .xy y y x        

12.21.  5 3 9 32 32 e .xy y y y x         

12.22. 6 9 4 e .xy y y x       

12.23.  7 15 9 8 12 e .xy y y y x        

12.24.  5 3 8 4 e .xy y y y x         

Задача 13. Найти общее решение дифференциального уравнения. 

13.1.  2 4e sin cos .xy y x x     

13.2. 24 4 e sin 6 .xy y y     x

.

 

13.3.  2 2e sin cosxy y x x      

13.4.  2cos7 3sin 7 .y y x x   

13.5.  2 5 sin 2 .y y y     x

.13.6.  4 8 e 5sin 3cosxy y y x x      

13.7.  2 e sin cos .xy y x x     
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13.8.  24 4 e sin 3xy y y    .x

.x

x

.

13.9.  36 13 e cos 4xy y y    

13.10.  2cos3 3sin 3 .y y x x   

13.11.  2 5 2sin .y y y    

13.12.  4 8 e 3sin 4cosxy y y x x       

13.13.  2 10e sin cos .xy y x x     

13.14. 24 4 e sin 5 .xy y y    x

x

.x

.

 

13.15.  2cos5 3sin 5 .y y x x   

13.16.  2 5 17sin 2 .y y y    

13.17.  36 13 e cosxy y y    

13.18.  4 8 e 3sin 5cosxy y y x x      

13.19.  2 6e sin cos .xy y x x     

13.20.  24 4 e sin 4xy y y     .x

.x

.x

.

13.21.  36 13 e cos5xy y y    

13.22.  2cos7 3sin 7 .y y x x   

13.23.  2 5 cosy y y    

13.24.  4 8 e 2sin cosxy y y x x      

Задача 14. Найти общее решение дифференциального уравнения. 

14.1.  2 2ch 2 .y y   x

14.2. 2sin 6cos 2e .xy y x x      

14.3. 2e cos .xy y    x

.x

 

14.4.  3 2ch 3y y  
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14.5. 24 8sin 2 32cos 2 4e .xy y x x       

14.6. 10sin 6cos 4e .xy y x x      

14.7.  4 16ch 4 .y y   y

.14.8. 39 18sin 3 18e xy y x      

14.9. 24 24e 4cos 2 8sin 2 .xy y x     x

x

 

14.10.  5 50ch 5 .y y  

14.11. 416 16cos 4 16e .xy y x       

14.12. 39 9e 18sin 3 9cos3 .xy y x      x  

14.13.  2ch .y y x  

14.14. 525 20cos5 10sin 5 50e .xy y x x      

14.15.  416 48e 64cos 4 64sin 4 .xy y x     x

x14.16.  2 2sh 2 .y y  

14.17. 636 24sin 6 12cos 6 36e .xy y x x      

14.18.   525 25 sin 5 cos5 50e .xy y x x      

14.19.  3 2sh 3 .y y   x

14.20. 749 14sin 7 7cos7 98e .xy y x x      

14.21.  636 36e 72 cos 6 sin 6 .xy y x x      

14.22.  4 16sh 4y y   .x

14.23. 864 16sin 8 16cos8 64e .xy y x x      

14.24.  749 14e 49 cos 7 sin 7 .xy y x x      

Задача 15. Найти решение задачи Коши. 

15.1.    2 2 cos ,   0 3,   0 0.y y x y y        
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15.2.        3 33 9e 1 e ,    0 ln 4,    0 3 1 ln 2x xy y y y        .  

15.3.    4 8ctg 2 ,    4 5,    4 4y y x y y      .  

15.4.      26 8 4 1 e ,    0 1 2ln 2,    0 6lnxy y y y y         2. 

15.5.      3 39 18 9e 1 e ,    0 0,    0 0x xy y y y y        .  

15.6.    2 2 2
2sin 1,    1 2 ,    1 2 .y y x y y        

15.7. 
 

   2 2

1 1
,    0 2,    0 0.

cos
y y y y

x  
      

15.8.      
3

3

9e
3 ,    0 4ln 4,    0 3 3ln 4 1 .

3 e

x

xy y y y


      


 

15.9.    4ctg ,    2 4,    2 4.y y x y y       

15.10.      26 8 4 2 e ,    0 1 3ln 3,    0 10lnxy y y y y         3. 

15.11.      2 26 8 4e 2 e ,    0 0,    0 0.x xy y y y y         

15.12.    9 9 sin 3 ,    6 4,    6 3 2.y y x y y        

15.13.    9 9 cos3 ,    0 1,    0 0.y y x y y      

15.14.      e 2 e ,    0 ln 27,    0 ln 9 1.x xy y y y          

15.15.    4 4 2 ,    4 3,    4y y ctg x y y      2. 

15.16.    1
3 2 ,    0 1 8ln 2,    0 14ln 2.

3 e
y y y y yx       

 

15.17.      2 26 8 4e 1 e ,    0 0,    0 0.x xy y y y y         

15.18.    16 16 sin 4 ,    8 3,    8 2 .y y x y y        
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15.19.    16 16 cos 4 ,    0 3,    0 0.y y x y y      

15.20.      2 22 4e 1 e ,    0 ln 4,    0 ln 4 2.x xy y y y          

15.21.      1
ctg 2 ,    2,    1 2.

4 4

y
y x y y       

15.22.      3 2 1 2 e ,    0 1 3ln 3,    0 5ln 3.xy y y y y          

15.23.  /(2 )3 2 ,  y(0) 0, (0)
xx ey y y e y        0.

15.24.    4 4 sin 2 ,    4 2,    4y y x y y .        

 
5. КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА «Дифференциальные уравнения» 

(45 мин.) 
 

1. Найти общее решение дифференциального уравнения первого порядка. 
 

1.1. ;  1.2. cos ( 1)siny x y   x cos sin 1y x y x   ; 

1.3. 
2

2

1

1

x
y

y

 


;    1.4. 43 xxy y x e   ; 

1.5. 2 2xy y x y    ;   1.6. 2( )x y ydx x dy 0   ; 

1.7. 
siny

y
x

x x
   ;   1.8. 2 22 2x yy y   ; 

1.9. ;    1.10. 2xy y   / 0y xxy xy y    . 
 

2. Решить дифференциальное уравнение второго порядка. 
 

2.1. ;    2.2. 22 ( )xy y y   1 ln 2y x x y  ; 

2.3. ;    2.4. 2( )y y y    2xy y x   ; 

2.5 lnxy y   x ;    2.6. sin 2y x   x

)

; 

2.7. ;    2.8. 4 3 1x y x y   22 (yy y  ; 

2.9. ;     2.10. lny x  x xxy e   . 
 

3. Найти частное решение дифференциального уравнения, удовлетво-
ряющее начальным условиям. 



 
3.1. 0; 22 6 2 1, (0) 2, (0)y y x x y y       
3.2. ; 3 2 sin 7cos , (0) 2, (0) 7y y y x x y y       
3.3. ; 510 25 , (0) 1, (0) 0xy y y e y y      
3.4. ; 24 7 10, (0) 2, (0) 3y y y x x y y        
3.5. 4 ; 22 2 2 8 6, (0) 0, (0)y y y x x y y        
3.6. ; 510 34 9 , (0) 1, (0) 6xy y y e y y       
3.7. ; 9 18 26cos sin , (0) 0, (0) 2y y y x x y y       
3.8. ; 23 (40 58) , (0) 0, (0) 2xy y x e y y      
3.9. 6 ; 4 4 169sin3 , (0) 12, (0) 1y y y x y y        
3.10. 5 . 6 50cos , (0) 3, (0)y y y x y y      
 

ПРИЛОЖЕНИЕ 1  
Основные типы дифференциальных уравнений I порядка и методы их интег-

рирования 
Таблица 1 

№ Название и вид ДУ 
I порядка 

Определяющий признак ДУ, способ решения 

1 2 3 

1 

Уравнение с разделяющимися 
переменными 

       1 2 1 2 0f x f y dx x y dy  
 

Каждый из множителей if  и I ,  2 зависит 
только от одной переменной. 

1,i 

Решение: 
 
 

 
 

1 2

1 2

.
f x y

dx dy c
x f y




     

2 

Однородное уравнение: 

 , 1,
y

y f x y f
x

     
 

 

 ,f x y  – однородная функция нулевого изме-

рения    0, ,f x y f x y     . 

Решение: уравнение приводится к предыдущему 

типу с помощью подстановки ,
y

t
x

   

   .y t x x t x     

3 

Уравнения, приводящиеся к 
однородным 

1 1 1

2 2 2

a x b y c
y f

a x b x c

       
 

а) 1 1

2 2

;
a b

a b
  б) 1 1

2 2

a b

a b
  

Решение: а) уравнение приводится к однородно-
му с помощью замены  

0

0

,

,

x x u

y y v

 
  

 

где  0 0,x y  находят из решения системы урав-

нений  

1 1 1

2 2 2

0,

0,

a x b y c

a x b y c

  
   

 ;
dv

y
du

   

б) замена 1 1 ;z a x b y   1y z a    

4 Линейное уравнение: Решение: А) методом Лагранжа (вариации про-
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   y P x y Q x     извольной постоянной). 
а) Найти  общее решение  ,y y x c  уравне-

ния   0y P x y    .  

б) полагая  с с x , подставляем   ,y y x c x

( )y c x x 

в 

исходное уравнение, находим функцию c(x) и 
общее решение исходного ДУ . 
Б) Методом подстановки Бернулли: 

    ,y u x v x   где  u x ,  v x  определяются из 

уравнений 

 
 

0

.

v P x v

u v Q x

   
   

 

 
 
 
 

Продолжение таблицы 1 
1 2 3 

5 

Уравнение Бернулли: 

    ,ny P x y Q x y       0, 1n 
Решение: 1) разделив ДУ на и сделав подста-

новку 

ny

1

1
,

n
z

y    1 ,z n 1ny  y      получить 

линейное ДУ: 

   1
;

1
z P x z Q x

n
   


 

2) проинтегрировать последнее уравнение одним 
из методов предыдущего пункта. 
Замечание. Поскольку доказано, что ДУ Бернул-
ли сходится к линейному, можно его интегриро-
вать любым из методов (Бернулли или Лагран-
жа), минуя процедуру сведения к линейному ДУ.

6 

Уравнение в полных диффе-
ренциалах: 

   , ,P x y dx Q x y dy  0  

Признак: .
P Q

y x

 


 
 

Решение:    , 0 ,du x y u x y c,  

   
0 0

0, , ,
yx

x y

P x y dx Q x y dy  

 

.  u x y

7 

Уравнения, допускающие ин-
тегрирующий множитель 

 x   или   :y   

   , ,P x y dx Q x y dy  0  

Решение: если ,
p Q

y x

 


 
 то умножение обеих 

частей уравнения на  
1

,
P Q

dx
Q y xx e
  

   
 , 

 
1 P Q

dy
P y xy e
  

    
  приводят ДУ к уравнению в 

полных дифференциалах. 

8 
Уравнения, не разрешённые 
относительно  y

Решение: сделать замену y p  . Решение найти 
в параметрическом виде. 
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9 

Уравнение Лагранжа 

   y x y y     
Решение: метод введения параметра . Об-
щее решение записывается в параметрическом 
виде 

y p 

    ,x cf p q p    

        .y cf p q p p p     

10 

Уравнение Клеро 

 y xy y    
Решение: ввести параметр y p  . Общее реше-

ние уравнения имеет вид  особое 

решение найти из системы  

 .cy cx 

 
 
,

.

x p

y px p





  


 
 

 
 
 
 
 

ПРИЛОЖЕНИЕ 2  
Типы дифференциальных уравнений II порядка и способы их решения 

Таблица 2 

№ 
Название и вид ДУ n -го по-
рядка 

Определяющий признак ДУ, способ решения 

1 2 3 

1 

Дифференциальные уравнения 
высших порядков, допускаю-
щие понижение порядка 

 

Тип I)    ny f x . 

Метод последовательного интегрирования: 
   1

1
ny f x dx c  . 

Тип II)     , ,..., 0.k nF x y y   

используется подстановка  
      ,..., 1 vyxvy kk   . 

Тип III)      .0,..., nk yyyF  
Используется подстановка  

   ,yvy k     ,...1 vvy y
k  . 

2 

Линейные однородные ДУ n-го 
порядка с постоянными коэф-
фициентами:  

    ,0.....1
1   yayay n

nn   

ia const  для всех  1,2,...,i n

Решение ищут в виде , где k – корень ха-
рактеристического уравнения 

kxey 

.0...1
1  

n
nn akak  

а) Если корни действительные и различные: 
,....21 nkkk   то общее решение 

;....21
21

xk
n

xkxk necececy   

б) если корни действительные и кратные 
,....21 kkkk n   то общее решение: 

 ;.... 1
21

 n
n

kx xcxccey  

в) если среди корней есть пара комплексно–
сопряженных ,2,1  ik    то общее ,,...,3 nkk



решение: 

  ....sincos 3
321

xk
n

xkx nececxcxcey  

 

3 

Линейные неоднородные ДУ n-
го порядка с постоянными ко-
эффициентами: 

     1
1 .....n n

ny a y a y f x    

  0f x  , ia const  

для всех  1,2,...,i n

1) Решение ищут в виде: *y y y  , где 

y  – общее решение однородного ДУ   0f x  ; 
*y  – частное решение неоднородного ДУ, кото-

рое подбирается в зависимости от специального 
вида  f x . 

2) Метод Лагранжа (вариации произвольных по-
стоянных) 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 3 
Частное решение неоднородного ДУ 2-го порядка с правой частью 

«специального» вида (метод неопределенных коэффициентов) 
Таблица 3 

Правая часть 
уравнения 

Сравнение с корнями характери-
стического уравнения 

Вид частного  
решения 

Число 0 не является корнем харак-
теристического уравнения 

  1
0 1

...

m m
m

m

P x b x b x

b

  

 
 1 

  0
m

mQ x a x   

       1
1 ...m

ma x a  
Число 0 – корень характеристиче-
ского уравнения кратности s  

 s
mx P x  

Число   не является корнем ха-
рактеристического уравнения 

 x
me P x  

2 
 x

me Q x  

(  – действительное) Число   – корень характеристиче-
ского уравнения кратности s  

 s x
mx e P x  

Числа i  не являются корнями 
характеристического уравнения 
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3     cos sink lQ x x Q x x 
 Числа i  – корни характеристи-

ческого уравнения кратности s  
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R x x





 
 

 

Числа i   не являются корнями 
характеристического уравнения 
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ke Q x x 

  sinlQ x x

 
 

 

Числа i   – корни характери-

стического уравнения кратности s  

 
  

cos

sin

s x
r

r

x e R x x

R x x

 



 
 

 

 mP x  – многочлен степени , m

 kQ x ,   lQ x  – многочлены степени  и l , k

 rR x ,   rR x  – многочлены с неопределенными коэффициентами степени , равной 

наибольшей из степеней k , l . 

r
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