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Ãëàâà 1

ÊÈÍÅÌÀÒÈÊÀ

Ëþáûå ïåðåìåùåíèÿ ðåàëüíûõ òåë, ñóùåñòâóþùèõ â Ïðèðîäå, èç îä-
íîé òî÷êè ïðîñòðàíñòâà â äðóãóþ íàçûâàþò ìåõàíè÷åñêèì äâèæå-
íèåì. Çàäà÷åé êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå èìåííî ìå-
õàíè÷åñêèõ äâèæåíèé òåë. Ýòà çàäà÷à ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé:

- ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå âñåõ âîçìîæíûõ ìåõàíè÷åñêèõ äâèæå-
íèé èçó÷àåìîãî òåëà;

- îáúÿñíåíèå ïðè÷èí äâèæåíèé â ñàìûõ ðàçëè÷íûõ ñèòóàöèÿõ, ñî-
ïðîâîæäàþùèõ ìåõàíè÷åñêèå äâèæåíèÿ òåëà.

Ïåðâóþ çàäà÷ó ðåøàåò ðàçäåë ìåõàíèêè, íàçûâàåìûé êèíåìàòèêîé.
Âòîðóþ � ðàçäåë ìåõàíèêè, íàçûâàåìûé äèíàìèêîé.

1.1 Ôèçè÷åñêàÿ ðåàëüíîñòü è å¼ ìîäåëèðîâàíèå

Ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå äâèæåíèÿ ðåàëüíûõ òåë, ñóùåñòâóþùèõ â
Ïðèðîäå, íåâîçìîæíî (ïî êðàéíåé ìåðå ñ ïîìîùüþ òîé ìàòåìàòè-
êè, êîòîðóþ ×åëîâåê ïîñòðîèë äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè). Ñîâðåìåííàÿ
ìàòåìàòèêà ñïîñîáíà îïèñàòü òîëüêî ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ðåàëü-
íîãî òåëà. È åñòåñòâåííî, ÷åì ïðîùå ìîäåëü, òåì ïðîùå å¼ îïèñàíèå.

Ñàìîé ïðîñòîé ìîäåëüþ òåëà, ñïîñîáíîãî äâèãàòüñÿ, ÿâëÿåòñÿ ìà-
òåðèàëüíàÿ òî÷êà. Êàê èçâåñòíî, ìàòåðèàëüíîé òî÷êîé îáû÷íî íà-
çûâàþò ôèçè÷åñêîå òåëî, ðàçìåðàìè êîòîðîãî ìîæíî ïðåíåáðå÷ü
ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàññòîÿíèÿìè äî òåõ îáúåêòîâ, ñ êîòîðûìè èçó÷àå-
ìîå òåëî íàõîäèòñÿ âî âçàèìîäåéñòâèè.

Òàêîå îïðåäåëåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ïîçâîëÿåò ñîçäàòü äîñòà-
òî÷íî íàãëÿäíîå ïðåäñòàâëåíèå îá ýòîì ýòîì ôèçè÷åñêîì îáúåêòå, îä-
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íàêî ìàòåìàòè÷åñêè íåêîíñòðóêòèâíî (ò.å. íå ñîäåðæèò â ñåáå ýëå-
ìåíòîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, óêàçûâàþùèõ, êàê îïèñûâàòü òàêîé
ôèçè÷åñêèé îáúåêò íà ÿçûêå ìàòåìàòèêè).

Ìû ââåä¼ì íåñêîëüêî èíîå îïðåäåëåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè. Ïðåæ-
äå âñåãî, ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà � ýòî ìàòåìàòè-
÷åñêàÿ àáñòðàêöèÿ ðåàëüíîãî òåëà Ïðèðîäû. È ñîîòâåòñòâåííî, ìà-
òåðèàëüíîé òî÷êîé áóäåì íàçûâàòü ëþáóþ òî÷êó ïðîñòðàíñòâà,
êîòîðîé ïðèïèñàíû âñå ôèçè÷åñêèå ïàðàìåòðû äàííîãî òåëà.

Èç òàêîãî îïðåäåëåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ÿñíî, ÷òî íà ÿçûêå ìà-
òåìàòèêè îïèñàíèå ïîëîæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â ïðîñòðàíñòâå ýê-
âèâàëåíòíî îïèñàíèþ ïîëîæåíèÿ ëþáîé òî÷êè ïðîñòðàíñòâà. Íî äëÿ
îïèñàíèÿ ïîëîæåíèÿ òî÷êè â ïðîñòðàíñòâå ïðåæäå âñåãî íåîáõîäèìî
çàäàòü ñèñòåìó êîîðäèíàò (ñîêðàùåííî � ÑÊ).

Ñèñòåìîé êîîðäèíàò áóäåì íàçûâàòü ïðàâèëî, ïî êîòîðîìó êàæ-
äîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå n ÷è-
ñåë, íàçûâàåìûõ êîîðäèíàòàìè òî÷êè. Ìèíèìàëüíîå ÷èñëî êîîð-
äèíàò, íåîáõîäèìîå äëÿ îïèñàíèÿ ïîëîæåíèÿ òî÷êè â ïðîñòðàíñòâå,
íàçûâàþò ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà.

Ðèñ. 1.1.

Îïûò ïîêàçûâàåò, ÷òî ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî òðåõìåðíî (ò.å.
n = 3). Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì ÑÊ ÿâ-
ëÿåòñÿ äåêàðòîâà ñèñòåìà: òðè âçàèì-
íî ïåðïåíäèêóëÿðíûå ÷èñëîâûå îñè, ïðî-
âåäåííûå èç îäíîé òî÷êè ïðîñòðàíñòâà,
íàçûâàåìîé íà÷àëîì ñèñòåìû. Ïðè-
÷¼ì, êàæäîé ÷èñëîâîé îñè ïðèñâàèâàþò
íåêîòîðîå îáîçíà÷åíèå (äëÿ äåêàðòîâîé
ÑÊ � ýòî îáû÷íî:X, Y , è Z). Íà ðèñóí-
êå äëÿ ïðèìåðà ïðåäñòàâëåíà äåêàðòîâà

ÑÊ (ñ íà÷àëîì â òî÷êå O è îñÿìè X, Y è Z) äëÿ êîòîðîé êà÷åñòâåííî
èçîáðàæåíà ïðîöåäóðà îòûñêàíèÿ êîîðäèíàò (x, y, z) íåêîòîðîé ìàòå-
ðèàëüíîé òî÷êè M â ýòîé ñèñòåìå.

Îäíàêî, ÷òîáû îïèñûâàòü íå ïðîñòî ïîëîæåíèå òî÷êè, à èìåííî
å¼ äâèæåíèå � íåîáõîäèìî èìåòü âîçìîæíîñòü ó÷èòûâàòü èçìåíåíèå
ïîëîæåíèÿ èçó÷àåìîé ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â ïðîñòðàíñòâå ñ òå÷åíèåì
âðåìåíè. Â ôèçèêå ïðîöåäóðà, ïîçâîëÿþùàÿ îïðåäåëèòü è ñèñòåìó
êîîðäèíàò, è ñïîñîá èçìåðåíèÿ âðåìåíè íàçûâàåòñÿ çàäàíèåì ñèñòåìû
îòñ÷¼òà (ñîêðàùåííî � ÑÎ).
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Áîëåå òî÷íî, ñèñòåìîé îòñ÷¼òà áóäåì íàçûâàòü ñîâîêóïíîñòü
áàçèñà è ãðàäóèðîâêè. Ïðè ýòîì:

• áàçèñîì áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî ôèçè÷åñêèõ ëàáîðàòîðèé
(ðåàëüíûõ, èëè âîîáðàæàåìûõ), ðàñïîëîæåííûõ âî âñåõ òî÷êàõ
ïðîñòðàíñòâà è ñíàáæ¼ííûõ ïðèáîðàìè äëÿ èçìåðåíèÿ ïðîìå-
æóòêîâ âðåìåíè è îòðåçêîâ äëèíû;

• ãðàäóèðîâêîé áóäåì íàçûâàòü ïðàâèëî, ïî êîòîðîìó êàæäîìó
ñîáûòèþ â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, ìîæíî ïîñòàâèòü â ñî-
îòâåòñòâèå 4 (÷åòûðå) ÷èñëà, 3 (òðè) èç êîòîðûõ îïðåäåëÿþò
êîîðäèíàòû ýòîãî ñîáûòèÿ (ò.å. çàäàþò ÑÊ), à ÷åòâ¼ðòîå �
ìîìåíò âðåìåíè, â êîòîðûé ýòî ñîáûòèå ïðîèçîøëî.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ äàííûì îïðåäåëåíèåì, ñèñòåìó îòñ÷¼òà îáû÷íî èçîá-
ðàæàþò â äâóõ âèäàõ:

- ÑÊ îäíà èç îñåé êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ îñüþ âðåìåíè (ýòî âîçìîæíî,
åñëè èçó÷àåòñÿ äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè íà ïëîñêîñòè, èëè
âäîëü ïðÿìîé);

- ÑÊ ñ äîïîëíèòåëüíûì îáîçíà÷åíèåì, óêàçûâàþùèì íà âîçìîæ-
íîñòü èçìåðåíèÿ âðåìåíè (îáû÷íî � áóêâà K).

Ðèñ. 1.2.

Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé
ÑÎ K. Ïóñòü çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè
îò ìîìåíòà t1 äî ìîìåíòà t2 ìàòåðèàëü-
íàÿ òî÷êà ïåðåìåñòèëàñü èç òî÷êè M1

ïðîñòðàíñòâà â òî÷êó M2 âäîëü ëèíèè
L (íàçûâàåìîé, êàê èçâåñòíî, òðàåêòî-
ðèåé). Ñîåäèíèì íà÷àëî ÑÊ (ñîâìåùåí-
íîé ñ âûáðàííîé ÑÎ) ñ òî÷êàìè M1 è
M2 îòðåçêàìè, íàïðàâëåííûìè ê òî÷-
êàì (îòðåçêè OM1 è OM2 ). Êàæäûé èç
ýòèõ îòðåçêîâ ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî, âåê-
òîðîì è íàçûâàåòñÿ ðàäèóñ-âåêòîðîì
ìàòåðèàëüíîé òî÷êè. Òàêèì îáðàçîì

OM1 : ~r1 = (x1, y1, z1), OM2 : ~r2 = (x2, y2, z2),
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Ñëåäîâàòåëüíî, çàäàíèå ðàäèóñ-âåêòîðà ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â êàêîé-
ëèáî ìîìåíò âðåìåíè ýêâèâàëåíòíî çàäàíèþ å¼ êîîðäèíàò â ýòîò ìî-
ìåíò âðåìåíè è, òàêèì îáðàçîì, ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå
òî÷êè îòíîñèòåëüíî âûáðàííîé ÑÊ.

Ïðè äâèæåíèè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè âäîëü òðàåêòîðèè ïîëîæåíèå å¼
ðàäèóñ âåêòîðà ìåíÿåòñÿ. Óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå ïîëîæåíèå ðàäèóñ
âåêòîðà îòíîñèòåëüíî âûáðàííîé ÑÎ, ìîæíî çàïèñàòü â âåêòîðíîì
âèäå, èëè â êîîðäèíàòíîé ôîðìå

~r = ~r(t) ⇐⇒


x = x(t),
y = y(t),
z = z(t).

(1.1.1)

Ðèñ. 1.3.

Ýòè óðàâíåíèÿ íàçûâàþò óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ ìàòåðèàëü-
íîé òî÷êè. Íàïîìíèì, ÷òî óðàâíåíèÿ
(1.1.1) ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè ëèíèè â
ïðîñòðàíñòâå, çàïèñàííûìè â ïàðàìåò-
ðè÷åñêîé ôîðìå. Ïðè÷¼ì ðîëü ïàðàìåò-
ðà èãðàåò âðåìÿ t. Ñàìà æå ëèíèÿ � ýòî
òðàåêòîðèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè. Óðàâ-
íåíèÿ (1.1.1) ìîæíî òàêæå çàïèñàòü â
âèäå f(x, y, z) = 0, òî åñòü èñêëþ÷èòü
èç ýòèõ óðàâíåíèé ïàðàìåòð (âðåìÿ t) è
íàéòè çàâèñèìîñòü ìåæäó ïðîñòðàíñò-
âåííûìè êîîðäèíàòàìè èçó÷àåìîé ìà-

òåðèàëüíîé òî÷êè ïðè å¼ äâèæåíèè âäîëü òðàåêòîðèè. Óðàâíåíèÿ äâè-
æåíèÿ, çàïèñàííûå â òàêîé ôîðìå, â ôèçèêå íàçûâàþò óðàâíåíèåì
ôàçîâîé òðàåêòîðèè.

Ðàññìîòðèì ýëåìåíòàðíîå (èëè, êàê ãîâîðÿò ìàòåìàòèêè, áåñêî-
íå÷íî-ìàëîå) ïåðåìåùåíèå d~l ìàòåðèàëüíîé òî÷êè âäîëü òðàåêòîðèè,
ïðîèñøåäøåå çà ýëåìåíòàðíîå âðåìÿ dt. Ýëåìåíòàðíûé îòðåçîê |d~l |,
ñîåäèíÿþùèé íà÷àëüíîå è êîíå÷íîå ïîëîæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè
â ýòîì ñëó÷àå, äîëæåí áûòü ëèíåéíûì ïðèáëèæåíèåì ñîîòâåòñòâóþ-
ùåãî êðèâîëèíåéíîãî îòðåçêà òðàåêòîðèè dl̆.

Òîãäà, ñîãëàñíî ãåîìåòðè÷åñêîìó ñìûñëó äèôôåðåíöèàëà, îòðåçîê
|d~l | äîëæåí ëåæàòü íà êàñàòåëüíîé ê òðàåêòîðèè â òî÷êå, ñîîòâåò-
ñòâóþùåé íà÷àëüíîìó ïîëîæåíèþ. Ïîýòîìó, âåêòîð d~r, íàïðàâëåííûé
âäîëü êàñàòåëüíîé ê òðàåêòîðèè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, íàçûâàþò âåê-
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òîðîì ýëåìåíòàðíîãî ïåðåìåùåíèÿ, à åãî äëèíó � ýëåìåíòàð-
íûì ïóò¼ì dS

|d~r| = dS . (1.1.2)

Ñóììà ýëåìåíòàðíûõ ïóòåé âäîëü òðàåêòîðèè äàñò, î÷åâèäíî, äëèíó
òðàåêòîðèè, òî åñòü ïóòü, ïðîéäåííûé ìàòåðèàëüíîé òî÷êîé. Ïî
îïðåäåëåíèþ, ñóììà áåñêîíå÷íî-ìàëûõ (ò.å. ýëåìåíòàðíûõ) åñòü èíòå-
ãðàë. Òàêèì îáðàçîì

S =

∫
L

|d~r| , (1.1.3)

ãäå S � ïóòü, ïðîéäåííûé ìàòåðèàëüíîé òî÷êîé,
∫
L

- îáîçíà÷åíèå

êîíòóðíîãî èíòåãðàëà âäîëü òðàåêòîðèè L ýòîé òî÷êè.
Çàìåòèì, ÷òî îïðåäåëåíèå (1.1.3) ïðåäñòàâëÿåò ïóòü, êàê ñóììó ìî-

äóëåé (ò.å. ïîëîæèòåëüíûõ âåëè÷èí) è ñëåäîâàòåëüíî ïóòü, ïðîéäåí-
íûé ìàòåðèàëüíîé òî÷êîé ìîæåò òîëüêî âîçðàñòàòü.

Ïðîèçâîäíóþ ðàäèóñ-âåêòîðà ïî âðåìåíè â ëþáîé äàííîé òî÷êå
òðàåêòîðèè íàçûâàþò âåêòîðîì ñêîðîñòè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè

~v(t) =
d~r(t)

dt
⇐⇒


vx = dx(t)/dt,
vy = dy(t)/dt,
vz = dz(t)/dt.

(1.1.4)

Ñîãëàñíî òîëüêî ÷òî ââåä¼ííîìó îïðåäåëåíèþ (è ñ ó÷åòîì ñìûñëà ïðî-
èçâîäíîé), ñêîðîñòü èçìåðÿåò áûñòðîòó èçìåíåíèÿ ïîëîæåíèÿ ðàäèóñ-
âåêòîðà ïðè äâèæåíèè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â ïðîñòðàíñòâå. Î÷åâèäíî,
÷òî âåêòîð ñêîðîñòè (êàê è d~r) íàïðàâëåí ïî êàñàòåëüíîé ê òðàåêòî-
ðèè.
Âåëè÷èíà ñêîðîñòè åñòü ìîäóëü (äëèíà) âåêòîðà ñêîðîñòè è

ñëåäîâàòåëüíî ïî îïðåäåëåíèþ (1.1.4)

|~v(t)| = |d~r(t)/dt|
↗ dt>0

= |d~r(t)|/dt = dS/dt .

↘ ñîãëàñíî (1.1.2)

(1.1.5)

Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíà ñêîðîñòè åñòü ïðîèçâîäíàÿ ïóòè ïî âðå-
ìåíè è ïîêàçûâàåò áûñòðîòó âîçðàñòàíèÿ ïóòè, ïðîéäåííîãî ìàòåðè-
àëüíîé òî÷êîé, ñî âðåìåíåì.
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Äàëåå, ïðîèçâîäíóþ âåêòîðà ñêîðîñòè ïî âðåìåíè â ëþáîé äàí-
íîé òî÷êå òðàåêòîðèè íàçûâàþò âåêòîðîì óñêîðåíèÿ ìàòåðèàëü-
íîé òî÷êè

~a =
d~v(t)

dt
⇐⇒


ax = dvx(t)/dt = d2x(t)/dt2,
ay = dvy(t)/dt = d2y(t)/dt2,
az = dvz(t)/dt = d2z(t)/dt2.

(1.1.6)

Àíàëîãè÷íî ñêîðîñòè, óñêîðåíèå èçìåðÿåò áûñòðîòó èçìåíåíèÿ âåêòî-
ðà ñêîðîñòè ïðè äâèæåíèè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â ïðîñòðàíñòâå.

Â îòëè÷èå îò âåêòîðà ñêîðîñòè, êîòîðûé âñåãäà íàïðàâëåí ïî êà-
ñàòåëüíîé ê òðàåêòîðèè, âåêòîð óñêîðåíèÿ íå çàâèñèò îò íàïðàâëåíèÿ
äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè.

1.2 Ñêîðîñòü ïðè ïðîèçâîëüíîì äâèæåíèè

Ðèñ. 1.4.

Áóäåì èçó÷àòü ñâîéñòâà êèíåìàòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê äâèæåíèÿ
� ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ � â êàæäûé
äàííûé ìîìåíò âðåìåíè. Äëÿ ýòîãî
íàì ïîíàäîáèòñÿ ïîíÿòèå ¾ìîìåíòàëü-
íîé¿ ñèñòåìû êîîðäèíàò:ìîìåíòàëü-
íîé áóäåì íàçûâàòü òàêóþ ñèñòå-
ìó êîîðäèíàò, êîòîðàÿ çàäàíà òîëü-
êî äëÿ äàííîãî ìîìåíòà âðåìåíè t. Â
ëþáîé äðóãîé ìîìåíò âðåìåíè íóæíî
áóäåò, â îáùåì ñëó÷àå, âûáðàòü äðó-
ãóþ ÑÊ.

Êàê îáû÷íî, ðàññìîòðèì äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè îòíîñè-
òåëüíî ñèñòåìû îòñ÷¼òà K. Ïóñòü çà ýëåìåíòàðíîå âðåìÿ dt îò èíòå-
ðåñóþùåãî íàñ ìîìåíòà t ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ïåðåìåñòèëàñü èç òî÷-
êè ïðîñòðàíñòâà M1 â òî÷êó ïðîñòðàíñòâà M2. Âûáåðåì íàïðàâëåíèå
îñè OZ ìîìåíòàëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò (ñâÿçàííîé ñ
ñèñòåìîé îòñ÷¼òà K) òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû òî÷êè M1 è M2 ëåæàëè
â ïëîñêîñòè, ïàðàëëåëüíîé êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè XY . Ïðåäñòàâèì
ðàäèóñ-âåêòîð ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ åäèíè÷íîãî
âåêòîðà ~er(t), íàïðàâëåííîãî âäîëü ðàäèóñ-âåêòîðà (â ëþáîé ìîìåíò
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âðåìåíè), è ìîäóëÿ (äëèíû) ðàäèóñ-âåêòîðà

~r(t) = ~er(t)|~r|. (1.2.1)

Òîãäà âåêòîð ñêîðîñòè ïðèìåò âèä

~v(t) =
d~r(t)

dt
= ~er(t)

|d~r(t)|
dt

+ |~r(t)|d~er(t)
dt

. (1.2.2)

Òàêèì îáðàçîì, âåêòîð ñêîðîñòè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ïðè ëþáîì å¼
äâèæåíèè ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå ñóììû äâóõ êîìïîíåíò. Îä-
íà êîìïîíåíòà íàïðàâëåíà âäîëü ðàäèóñ-âåêòîðà

~vr(t) = ~er(t)
|d~r(t)|
dt

(1.2.3)

è íàçûâàåòñÿ ñêîðîñòüþ ïðÿìîëèíåéíîãî äâèæåíèÿ ìàòåðèàëü-
íîé òî÷êè. Äðóãàÿ, î÷åâèäíî, ïåðïåíäèêóëÿðíà ðàäèóñ-âåêòîðó

~vn(t) = |~r(t)|d~er(t)
dt

. (1.2.4)

Íàçâàíèå êîìïîíåíòû ~vn ìû ââåä¼ì ïîñëå âûÿñíåíèÿ ñìûñëà ïðîèç-
âîäíîé åäèíè÷íîãî âåêòîðà ~er ïî âðåìåíè.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè ýòó ïðîèçâîäíóþ ñäåëàåì äîïîëíèòåëüíûå
ïîñòðîåíèÿ: ïðîâåä¼ì åäèíè÷íûå âåêòîðà âäîëü ïåðâîíà÷àëüíîãî ïî-
ëîæåíèÿ ðàäèóñ-âåêòîðà ÷àñòèöû (ò.å. âäîëü âåêòîðà ~OM 1 � ~er(t))
è âäîëü åãî ïîëîæåíèÿ ÷åðåç ýëåìåíòàðíûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè dt
(ò.å. âäîëü âåêòîðà ~OM 2 � ~er(t+ dt)). Óãîë ìåæäó îñüþ OZ è ðàäèóñ-
âåêòîðîì ÷àñòèöû îáîçíà÷èì çà θ.

Ðèñ. 1.5.

Äàëåå ïðîâåä¼ì ïåðïåíäèêóëÿðû ê îñè OZ èç êîíöîâ åäèíè÷íûõ
âåêòîðîâ. Â ñèëó òîãî, ÷òî êîíöû åäè-
íè÷íûõ âåêòîðîâ (êàê è òî÷êè M1, M2)
ëåæàò â ïëîñêîñòè, ïàðàëëåëüíîé ïëîñ-
êîñòè XY , ïåðïåíäèêóëÿðû èç ýòèõ òî-
÷åê ïîïàäóò â îäíó òî÷êó îñè OZ �
òî÷êó z1. Ñîîòâåòñòâåííî, ñàìè ïåðïåí-
äèêóëÿðû îáðàçóþò îòðåçêè z1a è z1b, à
òðåóãîëüíèê z1ab ïàðàëëåëåí ïëîñêîñòè
XY . Òîãäà e1 = |~er(t)| sin θ � åñòü âåëè-
÷èíà ïðîåêöèè ïåðâîíà÷àëüíîãî ïîëî-
æåíèÿ åäèíè÷íîãî âåêòîðà íà îòðåçîê

z1a, à e2 = |~er(t + dt)| sin θ � âåëè÷èíà ïðîåêöèè ýòîãî âåêòîðà ÷åðåç
ýëåìåíòàðíûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè dt íà îòðåçîê z1b.
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Îáîçíà÷èì ýëåìåíòàðíûé óãîë ìåæäó ïåðâîíà÷àëüíûì è êîíå÷íûì
ïîëîæåíèÿìè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â ïëîñêîñòè XY (ò.å. ìåæäó îòðåç-
êàìè e1 è e2) çà dϕ. Òîãäà äëèíà ýëåìåíòàðíîãî îòðåçêà d|~e|, ñîåäèíÿ-
þùåãî êîíöû îòðåçêîâ e1 è e2, áóäåò ðàâíà

d|~e| = e1dϕ = |~er| sin θdϕ. (1.2.5)

Íàïîìíèì, ÷òî ïðîèçâîäíóþ óãëà ïîâîðîòà ÷àñòèöû ïî âðåìåíè íà-
çûâàþò óãëîâîé ñêîðîñòüþ ÷àñòèöû

ω =
dϕ

dt
. (1.2.6)

Ñëåäîâàòåëüíî, èç ðàâåíñòâà (1.2.5) ïîëó÷àåì, ÷òî

d|~er|
dt

= |~er|ω sin θ. (1.2.7)

Ïî îïðåäåëåíèþ, âåëè÷èíà âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ëþáûõ äâóõ âåê-
òîðîâ, íàïðèìåð ~a è ~b, ðàâíà

|[~a,~b]| = |~a||~b| sin(~̂a,~b) (1.2.8)

Òàêèì îáðàçîì, ïðèíèìàÿ, ÷òî âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè íàïðàâëåí
âäîëü îñè âðàùåíèÿ (ò.å. ïî îñè Z), ïîëó÷àåì

d~er
dt

= [~ω, ~er]. (1.2.9)

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ (1.2.4), êîìïîíåíòó ñêîðîñòè, ïåðïåíäèêóëÿð-
íóþ ðàäèóñ-âåêòîðó ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, ìîæåì çàïèñàòü òåïåðü â
âèäå

~vn(t) = [~ω,~r]. (1.2.10)

Îòêóäà ÿñíî, ÷òî ýòà ñêîðîñòü ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé âðàùàòåëü-
íîãî äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè (ïîêàçûâàåò ñêîðîñòü âðàùåíèÿ
ðàäèóñ-âåêòîðà ìàòåðèàëüíîé òî÷êè âîêðóã îñè âðàùåíèÿ � â íàøåì
ñëó÷àå îñè Z) è íàçûâàåòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, ñêîðîñòüþ âðàùàòåëü-
íîãî äâèæåíèÿ.

Èòàê, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî
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ëþáîå äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè
ìîæíî ðàçëîæèòü íà äâà äâèæåíèÿ:

ïðÿìîëèíåéíîå � âäîëü ðàäèóñ-âåêòîðà
(ñî ñêîðîñòüþ ~vr)

è âðàùàòåëüíîå � îòíîñèòåëüíî íà÷àëà ñèñòåìû îòñ÷¼òà
(ñî ñêîðîñòüþ ~vn)

Ñîîòâåòñòâåííî, âåêòîð ñêîðîñòè ÷àñòèöû, â ëþáîé òî÷êå å¼ òðà-
åêòîðèè ìîæíî ðàçëîæèòü íà äâå êîìïîíåíòû:

- ñêîðîñòü ~vr ïðÿìîëèíåéíîãî äâèæåíèÿ (ôîðìóëà (1.2.3)

- è ñêîðîñòü ~vn âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ (ôîðìóëà (1.2.10).

Òî åñòü, ìîæíî íàïèñàòü

~v(t) = ~er(t)
d|~r(t)|
dt

+ [~ω(t), ~r(t)]. (1.2.11)

Óòî÷íèì, ÷òî èçìåíåíèå íàïðàâëåíèÿ âåêòîðà ~ω(t) ñ òå÷åíèåì âðå-
ìåíè ýêâèâàëåíòíî èçìåíåíèþ íàïðàâëåíèÿ îñè Z (êàê è îñåé X, Y )
¾ìîìåíòàëüíîé¿ äåêàðòîâîé ÑÊ.

1.3 Óñêîðåíèå ïðè ïðîèçâîëüíîì äâèæåíèè

Êàê è â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, áóäåì èçó÷àòü äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé
òî÷êè îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû îòñ÷¼òà K. Ïóñòü, êàê è ïðåæäå, çà ýëå-
ìåíòàðíîå âðåìÿ dt ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ïåðåìåñòèëàñü èç òî÷êè ïðî-
ñòðàíñòâà M1 â òî÷êó ïðîñòðàíñòâà M2.

Ïðåäñòàâèì òåïåðü âåêòîð ñêîðîñòè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ~v â âèäå
ïðîèçâåäåíèÿ åäèíè÷íîãî âåêòîðà ~eτ(t), íàïðàâëåííîãî âäîëü âåêòîðà
ñêîðîñòè (â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè), è ìîäóëÿ (äëèíû) âåêòîðà ñêî-
ðîñòè

~v(t) = ~eτ(t)|~v|. (1.3.1)

Òîãäà âåêòîð óñêîðåíèÿ ïðèìåò âèä

~a(t) =
d

dt
(~eτ(t)|~v|) = ~eτ(t)

d|~v(t)|
dt

+ |~v(t)|d~eτ(t)
dt

. (1.3.2)
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Â ïîñëåäíåì ñëàãàåìîì â ôîðìóëå (1.3.2) ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ:

d~eτ(t)

dt
=

d~eτ
dS

dS

dt︸︷︷︸ = |~v(t)|d~eτ
dS

(1.3.3)

↘ ñîãëàñíî (1.1.5) ýòî |~v|

è ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå

R = 1

/∣∣∣∣∣d~eτdS
∣∣∣∣∣. (1.3.4)

Òîãäà äëÿ óñêîðåíèÿ ïîëó÷èì

~a(t) = ~eτ
d|~v(t)|
dt

+
|~v|2

R
~en, (1.3.5)

ãäå ~en � åäèíè÷íûé âåêòîð, ïåðïåíäèêóëÿðíûé âåêòîðó ñêîðîñòè (ò.å.
ïåðïåíäèêóëÿðíûé åäèíè÷íîìó âåêòîðó ~eτ). Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ýòîé
ôîðìóëå îáîçíà÷àþò ñèìâîëîì aτ è íàçûâàþò òàíãåíöèàëüíûì (ò.å.
êàñàòåëüíûì ê âåêòîðó ñêîðîñòè) óñêîðåíèåì. Ñîîòâåòñòâåííî, âòî-
ðîå ñëàãàåìîå îáîçíà÷àþò ñèìâîëîì an è íàçûâàþò íîðìàëüíûì (ê
ñêîðîñòè) óñêîðåíèåì.

Âûÿñíèì ñìûñë âåëè÷èíû R, ââåä¼ííîé ðàâåíñòâîì (1.3.4). Äëÿ
ýòîãî ðàññìîòðèì äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ïî îêðóæíîñòè ñ ïî-
ñòîÿííîé ïî âåëè÷èíå ñêîðîñòüþ (ò.å. ñ ïîñòîÿííûì ïî âðåìåíè âåê-
òîðîì óãëîâîé ñêîðîñòè ~ω = const è ðàäèóñ-âåêòîðîì |~r | = const). Â
ýòîì ñëó÷àå ~v = ~vn è äëÿ óñêîðåíèÿ ïîëó÷èì

~a(t) =
d~vn
dt

↗ω = const

=
d

dt
[~ω,~r] =

[
~ω,
d~r

dt

]
=

[
~ω, [~ω,~r]

]
.

↘
ñì. (1.2.10)

(1.3.6)

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå â ýòîé ôîðìóëå ñîäåðæèò äâîéíîå âåêòîðíîå
ïðîèçâåäåíèå, êîòîðîå ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ïî ôîðìóëå[

~a, [~b,~c]

]
= ~b(~a~c)− ~c(~a~b). (1.3.7)
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Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ëåãêî çàïîìíèòü ïî ìíåìîíè÷åñêîìó ïðàâèëó:
bac-cab (÷èòàåòñÿ ¾áàö-öàá¿).

Ñëåäîâàòåëüíî, ~a(t) = ~ω(~ω,~r)−~rω2. Íî, ïðè äâèæåíèè ìàòåðèàëü-
íîé òî÷êè ïî îêðóæíîñòè âåêòîð å¼ óãëîâîé ñêîðîñòè ~ω ïåðïåíäèêóëÿ-
ðåí ðàäèóñ-âåêòîðó ~r. Òî åñòü, ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ýòèõ âåêòîðîâ
ðàâíî íóëþ (~ω,~r) = 0. È ìû ïîëó÷àåì

~a(t) = −~rω2 (1.3.8)

Âåëè÷èíà ýòîãî óñêîðåíèÿ ðàâíà |~a| = |~r|ω2. Òîãäà âñïîìèíàÿ, ÷òî
âåëè÷èíà óãëîâîé ñêîðîñòè ω = |~v|/R, (çäåñü áóêâîé R ìû îáîçíà-
÷èëè äëèíó ðàäèóñ-âåêòîðà |~r|, ò.å. ðàäèóñ îêðóæíîñòè) ïðèõîäèì ê
èçâåñòíîìó âûðàæåíèþ

|~a(t)| =
|~v|2

R
= |~aö|. (1.3.9)

Ñëåäîâàòåëüíî ïðè äâèæåíèè ïî îêðóæíîñòè ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ
íîðìàëüíîå óñêîðåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ÿâëÿåòñÿ öåíòðîñòðåìè-
òåëüíûì óñêîðåíèåì |~aö|.

Ñðàâíèâàÿ ôîðìóëó äëÿ íîðìàëüíîãî óñêîðåíèÿ (âòîðîé ÷ëåí â
ôîðìóëå (1.3.5)) ñ ïîñëåäíåé ôîðìóëîé, âèäèì, ÷òî ïðè äâèæåíèè
ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ïî îêðóæíîñòè âåëè÷èíàR ñîâïàäàåò ñ ðàäèóñîì
îêðóæíîñòè R.

Î÷åâèäíî ïðè ïðîèçâîëüíîì äâèæåíèè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè âåëè-
÷èíà R òîæå áóäåò ðàâíà ðàäèóñó íåêîòîðîé ìîìåíòàëüíîé (ò.å.
ñîîòâåòñòâóþùåé äàííîìó ìîìåíòó âðåìåíè) îêðóæíîñòè. Äðóãèìè
ñëîâàìè ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé â ôîðìóëå (1.3.5), îçíà÷àåò, ÷òî

â ëþáîé òî÷êå òðàåêòîðèè
äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå ïî ìîìåíòàëüíîé îêðóæíîñòè,

ðàäèóñ êîòîðîé ðàâåí R
(ñ êàñàòåëüíûì ~aτ è íîðìàëüíûì ~an óñêîðåíèÿìè).

Ñàìó âåëè÷èíó R íàçûâàþò ðàäèóñîì êðèâèçíû òðàåêòîðèè â
äàííîé òî÷êå.
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Ðèñ. 1.6.

Íà ðèñóíêå ïðèâåä¼í ïðèìåð ðàçëîæåíèÿ ïîëíîãî óñêîðåíèÿ ìà-
òåðèàëüíîé òî÷êè (íàõîäÿùåéñÿ â äàííûé
ìîìåíò âðåìåíè â òî÷êå ïðîñòðàíñòâàM)
íà åãî ñîñòàâëÿþùèå: íîðìàëüíîå è òàí-
ãåíöèàëüíîå óñêîðåíèÿ. Äëÿ ýòîé æå òî÷-
êèM ïîñòðîåíà ìîìåíòàëüíàÿ îêðóæíîñòü
ñ öåíòðîì â òî÷êå O, ðàäèóñ êîòîðîé ðà-

âåí ðàäèóñó êðèâèçíû òðàåêòîðèè R â òî÷êå M è ÷èñëåííî ðàâåí
îòðåçêó OM .

1.3.1 Ðàäèóñ êðèâèçíû

Âûÿñíèì òåïåðü, êàê æå âû÷èñëÿòü ðàäèóñ êðèâèçíû, åñëè èçâåñòíî
óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè. Äëÿ óïðîùåíèÿ âûêëàäîê,
áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ïëîñêèå òðàåêòîðèè ÷àñòèö (ò.å. òàêèå,
ïðè äâèæåíèè ïî êîòîðûì, ÷àñòèöà âñåãäà îñòàåòñÿ â îäíîé ïëîñêî-
ñòè).

Ðèñ. 1.7.

Î÷åâèäíî äëÿ îïèñàíèÿ ïëîñêîé òðàåêòîðèè äîñòàòî÷íî äâóõ íåçà-
âèñèìûõ êîîðäèíàò. Ïîýòîìó âûáåðåì â
êà÷åñòâå ÑÊ äåêàðòîâó (X, Y ), ñîâìåù¼í-
íóþ ñ ñèñòåìîé îòñ÷¼òà K. Ïî îïðåäåëå-
íèþ (1.3.4) ðàäèóñ êðèâèçíû åñòü

R = 1

/∣∣∣∣∣d~eτdS
∣∣∣∣∣.

Ñëåäîâàòåëüíî òðåáóåòñÿ íàéòè ïðîèçâîä-
íóþ åäèíè÷íîãî âåêòîðà ~eτ ïî ïóòè, ïðîé-

äåííîìó ìàòåðèàëüíîé òî÷êîé.
Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ (1.1.2), ýëåìåíòàðíûé ïóòü dS, åñòü dS =

|d~r| . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî òðàåêòîðèÿ ÷àñòèöû ïëîñêàÿ, ïîëó÷èì

dS =
√
dx2 + dy2 = dx

√
1 + y′2, (1.3.10)

ãäå øòðèõ îçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî êîîðäèíàòå x: y′ = dy/dx. Òîãäà
ïðîèçâîäíóþ åäèíè÷íîãî âåêòîðà ~eτ ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

d~eτ
dS

=
d~eτ√

1 + y′2dx
. (1.3.11)
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Åäèíè÷íûé âåêòîð âäîëü ñêîðîñòè ìîæíî, î÷åâèäíî, ïðåäñòàâèòü â
âèäå îòíîøåíèÿ ñîáñòâåííî âåêòîðà ñêîðîñòè ~v ê åãî äëèíå |~v|. Åñëè
æå âñïîìíèòü, ÷òî ñîãëàñíî ôîðìóëå (1.1.5) |~v(t)| = dS/dt, òî ïîëó÷èì
äëÿ åäèíè÷íîãî âåêòîðà

~eτ(t) =
d~r

dS
. (1.3.12)

Òîãäà (1.3.11) ïðèíèìàåò âèä:

d~eτ
dS

=
d√

1 + y′2dx

(
d~r√

1 + y′2dx

)
. (1.3.13)

Åñëè ðàñïèñàòü ðàäèóñ-âåêòîð ïîêîìïîíåíòíî: ~r = ~ix+~jy, òî íåñëîæ-
íî íàéòè åãî ïðîèçâîäíóþ d~r/dx. Èìåííî

d~r

dx
= ~i+~jy′. (1.3.14)

Ñëåäîâàòåëüíî äëÿ ïðîèçâîäíîé åäèíè÷íîãî âåêòîðà ïîëó÷àåì

d~eτ
dS

=
d√

1 + y′2dx

(
1√

1 + y′2
(~i+~jy′)

)
. (1.3.15)

Ïðîèçâîäíóþ â ýòîì âûðàæåíèè áóäåì áðàòü êàê ïðîèçâîäíóþ ïðîèç-
âåäåíèÿ äâóõ ôóíêöèé: (1 + y′2)−1/2 è (~i+~jy′). Òîãäà

d~eτ
dS

=
1√

1 + y′2

[
− 1

2
(1 + y′2)−3/2(2y′y′′)(~i+~jy′) +

1√
1 + y′2

~jy′′

]
.

(1.3.16)
Âûíåñåì (èç âûðàæåíèÿ â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ) ÷ëåí (1+y′2) è ñãðóï-
ïèðóåì âíóòðè ñêîáîê ìíîæèòåëè ïåðåä åäèíè÷íûìè âåêòîðàìè ~i è ~j

d~eτ
dS

=
1√

1 + y′2
3

[(
y′′
√

1 + y′2− y′2y′′√
1 + y′2

)
~j− y′y′′√

1 + y′2
~i

]
. (1.3.17)

Ïðåîáðàçóåì òåïåðü âûðàæåíèå â êðóãëûõ ñêîáêàõ (ïðèâåäåì ê îáùå-
ìó çíàìåíàòåëþ è ðàñêðîåì ñêîáêè â ÷èñëèòåëå)(

y′′
√

1 + y′2 − y′2y′′√
1 + y′2

)
=
y′′
√

1 + y′2
2
− y′2y′′√

1 + y′2
=
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=
y′′ + y′′y′2 − y′2y′′√

1 + y′2
=

y′′√
1 + y′2

. (1.3.18)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðîèçâîäíîé åäèíè÷íîãî âåêòîðà ~eτ ïîëó÷àåì

d~eτ
dS

=
y′′√

1 + y′2
3

[
y′′√

1 + y′2
~j − y′√

1 + y′2
~i

]
. (1.3.19)

Ìîäóëü ýòîé ïðîèçâîäíîé, êàê è ëþáîãî âåêòîðà, ðàâåí êîðíþ èç ñóì-
ìû êâàäðàòîâ å¼ êîìïîíåíò∣∣∣∣∣d~eτdS

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ y′′√
1 + y′2

3

∣∣∣∣∣
√

1√
1 + y′2

2 +
y′2√

1 + y′2
2 . (1.3.20)

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî âûðàæåíèå ïîä êîðíåì ðàâíî 1 (åäåíèöå). Ñëå-
äîâàòåëüíî ðàäèóñ êðèâèçíû ïëîñêîé òðàåêòîðèè ÷àñòèöû ìîæíî âû-
÷èñëèòü ïî ôîðìóëå

R =

∣∣∣∣∣d~eτdS
∣∣∣∣∣
−1

=

∣∣∣∣∣
√

1 + y′2
3

y′′

∣∣∣∣∣. (1.3.21)

Çàìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííóþ ôîðìóëó èìååò ñìûñë ïðèìåíÿòü â òåõ ñëó-
÷àÿõ, êîãäà óðàâíåíèå òðàåêòîðèè çàäàíî â âèäå óðàâíåíèÿ ôàçîâîé
òðàåêòîðèè y = y(x) (èëè åãî ìîæíî ïðèâåñòè ê òàêîìó âèäó). Åñ-
ëè æå óðàâíåíèå òðàåêòîðèè çàäàíî â ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå (ò.å.
y = y(t) è x = x(t)), òî íóæíî ïîëüçîâàòüñÿ äðóãîé ôîðìóëîé (êîòî-
ðóþ ïðèâåäåì áåç âûâîäà)

R =

∣∣∣∣∣
√
ẋ2 + ẏ2

3

ÿẋ+ ẏẍ

∣∣∣∣∣, (1.3.22)

ãäå ẋ è ẏ - îáîçíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé ïåðåìåííûõ x è y ïî âðåìåíè t.
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1.4 Òèïû óñêîðåíèé

Â ïóíêòå 1.2 áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ëþáîå äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé
òî÷êè ìîæíî ðàçëîæèòü íà äâà òèïà äâèæåíèé: ïðÿìîëèíåéíîå
(âäîëü ðàäèóñ-âåêòîðà) è âðàùàòåëüíîå (îòíîñèòåëüíî íà÷àëà ÑÎ).
Ñîîòâåòñòâåííî, âåêòîð ñêîðîñòè ÷àñòèöû äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå
â âèäå âåêòîðíîé ñóììû ñêîðîñòåé, õàðàêòåðèçóþùèõ ýòè äâèæåíèÿ
(ñêîðîñòè ~vr è ~vn).

Î÷åâèäíî, òàêîå ïðåäñòàâëåíèå î äâèæåíèè ñêàçûâàåòñÿ è íà óñêî-
ðåíèè. Âûÿñíèì, êàêèåòèïû óñêîðåíèé äîëæíû õàðàêòåðèçîâàòü äâè-
æåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, ÷òîáû áûòü ñîãëàñîâàííûìè ñ âîçìîæíî-
ñòüþ ðàçëîæåíèÿ ýòîãî äâèæåíèÿ íà ïðÿìîëèíåéíîå è âðàùàòåëüíîå.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ (1.1.6)

~a(t) =
d~v(t)

dt
.

Åñëè âñïîìíèòü çäåñü âûðàæåíèå äëÿ ñêîðîñòè (1.2.11), òî äëÿ óñêî-
ðåíèÿ ïîëó÷èì

~a(t) =
d

dt

(
~e(t)

d|~r(t)|
dt

+ [~ω(t), ~r(t)]

)
(1.4.1)

Èç ýòîãî âûðàæåíèÿ, èñïîëüçóÿ ïðàâèëî äëÿ ïðîèçâîäíîé ïðîèçâå-
äåíèÿ, íåñëîæíî íàéòè, ÷òî (óêàçàíèå çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè äëÿ
êðàòêîñòè îïóñêàåì)

~a(t) = ~e
d2|~r|
dt2

+
d~e

dt

d|~r|
dt

+

[
d~ω

dt
, ~r

]
+

[
~ω,
d~r

dt

]
. (1.4.2)

Íàïîìíèì, ÷òî ïðîèçâîäíóþ óãëîâîé ñêîðîñòè ÷àñòèöû ïî âðåìåíè
íàçûâàþò óãëîâûì óñêîðåíèåì ÷àñòèöû

~ε =
d~ω

dt
. (1.4.3)

Âîñïîëüçóåìñÿ åù¼ ôîðìóëîé (1.2.9) äëÿ ïðîèçâîäíîé åäèíè÷íîãî âåê-
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òîðà ~e ïî âðåìåíè t. Òîãäà

~a = ~e
d2|~r|
dt2

+
d|~r|
dt

[~ω,~e ] + [~ε, ~r ] +

[
~ω,

(
~e
d|~r|
dt

+ [~ω,~r ]

)
︸ ︷︷ ︸
ñêîðîñòü ~v =

d~r

dt

]
(1.4.4)

Åñëè òåïåðü ðàñêðûòü ñêîáêè â ïîñëåäíåì âåêòîðíîì ïðîèçâåäåíèè,
òî ïîëó÷èì

~a = ~e
d2|~r|
dt2

+ 2

[
~ω,~e

d|~r|
dt

]
+ [~ε, ~r ] +

[
~ω, [~ω,~r ]

]
. (1.4.5)

Â ïóíêòå 1.2, âåëè÷èíó d|~r|/dt ìû íàçâàëè ñêîðîñòüþ ïðÿìîëèíåéíî-
ãî äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè è îáîçíà÷èëè ~vr(t). Ñîîòâåñòâåííî,
âåëè÷èíó ~ar

~ar = ~e
d2|~r|
dt2

, (1.4.6)

áóäåì íàçûâàòü óñêîðåíèåì ïðÿìîëèíåéíîãî (âäîëü ðàäèóñ-âåê-
òîðà) äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè.

Ñ ïîìîùüþ ýòèõ îáîçíà÷åíèé, âûðàæåíèå äëÿ óñêîðåíèÿ ìàòåðè-
àëüíîé òî÷êè ïðèíèìàåò âèä

~a = ~ar + 2 [~ω,~vr] + [~ε, ~r ] +

[
~ω, [~ω,~r ]

]
. (1.4.7)

Â ïîëó÷åííîì âûðàæåíèè òîëüêî ïåðâûé ÷ëåí (ò.å. ~ar ) õàðàêòåðè-
çóåò äâèæåíèå ÷àñòèöû âäîëü ðàäèóñ âåêòîðà. Ñëåäîâàòåëüíî îñòàëü-
íûå òðè ÷ëåíà õàðàêòåðèçóþò âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé
òî÷êè îòíîñèòåëüíî íà÷àëà ñèñòåìû îòñ÷¼òà. Èñòîðè÷åñêè ýòè òðè
ñîñòàâëÿþùèå óñêîðåíèÿ ÷àñòèöû ðàçáèâàþò íà äâà

~aξ = [~ε, ~r ] +

[
~ω, [~ω,~r ]

]
, (1.4.8)

~ak = 2 [~ω,~vr]. (1.4.9)
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Ñîñòàâëÿþùóþ óñêîðåíèÿ ~aξ íàçûâàþò ïåðåíîñíûì óñêîðåíè-
åì. Îíî õàðàêòåðèçóåò èçìåíåíèå ñêîðîñòè ïðè äâèæåíèè ìàòåðè-
àëüíîé òî÷êè ïî äóãå ìîìåíòàëüíîé îêðóæíîñòè.

Ñîñòàâëÿþùóþ óñêîðåíèÿ ~ak íàçûâàþò êîðèîëèñîâûì óñêîðå-
íèåì (ïî èìåíè ôðàíöóçñêîãî ó÷åíîãî Êîðèîëèñà, èçó÷àâøåãî äâè-
æåíèÿ ñ òàêèì óñêîðåíèåì). Ýòî óñêîðåíèå õàðàêòåðèçóåò èçìåíåíèå
ñêîðîñòè ïðè äâèæåíèè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè âäîëü ðàäèóñà âðàùàþ-
ùåéñÿ ìîìåíòàëüíîé îêðóæíîñòè.

×òîáû áîëåå íàãëÿäíî ïðåäñòàâèòü ñâîéñòâà ââåä¼ííûõ ñîñòàâëÿþ-
ùèõ ïîëíîãî óñêîðåíèÿ, ðàññìîòðèì ïðèìåðû äâèæåíèé ÷àñòèöû, ïðè
êîòîðûõ ýòè ñîñòàâëÿþùèå âîçíèêàþò.

à) ×àñòèöà äâèæåòñÿ ïðÿìîëèíåéíî. Òîãäà

Êèíåìàòè÷åñêèå Êèíåìàòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè
óñëîâèÿ äâèæåíèÿ (ðèñ. 1.8à)
äâèæåíèÿ
~ω = 0 ~a = ~ar = ~e d2|~r|/dt2

(~ε = d~ω/dt = 0) ~v = ~vr = ~e d|~r|/dt

a) á) â)
Ðèñ. 1.8.

á) ×àñòèöà äâèæåòñÿ ïî äóãå îêðóæíîñòè. Òîãäà

Êèíåìàòè÷åñêèå Êèíåìàòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè
óñëîâèÿ äâèæåíèÿ (ðèñ. 1.8á)
äâèæåíèÿ
r = const ~a = ~aξ = [~ε, ~r ] + [~ω, [~ω,~r ] ] =
~ω ⊥ ~r = ~ω(~ω,~r)− ~rω2 + [~ε, ~r ] =

= ~an + ~aτ
~v = ~vn = [~ω,~r ].
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Çäåñü, ïðè ïîëó÷åíèè âûðàæåíèÿ äëÿ óñêîðåíèÿ, ìû âîñïîëüçîâàëèñü
ôîðìóëîé (1.3.7) äëÿ âû÷èñëåíèÿ äâîéíîãî âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

â) ×àñòèöà äâèæåòñÿ ïî ðàäèóñó âðàùàþùåãîñÿ êðóãà (äèñêà). Òî-
ãäà

Êèíåìàòè÷åñêèå Êèíåìàòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè
óñëîâèÿ äâèæåíèÿ (ðèñ. 1.8â)
äâèæåíèÿ
~ω = const ~a = 2 [~ω,~vr] − ~rω2 =
~vr = const = ~ak + ~an
~ω ⊥ ~r ~v = ~vr + [~ω,~r ] = ~vr + ~vn.

Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî, ÷òî íåâîçìîæíî ïîñòðîèòü
äâèæåíèå ïðè êîòîðîì óñêîðåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ñâîäèëîñü áû
òîëüêî ê êîðèîëèñîâó óñêîðåíèþ.

1.5 Âîññòàíîâëåíèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

Çíàÿ óðàâíåíèå äâèæåíèÿ, òî åñòü çàâèñèìîñòü ðàäèóñ-âåêòîðà îò âðå-
ìåíè ~r = ~r(t), ìîæíî íàéòè ñêîðîñòü ~v è óñêîðåíèå ~a ìàòåðèàëüíîé
òî÷êè â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè. Ýòî òàê íàçûâàåìàÿ ïðÿìàÿ çàäà-
÷à. Âîçíèêàåò âîïðîñ: ìîæíî ëè íàéòè óðàâíåíèå òðàåêòîðèè ~r = ~r(t),
çíàÿ çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè ñêîðîñòè ~v(t) èëè óñêîðåíèÿ ~a(t)? Ðåøå-
íèå ýòîé ïðîáëåìû íàçûâàþò îáðàòíîé çàäà÷åé.

1.5.1 Ïî çàäàííîé ñêîðîñòè

Ïóñòü íàì çàäàí âåêòîð ñêîðîñòè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè êàê ôóíêöèÿ
âðåìåíè

~v = ~v(t) =
d~r(t)

dt
. (1.5.1)

È òðåáóåòñÿ íàéòè óðàâíåíèå òðàåêòîðèè, òî åñòü çàâèñèìîñòü ~r =
~r(t) , ïî ýòîìó âåêòîðó. Î÷åâèäíî èç (1.5.1) ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî
d~r(t) = ~v(t)dt . Èíòåãðèòðóÿ ýòî óðàâíåíèå â ïðåäåëàõ îò íà÷àëü-
íîãî ìîìåíòà âðåìåíè t0 äî ëþáîãî òåêóùåãî t, ïîëó÷èì

~r(t)− ~r(t0) =

t∫
t0

~v(t)dt , (1.5.2)
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èëè

~r(t) = ~r(t0) +
t∫
t0

~v(t)dt , (1.5.3)

ãäå ~r(t0) - ðàäèóñ âåêòîð òî÷êè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè. Òàêèì
îáðàçîì ìû âèäèì, ÷òî

äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ
ïî çàäàííîé ñêîðîñòè

íåîáõîäèìî çíàòü
íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè.

Ðàññìîòðèì äëÿ ïðèìåðà ÷àñòèöó, äâèæóùóþñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî
âåêòîð å¼ ñêîðîñòè îñòàåòñÿ íåèçìåííûì è ïî âåëè÷èíå è ïî íàïðàâ-
ëåíèþ (ò.å. ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà äâèæåòñÿ ðàâíîìåðíî è ïðÿìîëè-
íåéíî)

~v(t) = const = ~v0 (1.5.4)

Ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå äëÿ ñêîðîñòè â óðàâíåíèå (1.5.3)

~r(t) = ~r(t0) +

t∫
t0

~v0dt = ~r(t0) + ~v0

t∫
t0

dt = ~r(t0) + ~v0(t− t0) . (1.5.5)

Ïîëó÷èëè óðàâíåíèå ïðÿìîëèíåéíîãî äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷-
êè ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ èç íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ, çàäàâàåìîãî
ðàäèóñ-âåêòîðîì ~r0 = ~r(t0). Åñëè ïðèíÿòü, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò
âðåìåíè t0 = 0 ÷àñòèöà íàõîäèëàñü â íà÷àëå ñèñòåìû îòñ÷¼òà, òî ýòî
óðàâíåíèå ïðèìåò íàèáîëåå ïðîñòîé âèä:

~r(t) = ~v0t . (1.5.6)

1.5.2 Ïî çàäàííîìó óñêîðåíèþ

Ïóñòü íàì çàäàí âåêòîð óñêîðåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè êàê ôóíêöèÿ
âðåìåíè

~a = ~a(t) =
d~v(t)

dt
. (1.5.7)

Òðåáóåòñÿ íàéòè óðàâíåíèå òðàåêòîðèè, òî åñòü çàâèñèìîñòü ~r = ~r(t) ,
ïî ýòîìó âåêòîðó. Î÷åâèäíî, èç (1.5.7) ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî d~v(t) =
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~a(t)dt . Èíòåãðèòðóÿ ýòî óðàâíåíèå â ïðåäåëàõ îò íà÷àëüíîãî ìîìåíòà
âðåìåíè t0 äî ëþáîãî òåêóùåãî t, ïîëó÷èì

~v(t)− ~v(t0) =

t∫
t0

~a(t)dt , (1.5.8)

èëè

~v(t) = ~v(t0) +

t∫
t0

~a(t)dt , (1.5.9)

ãäå ~v(t0) � âåêòîð ñêîðîñòè òî÷êè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè.
Óðàâíåíèå (1.5.9) îïðåäåëÿåò âåêòîð ñêîðîñòè, êàê ôóíêöèþ âðå-

ìåíè. Òåïåðü, äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ óðàâíåíèÿ òðàåêòîðèè ìû ìîæåì
âîñïîëüçîâàòüñÿ ðåçóëüòàòîì ïðåäûäóùåãî ïóíêòà � ïîëó÷èòü óðàâ-
íåíèå òðàåêòîðèè ïî çàäàííîé ñêîðîñòè. Äëÿ ÷åãî ïîäñòàâèì ïðàâóþ
÷àñòü ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ â óðàâíåíèå (1.5.3) . Òîãäà

~r(t) = ~r(t0) +

t∫
t0

~v(t0) +

t∫
t0

~a(t)dt

 dt. (1.5.10)

Èëè

~r(t) = ~r(t0) + ~v(t0) (t− t0) +

t∫
t0

t∫
t0

~a(t)dt2 (1.5.11)

ãäå ~r(t0) � ðàäèóñ âåêòîð, à ~v(t0) � âåêòîð ñêîðîñòè òî÷êè â íà÷àëüíûé
ìîìåíò âðåìåíè.

Òàêèì îáðàçîì ìû âèäèì, ÷òî

äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ
ïî çàäàííîìó óñêîðåíèþ

íåîáõîäèìî çíàòü äâà ïàðàìåòðà:
íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè

è ñêîðîñòü ýòîé òî÷êè
â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè.
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Ðàññìîòðèì ÷àñòèöó, äâèæóùóþñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî âåêòîð å¼
óñêîðåíèÿ îñòà¼òñÿ íåèçìåííûì è ïî âåëè÷èíå è ïî íàïðàâëåíèþ (ò.å.
ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà äâèæåòñÿ ðàâíîóñêîðåííî): ~a(t) = const = ~a0.
Òîãäà óðàâíåíèå (1.5.11) ïðèìåò âèä:

~r(t) = ~r(t0) + ~v(t0) (t− t0) +
~a0(t− t0)2

2
. (1.5.12)

Ïîëó÷èëè óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ñ ïîñòîÿííûì
óñêîðåíèåì èç íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ, çàäàâàåìîãî ðàäèóñ-âåêòîðîì
~r0 = ~r(t0) ñ íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ ~v0 = ~v(t0). Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî â
íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ÷àñòèöà íàõîäèëàñü â íà÷àëå ñèñòåìû îò-
ñ÷¼òà è ïðèíÿòü t0 = 0, òî ýòî óðàâíåíèå ïðèìåò íàèáîëåå ïðîñòîé
âèä

~r(t) = ~v0 t +
~a0t

2

2
. (1.5.13)

1.6 Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãàëèëåÿ

Âî âñåõ ïðåäûäóùèõ ïóíêòàõ äàííîãî ïàðàãðàôà áûëà ðàññìîòðåíà
ïðîöåäóðà ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ëþáûõ âîçìîæíûõ ìåõàíè÷å-
ñêèõ äâèæåíèé ìàòåðèàëüíîé òî÷êè (ò.å. êèíåìàòèêà ìàòåðèàëü-
íîé òî÷êè) îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè â çàäàííîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà áûëè ïðîâå-
äåíû íåîáõîäèìûå èçìåðåíèÿ (íàïðèìåð, èçìåðåíû êîîðäèíàòû ÷à-
ñòèöû, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì ìîìåíòàì âðåìåíè), òî ïî ýòèì
èçìåðåíèÿì ìîæíî ïîëó÷èòü ëþáûå äðóãèå êèíåìàòè÷åñêèå ïàðàìåò-
ðû (ñêîðîñòè, óñêîðåíèÿ è ò.ä.) ýòîé ÷àñòèöû.

Îäíàêî, âîçíèêàåò âîïðîñ: êàê, ïîëó÷èòü îïèñàíèå äâèæåíèÿ ÷à-
ñòèöû â ñèñòåìå îòñ÷¼òà K, èìåÿ ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé, ïðîâåä¼í-
íûõ èç ñèñòåìû îòñ÷¼òà K ′, äâèæóùåéñÿ îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû K
ñ èçâåñòíîé ñêîðîñòüþ ~v0(t)?
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Ðèñ. 1.9.

×òîáû îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ, ðàññìîòðèì äâèæåíèå íåêîòîðîé
ìàòåðèàëüíîé òî÷êè èç äâóõ ñèñòåì îòñ÷¼-
òà � K è K ′. Ðàäèóñ-âåêòîð, ñîåäèíÿþ-
ùèé íà÷àëà ýòèõ ñèñòåì îòñ÷¼òà (òî÷êè
O è O′), îáîçíà÷èì êàê ~ro. Ïóñòü â äàí-
íûé ìîìåíò âðåìåíè t ÷àñòèöà íàõîäèò-
ñÿ â òî÷êå ïðîñòðàíñòâàM . Òîãäà ðàäèóñ-
âåêòîð ÷àñòèöû îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû îò-
ñ÷¼òà K � åñòü ~r(t), à îòíîñèòåëüíî ñèñòå-
ìû îòñ÷¼òà K ′ � ~r ′(t′) (t′ - ìîìåíò âðå-
ìåíè, èçìåðåííûé â ñèñòåìå îòñ÷¼òà K ′).

Ýòè òðè âåêòîðà îáðàçóþò òðåóãîëüíèê è ñëåäîâàòåëüíî

~r(t) = ~ro(t) + ~r ′(t′). (1.6.1)

Ïî îïðåäåëåíèþ, ~v ′(t′) =
d~r ′(t′)

dt′
� ñêîðîñòü ìàòåðèàëüíîé òî÷êè îòíî-

ñèòåëüíî ñèñòåìû îòñ÷¼òà K ′. Ñîîòâåòñòâåííî, ~v(t) =
d~r(t)

dt
- ñêîðîñòü

ìàòåðèàëüíîé òî÷êè îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû îòñ÷¼òàK, à ~vo(t) =
d~ro(t)

dt
- ñêîðîñòü ñàìîé ñèñòåìû K ′ îòíîñèòåëüíî K.

Âîçüì¼ì ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè t ñèñòåìû îòñ÷¼òà K îò âûðàæå-
íèÿ (1.6.1). Ïîëó÷èì

~v(t) =
d~ro(t)

dt
+

d~r ′(t′)

dt′
dt′

dt
=

= ~vo(t) + ~v ′(t′)
dt′

dt
. (1.6.2)

Òàêèì îáðàçîì âèäèì, ÷òî äëÿ îäíîçíà÷íîãî îïðåäåëåíèÿ êè-
íåìàòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ, îïèñûâàþùèõ äâèæåíèå ìàòåðè-
àëüíîé òî÷êè îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû îòñ÷¼òà K, ïî èçìåðå-
íèÿì, ïðîâåä¼ííûì â ñèñòåìå îòñ÷¼òà K ′, íåîáõîäèìî çíàòü
ñâÿçü ìîìåíòîâ âðåìåíè t è t′.

Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ïðîáëåìà âçàèìîñâÿçè ìîìåíòîâ âðåìåíè
â ðàçëè÷íûõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà ðåøàåòñÿ ïîñòóëàòîì Ãàëèëåÿ:
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Ìîìåíòû âðåìåíè â ðàçëè÷íûõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà
ñîâïàäàþò

ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîé âåëè÷èíû,
îïðåäåëÿåìîé ïðîöåäóðîé ñèíõðîíèçàöèè ÷àñîâ

òî åñòü
t = t′ + const. (1.6.3)

Îáû÷íî ñ÷èòàþò ÷àñû ñèíõðîíèçèðîâàííûìè òàêèì îáðàçîì, ÷òî t =
t′ , òî åñòü const = 0. Ïðè òàêîì ñïîñîáå ñèíõðîíèçàöèè óðàâíåíèå
(1.6.1) ïðèíèìàåò âèä

~r = ~ro + ~r ′ (1.6.4)

(ìîìåíòû âðåìåíè íå óêàçàíû, òàê êàê îíè îäèíàêîâû). Ýòî óðàâíå-
íèå íàçûâàþò ïðåîáðàçîâàíèåì Ãàëèëåÿ äëÿ êîîðäèíàò, èçìå-
ðåííûõ èç ïðîèçâîëüíûõ ÑÎ.

Óðàâíåíèå (1.6.2) íå çàâèñèò îò ñïîñîáà ñèíõðîíèçàöèè (ò.å. îò âû-
áîðà êîíñòàíòû â (1.6.3)):

~v = ~vo + ~v ′ (1.6.5)

è íàçûâàåòñÿ çàêîíîì ñëîæåíèÿ ñêîðîñòåé.
Åñëè âçÿòü ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè îò ýòîãî óðàâíåíèÿ, òî ïîëó-

÷èì ñâÿçü óñêîðåíèé â ïðîèçâîëüíûõ ÑÎ

~a = ~ao + ~a ′ . (1.6.6)

Çäåñü ~ao � óñêîðåíèå ñàìîé ñèñòåìû K ′ îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû K.
Ñîâîêóïíîñòü âñåõ òðåõ óðàâíåíèé (1.6.4 � 1.6.6) íàçûâàþò ïðåîá-

ðàçîâàíèÿìè Ãàëèëåÿ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ñèñòåì îòñ÷¼òà.
Ñðåäè âñåõ âîçìîæíûõ ñèñòåì îòñ÷¼òà îñîáîå ìåñòî çàíèìàåò ìíî-

æåñòâî òàêèõ ñèñòåì îòñ÷¼òà, êîòîðûå îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà äâè-
æóòñÿ ñ ïîñòîÿííûìè ñêîðîñòÿìè (ò.å. èõ îòíîñèòåëüíûå óñêîðåíèÿ
ðàâíû íóëþ). Òàêèå ñèñòåìû îòñ÷¼òà íàçûâàþò èíåðöèàëüíûìè ñè-
ñòåìàìè îòñ÷åòà (ÈÑÎ).1

Íàéäåì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãàëèëåÿ äëÿ ÈÑÎ. Åñëè ñêîðîñòü ÈÑÎ K ′

(~vo = const) èçâåñòíà, òî ïîëîæåíèå íà÷àëà ÈÑÎ K ′ ìîæíî íàéòè êàê
óðàâíåíèå äâèæåíèÿ, âîññòàíîâëåííîå ïî èçâåñòíîé ñêîðîñòè

~ro(t) = ~ro(to) + ~vo (t− to), (1.6.7)
1Ñôîðìóëèðîâàííàÿ ôðàçà íå ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèåì ÈÑÎ (îïðåäåëåíèå áóäåò

ââåäåíî ïîçæå), íî äà¼ò ðàçóìíîå ëîãè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå îá ýòèõ ñèñòåìàõ.



28 ÃËÀÂÀ 1. ÊÈÍÅÌÀÒÈÊÀ

ãäå ~ro(to) � ðàäèóñ-âåêòîð, îïèñûâàþùèé ïîëîæåíèå íà÷àëà ÈÑÎ K ′

(ò.å. òî÷êè O′) â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè to.
Ïðèìåì íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè çà íóëü: to = 0 è áóäåì ñ÷èòàòü,

÷òî â ýòîò ìîìåíò òî÷êè O è O′ ñîâïàäàþò, òî åñòü ~ro(to) = 0. Òîãäà
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãàëèëåÿ äëÿ ÈÑÎ ïðèíèìàþò âèä

~r(t) = ~vo t+ ~r ′(t),
~v(t) = ~vo + ~v ′(t),
~a(t) = ~a ′(t),

(1.6.8)

Îáðàòèì îñîáî âíèìàíèå íà ïîñëåäíåå óðàâíåíèå â ïðåîáðàçîâàíèÿõ
Ãàëèëåÿ äëÿ ÈÑÎ, êîòîðîå îçíà÷àåò, ÷òî óñêîðåíèå ìàòåðèàëüíîé
òî÷êè âî âñåõ ÈÑÎ îäèíàêîâî.

Ýòîò ðåçóëüòàò äîñòàòî÷íî ÿñíî ñâèäåòåëüñòâóåò îá èñêëþ÷èòåëü-
íîñòè ñâîéñòâ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåì îòñ÷¼òà, â ñèëó êîòîðûõ èìåííî
ýòè ñèñòåìû äîëæíû, êàê ïðàâèëî, èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè èçó÷åíèè ìå-
õàíè÷åñêèõ ÿâëåíèé. Âåçäå íèæå, ãäå îáðàòíîå íå îãîâîðåíî îñîáî,
áóäåò ïîäðàçóìåâàòüñÿ òàêîé âûáîð ñèñòåìû îòñ÷¼òà.



Ãëàâà 2

ÄÈÍÀÌÈÊÀ

Êèíåìàòèêà äà¼ò îïèñàíèå äâèæåíèÿ òåë, íå çàòðàãèâàÿ âîïðîñà î
òîì, ïî÷åìó òåëî äâèæåòñÿ ïî îïðåäåë¼ííîé òðàåêòîðèè (íàïðèìåð,
ðàâíîìåðíî ïî îêðóæíîñòè, èëè ðàâíîóñêîðåííî ïî ïðÿìîé).

Äèíàìèêà èçó÷àåò ïðè÷èíû äâèæåíèÿ òåë � òî åñòü âçàèìîäåé-
ñòâèÿ ìåæäó òåëàìè, êîòîðûå è îïðåäåëÿþò õàðàêòåð äâèæåíèÿ. Â
îñíîâå êëàññè÷åñêîé (íüþòîíîâñêîé) ìåõàíèêè ëåæàò òðè çàêîíà äè-
íàìèêè, ñôîðìóëèðîâàííûå Íüþòîíîì â êîíöå ñåìíàäöàòîãî âåêà.

Â íà÷àëå äàííîé ãëàâû ïîñëåäîâàòåëüíî èçëîæåíû äèíàìèêà ìà-
òåðèàëüíîé òî÷êè è ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê. Íà îñíîâå ýòîãî
èçëàãàþòñÿ îñíîâíûå çàêîíû äèíàìèêè òâ¼ðäîãî òåëà, êîòîðîå ìî-
äåëèðóåòñÿ ñèñòåìîé ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê (÷òî è ïîçâîëÿåò èñïîëü-
çîâàòü âåñü ïðåäûäóùèé ìàòåðèàë). Äàëåå ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ ðàáîòû
è ýíåðãèè è èçëàãàþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ. Îñî-
áîå âíèìàíèå óäåëåíî ïîíÿòèÿì ïîòåíöèàëüíîãî ïîëÿ, ïîòåíöèàëüíîé
ýíåðãèè è èõ ñâîéñòâàì. Íà îñíîâå ñôîðìóëèðîâàííûõ çàêîíîâ ñîõðà-
íåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ íåêîòîðûå âàæíûå âèäû âçàèìîäåéñòâèÿ �
óäàð ÷àñòèö, äâèæåíèå òåëà ïåðåìåííîé ìàññû, çàêîíû Êåïëåðà.

2.1 Äèíàìèêà ìàòåðèàëüíîé òî÷êè

Çàêîíû ôèçèêè, êàê è ëþáîé äðóãîé íàóêè, � ýòî çàêîíû, îïèñû-
âàþùèå àáñòðàêòíûå ìîäåëè ðåàëüíûõ îáúåêòîâ Ïðèðîäû. Ñîîòâåò-
ñòâåííî, ïðåæäå ÷åì ñôîðìóëèðîâàòü êàêîé-ëèáî çàêîí äëÿ èíòåðåñó-
þùåãî íàñ îáúåêòà â âûáðàííîé ÑÎ, íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü äëÿ íåãî
ìîäåëü, äîñòàòî÷íî òî÷íî îòðàæàþùóþ ñâîéñòâà îáúåêòà èìåííî â
ýòîé ÑÎ. Ïîíÿòíî, ÷òî ïðè òàêîì ñïîñîáå îïèñàíèÿ ìû áóäåì âû-
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íóæäåíû ñòðîèòü çàíîâî âñå çàêîíû äëÿ êàæäîé íîâîé ÑÎ � çàäà÷à
çàâåäîìî íåâûïîëíèìàÿ. Ïîòîìó, äëÿ ïîñòðîåíèÿ çàêîíîâ, îïèñûâàþ-
ùèõ àáñòðàêòíûå ìîäåëè ðåàëüíûõ îáúåêòîâ, íóæíî ïîñòðîèòü òàêèå
àáñòðàêòíûå ÑÎ, â êîòîðûõ çàêîíû (ïî êàðéíåé ìåðå ìåõàíèêè) áó-
äóò èìåòü íåèçìåííóþ ôîðìó. Äðóãèìè ñëîâàìè, íàøè çàêîíû äîëæ-
íû áûòü ñïðàâåäëèâû âî âñåõ (ïðàâèëüíî ïîñòðîåííûõ) àáñòðàêòíûõ
ÑÎ. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ çàäà÷ ìåõàíèêè ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñó-
ùåñòâóåò òàêàÿ ñèñòåìà îòñ÷¼òà, â êîòîðîé óñêîðåíèå ìàòåðèàëüíîé
òî÷êè öåëèêîì îáóñëîâëåíî òîëüêî âçàèìîäåéñòâèåì å¼ ñ äðóãèìè òå-
ëàìè. Òîãäà, ñâîáîäíàÿ ÷àñòèöà, íå ïîäâåðæåííàÿ äåéñòâèþ íèêàêèõ
äðóãèõ òåë, äîëæíà äâèãàòüñÿ îòíîñèòåëüíî òàêîé ñèñòåìû îòñ÷åòà
ïðÿìîëèíåéíî è ðàâíîìåðíî, èëè, êàê ãîâîðÿò, ïî èíåðöèè. Òàêèå ÑÎ
íàçûâàþò èíåðöèàëüíûìè ñèñòåìàìè îòñ÷¼òà, êà÷åñòâåííîå ïîíÿòèå î
êîòîðûõ óæå áûëî äàíî â ïàðàãðàôå 1.6. Óòâåðæäåíèå, ÷òî èíåðöèàëü-
íûå ñèñòåìû îòñ÷åòà ñóùåñòâóþò, ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå ïåðâîãî
çàêîíà êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè � çàêîíà èíåðöèè Ãàëèëåÿ-Íüþòîíà.
Â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå äàíî ñòðîãîå îïðåäåëåíèå èíåðöèàëüíîé ñè-
ñòåìû îòñ÷¼òà è ñôîðìóëèðîâàíû çàêîíû Íüþòîíà äëÿ òàêèõ ÑÎ.

2.1.1 Çàêîíû Íüþòîíà

Çàêîíû Íüþòîíà âîçíèêëè â ðåçóëüòàòå òåîðåòè÷åñêîãî îáîáùåíèÿ
áîëüøîãî êîëè÷åñòâà îïûòíûõ ôàêòîâ. Ïðàâèëüíîñòü ýòèõ çàêîíîâ,
êàê è ëþáûõ äðóãèõ, ïîäòâåðæäàåòñÿ ñîãëàñèåì òåîðåòè÷åñêèõ ðå-
çóëüòàòîâ îïèñàíèÿ àáñòðàêòíûõ ìîäåëåé ñ íàáëþäàåìûì ïîâåäåíèåì
ðåàëüíûõ îáúåêòîâ.

Ñîîòâåòñòâåííî, åñëè â êàêèõ-òî óñëîâèÿõ ïîâåäåíèå ðåàëüíûõ îáú-
åêòîâ íà÷èíàåò îòëè÷àòüñÿ îò ïðåäñêàçûâàåìîãî ïîâåäåíèÿ ìîäåëåé
ýòèõ îáúåêòîâ, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ýòèõ óñëîâèé íàø çàêîí íå
âûïîëíÿåòñÿ è íåîáõîäèìî ëèáî óòî÷íÿòü ñóùåñòâóþùèé çàêîí, ëèáî
(åñëè ïðåäñêàçàíèÿ çàêîíà ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àþòñÿ îò ïîâåäåíèÿ
ðåàëüíûõ îáúåêòîâ) � ñòðîèòü íîâûå. Íî, äëÿ ïîñòðîåíèÿ íîâîãî çà-
êîíà íóæíî, åñòåñòâåííî, ñíà÷àëà íàêîïèòü äîñòàòî÷íî áîëüøîå êî-
ëè÷åñòâî îïûòíûõ ôàêòîâ ÷òîáû áûëî ÷òî îáîáùàòü.
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Ïåðâûé Çàêîí Íüþòîíà

Äàäèì ñòðîãîå îïðåäåëåíèå èíåðöèàëüíûõ ñèñòåì îòñ÷¼òà: èíåðöè-
àëüíûìè ñèñòåìàìè îòñ÷¼òà (ÈÑÎ) áóäåì íàçûâàòü òàêèå ñèñòå-
ìû îòñ÷¼òà, â êîòîðûõ çàêîí (óðàâíåíèÿ) äâèæåíèÿ ìàòåðè-
àëüíîé òî÷êè ~r = ~r(t) îäíîçíà÷íî îïðåäåë¼í, åñëè çàäàíû:

• íà÷àëüíûå óñëîâèÿ: íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå ~r0 = ~r(t0) è íà÷àëüíàÿ
ñêîðîñòü ~v0 = ~v(t0) ìàòåðèàëüíîé òî÷êè,

• ôóíêöèÿ ~F (~r, t), îïèñûâàþùàÿ âçàèìîäåéñòâèå èçó÷àåìîé ìàòå-
ðèàëüíîé òî÷êè ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé.

Ôóíêöèþ êîîðäèíàò è âðåìåíè ~F (~r, t), îïèñûâàþùóþ âçàèìîäåé-
ñòâèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé íàçûâàþò ñèëîé.
Çàäà÷à çàêîíîâ Íüþòîíà � âûÿñíèòü ïðè÷èíû äâèæåíèÿ è, êàê áóäåò
ïîêàçàíî äàëåå, ýòà çàäà÷à â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå ñâîäèòñÿ ê
óñòàíîâëåíèþ âèäà ôóíêöèè ~F (~r, t).

Îïðåäåëèâ ïîíÿòèå ÈÑÎ, ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ïåðâûé çàêîí
Íüþòîíà:

Èíåðöèàëüíûå ñèñòåìû îòñ÷¼òà ñóùåñòâóþò,
êàê ìàòåìàòè÷åñêàÿ àáñòðàêöèÿ

ðåàëüíûõ ñèñòåì îòñ÷åòà.

Âòîðîé Çàêîí Íüþòîíà

Êàê óæå áûëî ñêàçàíî âûøå, çàäà÷à çàêîíîâ Íüþòîíà � âûÿñíèòü
ïðè÷èíû äâèæåíèÿ. Ñðàâíèì ñïîñîáû ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ
â êèíåìàòèêå è äèíàìèêå:

Êèíåìàòèêà Äèíàìèêà
~r0, ~v0 ~r = ~r(t) ~r0, ~v0 ~r = ~r(t)

~a(t) ~F (~r, t)

⇒ ~a(t)⇐⇒ ~F (~r, t)

Ñ òî÷êè çðåíèÿ êèíåìàòèêè, äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ óðàâíåíèÿ äâè-
æåíèÿ ïî çàäàííîìó óñêîðåíèþ íåîáõîäèìî çíàòü äâà ïàðàìåòðà:
íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè è ñêîðîñòü ýòîé òî÷êè â
íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ äèíàìèêè, óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ìîæåò áûòü îä-
íîçíà÷íî îïðåäåëåíî åñëè èçâåñòíà ôóíêöèÿ ~F (~r, t) � ñèëà. Ïðè ýòîì
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ñíîâà íåîáõîäèìî çíàòü äâà ïàðàìåòðà: íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå ìàòå-
ðèàëüíîé òî÷êè è ñêîðîñòü ýòîé òî÷êè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè.

Òàêèì îáðàçîì, óñêîðåíèå è ñèëà âûïîëíÿþò àíàëîãè÷íûå ôóíê-
öèè â äâóõ ðàçäåëàõ ìåõàíèêè. Êàê ñëåäñòâèå, ìû ìîæåì ñôîðìóëè-
ðîâàòü âòîðîé çàêîí Íüþòîíà:

â èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà
âçàèìîäåéñòâèå îáúåêòà ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé (ñèëà)

âûçûâàåò óñêîðåíèå îáúåêòà.

Èñòîðè÷åñêè, êîíêðåòíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôîðìà ñâÿçè óñêîðåíèÿ è
ñèëû áûëà âûáðàíà â íàèáîëåå ïðîñòîì âèäå:

~a(t) =
1

m
~F (~r(t), t), (2.1.1)

ãäå m � êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ìåæäó óñêîðåíèåì è ñè-
ëîé. Îí õàðàêòåðèçóåò ñïîñîáíîñòü òåëà ïîëó÷àòü óñêîðåíèå ïîä äåé-
ñòâèåì ñèëû, ò.å. ÿâëÿåòñÿ ìåðîé èíåðòíîñòè òåëà è, ñîîòâåòñòâåííî,
íàçûâàåòñÿ èíåðòíîé ìàññîé òåëà.

Ïî ñóòè, óðàâíåíèå (2.1.1) ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèåì ïîíÿòèÿ ñèëû.

Òðåòèé Çàêîí Íüþòîíà

Òðåòèé çàêîí Íüþòîíà â îáùåì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì çà-
êîíîì âçàèìîäåéñòâèé: âñÿêîå äåéñòâèå âûçûâàåò ðàâíîå ïî âåëè-
÷èíå ïðîòèâîäåéñòâèå. Ôîðìóëèðîâêà òðåòüåãî çàêîíà Íüþòîíà äëÿ
ôèçèêè:

ïðè ëþáîì ôèçè÷åñêîì âçàèìîäåéñòâèè,
äåéñòâèå îäíîãî òåëà íà äðóãîå

âûçûâàåò ðàâíîå ïî âåëè÷èíå è ïðîòèâîïîëîæíî
íàïðàâëåííîå äåéñòâèå âòîðîãî òåëà íà ïåðâîå.

Ðèñ. 2.1.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ñèëû, ñâÿçàííûå ïî òðåòüåìó çàêîíó Íüþòîíà, ïðè-
ëîæåíû ê ðàçëè÷íûì òåëàì è, ñëåäîâàòåëüíî, íèêîãäà íå ìîãóò íà÷è-
íàòüñÿ â îäíîé òî÷êå (ðèñóíîê 2.1).
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Ýòà îñîáåííîñòü ñèë, ñâÿçàííûõ ïî òðåòüåìó çàêîíó Íüþòîíà (íåâîç-
ìîæíîñòü ñâåäåíèÿ â îäíó òî÷êó), íàêëàäûâàåò îïðåäåë¼ííûå îãðàíè-
÷åíèÿ íà çàïèñü ñàìîãî çàêîíà. Äåëî â òîì, ÷òî

• â îäíîì âåêòîðíîì óðàâíåíèè íå ìîãóò ïðèñóòñòâîâàòü âåê-
òîðà, êîòîðûå ïðèëîæåíû ê ðàçëè÷íûì òî÷êàì ïðîñòðàíñòâà.

Ïîýòîìó òðåòèé çàêîí Íüþòîíà íåâîçìîæíî çàïèñàòü â âåêòîðíîé
ôîðìå. Íî ìû ìîæåì çàïèñàòü åãî â âèäå:

|~F12| = −|~F21|, (2.1.2)

ãäå çíàê ìèíóñ � ýòî òàê íàçûâàåìûé ¾ôèçè÷åñêèé¿ ìèíóñ, êîòîðûé
ïîêàçûâàåò òîëüêî òî, ÷òî ñèëû |~F12| è |~F21| íàïðàâëåíû ïðîòèâîïî-
ëîæíî.

2.1.2 Âèäû ñèë â ìåõàíèêå òî÷êè

Ïîä÷åðêí¼ì, ÷òî ïðè ìîäåëèðîâàíèè ôèçè÷åñêîãî òåëà ìàòåðèàëüíîé
òî÷êîé, âñå ñèëû, ïðèëîæåííûå ê äàííîìó òåëó, äîëæíû áûòü ïðèëî-
æåíû èìåííî ê ýòîé òî÷êå (êîòîðàÿ, êàê ìû óâèäèì, äëÿ ïðîèçâîëü-
íîãî òåëà ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì ìàññ). Â ìåõàíèêå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè
âûäåëÿþò ÷åòûðå âèäà ñèë.

1. Çàäàííûå ñèëû (îáîçíà÷åíèå - ~F ). Ýòî ñïåöèàëüíî îãîâîðåííûå
ñèëû, âåëè÷èíà è íàïðàâëåíèå êîòîðûõ çàäàíû apriori (ðèñ. 2.2).

2. Cèëà òÿæåñòè (îáîçíà÷åíèå - ~Fg). Ýòî ñèëà ãðàâèòàöèîííîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ äàííîãî òåëà ñ Çåìëåé. Íàïðàâëåíà âñåãäà ê öåíòðó
òÿæåñòè Çåìëè (èëè âåðòèêàëüíî âíèç, åñëè â çàäàííûõ óñëîâèÿõ âîç-
ìîæíî ââåäåíèå ïîíÿòèÿ âåðòèêàëè). Âåëè÷èíà ñèëû: Fg = mg, ãäå g
� óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ (ðèñ. 2.2).

3. Ñèëû ðåàêöèé. Ñèëû, âîçíèêàþùèå ïðè íåïîñðåäñòâåííîì êîí-
òàêòå äàííîãî òåëà ñ äðóãèìè òåëàìè. Ñîîòâåòñòâåííî, êîëè÷åñòâî
ñèë ðåàêöèé ðàâíî êîëè÷åñòâó òåë, ñ êîòîðûì èçó÷àåìîå íàõîäèòñÿ
â íåïîñðåäñòâåííîì ìåõàíè÷åñêîì êîíòàêòå. Ðàçëè÷àþò äâà âèäà ñèë
ðåàêöèé:

à) ñèëà ðåàêöèè îïîðû (îáîçíà÷åíèå - ~N), íàïðàâëåíà ïåðïåíäèêó-
ëÿðíî ê ïëîñêîñòè îïîðû (èëè ê êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè) îò îïîðû
(ðèñ. 2.3);
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Ðèñ. 2.2. Ðèñ. 2.3. Ðèñ. 2.4

á) ñèëà ðåàêöèè ¾íèòè¿ (îáîçíà÷åíèå - ~T ), íàïðàâëåíà èç öåíòðà
ìàññ âäîëü íèòè (íà ðèñóíêå 2.3 èçîáðàæåíà â âèäå öåïè). Âåëè-
÷èíà ñèë ðåàêöèé îïðåäåëÿåòñÿ çàêîíàìè Íüþòîíà.

4. Ñèëû òðåíèÿ (îáîçíà÷åíèå - ~Fòð) Ýòî ñèëû, âîçíèêàþùèå ïðè
ðåàëüíîì (èëè âîçìîæíîì) äâèæåíèè äàííîãî òåëà ïî ïîâåðõíîñòè
äðóãèõ òåë. Ðàçëè÷àþò äâà âèäà ñèë òðåíèÿ: ñèëà òðåíèÿ ïîêîÿ
(~Fòð)ïîê è ñèëà òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ (~Fòð)ñê.

Âåêòîð ñèëû òðåíèÿ ïîêîÿ ~Fòð ÿâëÿåòñÿ ñèëîé, óðàâíîâåøèâàþ-
ùåé ðàâíîäåéñòâóþùóþ ~R âñåõ îñòàëüíûõ ñèë. Ñîáñòâåííî, ñèëîé òðå-
íèÿ ïîêîÿ íàçûâàþò ïðîåêöèþ âåêòîðà ~Fòð íà ïëîñêîñòü äâèæåíèÿ
(ðèñ. 2.4). Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ñèëû òðåíèÿ ïîêîÿ (äîñòèãàåòñÿ,
êîãäà òåëî íà÷èíàåò äâèãàòüñÿ) íàçûâàþò ñèëîé òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ:

∣∣∣(~Fòð)ñê∣∣∣ =
∣∣∣max

(
(~Fòð)ïîê

)∣∣∣ ≈ k
∣∣∣ ~N ∣∣∣ (2.1.3)

ãäå k � êîýôôèöèåíò òðåíèÿ (îïðåäåëÿåòñÿ ìåõàíè÷åñêèìè ñâîéñòâà-
ìè ñîïðèêàñàþùèõñÿ ïîâåðõíîñòåé). Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî â ñîîòíî-
øåíèè (2.1.3) ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæ¼ííûì è âûïîëíÿåòñÿ äëÿ äîñòàòî÷íî
íåáîëüøèõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ (îáû÷íî äëÿ k < 0.6). Ïðè
áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ñèëû òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ å¼ ñâÿçü ñ âåëè÷èíîé ñè-
ëû ðåàêöèè îïîðû | ~N | ñòàíîâèòñÿ íåëèíåéíîé.
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2.2 Ñèñòåìà âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö

2.2.1 Öåíòð ìàññ

Íà÷í¼ì ñ îïðåäåëåíèÿ: îãðàíè÷åííîå (â ïðîñòðàíñòâå) ìíîæåñòâî ìà-
òåðèàëüíûõ òî÷åê, ïðîèçâîëüíî äâèæóùèõñÿ â ïðîñòðàíñòâå íàçûâà-
þò ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìîé.

Ðàññìîòðèì òàêóþ ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé èíåðöèàëüíîé
ñèñòåìû îòñ÷¼òà K (ðèñóíîê 2.5). Äëÿ ëþáîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû
÷àñòèö ìîæíî îïðåäåëèòü íåêîòîðóþ âîîáðàæàåìóþ òî÷êó, íàçûâàå-
ìóþ öåíòðîì ìàññ. Ýòà òî÷êà îáëàäàåò âàæíûìè ñâîéñòâàìè íåîáõî-
äèìûìè ïðè îïèñàíèè äâèæåíèÿ ñèñòåìû ÷àñòèö. Ïîëîæåíèå öåíòðà
ìàññ îòíîñèòåëüíî íà÷àëà äàííîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà õàðàêòåðèçóåòñÿ
ðàäèóñ-âåêòîðîì ~rc, îïðåäåëÿåìûì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ðèñ. 2.5.

~rc =
~r1m1 + ~r2m2 + ...+ ~rnmn

m1 +m2 + ...+mn

=
1

M

n∑
i=1

~rimi,
(2.2.3)

ãäå i � íîìåð ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â ìåõàíè-
÷åñêîé ñèñòåìå, n � êîëè÷åñòâî òî÷åê, mi �
ìàññà i-îé ìàòåðèàëüíîé òî÷êè è M � ìàñ-
ñà âñåé ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê. Òîãäà,
ïî îïðåäåëåíèþ, ïðîèçâîäíàÿ ðàäóèñ-âåêòîðà

~rc(t) ïî âðåìåíè åñòü ñêîðîñòü öåíòðà ìàññ

~vc =
d~rc
dt

=
1

M

n∑
i=1

mi
d~ri
dt

=
1

M

n∑
i=1

mi~vi. (2.2.4)

Â êèíåìàòèêå ìû èìåëè äåëî ñ êèíåìàòè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè
äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè (ñêîðîñòü è óñêîðåíèå). Ïðè îïèñà-
íèè ïðè÷èí äâèæåíèÿ, òî åñòü â äèíàìèêå, ââîäÿò íîâûå ïàðàìåòðû
äâèæåíèÿ � äèíàìè÷åñêèå ïàðàìåòðû. Ýòè ïàðàìåòðû ïîëó÷àþòñÿ èç
êèíåìàòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ óìíîæåíèåì íà îñíîâíóþ äèíàìè÷åñêóþ
õàðàêòåðèñòèêó ìàòåðèàëüíîé òî÷êè � å¼ ìàññó èíåðöèè. Âåëè÷èíà
~pi = mi~vi ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðîì ÷àñòèöû è
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íàçûâàåòñÿ èìïóëüñîì. Ñîîòâåòñòâåííî, âåëè÷èíó

~Pc = M~vc =
∑
i

mi~vi (2.2.5)

íàçûâàþò èìïóëüñîì öåíòðà ìàññ.
Òàêèì îáðàçîì âèäèì, ÷òî ñâÿçü èìïóëüñà ~Pc ñî ñêîðîñòüþ ~vc òàêàÿ

æå, êàê äëÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ñ ìàññîé M (ìàññà ñèñòåìû).
Äðóãèìè ñëîâàìè, ïîíÿòèå öåíòðà ìàññ ïðåäñòàâëÿåò ñòðîãóþ ìà-

òåìàòè÷åñêóþ ïðîöåäóðó ñîïîñòàâëåíèÿ ïðîèçâîëüíîé ìåõàíè÷åñêîé
ñèñòåìå ìàòåìàòè÷åñêè òî÷íîé ìîäåëè � öåíòðà ìàññ.

2.2.2 Òåîðåìà î äâèæåíèè öåíòðà ìàññ

Íàéäåì òåïåðü óñêîðåíèå öåíòðà ìàññ. Ïî îïðåäåëåíèþ, âåêòîð
óñêîðåíèÿ åñòü ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ âåêòîðà ñêîðîñòè ïî âðåìåíè:

~ac =
d~vc
dt

=
1

M

n∑
i=1

mi
d~vi
dt

=
1

M

n∑
i=1

mi~ai. (2.2.6)

Âåëè÷èíà ~Fi = mi~ai ÿâëÿåòñÿ âòîðûì äèíàìè÷åñêèì ïàðàìåòðîì è,
ñîãëàñíî âòîðîìó çàêîíó Íüþòîíà, ÿâëÿåòñÿ ñèëîé, äåéñòâóþùåé íà
÷àñòèöó. Òàêèì îáðàçîì:

~ac =
1

M

n∑
i

~Fi . (2.2.7)

Ñëåäóåò óòî÷íèòü, ÷òî ýòà ôîðìóëà èìååò ñìûñë òîëüêî äëÿ îäíîðîä-
íîãî è ñòàöèîíàðíîãî ïîëÿ ñèë, ò.å.:

~Fi 6= ~Fi(~r, t). (2.2.8)

Ôîðìóëà (2.2.7) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé ôîðìîé ïåðâîé òåîðåìû
î äâèæåíèè öåíòðà ìàññ: ïðè ëþáûõ âçàèìîäåéñòâèÿõ êàæäîé èç
÷àñòèö ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé, öåíòð ìàññ
ñèñòåìû äâèæåòñÿ òàêèì îáðàçîì, êàê áóäòî âñå ñèëû, äåéñòâóþ-
ùèå íà îòäåëüíûå ÷àñòèöû ñèñòåìû, ïðèëîæåíû ê îäíîé òî÷êå �
öåíòðó ìàññ1.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïîäðîáíåå ñèëû, äåéñòâóþùèå íà ÷àñòèöû ìå-
õàíè÷åñêîé ñèñòåìû. Ñèëû, äåéñòâóþùèå íà êàæäóþ òî÷êó ñèñòåìû,
ðàçîáüåì íà äâà òèïà:

1ñ ïîïðàâêîé íà ñòðàöèîíàðíîñòü è îäíîðîäíîñòü, ñì. óðàâíåíèå (2.2.8).
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1. ñèëû ñî ñòîðîíû âñåõ îñòàëüíûõ ÷àñòèö ñèñòåìû (âíóòðåííèå
ñèëû);

2. ðåçóëüòèðóþùàÿ âñåõ âíåøíèõ ñèë.

Òàêèì îáðàçîì, â îáùåì âèäå ñèëó, äåéñòâóþùóþ íà ÷àñòèöó ñ íî-
ìåðîì i çàïèøåì â âèäå

~Fi =
n∑
k 6=i

~Fik +
(
~Fi

)
âø

(2.2.9)

ãäå ~Fi � ðåçóëüòèðóþùàÿ âñåõ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà i-óþ ìàòåðèàëü-
íóþ òî÷êó, ~Fik ñèëà ñî ñòîðîíû ÷àñòèöû ñ íîìåðîì k, ïðèëîæåííàÿ ê

i-îé ÷àñòèöå (âíóòðåííÿÿ ñèëà) è
(
~Fi

)
âø

� ñóììà âñåõ âíåøíèõ ñèë,

äåéñòâóþùèõ íà i-óþ ÷àñòèöó (ðèñóíîê 2.6). Ïîäñòàâèì ýòî âûðàæå-
íèå â òåîðåìó î äâèæåíèè öåíòðà ìàññ (2.2.7):

~ac =
1

M

 n∑
i,k 6=i

~Fik +
n∑
i

(
~Fi

)
âø

 .

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ïåðâóþ ñóììó â ýòîì óðàâíåíèè. Äëÿ óïðî-
ùåíèÿ ðàññóæäåíèé áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íàøà ñèñòåìà ÷àñòèö ñîñòîèò
èç òð¼õ ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê.

Ðèñ. 2.6 Ðèñ. 2.7

Ðàññòàâèì âñå ñèëû, äåéñòâóþùèå ìåæäó òî÷êàìè: F12 è F13 � ñè-
ëû, äåéñòâóþùèå íà ïåðâóþ òî÷êó ñî ñòîðîíû âòîðîé è òðåòüåé òî÷åê
ñîîòâåòñòâåííî. Àíàëîãè÷íî äëÿ òî÷åê ñ íîìåðàìè 2 è 3. Íî, ýòî ñèëû
âçàèìîäåéñòâèÿ, òî åñòü îíè ïîä÷èíÿþòñÿ òðåòüåìó çàêîíó Íüþòîíà.
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Íà ðèñóíêå ïàðû ñèë, ñâÿçàííûå ïî òðåòüåìó çàêîíó Íüþòîíà îòìå-
÷åíû îäíèì, äâóìÿ è òðåìÿ øòðèõàìè ñîîòâåòñòâåííî. Ñóììû ýòèõ
ïàð ñèë, î÷åâèäíî, ðàâíû íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òðåòüåìó çàêîíó
Íüþòîíà ïðè ñóììèðîâàíèè âñå âåêòîðà âíóòðåííèõ ñèë ïîïàðíî îá-
íóëÿþòñÿ è

∑
ik
~Fik = 0. Òîãäà âòîðàÿ òåîðåìà î äâèæåíèè öåíòðà

ìàññ ïðèíèìàåò âèä:

~ac =
1

M

n∑
i=1

(
~Fi

)
âø
. (2.2.10)

Òàêîé âèä òåîðåìû îçíà÷àåò, ÷òî åñëè ñèñòåìà íàõîäèòñÿ âî âíåøíåì
ñòàöèîíàðíîì è îäíîðîäíîì ïîëå, òî íèêàêèìè äåéñòâèÿìè âíóòðè
ñèñòåìû íåâîçìîæíî èçìåíèòü äâèæåíèå öåíòðà ìàññ ñèñòåìû.

2.2.3 Äâèæåíèå òåëà ñ ïåðåìåííîé ìàññîé

Î÷åíü ÷àñòî, â ðåàëüíûõ ñèòóàöèÿõ, òåëî äâèæåòñÿ òàêèì îáðàçîì,
÷òî ìàññà òåëà íåïðåðûâíî èçìåíÿåòñÿ â ïðîöåññå äâèæåíèÿ (ðàêåòà,
ðåàêòèâíûé ñàìîëåò, ïëàòôîðìà, íàãðóæàåìàÿ íà õîäó, è äð.). Íàéä¼ì
óðàâíåíèå äâèæåíèÿ òàêîãî òåëà.

Áóäåì ìîäåëèðîâàòü èçó÷àåìîå òåëî ñèñòåìîé ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê
ïðè óñëîâèè, ÷òî ìàññà m ýòîé ñèñòåìû ìîæåò ìåíÿòüñÿ (÷àñòèöû
ìîãóò âõîäèòü èëè âûõîäèòü èç ñèñòåìû).

Ðèñ. 2.8.

Ïóñòü çà áåñêîíå÷íî ìàëîå âðåìÿ dt ìàññà ñèñòåìû èçìåíèëàñü íà
áåñêîíå÷íî ìàëóþ âåëè÷èíó dm (ðèñ.
2.8). Åñëè ñêîðîñòü ~u îòíîñèòåëüíî ñè-
ñòåìû (îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü) âûëå-
òåâøåé ÷àñòèöû ìàññîé dm íå ðàâíà
íóëþ, òî â ðåçóëüòàòå, èìïóëüñ ñèñòåìû
òîæå èçìåíèòñÿ (ñêîðîñòü óâåëè÷èòñÿ
íà d~v). Íî, ïî òåîðåìå î äâèæåíèè öåí-

òðà ìàññ, èìïóëüñ ñèñòåìû ìîæåò èçìåíèòüñÿ åùå è ïîä äåéñòâèåì
âíåøíåé ñèëû:

d~P = ~Fextdt. (2.2.11)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëíîå èçìåíåíèå èìïóëüñà ñèñòåìû çà âðåìÿ dt ðàâ-
íî:

md~v = ~Fextdt+ ~udm (2.2.12)
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è ìû ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äèíàìèêè òåëà ñ ïåðåìåííîé ìàññîé

m(t)
d~v

dt
= ~Fext + ~u

dm(t)

dt
. (2.2.13)

Åãî íàçûâàþò óðàâíåíèåì Ìåùåðñêîãî (ýòî óðàâíåíèå âïåðâûå
áûëî ïîëó÷åíî ðîññèéñêèì ó÷¼íûì Â.Ì. Ìåùåðñêèì â 1904 ãîäó).

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûå ñëó÷àè.

Óðàâíåíèå Öèîëêîâñêîãî

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âíåøíèõ ñèë íåò (~Fext = 0). Òîãäà ïîëíîå èçìåíå-
íèå èìïóëüñà ñèñòåìû çà âðåìÿ dt ðàâíî:

m(t)d~v = ~udm(t). (2.2.14)

Åñëè ñêîðîñòü ~u âûëåòàþùèõ ÷àñòèö îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû (îòíîñè-
òåëüíàÿ ñêîðîñòü) ïîñòîÿííà, òî äëÿ ñêîðîñòè ñèñòåìû ~v ìû ïîëó÷àåì

~v(t) = ~v0 + ~u ln
m(t)

m0
(2.2.15)

óðàâíåíèå ðåàêòèâíîãî äâèæåíèÿ (óðàâíåíèå Öèîëêîâñêîãî). Â
âûðàæåíèè 2.2.15 âåêòîð ~v0 èm0 � íà÷àëüíûå (â ìîìåíò âðåìåíè t =0)
ñêîðîñòü è ìàññà ñèñòåìû.

Îáû÷íî, ïðè ðåàêòèâíîì äâèæåíèè ñêîðîñòè ~v (òåëà) è ~u (¾òîïëè-
âà¿) ïðîòèâîïîëîæíû, ïîòîìó

v(t) = v0 + u ln
m0

m(t)
. (2.2.16)

Ýòî óðàâíåíèå áûëî ïîëó÷åíî ñîâåòñêèì (íåçàâèñèìî îò Â.Ì. Ìåùåð-
ñêîãî) ó÷¼íûì Ê.Ý. Öèîëêîâñêèì â 1897 ã.

Ðåàêòèâíûé ñíàðÿä

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñíàðÿä äâèæåòñÿ â àòìîñôåðå � òîãäà ìîäåëüþ
âíåøíèõ ñèë ìîæåò ñëóæèòü ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ
âåêòîðó ñêîðîñòè ~Fext = −k~v. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëíîå èçìåíåíèå èì-
ïóëüñà ñíàðÿäà çà âðåìÿ dt áóäåò ðàâíî:

m(t)d~v = −k~vdt+ ~udm. (2.2.17)
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Åñëè ñêîðîñòü ~u âûëåòàþùèõ ÷àñòèö îòíîñèòåëüíî ñíàðÿäà (îòíîñè-
òåëüíàÿ ñêîðîñòü) ïîñòîÿííà âî âðåìåíè è α ñåêóíäíûé ðàñõîä òîïëè-
âà (çà ñ÷¼ò ñãîðàíèÿ), òî çàêîí èçìåíåíèÿ ìàññû ðàêåòû ñî âðåìåíåì
ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

dm(t)

dt
= −α(m(t)−m0), (2.2.18)

ãäå m0 � ìàññà ñíàðÿäà áåç òîïëèâà, (m(t) − m0) � ìàññà òîïëèâà â
ìîìåíò âðåìåíè t.

Â óðàâíåíèè (2.2.17) ïîäåëèì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà íà
dt, ïîëó÷èì:

m(t)
d~v

dt
= −k~v + ~u

dm(t)

dt
. (2.2.19)

Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.2.18, 2.2.19) âûáåðåì ñëåäóþ-
ùèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ: m0 =10 êã, mò =100 êã (íà÷àëüíàÿ ìàññà
òîïëèâà), k =0.1 êã/ñ2, α = 0.2ñ−1, u =500 ì/ñ, v0 = 0 ì/ñ. ×èñëåííîå
ðåøåíèå òàêîé ñèñòåìû äèôôåðíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðè âûáðàííûõ
çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè
ñíàðÿäà îò âðåìåíè:

Ðèñ. 2.9.

2.2.4 Çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà

Ìåõàíè÷åñêóþ ñèñòåìó íàçûâàþò çàìêíóòîé, åñëè ðåçóëüòèðóþùàÿ
âñåõ âíåøíèõ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà ñèñòåìó, ðàâíà íóëþ:

~Fâø =
n∑
i=1

(
~Fi

)
âø

= 0, (2.2.20)
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Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû ~ac = 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
åñëè ñèñòåìà çàìêíóòà, òî èç óðàâíåíèÿ (2.2.6) ïîëó÷èì:

n∑
i=1

mi~ai =
n∑
i=1

mi
d~vi
dt

=
d

dt

n∑
i=1

mi~vi = 0, (2.2.21)

÷òî ïî îïðåäåëåíèþ (2.2.5) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

d~Pc
dt

= 0 ⇐⇒ ~Pc = const (2.2.22)

èëè ~vc = const. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè çàêîí íàçûâàåìûé çàêîíîì
ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà:

èìïóëüñ öåíòðà ìàññ çàìêíóòîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû
ñîõðàíÿåòñÿ.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî öåíòð ìàññ çàìêíóòîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû äâè-
æåòñÿ ðàâíîìåðíî è ïðÿìîëèíåéíî, ëèáî ïîêîèòñÿ.

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà óðàâíåíèÿ (2.2.21) ìîæíî ïîëó÷èòü çà-
êîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà â ôîìóëèðîâêå áîëåå ïðèâû÷íîé äëÿ êóðñà
ñðåäíåé øîëû:

~Pc =
n∑
i=1

mi~vi =
n∑
i=1

~pi = const, (2.2.23)

òî åñòü, âåêòîðíàÿ ñóììà èìïóëüñîâ ÷àñòèö â çàìêíóòîé ñèñòåìå
ñîõðàíÿåòñÿ.

2.3 Îïèñàíèå äâèæåíèÿ òâ¼ðäîãî òåëà

Ñëåäóÿ ñòàíäàðòíîé ñõåìå ëþáîãî íàó÷íîãî îïèñàíèÿ ðåàëüíûõ îáú-
åêòîâ Ïðèðîäû, ìû äîëæíû ïîñòðîèòü ìîäåëü òâ¼ðäîãî òåëà. Ïðè
îïèñàíèè äâèæåíèÿ òâ¼ðäîãî òåëà ìû îãðàíè÷èìñÿ èçó÷åíèåì òîëüêî
àáñîëþòíî òâ¼ðäîãî òåëà � òàêîãî òåëà, ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþ-
áûìè äâóìÿ òî÷êàìè êîòîðîãî íåèçìåííî ïðè ëþáûõ äâèæåíèÿõ è
âçàèìîäåéñòâèÿõ òåëà ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé. Ýòî, åñòåñòâåííî, êà÷å-
ñòâåííîå îïðåäåëåíèå.

Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïîâåäåíèÿ àáñîëþòíî òâ¼ðäîãî òåëà, áóäåì ðàç-
áèâàòü (ìûñëåííî) èçó÷àåìîå òåëî íà ñêîëü óãîäíî áîëüøîå ÷èñëî äî-
ñòàòî÷íî ìàëûõ ÷àñòåé � ò.å. áóäåì ìîäåëèðîâàòü àáñîëþòíî òâ¼ðäîå
òåëî ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìîé.
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Òîãäà, î÷åâèäíî, ÷òî ïðîèçâîëüíîå äâèæåíèå àáñîëþòíî òâ¼ðäîãî
òåëà ìîæíî ñâåñòè ê ñóììå ïðÿìîëèíåéíîãî è âðàùàòåëüíîãî äâèæå-
íèé òî÷åê ýòîãî òåëà.

Â ñëåäóþùèõ ïàðàãðàôàõ ìû äàäèì ñòðîãèå îïðåäåëåíèÿ ïðÿìîëè-
íåéíîãî è âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèé àáñîëþòíî òâ¼ðäîãî òåëà è ââåä¼ì
íîâûå äèíàìè÷åñêèå ïàðàìåòðû, íåîáõîäèìûå äëÿ îïèñàíèÿ âðàùå-
òåëüíîãî äâèæåíèÿ àáñîëþòíî òâ¼ðäîãî òåëà.

2.3.1 Ïðÿìîëèíåéíîå äâèæåíèå

Ðèñ. 2.10.

Ïðÿìîëèíåéíûì äâèæåíèåì àáñîëþòíî òâ¼ðäîãî òåëà áóäåì íà-
çûâàòü òàêîå äâèæåíèå ñèñòåìû åãî ìà-
òåðèàëüíûõ òî÷åê, ïðè êîòîðîì ñêîðî-
ñòè ïðÿìîëèíåéíîãî äâèæåíèÿ ýòèõ òî-
÷åê îòíîñèòåëüíî ëþáîé èíåðöèàëüíîé
ñèñòåìû îòñ÷¼òà îäèíàêîâû, à óãëîâûå
ñêîðîñòè îòíîñèòåëüíî îñè, ïðîõîäÿùåé

÷åðåç öåíòð ìàññ, ðàâíû íóëþ (ðèñóíîê 2.10).
Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî êèíåìàòè÷åñêèå óñëîâèÿ ïðÿ-

ìîëèíåéíîãî äâèæåíèÿ èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

~vi = ~eri
d|~ri|
dt

= ~vr = const ~ωi = ~ω = 0, (2.3.1)

ãäå i � íîìåð ÷àñòèöû, ~vr � ñêîðîñòü ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ òåëà.
Òîãäà êèíåìàòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè äâèæåíèÿ:

~vc =
1

M

n∑
i=1

mi~vi = ~vr; ~ar =
d~vr
dt

=
~Fâø
M

, (2.3.2)

ãäå ~vc �ñêîðîñòü öåíòðà ìàññ (2.2.4) è ~ar � óñêîðåíèå ïîñòóïàòåëüíîãî
äâèæåíèÿ òåëà, M =

∑
imi �ìàññà òåëà.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ îïèñàíèÿ ïðÿìîëèíåéíîãî äâèæåíèÿ àáñîëþò-
íî òâ¼ðäîãî òåëà äîñòàòî÷íî îïèñàòü äâèæåíèå åäèíñòâåííîé òî÷êè
ýòîãî òåëà � öåíòðà ìàññ. Âñå îñòàëüíûå òî÷êè äâèæóòñÿ òî÷íî òàê
æå.
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2.3.2 Âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå

Âðàùàòåëüíûì äâèæåíèåì àáñîëþòíî òâ¼ðäîãî òåëà áóäåì íàçû-
âàòü òàêîå äâèæåíèå ñèñòåìû ñîñòàâëÿþùèõ åãî ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê,
ïðè êîòîðîì ñêîðîñòè ïðÿìîëèíåéíîãî äâèæåíèÿ ýòèõ òî÷åê îòíîñè-
òåëüíî çàäàííîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà ðàâíû íóëþ, à óãëî-
âûå ñêîðîñòè îòíîñèòåëüíî çàäàííîé îñè, îäèíàêîâû.

Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî êèíåìàòè÷åñêèå óñëîâèÿ âðàùà-
òåëüíîãî äâèæåíèÿ èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

~vi = ~vr = 0; ~ωi = ~ω = const, (2.3.3)

ãäå ~vr � ñêîðîñòü âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ äàííîé òî÷êè (1.2.10) è ~ω
� âåêòîð óãëîâîéñêîðîñòè òî÷åê òåëà. Òîãäà êèíåìàòè÷åñêèå õàðàêòå-
ðèñòèêè äâèæåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ ïîäñòàíîâêîé êèíåìàòè÷åñêèõ óñëîâèé
(2.3.3) â âûðàæåíèÿ (1.2.11) è (1.4.7):

Ðèñ. 2.11. Ðèñ. 2.12. Ðèñ. 2.13.

~vi = [~ω,~ri]; ~ai = [~ε, ~ri]− ~ri ω2. (2.3.4)

Ñîîòâåòñòâåííî, âòîðîé çàêîí Íüþòîíà äëÿ ëþáîé òî÷êè àáñîëþòíî
òâ¼ðäîãî òåëà ïðè âðàùàòåëüíîì äâèæåíèè ïðèíèìàåò âèä:

~Fi = mi~ai, ⇐⇒ mi
d2~ri
dt2

= [~ε, ~ri]− ~ri ω2. (2.3.5)

Íàéòè èç ýòîãî óðàâíåíèÿ çàêîí äâèæåíèÿ ~ri = ~ri(t), ïî ìåíüøåé ìåðå
î÷åíü ñëîæíî. Ïîýòîìó âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ïîñòðîåíèÿ êàêîãî-
òî íîâîãî óðàâíåíèÿ äèíàìèêè, îïèñûâàþùåãî èìåííî âðàùàòåëüíîå
äâèæåèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè.
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Äëÿ ýòîãî ââåä¼ì íîâûå äèíàìè÷åñêèå ïàðàìåòðû: ìîìåíò èìïóëü-
ñà è ìîìåíò ñèëû.
Ìîìåíòîì èìïóëüñà ìàòåðèàëüíîé òî÷êè îòíîñèòåëüíî íåêî-

òîðîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà áóäåì íàçûâàòü âåêòîð ~Li, ðàâ-
íûé âåêòîðíîìó ïðîèçâåäåíèþ ðàäèóñ-âåêòîðà ~ri ðàññìàòðèâàåìîé ìà-
òåðèàëüíîé òî÷êè (ñì. ðèñóíîê 2.11) íà èìïóëüñ ~pi:

~Li = [~ri, ~pi] = mi[~ri, ~vi]. (2.3.6)

Ìîìåíòîì ñèëû ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ~Mi îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëü-
íîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà áóäåì íàçûâàòü âåêòîðíîå ïðî-
èçâåäåíèå ðàäèóñ-âåêòîðà ~ri ìàòåðèàëüíîé òî÷êè íà âåêòîð ñèëû ~Fi
(ñèëà ïðèëîæåíà ê òî÷êå, ñì. ðèñóíîê 2.11):

~Mi = [~ri, ~Fi] = mi[~ri,~ai]. (2.3.7)

Íàéä¼ì ïðîåêöèè âûðàæåíèé (2.3.6) è (2.3.7) íà îñü âðàùåíèÿ (îñü
Z). Èñïîëüçóÿ êèíåìàòè÷åñêèå óñëîâèÿ âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ çà-
äàâàåìûå âûðàæåíèÿìè (2.3.3) ïîëó÷èì:

[~ri, ~vi] = [~ri, [~ω,~ri]] = ~ω|~ri|2 − ~ri(~ω,~ri), (2.3.8)

ãäå â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ìû âîñïîëüçîâàëèñü ïðàâèëîì âû÷èñëåíèÿ
äâîéíîãî âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (1.3.7) (ïðàâèëî bac-cab). Â ðåçóëü-
òàòå, ìû ïîëó÷èëè ñóììó âåêòîðîâ, ïåðâûé èç êîòîðûõ íàïðàâëåí
âäîëü îñè âðàùåíèÿ Z, à âòîðîé ïî ðàäèóñ-âåêòîðó òî÷êè. Ïðîåêöèÿ
ýòîãî âûðàæåíèÿ íà îñü âðàùåíèÿ (îñü Z) ðàâíà:(

~ω|~ri|2 − ~ri(~ω,~ri)
)∣∣
z

= ω|~ri|2 − |~ri| cos θ (ω|~ri| cos θ) =

ω|~ri|2(1− cos2 θ) = ωρ2i ,
(2.3.9)

ãäå ρi � ðàññòîÿíèå îò îñè âðàùåíèÿ äî ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êè (ñì.
ðèñ. 2.12). Àíàëîãè÷íî äëÿ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ [~ri,~ai]:

[~ri,~ai] =
[
~ri,
(
[~ε, ~ri]− ~riω2

)]
= ~ε |~ri|2 − ~ri(~ε, ~ri)− [~ri, ~ri]ω

2. (2.3.10)

Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà ñàìîãî íà ñåáÿ äà¼ò íîëü, òî åñòü
[~ri, ~ri] ≡ 0 è, ñëåäîâàòåëüíî:

[~ri,~ai] = ~ε |~ri|2 − ~ri(~ε, ~ri). (2.3.11)

Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå îòëè÷àåòñÿ îò (2.3.8) òîëüêî çàìåíîé âåêòîðà
~ω íà âåêòîð ~ε, ïðè÷¼ì îáà âåêòîðà íàïðàâëåíû âäîëü îäíîé îñè (îñè
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âðàùåíèÿ). Ñëåäîâàòåëüíî, â ïðîåêöèè íà îñü âðàùåíèÿ âåêòîðíîå
ïðîèçâåäåíèå [~ri,~ai] áóäåò ðàâíî ερ2i . Òîãäà äëÿ ïðîåêöèé ìîìåíòîâ
èìïóëüñà è ñèëû íà îñü âðàùåíèÿ ïîëó÷àåì (ñì. ðèñ. 2.13):

~Li

∣∣∣
z

= miρ
2
i ω (2.3.12)

è
~Mi

∣∣∣
z

= miρ
2
i ε = Jiz ε . (2.3.13)

Çäåñü îáîçíà÷åíî:
Jiz = miρ

2
i . (2.3.14)

Áóäåì íàçûâàòü âåëè÷èíó Jiz ìîìåíòîì èíåðöèè ìàòåðèàëüíîé òî÷-
êè îòíîñèòåëüíî îñè Z. Óðàâíåíèå (2.3.13) åñòü èñêîìûé çàêîí äè-
íàìèêè âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè: ïðîåê-
öèÿ âåêòîðà ìîìåíòà ñèëû (äåéñòâóþùåé íà ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó)
~Mi

∣∣∣
z
íà îñü âðàùåíèÿ ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ìîìåíòà èíåðöèè ìàòåðè-

àëüíîé òî÷êè, èçìåðåííîãî îòíîñèòåëüíî îñè âðàùåíèÿ, íà âåêòîð
óãëîâîãî óñêîðåíèÿ òî÷êè.

Çàìå÷àíèå: â ñèëó òîãî, ÷òî âåêòîðà óãëîâîãî óñêîðåíèÿ ~ε è óãëîâîé
ñêîðîñòè ~ω ïàðàëëåëüíû îñè âðàùåíèÿ, èõ âåëè÷èíû |~ε | è |~ω| ðàâíû
ïðîåêöèÿì âåêòîðîâ ~ε è ~ω íà îñü âðàùåíèÿ:

ε = ±|~ε | = ~ε |z, ω = ±|~ω | = ~ω |z (2.3.15)

Íî, â îòëè÷èå îò äëèíû âåêòîðà, ïðîåêöèÿ ìîæåò èìåòü ðàçíûå çíàêè.
Ôîðìóëû (2.3.12, 2.3.13) ïîëó÷åíû äëÿ îäíîé ïðîèçâîëüíîé òî÷êè

(âðàùàþùåãîñÿ) òâ¼ðäîãî òåëà. Ñóììèðóÿ ïî âñåìó îáú¼ìó àáñîëþòíî
òâ¼ðäîãî òåëà, ïîëó÷èì

Lz =
n∑
i=1

~Li

∣∣∣
z

= Jzω (2.3.16)

Mz =
n∑
i=1

~Mi

∣∣∣
z

= Jzε, (2.3.17)

ãäå Jz =
∑n

i=1 Jiz � ìîìåíò èíåðöèè àáñîëþòíî òâ¼ðäîãî òåëà.
Ìîìåíòîì èíåðöèè àáñîëþòíî òâ¼ðäîãî òåëà îòíîñèòåëüíî

îñè íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà, ðàâíàÿ ñóììå ïðîèçâåäåíèé ìàññû êàæäîé
÷àñòèöû òåëà íà êâàäðàò å¼ ðàññòîÿíèÿ äî îñè âðàùåíèÿ.
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Òàáëèöà 1: Ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó êèíåìàòè÷åñêèìè è äèíàìè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè.
Ïðÿìîëèíåéíîå äâèæåíèå Âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå

~r ~ϕ
~v = d~r/dt ~ω = d~ϕ/dt
~a = d~v/dt ~ε = d~ω/dt

m Jz
~p = m~v ~L = [~r, ~p], Lz = Jzω
~F = m~a ~M = [~r, ~F ], Mz = Jzε

Ìîìåíò èíåðöèè àáñîëþòíî òâ¼ðäîãî òåëà ÿâëÿåòñÿ ìåðîé èíåðò-
íîñòè òåëà ïðè âðàùàòåëüíîì äâèæåíèè.

Óðàâíåíèå (2.3.17) åñòü îñíîâíîé çàêîí äèíàìèêè âðàùàòåëü-
íîãî äâèæåíèÿ àáñîëþòíî òâ¼ðäîãî òåëà: ïðîåêöèÿ ðåçóëüòèðó-
þùåãî âåêòîðà ìîìåíòà ñèëûMz (äåéñòâóþùåãî íà âñ¼ òåëî) íà îñü
âðàùåíèÿ ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ìîìåíòà èíåðöèè àáñîëþòíî òâ¼ðäîãî
òåëà, èçìåðåííîãî îòíîñèòåëüíî îñè âðàùåíèÿ, íà ïðîåêöèþ (íà îñü
âðàùåíèÿ) âåêòîðà óãëîâîãî óñêîðåíèÿ ε àáñîëþòíî òâ¼ðäîãî òåëà.

Çäåñü òîæå íóæíî èìåòü ââèäó çàìå÷àíèå (2.3.15) ê çàêîíó äèíà-
ìèêè âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ.

Èç Òàáëèöû 1 âèäíî, ÷òî ôîðìóëû, îïèñûâàþùèå âðàùàòåëüíîå
äâèæåíèå âîêðóã íåïîäâèæíîé îñè àíàëîãè÷íû ïî ôîðìå âûðàæåíè-
ÿì äëÿ ïðÿìîëèíåéíîãî äâèæåíèÿ. Äîñòàòî÷íî çàìåíèòü âåëè÷èíû
(m,~r,~v,~a, ...) íà ñîîòâòñòâóþùèå óãëîâûå âåëè÷èíû (J, ~ϕ, ~ω, ~ε, ...) è
ìû ïîëó÷èì âñå çàêîíîìåðíîñòè è ñîîòíîøåíèÿ äëÿ âðàùàòåëüíîãî
äâèæåíèÿ.

Íàïðèìåð, äëÿ ýëåìåíòàðíîé ðàáîòû ñèëû ~F íà ýëåìåíòàðíîì ïå-
ðåìåùåíèè d~r ìû èìååì:

δA = ~Fd~r.

Òîãäà äëÿ ýëåìåíòàðíîé ðàáîòû ìîìåíòà ñèëû ~M íà ýëåìåíòàðíîì
óãëîâîì ïåðåìåùåíèè d~ϕ, ïîëüçóÿñü äàííûìè òàáëèöû, ïîëó÷èì:

δA = ~Md~ϕ.

Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ T ïðè ïðÿìîëèíåéíîì äâèæåíèè ðàâíà

T = (mv2)/2,

òîãäà ïðè âðàùàòåëüíîì äâèæåíèè:

T = (Jω2)/2.
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2.3.3 Îñíîâíîé çàêîí äèíàìèêè âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ
òâ¼ðäîãî òåëà â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå

Ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî îñíîâíîé çàêîí äèíàìèêè âðàùàòåëüíîãî
äâèæåíèÿ òâ¼ðäîãî òåëà: Mz = Jzε. Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ ìîìåíòà
èìïóëüñà ïî âðåìåíè (ñ÷èòàÿ, ÷òî Jz =const)

dLz
dt

=
d

dt
(Jzω) = Jz

dω

dt
= Jzε. (2.3.18)

Åñëè ñðàâíèòü ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ñ ôîðìóëîé (2.3.17), òî ëåãêî
ïîíÿòü, ÷òî îñíîâíîé çàêîí äèíàìèêè âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ òâ¼ð-
äîãî òåëà ìîæíî ïåðåïèñàòü â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå:

Mz =
dLz
dt

. (2.3.19)

Êàê è ïðåæäå, ñèëû, äåéñòâóþùèå íà êàæäóþ òî÷êó òâ¼ðäîãî òåëà,
ðàçîáü¼ì íà âíóòðåííèå è âíåøíèå ñèëû:

Mz =
n∑
i=1

[~ri, ~Fi]
∣∣∣
z

=
n∑
i=1

~ri, n∑
k 6=i

~Fik +
(
~Fi

)
âø

∣∣∣∣∣∣
z

=

= Mâíz +Mâøz
.

(2.3.20)

Ïî òðåòüåìó çàêîíó Íüþòîíà (êàê è â ôîðìóëå (2.2.10))

Mâíz =
n∑
i=1

~ri, n∑
k 6=i

~Fik

∣∣∣∣∣∣
z

= 0. (2.3.21)

Êàê ñëåäñòâèå, îñíîâíîé çàêîí äèíàìèêè âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ
àáñîëþòíî òâ¼ðäîãî òåëà (íàçûâàåìûé èíîãäà óðàâíåíèåì ìîìåí-
òîâ) ïðèíèìàåò âèä:

Mâøz
=
dLz
dt

. (2.3.22)

Ïðîåêöèÿ íà îñü âðàùåíèÿ ìîìåíòà âñåõ âíåøíèõ ñèë, äåéñòâóþùèõ
íà àáñîëþòíî òâ¼ðäîå òåëî, ðàâíà ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ ïðîåêöèè ìî-
ìåíòà èìïóëüñà ýòîãî òåëà íà îñü âðàùåíèÿ.
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2.3.4 Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà

Åñëè ïðîåêöèÿ íà îñü âðàùåíèÿ ðåçóëüòèðóþùåãî ìîìåíòà âñåõ âíåø-
íèõ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà ñèñòåìó, ðàâåíà íóëþ:Mâøz

= 0, òî èç çàêîíà
(2.3.22) ïîëó÷àåì, ÷òî ïðîåêöèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà Lz íà îñü âðàùåíèÿ
àáñîëþòíî òâ¼ðäîãî òåëà ñ òå÷åíèåì âðåìåíè íå èçìåíÿåòñÿ:

Lz = Jzω = const. (2.3.23)

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî êàê è ïðåæäå, ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû (çàêîíû
(2.3.22) è (2.3.23)) ñïðàâåäëèâû òîëüêî äëÿ îäíîðîäíîãî è ñòàöèîíàð-
íîãî âíåøíåãî ïîëÿ.
Îïðåäåëåíèå: åñëè ðåçóëüòèðóþùèé ìîìåíò âñåõ âíåøíèõ ñèë,

äåéñòâóþùèõ íà ìåõàíè÷åñêóþ ñèñòåìó, ñîâåðøàþùóþ âðàùàòåëüíîå
äâèæåíèå, ðàâåí íóëþ, òî ñèñòåìó íàçûâàþò çàìêíóòîé ïî îòíî-
øåíèþ ê ìîìåíòàì ñèë.

Ñëåäñòâèåì âûðàæåíèÿ (2.3.23) ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå çàêëþ÷åíèå
(ôîðìóëèðîâêà çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà):

Íèêàêèìè äåéñòâèÿìè âíóòðè çàìêíóòîé
(ïî îòíîøåíèþ ê ìîìåíòàì ñèë) ñèñòåìû,

íàõîäÿùåéñÿ â îäíîðîäíîì ñòàöèîíàðíîì ïîëå,

íåâîçìîæíî èçìåíèòü óãëîâóþ ñêîðîñòü
öåíòðà ìàññ ñèñòåìû.

2.3.5 Ìîìåíò èíåðöèè òâ¼ðäîãî òåëà.

Ðàññìîòðèì àáñîëþòíî òâ¼ðäîå òåëî ìàññîé M ïðîèçâîëüíîé ôîð-
ìû, ñîâåðøàþùåå âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëü-
íîé îñè Z.

Ðàçîáü¼ì ìûñëåííî òåëî íà áåñêîíå÷íî ìàëûå êóñî÷êè ìàññîé dm.
Êàæäûé òàêîé êóñî÷åê äâèæåòñÿ ïî îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì íà îñè
âðàùåíèÿ Z è åãî ìîìåíò èíåðöèè îòíîñèòåëüíî ýòîé îñè � ýòî ìîìåíò
èíåðöèè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè:

dJz = ρ2dm = r2 sin2 θdm. (2.3.24)

Òîãäà, ñóììèðîâàíèå ýòèõ ýëåìåíòàðíûõ ìîìåíòîâ ïî âñåìó îáúåìó
àáñîëþòíî òâ¼ðäîãî òåëà (ò.å. èíòåãðèðîâàíèå), äàñò ìîìåíò èíåðöèè
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âñåãî àáñîëþòíî òâ¼ðäîãî òåëà:

Jz =

∫
V

r2ρ0(~r) sin2 θdV, (2.3.25)

ãäå ρ0(~r) = dm/dV � ïëîòíîñòü òåëà â òî÷êå ñ ðàäèóñ-âåêòîðîì ~r, θ �
óãîë ìåæäó îñüþ âðàùåíèÿ è ðàäèóñ-âåêòîðîì ~r. Ïîëó÷åííàÿ ôîðìó-
ëà ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü ìîìåíò èíåðöèè ëþáîãî òåëà îòíîñèòåëüíî
ëþáîé îñè. È èìåííî ïî ýòîé ôîðìóëå îáû÷íî âû÷èñëÿþò ìîìåíòû
èíåðöèè ñèììåòðè÷íûõ òåë (øàð, öèëèíäð è äð.) îòíîñèòåëüíî îñè,
ñîâïàäàþùåé ñ îäíîé èç îñåé ñèììåòðèè è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð
ìàññ òàêèõ òåë.

2.3.6 Òåîðåìà Øòåéíåðà.

Íàéä¼ì ñâÿçü ìåæäó ìîìåíòîì èíåðöèè òåëà îòíîñèòåëüíî îñè Z è
ìîìåíòîì èíåðöèè Jo ýòîãî òåëà îòíîñèòåëüíî îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
öåíòð ìàññ òåëà ïàðàëëåëüíî îñè Z (ðèñóíîê 2.14).

Ðèñ. 2.14.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè ñâÿçü ìîìåíòà èíåðöèè Jz ñ Jo âûáåðåì ïðî-
èçâîëüíóþ òî÷êó òåëà ñ ìàññîé mi íà
ðàññòîÿíèè ρi îò çàäàííîé îñè. Ìîìåíò
èíåðöèè ýòîé òî÷êè îòíîñèòåëüíî îñè
Z ðàâåí Jzi = ρ2imi. Ââåä¼ì ïîñòîÿí-
íûé âåêòîð ~a, äëèíà êîòîðîãî |~a| = a,
íàïðàâëåííûé ïî íîðìàëè ê îñÿì îò
îñè Z ê öåíòðó ìàññ àáñîëþòíî òâ¼ð-
äîãî òåëà. Òîãäà òðè âåêòîðà ~a, ~ρi è ~ρi′

(âåêòîð èç öåíòðà ìàññ ê òî÷êå ñ ìàñ-
ñîémi, ñìîòðè ðèñóíîê 2.13.) ïîä÷èíÿ-

þòñÿ ïðàâèëó ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ: ~ρi = ~a+ ~ρi
′. Ñëåäîâàòåëüíî:

Jzi = ρ2imi = ~ρi
2mi = (~ρi

′ + ~a)2mi. (2.3.26)

Ðàñêðûâàÿ ñîáêè è ñóììèðóÿ ïî âñåì òî÷êàì òåëà, ïîëó÷èì ìîìåíò
èíåðöèè âñåãî òåëà:

Jz =
n∑
i=1

(
~ρi
′2 + 2~a~ρi

′ + ~a2
)
mi. (2.3.27)
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Ïåðåïèøåì ýòó ôîðìóëó ñëåäóþùèì îáðàçîì (âòîðîé ÷ëåí óìíîæèì
è ðàçäåëèì íà M � ìàññó âñåãî òåëà):

Jz =
n∑
i=1

ρ′2i mi + 2~aM

(
1

M

n∑
i=1

~ρi
′mi

)
+ a2

n∑
i=1

mi. (2.3.28)

Âûðàæåíèå â ñêîáêàõ â ïîñëåäíåé ôîðìóëå ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèåì
ðàäèóñ-âåêòîðà öåíòðà ìàññ (ñìîòðè ôîðìóëó (2.2.3)), òî åñòü çàäà¼ò
ïîëîæåíèå öåíòðà ìàññ îòíîñèòåëüíî öåíðà ìàññ. Î÷åâèäíî, ýòîò
ðàäèóñ-âåêòîð ðàâåí íóëþ. Òàêèì îáðàçîì

Jz = Jo +Ma2 (2.3.29)

ãäå Jo =
∑n

i=1 ρ
′2
i mi � ìîìåíò èíåðöèè òåëà îòíîñèòåëüíî îñè z′, ïðî-

õîäÿùåé ÷åðåç öåíòð ìàññ.
Èòàê, òåîðåìà Øòåéíåðà ãëàñèò: ìîìåíò èíåðöèè òâ¼ðäîãî òå-

ëà îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîé îñè ðàâåí ñóììå ìîìåíòà èíåðöèè
òåëà îòíîñèòåëüíî îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð ìàññ, ïàðàëëåëü-
íî äàííîé è ìîìåíòà èíåðöèè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ñ ìàññîé âñåãî
òåëà îòíîñèòåëüíî âûáðàííîé îñè.

Êàê âèäíî èç (2.3.29), ìîìåíò èíåðöèè òåëà îòíîñèòåëüíî îñè, ïðî-
õîäÿùåé ÷åðåç åãî öåíòð ìàññ, ìåíüøå ìîìåíòà èíåðöèè îòíîñèòåëüíî
ëþáîé ïàðàëëåëüíîé åé îñè.

2.4 Ðàáîòà è ýíåðãèÿ

2.4.1 Ðàáîòà

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî çàäàíî ôèçè÷åñêîå ïîëå, åñëè êàæäîé òî÷êå
ïðîñòðàíñòâà ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå îïðåäåë¼ííîå çíà÷åíèå ôèçè-
÷åñêîé âåëè÷èíû.

Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â ñèëîâîì ïîëå, ò.å.
äâèæåíèå ïîä äåéñòâèåì ñèë, âåëè÷èíà è íàïðàâëåíèå êîòîðûõ èçâåñò-
íû äëÿ êàæäîé òî÷êè òðàåêòîðèè L (ðèñóíîê 2.15).

Ïóñòü çà ýëåìåíòàðíîå âðåìÿ dt òî÷êà, ïîä äåéñòâèåì ñèëû ~F , ñî-
âåðøàåò ýëåìåíòàðíîå ïåðåìåùåíèå d~r.

Ïðîöåññ ïåðåìåùåíèÿ òåëà ïîä äåéñòâèåì ñèëû íàçûâàþò ðàáî-
òîé ñèëû.
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Ïî îïðåäåëåíèþ, ðàáîòà ñèëû íà ýëåìåíòàðíîì ïåðåìåùåíèè ðàâ-
íà ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ âåêòîðîâ ñèëû ~F è ýëåìåíòàðíîãî ïåðå-
ìåùåíèÿ d~r:

δA = ~Fd~r. (2.4.1)

Ðèñ. 2.15.

Óòî÷íèì, ÷òî äëÿ ýëåìåíòàðíîé ðàáîòû èñïîëüçîâàíî îáîçíà÷åíèå
δA (à íå dA) äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîä÷åðê-
íóòü, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ýëåìåíòàð-
íàÿ ðàáîòà íå ðàâíà ëèíåéíîé ÷à-
ñòè ïðèðàùåíèÿ (òî åñòü íå ÿâëÿåò-
ñÿ äèôôåðåíöèàëîì). Î÷åâèäíî, ïðè
ïðîèçâîëüíîì ïåðåìåùåíèè, íàïðèìåð
îò òî÷êè 1 äî òî÷êè 2, ðàáîòà ñèëû ~F

íà äàííîì ó÷àñòêå ïóòè áóäåò ðàâíà
ñóììå ýëåìåíòàðíûõ ðàáîò âäîëü òðàåêòîðèè: A12 =

∑2
1 δA. Íî ñóì-

ìèðîâàíèíàå áåñêîíå÷íî ìàëûõ âåëè÷èí åñòü, ïî îïðåäåëåíèþ, èíòå-
ãðàë.

Òàêèì îáðàçîì, â îáùåì ñëó÷àå, ðàáîòà ïî ïåðåìåùåíèþ ìàòåðè-
àëüíîé òî÷êè âäîëü ïðîèçâîëüíîé òðàåêòîðèè L ðàâíà

A =

∫
L

~F d~r. (2.4.2)

Çäåñü ñèìâîë ¾
∫
L¿ îçíà÷àåò èíòåãðàë âäîëü òðàåêòîðèè è íàçûâàåòñÿ

êîíòóðíûì èíòåãðàëîì.

Ðåçóëüòàòû, êîòîðûå ìû ïîëó÷èëè (îïðåäåëåíèÿ (2.4.1, 2.4.2) ñïðà-
âåäëèâû òîëüêî äëÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè. Íî, ïðè èçó÷åíèè äèíàìè-
êè, ìû óñòàíîâèëè, ÷òî ôèçè÷åñêèå îáúåêòû ìîæíî ìîäåëèðîâèòü åù¼
ëèáî ñèñòåìîé ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, ëèáî òâ¼ðäûì òåëîì (ðåàëüíî ìî-
äåëåé ìîæíî ïîñòðîèòü ñêîëü óãîäíî ìíîãî, ìû íàçâàëè ëèøü òå, êî-
òîðûå èçó÷èëè). È ìû âûÿñíèëè, ÷òî äëÿ îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿ òàêèõ
îáúåêòîâ äîñòàòî÷íî îïèñàòü ïîâåäåíèå ëèøü îäíîé òî÷êè � öåíòðà
ìàññ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷åííûå îïðåäåëåíèÿ ñïðàâåäëèâû è äëÿ òà-
êèõ ìîäåëåé � òî÷íåå, äëÿ öåíòðà ìàññ ñîîòâåòñòâóþùèõ òåë. Ïîýòîìó,
â äàëüíåéøåì, ãîâîðÿ î ôèçè÷åñêîè òåëå, ìû áóäåì èìåòü â âèäó åãî
ìîäåëü è, ñîîòâåòñòâåííî, ñèëû, ïðèëîæåíû ê åäèíñòâåííîé òî÷êå òå-
ëà � öåíòðó ìàññ.
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2.4.2 Òåîðåìà î êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè

Ïóñòü ïîä äåéñòâèåì ñèëû ~F ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà (èëè öåíòð ìàññ
òåëà) ñîâåðøèëà ýëåìåíòàðíîå ïåðåìåùåíèå d~r, ò.å. áûëà ñîâåðøåíà
ýëåìåíòàðíàÿ ðàáîòà δA. Ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå äëÿ ýëåìåíòàðíîé
ðàáîòû âîñïîëüçîâàâøèñü âòîðûì çàêîíîì Íüþòîíà:

δA = ~Fd~r = m
d~v

dt
d~r = m~vd~v. (2.4.3)

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü âîñïîëüçîâàâøèñü ñëåäó-
þùèì ñîîòíîøåíèåì (çäåñü, äëÿ áîëüøåé íàãëÿäíîñòè, ìû èñïîëüçóåì
îáîçíà÷åíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ ~a è ~b â âèäå (~a,~b)):

d(~v,~v) = (d~v,~v) + (~v, d~v) = 2(~v, d~v) ⇒ m(~v, d~v) = d

(
m

(~v,~v)

2

)
Òîãäà, âûðàæåíèå äëÿ ýëåìåíòàðíîé ðàáîòû ïðèíèìàåò âèä:

δA = d

(
mv2

2

)
. (2.4.4)

Âåëè÷èíó, ñòîÿùóþ â ñêîáêàõ

T =
mv2

2

íàçûâàþò êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé òåëà.
Èòàê, ìû ïîëó÷èëè òåîðåìó î êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè:

� äëÿ ýëåìåíòàðíûõ ïåðåìåùåíèé:

Ýëåìåíòàðíàÿ ðàáîòà, ñîâåðø¼ííàÿ
íàä òåëîì, ðàâíà äèôôåðåíöèàëó δA = dT

êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè òåëà

� íà ïðîèçâîëüíîì ïåðåìåùåíèè:

A12 =

∫ 2

1

dT = T2 − T1 ⇒ A = ∆T

Ðàáîòà ïî ïåðåìåùåíèþ òåëà
ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ òî÷êàìè ïðîñòðàíñòâà
ðàâíà ðàçíîñòè êèíåòè÷åñêèõ ýíåðãèé òåëà

â êîíå÷íîé è íà÷àëüíîé òî÷êàõ
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2.4.3 Ïîòåíöèàëüíûå ïîëÿ

Ðàññìîòðèì ýëåìåíòàðíîå ïåðåìåùåíèå d~r òåëà ïîä äåéñòâèåì âíåø-
íèõ ñèë è ðàñïèøåì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â âûðàæåíèè äëÿ ðàáîòû
÷åðåç êîìïîíåíòû ñîîòâåòñòâóþùèõ âåêòîðîâ:

δA = ~Fd~r = Fxdx+ Fydy + Fzdz. (2.4.5)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êîìïîíåíòû ðåçóëüòèðóþùåãî âåêòîðà ñèëû, äåé-
ñòâóþùåé íà òåëî ïðè åãî äâèæåíèè, â ëþáîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà óäî-
âëåòâîðÿþò óñëîâèþ

Fx = − ∂

∂x
Φ(x, y, z),

Fy = − ∂

∂y
Φ(x, y, z),

Fz = − ∂

∂z
Φ(x, y, z),

(2.4.6)

ãäå Φ(x, y, z) � íåêîòîðàÿ ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ. Òî åñòü, êàæäàÿ êîì-
ïîíåíòà ñèëû ~F = (Fx, Fy, Fz) ìîæåò áûòü âûðàæåíà êàê ÷àñòíàÿ
ïðîèçâîäíàÿ îò íåêîòîðîé ñêàëÿðíîé ôóíêöèè êîîðäèíàò Φ(x, y, z) .
Òîãäà, ïîäñòàâèâ (2.4.6) â (2.4.5), ïîëó÷èì:

−δA =
∂Φ

∂x
dx+

∂Φ

∂y
dy +

∂Φ

∂y
dz. (2.4.7)

Ïðàâàÿ ÷àñòü â âûðàæåíèè (2.4.7) åñòü, ïî îïðåäåëåíèþ, äèôôåðåí-
öèàë. Òàêèì îáðàçîì, ýëåìåíòàðíàÿ ðàáîòà δA â ñèëîâîì ïîëå, óäî-
âëåòâîðÿþùåì óñëîâèþ (2.4.6), ðàâíà ïîëíîìó äèôôåðåíöèàëó (ñ îá-
ðàòíûì çíàêîì) íåêîòîðîé ñêàëÿðíîé ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ
Φ(x, y, z):

δA = −dΦ(x, y, z). (2.4.8)

Ôóíêöèþ Φ(x, y, z) íàçûâàþò ïîòåíöèàëüíîé ôóíêöèåé ñèëîâîãî ïî-
ëÿ.

Ñîîòâåòñòâåííî, ñèëîâîå ïîëå, â êîòîðîì âîçìîæíî ââåäåíèå ïî-
òåíöèàëüíîé ôóíêöèè, òî åñòü óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ (2.4.6), íà-
çûâàþò ïîòåíöèàëüíûì ñèëîâûì ïîëåì.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ â ïîòåíöèàëüíîì ñèëîâîì ïîëå:

A12 = −
∫ 2

1

dΦ = Φ1 − Φ2 ⇒ A = −∆Φ (2.4.9)
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òî åñòü, ðàáîòà ïî ïåðåìåùåíèþ òåëà â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå íå çà-
âèñèò îò ôîðìû òðàåêòîðèè, à îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî íà÷àëüíûì è
êîíå÷íûì ïîëîæåíèåì òåëà.

Ñîãëàñíî óñëîâèþ (2.4.9), ïðè äâèæåíèè ïî çàìêíóòîé òðàåêòîðèè

A11 = −
∫ 1

1

dΦ = Φ1 − Φ1 ≡ 0. (2.4.10)

Ñëåäîâàòåëüíî ðàáîòà â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå ïî ëþáîé çàìêíó-
òîé òðàåêòîðèè ðàâíà íóëþ:∮

~F · d~r ≡ 0. (2.4.11)

Ñèìâîë ¾
∮
¿ îçíà÷àåò, ÷òî èíòåãðàë íóæíî áðàòü âäîëü çàìêíóòîé

ëèíèè.
Ñèëîâîå ïîëå, óäîâëåòâîðÿþùåå òîëüêî óñëîâèþ (2.4.11), íàçûâà-

þò êîíñåðâàòèâíûì. È ìû ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè ïîëå ïîòåíöèàëü-
íî, òî îíî îáÿçàòåëüíî êîíñåðâàòèâíî. Îáðàòíîå, â îáùåì ñëó÷àå,
íåâåðíî: êîíñåðâàòèâíîå ïîëå íå îáÿçàòåëüíî ïîòåíöèàëüíî.

Î÷åâèäíî, âûðàæåíèå (2.4.6) ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

~F = −
(
∂Φ

∂x
,
∂Φ

∂y
,
∂Φ

∂z

)
(2.4.12)

èëè â ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå

~F = −
(
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)
Φ. (2.4.13)

Â ïîñëåäíåé ôîðìóëå âûðàæåíèå â ñêîáêàõ ôîðìàëüíî ÿâëÿåòñÿ âåê-
òîðîì, íî åãî êîìïîíåíòàìè ÿâëÿþòñÿ íå ÷èñëà, à íåêîòîðûå îáúåêòû,
¾æåëàþùèå âçÿòü ïðîèçâîäíûå¿ îò ôóíêöèè ñïðàâà � åãî íàçûâàþò
îïåðàòîð-âåêòîðîì è îáîçíà÷àþò ñèìâîëîì ~∇:

~∇ =

(
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)
. (2.4.14)

Â ôèçèêå îïåðàòîð-âåêòîð ~∇ íàçûâàþò îïåðàòîð ¾íàáëà¿. Äåéñòâèå
îïåðàòîðà ¾íàáëà¿ íà ñêàëÿðíóþ ôóíêöèþ íàçûâàþò ãðàäèåíòîì
ôóíêöèè:

~∇Φ = grad Φ. (2.4.15)
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Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ãðàäèåíòà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: ãðàäè-
åíò ôóíêöèè � ýòî âåêòîð, íàïðàâëåííûé â ñòîðîíó áûñòðåéøåãî
âîçðàñòàíèÿ ôóíêöèè.

Ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà ¾íàáëà¿ âûðàæåíèå (2.4.6) � óñëîâèå ïî-
òåíöèàëüíîñòè ñèëîâîãî ïîëÿ, ïîëó÷àåò íàèáîëåå ëàêîíè÷íóþ ôîð-
ìó:

~F = −~∇Φ. (2.4.16)

Ðèñ. 2.16

Ñìûñë ãðàäèåíòà ñòàíåò íàãëÿäíåå è ÿñíåå, åñëè ââåñòè ïîíÿòèå ýê-
âèïîòåíöèàëüíîé ïîâåðõíîñòè. Ýê-
âèïîòåíöèàëüíîé ïîâåðõíîñòüþ â
ïîòåíöèàëüíûõ ïîëÿõ íàçûâàþò ìíî-
æåñòâî òî÷åê ïîëÿ, â êîòîðûõ ïîòåí-
öèàëüíàÿ ôóíêöèÿ èìååò îäèíàêîâûå

çíà÷åíèÿ. Óðàâíåíèå ýêâèïîòåíöèàëåé:

Φ(x, y, z) = const. (2.4.17)

ßñíî, ÷òî êàæäîìó çíà÷åíèþ êîíñòàíòû const â ýòîì óðàâíåíèè ñî-
îòâåòñòâóåò ñâîÿ ýêâèïîòåíöèàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü (ðèñ. 2.16). Â ïîòåí-
öèàëüíîì ïîëå

~F = −~∇Φ(x, y, z) ≡ − grad Φ, (2.4.18)

ò.å. ñèëà íàïðàâëåíà â ñòîðîíó áûñòðåéøåãî óáûâàíèÿ ïîòåíöèàëüíîé
ôóíêöèè (Φ1 > Φ2 > Φ3) è, ñëåäîâàòåëüíî, âñåãäà ïåðïåíäèêóëÿðíà
ýêâèïîòåíöèàëüíûì ïîâåðõíîñòÿì.

Ëèíèÿ, êàñàòåëüíàÿ ê êîòîðîé â êàæäîé òî÷êå ñîâïàäàåò ñ íàïðàâ-
ëåíèåì ñèëû â ýòîé òî÷êå, íàçûâàåòñÿ ñèëîâîé ëèíèåé.

Ñëåäîâàòåëüíî, â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå ñèëîâûå ëèíèè è ýêâèïîòåí-
öèàëüíûå ïîâåðõíîñòè âñåãäà âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû.

2.4.4 Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ

Êàê ìû óñòàíîâèëè, ðàáîòà â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå ðàâíà ðàçíîñòè çíà-
÷åíèé ïîòåíöèàëüíîé ôóíêöèè â íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé òî÷êàõ ïîëÿ:

A12 = Φ1 − Φ2. (2.4.19)

Ýêñïåðèìåíòàëüíî èçìåðèìîé ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíîé ÿâëÿåòñÿ ðàáî-
òà. Ñîîòâåòñòâåííî, ïîòåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ èçìåðèìà òîëüêî ñ òî÷-
íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíîé êîíñòàíòû.
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Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå ëþáóþ îäíó èç ïîòåíöè-
àëüíûõ ïîâåðõíîñòåé ìîæíî ïðèíÿòü çà ïîâåðõíîñòü ñ íóëåâûì çíà-
÷åíèåì ïîòåíöèàëüíîé ôóíêöèè Φ0 = 0 (ðèñóíîê 2.17). Â ýòîì ñëó÷àå
Ai0 = Φi, òî åñòü, ðàáîòà ïî ïåðåìåùåíèþ òåëà èç äàííîé òî÷êè ïî-
ëÿ â òî÷êó ñ íóëåâûì ïîòåíöèàëîì ÷èñëåííî ðàâíà çíà÷åíèþ ïîòåí-
öèàëüíîé ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå. ×èñëåííîå çíà÷åíèå ïîòåíöèàëüíîé
ôóíêöèè â ëþáîé òî÷êå ïîëÿ (ïðè çàäàííîì íóëåâîì çíà÷åíèè) íàçû-
âàþò ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé òåëà, íàõîäÿùåãîñÿ â ýòîé òî÷êå è
îáîçíà÷àþò Ui.

Ðèñ. 2.17.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Ui = Φi (ïðè çàäàííîì íóëåâîì ïîòåíöèàëå).
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ðåöåïò
âû÷èñëåíèÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè
â çàäàííîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà: ïî-
òåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ÷èñëåííî ðàâ-
íà ðàáîòå, êîòîðóþ íóæíî ñîâåð-
øèòü, ÷òîáû ïåðåìåñòèòü òåëî èç
äàííîé òî÷êè ïîëÿ â òî÷êó ñ íóëå-
âûì çíà÷åíèåì ïîòåíöèàëüíîé ôóíê-

öèè.
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïîòåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ � ýòî ñïîñîá îïèñàíèÿ ñè-

ëîâîãî âîçäåéñòâèÿ îêðóæàþùåãî ïîëÿ íà òåëî (íà öåíòð ìàññ òåëà),
ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùåå êà÷åñòâåííîå îïðåäåëåíèå ïîòåí-
öèàëüíîé ýíåðãèè:

ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ � ýòî ìåðà âçàèìîäåéñòâèÿ òåëà,
ïîìåù¼ííîãî â äàííóþ òî÷êó ïîòåíöèàëüíîãî ïîëÿ,

ñ îêðóæàþùèì ïîëåì.

2.4.5 Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè

Â îáùåì ñëó÷àå, çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ëèøü îòðàæåíèåì îïðå-
äåë¼ííûõ ñâîéñòâ ñèììåòðèè çàêîíîâ äèíàìèêè.

Èìåííî ïîýòîìó çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ïîçâîëÿþò äîñòàòî÷íî ëåãêî
ïîëó÷àòü îòâåòû íà ðÿä âàæíûõ âîïðîñîâ áåç ïðèâëå÷åíèÿ óðàâíå-
íèé äâèæåíèÿ. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî è ïðåâðàùàåò çàêîíû ñîõðàíåíèÿ
â âåñüìà äåéñòâåííûé èíñòðóìåíò èññëåäîâàíèÿ.

Ïîëó÷èì çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè. Äëÿ ýëåìåíòàðíûõ ïåðåìåùå-
íèé â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå ýëåìåíòàðíàÿ ðàáîòà ðàâíà δAï = −dU
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(ñì. (2.4.8)). Íî ïî òåîðåìå î êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè äëÿ ýëåìåíòàð-
íûõ ïåðåìåùåíèé ðàáîòà âñåõ ñèë (ïîòåíöèàëüíûõ è íåïîòåíöèàëü-
íûõ), äåéñòâóþùèõ íà òåëî ðàâíà δA = δAï + δAíï = dT . Îáúåäèíÿÿ
äâà ýòèõ âûðàæåíèÿ, ïîëó÷èì:

d(T + U) = δAíï. (2.4.20)

Âåëè÷èíó E = T + U íàçûâàþò ïîëíîé ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèåé
òåëà.

Èòàê, äëÿ ýëåìåíòàðíûõ ïåðåìåùåíèé:

äèôôåðåíöèàë ïîëíîé ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè òåëà, ðàâåí
ýëåìåíòàðíîé ðàáîòå íåïîòåíöèàëüíûõ ñèë íàä òåëîì.

Ñîîòâåòñòâåííî, èíòåãðèðóÿ (2.4.20), ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëü-
íûõ ïåðåìåùåíèé:

èçìåíåíèå ïîëíîé ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè òåëà íà ëþáîì åãî
ïåðåìåùåíèè ðàâíî ðàáîòå íåïîòåíöèàëüíûõ ñèë íàä òåëîì:

∆E = Aíï. (2.4.21)

Èç ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ âèäíî, ÷òî åñëè ðàáîòà íåïîòåíöèàëüíûõ
ñèë ðàâíà íóëþ (Aíï = 0) òî, ñëåäîâàòåëüíî, ∆E = 0, à çíà÷èò ïîëíàÿ
ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ òåëà ñîõðàíÿåòñÿ (E = const). Òàêèì îáðàçîì,
ìû ïîëó÷àåì çàêîí ñîõðàíåíèÿ ïîëíîé ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè:

ïîëíàÿ ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè òåëà ñîõðàíÿåòñÿ
â ëþáûõ ñîñòîÿíèÿõ ýòîãî òåëà,

åñëè â ýòèõ ñîñòîÿíèÿõ ðàáîòà íåïîòåíöèàëüíûõ ñèë
íàä òåëîì ðàâíà íóëþ.

Îòìåòèì, ÷òî ñîõðàíÿåòñÿ èìåííî ïîëíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ,
êèíåòè÷åñêàÿ æå è ïîòåíöèàëüíàÿ â îáùåì ñëó÷àå èçìåíÿþòñÿ. Îä-
íàêî, åñëè âûïîëíÿåòñÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ ïîëíîé ìåõàíè÷åñêîé ýíåð-
ãèè, òî ýòè èçìåíåíèÿ ïðîèñõîäÿò òàê, ÷òî ïðèðàùåíèå îäíîé èç íèõ
â òî÷íîñòè ðàâíî óáûëè äðóãîé: ∆T = −∆U .

×àñòíûì ñëó÷àåì çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ïîëíîé ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè
ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé ïîëíîãî îòñóòñòâèÿ íåïîòåíöèàëüíûõ ñèë (Fíï = 0).
Ïðè ýòîì óñëîâèè, î÷åâèäíî, ðàáîòà Aíï ýòèõ ñèë áóäåò ðàâíà íóëþ.

Ñëåäîâàòåëüíî,
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ïðè äâèæåíèè òåëà â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå
åãî ïîëíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñîõðàíÿåòñÿ.

Ñëåäóò îòìåòèòü òàêæå, ÷òî â çàìêíóòûõ ñèñòåìàõ, òî åñòü ïðè
ïîëíîì îòñóòñòâèè ñèë (ëèáî, êîãäà èõ ñóììà ðàâíà íóëþ), ïîëíàÿ
ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñîõðàíÿåòñÿ, íî ýòîò ñëó÷àé èìååò î÷åíü îãðà-
íè÷åííîå ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå.

2.5 Óäàð ÷àñòèö

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå ñëó÷àè ñòîëêíîâåíèÿ
÷àñòèö â çàìêíóòîé ñèñòåìå, èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå èíñòðóìåíòà èñ-
ñëåäîâàíèÿ òîëüêî çàêîíû ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà è ýíåðãèè.

Ðèñ. 2.18

Óäàðîì òî÷å÷íûõ ÷àñòèö áóäåì íàçûâàòü òàêîå ìåõàíè÷åñêîå
âçàèìîäåéñòâèå ïðè íåïîñðåäñòâåííîì êîí-
òàêòå çà áåñêîíå÷íî ìàëîå âðåìÿ ïðè êî-
òîðîì ÷àñòèöû îáìåíèâàþòñÿ ýíåðãèåé è èì-
ïóëüñîì ïðè óñëîâèè, ÷òî ñèñòåìà ÷àñòèö
îñòàåòñÿ çàìêíóòîé.

Ðàçëè÷àþò äâà âèäà óäàðîâ: àáñîëþòíî
íåóïðóãèé óäàð, òàêîé óäàð, ïðè êîòîðîì
ïîñëå óäàðà ÷àñòèöû äâèæóòñÿ êàê åäèíîå
öåëîå è àáñîëþòíî óïðóãèé óäàð, ïðè

êîòîðîì ïîñëå óäàðà ÷àñòèöû äâèæóòñÿ ñ ðàçëè÷íûìè ñêîðîñòÿìè è
â òå÷åíèå óäàðà âûïîëíÿþòñÿ çàêîíû ñîõðàíåíèÿ (ýíåðãèè è èìïóëü-
ñà).

Àáñîëþòíî óïðóãèé óäàð áûâàåò äâóõ òèïîâ: íåöåíòðàëüíûé è öåí-
òðàëüíûé.

Ðèñ. 2.19

Íåöåíòðàëüíûé: òàêîé óäàð ÷àñòèö, ïîñëå êîòîðîãî îíè ðàçëåòà-
þòñÿ â íàïðàâëåíèÿõ, íå ñîâïàäàþùèõ ñ íà-
ïðàâëåíèåì îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ ýòèõ
÷àñòèö äî óäàðà. Ýòîò óäàð ìîäåëèðóåò, íà-
ïðèìåð, óäàð øàðîâ, êîòîðûå äî óäàðà äâè-
ãàëèñü ïî ïðÿìîé íå ñîâïàäàþùåé ñ ëèíèåé
ñîåäèíÿþùåé èõ öåíòðû ìàññ.

Öåíòðàëüíûé: óäàð èìåííî òî÷å÷íûõ ÷àñòèö. Ýòîò óäàð ìîäåëèðó-
åò, íàïðèìåð, óäàð øàðîâ, êîòîðûå äî óäàðà äâèãàëèñü âäîëü ëèíèè,
ñîåäèíÿþùåé öåíòðû ìàññ ýòèõ øàðîâ.
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Ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî êàæäûé èç ýòèõ òèïîâ óäàðîâ.

2.5.1 Àáñîëþòíî íåóïðóãèé óäàð

Çäåñü ïðè ðàññìîòðåíèè ñòîëêíîâåíèé ÷àñòèö áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñè-
ñòåìà ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòèö èëè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëü-
íîé ñèñòåìû ÷àñòèö, â êàæäûé äàííûé ìîìåíò âðåìåíè â äàííîé òî÷êå
ïðîñòðàíñòâà ñòàëêèâàþòñÿ òîëüêî äâå ÷àñòèöû.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ àáñîëþòíî íåóïðóãîãî óäàðà çàêîí ñîõðàíå-
íèÿ èìïóëüñà ïðèíèìàåò âèä

m1~v1 +m2~v2 = (m1 +m2)~u. (2.5.1)

Îòêóäà ìîæíî íàéòè ñêîðîñòü ñèñòåìû ÷àñòèö ïîñëå óäàðà îòíîñè-
òåëüíî íåêîòîðîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà:

~u =
m1~v1

m1 +m2
+

m2~v2
m1 +m2

=
m1m2

m1 +m2

(
~v1
m2

+
~v2
m1

)
. (2.5.2)

Ïåðåéäåì â èíåðöèàëüíóþ ñèñòåìó îòñ÷¼òàK0, äâèæóùóþñÿ ñî ñêî-
ðîñòüþ ~u � â ýòîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà ñêîðîñòü ÷àñòèö ïîñëå óäàðà ðàâíà
íóëþ: u′ = 0. Ñîîòâåòñòâåííî çàêîí ñîõðàíåíèÿ (2.5.1) ïðèìåò ñëåäó-
þùèé âèä:

m1~v1
′ +m2~v2

′ = 0, ⇒ m1~v1
′ = −m2~v2

′. (2.5.3)

Ðèñ. 2.19

Òàêèì îáðàçîì, âèäèì, ÷òî â ÈÑÎK0 äî ñòîëêíîâåíèÿ îáå ÷àñòèöû
äâèæóòñÿ íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó ñ îäè-
íàêîâûìè èìïóëüñàìè, à ïîñëå ñòîëêíî-
âåíèÿ îáðàçîâàâøàÿñÿ ÷àñòèöà îêàçû-
âàåòñÿ íåïîäâèæíîé. Ñëåäîâàòåëüíî,
êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ïîñëå âçàèìîäåé-
ñòâèÿ â ñèñòåìå K0 äîëæíà áûòü ðàâ-
íà íóëþ. Î÷åâèäíî, ÷òî äî âçàèìîäåé-
ñòâèÿ ñóììàðíàÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ

÷àñòèö íå ðàâíà íóëþ (ñóììà êâàäðàòîâ äâóõ âåùåñòâåííûõ âåëè÷èí
íå ðàâíûõ íóëþ íå ìîæåò áûòü ðàâíà íóëþ):

m1(~v1
′)2

2
+
m2(~v2

′)2

2
6= 0. (2.5.4)
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Ñëåäîâàòåëüíî, çàêîí ñîõðàíåíèÿ ïîëíîé ìåõàíè÷åñêîé ýíåð-
ãèè ïðè àáñîëþòíî íåóïðóãîì óäàðå íå âûïîëíÿåòñÿ.

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ: Q � ïîëíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ÷àñòèö â
ÈÑÎ K0 äî óäàðà è µ � ïðèâåä¼ííàÿ ìàññà ñèòåìû äâóõ ÷àñòèö:

Q =
m1(~v1

′)2

2
+
m2(~v2

′)2

2
; µ =

m1m2

m1 +m2
. (2.5.5)

Ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ Q ïîñëå óäàðà íå ìîæåò ¾èñ÷åçíóòü¿ � ïî-
ýòîìó, ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò îçíà÷àåò, ÷òî ïðè àáñîëþòíî íåóïðó-
ãîì óäàðå ÷àñòü ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè ðàâíàÿ Q ïåðåõîäèò
â äðóãîé âèä ýíðåãèè � âî âíóòðåííþþ ýíåðãèþ, òî åñòü â
òåïëî.

Íàéä¼ì âåëè÷ó ýíåðãèè Q îòíîñèòåëüíî èñõîäíîé (ëàáîðàòîðíîé)
èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà. Äëÿ ýòîãî âûðàçèì ýíåðãèþ Q ÷åðåç
èìïóëüñû ÷àñòèö:

Q =
(m1~v1

′)2

2m1
+

(m2~v2
′)2

2m2
(2.5.6)

è íàéä¼ì ñâÿçü èìïóëüñîâ ~p1′ = m1~v1
′ è ~p2′ = m2~v2

′ ÷àñòèö â ÈÑÎ K0

ñ èõ èìïóëüñàìè â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà âîñïîëüçîâàâøèñü
ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ãàëèëåÿ (1.6.8):

m1~v1
′ = m1(~u− ~v1) = m1

(
~v1
m2

+
~v2
m1

)
m1m2

m1 +m2
−m1~v1. (2.5.7)

Çäåñü ìû âîïîëüçîâàëèñü âûðàæåíèåì (2.5.2) äëÿ ñêîðîñòè ñèñòåìû
÷àñòèö ïîñëå àáñîëþòíî íåóïðóãîãî óäàðà. Ðàñêðîåì ñêîáêè â ïîñëåä-
íåì ðàâåíñòâå â óðàâíåíèè (2.5.7) è óïðîñòèì åãî:

m1

m2

m1m2

m1 +m2
~v1 +

m1m2

m1 +m2
~v2 −m1~v1 =

m1~v1

(
m1

m1 +m2
− 1

)
+ µ~v2

(2.5.8)

Âûðàæåíèå â ñêîáêàõ â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ïîñëå óïðîùåíèé ðàâíî
ïðèâåä¼ííîé ìàññå µ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ èìïóëüñà ïåðâîé ÷àñòèöû
â ÈÑÎ K0 ìû ïîëó÷èëè:

m1~v1
′ = µ(~v2 − ~v1). (2.5.9)

Äëÿ èìïóëüñà âòîðîé ÷àñòèöû, àíàëîãè÷íî, ïîëó÷àåì:

m2~v2
′ = µ(~v1 − ~v2). (2.5.10)
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Â ðåçóëüòàòå, âûðàæåíèå (2.5.6) ïðèíèìàåò âèä:

Q =
µ2(~v2 − ~v1)2

2m1
+
µ2(~v1 − ~v2)2

2m2
(2.5.11)

è äëÿ ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè Q ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé (ñ
ó÷¼òîì îïðåäåëåíèÿ (2.5.5)) ïîëó÷àåì âûðàæåíèå ÷åðåç âåëè÷èíû, õà-
ðàêòåðèçóþùèå äâèæåíèå ÷àñòèö ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî ëàáîðàòîð-
íîé ÈÑÎ:

Q =
µ(~v2 − ~v1)2

2
. (2.5.12)

Èòàê, ïðè àáñîëþòíî íåóïðóãîì óäàðå ÷àñòü ïîëíîé ìåõàíè-
÷åñêîé ýíåðãèè âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö (ðàâíàÿ Q) ïåðå-
õîäèò (çà âðåìÿ óäàðà) âî âíóòðåííþþ ýíåðãèþ îáðàçóþùåé-
ñÿ ÷àñòèöû. Ïðè÷¼ì âåëè÷èíà Q äëÿ äàííîé ïàðû ÷àñòèö çàâèñèò
òîëüêî îò èõ îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè.

2.5.2 Àáñîëþòíî óïðóãèé óäàð, öåíòðàëüíûé

Ðàññìîòðèì çàìêíóòóþ ñèñòåìó ÷àñòèö îòíîñèòåëüíî äâóõ èíåðöè-
àëüíûõ ñèñòåì îòñ÷¼òà � K è Kc, äâèæóùåéñÿ (îòíîñèòåëüíî K) ñî
ñêîðîñòüþ öåíòðà ìàññ ñèñòåìû ~vc (ðèñ. 2.20).

Ðèñ. 2.20

Áóäåì îïÿòü ñ÷èòàòü, ÷òî â çàäàííîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà â äàí-
íûé ìîìåíò ìîãóò ñòîëêíóòüñÿ íå áîëåå äâóõ ÷àñòèö è áóäåì îáî-
çíà÷àòü ñèìâîëàìè ~v1, ~v2,...~vi � ñêîðîñòè ÷àñòèö äî óäàðà (â ÈÑÎ Kc

� ñî øòðèõîì) è ~u1, ~u2,..., ~ui � ñêîðî-
ñòè ÷àñòèö ïîñëå óäàðà (â ÈÑÎ Kc � ñî
øòðèõîì). Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ÷àñòèö
èç ÈÑÎKc. Çàïèøåì çàêîí ñîõðàíåíèÿ
ýíåðãèè:

m1~v1
′2 +m2~v2

′2 =

= m1~u1
′2 +m2~u2

′2.
(2.5.17)

Óìíîæèì ýòî óðàâíåíèå íà m1

m2
1~v1
′2 +m1m2~v2

′2 =

m2
1~u1
′2 +m1m2~u2

′2.
(2.5.18)

Èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà î÷åâèäíî, ÷òî (m1~v1
′)2 = (m2~v2

′)2 è
(m1~u1

′)2 = (m2~u2
′)2.
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Òîãäà, ïîëó÷àåì

m2
2~v2
′2 +m1m2~v2

′2 = m2
2~u2
′2 +m1m2~u2

′2 (2.5.19)

Îòêóäà ÿñíî, ÷òî

(m2
2 +m1m2)~v2

′2 = (m2
2 +m1m2)~u2

′2 (2.5.20)

Ñëåäîâàòåëüíî, â ÈÑÎ Kc |~v2′| = |~u2′|. Î÷åâèäíî, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
êîëè÷åñòâà ÷àñòèö |~vi′| = |~ui′|. À òàê êàê â ÈÑÎ Kc ñêîðîñòü öåíòðà
ìàññ ðàâíà íóëþ, òî

~vi
′ = −~ui′, (2.5.21)

òî åñòü, ñ òî÷êè çðåíèÿ íàáëþäàòåëÿ â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà
Kc ñêîðîñòè ÷àñòèö â ðåçóëüòàòå ñòîëêíîâåíèÿ èçìåíÿò ñâîé çíàê íà
ïðîòèâîïîëîæíûé, íå ìåíÿÿñü ïðè ýòîì ïî ìîäóëþ. Äëÿ ïåðåõîäà â
ÈÑÎ K âîñïîëüçóåìñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ãàëèëåÿ � ïîëó÷èì:

~ui = 2~vc − ~vi. (2.5.22)

Â ÷àñòíîñòè äëÿ äâóõ ÷àñòèö

~u1 = 2
m1~v1 +m2~v2
m1 +m2

− ~v1; ~u2 = 2
m1~v1 +m2~v2
m1 +m2

− ~v2. (2.5.23)

2.5.3 Àáñîëþòíî óïðóãèé óäàð, íåöåíòðàëüíûé

Íåöåíòðàëüíûé àáñîëþòíî óïðóãèé óäàð ðàññìîòðèì íà ïðèìåðå òî-
÷å÷íûõ ÷àñòèö ðàçíîé ìàññû. Íàéä¼ì ñêîðîñòè ÷àñòèö ïîñëå ñòîëêíî-
âåíèÿ è óãîë ïîä êîòîðûì îíè ðàçëåòàþòñÿ. Âûáåðåì òàêóþ èíåðöè-
àëüíóþ ñèñòåìó îòñ÷¼òà, â êîòîðîé ÷àñòèöà ìàññîé M äî óäàðà ïîêî-
èòñÿ.
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Ðèñ. 2.21.

Çàïèøåì çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà äëÿ ñèñòåìû äâóõ ÷àñòèö â
ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà è ñîîòâåòñòâóþùèé çàêîí ñîõðàíåíèÿ

ýíåðãèè:

m~v = m~v ′ +M~u ′,

m~v 2 = m(~v ′)2 +M(~u ′)2.
(2.5.28)

Ïåðâîå âîçâåä¼ì â êâàäðàò:

m2~v 2 = m2(~v ′)2 +M 2(~u ′)2 + 2mM(~v ′, ~u ′), (2.5.29)

à âòîðîå óìíîæèì íà m:

m2~v 2 = m2(~v ′)2 +mM(~u ′)2. (2.5.30)

Âû÷èòàÿ èõ äðóã èç äðóãà, ïîëó÷èì:

M 2(~u ′)2 + 2mM(~v ′~u ′) = mM(~u ′)2. (2.5.31)

Ðàñïèøåì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è ïåðåãðóïïèðóåì ñëàãàåìûå:

2mv′u′ cosα = (m−M)(~u ′)2. (2.5.32)

Îòêóäà íàõîäèì óãîë, ïîä êîòîðûì ðàçëåòÿòñÿ ÷àñòèöû ðàçíîé ìàññû
ïîñëå íåöåíòðàëüíîãî àáñîëþòíî óïðóãîãî óäàðà

cosα =
u′

2v′

(
1− M

m

)
. (2.5.33)

Íàèáîëåå èíòåðåñåí ýòîò ðåçóëüòàò äëÿ ÷àñòèö îäèíàêîâîé ìàññû: â
ýòîì ñëó÷àå cosα = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, óãîë α=90◦, òî åñòü ÷àñòèöû
îäèíàêîâîé ìàññû ïðè ëþáîì íåöåíòðàëüíîì è àáñîëþòíî óïðóãîì
ñòîëêíîâåíèè ðàçëåòàþòñÿ ïîä ïðÿìûì óãëîì.

2.6 Ãðàâèòàöèîííîå ïîëå

2.6.1 Çàêîí âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ

Ãðàâèòàöèîííûì ïîëåì íàçûâàþò ñèëîâîå ïîëå, â êîòîðîì óñêî-
ðåíèÿ ïðîáíûõ ÷àñòèö çà ñ÷åò ñèë ñî ñòîðîíû ïîëÿ, íå çàâèñÿò îò
ìàññû ÷àñòèö.
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Ãðàâèòàöèîííîå ïîëå îáåñïå÷èâàåò ãðàâèòàöèîííîå âçàèìîäåéñòâèå
â êîòîðîì ó÷àñòâóþò âñå îáúåêòû ìàòåðèàëüíîãî ìèðà.
Çàêîí âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ � çàêîí, îïèñûâàþùèé ãðàâèòà-

öèîííîå âçàèìîäåéñòâèå ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê (ðèñ. 2.22):

~F12 = G
m1m2

|~r2 − ~r1|3
(~r2 − ~r1) (2.6.1)

ãäå G = 6, 673 · 10−8ñì3/ã·ñ2 - ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ, m1 è m2 �
ãðàâèòàöèîííûå ìàññû òåë. Â ñèëó ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèè ïðàâîé ÷à-
ñòè çàêîíà (2.6.1), îí ñïðàâåäëèâ è äëÿ òåë, îáëàäàþùèõ ñîîòâåòñòâó-
þùåé ñèììåòðèåé � â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïëàíåò ñîëíå÷íîé ñèñòåìû, ïðè
ýòîì, åñòåñòâåííî, ðàäèóñ-âåêòîðà ~r1 è ~r2 ÿâëÿþòñÿ ðàäèóñ-âåêòîðàìè
öåíòðîâ ìàññ òåë.

Ðèñ. 2.22. Ðèñ. 2.23.

2.6.2 Ïðèíöèï ýêâèâàëåíòíîñòè

Ðàññìîòðèì ãðàâèòàöèîííîå âçàèìîäåéñòâèå òî÷å÷íîãî òåëà ñ Çåìëåé.
Ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà òåëî ñî ñòîðîíû Çåìëè � ñèëà òÿæåñòè (ðèñ.
2.23)

~FÒ = −GMm

|~r|3
~r ⇒ FÒ = −G Mm

(R +H)2
(2.6.2)

ãäå R = 6, 371 · 108 ñì � ðàäèóñ Çåìëè, H � âûñîòà òåëà íàä ïîâåðõ-
íîñòüþ Çåìëè, M = 5, 977 · 1027 ã � ìàññà Çåìëè.

Ïî âòîðîìó çàêîíó Íüþòîíà, ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè òåëî
ïðèîáðåòàåò óñêîðåíèå, âåëè÷èíà êîòîðîãî ðàâíà

ag =
FÒ
mè

= G
M

(R +H)2
m

mè
= g

m

mè
(2.6.3)
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ãäå mè � èíåðòíàÿ ìàññà òåëà è g � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ.
Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî âòîðîìó çàêîíó Íüþòîíà, óñêîðåíèå ñèëû
òÿæåñòè ag è óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g íå ñîâïàäàþò:

ag 6= g. (2.6.4)

Îäíàêî, èçìåðåíèå ãðàâèòàöèîííîé m è èíåðòíîé mè ìàññ ðàçëè÷-
íûõ òåë ïîêàçàëè, ÷òî îíè ÷èñëåííî ñîâïàäàþò ñ áîëüøîé òî÷íîñòüþ
� îòíîñèòåëüíàÿ îøèáêà íå ïðåâûøàåò 10−13. Íà ýòîì îñíîâàíèè áûë
ñôîðìóëèðîâàí ïðèíöèï ýêâèâàëåíòíîñòè, êîòîðûé óòâåðæäàåò,
÷òî

ãðàâèòàöèîííàÿ è èíåðòíàÿ ìàññû òåëà
÷èñëåííî âñåãäà ñîâïàäàþò.

Òàêèì îáðàçîì:

ag = G
M

(R +H)2
≡ g. (2.6.5)

Ñëåäîâàòåëüíî, âåëè÷èíà óñêîðåíèÿ ñèëû òÿæåñòè ag è âåëè÷èíà óñêî-
ðåíèÿ ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g ñîâïàäàþò, åñëè âûïîëíÿåòñÿ ïðèíöèï
ýêâèâàëåíòíîñòè.

2.6.3 Ïîòåíöèàëüíîñòü ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ

Ðàññìîòðèì ãðàâèòàöèîííîå âçàèìîäåéñòâèå äâóõ òî÷å÷íûõ òåë ìàñ-
ñàìè m1 è m2. Äëÿ òîãî, ÷òîáû óáåäèòüñÿ, ÷òî ãðàâèòàöèîííîå ïîëå
òî÷å÷íîãî òåëà ìàññîé m1 ïîòåíöèàëüíî, íóæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ñó-
ùåñòâóåò òàêàÿ ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ Φ12(~r), ãðàäèåíò (grad) êîòîðîé
ðàâåí ñèëå ãðàâèòàöèîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ýòîãî òåëà c ëþáûì äðó-
ãèì òî÷å÷íûì òåëîì ìàññîé m2, ò.å. âû÷èñëèòü ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ
îïåðàòîðà ~∇ íà ôóíêöèþ Φ12(~r).

Äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ Φ~12(r) äîëæíà èìåòü âèä:

Φ12(~r) = G
m1m2

|~r |
. (2.6.6)

Äëÿ ýòîãî íóæíî âñïîìíèòü îïðåäåëåíèå îïåðàòîðà ~∇:

~∇ =

(
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)
(2.6.7)
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è ìîäóëÿ ðàäèóñ-âåêòîðà: |~r| = (x2 + y2 + z2)1/2, âû÷èñëèòü ïðîèçâîä-
íûå è ñîáðàòü èõ â îäíî âûðàæåíèå.

Îäíàêî, â öåëÿõ óïðîùåíèÿ ïðåäñòîÿùèõ è äàëüíåéøèõ âû÷èñëå-
íèé, âîñïîëüçóåìñÿ ïðàâèëàìè äåéñòâèÿ îïåðàòîðà ~∇:(

~a ~∇
)

Φ = ~a
(
~∇Φ
)
, ~∇|~r |n = n|~r |n−2~r, ~∇ (~a~r) = a. (2.6.8)

Òîãäà, ñ ïîìîùüþ âòîðîé ôîðìóëû èç (2.6.8) ïîëó÷àåì

~∇Φ12(~r) = Gm1m2
~∇|~r|(−1) = −Gm1m2

|~r|3
~r. (2.6.9)

Ñðàâíèâ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ñ çàêîíîì âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ (2.6.1),
âèäèì ÷òî

F12 = −~∇Φ12(~r). (2.6.10)

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî ñèëà ãðàâèòàöèîííîãî âçàèìîäåé-
ñòâèÿ äâóõ òî÷å÷íûõ òåë ìàññàìè m1 è m2 îïðåäåëÿåòñÿ ãðàäèåíòîì
ñêàëÿðíîé ôóíêöèè Φ12(~r) � ïîòåíöèàëüíîé ôóíêöèè ãðàâèòàöèîííî-
ãî âçàèìîäåéñòâèÿ ýòèõ òåë. Ñëåäîâàòåëüíî, ãðàâèòàöèîííîå ïîëå
� ïîòåíöèàëüíî.

2.7 Äâèæåíèå â öåíòðàëüíîì ïîëå

Öåíòðàëüíûì ïîëåì íàçûâàþò ïîòåíöèàëüíîå ïîëå, ïîòåíöèàëü-
íàÿ ôóíêöèÿ êîòîðîãî çàâèñèò òîëüêî îò ìîäóëÿ ðàäèóñ-âåêòîðà, ò.å.
îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ðàññòîÿíèåì îò îäíîé çàäàííîé òî÷êè ïîëÿ, íà-
çûâàåìîé ñèëîâûì öåíòðîì.

Òàêèì îáðàçîì, ïîòåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ öåíòðàëüíîãî ïîëÿ äîëæ-
íà èìåòü âèä:

Φc(~r) = U(|~r|). (2.7.1)

Ñîîòâåòñòâåííî, ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà ïðîáíóþ ÷àñòèöó â öåíòðàëü-
íîì ïîëå

~Fc = −∇U(|~r|) = −∂U(|~r |)
∂~r

= −dU(|~r |)
d|~r |

~r

|~r |
(2.7.2)

âñåãäà íàïðàâëåíà ïðîòèâ ðàäèóñ-âåêòîðà ~r, òå åñòü ê ñèëîâîìó öåí-
òðó. Ñëåäîâàòåëüíî ìîìåíò ñèëû, äåéñòâóþùåé íà ÷àñòèöó â öåí-
òðàëüíîì ïîëå

~Mc = [~r, ~Fc] = −dU(|~r |)
d|~r |

1

|~r |
[~r, ~r ] ≡ 0 (2.7.3)
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ðàâåí íóëþ. Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ïî îñíîâíîìó çàêîíó äèíàìèêè âðà-
ùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ:

~Mc =
dLc
dt
≡ 0 (2.7.4)

ìîìåíò ñèë ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ, äåéñòâóþùåãî íà ïðîáíóþ ÷àñòèöó,
ðàâåí íóëþ, à ñëåäîâàòåëüíî ìîìåíò èìïóëüñà ÷àñòèöû â öåíòðàëüíîì
ïîëå ñîõðàíÿåòñÿ:

~Lc = m[~r,~vc] = const. (2.7.5)

Íàéä¼ì òåïåðü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ìîìåíòà èìïóëüñà ~Lc íà ðàäèóñ-
âåêòîð:

~Lc ~r = m~r [~r,~v] = m~v [~r, ~r] ≡ 0 ⇒ ~Lc ⊥ ~r
(çäåñü â ïðåäïîñëåäíåì äåéñòâèè ìû ñäåëàëè öèêëè÷åñêóþ ïåðåñòà-
íîâêó âåêòîðîâ â ñìåøàííîì ïðîèçâåäåíèè ~r [~r,~v]). Èç ðàâåíñòâà íóëþ
ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ~Lc ~r ñëåäóåò, ÷òî âåêòîðû ~Lc è ~r ïðè ëþáîì
äâèæåíèè â öåíòðàëüíîì ïîëå îñòàþòñÿ âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûìè.
Ñëåäîâàòåëüíî, ðàäèóñ-âåêòîð ~r âñå âðåìÿ îñòà¼òñÿ â îäíîé ïëîñêîñòè,
ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê âåêòîpó ~L, òî åñòü òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû
â öåíòðàëüíîì ïîëå ëåæèò ïîëíîñòüþ â îäíîé ïëîñêîñòè.

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ~Lc ~r ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

Lxx+ Lyy + Lzz = 0. (2.7.6)

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå åñòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
íà÷àëî êîîðäèíàò è èìåííî â ýòîé ïëîñêîñòè äâèæåòñÿ ÷àñòèöà.

Ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî äâèæåíèå ïðîáíîé ÷àñòèöû â öåíòðàëü-
íîì ïîëå. Âûáåðåì èíåðöàëüíóþ ñèñòåìó îòñ÷¼òà ñ íà÷àëîì â ñèëîâîì
öåíòðå O. Èç âûðàæåíèÿ äëÿ ïîëíîé ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè ÷àñòèöû
íåñëîæíî íàéòè ñâÿçü ìåæäó d|~r | è dt.

Â ïðàãðàôå 1.2 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ëþáîå äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé
òî÷êè ìîæíî ðàçëîæèòü íà äâà äâèæåíèÿ: ïðÿìîëèíåéíîå � âäîëü
ðàäèóñ-âåêòîðà (ñî ñêîðîñòüþ ~vr) è âðàùàòåëüíîå � îòíîñèòåëüíî íà-
÷àëà ñèñòåìû îòñ÷¼òà (ñî ñêîðîñòüþ ~vn). Òîãäà çàïèøåì ïîëíóþ ìåõà-
íè÷åñêóþ ýíåðãèþ ÷àñòèöû â öåíòðàëüíîì ïîëå êàê ñóììó å¼ ïîòåí-
öèàëüíîé ýíåðãèè U(|~r|) è êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè: êèíåòè÷åñêîé ýíåð-
ãèè ïðÿìîëèíåéíîãî äâèæåíèÿ âäîëü ðàäèóñ-âåêòîðà è êèíåòè÷åñêîé
ýíåðãèè âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñèëîâîãî öåíòðà:

E =

(
mv2r

2
+
Jω2

2

)
+ U(|~r|). (2.7.7)
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Ïåðåïèøåì ýòî âûðàæåíèå èñïëüçóÿ îïðåäåëåíèÿ (1.2.3) è (2.3.16):

E =
m

2

(
d|~r |
dt

)2

+
L2

2J
+U(|~r|) =

m

2

(
d|~r |
dt

)2

+
L2

2m|~r |2
+U(|~r|) (2.7.8)

è âûðàçèì îòñþäà ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè îò ìîäóëÿ ðàäèóñ-âåêòîðà:(
d|~r |
dt

)2

=
2

m
(E − U(|~r|))− L2

m2|~r |2
. (2.7.9)

Òîãäà

dt = d|~r |
(

2

m
(E − U(|~r|))− L2

m2|~r |2

)1/2

. (2.7.10)

Èíòåãðèðóÿ ýòî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, ìîæíî íàéòè ïðîèìå-
æóòîê âðåìåíè, çà êîòîðûé ÷àñòèöà â öåíòðàëüíîì ïîëå ïåðåìåñòèòñÿ
èç îäíîé òî÷êè òðàåêòîðèè â ëþáóþ äðóãóþ.

Ïî îïðåäåëåíèþ ìîìåíòà èìïóëüñà ÷àñòèöû L = Jω = mr2dφ/dt,
ñëåäîâàòåëüíî:

dφ =
L

mr2
dt (2.7.11)

Ïîäñòàâèâ ñþäà âûðàæåíèå äëÿ dt èç (2.7.10) íàéä¼ì:

dφ =
L

mr2
d|~r |

(
2

m
(E − U(|~r|))− L2

m2|~r |2

)1/2

. (2.7.12)

Ýòî åñòü äèôôåðíöèàëüíîå óðàâíåíèå òðàåêòîðèè ÷àñòèöû â ïîëÿp-
íûõ êîîpäèíàòàõ. Èíòåãðèðóÿ ýòî óðàâíåíèå ìîæíî íàéòè ÿâíûé âèä
òðàåêòîðèè, òî åñòü çàâèñèìîñòü φ = φ(~r).

2.7.1 Çàäà÷à Êåïëåðà

Çàäà÷åé Êåïëåðà íàçûâàþò çàäà÷ó îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû â öåí-
òðàëüíîì ïîëå, ïîòåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ êîòîðîãî èìååò âèä

U(|~r |) =
α

|~r |
(2.7.13)

Äëÿ çàäà÷è Êåïëåðà â òåõ òî÷êàõ, ãäå ñêîðîñòü ~vr = 0 (òî÷êè ïîâîðî-
òà) ïîëíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ÷àñòèöû ðàâíà:

E =
L2

2m|~r |2
− α

|~r |
. (2.7.14)
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Ýòî âûðàæåíèå ïðèâîäèò ê êâàäðàòíîìó óðàâíåíèþ íà |~r |:

|~r |2 + 2a|~r | − b2 = 0, (2.7.15)

ãäå îáîçíà÷åíî:

a =
α

2E
, b =

L√
2mE

(2.7.16)

Êîðíè ýòîãî óðàâíåíèÿ:

|~r |1,2 = −a
(

1±
√

1 + (b/a)2
)

(2.7.17)

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ: ïàðàìåòð α < 0 (îòòàëêèâàþùèé öåíòð) è
α > 0 (ïðèòÿãèâàþùèé öåíòð).

Â ïåðâîì ñëó÷àå (α < 0), åñ-
ëè ïîëíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ

Âî âòîðîì ñëó÷àå (α > 0) ïðè-
òÿãèâàþùåãî öåíòðà åñëè ïîëíàÿ

E > 0 òî ïàðàìåòðû a < 0, b > 0 ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ E > 0 òî
è b ∈ Re. Âîçìîæåí òîëüêî îäèí ïàðàìåòðû a > 0, b > 0 è b ∈ Re.
êîðåíü:

|~r |1 = |a|
(

1 +
√

1 + (b/a)2
) Âîçìîæåí òîëüêî îäèí êîðåíü:

|~r |1 = a
(
−1 +

√
1 + (b/a)2

)
Åñëè ïîëíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ

ýíåðãèÿ ìåíüøå íóëÿ: E > 0 òî è äâèæåíèå èíôèíèòíî.

ïàðàìåòðû a > 0 è b ∈ Im. Ïî-
Åñëè ïîëíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ

ýíåðãèÿ ìåíüøå íóëÿ: E < 0 òî
ëîæèòåëüíûõ êîðíåé íåò. ïàðàìåòðû a < 0 è b ∈ Im. Ñó-

Èòàê, äëÿ îòòàëêèâàþùåãî
öåíòðà ýíåðãèÿ òîëüêî ïîëîæè-

ùåñòâóþò äâà êîðíÿ:

|~r |1,2 = −a
(

1±
√

1− (b/a)2
)

òåëüíà E > 0 è äâèæåíèå èí-
è äâèæåíèå íîñèò ôèíèòíûé
õàðàêòåð.

ôèíèòíî.
Ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî çàäà÷ó Êåïëåðà äëÿ ïðèòÿãèâàþùåãî

ñèëîâîãî öåíòðà.
Ñ îáîçíà÷åíèÿìè (2.7.16) óðàâíåíèå (2.7.12) ïðèìåò âèä:

dφ =
b

r2
dr

(
1 +

2a

r
− b2

r2

)1/2

. (2.7.18)

Èíòåãðèðóÿ ýòî óðàâíåíèå ïîëó÷èì:

cosφ =

(
b2

ra
− 1

)(
1 +

b2

a2

)−1/2
(2.7.19)
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è ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé:

1 + e cosφ = p (2.7.20)

ãäå îáîçíà÷åíî e =
√

1 + (b/a)2 � ýêñöåíòðèñèòåò è p = b2/ra �
ïàðàìåòð (îðáèòû). Âûðàæåíèå (2.7.20) åñòü óðàâíåíèå êîíè÷åñêîãî
ñå÷åíèÿ (ñ ôîêóñîì â íà÷àëå êîîðäèíàò) â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ.

Òàêèì îáðàçîì, äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â ÖÏ ñ ïðèòÿãèâà-
þùèì öåíòðîì âîçìîæíî ïî òðåì òèïàì òðàåêòîðèé:

1. ãèïåðáîëà (E > 0, e > 1);

2. ïàðàáîëà (E = 0, e = 1);

3. ýëëèïñ (E < 0, e < 1).

Äëÿ ýëëèïñà âåëè÷èíû a è b � ýòî áîëüøàÿ è ìàëàÿ ïîëóîñè ýëëèïñà.

2.7.2 Çàêîíû Êåïëåðà

Çàêîíàìè Êåïëåðà íàçûâàþò ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷è Êåïëåðà äëÿ
÷àñòèöû, äâèæóùåéñÿ â ÖÏ ñ ïðèòÿãèâàþùèì ñèëîâûì öåíòðîì �
íàïðèìåð � çàêîíû äâèæåíèÿ ïëàíåò.

Ïåðâûé Çàêîí Êåïëåðà

Ïî îïðåäåëåíèþ, çàêîíû Êåïëåðà ñîîòâåòñòâóþò çàäà÷å Êåïëåðà ñ ïà-
ðàìåòðàìè α > 0 è E < 0. Ñëåäîâàòåëüíî:

åäèíñòâåííîé çàìêíóòîé òðàåêòîðèåé
òî÷å÷íîé ÷àñòèöû â öåíòðàëüíîì ïîëå

ñ ïðèòÿãèâàþùèì öåíòðîì
ÿâëÿåòñÿ ýëëèïñ

(ñ ñèëîâûì öåíòðîì â ôîêóñå).

Âòîðîé çàêîí Êåïëåðà

Ðàññìîòðèì ÷àñòèöó äâèæóùóþñÿ â öåíòðàëüíîì ïîëå ïî çàìêíóòîé
òðàåêòîðèè. Êàê ìû óæå äîêàçàëè, ïðè äâèæåíèè â öåíòðàëüíîì ïîëå
ìîìåíò èìïóëüñà ÷àñòèöû ñîõðàíÿåòñÿ ~L = const (2.7.5). Ñ äðóãîé
ñòîðîíû

L = Jω = mr2ω = mr2
dϕ

dt
= m

r(rdϕ)

dt
, (2.7.21)
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çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü îïðåäåëåíèåì ìîìåíòà èíåðöèè ìàòåðèàëü-
íîé òî÷êè (2.3.14) è óãëîâîé ñêîðîñòè (1.2.6). Ïëîùàäü ñåêòîðà ýëëèï-
ñà ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ïî ôîðìóëå: dS = r2dϕ/2 (ñì. ðèñ. 2.24),
òîãäà:

L = 2m
dS

dt
= const. (2.7.22)

Íà ðèñóíêå 2.24 ïîêàçàíà çàìêíóòàÿ òðàåêòîðèÿ òî÷å÷íîé ÷àñòèöû â
öåíòðàëüíîì ïîëå. Â îäíîì èç ôîêóñîâ íàõîäèòñÿ ñèëîâîé öåíòð. Çà-
øòðèõîâàííàÿ îáëàñòü � ïëîùàäü dS ýëåìåíòàðíîãî ñåêòîðà, îáðàçî-
âàííîãî äâóìÿ áåñêîíå÷íî áëèçêèìè ðàäèóñ-âåêòîðàìè ~r(t) è ~r(t+dt)
è ýëåìåíòîì äóãè òðàåêòîðèè.

Ðèñ. 2.24.

Òàêèì îáðàçîì, èç (2.7.21) ïîëó÷àåì:

dS

dt
= const. (2.7.23)

Ïðîèçâîäíóþ dS/dt íàçûâàþò ñåêòîðèàëüíîé ñêîðîñòüþ. Âûðàæåíèå
(2.7.23) íàçûâàþò âòîðûì çàêîíîì Êåïëåðà � ïðè äâèæåíèè â öåí-
òðàëüíîì ïîëå ïî ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòå ñåêòîðèàëüíàÿ ñêîðîñòü
îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé. Èëè:

Çà ðàâíûå ïðîìåæóòêè âðåìåíè
ðàäèóñ-âåêòîð ÷àñòèöû

äâèæóùåéñÿ ïî ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòå
â öåíòðàëüíîì ïîëå

îïèñûâàåò ðàâíûå ïëîùàäè.

Òðåòèé çàêîí Êåïëåðà

Ïî âòîðîìó çàêîíó Êåïëåðà

2m
dS

dt
= L = const. (2.7.24)



72 ÃËÀÂÀ 2. ÄÈÍÀÌÈÊÀ

Òîãäà äëÿ ïåðèîäà îáðàùåíèÿ òî÷å÷íîé ÷àñòèöû äâèæóùåéñÿ ïî ýë-
ëèïòè÷åñêîé îðáèòå â öåíòðàëüíîì ïîëå ïîëó÷èì:

T =
2mS

L
. (2.7.25)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïëîùàäü ýëëèïñà S = πab èç âûðàæåíèÿ (2.7.25) ñ
ó÷¼òîì îáîçíà÷åíèé 2.7.16 ìîæåì íàïèñàòü

2mπab = TL = Tb
√

2mE = Tb

√
2m

α

2a
. (2.7.26)

Îòêóäà, ïîñëå óïðîùåíèÿ íàõîäèì ïåðèîä T :

T = 2πa3/2
√
m

α
. (2.7.27)

Âîçâåä¼ì ýòî âûðàæåíèå â êâàäðàò è íàéä¼ì îòíîøåíèå ïåðèîäîâ äëÿ
äâóõ òðàåêòîðèé (ñ ðàçëè÷íûìè a � áîëüøèìè ïîëóîñÿìè ýëëèïñîâ).
Ïîëó÷èì òðåòèé çàêîí (ñì ðèñ. 2.25) Êåïëåðà:

T 2
1

T 2
2

=
a31
a32
. (2.7.28)

Êâàäðàòû ïåðèîäîâ îáðàùåíèÿ òî÷å÷íûõ ÷àñòèö
â ãðàâèòàöèîííîì ïîëå îòíîñÿòñÿ

êàê êóáû áîëüøèõ ïîëóîñåé èõ îðáèò.

Ðèñ. 2.25

2.8 Íåèíåðöèàëüíûå ñèñòåìû îòñ÷åòà

Èçó÷åíèå äèíàìèêè ìû íà÷àëè ñ çàêîíîâ Íüþòîíà è óñòàíîâèëè, ÷òî
çàêîí Íüþòîíà (2.1.1) âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî äëÿ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåì
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îòñ÷¼òà. Íî, âñå ðåàëüíûå ñèñòåìû îòñ÷¼òà ÿâëÿþòñÿ èíåðöèàëüíûìè
òîëüêî ïðèáëèæ¼ííî. Â ÷àñòíîñòè � ñèñòåìà îòñ÷¼òà, ñâÿçàííàÿ ñ ëþ-
áîé òî÷êîé ïîâåðõíîñòè Çåìëè (êðîìå ïîëþñîâ) ÿâëÿåòñÿ íåèíåðöè-
àëüíîé. Ïðè÷èíà � ñóòî÷íîå âðàùåíèå Çåìëè. Ñîîòâåòñòâåííî, ÷åì
ìåíüøå ñêîðîñòü vr = ωR (ãäå ω � óãëîâàÿ ñêîðîñòü ñóòî÷íîãî âðàùå-
íèÿ) âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ äàííîé òî÷êè ïîâåðõíîñòè Çåìëè, òåì
ñ áîëüøåé òî÷íîñòüþ ýòà òî÷êà ìîæåò ìîäåëèðîâàòü èíåðöèàëüíóþ
ñèñòåìó îòñ÷¼òà.

Ðèñ. 2.26

Åñòåñòâåííî, âîçíèêàåò âîïðîñ: êàê çàïèñàòü çàêîí äèíàìèêè äëÿ
÷àñòèöû â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòå-
ìå îòñ÷¼òà K', äâèæóùåéñÿ îòíî-
ñèòåëüíî íåêîòîðîé èíåðöèàëü-
íîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà K ñ èçâåñò-
íûì óñêîðåíèåì a0?

Ðàññìîòðèì äâèæåíèå íåêîòî-
ðîé ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ìàññîé
m ïî òðàåêòîðèè L èç äâóõ ñè-
ñòåì îòñ÷¼òà � èíåðöèàëüíîé K
è íåèíåðöèàëüíîé K ′. Âåëè÷èíó
è íàïðàâëåíèå óñêîðåíèÿ ~a0 íåè-

íåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà K ′ âûáåðåì ðàâíûì óñêîðåíèþ ~a0 ÷à-
ñòèöû (îòíîñèòåëüíî èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà K).

×àñòèöà äâèæåòñÿ â ïîëå ðåàëüíûõ ñèë FiR, äåéñòâóþùèõ íà ÷à-
ñòèöó. Òîãäà çàêîí äèíàìèêè â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà K çà-
ïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

n∑
i=1

~FiR = ~a0, (2.8.1)

Â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà K ′ óñêîðåíèå ÷àñòèöû ðàâíî íóëþ
è çàêîí äèíàìèêè äîëæåí èìåòü âèä

n+1∑
i=1

~Fi = 0. (2.8.2)

×èñëî ÷àñòèö ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû è, ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî ðåàëü-
íûõ âíåøíèõ ñèë ðàâíî n. Èíäåêñ n+1 â ñóììå îçíà÷àåò, ÷òî â íåèíåð-
öèàëüíîé ñèñòåìå íóæíà åùå îäíà ñèëà, êîòîðàÿ óðàâíîâåñèò âñå ðå-
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àëüíûå ñèëû. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå

~Fu = −m~a0. (2.8.3)

Âåëè÷èíó ~Fu ðàññìàòðèâàþò, êàê äîïîëíèòåëüíóþ (ôèêòèâíóþ) ñè-
ëó, âîçíèêàþùóþ â íåèíåðöèëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà è íàçûâàþò ¾ñè-
ëîé¿ èíåðöèè. Òîãäà çàêîí äèíàìèêè äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè
â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà K ′ ïðèìåò âèä:

n∑
i=1

~Fi + ~Fu = 0. (2.8.4)

2.8.1 Ñèëà òÿæåñòè è âåñ òåëà

Ðèñ. 2.27

Ðàññìîòðèì íåáîëüøîå òåëî (ðèñóíîê 2.27), ïîäâåøåííîå íà íåêî-
òîðîé (íåáîëüøîé) âûñîòå H îò ïî-
âåðõíîñòè Çåìëè. Çåìëÿ âðàùàåòñÿ
(ñóòî÷íîå âðàùåíèå) � âìåñòå ñ íåé
â ýòîì âðàùåíèè ó÷àñòâóþò âñå òå-
ëà íà Çåìëå. Çà ñ÷¼ò ãðàâèòàöèîííî-
ãî âçàèìîäåéñòâèÿ òåëà ñ Çåìë¼é íà
òåëî äåéñòâóåò ñèëà òÿæåñòè. Â èíåð-
öèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà K, ñâÿçàí-
íîé ñ öåíòðîì Çåìëè, çàêîí äèíàìè-
êè äëÿ íàøåé ÷àñòèöû èìååò âèä

~FÒ + ~T = m~aö, (2.8.7)

ãäå ~T � ñèëà ðåàêöèè íèòè, ~aö � öåíòðîñòðåìèòåëüíîå óñêîðåíèå.
Ïîâåðõíîñòü Çåìëè ÿâëÿåòñÿ íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìîé îòñ÷¼òà, âðà-

ùàþùåéñÿ ñ óñêîðåíèåì ~aö � ñîîòâåòñòâåííî, çàêîí äèíàìèêè äëÿ
íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà, ñâÿçàííîé ñ ïîâåðõíîñòüþ Çåìëè
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

~FÒ + ~T + ~Föè = 0, (2.8.8)

ãäå ~Föè = −m~aö � öåíòðîáåæíàÿ ñèëà èíåðöèè.

Âåñîì òåëà íàçûâàþò ñèëó,
äåéñòâóþùóþ íà ãîðèçîíòàëüíóþ îïîðó

èëè âåðòèêàëüíûé ïîäâåñ.
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Ñëåäîâàòåëüíî âåñ P òåëà ìàññîé m

|~P | = | − ~N |. (2.8.9)

Ïðè çàïèñè ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ìû ó÷ëè, ÷òî âåñ òåëà ~P è ñèëà ðåàêöèè
íèòè ~T ÿâëÿþòñÿ ñèëàìè, ñâÿçàííûìè ïî òðåòüåìó çàêîíó Íüþòîíà
è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ìîãóò áûòü ñâåäåíû â îäíó òî÷êó ïðîñòðàíñòâà.
Êàê (ìàòåìàòè÷åñêîå) ñëåäñòâèå, ýòè ñèëû íå ìîãóò áûòü çàïèñàíû
â îäíîì âåêòîðíîì óðàâíåíèè (ñì. ïàðàãðàô 2.1.1, ïóíêò: ¾Òðåòèé
çàêîí Íüþòîíà¿).

Òîãäà, ó÷èòûâàÿ ÷òî ~aö = ~ρω2, ãäå ρ � ðàäèóñ îêðóæíîñòè, ïî êî-
òîðîé äâèæåòñÿ ÷àñòèöà âìåñòå ñ Çåìëåé, ïîëó÷èì

|~P | = |m~g +m~ρω2|. (2.8.10)

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå
~gR = ~g + ~ρω2. (2.8.11)

Òàêèì îáðàçîì âåñ òåëà ìàññîé m

P = mgR, (2.8.12)

ãäå gR � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ íà øèðîòå, íà êîòîðîé ðàñïî-
ëîæåíà ÷àñòèöà.
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3.1 Êèíåìàòèêà ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëü-
íîñòè (ÑÒÎ)

3.1.1 Ââåäåíèå

Ñïåöèàëüíàÿ òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè (ÑÒÎ) ýòî ìåõàíèêà, ó÷èòûâà-
þùàÿ îñîáåííîñòè ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè äëÿ îáúåêòîâ, äâèæóùèõñÿ
ñ î÷åíü áîëüøèìè ñêîðîñòÿìè îòíîñèòåëüíî íàáëþäàòåëÿ � ðåëÿòè-
âèñòñêàÿ ìåõàíèêà.

Èñòîðè÷åñêè, îñíîâîé ÑÒÎ ÿâëÿþòñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà. Ïåð-
âûå ðåçóëüòàòû ñâÿçàííûå ñ ïðåîáðàçîâàíèÿìè áûëè ïîëó÷åíû Ëî-
ðåíöåì (Hendrik Antoon Lorentz) â 1885 ãîäó è Â. Ôîéãòîì (Woldemar
Voigt) â 1887 ãîäó. Â 1904 ãîäó âûøëà ðàáîòà Ëîðåíöà, ãäå åãî ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ âïåðâûå áûëè ñôîðìóëèðîâàíû êàê ñàìîñòîÿòåëüíûé íàó÷-
íûé ðåçóëüòàò. Çàòåì, â èþíå 1905 ãîäà ôðàíöóçñêèé ìàòåìåòèê Ïóàí-
êàðå (Henri Poincar�e) äàë íîâóþ ôîðìó ïðåîáðàçîâàíèÿì, ïðåäëîæåí-
íûì Ëîðåíöåì (èìåííî Ïóàíêàðå äàë èì èìÿ Ëîðåíöà), è óñòàíîâèë
èõ ãðóïïîâóþ1 ïðèðîäó. Â ñèëó ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé ñêîðîñòü ñâåòà
ïîñòîÿííà è óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà èíâàðèàíòíû è ýòèì óäîâëåòâîðÿ-
åòñÿ ïðèíöèï îòíîñèòåëüíîñòè (ïðèíöèï îòíîñèòåëüíîñòè Ïóàíêàðå):

¾çàêîíû ôèçèêè äîëæíû áûòü îäèíàêîâûìè, êàê äëÿ íåïîäâèæíî-
ãî íàáëþäàòåëÿ, òàê è äëÿ íàáëþäàòåëÿ, âîâëå÷åííîãî â ðàâíîìåðíîå

1Ãðóïïà Ëîðåíöà ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî, ñî-
õðàíÿþùèõ íà÷àëî êîîðäèíàò. Ãðóïïà âñåõ ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà, âêëþ÷àÿ è ïàðàëëåëüíûé
ïåðåíîñ íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé Ïóàíêàðå
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äâèæåíèå, òàê, ÷òî ìû íå èìååì è íå ìîæåì èìåòü íèêàêîãî ñïîñîáà
óçíàòü íàõîäèìñÿ ëè ìû èëè íåò â ïîäîáíîì äâèæåíèè¿.

Â êîíöå ñåíòÿáðÿ 1905 ãîäà âûøëà ðàáîòà Ýéíøòåéíà (Albert Ein-
stein), â êîòîðîé áûë ñôîðìóëèðîâàí òîò æå ïðèíöèï îòíîñèòåëüíîñòè
è ïîëó÷åíû ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà.

Ãëàâíîå îòëè÷èå ðàáîòû Ýéíøòåéíà çàêëþ÷àëîñü â òîì, ÷òî íîâûé
ïðèíöèï îòíîñèòåëüíîñòè è ïîñòîÿíñòâî ñêîðîñòè ñâåòà âî âñåõ ÈÑÎ
áûëè èñõîäíûìè ïîñòóëàòàìè, à ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà ëèøü ñëåä-
ñòâèåì ýòîèõ ïîñòóëàòîâ. Â ðàáîòàõ Ïóàíêàðå âñå ðåçóëüòàòû áûëè
ïîëó÷åíû, êàê ñëåäñòâèå ñâîéñòâ ýôèðà (îñîáîé ôèçè÷åñêîé ñóáñòàí-
öèè â êîòîðîé äâèæóòñÿ âñå íàáëþäàåìûå ôèçè÷åñêèå îáúåêòû).

Òàêèì îáðàçîì, Ýéíøòåéí âïåðâûå âûäâèíóë èäåþ î òîì, ÷òî íå-
îáû÷íûé (ñ òî÷êè çðåíèÿ ìåõàíèêè Íüþòîíà) âèä ïðåîáðàçîâàíèé Ëî-
ðåíöà - ýòî ñâîéñòâî ñàìîãî ïðîñòðàíñòâà (à íå ñëåäñòâèå ñâîéñòâ íåíà-
áëþäàåìîãî ýôèðà).

3.1.2 Ïðèíöèï îòíîñèòåëüíîñòè

Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ïðèíöèï îòíîñèòåëüíîñòè ñôîðìóëèðîâàí
Ãàëèëåî Ãàëèëååì è ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ:

- âñå çàêîíû ìåõàíèêè íå çàâèñÿò îò âûáîðà èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû
îòñ÷åòà (ÈÑÎ), òî åñòü èíâàðèàíòíû ïî îòíîøåíèþ ê âûáîðó
ÈÑÎ.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íèêàêèìè (ìåõàíè÷åñêèìè) îïûòàìè âíóòðè ÈÑÎ
íåâîçìîæíî îïðåäåëèòü äâèæåòñÿ ëè äàííàÿ ñèñòåìà, èëè íàõîäèòñÿ
â ïîêîå.

Ýéíøòåéí è Ïóàíêàðå îáîáùèëè êëàññè÷åñêèé ïðèíöèï îòíîñè-
òåëüíîñòè Ãàëèëåÿ íà âñå ÿâëåíèÿ (è, ñîîòâåòñòâåííî, çàêîíû) Ïðè-
ðîäû.Ïðèíöèï îòíîñèòåëüíîñòè Ýéíøòåéíà - Ïóàíêàðå ìîæíî
ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

- âñå çàêîíû Ïðèðîäû íå çàâèñÿò îò âûáîðà èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû
îòñ÷åòà (ÈÑÎ), òî åñòü èíâàðèàíòíû ïî îòíîøåíèþ ê âûáîðó
ÈÑÎ.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íèêàêèìè îïûòàìè âíóòðè ÈÑÎ íåâîçìîæíî
îïðåäåëèòü äâèæåòñÿ ëè äàííàÿ ñèñòåìà, èëè íàõîäèòñÿ â ïîêîå.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèíöèï îòíîñèòåëüíîñòè (êàê êëàññè÷åñêèé, òàê
è ðåëÿòèâèñòñêèé) óòâåðæäàåò ðàâíîïðàâèå âñåõ ÈÑÎ.

3.1.3 Èñõîäíûå ïîñòóëàòû ÑÒÎ

Îñíîâíûì ïîñòóëàòîì êëàññè÷åñêîãî (ò.å. ãàëèëååâñêîãî) ïðèíöèïà
îòíîñèòåëüíîñòè, îáåñïå÷èâàþùåãî ðàâíîïðàâèå ÈÑÎ â êëàññè÷åñêîé
ìåõàíèêå, ÿâëÿåòñÿ ïîñòóëàò Ãàëèëåÿ, óòâåðæäàþùèé, ÷òî âðåìÿ âî
âñåõ ÈÑÎ òå÷åò îäèíàêîâî (ò.å. âðåìÿ àáñîëþòíî).

Êàêèå æå èçìåíåíèÿ âíåñëè Ýéíøòåéí è Ïóàíêàðå â êëàññè÷åñêèå
ïðåäñòàâëåíèÿ îá ÈÑÎ?

1. Âàæíåéøåå îòëè÷èå ïðèíöèïà îòíîñèòåëüíîñòè Ýéíøòåéíà - Ïó-
àíêàðå îò êëàññè÷åñêîãî ïðèíöèïà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îíè îò-
êàçàëèñü îò àáñîëþòíîñòè âðåìåíè ïî îòíîøåíèþ ê âûáîðó ÈÑÎ.

2. Êàê ñëåäñòâèå, äëèíà îòðåçêà â ðàçëè÷íûõ ÈÑÎ òîæå äîëæíà
áûòü ðàçëè÷íîé, òî åñòü çàâèñåòü îò âûáîðà ÈÑÎ.

Èòàê, ñîãëàñíî ïðåäñòàâëåíèÿì ðåëÿòèâèñòñêîãî ïðèíöèïà îòíîñè-
òåëüíîñòè

dt 6= inv dl 6= inv

ãäå dt è dl � ñîîòâåòñòâåííî ýëåìåíòàðíûå ïðîìåæóòêè âðåìåíè è äëè-
íû, inv � èíâàðèàíò (ïî îòíîøåíèþ ê âûáîðó ÈÑÎ). Èòàê, ïðîìå-
æóòêè âåðìåíè è äëèíû â ÑÒÎ ÿâëÿþòñÿ îòíîñèòåëüíûìè âåëè-
÷èíàìè.

Âîçíèêàåò âîïðîñ � ÷òî æå ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì (ïî îòíîøåíèþ
ê âûáîðó ÈÑÎ) â ðåëÿòèâèñòñêîì ïðèíöèïå îòíîñèòåëüíîñòè?

Íà ýòîò âîïðîñ îòâå÷àåò îñíîâíîé ïîñòóëàò ÑÒÎ (ïîñòóëàò Ýéí-
øòåéíà), êîòîðûé óòâåðæäàåò, ÷òî

ñêîðîñòü ñâåòà c íå çàâèñèò îò âûáîðà ÈÑÎ,
òî åñòü âî âñåõ ÈÑÎ îäèíàêîâà

Âòîðûì (èëè äîïîëíèòåëüíûì) ïîñòóëàòîì îáû÷íî ÿâëÿåòñÿ ïîñòó-
ëàò îá èçîòðîïíîñòè è îäíîðîäíîñòè ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè. Èç
êîòîðîãî, ïóòåì ëîãè÷åñêèõ ðàññóæäåíèé âûâîäÿò, êàê ñëåäñòâèå èí-
âàðèàíòíîñòè ñêîðîñòè ñâåòà, èíâàðèàíòíîñòü âåëè÷èíû s2 = −c2∆t2+
∆l2, íàçûâàåìîé èíòåðâàëîì. ×òîáû èçáàâèòüñÿ îò íåîáõîäèìîñòè
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ïðîâîäèòü äîâîëüíî ñëîæíûå (à ñàìîå ãëàâíîå - íå î÷åíü óáåäèòåëü-
íûå) ëîãè÷åñêèå ðàññóæäåíèÿ ìû ïîñòóïèì èíà÷å � âìåñòî íåèíâà-
ðèàíòíûõ ïî îòíîøåíèþ ê âûáîðó ÈÑÎ âåëè÷èí dt è dl ââåäåì äðó-
ãóþ: ds2 = −c2dt2 + dl2, ÿâëÿþùóþñÿ ýëåìåíòàðíûì èíòåðâàëîì è
ïîñòóëèðóåì å¼ èíâàðèàíòíîñòü ïî îòíîøåíèþ ê âûáîðó ÈÑÎ (äî-
ïîëíèòåëüíûé ïîñòóëàò):

ds2 = −c2dt2 + dl2 = inv

Çäåñü c - ñêîðîñòü ñâåòà.
Èòàê, ïðèíöèïó îòíîñèòåëüíîñòè Ýéíøòåéíà ñîîòâåòñòâóþò äâà

ïîñòóëàòà, êîòîðûå êîðîòêî ìîæíî çàïèñàòü â òàêîì âèäå:

c = inv ds2 = inv

3.1.4 Ñèíõðîíèçàöèÿ ÷àñîâ â ÑÒÎ

Äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ òî÷êè íåîáõîäèìî èìåòü âîçìîæíîñòü ó÷è-
òûâàòü èçìåíåíèå ïîëîæåíèÿ èçó÷àåìîé ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â ïðî-
ñòðàíñòâå ñ òå÷åíèåì âðåìåíè. Â ôèçèêå (è â ÑÒÎ â ÷àñòíîñòè) ïðî-
öåäóðà, ïîçâîëÿþùàÿ îïðåäåëèòü è ñèñòåìó êîîðäèíàò, è ñïîñîá èç-
ìåðåíèÿ âðåìåíè íàçûâàåòñÿ çàäàíèåì ñèñòåìû îòñ÷¼òà.

Ïî îïðåäåëåíèþ (ñìîòðè ïàðàãðàô 1.1) ñèñòåìîé îòñ÷¼òà íàçûâàþò
ñîâîêóïíîñòü áàçèñà è ãðàäóèðîâêè. Áàçèñ � ýòî ìíîæåñòâî ôèçè÷å-
ñêèõ ëàáîðàòîðèé (ðåàëüíûõ, èëè âîîáðàæàåìûõ), ðàñïîëîæåííûõ âî
âñåõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà è ñíàáæ¼ííûõ ïðèáîðàìè äëÿ èçìåðåíèÿ
ïðîìåæóòêîâ âðåìåíè è îòðåçêîâ äëèíû. Äëÿ òîãî, ÷òîáû èìåòü âîç-
ìîæíîñòü èçìåðÿòü âðåìÿ, â ïåðâóþ î÷åðåäü íåîáõîäèìî äîãîâîðèòüñÿ
î ïðîöåäóðå ñèíõðîíèçàöèè ÷àñîâ.

Ïðîöåäóðà ñèíõðîíèçàöèè ïîñòðîåíà íà îñíîâíîì ïîñòóëàòå ñïåöè-
àëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè (c = inv):

1. âûáèðàåì áàçîâûå ÷àñû è óñòàíàâëèâàåì íà íèõ ïîêàçàíèÿ âðå-
ìåíè t0;

2. íà âñåõ îñòàëüíûõ ÷àñàõ óñòàíàâëèâàåì ïîêàçàíèÿ âðåìåíè t0i
(ïðåäâàðèòåëüíî èçìåðèâ ðàññòîÿíèÿ li äî êàæäûõ ÷àñîâ):

t0i = li/c
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3. â ìîìåíò t0 çàïóñêàåì áàçîâûå ÷àñû è îäíîâðåìåííî ïîñûëàåì
ñèãíàë ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà íà âñå îñòàëüíûå ÷àñû � â ìîìåíò,
êîãäà ýòîò ñèãíàë äîñòèãàåò î÷åðåäíûõ ÷àñîâ, îíè çàïóñêàþòñÿ.

Ðèñ. 3.1

3.1.5 Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà

Ïðîìåæóòêè âðåìåíè â ðàçëè÷íûõ ÈÑÎ

Ðèñ. 3.2.

Â ïðåäûäóùåì ïóíêòå ìû óñòàíîâèëè, ÷òî ñîãëàñíî ðåëÿòèâèñòñêî-
ìó ïðèíöèïó îòíîñèòåëüíîñòè ïðîìåæóòêè âðåìåíè çàâèñÿò îò âûáî-

ðà èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà è, ñëåäîâà-
òåëüíî, ðàçëè÷íû â ðàçëè÷íûõ ÈÑÎ. Âûÿñ-
íèì êàê ñâÿçàíû ïðîìåæóòêè âðåìåíè â èíåð-
öèàëüíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà, äâèæóùèõñÿ îò-
íîñèòåëüíî äðóã äðóãà ñî ñêîðîñòüþ V = const.

Äëÿ óïðîùåíèÿ âû÷èñëåíèé ðàññìîòðèì
ÈÑÎ, äâèæóùèåñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî èõ îñè
êîîðäèíàò îñòàþòñÿ ïàðàëëåëüíûìè. Ñèñòå-

ìó ïîêîÿ (ëàáîðàòîðíóþ) áóäåì îáîçíà÷àòü K, à äâèæóùóþñÿ � K ′

(ñì. ðèñ.3.2), è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò íà÷àëà êîîð-
äèíàò ÈÑÎ K è K ′ ñîâïàäàëè.

Ïóñòü â íà÷àëå êîîðäèíàò ñèñòåìû K ′ ðàñïîëîæåíû ÷àñû. Çà ýëå-
ìåíòàðíîå âðåìÿ dt ñ òî÷êè çðåíèÿ íàáëþäàòåëÿ, íàõîäÿùåãîñÿ â ñè-
ñòåìå ïîêîÿ K, ÷àñû ñäâèíóëèñü íà ýëåìåíòàðíîå ðàññòîÿíèå dl. Îä-
íàêî, ñîãëàñíî ðåëÿòèâèñòñêîìó ïðèíöèïó îòíîñèòåëüíîñòè, ïî ÷àñàì
íàáëþäàòåëÿ, íàõîäÿùåãîñÿ â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà K ′, íà
ýòîò æå ïðîöåññ ïîíàäîáèëîñü íåêîòîðîå äðóãîå ýëåìåíòàðíîå âðåìÿ
dt′. Ïðè÷åì ÷àñû â ýòîé ñèñòåìå íå äâèãàëèñü. Ñêàçàííîå ìîæíî êî-
ðîòêî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:
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K : dt −→ dl K ′ : dt′ −→ 0.

Íî ñîãëàñíî âòîðîìó èñõîäíîìó ïîñòóëàòó ÑÒÎ, ds2 = ds′ 2. Òî
åñòü

−c2dt2 + dl2 = −c2dt′ 2 + dl′
2︸︷︷︸

≡ 0

. (3.1.1)

Îòêóäà ëåãêî íàéòè, ÷òî

dt′ = dt

√
1−

(
dl

dt

)2 /
c2. (3.1.2)

Òàê êàê ÷àñû äâèæóòñÿ âìåñòå ñ ÈÑÎK ′, òî dl/dt ñîâïàäàåò ñî ñêî-
ðîñòüþ V ñèñòåìûK ′, ò.å. dl/dt = V . È, ñëåäîâàòåëüíî, ýëåìåíòàðíûå
ïðîìåæóòêè âðåìåíè dt è dt′ ìåæäó ðàçëè÷íûìè èíåðöèàëüíûìè ñè-
ñòåìàìè îòñ÷¼òà ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

dt′ = dt
√

1− V 2/c2, (3.1.3)

ãäå V � îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü èíåðöèàëüíûõ ñèñòåì îòñ÷¼òà. Èí-
òåãðèðóÿ ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå, ïîëó÷èì ñâÿçü (òî÷íåå � ïðàâèëî
ïåðåñ÷¼òà) ïðîìåæóòêîâ âðåìåíè â ðàçëè÷íûõ ÈÑÎ

∆t′ = ∆t
√

1− V 2/c2. (3.1.4)

Âðåìÿ â ñèñòåìå ïîêîÿ íàçûâàþò ñîáñòâåííûì è îáîçíà÷àþò τ (ó
íàñ τ = t′). Âðåìÿ âî âñåõ îñòàëüíûõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà
íàçûâàþò ìèðîâûì è îáîçíà÷àþò t. Òîãäà óðàâíåíèå (3.1.3) ïåðåïè-
øåòñÿ

dτ =
dt

γ
, (3.1.5)

ãäå γ � òàê íàçûâàåìûé ðåëÿòèâèñòñêèé ôàêòîð (Ëîðåíö-ôàêòîð):

γ =

(
1− V 2

c2

)−1/2
(3.1.6)

ïðèíèìàþùèé çíà÷åíèÿ â ïðåäåëàõ îò 1 (ïðè v � c � íåðåëÿòèâèñò-
ñêèé ïðåäåë) äî áåñêîíå÷íîñòè (ïðè ñêîðîñòÿõ áëèçêèõ ê ñêîðîñòè
ñâåòà).

Î÷åâèäíî, ïðîìåæóòêè âðåìåíè ïî ñîáñòâåííûì ÷àñàì âñå-
ãäà ìèíèìàëüíû.
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Â ðåëÿòèâèñòñêîé ìåõàíèêå, â ñèëó òåõíè÷åñêîé íåâîçìîæíîñòè (â
íàñòîÿùåå âðåìÿ) ýêñïåðèìåíòàëüíî ïðîâåðèòü ìíîãèå òåîðåòè÷åñêèå
ðåçóëüòàòû, ïðèáåãàþò ê óñëîâíûì àáñòðàêòíûì çàäà÷àì, íàçûâàå-
ìûì ¾ìûñëåííûé ýêñïåðèìåíò¿. Åñëè ðåøåíèå òàêîé àáñòðàêòíîé
çàäà÷è (ìûñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà) ïðèâîäèò ê ÿâíîìó ïðîòèâîðå÷èþ,
òî çàäà÷ó íàçûâàþò ïàðàäîêñîì.

Îäíèì èç íàèáîëåå èçâåñòíûõ ïàðàäîêñîâ, ñâÿçàííûõ ñ ôîðìóëà-
ìè (3.1.4, 3.1.5) ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîìåæóòêîâ âðåìåíè â ðàçëè÷íûõ
èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà, ÿâëÿåòñÿ ïàðàäîêñ áëèçíåöîâ.

Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ôîðìóëà (3.1.5) ñèììåòðè÷íà îòíîñè-
òåëüíî îáåèõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåì îòñ÷¼òà K è K ′. Èíà÷å ãîâîðÿ,
åñëè ñ òî÷êè çðåíèÿ K-ñèñòåìû ¾ìåäëåííåå¿ èäóò ÷àñû K ′-ñèñòåìû,
òî ñ òî÷êè çðåíèÿ K ′-ñèñòåìû, íàîáîðîò, ¾ìåäëåííåå¿ èäóò ÷àñû K-
ñèñòåìû (ïðè÷¼ì â òîì æå îòíîøåíèè). Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî óêàçû-
âåò íà òî, ÷òî ñîîòíîøåíèå (3.1.5), ñâÿçûâàþùåå ïðîìåæóòêè âðåìå-
íè â äâóõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà äâèæóùèõñÿ îòíîñèòåëü-
íî äðóã äðóãà, ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî êèíåìàòè÷åñêèì. Îíî ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé îáÿçàòåëüíîå ñëåäñòâèå ïîñòóëàòîâ ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñè-
òåëüíîñòè è íèêàê íå ìîæåò áûòü ïðèïèñàíî êàêîìó-ëèáî èçìåíåíèþ
â ñâîéñòâàõ ÷àñîâ, îáóñëîâëåííîìó èõ äâèæåíèåì.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ôîðìóëà (3.1.5) - ýòî ïðàâèëî ïåðåñ÷åòà ðå-
çóëüòàòîâ èçìåðåíèé ïðîìåæóòêîâ âðåìåíè ìåæäó ðàçëè÷íûìè èíåð-
öèàëüíûìè ñèñòåìàìè îòñ÷¼òà.

Äëèíà îòðåçêà â ðàçëè÷íûõ ÈÑÎ

Â ïóíêòå 3.1.3 ìû óñòàíîâèëè, ÷òî ñîãëàñíî ðåëÿòèâèñòñêîìó ïðèí-
öèïó îòíîñèòåëüíîñòè dl 6= inv ò.å. äëèíà îòðåçêà äîëæíà áûòü ðàç-
ëè÷íîé â ðàçëè÷íûõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà. Âûÿñíèì êàê
ñâÿçàíû ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé äëèíû îäíîãî è òîãî æå îòðåçêà èç
ðàçëè÷íûõ ÈÑÎ, äâèæóùèõñÿ îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà ñî ñêîðîñòüþ
V = const.
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Ðèñ. 3.3.

Äëÿ óïðîùåíèÿ âû÷èñëåíèé ðàññìîòðèì ÈÑÎ, äâèæóùèåñÿ òàêèì
îáðàçîì, ÷òî èõ îñè êîîðäèíàò îñòàþòñÿ
ïàðàëëåëüíûìè. Ñèñòåìó ïîêîÿ (ëàáîðàòîð-
íóþ) áóäåì îáîçíà÷àòü K, à äâèæóùóþñÿ
� K ′ (ñì. ðèñ.3.3), è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â
íà÷àëüíûé ìîìåíò íà÷àëà êîîðäèíàò ÈÑÎ
K è K ′ ñîâïàäàëè.

Ïóñòü â íà÷àëå êîîðäèíàò ñèñòåìû K ′

âäîëü îñè Ox çàêðåïë¼í ñòåðæåíü. Èçìå-
ðåíèÿ áóäåì ïðîèçâîäèòü ñ òî÷êè çðåíèÿ
íàáëþäàòåëÿ, íàõîäÿùåãîñÿ â ñèñòåìå îò-

ñ÷¼òà K ′, íî âðåìÿ áóäåì èçìåðÿòü ïî ÷àñàì íàõîäÿùèìñÿ â ñèñòåìå
îòñ÷¼òà K (ñìîòðè ðèñóíîê 3.3).

Âàæíûì óñëîâèåì èçìåðåíèé ìîìåíòîâ âðåìåíè â óñëîâèÿõ ñïåöè-
àëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü ïîñòðîåíèÿ
ñõåìû èçìåðåíèé ñîãëàñîâàííîé ñ ïðîöåäóðîé ñèíõðîíèçàöèè. Äëÿ
ýòîãî áóäåì ñ÷èòàòü, íàïðèìåð, ÷òî íà êîíöàõ ñòåðæíÿ èìåþòñÿ èñòî÷-
íèêè ýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ ñïîñîáíûå èñïóñêàòü âîëíó ñòðîãî
âäîëü îñè Z (ïî ðèñ. 3.3). Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì èçìåðèòü âðåìÿ
∆t ïðîõîæäåíèÿ ñòåðæíÿ ìèìî ÷àñîâ è âû÷èñëèòü äëèíó ñòåðæíÿ l â
ñèñòåìå îòñ÷¼òà K:

l = V∆t (3.1.7)

Àíàëîãè÷íî ìîæíî âû÷èñëèòü äëèíó ñòåðæíÿ â ñèñòåìå îòñ÷¼òà K ′

çàôèêñèðîâàâ ìîìåíòû âðåìåíè t′1 è t′2 ïðîõîæäåíèÿ îáîèõ êîíöîâ
ñòåðæíÿ îòíîñèòåëüíî ÷àñîâ â ÈÑÎ K ′. Òîãäà, äëèíà ñòåðæíÿ l0 â
ñèñòåìå îòíîñèòåëüíî êîòîðîé îí ïîêîèòñÿ ðàâíà:

l0 = V∆t′. (3.1.8)

Íàéä¼ì îòíîøåíèå äëèí ñòåðæíÿ èçìåðåííûõ èç ñèñòåì îòñ÷¼òà K è
K ′:

l

l0
=

∆t0
∆t′

. (3.1.9)

Âðåìÿ â ñèñòåìå, ãäå ÷àñû íàõîäÿòñÿ â ïîêîå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì:
∆t0 ≡ ∆τ . Òîãäà î÷åâèäíî:

l0 = γl. (3.1.10)
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Òàêèì îáðàçîì, äëèíà ñòåðæíÿ â ñèñòåìå ïîêîÿ (ñîáñòâåííàÿ
äëèíà) âñåãäà ìàêñèìàëüíà.

Êàê è â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, ôîðìóëà (3.1.10) � ýòî ïðàâèëî ïå-
ðåñ÷¼òà ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé îòðåçêîâ äëèíû ìåæäó ðàçëè÷íûìè
èíåðöèàëüíûìè ñèñòåìàìè îòñ÷¼òà.

Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà

Ðèñ. 3.4.

Ðàññìîòðèì äâå èíåðöèàëüíûå ñèñòåìû îòñ÷¼òà K è K ′. Ïóñòü
K ′-ñèñòåìà äâèæåòñÿ îòíîñèòåëüíî K-
ñèñòåìû ñî ñêîðîñòüþ ~V . Íàïðàâèì êî-
îðäèíàòíûå îñè îáåõ ñèñòåì îòñ÷¼òà òàê,
êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 3.4: îñè X è
X ′ ñîâïàäàþò è íàïðàâëåíû ïàðàëëåëü-
íî âåêòîðó ~V , à îñè Z è Z ′ ïàðàëëåëüíû
äðóã äðóãó. Óñòàíîâèì â îáåèõ ñèñòåìàõ
îòñ÷¼òà îäèíàêîâûå ÷àñû è ñèíõðîíèçè-
ðóåì èõ � îòäåëüíî ÷àñû K-ñèñòåìû è

îòäåëüíî ÷àñû K ′-ñèñòåìû. È íàêîíåö, âîçüì¼ì çà íà÷àëî îñ÷¼òà âðå-
ìåíè â îáåèõ ñèñòåìàõ îòñ÷¼òà ìîìåíò, êîãäà íà÷àëà êîîðäèíàò O è
O′ ñîâïàäàþò (t = t′ = 0).

Ðàññìîòðèì cîáûòèå À èç ÈÑÎ K ′. Åãî êîîðäèíàòà ïî îñè X ′ ðàâ-
íà ðàññòîÿíèþ îò x′ äî íà÷àëà ñèñòåìû îòñ÷¼òà � òî÷êè O′; îáîçíà÷èì
ýòî ðàññòîÿíèå x′ = l0 (äëèíà îòðåçêà, èçìåðåííàÿ â ñèñòåìå ïîêîÿ).
Â ñèñòåìå îòñ÷¼òà K ýòî æå ðàññòîÿíèå ðàâíî x− V t = l (äëèíà òîãî
æå îòðåçêà, èçìåðåííàÿ èç äâèæóùåéñÿ ñèñòåìû):

K ′ : x′ = lO′x′ = l0
K : x− V t = lO′x = l

}
⇐ l =

l0
γ
. (3.1.11)

Èñïîëüçóåì ñîîòíîøåíèå ìåæäó äëèíîé îòðåçêà l0, èçìåðåííîé â ñîá-
ñòâåííîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà è l, ïîëó÷èì:

x− V t = x′/γ. (3.1.12)

Âûðàçèì îòñþäà x′: x′ = γ(x− V t).
Ïðè èçìåðåíèÿõ èç ÈÑÎ K êîîðäèíàòà ñîáûòèÿ À ïî îñè X ðàâíà

ðàññòîÿíèþ lOx îò òî÷êè x äî íà÷àëà ñèñòåìû îòñ÷¼òà � òî÷êè O,
òåïåðü îíî áóäåò ÿâëÿòüñÿ ñîáñòâåííûì è îáîçíà÷àòüñÿ l0, à ýòî æå
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ðàññòîÿíèå â ñèñòåìå îòñ÷¼òà K ′ ðàâíî x′ + V t′:

K : x = lOx = l0
K ′ : x′ + V t′ = lOx′ = l

}
⇐ x′ = γ(x− V t). (3.1.13)

Èñïîëüçóåì ñîîòíîøåíèå (3.1.10) ìåæäó äëèíîé îòðåçêà l0, èçìåðåí-
íîé â ñîáñòâåííîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà è l, è ïîñëå ïîäñòàíîâêè x′:

γ(x− V t) + V t′ =
x

γ
. (3.1.14)

Òîãäà, î÷åâèäíî:

V t′ =
x

γ
− xγ + V tγ = γ(V t− x+

x

γ2
). (3.1.15)

Óïðîñòèì ñîìíîæèòåëü â ñêîáêàõ � ïîäñòàâèì â ÿâíîì âèäå âûðàæå-
íèå äëÿ Ëîðåíö-ôàêòîðà γ :

V t′ = γ

(
V t− xV

2

c2

)
. (3.1.16)

È ìû ïîëó÷àåì âûðàæåíèå, ñâÿçûâàþùåå ìåæäó ñîáîé ìîìåíò âðå-
ìåíè t â ïîêîÿùåéñÿ ñèñòåìå îòñ÷¼òà è ìîìåíò âðåìåíè t′ â äâóæóùåé-
ñÿ îòíîñèòåëüíî íå¼ ñî ñêîðîñòüþ V ñèñòåìå îòñ÷¼òà K ′:

t′ = γ(t− V x

c2
). (3.1.17)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ïðîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà äëÿ êîîðäèíàò
è ìîìåíòîâ âðåìåíè:

y′ = y, z′ = z,

x′ = γ(x− V t),

t′ = γ

(
t− V x

c2

)
.

(3.1.18)

Êàê âèäíî èç ýòèõ óðàâíåíèé, ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà ¾ñìåøèâàþò¿
ìåæäó ñîáîé ïðîñòðàíñòâåííûå è âðåìåííûå êîîðäèíàòû.
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3.1.6 Çàêîí ñëîæåíèÿ ñêîðîñòåé â ÑÒÎ

Ðèñ. 3.5.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíî äâèæóùóþñÿ ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó èç äâóõ
èíåðöèàëüíûõ ñèñòåì îòñ÷åòà K è K ′. Ïðè÷¼ì, êàê è ðàíåå âûáå-

ðåì ñèñòåìó K ′ òàê, ÷òî îñü X ′ ïðè
äâèæåíèè ïàðàëëåëüíà îñè X. Ïóñòü
ñêîðîñòü ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â èíåð-
öèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà K èçâåñòíà.
Íàéä¼ì ÷åìó ðàâíà å¼ ñêîðîñòü â ñè-
ñòåìå îòñ÷¼òà K ′.
Ïî îïðåäåëåíèþ:

v′x =
dx′

dt′
, v′y =

dy′

dt′
, v′z =

dz′

dt′
.

Ñëåäîâàòåëüíî íàì íóæíî íàéòè ñâÿçü dx′ → dx, dy′ → dy, dz′ →
dz è dt′ → dt. Äëÿ ýòîãî âîçüì¼ì äèôôåðåíöèàë îò ëåâîé è ïðàâîé
÷àñòè ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà (3.1.18) ïîëó÷èì:

dx′ = (dx− V dt)γ, dt′ = (dt− V

c2
dx)γ,

dy′ = dy, dz′ = dz.
(3.1.19)

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ â îïðåäåëåíèå ñêîðîñòè, ïîëó÷èì

v′x =
dx′

dt′
=

(dx− V dt)γ
(dt− V/c2dx)γ

. (3.1.20)

Ïîäåëèì ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü íà dt:

v′x =

(
dx
dt − V

)(
1− V

c2
dx
dt

) (3.1.21)

è ñíîâà, âîñïîëüçîâàâøèñü îïðåäåëåíèåì ñêîðîñòè ïðèõîäèì ê îêîí-
÷àòåëüíîìó âûðàæåíèþ äëÿ êîìïîíåíòû ñêîðîñòè òî÷êè âäîëü íà-
ïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà K ′:

v′x =
vx − V

1− vxV/c2
. (3.1.22)

Äëÿ y êîìïîíåíòû ñêîðîñòè â äâèæóùåéñÿ ñèñòåìå îòñ÷¼òà v′y =
dy′/dt′. Ïîäñòàâëÿÿ â ýòî îïðåäåëåíèå ñîîòíîøåíèÿ (3.1.19) ïîëó÷èì
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çàêîí ñëîæåíèÿ ñêîðîñòåé äëÿ êîìïîíåíòû v′y ïåðïåíäèêóëÿðíîé íà-
ïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ ñèñòåìû îòñ÷¼òà K ′:

v′y =
dy

(dt− V/c2dx)γ
. (3.1.23)

Ïîäåëèì ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü íà dt:

v′y =
dy
dt(

1− V
c2
dx
dt

)
γ

=
vy

(1− vxV
c2 )γ

. (3.1.24)

Àíàëîãè÷íî äëÿ ïîñëåäíåé êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè ìîæíî ïî-
ëó÷èòü ñîîòâåòñòâóþùåå âûðàæåíèå, è â, èòîãå, ïîëó÷àåì çàêîí ñëî-
æåíèÿ ñêîðîñòåé:

v′x =
vx − V
1− vxV

c2

, v′y =
vy

(1− vxV
c2 )γ

, v′z =
vz

(1− vxV
c2 )γ

. (3.1.25)

3.1.7 Ïðåîáðàçîâàíèå êîìïîíåíò âåêòîðà óñêîðåíèÿ

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíî äâèæóùóþñÿ ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó èç äâóõ
èíåðöèàëüíûõ ñèñòåì îòñ÷åòà K è K ′. Âûáåðåì ñèñòåìó K ′ òàê, ÷òî
îñüX ′ ïðè äâèæåíèè ïàðàëëåëüíà îñèX. Ïóñòü óñêîðåíèå ìàòåðèàëü-
íîé òî÷êè â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà K èçâåñòíî. Íàéä¼ì ÷åìó
ðàâíî å¼ óñêîðåíèå â ñèñòåìå îòñ÷¼òà K ′. Ïî îïðåäåëåíèþ:

a′x =
dv′x
dt′

, a′y =
dv′y
dt′

, a′z =
dv′z
dt′

.

Ñëåäîâàòåëüíî íàì íóæíî íàéòè ñâÿçü dv′x → dvx, dv
′
y → dvy, dv

′
z →

dvz è dt′ → dt. Ïîñëåäíåå ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ âðåìåíè ìû óæå ïîëó-
÷èëè � âûðàæåíèå (3.1.19). Íàéä¼ì ñâÿçü äëÿ äèôôåðåíöèàëîâ êîì-
ïîíåíò ñêîðîñòè. Äëÿ êîìïîíåíòû x:

dv′x = d
vx − V(
1− V vx

c2

) =
dvx(

1− V vx
c2

) +
(vx − V )V dvx

c2
(
1− V vx

c2

)2 . (3.1.26)

Ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ñëàãàåìûõ è óïðîùåíèé äèôôåðåíöèàë
êîìïîíåíòû ñêîðîñòè dvx ïðèìåò âèä:

dv′x = dvx
1− V 2

c2

(1− V vx
c2 )2

=
dvx

γ2
(
1− V vx

c2

)2 . (3.1.27)
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Ïîäñòàâèì âûðàæåíèÿ (3.1.19) â âèäå:

dt′ = γ

(
dt− V dx

c2

)
= γdt

(
1− V

c2
dx

dt

)
, (3.1.28)

è (3.1.27) â îïðåäåëåíèå óñêîðåíèÿ (ó÷ò¼ì, ÷òî dx/dt ïî îïðåäåëåíèþ
åñòü ñêîðîñòü vx):

a′x =
dv′x
dt′

=
dvx

dt γ3
(
1− V vx

c2

)3 . (3.1.29)

Â èòîãå ïîëó÷èì:

a′x =
ax

γ3
(
1− V vx

c2

)3 (3.1.30)

Àíàëîãè÷íî äëÿ êîìïîíåíòû y âåêòîðà ñêîðîñòè (äëÿ ïîñëåäíåé z

êîìïîíåíòû, î÷åâèäíî, áóäåò òî æå ñàìîå ñ òî÷íîñòüþ äî çàìåíû èí-
äåêñîâ y → z) äèôôåðåíöèàë áóäåò ðàâåí:

dv′y = d
vy

γ(1− vxV
c2 )

=
dvy

γ
(
1− V vx

c2

) +
V vydvx

c2γ
(
1− V vx

c2

)2 . (3.1.31)

Ïðèâåä¼ì ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ:

dv′y =
dvy + V

c2 (vydvx − vxdvy)
γ
(
1− V vx

c2

)2 . (3.1.32)

Òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ óñêîðåíèÿ a′y = dv′y/dt
′, ñ èñïîëüçîâàíèåì ïî-

ëó÷åííîãî äèôôåðåíöèàëà êîìïîíåíòû ñêîðîñòè dv′y è âûðàæåíèÿ äëÿ
dt′ (3.1.28):

a′y =
dvy + V

c2 (vydvx − vxdvy)
dt γ2

(
1− V vx

c2

)3 . (3.1.33)

Ïîäåëèì ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü íà dt (ïî àíàëîãèè çàïèøåì âûðà-
æåíèå äëÿ êîìïîíåíòû z óñêîðåíèÿ):

a′y =
ay + V

c2 (vyax − vxay)
γ2
(
1− V vx

c2

)3 ,

a′z =
az + V

c2 (vzax − vxaz)
γ2
(
1− V vx

c2

)3 .

(3.1.34)
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Òàêèì îáðàçîì, èç âûðàæåíèé (3.1.30) è (3.1.34) âèäíî, ÷òî ïðè ïå-
ðåõîäå â äâèæóùóþñÿ ñèñòåìó êîîðäèíàò K ′ êîìïîíåíòû óñêîðåíèÿ
~a′ ïðåîáðàçóþòñÿ íå òîëüêî ÷åðåç èñõîäíûå êîìïîíåíòû âåêòîðà ~a, íî
(â îòëè÷èå îò ïðåîáðàçîâàíèé Ãàëèëåÿ (1.6.6)) çàâèñÿò è îò ñêîðîñòè
÷àñòèöû.

3.1.8 Îòíîñèòåëüíîñòü ïîíÿòèÿ îäíîâðåìåííîñòè

Ðèñ. 3.6.

Ðàññìîòðèì äâà ñîáûòèÿ A è B èç äâóõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåì îò-
ñ÷¼òàK èK ′, òàêèõ, ÷òî îñüX ′ ïðè îò-
íîñèòåëüíîì äâèæåíèè ñèñòåì ïàðàë-
ëåëüíà îñèX. Íàéä¼ì ïðîìåæóòîê âðå-
ìåíè ∆t′ ìåæäó ñîáûòèÿìè â ñèñòåìå
îòñ÷¼òà K ′, ïðè óñëîâèè ÷òî îí èçâå-
ñòåí â ÈÑÎK. Êîîðäèíàòû ñîáûòèÿ A
â ÈÑÎ K: (xA, yA, zA, tA). Êîîðäèíàòû
ñîáûòèÿ B â ÈÑÎ K: (xB, yB, zB, tB).
Òîãäà, èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëî-
ðåíöà (3.1.18) ïîëó÷èì:

∆t′ = t′B − t′A = γ(tB − xBV/c2)− γ(tA − xAV/c2) (3.1.35)

è ïåðåãðóïïèðîâàâ ñëàãàåìûå:

∆t′ = γ(∆t−∆xV/c2) (3.1.36)

ãäå îáîçíà÷åíî ∆t = tB − tA è ∆x = xB − xA.
Ïóñòü ñîáûòèÿ A è B îäíîâðåìåííû ñ òî÷êè çðåíèÿ íàáëþäàòåëÿ èç

èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà K, òî åñòü ∆t = 0. Òîãäà äëÿ ëþáîãî
íàáëþäàòåëÿ èç èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷¼òà K ′:

∆t′ = −∆x
γV

c2
(3.1.37)

òî åñòü: ñîáûòèÿ (ïðîèñõîäÿùèå â ðàçíûõ òî÷êàõ), îäíîâðå-
ìåííûå â îäíîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà, âî âñåõ îñòàëü-
íûõ ÈÑÎ íå îäíîâðåìåííû.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì ïðèíöèï ïðè÷èííîñòè íå íàðóøàåòñÿ.
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3.2 Äèíàìèêà ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíî-
ñòè

3.2.1 Îñíîâíûå äèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè

Ïîíÿòèå ñèëû â ÑÒÎ

Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ñèëà îïðåäåëÿåòñÿ çàêîíîì Íüþòîíà ~F =
m~a = d~p/dt, ãäå ~p � èìïóëüñ ÷àñòèöû. Â ÑÒÎ îïðåäåëåíèå ñèëû
îñòàåòñÿ áåç èçìåíåíèé:

~F =
d~p

dt
. (3.2.1)

Îïðåäåëåíèå èìïóëüñà óòî÷íÿåòñÿ ñ ó÷åòîì çàâèñèìîñòè ïðîìåæóò-
êîâ âðåìåíè îò ÈÑÎ � ïðîèçâîäíàÿ áåðåòñÿ ïî ñîáñòâåííîìó âðåìåíè:

~p = m
d~r

dτ
= mγ

d~r

dt
= mγ~v (3.2.2)

ãäå dτ = dt/γ.

Ìàññà è ýíåðãèÿ â ÑÒÎ

Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåð-
ãèè (2.4.4), íåñëîæíî ïîëó÷èòü:

dT = d

(
mv2

2

)
= ~v d~p. (3.2.3)

Â ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè ýòî îïðåäåëåíèå îñòà¼òñÿ áåç
èçìåíåíèé (äëÿ èìïóëüñà, åñòåñòâåííî, èñïîëüçóåòñÿ ðåëÿòèâèñòñêîå
îïðåäåëåíèå (3.2.2)):

dT = ~v d~p = ~v d(γm~v). (3.2.4)

Ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà ïðèíèìàåò âèä

dT = d(m̃c2), (3.2.5)

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå äëÿ òàê íàçûâàåìîé ðåëÿòèâèñòñêîé ìàñ-
ñû

m̃ = γm. (3.2.6)
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Ïðèâåä¼ì ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðîèçâîäíîé îò ïðî-
èçâåäåíèÿ

dT = ~v d(m̃~v) = v2dm̃+ m̃~vd~v. (3.2.7)

Òåïåðü, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ðåëÿòèâèñòñêîé ìàññû m̃, ñäåëàåì íå-
ñëîæíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ � ïîäåëèì âûðàæåíèå (3.2.6) íà γ è óìíîæèì
íà c2:

m̃c2/γ = mc2. (3.2.8)

Ïîäñòàâèì ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ ëîðåíö-ôàêòîðà γ = 1/
√

1− v2/c2,
âîçâåä¼ì â êâàäðàò:

m̃2c4
(
1− v2/c2

)
= m2c4 (3.2.9)

è ðàñêðîåì ñêîáêè. Ïîñëå ñîêðàùåíèÿ íà c2:

m̃2c2 − m̃2v2 = m2c2. (3.2.10)

Íàéä¼ì òåïåðü äèôôåðåíöèàë îò ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ:

2 c2 m̃ dm̃− 2 v2 m̃ dm̃− 2 m̃2 v dv = 0 (3.2.11)

è ïîñëå óïðîùåíèé:

c2 dm̃− (v2 dm̃+ m̃ v dv) = 0. (3.2.12)

Ñðàâíèâàÿ âûðàæåíèå (3.2.12) ñ âûðàæåíèåì äëÿ äèôôåðåíöèàëà
dT èç (3.2.7), ïîëó÷àåì: dT = c2dm̃, òî åñòü ìû ïðèøëè ê âûðàæåíèþ
(3.2.5) îïèñûâàþùåìó êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû. Èí-
òåãðèðóÿ åãî, ïîëó÷èì:

T =

∫ v

0

c2dm̃ = m̃c2 −mc2 = mc2(γ − 1). (3.2.13)

Íàéä¼ì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ âûðàæåíèå (3.2.13) ïåðåõîäèò â âû-
ðàæåíèå äëÿ êëàññè÷åñêîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè. Ðàçëàãàÿ ïàðàìåòð
γ â ðÿä Òýéëîðà ïî v2/c2:

γ =

(
1− v2

c2

)−1/2
= 1 +

1

2

v2

c2
+

3

8

v4

c4
+ . . . , (3.2.14)

ìû âèäèì, ÷òî

T =
mv2

2
+m

3

8

v4

c2
+ . . . , (3.2.15)
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òî åñòü ðåëÿòèâèñòñêàÿ ôîðìóëà äëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè (3.2.13) ïå-
ðåõîäèò â êëàññè÷åñêóþ, åñëè (v/c)2 � 1 è ìîæíî ïðåíåáðå÷ü (v/c)4.

Âåëè÷èíó
E = m̃c2 = T +mc2 (3.2.16)

íàçûâàþò ïîëíîé ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèåé ñâîáîäíîé ÷àñòèöû. Äëÿ
ïîêîÿùåéñÿ ÷àñòèöû (T = 0) ýíåðãèÿ E = mc2, ñîîòâåòñòâåííî, ýòó
âåëè÷èíó íàçûâàþò ýíåðãèåé ïîêîÿ E0:

E0 = mc2. (3.2.17)

Âûðàæåíèå äëÿ ïîëíîé ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè ñ ó÷¼òîì (3.2.17)
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

E = γE0. (3.2.18)

Ñâÿçü ìåæäó ïîëíîé ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèåé ÷àñòèöû è å¼ èìïóëüñîì

Ñ îáîçíà÷åíèåì äëÿ ðåëÿòèâèñòñêîé ìàññû (3.2.6), îïðåäåëåíèå èì-
ïóëüñà (3.2.2) ïðèíèìàåò âèä:

~p = m̃~v. (3.2.19)

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ðåëÿòèâèñòñêàÿ ìàññà ÿâëÿåòñÿ òðåòüèì ïîíÿ-
òèåì ìàññû (â äîïîëíåíèå ê èíåðòíîé è ãðàâèòàöèîííîé ìàññàì) è
ïî ñìûñëó ÿâëÿåòñÿ ýíåðãèåé (èçìåðåííîé â êèëîãðàììàõ).

Èç ôîðìóë (3.2.16) è (3.2.19) ìîæíî ïîëó÷èòü ñâÿçü ìåæäó èì-
ïóëüñîì è ïîëíîé ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèåé ñâîáîäíîé ÷àñòèöû. Âîçâå-
ä¼ì êàæäîå èç íèõ â êâàäðàò: E2 = γ2m2c4, p2 = γ2m2v2 è íàéä¼ì
ðàçíîñòü:

E2/c2 − p2 = γ2m2c2(1− v2/c2)
èëè

E2 = c2(m2c2 + p2). (3.2.20)

Èç ýòîé ôîðìóëû, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ìàññà ïîêîÿ m â ÑÒÎ
ñòàíîâèòñÿ íåàääèòèâíîé âåëè÷èíîé � ñóììà ìàññ îòäåëüíûõ ÷àñòèö
ñèñòåìû íå ðàâíà ìàññå ñèñòåìû. Ïîêàæåì ýòî.

Ìàññà ïîêîÿ ñèñòåìû ÷àñòèö

Îïðåäåëåíèÿ (3.2.2)-(3.2.19) î÷åâèäíî íå íàðóøàþò ñâîéñòâ àääèòèâ-
íîñòè ýíåðãèè è èìïóëüñà � âîñïîëüçóåìñÿ ýòèì äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýòèõ
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õàðàêòåðèñòèê ñèñòåìû èç äâóõ ÷àñòèö. Òî åñòü, ýíåðãèÿ è èìïóëüñ
ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî:

E = E1 + E2; ~p = ~p1 + ~p2. (3.2.21)

Âîçâåä¼ì îáà âûðàæåíèÿ â êâàäðàò:

E2 = E2
2 + 2E1E2 + E2

1 ; ~p 2 = ~p 2
1 + 2~p1~p2 + ~p 2

2 . (3.2.22)

Âîñïîëüçóåìñÿ îïðåäåëåíèÿìè èìïóëüñà ~p = γm~v è ýíåðãèè E =
γmc2:

E2 =
(
γ21m

2
1 + γ22m

2
2 + 2γ1γ2m1m2

)
c4;

~p 2 =γ21m
2
1v

2
1 + γ22m

2
2v

2
2 + 2γ1γ2m1m2~v1~v2

(3.2.23)

ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ

γ1 =

(
1− v21

c2

)−1/2
, γ2 =

(
1− v22

c2

)−1/2
. (3.2.24)

Ïîäñòàâèì âûðàæåíèå (3.2.23) â âûðàæåíèå (3.2.20): E2/c2 − p2 =
m2c2. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè è óïðîùåíèé ïîëó÷èì:

m2
1γ

2
1

(
1− v 2

1

c2

)
c2 +m2

2γ
2
2

(
1− v 2

2

c2

)
c2

+2m1m2γ1γ2

(
1− ~v1~v2

c2

)
c2 = m2c2.

(3.2.25)

Îòêóäà ñëåäóåò:

m2 = m2
1 +m2

2 + 2m1m2γ1γ2

(
1− ~v1~v2

c2

)
. (3.2.26)

Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî êîýôôèöèåíò γ1γ2
(
1− ~v1~v2

c2

)
≥ 1, òî åñòü

m ≥ (m1 +m2). (3.2.27)

Òàêèì îáðàçîì, ìàññà ñèñòåìû ÷àñòèö ðàâíà ñóììå ìàññ îòäåëüíûõ
÷àñòèö òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà âñå ÷àñòèöû ñèñòåìû íàõîäÿòñÿ â
ïîêîå èëè äâèæóòñÿ ñ îäèíàêîâîé ñêîðîñòüþ ïðÿìîëèíåéíî â îäíîì
íàïðàâëåíèè � óñëîâèÿ íåâûïîëíèìûå íè äëÿ îäíîé ðåàëüíîé ñèñòå-
ìû.
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Ýòîò ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âàæíåéøèõ ïðàêòè÷å-
ñêèõ âûâîäîâ ÑÒÎ .

Äëÿ òîãî, ÷òîáû óáåäèòüñÿ, ÷òî γ1γ2
(
1− ~v1~v2

c2

)
≥ 1 âîñïîëüçóåìñÿ

ââåä¼ííûìè îáîçíà÷åíèÿìè, ïîëó÷èì(
1− ~v1~v2

c2

)
≥ 1

γ1γ2
=

√(
1− v21

c2

)(
1− v22

c2

)
(3.2.28)

Ââåä¼ì åù¼ îäíî îáîçíà÷åíèå: ~β = ~v/c, òîãäà

1− ~β1~β2 ≥
√

(1− β2
1)(1− β2

2).

Âîçâåä¼ì ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî â êâàäðàò:

1 + β2
1β

2
2 − 2~β1~β2 ≥ (1− β2

1 − β2
2 + β2

1β
2
2).

Ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî:

β2
1 + β2

2 − 2~β1~β2 = (~β2 − ~β1)
2 ≥ 0

âûïîëíèìîå áåçóñëîâíî.

3.2.2 Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â ÑÒÎ

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèÿì (3.2.1) è (3.2.2), óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ÷àñòèöû,
èìååò âèä:

~F =
d(γm~v)

dt
= m

d(γ~v)

dt
= mγ

d~v

dt
+m~v

dγ

dt
. (3.2.29)

Íåñëîæíî âçÿòü ïðîèçâîäíûå è çàïèñàòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷åðåç
êëàññè÷åñêèå äèíàìè÷åñêèå ïåðåìåííûå. Ïðîèçâîäíàÿ â ïåðâîì ñëà-
ãàåìîì åñòü óñêîðåíèå ~a (ïî îïðåäåëåíèþ). Âîçüì¼ì ïðîèçâîäíóþ îò
ëîðåíö-ôàêòîðà γ.

dγ

dt
=

d

dt

(
1− v2

c2

)−1/2
= −1

2

(
1− v2

c2

)−3/2(−2v

c2
dv

dt

)
= γ3

vaτ
c2
,

ãäå aτ � ìîäóëü òàíãåíöèàëüíîãî óñêîðåíèÿ (ñì. 1.3.5). Ïðåäñòàâèì
âåêòîð ñêîðîñòè ~v âî âòîðîì ñëàãàåìîì 3.2.29 â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ
ìîäóëÿ ñêîðîñòè v è âåêòîðà ~eτ , êàñàòåëüíîãî ê òðàåêòîðèè: ~v = v~eτ .
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Â èòîãå, èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèå äëÿ ðåëÿòèâèñòñêîé ìàññû m̃ = γm,
ïîëó÷àåì:

~F = m̃~a+ m̃~eτaτγ
2v

2

c2
= m̃~a+ m̃~aτ

(γv
c

)2
(3.2.30)

Ñëåäîâàòåëüíî, ñèëà, â îáùåì ñëó÷àå, íå ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé
óñêîðåíèÿ, êàê ýòî áûëî â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå � ò.å. ñèëà íå ÿâ-
ëÿåòñÿ ëèíåéíîé ôóíêöèåé óñêîðåíèÿ.

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûå ñëó÷àè äâèæåíèÿ òåëà.

• ×àñòèöà äâèæåòñÿ ïðÿìîëèíåéíî. â ýòîì ñëó÷àå ~a = ~aτ è ìû
ïîëó÷àåì:

~F = m̃~aτ

(
1 +

v2

c2
γ2
)

= m̃γ2~aτ

• ×àñòèöà äâèæåòñÿ ïî îêðóæíîñòè. â ýòîì ñëó÷àå ~a = ~an, aτ = 0
è ìû ïîëó÷àåì:

~F = m̃~an

Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíà ñèëû, èçìåðåííîé äëÿ îäíîãî è òîãî æå
ñèëîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ðàçíûìè íàáëþäàòåëÿìè � ðàçëè÷íà. Ïðè-
÷åì âåëè÷èíà ñèëû, èçìåðåííîé êàæäûì íàáëþäàòåëåì, çàâèñèò íå
òîëüêî îò óñêîðåíèÿ âçàèìîäåéñòâóþùèõ îáúåêòîâ (êàê ýòî áûëî â
êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå), íî è îò ñêîðîñòè âçàèìîäåéñòâóþùèõ îáúåê-
òîâ îòíîñèòåëüíî èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû, â êîòîðîé íàõîäèòñÿ íàáëþ-
äàòåëü.
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