Комплексный частотный коэффициент передачи. Частотные   характеристики


Динамические свойства звеньев и систем оцениваются с помощью временных и частотных характеристик. Временные: переходная функция –h(t), (реакция звена или системы на единичную ступенчатую функцию) и  импульсная переходная функция – ω(t), (реакция звена или системы на единичную импульсную функцию). Подробно были рассмотрены раньше. Частотные характеристики представляют собой реакцию звена или системы на гармонический входной сигнал в установившемся режиме. 
           Если на вход звена или системы подать синусоидальный сигнал, то после окончания переходного процесса на выходе звена или системы установятся также синусоидальные колебания (синусоидальный сигнал).

x(t) = Asin((t)   - синусоидальный входной сигнал,   A – амплитуда входного сигнала, ( – угловая частота

y(t) = B(() sin[(t + φ(()],     где  B(() – амплитуда выходного сигнала и   φ(() – угол сдвига выходного сигнала относительно входного являются функциями угловой частоты  (.


A sin((t)



Амплитуда и угол сдвига выходного сигнала относительно входного зависят от амплитуды, угловой частоты входного сигнала и динамических свойств исследуемого звена.


При исследовании частотных характеристик звеньев и систем вводят понятие частотного коэффициента передачи  (комплексного коэффициента передачи) обозначаемого W(j().

Формально W(j() получают заменой в передаточной функции звена или системы  s на j(:
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W(j() - комплексная величина и изображается на комплексной плоскости в виде вектора.

При изменении ( от 0 до  бесконечности конец вектора W(j()  опишет на комплексной плоскости некоторую кривую, называемую амплитудно-фазовой частотной характеристикой (АФЧХ) или диаграммой Найквиста (смотри рис.).

При 
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, W(j() = Кст (статический коэффициент усиления), а  
[image: image11.wmf]0

)

(

=

w

j

 и вектор  W(j() начинаясь в начале координат комплексной плоскости, располагается вдоль положительной вещественной оси. При увеличении ( изменяется длина вектора W(j() и угол сдвига φ(ω).
Поскольку любое реальное звено на частоте 
[image: image12.wmf]¥

=

w

  будет  иметь коэффициент передачи равный нулю, то характеристика заканчивается в начале координат при этом максимальный угол поворота вектора W(j() определится по выражению  900 *k,  где k  – разница старших степеней полиномов числителя и знаменателя ( k=n-m ).
АФЧХ для системы c k=3 показана на рисунке1.
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Рис. 1
Таким образом, АФЧХ показывает коэффициент передачи звена и сдвиг фазы выходного сигнала относительно входного в зависимости от частоты сигнала (.

Кроме АФЧХ в ТАУ используют следующие частотные характеристики:

АЧХ – H(() - амплитудно-частотная характеристика определяет коэффициент передачи (отношение амплитуды выходного сигнала к амплитуде входного сигнала) на частоте (;
ФЧХ – ((() - фазо-частотная характеристика определяет угол сдвига выходного сигнала относительно входного в зависимости от частоты (;
ВЧХ – U(()  - вещественная частотная характеристика;

МЧХ – V(()  - мнимая частотная характеристика.

ВЧХ и МЧХ и физического смысла не имеют, но играют большую вспомогательную роль при определении свойств исследуемого звена или системы.

На практике частотные характеристики АЧХ и ФЧХ удобно строить в логарифмическом масштабе, при этом соответственно имеем  ЛАЧХ и ЛФЧХ.


Переход к логарифмическому масштабу в основном вызван простотой построения аппроксимированных (в иде) частотных характеристик и их хорошей наглядностью.


ЛАЧХ строится в координатах: по оси абсцисс единицей измерения является десятичный логарифм частоты  (, при этом отрезок, на котором частота меняется в десять раз, называется декадой (Рис. 2).

По оси ординат откладывается коэффициент передачи звена или системы в децибелах, определяемый по выражению: L(()=20lgH((). Напомним, что 
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, где   B(() – амплитуда выходного,  а A – амплитуда входного сигнала исследуемого звена или системы на частоте (.

Децибел (дБ) десятая часть бела. Бел (Б) – десятичный логарифм безразмерной единицы измерения отношения  энергетических величин, например, мощности передаваемого электрического сигнала. Эта величина используется, например, для оценки потери мощности сигнала при его передаче по линии связи.
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, где P2 и  P1  соответственно мощность сигнала на выходе и входе исследуемого звена или системы.

При оценке коэффициентов передачи уровней сигналов, например, выходного 
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 и входного 
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 напряжений в децибелах используется выражение:
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(мощность сигнала пропорциональна квадрату напряжения или квадрату тока этого сигнала). 

Так как lg(0) равен минус бесконечности, то ось ординат при построении ЛАЧХ располагается в зоне малых, но конечных значений частот (().
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Рис. 2

Между значениями коэффициентов передачи звена и их значениями в децибелах имеются следующие соотношения:

	К
	0,001
	0,01
	0,1
	1
	10
	100
	1000

	дБ
	-60
	-40
	-20
	0
	20
	40
	60



Бел впервые был введен в 1923 году и назван именем изобретателя телефона и исследователя слуховой восприимчивости человека Александра Грэма Белла (Alexander Graham Bell).


Логарифмические фазо-частотные характеристики (ЛФЧХ) строятся в полулогарифмическом масштабе: ось абсцисс, имеет ту же размерность, что  и ЛАЧХ, по оси ординат откладывается в натуральную величину угол сдвига ((() (Рис.2) в градусах или радианах.


Для лучшей наглядности графики ЛАЧХ и ЛФЧХ строятся в одном масштабе, располагаются один под другим с совмещением координат отсчета L(() и ((() по оси абсцисс (Рис.2).

Построение логарифмических частотных характеристик

ЛАЧХ и ЛФЧХ сложных передаточных функций могут быть получены как геометрическая сумма известных ЛАЧХ и ЛФЧХ типовых элементарных звеньев, на которые может быть разложена любая, сколь угодно сложная передаточная функция. Например, передаточная функция:
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(1) может быть представлена в виде произведения передаточных функций типовых элементарных звеньев:
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где: 
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 – передаточная функция пропорционального звена,
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 – передаточная функция идеального интегрирующего звена,
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 – передаточная функция форсирующего звена первого порядка,
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 – передаточная функция апериодического звена первого порядка,
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 – передаточная функция апериодического звена первого порядка.

ЛАЧХ и ЛФЧХ типовых элементарных звеньев приведены и описаны в разделе изучения типовых динамических звеньев САУ многих учебников по теории автоматического управления [  ].

На практике часто построение аппроксимированных ЛАЧХ и ЛФЧХ сложных передаточных функций выполняют по следующим правилам:

1. Строятся координатные оси для построения графиков ЛАЧХ и ЛФЧХ. Ось ординат проводится на частоте ( = 1;
2. На оси ординат ЛАЧХ откладывается точка А с координатами (( = 1, L(()=20lgH((), где H(()= К – коэффициент усиления разомкнутой системы. Пусть в нашем примере  К=50, тогда  L(()=33,97);
3. По выражению: 
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 определяются значения   частот сопряжения и откладываются на оси частот графика ЛАЧХ. Через точку А проводится низкочастотная асимптота под наклоном  20*ν дБ/декаду, где ν – показатель степени сомножителя S передаточной функции приведенного в знаменатель. Например, наличие сомножителя S в первой степени в числителе W(S) определяет ν=+1, а при наличии сомножителя S во второй степени в знаменателе W(S)  ν будет равно -2. Отрицательный наклон асимптоты ЛАЧХ соответствует уменьшению её значения при увеличении частоты ( и наоборот.
4. На каждой из сопрягающих частот наклон участка аппроксимированной ЛАЧХ меняется на:  -20 дБ/декаду, если частота сопряжения соответствует  звену, содержащему S в знаменателе W(S)  в первой степени, на  -40 дБ/декаду,  если S в знаменателе во второй степени, на  +20 дБ/декаду, если S в числителе W(S)   в первой степени, и на  +40 дБ/декаду, если S во второй степени.
5. Если первая, наименьшая частота сопряжения, меньше 1, то через точку А должно пройти продолжение низкочастотной асимптоты, смотри Рис.3.
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Рис. 3.
Аппроксимированная ЛАЧХ от точно рассчитанной, отличается лишь в зоне сопряжений асимптот при этом максимальное отличие не превышает 3дБ.

По аппроксимированной ЛАЧХ может быть построена уточненная ЛАЧХ (в виде плавной непрерывной функции) по таблицам поправок имеющихся в справочной литературе.
ЛФЧХ строится на основании комплексного частотного коэффициента, который получают из заданной передаточной функции путём формальной замены S на jω  (см. пример выше):
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 откуда получаем:
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, где n число элементарных сомножителей исследуемой W(S),  значит
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Для нашего примера имеем:
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Обратите внимание, что знак слагаемых  
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 определяется расположением элементарных сомножителей в выражении комплексного частотного коэффициента: знак + соответствует сомножителям, расположенным в числителе, а знак -  сомножителям, расположенным в знаменателе.
Далее составляется и заполняется таблица значений слагаемых  φ(ω) для значений ω из диапазона частот 0 ÷ ∞:
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По рассчитанным значениям 
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, сведенных в таблицу, строится ЛФЧХ.

Упрощенно ЛФЧХ сложной передаточной функции можно построить как геометрическую сумму известных ЛФЧХ  отдельных типовых звеньев. При этом следует помнить: 
В выражении передаточной функции усилительного (пропорционального) звена сомножитель S не содержится, поэтому выходной сигнал усилительного звена не имеет фазового сдвига относительно входного. Фазовый сдвиг равен нулю на всем диапазоне частот. 
Идеальное дифференцирующее звено, имеющее сомножитель S в числителе  имеет постоянный сдвиг выходного сигнала равный плюс 90 градусов.

Идеальное интегрирующее звено, имеющее сомножитель S в знаменателе, имеет постоянный сдвиг выходного сигнала равный минус 90 градусов.

ЛФЧХ апериодического звена первого порядка  при  ω = 0  имеет угол сдвига равный нулю [φ(ω=0)=0],  а при  максимальный частоте (ω = 
[image: image46.wmf]¥

)       равен минус 90 градусов [φ(ω= 
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)= -900]. 

ЛФЧХ апериодического звена второго порядка  при  ω = 0, также как и звено первого порядка, имеет угол сдвига равный нулю [φ(ω=0)=0], а  максимальный при ω =  
[image: image48.wmf]¥

      равен минус 180 градусов [φ(ω= 
[image: image49.wmf]¥

)= -1800]. 

Форсирующее  звено первого порядка    имеет угол сдвига от нуля до  + 90 градусов,  второго порядка  от нуля до  + 180 градусов.
Также следует отметить, что фазочастотные характеристики апериодических и форсирующих звеньев первого и второго порядков симметричны относительно частоты перегиба равной для звена первого порядка 
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, при которой угол сдвига равен 450 и 900 для звеньев второго порядка. Это обстоятельство существенно упрощает процедуру построения приближенных ЛФЧХ.
На Рис. 4 показана ЛФЧХ апериодического звена первого порядка: 
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Рис. 4


Рассмотрим пример построения ЛАЧХ и ЛФЧХ.
Пример: построить ЛАЧХ и ЛФЧХ для передаточной функции (1),  при 
К = 50;  и  Т2 > Т1 > Т3.
1. Строим координатные оси для построения ЛАЧХ (рис. 5):
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Рис. 5
2. Определяем ординату точки А и откладываемеё на оси ординат: L(()=20lgH(()=20lgК= 20lg50 =33.97 дБ.

3. Определяем частоты сопряжения: 
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 и откладываем их значения на оси частот. В рассматриваемом примере имеем следующее соотношение значений постоянных времени: Т2 > Т1 > Т3 и, следовательно, ωс2 < ωс1 < ωс3 ;
4. Определяем ν = -1 (так как сомножитель S имеет первую степень и расположен в знаменателе передаточной функции).

5. Через точку А проводим низкочастотную асимптоту под наклоном -20 дБ/декаду. Для этого через точку А проводим отрезок прямой параллельный прямой проведенной через точки с координатами  (20 дБ, и ω=1) и (0 дБ, и ω=10).
6. На частоте 
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 (первой наименьшей частоте сопряжения асимптот), изменяем наклон начальной асимптоты на -20 дБ/декаду, так как 
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  соответствует элементарному звену, содержащему S в знаменателе в первой степени. 
Аналогично строим участки аппроксимированной ЛАЧХ  для следующих частот сопряжения. 
Весь диапазон частот ЛАЧХ подразделяется на области – низкочастотную, среднечастотную и высокочастотную. 

Среднечастотной областью (диапазоном) ЛАЧХ называется участок ограниченный ближайшими сопрягающими частотами к частоте среза.  Частотой среза называется частота, на которой ЛАЧХ пересекает ось частот (L(()=0). В рассматриваемом примере среднечастотным является диапазон частот от 
[image: image60.wmf]1

с

w

 до 
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, слева по оси частот от 
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 имеем низкочастотную, а справа от 
[image: image63.wmf]3
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  – высокочастотную области.
Следует обратить внимание, что каждая из указанных частотных областей ЛАЧХ влияет на определенные свойства (характеристики) исследуемой системы или звена.

Так, например, наклон ЛАЧХ низкочастотного диапазона определяет астатизм системы, а  К определяет значение  статического коэффициента передачи, и, следовательно, для замкнутой системы её статическую точность. 

Наклон среднечастотной ЛАЧХ (наклон на частоте среза)  должен быть равен -20 дБ/декаду). В этом случае система обладает наилучшим качеством. 
Частота среза обратно пропорциональна времени переходного процесса (времени регулирования). Ширина среднечастотного диапазона примерно равна одной декаде.
Высокочастотная область ЛАЧХ мало влияет на характеристики и свойства системы.
При рассмотрении частотных характеристик необходимо отметить, что все звенья и системы подразделяются на минимально фазовые и не минимально фазовые.

Если передаточная функция исследуемого звена или системы не содержит нулей и полюсов, расположенных в правой полуплоскости комплексной плоскости, то они называются минимальнофазовыми. 
Напомним, что корни уравнения 
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 называются нулями, а корни уравнения
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 называются полюсами, где 
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 и 
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 – соответственно полиномы числителя и знаменателя передаточной функции.
У не минимальнофазовых систем имеются правые нули или полюса, например, если передаточная функция, содержит сомножитель вида: 
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У минимальнофазовых систем между  ЛАЧХ и ЛФЧХ существует однозначная связь, поэтому по  ЛАЧХ минимальнофазовой системы можно определить W(S)  и соответственно φ(ω).

Например: по заданной ЛАЧХ минимальнофазовой системы (Рис.6) можно определить W(S).
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Рис. 6

Согласно правилам построения аппроксимированной ЛАЧХ имеем:
20lgА = 20, следовательно  К = 10, а для приведенной ЛАЧХ:
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