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σр(с)=F/А ≤ σр(с)р. [σв] [σ-в]
где σр(с) – фактическое напряжение на растяжение или сжатие; σр(с)р– допускаемое 

напряжение на растяжение или сжатие. Это неравенство называется условием 
прочности. С его помощью могут быть решены задачи следующих трех типов. 
2. Определение предельной (допускаемой) нагрузки для детали с определенными 
размерами поперечного сечения А и допускаемым напряжением σр : Fр ≤ А∙σр . 

1. Расчеты на прочность

А1=(π∙d1
2)/4= (π∙202)/4= 314 мм2; F1 max= σт∙А1 = 360∙314 = 1130097 Н=113кН.

А2=(π∙ d2
2)/4= (π∙302)/4= 707 мм2; F2 max= σт∙А2 = 360∙707 = 254469 Н=254 кН.
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В некоторых случаях работоспособность конструкции определяют не 

величиной предельной нагрузки или предельного напряжения, а величиной

предельной деформации ∆lp . В этом случае по уравнению находят фактическую 

деформацию и сопоставляют ее с предельной:

2. Расчеты на жесткость

Это неравенство называют условием 

жесткости, а расчеты, проводимые по этому 

неравенству, – расчетами на жесткость.

Пример расчетов на прочность
и жесткость при растяжении (сжатии)

Рассмотрим ступенчатый брус 

(рис.1 a), нагруженный продольными 

силами F1 и F2, для которого следует 

определить во всех поперечных 

сечениях бруса (стержня)

внутреннюю продольную силу FR

(рис. 1 б) и напряжения σ (рис. 1 в),

вертикальные перемещения δ

(рис.1 г). Результаты привести в 

графическом виде, построив 

графики (эпюры) FR=f (l); σ=f (l) и 

δ=f (l). Рис. 1. Расчёт ступенчатого бруса  
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Рис. 2. Расчёт ступенчатого бруса: F2= 254 кH; F1 =114 кH; d1=20 мм; d2=30 мм.

l1=30 мм; l2=20 мм; А1=(π∙d1
2)/4= (π∙202)/4= 314 мм2; F1 max= σт∙А1 = 360∙314 = 1130097 Н=113кН

Решение. Для определения внутренних сил в поперечных сечениях бруса используем 

метод сечений. Мысленно разрежем брус по сечениям I-I и II-II (рис. 2 а, д, г). 

Составим уравнение равновесия части стержня, расположенной ниже сечения I-I 

(рис. 2 д) : ƩFy1=FRI - F1=0, откуда: FRI = F1. Эти уравнения будут справедливы при 

изменении текущей координаты y1 в пределах от 0 до l1 , то есть при: 0 ≤ y1 ≤ l1. 

Уравнение равновесия части стержня, расположенной ниже сечения II-II (рис. 2 е): 

откуда: Эти уравнения будут 
справедливы при: l1 ≤ y1 ≤ l1+ l2. 
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Выбрав масштаб µF (Н/мм), строим эпюру продольных сил (рис. 2 б). При этом 

растягивающую продольную силу FRI считаем положительной, сжимающую FRII –

отрицательной. В выбранном масштабе µF строим эпюру продольных сил (рис. 2 б). 

Напряжения σ: а) в сечениях нижней части стержня: σI = FRI /А1 (растяжение);

б) в сечениях верхней части стержня: σII = FRII /А2 (сжатие);

В выбранном масштабе µσ (МПа/мм) строим эпюру напряжений (рис. 2 в). 

Рис. 2. Расчёт ступенчатого бруса: F2= 254 кH; F1 =114 кH; d1=20 мм; d2=30 мм.

l1=30 мм; l2=20 мм
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Для построения эпюры вертикальных перемещений (деформаций) δ (рис. 2 г) определяем 

перемещения характерных сечений B-В и С-С (рис. 2 а) (перемещение сечения А-А равно нулю). 

Перемещение сечения вниз считаем положительным, вверх – отрицательным. 

а) Сечение B-B будет перемещаться вверх, поскольку верхняя часть стержня сжимается: 

δB = (σII ∙l2)/E (вверх, знак минус – ) (рис. 2 г) (≈0,034 мм).
Сталь: Е ≈ 2∙1011 Н/м2 =2,1∙105 МПа = 2,1∙105 Н/мм2= 210 ГПа.

б) Перемещение сечения С-С является алгебраической суммой перемещения сечения 

В-В (δB) и удлинения части стержня длиной l1 : δC = δB+∆l = δB+(σI ∙l1)/E.

В выбранном масштабе µδ (мм/мм) откладываем на эпюре значения δC и δB (рис. 2 г), 
соединяем полученные точки прямыми линиями, так как при действии сосредоточенных внешних 

сил перемещения линейно зависят от абсцисс сечений стержня, и получаем график (эпюру) перемещений.

Рис. 2. Расчёт ступенчатого бруса F2>F1; F2= 254 кH; F1 =114 кH; d1=20 мм; d2=30 мм. l1=30 мм; l2=20 мм

Из эпюры δ  видно, 

что сечение D-D

не перемещается, 

сечения, 

расположенные выше

сечения D-D, 

перемещаются вверх, 

сечения, 

расположенные ниже 

сечения D-D, 

перемещаются вниз.

µδ=0,001 (мм/мм) µσ=10 (МПа/мм) 

µF=10 (кH/мм) 
µl=1 (мм/мм)
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Построить эпюры напряжений (рис.4в) и вертикальных перемещений (деформаций) δ (рис.4 г), 

3) эпюры напряжений σ: а) в сечениях нижней части стержня: σI = FRI /А1 (растяжение) (рис.4 в) ;

б) в сечениях верхней части стержня: σII = FRII /А2 (сжатие) (рис.4 в) ;

4) эпюры деформаций δ: а) Сечение B-B будет перемещаться вверх, поскольку верхняя часть 

стержня сжимается: δB = (σII ∙l2)/E (сжимается, знак «минус» «–» ) (рис. 4 г),  т.е. δB = - (σII ∙l2)/E .

Сталь: Е ≈ 2∙1011 Н/м2 =2,1∙105 МПа = 2,1∙105 Н/мм2= 210 ГПа.

б) Перемещение сечения С-С является алгебраической суммой перемещения сечения В-В (δB) и 

удлинения части стержня длиной l1: δC = δB+∆l = δB+(σI ∙l1)/E = (- σII ∙l2)/E +(σI ∙l1)/E.

В выбранном масштабе µδ (мм/мм) откладываем на эпюре значения δC и δB (рис. 4 г), соединяем

полученные точки прямыми линиями, так как при действии сосредоточенных внешних сил 

перемещения линейно зависят от абсцисс (площади) сечений стержня, и получаем график (эпюру) 

перемещений.

Рис. 4. Расчёт ступенчатого бруса: σI = +250 МПа; σII =-300 МПа; d1=20 мм; d2=30 мм. l1=40 мм; l2=30 мм

Из эпюры δ  видно, 

что сечение D-D

не перемещается, 

сечения, 

расположенные выше

сечения D-D, 

перемещаются вверх, 

сечения, 

расположенные ниже 

сечения D-D, 

перемещаются вниз.

µδ ≈0,001 (мм/мм) µσ=10 (МПа/мм) 

µF=10 (кH/мм) 
µl=1 (мм/мм)
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ИДЗ-3 состоит из нескольких задач:
1. Растяжение-сжатие ступенчатого бруса;
2. Сдвиг;
3. Кручение;
4. Изгиб балки;
5. Сложное сопротивление;
6. Прочность материалов при переменных напряжениях.



Расчеты ИДЗ - 3.1 (схема по последней цифре зачётной книжки )  (продолжение 4)

9

Схема 0
A1 =100 мм2;
A2 =200 мм2;
A3 =300 мм2.

1) схема нагрузки бруса µl ≈ 50 мм/мм;

2) эпюры внутренних сил N (Н) µN ≈ 1…2 кН/мм; 

3) эпюры напряжений σ (МПа) µσ =__ МПа/мм;  

4) эпюры перемещений δ (мм) µδ =___мм/мм; 

(µδ ≈ 0,001… 0,02 мм/мм).

F1=10…55 кН;
F2 =10…55 кН;
F3=20…45 кН;
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Напряжения при изгибе. Расчеты на прочность при изгибе

Наибольшую деформацию растяжения (или сжатия) претерпевают периферийные 
слои изгибаемой балки. Очевидно, что эти деформации тем больше, чем больше 
изгибающий момент. Следовательно, при изгибе величина нормальных напряжений
зависит от величины изгибающего момента. Величина же касательных напряжений 
зависит от величины поперечной силы. 

Изгибающий момент или поперечная сила в любом сечении балки могут быть 
определены с помощью эпюр рассмотренными выше методами. 

При расчетах на прочность большое значение имеет распределение нормальных и 
касательных напряжений по сечению. Длительная практика эксплуатации изогнутых 
балок показывает, что наиболее опасной, определяющей работоспособность 
конструкции, является точка, расположенная на крайних растянутых волокнах. Лишь 
в некоторых специфических случаях касательное напряжение может оказаться 
решающим фактором, определяющим прочность изогнутой балки. Тогда производят 
полный расчет балки по эквивалентным напряжениям. 

Необходимо установить зависимость между изгибающим моментом, 
действующим в сечении, и возникающими при этом нормальными напряжениями, а 
также определить закон распределения нормальных напряжений по сечению. Если 
прямолинейная балка, имеющая продольную вертикальную плоскость симметрии, 
подвергается чистому изгибу под влиянием силовых факторов, действующих в этой 
плоскости (см. рис. 1). Указанную плоскость будем называть плоскостью изгиба.
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Радиус кривизны дуги mn изогнутой оси балки можно считать 
постоянным. Обозначив его через ρ, получим:
Относительное удлинение дуги:

Рис. 1. Чистый изгиб балки

По закону Гука напряжение в слое, отстоящем на 
расстоянии y от нейтрального равно:

Таким образом, нормальные напряжения в 
поперечном сечении изогнутой балки 
прямо пропорциональны расстояниям от 
рассматриваемых точек до нейтральной 
оси (рис. 1, б), т. е. изменение напряжений 
по сечению в плоскости изгиба подчиняется 
линейному закону (рис. 1, а). Тогда:

то есть нормальное напряжение равно нулю на нейтральной оси и достигает 
максимальных значений в наиболее удаленных от этой оси волокнах.

На выделенный элемент ABCD (рис. 1, а) действуют со стороны правой
части балки распределенные по сечению CD силы: 

где dA – элементарная площадка, расположенная на 
расстоянии у от нейтральной оси

(1)

(2)
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Рис. 1. Чистый изгиб балки

Эта система элементарных сил эквивалентна системе 

внешних сил, действующих на правую часть балки, 

сводящихся в данном случае к одному изгибающему моменту М

и (поперечная сила FRt = 0 , так как рассматривается чистый 

изгиб). Таким образом, главный вектор распределенных по 

сечению CD сил равен нулю, а главный момент их относительно 

любого центра равен изгибающему моменту в этом сечении. 

Поэтому при выбранной системе осей:

где                       – статический момент площади сечения относительно нейтральной оси;

— момент инерции площади сечения относительно нейтральной оси. 
Отсюда, так как Е/ρ ≠ 0, то Sz=0.

Т.е. нейтральная ось проходит через центр тяжести сечения и
для симметричных сечений она является одной из главных
центральных осей инерции. 

(3)

(4)

(5)
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Рис. 2. Виды поперечного сечения балки

Для наиболее распространенных сечений (рис. 2) величины моментов инерции 

равны:  1) прямоугольник высотой h и шириной b:

для того же прямоугольника момент инерции 

относительно оси, проходящей через основание:

2) круг диаметром d:

3) круговое кольцо с наружным диаметром 
D и внутренним d: 

Величина 1/ρ представляет собой кривизну изогнутой 
оси балки и характеризует величину деформации при 
изгибе. 

Произведение модуля упругости E, характеризующего механические свойства 
материала балки, на момент инерции сечения Jz , характеризующий форму и размеры
сечения, называют жесткостью при изгибе.

(6) (7)

(8)

(9)

(10)
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Величина деформации изогнутой оси балки прямо пропорциональна изгибающему 
моменту Mи и обратно пропорциональна жесткости при изгибе E∙Jz .

Жёсткость при изгибе характеризует способность балки из данного 
материала с заданной формой и размерами поперечного сечения сопротивляться
воздействию изгибающего момента.

Наибольшие по абсолютной величине напряжения возникают на наиболее 
удаленных от нейтральной оси волокнах, то есть при: у = уmax.

Формула (11) выведена для чистого изгиба. С достаточной для практики точностью 
она может применяться и при поперечном изгибе. Обозначим:

(11)

(12)Величину Wz называют осевым моментом сопротивления 
сечения. Момент сопротивления является геометрической 
характеристикой поперечного сечения балки, определяющей 
ее прочность при изгибе.

Условия прочности по нормальным напряжениям: необходимо, чтобы наибольшие
растягивающие и наибольшие сжимающие напряжения при изгибе в опасном 
сечении, то есть в сечении, где Mи имеет наибольшее значение, не превосходили 
соответствующих допускаемых напряжений (рассматриваются только балки с 
постоянным по всей длине поперечным сечением).
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Рис. 1. Чистый изгиб балки

Обозначим (рис. 1, б): h1 – расстояние от нейтральной оси до 
наиболее удаленного растянутого волокна, h2 – расстояние от 
нейтральной оси до наиболее сжатого волокна. Тогда: 
наибольшее растягивающее
напряжение при изгибе равно:

наибольшее сжимающее
напряжение (по абсолютной
величине):

Для хрупких материалов (например; чугуна) 
допускаемые напряжения на растяжение и 
сжатие различны: σcp в 3-5 раз больше σpp , 
поэтому для балок из таких материалов обычно 
применяют сечения, не симметричные 
относительно нейтральной оси. 

При этом сечение располагают таким образом, чтобы h1 < h2 , принимая во внимание, 
что σpmax < σc max. B указанных случаях нужно составлять два условия прочности:

а) по наибольшим растягивающим напряжениям:

б) по наибольшим сжимающим напряжениям:

(13)

(14)

(15)

(16)

Wzp и Wzc – моменты сопротивления растянутого и сжатого волокон; Mи - наибольшее.
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Рис. 1. Чистый изгиб балки

Если сечение балки симметрично относительно 
нейтральной оси (такие сечения целесообразно применять 
для балок из пластичных материалов), то есть:

то вместо двух формул (13) и (14) получим одну:

(17) Обозначив:

получим при одинаковых допускаемых 
напряжениях на растяжение и сжатие σp

следующее условие прочности:
(18) 

Wz - осевой момент сопротивления 
или момент сопротивления при изгибе.

1) прямоугольник высотой h и шириной b:

2) круг диаметром d:

3) круговое кольцо с наружным диаметром 
D и внутренним d: 

(19) (20) 

(21) 

(22) 

4) Для прокатных сечений (двутавры, швеллеры и т.п.) значения Wz приведены в 
таблицах сортамента.

Рис. 2. Виды поперечного сечения балки
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Рис. 3. Схема нагрузки балки

Задание: Определить минимально допускаемое

поперечного сечения балки при его заданной 

форме при изгибе под действием равномерно 

распределенной нагрузки (рис. 3) и подобрать

сечение балки двутаврового профиля из стали 30 

при заданных  l , q и σв (определить из справочника). 

l=2 м , q=40 кН/м
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Детали машин. 1. Заклепочные соединения
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Количество рядов заклёпок считается по одну сторону стыка в перпендикулярном ему 
направлении. В зависимости от числа склепываемых слоев металла (в том числе и 
накладок) шов имеет различное число поперечных срезов заклепок. Так, шов внахлестку
(рис. 4.3, а) или встык с одной накладкой (рис. 4.3, б) будет односрезным, шов встык с 
двумя накладками (рис. 4.3, в) – двухсрезным. Используются соединения с 
параллельным (г) и  шахматным (д) расположением заклепок в рядах. 

Основными параметрами заклепочных швов являются шаг p и диаметр заклепок d, 
толщина склепываемых деталей s1 и  s2 (рис. 4.4). Шагом заклепочного шва p называется 
расстояние между центрами заклепок в направлении, перпендикулярном к 
действующему на шов усилию. Введем обозначения (рис. 4.4): b – ширина

склепываемых деталей; z – число заклепок; n – число плоскостей 
среза заклепок, равное числу плоскостей скольжения листов; smin

– наименьшая толщина одной или нескольких деталей, 
передающих нагрузку в одну сторону (например, если s2>s1, то 
smin= s1 (рис. 4.4)); e – расстояние от центра заклепки до края
детали в направлении действующего на шов усилия; p2 –
расстояние между рядами заклепок по центру заклепок, p (p1) –
расстояние между центрами заклёпками в одном ряду.

Рис. 4.3. Виды 
соединение 

заклёпками по 
конструкции

Рис. 4.4. Параметры 
заклёпочных швов

а)
б) в)
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1) Условие прочности заклепки на срез, на основании τ=F/A<τсрр

[τ], определяется равенством: 

Рис. 4.5. Параметры 
заклёпочных швов

2) Условие прочности соединяемых деталей и 
заклепки на смятие определяется равенством:

При применении этих формул (1) и (2) было сделано следующее 
упрощение. Из рис. 4.1 очевидно, что распределение напряжений 
смятия по поверхности смятия неравномерно – оно равно нулю по 
краям площадки смятия и максимально в центре. 

3) Условие прочности детали шириной, равной шагу р, на разрыв соединяемых 
деталей по наиболее опасному их сечению, (сечению, ослабленному отверстиями) 
имеет вид:

(1)

(2)

(3)

4) Если размер e от кромки листа до линии центров первого ряда будет недостаточен, то 
заклепка может прорезать край листа по плоскостям mn и m1n1 (рис. 4.4). Условие 
прочности в этом случае определяется равенством: (4)

Для упрощения расчетов за площадь смятия принята площадь диаметрального 
сечения заклепки на длине smin , равная d∙smin. 

Допускаемое напряжение 

при срезе (τр) обычно принимается как некоторая часть 

допускаемого напряжения того же материала при растяжении. 

Для стали, меди и алюминия: для чугуна: 
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Рис. 4.6. Схема нагрузки 
заклепочного соединения 

Рассчитать заклепки 1) на срез и 2) на смятие (s=d), 3) на разрыв листа и 4) прорезание
края листа, если сила F=10кН, число заклёпок z определить по схеме на рис. 4.6.      
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Рис. 4.6. Схема нагрузки 
заклепочного соединения 

Рассчитать заклепки на срез и на смятие, если сила F=10кН, число заклёпок z 
определить по схеме на рис. 4.6.      
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Дополнительная информация


