
Кратные, криволинейные и поверхностные интегралы 

Тройные интегралы. Задачи 1­14. 

В задачах 1‐4 расставить пределы интегрирования в тройном интеграле 

ම݂ሺݔ, ,ݕ ݖ݀ݕ݀ݔሻ݀ݖ
௏

 

для указанных областей. 
1. Тетраэдр, ограниченный плоскостями 

ݔ ൅ ݕ ൅ ݖ ൌ ݔ   ,1 ൌ ݕ   ,0 ൌ ݖ   ,0 ൌ 0. 
 

2. Цилиндр, ограниченный поверхностями 
ଶݔ ൅ ଶݕ ൌ ܴଶ,   ݖ ൌ ݖ   ,0 ൌ  .ܪ

 

3. Конус, ограниченный поверхностями 
ଶݔ

ܽଶ ൅
ଶݕ

ܾଶ ൌ
ଶݖ

ܿଶ ݖ   , ൌ ܿ. 
 

4. Объем, ограниченный поверхностями 
ݖ ൌ 1 െ ଶݔ െ ݖ   ,ଶݕ ൌ 0. 

 
 

5. Вычислить тройной интеграл 

ම
ݖ݀ݕ݀ݔ݀

ሺݔ ൅ ݕ ൅ ݖ ൅ 1ሻଷ
௏

 

по области, ограниченной координатными плоскостями и плоскостью  ݔ ൅ ݕ ൅ ݖ ൌ 1. 
 

6. Вычислить тройной интеграл 

මሺݔ ൅ ݕ ൅ ݖ݀ݕ݀ݔሻଶ݀ݖ
௏

 

по общей части параболоида  2ܽݖ ൒ ଶݔ ൅ ଶݔ   ଶ  и  шараݕ ൅ ଶݕ ൅ ଶݖ ൑ 3ܽଶ. 
 

7. Вычислить тройной интеграл 

මݖ݀ݕ݀ݔ݀ݖ
௏

 

по области, ограниченной плоскостью  ݖ ൌ 0  и  верхней половиной эллипсоида 
ଶݔ

ܽଶ ൅
ଶݕ

ܾଶ ൅
ଶݖ

ܿଶ ൌ 1. 
 

8. Вычислить тройной интеграл 

මݖ݀ݕ݀ݔ݀ݖ
௏

 

по области, ограниченной конусом   

ଶݖ ൌ
ܪ
ܴଶ ሺݔ

ଶ ൅  ଶሻݕ

и  плоскостью  ݖ ൌ  .ܪ
 



9. Вычислить тройной интеграл 

මሺݔଶ ൅ ݖ݀ݕ݀ݔଶሻ݀ݕ
௏

 

по области, ограниченной поверхностями 

ݖ ൌ
1
2
ሺݔଶ ൅ ݖ   ,ଶሻݕ ൌ 2. 

 

10. Вычислить объем цилиндра  ݔଶ ൅ ଶݕ ൌ ଶݔ  ограниченного сферой  ,ݔܽ ൅ ଶݕ ൅ ଶݖ ൌ ܽଶ 
и плоскостью  ݖ ൌ 0. 

 

11.  Вычислить  объем  области,  ограниченной  поверхностями  ଶݔ ൅ ଶݕ ൅ ଶݖ ൌ   ,ݖ2ܴ
ଶݔ ൅ ଶݕ ൌ ;ଶ  и содержащей точку  ሺ0ݖ 0; ܴሻ. 
сферой 

 

12.  Вычислить интеграл 

න݀ݔ න නݕ݀ ଶݔඥݖ ൅ ݖଶ݀ݕ
௔

଴

√ଶ௫ି௫మ

଴

ଶ

଴

 

преобразовав его предварительно к цилиндрическим координатам. 
 

13.  Вычислить интеграл 

න ݔ݀ න ݕ݀ න ሺݔଶ ൅ ݖଶሻ݀ݕ

ඥோమି௫మି௬మ

଴

√ோమି௫మ

ି√ோమି௫మ

ோ

ିோ

 , 

преобразовав его предварительно к сферическим координатам. 
 

14. Вычислить объем тела, ограниченного параболоидом 
ଶݕ

ܾଶ ൅
ଶݖ

ܿଶ ൌ 2
ݔ
ܽ 

и плоскостью  ݔ ൌ ܽ. 
 

Криволинейные интегралы первого рода. Задачи 15­27. 

Вычислить криволинейные интегралы 

න݂ሺݔ, ሻ݈݀ݕ
௅

 

вдоль линии L: 

15.  ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ |ݔ|  L – контур квадрата   ,ݕݔ ൅ |ݕ| ൌ 2. 

16.  ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ 1

ට2ݔ൅2ݕ൅4
 ,   L – отрезок прямой, соединяющей точки  0(0; 0)  и  A(1; 2). 

17.  ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ   L – четверть эллипса   ,ݕݔ
௫మ

௔మ
൅ ௬మ

௕మ
ൌ 1, расположенная в первом квадранте. 

18.  ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ଶ,   L – первая арка циклоиды  ൜ݕ ݔ ൌ ܽሺݐ െ sin ,ሻݐ
ݕ ൌ ܽሺ1 െ cos  .ሻݐ



19.  ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ඥݔଶ ൅ ݔଶ,   L – дуга кривой   ൜ݕ ൌ ܽሺcos ݐ ൅ ݐ sin ,ሻݐ
ݕ ൌ ܽሺsin ݐ െ ݐ cos ሻ,        ሺ0ݐ ൑ ݐ ൑ 2πሻ. 

20.  ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ݔL – дуга гиперболы  ൜   ,ݕݔ ൌ ܽ ch ݐ ,
ݕ ൌ ܽ sh ݐ ,       ሺ0 ൑ ݐ ൑  .଴ሻݐ

21.  ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ݔ ൅ ଶݎ   L – правый лепесток кривой   ,ݕ ൌ ܽଶ cos 2φ. 

22.  ݂ሺݔ, ሻݕ ൌ ସݔ ଷ⁄ ൅ ସݕ ଷ⁄ ,   L – дуга астроиды  ݔଶ ଷ⁄ ൅ ଶݕ ଷ⁄ ൌ ܽଶ ଷ⁄ . 

 
Вычислить криволинейные интегралы 

න݂ሺݔ, ,ݕ ሻ݈݀ݖ
௅

 

вдоль линии L: 

23.  ݂ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ൌ ݔ ൅ L – дуга кривой   ൞   ,ݖ

ݔ ൌ ,ݐ

ݕ ൌ 2ݐ3

√2
ݖ ൌ ,ଷݐ

,     ሺ0 ൑ ݐ ൑ 1ሻ. 

24.  ݂ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ൌ 1
L – первый виток винтовой линии   ൝   , 2ݖ2൅ݕ2൅ݔ

ݔ ൌ ܽ cos ݐ ,
ݕ ൌ ܽ sin ݐ ,
ݖ ൌ .ݐܾ

 

25.  ݂ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ൌ ඥ2ݕଶ ൅ ଶݔ  ଶ,   L – окружностьݖ ൅ ଶݕ ൅ ଶݖ ൌ ܴଶ,   ݔ ൌ  .ݕ

 
26.  Найти длину дуги пространственной кривой 

൝
ݔ ൌ ,ݐ3
ݕ ൌ ,ଶݐ3
ݖ ൌ ଷݐ2

 

от точки  0(0; 0; 0)  до точки    A(3; 3; 2). 
 

27.  Найти длину дуги конической винтовой линии  ݔ ൌ ܽ݁௧ cos ݕ  ,ݐ ൌ ܽ݁௧ sin ݖ  ,ݐ ൌ ܽ݁௧  от 
точки  0(0; 0; 0)  до точки    A(a; 0; a). 

 
Криволинейные интегралы второго рода. Задачи 28­40. 

28.  Вычислить криволинейный интеграл 

නሺݔଶ െ ݔሻ݀ݕݔ2 ൅ ሺ2ݕݔ ൅ ݕଶሻ݀ݕ
஺஻

 

где  AB – дуга параболы  ݕ ൌ  .ଶ  от точки  A(1; 1)  до точки  B(2; 4)ݔ
 

29.  Вычислить криволинейный интеграл 

නሺ2ܽ െ ݔሻ݀ݕ ൅ ݕ݀ݔ
௅

 

где   L  –  дуга  первой  арки  циклоиды    ൜ ݔ ൌ ܽሺݐ െ sin ,ሻݐ
ݕ ൌ ܽሺ1 െ cos  ,ሻݐ   пробегаемая  в  направлении 

возрастания параметра t. 



 

30.  Вычислить криволинейный интеграл 

ර
ሺݔ ൅ ݔሻ݀ݕ െ ሺݔ െ ݕሻ݀ݕ

ଶݔ ൅ ଶݕ
௅

 

вдоль окружности  ݔଶ ൅ ଶݕ ൌ ܴଶ  в положительном направлении. 
 

31.  Вычислить криволинейный интеграл 

නሺ2ܽ െ ݔሻ݀ݕ ൅ ݕ݀ݔ
௅

 

вдоль  верхней  половины  эллипса  ݔ ൌ ܽ cos  ,ݐ ݕ ൌ ܽ sin  ݐ в  положительном 
направлении. 

 

32.  Вычислить криволинейный интеграл 

න
ݔ݀ݕ െ ݕ݀ݔ

ଶݕ
௅

 

от точки  A(1; 2)  до точки  B(2; 1)  по пути, не пересекающему ось 0x. 
 

33.  Вычислить криволинейный интеграл 

න
ݔ݀ݔ ൅ ݕ݀ݕ ൅ ݖ݀ݖ
ሺݔଶ ൅ ଶݕ ൅ ଶሻଷݖ

௅

 

от точки  A(1; 3; 1)  до точки  B(2; 5; 4). 
 
34.  Вычислить криволинейный интеграл 

රඥݔଶ ൅ ݔଶ݀ݕ ൅ ݕݔሺݕ ൅ ln ቀݔ ൅ ඥݔଶ ൅ ݕଶቁሻ݀ݕ
௅

 

вдоль окружности  ݔଶ ൅ ଶݕ ൌ ܴଶ  в положительном направлении. 
 

35.  Вычислить криволинейный интеграл 

ර
ݔ݀ݕሺݕݔ െ ሻݕ݀ݔ

ଶݔ ൅ ଶݕ
௅

 , 

где  L  –  правый  лепесток  кривой  ଶݎ ൌ ܽଶ cos 2φ,  пробегаемый  в  положительном 
направлении. 

 

36.  Вычислить криволинейный интеграл 

ර2ሺݔଶ ൅ ݔଶሻ݀ݕ ൅ ሺݔ ൅ ݕሻଶ݀ݕ
௅

, 

где  L  –  контур  треугольника  с  вершинами  в  точках  A(1;1),  B(2;2)  и  C(1;3),  
пробегаемый в положительном направлении. 

 

37.  Вычислить криволинейный интеграл 

රെݔଶݔ݀ݕ ൅ ݕଶ݀ݕݔ
௅

 

вдоль окружности  ݔଶ ൅ ଶݕ ൌ ܴଶ  в положительном направлении. 
 



38.  С  помощью  криволинейного  интеграла  вычислить  площадь  эллипса:  ݔ ൌ ܽ cos   ,ݐ
ݕ ൌ ܾ sin  .ݐ

 
39.  С помощью криволинейного интеграла вычислить площадь астроидой:  ݔ ൌ ܽ cosଷ   ,ݐ

ݕ ൌ ܽ sinଷ  .ݐ
 

40.  С помощью криволинейного интеграла вычислить площадь кардиоидой:  
ݔ ൌ ܽሺ2 cos ݐ െ cos ݕ   ,ሻݐ2 ൌ ܽሺ2 sin ݐ െ cos  .ሻݐ2

Поверхностные интегралы первого рода. Задачи 41­45. 

41.  Вычислить 

ඵሺݔଶ ൅ ଶሻ݀ܵݕ
ௌ

, 

где  S – сфера  ݔଶ ൅ ଶݕ ൅ ଶݖ ൌ ܴଶ. 
 

42.  Вычислить 

ඵඥݔଶ ൅ ଶ݀ܵݕ
ௌ

, 

где  S – боковая поверхность конуса 
ଶݔ

ܽଶ ൅
ଶݕ

ܽଶ െ
ଶݖ

ܾଶ ൌ 0    ሺ0 ൑ ݖ ൑ ܾሻ, 
 

43.  Вычислить 

ඵሺݔ ൅ ݕ ൅ ሻ݀ܵݖ
ௌ

, 

где  S – поверхность ݔଶ ൅ ଶݕ ൅ ଶݖ ൌ ܴଶ,  ݖ ൒ 0. 
 

44.  Вычислить 

ඵሺݔଶ ൅ ଶሻ݀ܵݕ
ௌ

, 

где  S – граница тела  ඥݔଶ ൅ ଶݕ ൑ ݖ ൑ 1. 
 

45.  Вычислить 

ඵ
݀ܵ

ሺݔ ൅ ݕ ൅ ሻଶݖ
ௌ

, 

где  S – граница тетраэдра:   ݔ ൅ ݕ ൅ ݖ ൑ ݔ  ,1 ൒ 0, ݕ ൒ 0, ݖ ൒ 0. 


