
Банк задач по элементам теории поля 

1. Найти угол между градиентами скалярного поля 
φ ൌ ଷݔ  ଷݕ  ݕଶݖ3 െ  ଶݕݔ5

в точках ܯଵሺ2;  1; െ2ሻ и ܯଶሺ0; െ3;  1ሻ. 
Чему  равна  производная  этого  скалярного  поля  в  точке ܯଷሺ1;  1;  2ሻ  в  направлении 
вектора  ܉ ൌ 2ܑ  ܒ െ  ?ܓ5

 

2. Найти производную скалярного поля 
φ ൌ ଶݔ3 െ ݖݔ2  ଶݕ െ  ݕݔ5

в точке ܯሺݔ, ,ݕ  .ሻ в направлении радиус‐вектора  r  этой точкиݖ
 

3. Найти производную скалярного поля 

φ ൌ
1
 ݎ

в точке ܯሺݔ, ,ݕ  ሻ в направлении единичного вектораݖ

܉ ൌ ܑ cos α  ܒ cos β  ܓ cos γ , 

где  r – длина радиус‐вектора точки М;  cos α , cos β  и  cos γ – направляющие косинусы 
вектора  ܉. 

 

4. Найти  производную  скалярного  поля  φሺܯሻ  в  направлении  градиента  скалярного 
поля  ݑሺܯሻ. 

 

5. Вычислить  градиент  скалярного  поля    φሺܯሻ ൌ  ,ܚ ۱ где  С  –постоянный  вектор;    r  – 
радиус‐вектор переменной точки ܯሺݔ, ,ݕ  .ሻݖ

 

6. Вычислить  grad |۱ ൈ  ,|ܚ где  С  –постоянный  вектор;  r  –  радиус‐вектор  переменной 
точки ܯሺݔ, ,ݕ  .ሻݖ

 

7. Вычислить  grad ,ݔሺܯ  , где r – длина радиус‐вектора точкиݎ ,ݕ  .ሻݖ
 

8. Пусть  φ ൌ φሺݑሻ,   ݑ ൌ ,ݔሺݑ ,ݕ  .ݑሻ. Выразить  gradφ  через  gradݖ
 

9. Пусть  φ ൌ φሺݎሻ, где r – длина радиус‐вектора точки Mሺݔ, ,ݕ  .ሻ. Найти  gradφݖ
 

10.  Доказать, что 
gradሺݒݑሻ ൌ ݑ grad ݒ  ݒ grad  .ݑ

 

11.  Пусть  φ ൌ φሺݑ, ݑ ሻ, гдеݒ ൌ ,ݔሺݑ ,ݕ ݒ ሻ иݖ ൌ ,ݔሺݒ ,ݕ  ሻ. Доказать, чтоݖ

gradφ ൌ
߲φ
ݑ߲ gradݑ 

߲φ
ݒ߲ grad  .ݒ

 

12.  Найти направление наибыстрейшего возрастания функции 
φ ൌ ሺx  y െ 4xሻଶ 

в точке ܯ(1; 1; 2). Чему равна наибольшая скорость роста функции φ в этой точке? 
 

13.  Вычислить дивергенцию векторного поля 
ۯ ൌ ሺݔଶ  ଶሻܑݕ  ሺݕଶ  ܒଶሻݖ  ሺݖଶ   ܓଶሻݔ

в точке  ܯଵሺ0; െ3;  1ሻ. 



 

14.  Вычислить дивергенцию векторного поля 

ۯ ൌ
ܚ
 ݎ

в точке  ܯଵሺ1; െ3;  2ሻ. 
 

15.  Пусть   φ ൌ φሺݔ, ,ݕ  ,ሻ – заданное скалярное полеݖ ۯ  ൌ ,ݔሺۯ ,ݕ  ሻ – заданное векторноеݖ
поле. Найти  divሺۯφሻ. 

 

16.  Вычислить дивергенцию векторного поля 

ۯ ൌ
ܚ
 , ݎ

где  r – радиус‐вектор переменной точки. 
 

17.  Вычислить дивергенцию векторного поля 
ۯ ൌ  .ݎ ܚ

где  r – радиус‐вектор переменной точки. 
 

18.  Вычислить дивергенцию векторного поля 
ۯ ൌ  .ଶݎ ܚ

где  r – радиус‐вектор переменной точки. 
 

19. Вычислить дивергенцию векторного поля 
ۯ ൌ  .۱ ݎ

где  r – длина радиус‐вектора переменной точки;  ۱ – постоянный вектор. 
 

20. Вычислить дивергенцию векторного поля 
ۯ ൌ  , ଶ ۱ݎ

где  r – длина радиус‐вектора переменной точки;  ۱ – постоянный вектор. 
 

21. Вычислить дивергенцию векторного поля 
ۯ ൌ  , ۱ሻ ܚሺ ܚ

где  r –радиус‐вектор переменной точки;  ۱ – постоянный вектор. 
 

22. Вычислить дивергенцию векторного поля 
ۯ ൌ ۱ ሺ۰ ܚሻ , 

где  r –радиус‐вектор переменной точки;  ۰ и  ۱ – постоянные векторы. 
 

23. Пусть  φ ൌ φሺݎሻ,  где  r  –  длина  радиус‐вектора   ܚ переменной  точки.  Вычислить 
дивергенцию векторного поля 

ۯ ൌ  .φ ܚ
 

24. Вычислить  divሺݑ grad  .ሻݒ
 

25. Вычислить дивергенцию векторного поля 
ۯ ൌ ۱ ൈ  , ܚ

где  r –радиус‐вектор переменной точки;  ۱ – постоянный вектор. 
 



26. Вычислить дивергенцию векторного поля 
ۯ ൌ ሺ۱ ݎ ൈ  , ሻܚ

где  r –радиус‐вектор переменной точки;  ۱ – постоянный вектор. 
 

27. Вычислить дивергенцию векторного поля 
ۯ ൌ ۰ ൈ ሺ۱ ൈ  , ሻܚ

где  r –радиус‐вектор переменной точки;  ۰  и  ۱ – постоянные векторы. 
 

28. Вычислить поток векторного поля 

ۯ ൌ ሺݔଶ  ଶሻܑݕ  ሺݕଶ  ܒଶሻݖ  ሺݖଶ   ܓଶሻݔ

через  часть  плоскости  Оху,  ограниченной  окружностью  ଶݔ  ଶݕ ൌ 1  (в  направлении 
вектора к). 

 

29.  Вычислить поток векторного поля 

ۯ ൌ ሺݔଶ  ଶሻܑݕ  ሺݕଶ  ܒଶሻݖ  ሺݖଶ   ܓଶሻݔ

через  часть  плоскости  Оуz,  ограниченной  окружностью  ଶݕ  ଶݖ ൌ 1  (в  направлении 
вектора –i). 

 

30.  Вычислить поток векторного поля 

ۯ ൌ ሺݔଶ  ଶሻܑݕ  ሺݕଶ  ܒଶሻݖ  ሺݖଶ   ܓଶሻݔ

через внешнюю поверхность  куба, ограниченного плоскостями 
ݔ ൌ 0, ݔ ൌ 1, ݕ ൌ 0, ݕ ൌ 1, ݖ ൌ 0, ݖ ൌ 1. 

Вычисления  произвести непосредственно и  с  помощью  теоремы Остроградского — 
Гаусса. 

 

31.  Вычислить поток векторного поля 

ۯ ൌ ଷܑݔ  ܒଷݕ   ܓଷݖ

через внешнюю поверхность  куба, ограниченного плоскостями 
ݔ ൌ 0, ݔ ൌ 2, ݕ ൌ 0, ݕ ൌ 2, ݖ ൌ 0, ݖ ൌ 2. 

Решить  задачу  непосредственным  вычислением  и  с  помощью  теоремы 
Остроградского — Гаусса. 

 

32.  Вычислить поток векторного поля 

ۯ ൌ ሺݔଶ  ଶሻܑݕ  ሺݕଶ  ܒଶሻݖ  ሺݖଶ   ܓଶሻݔ

через внешнюю поверхность  тетраэдра, ограниченного плоскостями 
ݔ ൌ 0, ݕ ൌ 0, ݖ ൌ 0, ݔ2  ݕ3  ݖ4 ൌ 24. 

Вычисления  произвести непосредственно и  с  помощью  теоремы Остроградского — 
Гаусса. 

 

33.  Вычислить поток векторного поля 

ۯ ൌ ଷܑݔ  ܒଷݕ   ܓଷݖ

через внешнюю поверхность  тетраэдра, ограниченного плоскостями 
ݔ ൌ 0, ݕ ൌ 0, ݖ ൌ 0, ݔ  ݕ2  ݖ3 ൌ 6. 



Решить  задачу  непосредственным  вычислением  и  с  помощью  теоремы 
Остроградского — Гаусса. 

 

34.  Вычислить поток векторного поля 

ۯ ൌ ሺݔଶ  ଶሻܑݕ  ሺݕଶ  ܒଶሻݖ  ሺݖଶ   ܓଶሻݔ

через боковую поверхность  цилиндра: 
ଶݔ  ଶݕ ൌ 1, ݖ ൌ 1, ݖ ൌ 2. 

 

35.  Вычислить поток векторного поля 

ۯ ൌ ሺݔଶ  ଶሻܑݕ  ሺݕଶ  ܒଶሻݖ  ሺݖଶ   ܓଶሻݔ

через боковую поверхность  цилиндра: 
ଶݕ  ଶݖ ൌ 1, ݔ ൌ െ3, ݔ ൌ 5. 

 

36.  Вычислить поток векторного поля 
ۯ ൌ ଷܑݔ  ܒଷݕ   ܓଷݖ

через внешнюю поверхность  цилиндра: 
ଶݔ  ଶݕ ൌ 1, ݖ ൌ 0, ݖ ൌ 3. 

 

37. Вычислить поток векторного поля 
ۯ ൌ ଷܑݔ  ܒଷݕ   ܓଷݖ

через коническую поверхность  в направлении внешней нормали: 

ଶݖ ൌ ଶݔ  ଶ,   0ݕ  ݖ   .ܪ
 

38. Вычислить поток векторного поля 
ۯ ൌ ଷܑݔ  ܒଷݕ   ܓଷݖ

через внешнюю поверхность  сферы: 

ଶݔ  ଶݕ  ଶݖ ൌ 4. 
 

39.  Доказать формулу 

Δሺݒݑሻ ൌ ݒΔݑ  ݑΔݒ  2 gradݑ grad  . ݒ
 

40.  Пусть  ,ݔሺܯ ,ݕ  ሻݖ –  фиксированная  точка,  лежащая  за  пределами  области  V; 
,ݔሺܯ ,ݕ ۯ  ;ሻ – переменная точкаݖ ൌ  ሬሬሬሬሬሬሬሬሬԦ;  S – граница области V;  n – вектор внешнейܯܯ
нормали к поверхности S;   φ – угол между векторами  ۯ и n.  
Доказать формулу 

ඵcosφ݀ܵ
ௌ

ൌ 2ම
ܸ݀
|ۯ|



 . 

 

41.  В  условиях  предыдущей  задачи  записать  поток  векторного  поля 
ۯ
|ۯ|
  через 

поверхность S с помощью тройного интеграла по области V. 
 

42.  Вычислить  поток  векторного  поля    ۯ ൌ ܿ ܚ
3ݎ
    через  сферу  радиуса  R  с  центром  в 

начале  координат,  где     ܚ –  радиус‐вектор  переменной  точки;     ݎ –  длина  радиус‐
вектора ܚ;  c – некоторая константа. 

 



43.  Вычислить  поток  векторного  поля    ۯ ൌ ݂ሺݎሻ ܚ    через  сферу  радиуса  R  с  центром  в 
начале  координат,  где     ܚ –  радиус‐вектор  переменной  точки;    ݂ሺݎሻ  –  произвольная 
дифференцируемая функция от длины  ݎ  радиус‐вектора ܚ. 

 

44.  Вычислить ротор векторного поля 
ۯ ൌ ሺݔଶ  ଶሻܑݕ  ሺݕଶ  ܒଶሻݖ  ሺݖଶ   ܓଶሻݔ

в точке  ܯଵሺ0; െ3;  1ሻ. 
 

45.  Найти ротор векторного поля 
ۯ ൌ ܑݕଶݖ  ܒݖଶݔ   ܓݔଶݕ

в точке  ܯଵሺ0; െ3;  1ሻ. 
 

46.  В условиях предыдущей задачи найти  rot rot ;ଵሺ0; െ3ܯ  в точке  ۯ  1ሻ. 
 

47.  Вычислить    rotሺφۯሻ,  где    φ  –  некоторое  скалярное  поле;     ۯ –  заданное  векторное 
поле. 

 

48.  Вычислить ротор векторного поля 

ۯ ൌ
ܚ
 , ݎ

где  r – радиус‐вектор переменной точки. 
 

49.  Вычислить ротор векторного поля 
ۯ ൌ  .ݎ ܚ

где  r – радиус‐вектор переменной точки. 
 

50.  Вычислить ротор векторного поля 
ۯ ൌ  .ଶݎ ܚ

где  r – радиус‐вектор переменной точки. 
 

51.  Вычислить ротор векторного поля 
ۯ ൌ  , ۱ ݎ

где  r – длина радиус‐вектора переменной точки;  ۱ – постоянный вектор. 
 

52.  Вычислить ротор векторного поля 
ۯ ൌ  , ଶ ۱ݎ

где  r – длина радиус‐вектора переменной точки;  ۱ – постоянный вектор. 
 

53.  Пусть φ ൌ φሺݎሻ, где r – длина радиус‐вектора ܚ переменной точки. Вычислить ротор 
векторного поля 

ۯ ൌ  .φ ܚ
 

54.  Пусть ۯ  и  ۰  – некоторые векторные поля. Доказать формулу 
divሾۯ, ۰ሿ ൌ ሺrot ۯ , ۰ሻ െ ሺۯ, rot ۰ሻ. 

 

55.  Вычислить циркуляцию векторного поля 
ۯ ൌ ܑݕ  ܒݖ   ܓݔ

по окружности 

൜ݔ
ଶ  ଶݕ  ଶݖ ൌ ܽଶ,
ݔ  ݕ  ݖ ൌ 0,  



пробегаемой против хода часовой стрелки (если смотреть с положительной стороны 
оси  Oz).  Вычисление  провести  двумя  способами:  непосредственно  и  с  помощью 
формулы Стокса. 

 

56.  Вычислить циркуляцию векторного поля 
ۯ ൌ ሺݕ െ ሻܑݔ  ሺݖ െ ܒሻݕ  ሺݔ െ  ܓሻݖ

вдоль замкнутого контура, состоящего из дуги винтовой линии 

൞

ݔ ൌ ܽ cos ݐ ,
ݕ ൌ ܽ sin ݐ ,

ݖ ൌ
ܾ
2π ݐ

 

от  точки  ;ଵሺܽܯ 0; 0ሻ  до  точки  ;ଶሺܽܯ 0; ܾሻ  и  прямолинейного  отрезка   .ଵܯଶܯ Обход 
совершается  в  направлении  возрастания  параметра  t  (при  движении  по  винтовой 
линии). 
Вычисления  провести  двумя  способами:  непосредственно  и  с  помощью  формулы 
Стокса. 

 

57.  Вычислить циркуляцию векторного поля 
ۯ ൌ ሺݔଶ  ଶሻܑݕ  ሺݔଶ െ ܒଶሻݕ   ܓଶݖ2

вдоль замкнутой кривой, составленной из двух дуг полуокружностей, изображенных 
на рисунке (направление обхода указано на рисунке стрелкой).  

 
Вычисления провести двумя способами: непосредственно и с помощью формулы 
Стокса. 

 

58. Вычислить циркуляцию векторного поля 
ۯ ൌ ሺݕଶ െ ଶሻܑݖ  ሺݖଶ െ ܒଶሻݔ  ሺݔଶ െ  ܓଶሻݕ

по  замкнутому  контуру  треугольника   ଷܯଶܯଵܯ    с  координатами  вершин ܯଵሺ1; 0; 0ሻ,
;ଶሺ0ܯ 1; 0ሻ и ܯଷሺ0; 0; 1ሻ. Вычисления провести двумя способами: непосредственно и с 
помощью формулы Стокса. 

 

59.  Проверить, является ли поле 
ۯ ൌ ሺ3ݔଶݕଶݖ  ଷሻܑݖଶݕ  ሺ2ݔଷݖݕ  ܒଷሻݖݕݔ2  ሺݔଷݕଶ   ܓଶሻݖଶݕݔ3

потенциальным. Если да, то найти его потенциал. 
 

60.  Проверить, является ли поле 

ۯ ൌ ቆ
ଶݕଶݔ3

ݖ െ ଷቇݔ2 ܑ  ቆ
ݕଷݔ2
ݖ  ଷቇݕ3 ܒ  ቆݖଷ െ

ଶݕଷݔ

ଶݖ ቇܓ 

потенциальным. Если да, то найти его потенциал. 
 

61.  Найти потенциал поля 

ۯ ൌ
4

ሺݔଶ  ଶݕ  ଶሻଷݖ
ሺܑݔ  ܒݕ   .ሻܓݖ


