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1. The Real Number System 

1.1.   True or False Quiz for Properties of Numbers 
Recall basic definitions of numbers and their properties. 

Which of the following statements are true? Correct erroneous statements and 

give explanation. 

  Statements  Write “true” or correct statements. 

a) 
Number  5  is a positive rational 
number. 

 

b)  Number  312  is a real integer.   

c)  A real number is the number that 

is either natural or negative. 
 

d)  An even number is any evenly 

even number. 
 

e) 
Odd numbers are integers that are 

not divisible by the number three. 
 

f)  yxyx −=− 4)(4    

g)  22 3)3( xx =    

h)  0
0
=

a
   

i)  222)( yxyx −=−    

j)  222)( yxyxyx ++=+    

k)  |||| xx =−    

l)  )5()5( 2 −=−    
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1.2. True or False Quiz for Fractions 
Correct the following wrong statements. Give reasons for your conclusions by 

the references to the appropriate properties. 

  Wrong statements  Your versions of the answers. 

a) 
If  

2
3

=
y
x

,   then 

3=x  and  2=y . 

 

 

b) 
3

2
3

2 y
x

yx +
=

+
   

c) 
7

4
7

4 y
x

xxy
=

+
   

d) 
5

2
5

2
+
+

=+
x

yy
x

   

e) 
3

4
4

)
3

( x
x

=  
 

f)  7
5

7

5 x
x

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

 
 

g)  If   1|| >x  then  1>x    

h)  If   1|| <x   then   1<x    
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1.3.  True or False Quiz for Exponents 
Which of the following statements is true? Correct statements those are false 

and give reasons for your conclusions. 

  Statements  Your conclusions and explanations 

a)  1243 xxx =    

b)  437 xxx +=    

c)  523 )( xx =    

d)  222 )8(8 +=+ xx    

e)  1052 xxx =    

f) 

2
2
1

1
x

x =  
 

g) 

2
2
1

1
x

x =
−

 
 

h)  yxyx +=+    

i) 
112 +=+ xx    
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1.4.  True or False Quiz for Sets 

  Statements  True/False 

a)  Two  sets  in  which  the  same  elements  are  listed  in  a 

different order are the same. 

 

b)  The same element can never appear twice in a set.   

c)  The empty set is a subset of the set  },,4{ xa .   

d)  If two sets are not equal, then one is a subset of the other.   

e)  If  ABA =U , then  BBA =I    

f)  If  BABA IU = , then  BA =    

g)  If   },4,3,1{ aA =  and  }7,4,4,1{=B , then 

• },7,4,3,1{ aBA =U  

• }4,1{=BAI  

 

1.5.  Which of the following fractions is the least? 

 a) 100
99 ;     b)  250

247 ;     c)  500
497 ;    d)  750

743 . 

Your Explanation: 

 

1.6.  In  the  following problem select  from the suggested answers  the   correct 

completion. 

If   yx =5 ,   then     =10x  

a)  y2 ;     b)  2y ;     c)  y50 ;     d)  50y . 

Your Explanation:
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1.7.  Compute each of the following expressions if it is defined. Do not write the 

answer as a decimal approximation. 

a)   =− 3
4

)8(  

b)   =3
2

125  

c)   =−− 4
2

))2)(8((  

d)   =− 6
3

)625(  

e)   =− 2
6

)4(  

f)   =−
−

2
1

4
1

25625  

g)    =+ −− 11 87  

h)    =−
−

3
1

5
1

3
2

2
1

125

32

27

81
 

Hint:  

• Simplify  each  of  the  expressions  using  the  operations  with  fractional 

exponents. 

• Then  in  expressions  f)‐h)  reduce  the  fractions  to  a  common denominator 

and add (or subtract) the fractions with the same denominators. 

Example: 

• 
6
1

6
23

6
2

6
3

3
1

2
194 2

1
2
1

=
−

=−=−=−
−−
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1.8.  Write each of  the  following as a product or quotient of powers  in which 

each variable occurs but once, and all exponents are positive. Assume that 

all variables represent positive real numbers only. 

a) =
−−

− 2
1

2
3

12 )( xyx  

 

 

b)   =−
−

2
50

21
)

2
(

yx
yx

 

 

 

c)   =
−

−−
4

3

22

zxy
zyx

 

 

 

1.9.  Find the factor  A . 

a) 2
1

2
1

2
3

−−−
=+ Axxx   ⇒          ⇒  =A  

 

b)   3
1

3
2

Axxx =−    ⇒          ⇒  =A  

 
 

c)   4
1

4
3

Abb =     ⇒          ⇒  =A  

 

Example:  

• 5
2

5
1

5
3

Axxx =+
−

  ⇒  5
2

5
3

5
1

5
2

)( Axxxx =+
−

  ⇒  5
3

5
1

−
+= xxA  



Real Number System: Problems 

9 
 

1.10. In  the  following  problems  write  the  given  expressions  as  a  single 

fraction  involving  positive  exponents  only.  Assume  that  all  variables 

represent positive real numbers only. 

a)   =− −− 22 yx  

 

b)   =+ −− 11 yxyx  

 
 

c)   =
−

+
−−

−−

11

11

yx
yx

 

 

 

1.11.  Write each of the given expressions as a single fraction. 

a) =
c
b
a)(

 

 

b)   =
)(

c
b
a

 

c)   =
)(

)(

d
c
b
a

 

d)   =)(
)(

)(

f
e

d
c
b
a

 

1.12. Let numbers  1, +nn , and  2+n  be consecutive integers. Is the average 

of the three integers an even number? 

Note: The average of the three numbers  ,,ba  and c  is  3)( cba ++ . 

Solution: 
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Is the sum of the three integers divisible by the middle integer? 

Solution: 

 

 

Is  )1()2)(1( +−++ nnnn  an even number? 

Solution: 

 

 

1.13. Solve the following proportions. 

a) 
x
3

7
2
=   ⇒                =x  

b)  
5

3
9
4 x
=  ⇒                =x  

c)  
7
8

2
3
=

x
 ⇒                =x  

d)  
5
2

4
5

=
x

 ⇒                =x  

Hint. Use the cross product property of proportions: 

d
c

b
a
=    ⇒    bcad = . 

 

1.14.  If  ba <  and  |||| cbca −=− , which of the following inequalities could 

be true? 

a)  ac < ;     b)  bca << ;     c)  cb < . 

Hint:  Recall  that  || ca −   represents  the  distance  between  a   and  c   on  the 

number  line. Use the number  line and find the point  c   such that  its distance 
from the point a  is the same as from the points b . 
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You can also solve this problem algebraically using the definition of absolute 

values. 

Geometric Solution: 

 

 

 

Algebraic Solution: 

 

1.15. Find (without using a calculator) the integer n  that is represented by 
the following difference: 

|43324|43324 −−+=n . 

Solution: 

1)  State  the  sign  of  the  expression  43324 −   to  drop  the  absolute  symbol 

under the sign of the radical: 

=− 43324  

 

 

 

Therefore,  =− |43324|  

2) Transform the difference  |43324|43324 −−+ . 

 

 

 

 

 

3) Conclusion: 
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Example: Let us consider the difference: 

29512|29512| +−−=n       (1) 

1)  In order to drop the absolute symbol under the sign of the radical we have 

to take into account the sign of the expression  29512 − . 

Let us transform the expression  29512 −  in the following way: 

0
29512

121
29512
8415144

29512
29)512(

29512
)29512)(29512(29512

22

<
+

−
=

+
−⋅

=
+
−

=

+
+−

=−
 

If  0<a , then  aa −=||  by definition of absolute values. 

Therefore,  51229)29512(|29512| −=−−=− . 

2)  Let us square the both sides of equality (1) and then simplify it in view of 

the above: 

362258121258

720841258)512(29258

)51229)(51229(2)29512()51229(

)2951251229(

22

22

=−=−=

−−=−−=

+−−++−=

+−−=n

 

Hence,  6|| =n .  

It is evident that  0<n , so  6−=n . 
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2. Algebraic Transformations 

Recall  the  following  methods  of  manipulating  and  simplifying  algebraic 

expressions: factoring, expanding and rationalizing the denominator. 

2.1.   Factor the following quadratic expressions: 

a)  =−− 253 2 xx  

 

b)  =−− 2142 xx  

 

c)  =−− 22 352 aaxx  

 
 
2.2.  In the following problems factor the given polynomials as completely as 

possible: 

a)   652 23 +−− xxx  

b)   2045 23 −−+ xxx  

c)   3832 23 +−+ xxx  

 Solution: 

a)   652 23 +−− xxx  

 

 

b)   2045 23 −−+ xxx  

 

 

c)   3832 23 +−+ xxx  
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2.3.  Write down each of the following expressions as a single fraction in which 

the denominator is rationalized and simplify when it is possible. 

a)   =
−
+

ba
ba

 

 

b)   =
+

−+
1

1
x
xx  

 

 

 

c)   =
+

−
+ x

x

x

x 1

1

2

2
. 

 

 

 

2.4.   Complete the square for each of the following quadratic polynomials: 

a)   =++ 132 2 xx  

 

b)   =−+ 342 xx  

  

c)   =++ baxx 42  

 

 

Example:  

2
9)

2
5(4

4
25)

4
25

2
52(45 222 −−=+−+−=+− xxxxx  
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2.5.  Write the given expression in the form  22 )( dcxba +±   and simplify 

when b  is a fraction: 
 

a)   =+ xx 32  

 

 

b)   =− 249 xx  

 

 

c)   =+−− 832 xx . 

 

 

 

3. Quadratic Equations 

3.1.   Solve the following quadratic equations by completing the square: 

a)   0144 2 =−− xx  

 

 

 

b)   053)2( 2 =−+− xx  

 

 

 

 c)   56)23(3 +=− xxx . 
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3.2.  Use the quadratic formula to solve the following equations: 

a) 0162 2 =−− xx  

 

 

b)  62)32( −=− xxx  

 

 

c)  02 22 =−+ baxx  

 

 

 

3.3.   For the following equations  0)( =xf  determine whether the real roots 

are unequal, equal, or do not exist. 

a) 54)( 2 −−= xxxf  

b)   4129)( 2 +−= xxxf  

c)   1)( 2 ++= xxxf  

Solution:  

a)  054 2 =−− xx  

 

 

b)  04129 2 =+− xx  

 

 

c)  012 =++ xx  
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3.4.   Determine for what values of  x  the function  )(xf  is greater than zero 

and for what values of  x  the function is less than zero. Express your 
answers in interval notation. 

a)   xxxf −= 22)(  

b)   144)( 2 ++= xxxf  

c)   1)( 2 ++= xxxf  

Hints:  

• A  product  ab   of  real  numbers  is  positive  if  and  only  if  both  factors  are 

nonzero and have the same sign. 

• If  0>a  and  042 <− acb , then  02 >++ cbxax  for all  Rx∈ . 

If  0<a  and  042 <− acb , then  02 <++ cbxax  for all  Rx∈ . 

Solution: 

a)  =−= xxxf 22)(  
 

 

b)  =++= 144)( 2 xxxf  

 

 

 

c)  =++= 1)( 2 xxxf  
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4. Quadratic Functions 

A quadratic function is a function of the form  cbxaxxf ++= 2)(  with a non‐

zero coefficient a . The graph of this function is a parabola. 
4.1.   Prove the following properties of the parabola: 

a) Its  vertex  occurs  at  the  point  on  the  graph  with  x ‐coordinate  that  is 
equal to  ab 2 . 

b) It is symmetric around the vertical line through the vertex.  

c) If the coefficient a  of  2x  is positive, then the parabola opens up; 

if a  is negative, then it opens down. 
d) Its  y ‐intercept is equal to c . 

e) Its  x ‐intercepts  are  equal  to  the  solutions  of  the  quadratic  equation 

02 =++ cbxax  if they are exist. 

Proof: 

Hint:  Complete  the  square  to  get  standard  form  0
2

0 )()( yxxaxf +−= , 

where  abx 20 =  and  )( 00 xfy = . 

 

 

 

Using this form one can easily prove the statements a)‐.c). 

 

 

 

 

 

The proof of the statements d)‐e) can be based on the definition of intercepts. 
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4.2.  Graph the function  )(xfy = , state the coordinates of the vertex and the 

equation of the axis of symmetry for each of the following functions: 

a)   352)( 2 −−= xxxf  

b)  54)( 2 +−−= xxxf  

c)   124)( 2 −+= xxxf  

Hints:  In  order  to  graph  a  parabola  cbxaxy ++= 2   and  state  its  main 

characteristics  transform  the  quadratic  functions  to  the  standard  form 

0
2

0 )()( yxxaxf +−= . 

The  axis  of  symmetry  is  the  vertical  line  0xx = ,  and  the  coordinates  of  the 

vertex  are  ),( 00 yx .  The  value  00 )( yxf =   is  either  the  minimum  or 

maximum of the function; it depends on the sign of the coefficient a . Mark the 
point of the vertex. 

Next  select  a  few  x   values  to  the  right  or  the  left  of  the  axis  of  symmetry, 
substitute these in for  x  in the original equation and solve for  )(xf . 

Then plot these points and another points at equal distances from the axis of 

symmetry on the opposite side. 

Draw the parabola through the points you have plotted. 

Example:  Let  the  function  )(xf   be  equal  to  the  following  quadratic 

polynomial: 

562)( 2 +−= xxxf . 

1) First we complete the square for this polynomial: 

2
1)

2
3(25

2
9)

4
9

2
33(2

5)3(2562)(

22

22

+−=+−+−=

+−=+−=

xxx

xxxxxf
 



Polynomials 

 20

There  are  no  real  roots  for  the  equations  0)( =xf ,  because 

0
2
1)

2
3(2)( 2 >+−= xxf   for any  Rx∈ . 

3) The graph of the function  562 2 +−= xxy  is the parabola.  

The  vertical  line 
2
3

=x   is  its  axis  of  symmetry.  The  coordinates  of  the 

vertex are  )
2
1,

2
3( .  It is also clear that  5)0( =f . 

 
Solution: 

a) The standard form of the function  352 2 −− xx  is the following: 

=−− 352 2 xx  

 

 

The axis of symmetry is the vertical line  =x  

 

The coordinates of the vertex are 
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A few additional points: 

x          

)(xf          

 

b) The standard form of the function  )54( 2 +−− xx  is the following: 

=+−− 542 xx  

 

 

 

The axis of symmetry is the vertical line  =x  

 

The coordinates of the vertex are 

A few additional points: 

x          

)(xf          



Polynomials 

 22

 

c) The standard form of the function  1242 −+ xx  is the following: 

=−+ 1242 xx  

 

 

 

 

 

The axis of symmetry is the vertical line  =x  

 

 

The coordinates of the vertex are 

A few additional points: 

x          

)(xf          

 



Polynomials 

 23

 
4.3.  Determine the values of  A  for which the equation has real and equal 

roots. 

a)   0)5(45 2 =+−− Axx  

b)   0)22(32 =−−+ xAxx  

c)   025)2( 2 =−++ AxxA  

Solution: 

a)  0)5(45 2 =+−− Axx  
 

b)  0)22(32 =−−+ xAxx  

 

 

c)  025)2( 2 =−++ AxxA  
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5.  Polynomials 
5.1.   For each of the following equations determine all values of the constant 

A  such that the equation has no real roots. Write your answer in the form 
of an interval (or union of intervals). 

a)   Axx =+ 32  

b)   Axx =− 24 4  

c)   082 24 =+−− Axx  

Solution: 

a)  Axx =+ 32  

 

b)   Axx =− 24 4  

Hint: Use a change of variable,  2xy = , to get a quadratic equation. 

 

 

c)   082 24 =+−− Axx  

Hint: Make the same change of the variable as above. 

 

 

5.2.   How many roots has each of the following equations for positive values of 

the constant  A?  

a) 0128483 =++− Axx  

b)   Axx =− 24 52  

Illustrate your answer in diagram form. 

Solution: 

a)  0128483 =++− Axx  
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b)  Axx =− 24 52  

Hint: Use a change of the variable,  2xy =  to get a quadratic equation. 
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5.3.   For each of the following equations determines all values of the constant 

A  such that the equation has exactly two real roots. Write your answer in 
the form of a graph on the number line. 

a)   Axx =− 82  

b)   054 24 =+−− Axx  

c)   Axx =+− 252 24  

Solution: 

a)  Axx =− 82  

 

 

 

 

 

 

b)  054 24 =+−− Axx  

 

 

 

 

 

 

c)  Axx =+− 252 24  
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5.4.  For each of the following equations determine even one value of the 

constant  A  such that the equation has exactly three real roots. 

a)   082 24 =−+− Axx  

b)   Axx =− 33  

c)   Axx =− 483  

Explain how you arrived at your answer. 

Solution: 

a)  082 24 =−+− Axx  

 

 

 

 

b)  Axx =− 33  

 

 

 

 

 

c)  Axx =− 483  
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5.5.  For each of the following equations determine even one value of  A  such 
that the equations has exactly four real roots. 

a)   Axx =+− 54 24  

b)   052 24 =+− Axx  

Explain how you arrived at your answer and illustrate it in diagram form. 

Solution: 

a)  Axx =+− 54 24  

 

b)  Axx =+− 252 24  
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6.  Inequalities 
6.1.   Solve the following inequalities involving absolute values. Give your 

answer in the form of a graph on the number line. 

a)   0|1|)1( >+− xx  

b)   01||2 >−x  

c)   19||62 ≥+− xx  

d)   65|2| −≤− xx  

e)   xx 4|15| <−  

Hint:  The  absolute  value  symbol  gives  us  two  possible  solutions;  so  an 

inequality is split into two inequalities (without absolute value bars) and each 

of them is solved ordinarily. 

Solution: 

a)   0|1|)1( >+− xx   ⇒ 

 

 

 

 

Hint for the problems b)‐c):  

0≥x   and  x   is  defined  only  on  the  interval  0≥x .  Therefore,  any 

expression containing this factor is restricted to a subset of the interval  0≥x . 

b)   01||2 >−x   ⇒ 
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c)  19||62 >+− xx   ⇒ 

 

 

 

 

 

 

d) 65|2| −≤− xx  

Hint: Consider  two cases,  02 ≥− x   and  02 <− x . Then solve  two ordinary 

linear inequalities and select solutions to satisfy the corresponding conditions. 

 

 

 

 

 

 

 

e)   xx 4|15| <−  

Hint: Solve in a similar way as above. 
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6.2.   In the following problems solve the rational inequality using chart 

method. 

a)   0
3

)189( 2
>

+
++

x
xx

 

b)   4
1
3

−>
−
− x

x
x

 

c)   0
5

)532( 2
≥

+
+−

x
xx

 

d)   0
25

)6)(2(
2

23
≤

−

−−−

x
xxx

 

e)   0ln)96(
5

2
≥

++

x
xxx

 

f)   0)23ln()1ln()1ln( 2 >+−+−−+ xxxx  

g)   0)2)(1(
≥

+−
x

xxex
  

 

Hints: 

An  effective  stepwise  procedure  for  solving  rational  inequalities  is  the 

following:  

• Move all the terms to one side (usually the left side) of the inequality with 

zero on the other side. 

• Combine the non‐zero terms into a single rational expression.  

• Factor the numerator and denominator of this expression. 

• Find  the  critical  points.  That  is,  the  points  where  the  numerator  or 

denominator is zero. 
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• Draw  the  real  line  and  divide  it  into  intervals  separated  by  the  critical 

points. Circle each point on this line where the expression is undefined. 

• Analyze  each  factor  to  determine  where  it  is  negative,  zero,  positive  or 

undefined.    Mark  each  place  on  the  line  where  the  factor  changes  sign. 

Record  their  values  on  the  number  line.  Record  this  information  in  the 

interval with a “+” or a “‐“. 

• The  sign  of  an  expression  is  unaffected  by  any  factor  that  is  never 

negative. Therefore, it may be omitted in the chart providing you record 

the  value  of  x   that  makes  the  expression  zero  or  undefined  on  the 
number line. 

• The sign of an expression is unaffected by canceling a factor that appears 

in  the  numerator  and  denominator.  Therefore  omit  on  the  chart  but 

record on the number line the value of  x  that makes the factor zero. The 
expression is undefined for this value of  x . 

• Select the intervals that satisfy the requirement of the inequality. 

• Use the chart to answer the question asked. 

If  the  problem  also  involves  an  equation,  select  the  appropriate  critical 

points  that  satisfy  the  given  equation.  Usually,  these  are  the  values  of  x  
which make the numerator equal to zero. 

• Write your answer in the form of a set (or union of sets), or in the interval 

notation (or union of intervals), or a graph on the real line.  

• Remember  that you should not multiply both sides of an  inequality by an 

expression that contains the unknown and can change sign. 
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Solution: 

a)   0
3

)189( 2
>

+
++

x
xx

  ⇒ 

 

 

 

 

 

 

b)   4
1
3

−>
−
− x

x
x

  ⇒ 

 

 

 

 

 

c)  Hint:  

Recall the following statements: 

• If  0>a  and  042 <− acb , then  02 >++ cbxax  for all  Rx∈ . 

• If  0<a  and  042 <− acb , then  02 <++ cbxax  for all  Rx∈ . 

Therefore, 

0
5

)532( 2
≥

+
+−

x
xx

  ⇒ 
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d)   0
25

)6)(2(
2

23
≤

−

−−−

x
xxx

  ⇒ 

 

 

 

 

e) Hint:  xln   is  defined  only  on  the  interval  0>x .  Hence,  any  expression 

containing  xln  as a factor is restricted to a subset of the interval  0>x . 

0ln)96(
5

2
≥

++

x
xxx

  ⇒ 

 

 

f)  Hint: See the above remark. 

0)23ln()1ln()1ln( 2 >+−+−−+ xxxx   ⇒ 

 

 

g) Hints:  

• Recall that  0>xe  for all  Rx∈ . 

• 0≥x   and  x   is  defined  only  on  the  interval  0≥x .  Therefore,  any 

expression containing this factor is restricted to a subset of  the interval 

0≥x . 

0)2)(1(
≥

+−
x

xxex
  ⇒ 
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7.  Functions 
7.1.   What is the domain and range of each of the following functions? 

a)    216)( xxf −=  

b)  
216

1)(
x

xf
−

=  

c)  
)1)(3(

)( 22 +−
=

xx
xxf  

d)   ||ln)( xxf =  

e)   ||5|ln|)( += xxf  

f)  
1ln

)(
3

+
=

x
xxf  

Solution: 

a)  

 

 

b) 

 

 

c) 

 

d) 

 

e) 

 

f) 
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7.2.   Prove that any function  )(xf  defined for all real numbers can be written 

as the sum of an even function and an odd function. 

Solution: 

Hints: 

• Prove that  )()( xfxf −+  is an even function. 

 

 

• Prove that  )()( xfxf −−  is an odd function. 

 

• Represent the function  )(xf  as a linear combination of the above even 

and odd functions. 

 

 

7.3.   Which of the following formulas expresses the relationship between  x  
and  y  in the table below? 

a)   23 += xy  

b)   3||2 −= xy  

c)   22 −= xy  

d)   2+−= xy  

 

x  –1  1  2  3 

y  –1  –1  2  7 
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7.4. Give a formula for the inverse function of  )(xf . Check whether function 

found is inverse of  )(xf : 

a)   xxf 45)( −=  

b)   13)( += xxf  

c)   xxf ln2)( =  

d)   xexf 7)( −=  

Solution: 

Hint:  Recall  that  the  functions,  )(xf   and  )(1 xf − ,  are  said  to  be  inverse  of 

each other if   xxffxff == −− ))(())(( 11 . 

a)   xxf 45)( −=   ⇒ 

 

 

 

b)   13)( += xxf  ⇒ 

 

 

c)  xxf ln2)( =     ⇒ 

 

 

 

d)  xexf 7)( −=     ⇒ 

 

 

 



Discrete Algebra 

38 
 

7.5.   True or False Quiz for Functions 

  Statements  True/False 

a)  The graph of any equation in two variables is a straight 

line. 

 

b)  The  graph  of  any  linear  equation  in  two  variables  is  a 

straight line. 

 

c)  If  2)2()( xxf −= , then  1)3( −=f .   

d) 
If 

x
xxf ||)( = , then  1)0( =f .  

 

e)  If  5)( −=xf , then  )0(f  is not defined.   

f)  Every straight line has a slope.    

g)  To find the equation of a straight  line, all you need is a 

point and the slope. 

 

h)  The graph of a quadratic function  cbxaxxf ++= 2)(  

(with a  nonzero) is always a parabola. 

 

i)  Some parabolas cross neither axis.   

j)  The vertex is the lowest point on a parabola.   

k)  Every parabola crosses both axes.   

l) 

y
x

y
x

ln
lnln =  

 

m)  aa =1log    

n)  1log =aa    

o)  If  yx aa log2log = , then  yx 2= .   
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7.6.   Match the following functions with their graphs. 

a)   |1| += xy         b)  
)2(

1
−

=
x

y  

c)   2)2(
1
−

=
x

y       c)   |1| −= xy  
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7.7.   Find the equation and the slope of the straight line going through the 

points: 

a)   (‐2; 1) and (3; 5). 

b)  (1; 4)  and (5; ‐1). 

c) (2; ‐3) and (7; ‐3). 

d) (‐4; ‐2) and (‐4; 5). 

Sketch each graph, showing the intercepts. 

 

Hints:  

• Recall that 

• the equation of a line can be written as follows:  

12

1

12

1
xx
xx

yy
yy

−
−

=
−
−

.; 

• the  slope  of  a  line  between  two  different  points,  );( 11 yx   and 

);( 22 yx , is 
12

12
xx
yyk

−
−

= . 

• To find the x‐intercept of the line  )(xfy = , set  0=y   in its equation and 

solve the equation  0)( =xf  for  x . 

• To find the  y ‐intercept, set  0=x  and solve for  y . 

If the equation is written in the slope‐intercept form  

bkxxf +=)(  

then the  y ‐intercept is equal to the constant b . 
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Solution: 

a)   

 

 

b) 
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c) 

 

 

 

d) 
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7.8.   How many intersection points have the graphs of the following functions? 

a)    ||1|log| += xy     and   1=y  

b)    3||42 +−= xxy    and  
2
1

=y  

c)    x
x

y
||

2=        and   |1| += xy  

Solution: 

a) Hint:  

• An  effective  stepwise  procedure  for  plotting  the  graph  of  the  function 

||1|log| += xy  is the following. 

1) Plot  the graph of  the  function  xy log=   and  its mirror  image  through 

the  y ‐axis to get the graph of the function  ||log xy = . 

2) Translate it along the  x ‐axis on one unit to the left to get the graph of 
the function  |1|log += xy . 

3) Replace those parts of the graph  |1|log += xy  which lie below the  y ‐

axis  by  their mirror  image  through  the  x ‐axis  to  get  the  graph  of  the 
function  ||1|log| += xy . 

• Then  plot  the  graph  of  the  function  1=y   and  count  the  number  of 

intersection points. 
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xy log=           ||log xy =  

 

 
 
 
 
 
 
 

|1|log += xy         ||1|log| += xy    and   1=y  
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b)  342 +−= xxy         3||42 +−= xxy   and  
2
1

=y  

 
 
c)    1+= xy             |1| += xy    

 

x
x

y
||

2=     and   |1| += xy  
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7.9.   Simplify the following expressions: 

a)   =)
625
1125(log

5
1  

 

 

b)   =− 5log3 22  

 

c)   =−+ − 36log2log15log 96 3log1036  

 

 

7.10.  Solve the following equations: 

a)  
8

125)
5
2( 23 =− x  

b)   xx −=− 3)72(log2  

c)   991010 11 33
=− −+ xx  

d)   0)264log( 24 402
=− xx  

e)   8
)1(log 2

2 =
−x

xx  

Hint: 

Recall the properties of the exponential and logarithm functions. 
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Solution: 

a)  
8

125)
5
2( 23 =− x  

 

 

b)   xx −=− 3)72(log2  

 

 

c)   991010 11 33
=− −+ xx  

 

 

 

d)   0)264log( 24 402
=− xx  

 

 

 

e)   8
)1(log 2

2 =
−x

xx  
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7.11.  Solve the following inequalities: 

a)   0
2

3loglog 32 >
−x
x

;      b)  2)2(log >+xx ; 

c)  047223432 >⋅−⋅− −− xxx ;  d)   .0
log

1
1log

1

22
>−

− xx
 

Solution: 

a) 0
2

3loglog 32 >
−x
x

 

 

 

b) 2)2(log >+xx  

 

 

 

c) 047223432 >⋅−⋅− −− xxx  

 

 

 

d) .0
log

1
1log

1

22
>−

− xx
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Discrete Algebra 

Notations: 

• The sum of numbers indexed by integers is written using ∑‐notation as 

follows: 

∑
=

=+++
n

k
kn aaaa

1
21 ...  

The naming of the summation variable is irrelevant, i.e.  

∑∑
==

=
n

k
k

n

i
i aa

11
 

Check the following formulae for  3=n : 

a)     ∑∑
==

=
n

i
i

n

i
i acca

11
 

b)     ∑∑∑
===

+=+
n

i
i

n

i
i

n

i
ii baba

111
)(  

c)     n
n

i
=∑

=1
1  

d)     00
1

=∑
=

n

i
 

e)     0
1

1)( aaaa n

n

i
ii −=−∑

=
−  

f)     ∑∑∑
+===

+=
n

mi
i

m

i
i

n

i
i aaa

111
,   where  nm ≤≤1  

g)     ∑∑
=

+

+

+=
=

n

i
ji

jn

ji
i aa

11
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Solution: 

a)    =∑
=

3

1i
ica  

b)    =+∑
=

3

1
)(

i
ii ba  

 

c)    =∑
=

3

1
1

i
 

 

d)    =∑
=

3

1
0

i
 

 

e)    =−∑
=

−

3

1
1)(

i
ii aa  

 

f)   =+∑∑
==

3

3

2

1 i
i

i
i aa  

 

g)   =∑
=

5

3i
ia  

h) ∑
=

+ =
3

1
2

i
ia  
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The product of all natural numbers from 1 to  n   is denoted by the symbol “!” 

(factorial):     nn ⋅⋅⋅⋅= ...321!  

There is a convention that    1!0 = . 

Check the following identities: 

a)    )!1(! −⋅= nnn  

b)    )!1()1()!1( −⋅⋅+=+ nnnn  

c)    1!1 =  

d)    2!2 =  

e)    6!3 =  

f)    24!4 =  

g)    120!5 =  

h)    720!6 =

8. Mathematical Induction Principle 

Recall the main idea of this method: 

Let  nS  be an infinite sequence of statements for  ...,2,1,0=n  

If the statement  nS  is true for  0=n , and if the truth of  nS  implies that  1+nS  

is true, then  nS  is true for every non‐negative integer n . 

The procedure of proving  the validity of  some statement  nS   for all  integers 

kn ≥  includes the following three stages: 

• You have to originate a basis of induction. 

• You have to formulate an induction hypothesis. 

• You must prove that the statement  nS  implies  1+nS . 
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Note: If   nS  ⇒  1+nS  but the statement  kS  is false, then one cannot conclude 

anything about  nS  for  kn > . 

8.1.   Prove that  nn >3  for all positive integers n . 
Proof: 

 

Let  nS  be the statement  nn >3  

 

Hint:  

• In order to  form the  induction basis you have to check that the statement 

nS  is true for  1=n . 

 

 

• Formulate the induction hypothesis. At this stage of induction you suppose 

the truth of the statement  nS  but prove nothing. 

 

 

• The  induction  step  is  the  main  stage  of  induction.  If  the  statement  nS  

implies  1+nS , provided  1≥n , then  nS  must be true for all integers  1≥n . 

Here, you proceed from verifications and assumptions to direct proving of 

the statement. 
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8.2.   Prove that for all positive integers n  the following formula is valid: 

2

1 2
1)

2
1( ni

n

i
=−∑

=
 

Proof: 

Induction basis:  

 

 

Induction hypothesis:  

 

 

Induction step:  

 

 

 

 

8.3.   Prove the following formula for all positive integers n : 

q
qqq

nn

i

i
−
−

=∑
= 1

)1(

1
 

Proof: 

Induction basis:  

 

 

Induction hypothesis:  

 

 

Induction step:  
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8.4.   Prove the following formula for all positive integers n : 

)
4
1(

3
)

2
1( 2

1

2 −=−∑
=

nni
n

i
 

Proof: 

Induction basis:  

 

 

Induction hypothesis:  

 

 

Induction step:  

 

 

 

 

9.  Arithmetic Progression 

9.1.   Calculate  the  sum  of  the  first  15  terms  of  the  arithmetic  progression  if 

54 =a  and  147 =a . Find the tenth term. 

Solution: 
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9.2.   Find the second term of the arithmetic progression if  35 =a  and the sum 

of the first ten terms  3510 =S .  

Solution: 

 

 

 

 

 

10. Geometric Progression 

10.1.  Calculate  the  sum  of  the  first  ten  terms  of  the  geometric  progression 

and find the seventh term if the common ratio  5.0=q  and  410 =a . 

Solution:  

 

 

 

 

 

 

10.2.  Find  the  eighth  term  of  the  geometric  progression  and  the  common 

ratio if  23 =a  and  45 =a . 

Solution:  
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