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1. Доходность и риск портфеля.

Портфель – это набор финансовых активов, которыми располагает инвестор. Составными частями портфеля могут быть как инструменты одного типа, например, только акции и облигации, так и разные активы: ценные бумаги, срочные контракты, недвижимость и т.д. Целью формирования портфеля является получение требуемого уровня ожидаемой доходности при как можно более низком уровне ожидаемого риска. Это достигается за счет распределением средств между различными активами и тщательным подбором финансовых инструментов. Главными параметрами при управлении портфелем, которые необходимо определить менеджеру, являются его ожидаемая доходность и риск. Эти величины оцениваются в первую очередь на основе статистической информации за предыдущие периоды времени. Поскольку будущее вряд ли повторит прошлое со стопроцентной вероятностью, то полученные оценки опытный менеджер может корректировать согласно своим ожиданиям. 

1.1. Ожидаемая доходность актива

Существует множество вариантов построения ожидаемой доходности актива. Рассмотрим наиболее простые и распространенные.

- доходность актива рассчитывается как среднеарифметическое значение по формуле
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где 
[image: image2.wmf](
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 - ожидаемая доходность актива, 
[image: image3.wmf]i

r

 - фактическая доходность актива в i-ом периоде, n – число периодов наблюдения; все периоды имеют одинаковую продолжительность.

- в основу поведения доходности актива закладывается математическая модель, которая определяет будущее вероятностное распределение доходности актива. В простейшем случае, когда распределение дискретно, т.е. существуют различные состояния для значений доходности, доходность актива определяется как среднеарифметическое взвешенное, где весами выступают вероятности каждого события
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где 
[image: image5.wmf](
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 - ожидаемая доходность в i – ом состоянии, а 
[image: image6.wmf]i

p

 - вероятность пребывания в i – ом состоянии. 

1.2. Ожидаемая доходность портфеля.


Портфель, формируемый инвестором, состоит из нескольких ценных бумаг, каждая из которых обладает своей ожидаемой доходностью. Ожидаемая доходность портфеля определяется по формуле 


[image: image7.wmf](

)

(

)

1

n

pii

i

ErEr

q

=

=

å

,

где 
[image: image8.wmf](
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 - ожидаемая доходность портфеля, 
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 - доходность i  - го актива, 
[image: image10.wmf]i

q

 - удельный вес актива в портфеле, рассчитываемый по формуле
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где 
[image: image12.wmf]i

P

 - стоимость i  - го актива, 
[image: image13.wmf]p

P

 - стоимость портфеля.

1.3. Ожидаемый риск актива.


Основными мерами риска актива являются такие показатели, как стандартное отклонение (волатильность) и дисперсия его доходности. Пусть имеются доходности акции за n равных периодов (
[image: image14.wmf]i
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,
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), тогда дисперсия и стандартное отклонение рассчитывают по формулам
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  - дисперсия,


[image: image17.wmf]2
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 - стандартное отклонение,

где 
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Допустим, что при расчете этих показателей период был равен одному году. Для того чтобы на основе этих данных определить волатильность за период времени t, используют следующую формулу
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где 252 – среднее число торговых дней в году, эта величина может изменяться в зависимости от периодов времени. На практике волатильность часто определяют на основе данных о ежедневной доходности актива. Допустим, что 
[image: image20.wmf]i
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 - цена акции при закрытии на i – ый день, тогда доходность акции за i – ый день составит 
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1.4. Ковариация и корреляция между доходностями актива.

Ковариация и корреляция между доходностями активов характеризуют тесноту связи между ними. На практике очень часто доходность одного актива вполне определенным образом реагирует на изменение доходности другого актива. Инвестору необходимо знать меру связи между доходностями разных активов. Допустим, что нам даны доходности 


[image: image22.wmf],

ii

xy

rr


по двум активам X, Y за одинаковые промежутки времени. Обозначим через 
[image: image23.wmf],
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 средние доходности, а через 
[image: image24.wmf],
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. Ковариация между активом X и активом Y вычисляется по формуле
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Корреляция определяется по формуле
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1.5. Риск портфеля, состоящего из двух активов.

Риск портфеля, состоящего из двух активов X и Y, рассчитывается по формуле
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где 
[image: image28.wmf]2
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 - риск (дисперсия) портфеля, 

       
[image: image29.wmf]x

q

 - удельный вес актива  X в портфеле,

       
[image: image30.wmf]y

q

 - удельный вес актива  Y в портфеле,

       
[image: image31.wmf]cov
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 - ковариация доходностей активов X и Y.

Стандартное отклонение или волатильность портфеля задается формулой
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Важные частные случаи.

1. Случай, когда 
[image: image33.wmf]1

xy
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=+

. В этом случае риск портфеля задается формулой
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а волатильность равна
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2. Случай, когда 
[image: image36.wmf]1
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. В этом случае риск портфеля задается формулой
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а волатильность равна
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Отметим, что можно подобрать 
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 так, чтобы 
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, то получаем уравнение
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Откуда
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2. Случай, когда 
[image: image45.wmf]0

xy

corr

=

. В этом случае риск портфеля задается формулой
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а волатильность равна
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2. Выбор оптимального портфеля.

Пусть в распоряжении инвестора имеется 
[image: image48.wmf]n

 активов. Поставим следующую задачу: определить оптимальный состав портфеля для получения заданной ожидаемой доходности 
[image: image49.wmf]p
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. Определить состав портфеля означает определить удельные веса 
[image: image50.wmf]i
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 входящих в портфель активов. Предположим, что разрешены короткие продажи, т.е. удельные веса могут быть отрицательными. В этом случае можно сформировать следующую задачу оптимизации:

минимизировать риск (дисперсию) портфеля 
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при ограничениях, что ожидаемая доходность равна
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а удельные веса удовлетворяют условию
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Данная оптимизационная задача может быть решена с помощью метода множителей Лагранжа. Искусственно создается и минимизируется функция Лагранжа вида:
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где 
[image: image55.wmf]L

 - функция Лагранжа,

       
[image: image56.wmf]G

 - целевая функция,

       
[image: image57.wmf]12

,

ll

 - множители Лагранжа для ограничений,

       
[image: image58.wmf]12
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 - первое и второе ограничения.

Применительно к нашей задаче функция Лагранжа примет вид:
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Найдем частные производные функции Лагранжа и приравняем их нулю
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Данная система является системой линейных уравнений относительно  неизвестных 
[image: image61.wmf]112
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, решение которой даст нам значения удельных весов активов портфеля, которые будут обеспечивать желаемую доходность с минимальным риском или дисперсией портфеля. Для различных значений желаемой доходности 
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 мы будем получать соответствующее значение минимального риска 
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. Данную кривую называют эффективной границей портфеля. 

2.1. Выбор актива при пересмотре портфеля.


При активном управлении портфелем менеджер периодически будет пересматривать его состав с целью получить более высокую доходность. Одним из способов отбора новых бумаг в портфель может служить правило Шарпа, основанное на использовании коэффициента Шарпа
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где 
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 - ожидаемая доходность i-го актива,
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 - ставка без риска,

       
[image: image67.wmf]i

s

 - стандартное отклонение доходности i-го актива.


В числителе выражения представлена доходность актива сверх ставки без риска, т.е. премия за риск, а в знаменателе – риск актива. Чем больше данный показатель, тем более привлекателен актив для включения его в портфель. В то же время, поскольку риск портфеля зависит от корреляции доходностей активов, то принять решение о целесообразности включения нового актива в портфель можно, определив коэффициент Шарпа для текущего портфеля и портфеля с новым активом. Коэффициент Шарпа портфеля рассчитывается по формуле 
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где 
[image: image69.wmf](
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 - ожидаемая доходность портфеля,
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 - ставка без риска,

       
[image: image71.wmf]p
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 - стандартное отклонение доходности портфеля.


Если значение коэффициента для нового портфеля больше чем для текущего, то актив целесообразно включить в портфель. 


Инвестиционные решения можно принимать также с использованием показателя VaR (Value at Risk). Допустим, инвестор решил включить в текущий портфель новый актив А с ожидаемой доходностью 
[image: image72.wmf](
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. Согласно коэффициенту Шарпа, критерий принятия решения о включении можно записать так
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где 
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 - ожидаемая доходность нового портфеля,
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 - ожидаемая доходность текущего портфеля,
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 -  риск нового портфеля,
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 -  риск текущего портфеля.

Удельный вес актива А в новом портфеле составляет 
[image: image78.wmf]A
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, удельный вес текущего портфеля в новом портфеле составляет 
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. Тогда ожидаемая доходность нового портфеля составит 
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Тогда критерий принятия решения перепишется в виде:
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Или эквивалентно
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Допустим, что доходности портфеля распределены нормально, тогда 
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где 
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 портфеля,
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 - стоимость портфеля,
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 - стандартное отклонение доходности портфеля, соответствующее времени, для которого рассчитывается VaR,

        
[image: image88.wmf]Z

a

 - количество стандартных отклонений, соответствующих уровню доверительной вероятности 
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        Тогда стандартные отклонения текущего и нового портфеля соответственно равны
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Если инвестор сохраняет стоимость нового портфеля равной стоимости текущего портфеля, то знаменатели последних равенств совпадают, поэтому справедливо равенство
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Таким образом, получаем неравенство
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Таким образом, если последнее неравенство выполнено, тогда актив целесообразно включать в портфель. 

3. VaR портфеля.

VaR (Value at Risk) – это показатель риска, который показывает, какую максимальную сумму денег может потерять портфель инвестора в течение определенного периода времени с заданной доверительной вероятностью. 

Наиболее распространенный период на практике, для которого рассчитывается VaR, это один день. Предполагается, что при расчете VaR состав портфеля остается неизменным. При анализе риска с помощью VaR задача сводится к тому, чтобы построить распределение прибылей и убытков, которые может принести портфель инвестору в течение определенного периода времени и определить ту точку на этом распределении, которая бы соответствовала требуемому уровню доверительной вероятности. Существуют разные методики определения VaR. Их можно разделить на две группы: параметрические, когда известна функция распределения случайной величины (в нашем случае это доходность портфеля) и нам остается лишь оценить параметры этого распределения; непараметрические, наоборот характеризуются тем, что функция распределения не известна.

В параметрической модели предположим, что доходности активов имеют нормальное распределение, тогда доходность портфеля также имеет нормальное распределение. Используя прошлые наблюдения, проводят статистический анализ доходностей активов, в результате чего определяют ожидаемые значения доходностей, дисперсии и ковариаций доходностей активов. В этом случае под VaR портфеля понимают величину
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 - стандартное отклонение доходности портфеля, соответствующее времени, для которого рассчитывается VaR,
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 - количество стандартных отклонений, соответствующих уровню доверительной вероятности 
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