Лекции по теории вероятностей

1. Случайные события, их классификация и действия над ними

Под испытанием будем понимать реализацию комплекса условий. Эту реализацию называют также опытом. Классическим примером испытания в теории вероятностей является извлечение шара из урны, содержащей большое число шаров.

Явление, возникшее в результате испытания, называется исходом испытания, или событием. События обозначаются буквами 
[image: image636.bmp].

События бывают  трех типов:

Одни из них неизбежно возникают при каждом  испытании данного вида. Это достоверные события 
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Другие, наоборот, никогда не появляются. Это невозможные 
события 
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События третьего типа характеризуются тем, что они в данном испытании могут произойти, а могут и не произойти. В каких случаях они произойдут, а в каких нет – заранее сказать нельзя. Такие события называются случайными.

События бывают простые и сложные. Простое событие не разлагается на другие. 

Сложные события представляют собой комбинации простых событий. Если наступление события 
[image: image4.wmf]A

 обязательно влечет за собой наступление события 
[image: image5.wmf]B

, то событие 
[image: image6.wmf]B

 является сложным. 

События бывают совместными и несовместными. Два или более событий называются совместными, если они могут одновременно наступить при осуществлении одного испытания. Иными словами, это события, которые содержат одни и те же простые события. Например, событие 
[image: image7.wmf]A

 состоит из событий 
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; событие 
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 – из 
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, то события 
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 и [image: image12.wmf]B

 будут совместными, поскольку в каждое из них входит событие 
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Несовместными называют такие события, которые не могут наступить одновременно при одном опыте, т.е. они не содержат ни одного общего события. Если событие 
[image: image14.wmf]A

 состоит из событий 
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; а событие 
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 – из 
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 таких, что ни одно из событий в 
[image: image18.wmf]A

 не совпадает с событиями из 
[image: image19.wmf]B

, то события 
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 и 
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 – несовместные.

Назовем суммой событий 
[image: image22.wmf]A

 и 
[image: image23.wmf]B

 такое событие, которое наступает тогда и только тогда, когда наступает хотя бы одно из этих событий (
[image: image24.wmf]AB
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 или 
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). Определение суммы распространяется на любое число слагаемых.

Событие, состоящее в наступлении обоих событий 
[image: image26.wmf]A

 и 
[image: image27.wmf]B

 будем называть произведением событий 
[image: image28.wmf]A

 и 
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 и обозначать 
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Событие, которое наступает тогда и только тогда, когда событие 
[image: image32.wmf]A

 не наступает называется противоположным событию 
[image: image33.wmf]A

 и обозначается 
[image: image34.wmf]A

. Из определения следует, что два события противоположны тогда и только тогда, когда они несовместимы: сумма их образует вcе выборочное пространство, т. е.
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Разностью двух событий 
[image: image36.wmf]AB
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 (или 
[image: image37.wmf]\
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) называется событие, которое наступает тогда и только тогда, когда наступает 
[image: image38.wmf]A

 и не наступает 
[image: image39.wmf]B


Графическая интерпретация соотношений между событиями может

быть сделана с помощью диаграммы Эйлера – Венна:
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Полной группой событий называется совокупность событий 
[image: image41.wmf]12
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 такая, что в результате опыта наступит одно и только одно из этих событий.

Пример 1.

Доказать, что 
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Решение.
Пусть 
[image: image43.wmf]L

 – исход опыта, благоприятствующий наступлению 
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, следовательно 
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 благоприятен наступлению и 
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 и 
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, следовательно 
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 благоприятствует наступлению хотя бы одного события и 
[image: image49.wmf]A

 и 
[image: image50.wmf]B

 и обязательно благоприятствует 
[image: image51.wmf]C

, но тогда 
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 благоприятствует наступлению события 
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Аналогично, пусть L – благоприятствует наступлению 
[image: image54.wmf]ACBC
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, тогда L благоприятствует хотя бы одному из событий AC и BC, следовательно, L благоприятствует C и хотя бы одному из 
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 и 
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, тогда 
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 благоприятствует 
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Итак, множество исходов опыта, благоприятствующих наступлению событий 
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, совпадает, следовательно, 
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2. Kлассическое определение вероятности. 

Вероятность события характеризует степень объективной возможности  наступления этого события.

Если, в частности, множество 
[image: image62.wmf]W

 состоит из равновозможных элементарных событий, то вероятность
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где m – число благоприятных исходов A, n – число всех всевозможных исходов (классическое определение вероятности). 

      Из классического определения вероятности вытекают следующие ее свойства:

1. Вероятность достоверного события равна единице.
Действительно, число всех благоприятных исходов  равно числу всех всевозможных исходов, т. е. m = n
   P[image: image65.png]



2.  Вероятность невозможного события равна нулю.
Если событие невозможное, то  число благоприятных исходов m = 0.
     P[image: image67.png]A=





3.  Вероятность случайного события есть положительное число, заключенное между 0 и 1.
      0≤ P[image: image69.png]A)=1



.

4.  P[image: image71.png](A) =1-P(A).




Пример 1.

В ящике 5 пронумерованных шаров с номерами от 1 до 5. Вынули один шар. Какова вероятность того, что номер вынутого шара не превышает 5.

Решение.
Так как номер шара не превышает 5, то число случаев, благоприятных событию A, равно числу всех случаев 
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A – событие достоверное. 

Пример 2.

Бросают две игральные кости. Какое событие более вероятно: сумма очков на выпавших гранях равна 11 или сумма очков на выпавших гранях равна 4?

Решение.

Поставим в соответствие исходу эксперимента упорядоченную пару чисел 
[image: image74.wmf](
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, где x – число очков выпавших на первой кости, а y – на второй.

Пространство всех элементарных событий состоит из множества пар 
[image: image75.wmf](
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[image: image76.wmf]x

 и 
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 принимают значения от 1 до 6. Число таких пар 36. Событию A, состоящему в том, что сумма очков, выпавших на двух костях, равна 11, благоприятны два элементарных события 
[image: image78.wmf](
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. Событию B, состоящему в том, что сумма очков, выпавших на двух костях равна 4, благоприятны три элементарных события, которым соответствуют 
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и, следовательно, событие 
[image: image84.wmf]B

 более вероятно.

Пример 3.

Из 15 строительных рабочих 10 штукатуров, а 5 – маляры. Наудачу отбирается бригада 5 рабочих. Какова вероятность того, что среди них будет 3 маляра и 2 штукатура?
Решение.

Пространство элементарных событий состоит из различных выборок по 5 из 15. Число таких выборок равно 
[image: image85.wmf]3
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. Благоприятным событиям соответствуют выборки, содержащие трех маляров и двух штукатуров.

Трех маляров из пяти можно выбрать 
[image: image86.wmf]2
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 способами, а двух штукатуров из десяти 
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. Следовательно, число выборок, соответствующих благоприятным событиям, равно 
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Таким образом 
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При классическом определении вероятности не всегда можно определить числа m и n для вычисления вероятностей событий, и поэтому непосредственно воспользоваться формулой 
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3.Геометрическая вероятность.
Например, пусть линия электропередач, соединяющая пункты A и B, в результате бури оборвались. Какова вероятность того, что обрыв произошел на участке, заключенном между пунктами C и D, принадлежащем отрезку AB? Множество элементарных событий в данном случае бесконечно, так как обрыв возможен в любой точке AB. При этом естественно предполагать, что вероятность обрыва на любом участке пропорциональна длине этого участка. Так как вероятность обрыва на всем AB равна 1, вероятность обрыва на CD выразится
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Геометрическое определение вероятности – вероятности попадания точки в область (отрезок, часть плоскости и т.д.)

Если обозначить меру (длину, площадь, объем) области через 
[image: image92.wmf]mes

, то вероятность попадания точки, брошенной наудачу в область 
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Пример 3.

Наудачу выбираются два действительных числа 
[image: image96.wmf]01
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[image: image98.wmf]2

yx

£

.

Решение.

Поставим в соответствие паре чисел 
[image: image99.wmf]x

 и 
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 точку на плоскости 
[image: image101.wmf](
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Пространство элементарных выборок будет квадрат, двумя сторонами которого являются единичные отрезки осей координат.

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



Фигура, множество точек которой соответствует исходам, благоприятным событию 
[image: image103.wmf]2
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, а площадь квадрата равна единице.
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4. Вычисление вероятностей сложных событий. 
Теоремы сложения и умножения вероятностей. 
Условная вероятность

Теорема 1. (Сложения вероятностей)

Вероятность суммы двух совместных событий 
[image: image109.wmf]A

 и 
[image: image110.wmf]B

 равна сумме вероятностей этих событий  без вероятности их совместного наступления
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Вероятность суммы несовместных событий рвана сумме их вероятностей, т.е.
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События 
[image: image113.wmf]A

 и 
[image: image114.wmf]B

 называются независимыми, если вероятность 
[image: image115.wmf]A

 не зависит от того, произошло событие 
[image: image116.wmf]B

 или нет.

Событие 
[image: image117.wmf]A

 называется зависимым от события 
[image: image118.wmf]B

, если вероятность события 
[image: image119.wmf]A

 зависит от того, произошло или не произошло событие 
[image: image120.wmf]B
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Вероятность события 
[image: image121.wmf]A

, вычисленная при условии, что 
[image: image122.wmf]B

 имело место, называется условной вероятностью 
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Теорема 2. (Умножения вероятностей)

Вероятность произведения двух зависимых событий 
[image: image124.wmf]A

 и 
[image: image125.wmf]B

 равна произведению вероятности одного их этих событий на условную вероятность другого, при условии, что первое наступило:
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Вероятность произведения двух независимых событий равна произведению вероятностей этих событий:
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Пример 1.

Три стрелка независимо друг от друга стреляют по цели  Вероятность попадания в цель для первого стрелка − 0,75; для второго − 0,3; для третьего − 0,9. Найти вероятность того, что все три стрелка попадут в цель.

Решение.

Пусть событие 
[image: image128.wmf]A

 – первый стрелок попал в цель; событие 
[image: image129.wmf]B

 – второй стрелок попал в цель; событие 
[image: image130.wmf]C

 – третий стрелок попал в цель;


[image: image131.wmf]ABC

 – все три стрелка попадут в цель.
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Пример 2.

Идет бомбардировка трех складов боеприпасов. Сбрасывают одну бомбу. Вероятность попадания в первый склад равна 0,01; во второй равна 0,008; в третий − 0,025. При попадании в любой их них взрываются все. Найти вероятность того, что склады будут взорваны.

Решение.

Событие 
[image: image133.wmf]A

 – взрыв складов; 
[image: image134.wmf]1
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 – попадание в первый склад; 
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 – попадание во второй склад; 
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 – попадание и третий склад.
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Пример 3.

Имеется три ящика, содержащих по 10 деталей. В первом ящике 8, во втором 7 и в третьем 9 стандартных деталей. Из  каждого ящика наудачу вынимают по одной детали. Найти вероятность того, что все три вынутые детали окажутся стандартными.

Решение.

Вероятность того, что из первого ящика вынута стандартная деталь (событие А) равна 
[image: image140.wmf](
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Вероятность того, что из второго ящика вынута стандартная деталь (событие В) равна 
[image: image141.wmf](
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Вероятность того, что из третьего ящика вынута стандартная деталь (событие C) равна 
[image: image142.wmf](
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Так как события 
[image: image143.wmf]A
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 и 
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 независимы, то искомая вероятность события 
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 (по теореме умножения) равна
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Пример 4.

Вероятности появления каждого из трех независимых событий 
[image: image148.wmf]1
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 соответственно равны 
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 Найти вероятность появления только одного из этих событий.
Решение.
Заметим, что, например, появление только первого события 
[image: image154.wmf]1
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, равносильно появлению события 
[image: image155.wmf]123
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 (появилось первое и не появились второе и третье события).
Обозначим:
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 – появление только события 
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 – появление только события 
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 – появление только события 
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, т.е. 
[image: image164.wmf]3123
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Таким образом, чтобы найти вероятность появления только одного из событий 
[image: image165.wmf]1

,

A

 
[image: image166.wmf]2
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[image: image167.wmf]3
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, воспользуемся теоремой сложения несовместных событий: 
[image: image168.wmf](
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Определим вероятности каждого из событий 
[image: image169.wmf]123
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События 
[image: image170.wmf]1
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 – независимы, поэтому 
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и тогда 
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Пример 5.

Вероятность попадания в цель при стрельбе из трех орудий соответственно равны 
[image: image177.wmf]1
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[image: image178.wmf]2
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[image: image179.wmf]3
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. Найти вероятность хотя бы одного попадания (событие A) при одном залпе из всех орудий.
Решение.

Вероятность попадания в цель каждым из орудий не зависит от результатов стрельбы из других орудий.

Рассмотрим события;


[image: image180.wmf]1
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 – попадание первым орудием; 


[image: image181.wmf]2
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 – попадание вторым орудием;


[image: image182.wmf]3
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 – попадание третьим орудием.
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[image: image184.wmf](
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Пусть событие 
[image: image185.wmf]A

 – хотя бы одно попадание, а 
[image: image186.wmf]A

– ни одного попадания, тогда 
[image: image187.wmf](
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Событие 
[image: image188.wmf]2123
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[image: image190.wmf](
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Пример 6.

Бросаются две монеты. Рассматриваются события: A – выпадение герба на первой монете, B – выпадение герба на второй монете. Найти вероятность события 
[image: image192.wmf]CAB

=+

.
Решение.

Так как события A и B – совместны, то


[image: image193.wmf](
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или через противоположное событие 

[image: image194.wmf](
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5. Формула полной вероятности и формула Байеса

Пусть рассматривается полная группа событий 
[image: image195.wmf]12
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 (попарно несовместные, которые называются гипотезами), и если событие 
[image: image196.wmf]A

 может наступить только при появлении одной их этих гипотез, то вероятность события 
[image: image197.wmf]A

 вычисляется по формуле полной вероятности:
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или
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где 
[image: image200.wmf](
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 – вероятность гипотезы 
[image: image201.wmf]i
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Пример 1. 

  Для приема зачета преподаватель заготовил 50 задач: 20 задач по дифференциальному исчислению, 30 задач по интегральному исчислению.

Для  сдачи зачета  студент должен решить первую  же наудачу

 доставшуюся задачу. Какова вероятность для студента сдать зачет,  если он умеет решать 18 задач по дифференциальному исчислению  и 15 задач по интегральному исчислению? 
        Решение.
  Пусть событие А – студент сдал зачет. Сформулируем гипотезы:

[image: image203.wmf]1

H

 – получил задачу по дифференциальному исчислению; 


[image: image204.wmf]2

H

 – получил задачу по интегральному исчислению; 

Р(Н1) = [image: image206.png]


2) = [image: image208.png]=0



;      [image: image210.png]»P(H) =1



 
P(A|[image: image212.png]


  
по формуле полной вероятности9
P(A) = Р(Н1) P(A|[image: image214.png]


 + [image: image216.png]P(H



2)[image: image218.png]



Пример 2.

Имеется три одинаковые урны. В первой a белых шаров и b черных; во второй – c белых и d черных; в третьей только белые шары. Некто подходит наугад к одной из урн и вынимает из нее шар. Найти вероятность того, что этот шар белый. 

Решение.

Пусть событие A – появление белого шара. Формулируем гипотезы: 


[image: image219.wmf]1

H

 – выбор первой урны; 


[image: image220.wmf]2
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 – выбор второй урны; 


[image: image221.wmf]3
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 – выбор третьей урны; 
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по формуле полной вероятности
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Следствием теоремы умножения и формулы полной вероятности является  так называемая теорема гипотез, или формула Бейеса.

∙соответственно P([image: image228.png]H,),P(H,),P(H;




, а в результате опыта  появилось событие  А, то с учетом этого события изменились вероятности гипотез. Надо найти теперь условные вероятности  Р([image: image230.png]H;|A)



 для каждой из гипотез, которые вычисляются по формуле Бейеса:
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Формула Байеса дает возможность переоценить вероятности гипотез с учетом уже известного результата опыта.

Пример 1.
Два стрелка независимо один от другого стреляют по одной мишени, делая каждый по одному выстрелу. Вероятность попадания в мишень для первого стрелка 0,8 а для второго 0,4. После стрельбы в мишени обнаружена  одна пробоина. Найти вероятность того, что эта пробоина принадлежит первому стрелку.

Решение. 
Пусть событие А – мишень поражена первым стрелком.
Рассмотрим следующие гипотезы:

Н1 – оба стрелка не попали;

Н2 – попали оба стрелка;

Н3 – первый стрелок попал, второй стрелок не попал;

Н4 – второй стрелок попал, первый стрелок не попал.

Найдем вероятности гипотез:

Р(Н1) = 0,2 ∙0,6 = 0,12,  Р(Н2) = 0,4∙0,8 = 0,32,  Р(Н3) = 0,8∙0,6 = 0,48,
Р(Н4) = 0,4∙0,2 = 0,08.   [image: image233.png]»P(H,) = 1.




Найдем условные вероятности события А

Р(A|H1) = 0,   P(A|H2) = 0,    P(A|H3) = 1,    P(A|H4) = 1.
Найдем вероятность, что мишень поражена первым стрелком
P(H3|A) = [image: image235.png]0.481
0.48140.081



 = [image: image237.png]81 1
048140081 7

®,  P(H,JA) =




Пример 2.
      В урне лежит шар неизвестного цвета, с равной вероятностью белый или черный. В урну опустили один белый шар и тщательно перемешали. Наудачу извлекли один шар. Он оказался белым. Какова вероятность, что в урне остался белый шар?
        Решение.
Пусть событие А – в урне лежит белый шар.

Рассмотрим следующие гипотезы:

Н1 –лежит белый шар;

Н2 –лежит черный шар.
Найдем вероятности гипотез:

Р(Н1) = 0,5;     Р(Н2)  = 0,5.
 Условные вероятности события А:

Р(А| H1) = 1;     P(A|H2) = [image: image239.png]


.

По формуле Бейеса находим:

Р(Н1|A) = [image: image241.png]By




6. Повторение опытов

Если производится n независимых опытов в одинаковых условиях, причем в каждом из них с вероятностью p происходит событие A, то вероятность 
[image: image242.wmf](
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 того, что событие 
[image: image243.wmf]A

 произойдет в этих n опытах ровно m раз, выражается формулой:
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[image: image245.wmf](

)

10,1,2,

qpmn

=-=

K

, которая называется формулой Бернулли.

Вероятность появления хотя бы одного события A при n независимых опытах в одинаковых условиях равна 
[image: image246.wmf]1
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Вероятность того, что событие наступит а) менее k  раз; б) более k  раз; в) не менее k  раз; г) не более k  раз находим соответственно но формулам:

а) 
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Пример 2.

В урне 30 белых и 15 черных шаров. Вынули подряд 5 шаров, причем каждый вынутый шар возвращают в урну перед извлечением следующего и шары в урне перемешивают. Какова вероятность того, что из 5 вынутых шаров окажется 3 белых.
Решение.

Вероятность извлечения белого шара 
[image: image251.wmf]302
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, можно посчитать одной и той же во всех 5 испытаниях. Тогда вероятность не появления белого шара равна 
[image: image252.wmf]1
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Используя формулу Бернулли получаем:
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Ответ: 
[image: image254.wmf]80
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Пример 3.

Монету подбрасывают восемь раз. Какова вероятность того, что шесть раз она упадет гербом вверх?

Решение.
Имеем схему испытаний Бернулли. Вероятность появления герба в одном испытании 
[image: image255.wmf]11
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Ответ: 0,109.

Пример 4.

Производится четыре независимых выстрела, причем 
[image: image257.wmf]p

 – вероятность попадания в мишень есть среднее из вероятностей 
[image: image258.wmf]1
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[image: image260.wmf]3
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[image: image261.wmf]4
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. Найти вероятности: 
[image: image262.wmf](
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Решение.

Найдем 

[image: image263.wmf]0,10,20,30,4
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По формуле Бернулли имеем:
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[image: image265.wmf](
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[image: image266.wmf](
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Пример 5.

Имеется пять станций, с которыми поддерживается связь. Время от времени связь прерывается из-за атмосферных помех. Вследствие удаленности станций друг от друга перерыв связи с каждой из них происходит независимо от остальных с вероятностью 0,2. Найти вероятность того, что в данный момент времени будет поддерживаться связь не более чем с двумя станциями.
Решение.
Событие 
[image: image267.wmf]A

– имеется связь не более чем с двумя станциями.
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Ответ: 0,72.

Пример 6.

Система радиолокационных станций ведет наблюдение за группой объектов, состоящей из десяти единиц. Каждый из объектов может быть (независимо от других) потерян с вероятностью 0,1. Найти вероятность того, что  хотя бы один из объектов будет потерян.

Решение.
формуле:


[image: image269.wmf](
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но проще воспользоваться вероятностью противоположного события – ни один объект не потерян – и вычесть ее из единицы

[image: image270.wmf](
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Ответ: 0,65.

Непосредственное применение формулы Бернулли пи большом числе испытаний связано с громоздкими вычислениями. Поэтому при больших n вместо нее, как правило, используют приближенные формулы  Пуассона, Муавра –Лапласа.

  7.   Формула Пуассона.

Если число испытаний  n достаточно велико, а вероятность 
[image: image271.wmf]p

 достаточно мала, причем  произведение a=np не мало и не велико ( обычно достаточно условий  p≤0,1; npq<10), то вероятность  
[image: image272.wmf](
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 можно приближенно вычислить по формуле Пуассона


[image: image273.wmf](
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≈ [image: image275.png]



Пример.

Завод отправил на базу 5000 доброкачественных изделий. Вероятность того, что в пути изделие повредится , равно 0,0002. Найти вероятность того, что на базу прибудут 3 негодных изделия.
Решение.

    n=5000,  p = 0,0002, m = 3,  a = 5000∙0,0002 = 1.
      [image: image277.png]P00



(3) = [image: image279.png]


 =[image: image281.png]= ~ 0,06
-




          8. Локальна формула  Муавра – Лапласа. 
          Теорема.  Если число испытаний  n достаточно велико, а вероятности  
[image: image282.wmf]p

 и  q  не очень близки к нулю ( обычно достаточно условий   n>100, npq>20), то вероятность   
[image: image283.wmf](
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 можно приближенно  найти по локальной  формуле Муавра – Лапласа
                 
[image: image284.wmf](
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≈ [image: image286.png]


    x = [image: image288.png]


,  φ(x) = [image: image290.png]


 -  функция Гаусса.
      Имеются таблицы,  в которых  помещены значения функции    φ(x) = [image: image292.png]2, COOTEETCTBYIOIIHe 10/I0MUTe/IbHBIM 3Ha4KeHHUSM apryMeHTa X.




       Для  отрицательных значений аргумента х  пользуются теми же 

таблицами,    так как φ(х) – четная, т.е. φ(-х) = φ(х).

       Итак, вероятность того, что  событие А появится  в  n независимых испытаниях ровно   m     раз, приближенно равно

                     
[image: image293.wmf](
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n

Pm

≈ [image: image295.png]


    x = [image: image297.png]


.

         Пример.
      Вероятность поражения мишени стрелком при одном выстреле равна 0,75. Найти вероятность того, что при 10 выстрелах стрелок поразит мишень 8 раз.

      Решение. 

     По условию,  n =10, m = 8 p = 0,75,  q = 1 -0,75 = 0,25.
 Воспользуемся локальной формулой ( или асимптотической )  Лапласа

             [image: image299.png]8-10:0,75 05 05
V. 0.75:0,2510  0,25+/30 1,37

~0,36




          φ(0,36) = 0,3739,     [image: image301.png]P,o(8) = —--0,3739 = 0,273,




        9. Интегральная формула Муавра – Лапласа.
       Вновь предположим, что производится     n  испытаний , в которых вероятность  появления события А постоянна и равна  
[image: image302.wmf]p

.  Как вычислить вероятность  [image: image304.png]P, (¥, K,)



  того, что событие А появится  в  n испытаниях не менее[image: image306.png]


 и не более [image: image308.png]K, pa3? Ha



этот вопрос отвечает интегральная теорема  Муавра- Лапласа.
     Теорема. В условиях интегральной формулы  Муавра-Лапласа  вероятность 
         [image: image310.png]P(my=m=m,)= ®,(x,) — D,y(x,),



   где
      [image: image312.png]


,   [image: image314.png]


     [image: image316.png]x 2
¢n(x):éjn ez dt



- функция Лапласа.
       При решении задач, требующих применения интегральной формулы Муавра – Лапласа , используют  специальные таблицы, так как определенный интеграл не  выражается  через элементарные функции.

      Таблицы даны для положительных значений  х и для х=0.  Для   х<0, пользуются  ими же, учитывая , что Ф(-х) = -  Ф(х).

                  Пример. Вероятность наступления события А  в данном испытании  равна 0,5.   Найти вероятность того, что  событие   А   наступит  от 500 раз до 530 раз в 1000 испытаниях.
           Решение.

          n = 1000,  p = 0,5,       [image: image318.png]P, 00(500,530) = ®(x,) — ®(x,),




          [image: image320.png]k, =500, k,=530, p=0,5, q=10,5



,
          [image: image322.png]500-1000-0,5




 = 0,    [image: image324.png]


 = [image: image326.png]530-500
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 = [image: image328.png]° — 1,90

316




	                [image: image330.png]P, 500(500,530) = ®(1,90) — ®(0) = 0,4713.






              10. Случайные величины 

          Определение.   Случайной  величиной называют переменную величину, которая в зависимости от исхода испытания случайно принимает одно значение из множества возможных значений.
    Примеры: Число появления герба при трех бросаниях монеты.

   Случайные величины обозначают  прописными буквами X,Y,Z,…, а их  возможные значения – x,y,z,…
Дискретной случайной величиной называется случайная величина, принимающая отдельные друг от друга значения, которые можно перенумеровать.

Непрерывной случайной величиной называется случайная величина, возможные значения которой непрерывно заполняют какой-то промежуток. 

Ряд распределения ( закон распределения)
Соотношение, устанавливающее тем или иным способом связь между возможными значениями случайной величины и их вероятностями, называется рядом распределения:
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где 
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Графическое изображение ряда распределения называется многоугольником распределения. 

[image: image344]
   Пример.
        Стрелок ведет стрельбу по мишени до первого попадания, имея боезапас 4 патрона. Вероятность попадания при каждом выстреле равна 0,6. Построить ряд распределения  боезапаса, оставшегося неизрасходованным.
Решение.
Случайная величина Х – число неизрасходованных патронов имеет четыре возможных значения:0,1,2,3.
Строим ряд распределения вероятностей:
 [image: image346.png]



 [image: image348.png]



 [image: image350.png]



 [image: image352.png]



11.Функция распределения
Ряд распределения не является исчерпывающей характеристикой,  он существует только для дискретных случайных величин, для непрерывной случайной величины  такой характеристики построить нельзя.

Функцией распределения случайной величины 
[image: image353.wmf]X

 называется функция 
[image: image354.wmf](
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, выражающая вероятность того, что 
[image: image355.wmf]X

 принимает значения меньше, чем 
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: 
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Свойства 
[image: image358.wmf](
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:

1)  0≤ F(x) ≤ 1;

2) Функция 
[image: image359.wmf](
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 есть неубывающая функция;

3) 
[image: image360.wmf](
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5) Для дискретных случайных величин 
[image: image362.wmf](
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 есть разрывная  ступенчатая функция, непрерывная слева.
Пример 1.

Стрелок производит по мишени три выстрела. Вероятность попадания в мишень при каждом выстреле 0,3. Построить ряд распределения числа попаданий.

Решение.

Строим ряд распределения вероятностей, используя формулу: 
[image: image363.wmf](
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Пример 2.

Случайная величина 
[image: image374.wmf]X

 задана рядом распределения
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Найти функцию распределения  случайной величины X и построить ее график. 

Решение.

1. Если 
[image: image378.wmf]3
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3. Если 
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4. Если 
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5. Если 
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Строим график.


[image: image389]
12.Числовые характеристики дискретных случайных величин

Закон распределения полностью задает   дискретную случайную величину. Однако часто встречаются случаи, когда закон распределения случайной величины неизвестен. В таких случаях случайную величину изучают  по ее числовым характеристикам.  Одной из таких характеристик является  математическое ожидание.

      Пусть некоторая случайная величина Х с конечным числом  своих значений  задана законом распределения:

	Х
	[image: image390.png]



	[image: image391.png]



	…….
	[image: image392.png]




	[image: image393.png]



	[image: image394.png]



	[image: image395.png]
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	[image: image396.png]





Определение. Математическим ожиданием дискретной  случайной величины 
[image: image397.wmf]X

называют сумму  произведений всех возможных значений величины Х на соответствующие  вероятности,  или ( ее среднее значение), вычисляемое по формуле:
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Пример 1.

Случайная величина 
[image: image403.wmf]X

 – число очков, выпавших при однократном бросании игральной кости. Определить  M(X).
Решение.
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Имеем 

[image: image412.wmf]111111
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         Свойства математического ожидания.
1. Математическое ожидание постоянной величины С  равно этой величине.
2. Постоянный множитель можно выносить за знак математического ожидания, т.е. М(СХ) = СМ(Х).
3. Математическое ожидание суммы двух случайных величин X и Y равно сумме их математических ожиданий:
     M(X+Y) = M(X) + M(Y)

Определение. Случайные величины   X и Y  называются независимыми, если закон распределения  каждой из них не зависит от того,  какое возможное значение  приняла другая величина.
Пример  двух независимых  случайных величин – суммы выигрыща по каждому из двух билетов по двум различным денежно-вещевым лотереям.
4. Математическое ожидание произведения двух независимых случайных величин равно произведению их математических ожиданий:
     M(XY) = M(X)∙M(Y)

5. Математическое ожидание разности двух случайных величин X и Y   равно разности их математических ожиданий:

M(X-Y) = M(X) – M(Y).

Пример 1.
Найти математическое ожидание случайной величины  Z = X + 2Y, если  известны математические ожидания случайных величин  X  и  Y         M(X) = 5,  M(Y) = 3.
Пример 2.
Независимые случайные величины заданы законами распределения:
	Х
	1
	3
	4

	Р
	0,2
	
	0,6


	Y
	0,5
	1
	5

	Р
	0,4
	0,1
	


  Найти математическое ожидание М(YХ).
13.Дисперсия дискретных случайных величин
Определение.  Дисперсией случайной величины называют математическое ожидание квадрата отклонения случайной величины от ее математического ожидания:
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     Величина      x – M(X)   называется отклонением случайной величины от ее математического ожидания.
                  Свойства дисперсии
1. Дисперсия постоянной величины С равна нулю.

2. Постоянный множитель можно выносить за знак дисперсии, возведя его в квадрат
D(CX) = [image: image417.png]


.
3. Дисперсия суммы двух независимых случайных величин  равна сумме дисперсий этих величин
D(X+Y) = D(X) + D(Y).
4.  Дисперсия разности двух независимых случайных величин  равна 
     сумме дисперсий этих величин
D(X-Y) = D(X) + D(Y).

         Пример.
            Дисперсия  случайной величины Х  равна 3. Найти дисперсию следующих величин: а) -3Х, б) 4Х + 3.
Средним квадратическим отклонением 
[image: image418.wmf](
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 случайной величины 
[image: image419.wmf]X

 называется корень квадратный из ее дисперсии:
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Пример 1.

Случайная величина 
[image: image422.wmf]X

 – число очков, выпавших при однократном бросании игральной кости. Определить 
[image: image423.wmf](
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.

Решение.
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Имеем 
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               14.   Непрерывные случайные величины

         Для непрерывной случайной величины,  в отличие от дискретной,  нельзя  построить ряд распределения.  Поэтому непрерывную случайную величину  изучают другим способом.

        Пусть Х  -  непрерывная случайная величина с возможными значениями из (а,в). Тогда для нее существует функция распределения

                              F(х) = P(х<x).

                Свойства функции распределения:

1. 0 ≤ F(х) ≤ 1;
2. F(х)  -  неубывающая функция;
3. P(a ≤ x <в) = F(a) – F(в);
4. Вероятность того, что непрерывная случайная величина Х примет какое-либо заранее заданное значение, рана нулю.

5. Вероятности попадания непрерывной случайной величины в интервал, сегмент, полуинтервал с одними и теми же концами одинаковы
P(a ≤ x <b) = P(a < x ≤ b) = P(a ≤ x ≤ b) =P(a < x ≤ b).

6.  Если возможные  значения случайной величины  Х принадлежат интервалу (а,d) , то
1. F(х) = 0 при х ≤ a;
2. F(х) =1 при х ≤ d;
15.Дифференциальная функция распределения (плотность распределения).

 Определение. Плотностью распределения f(x) (или дифференциальной       функцией распределения) непрерывной случайной величины называется

первая производная от ее  функция распределения

                                         
[image: image436.wmf](
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Свойства плотности распределения:

1) f(x)≥ 0;
2) f(-∞ )= f(-∞) = 0;
3) f(x) – кусочно непрерывная функция;
4) F(х) = [image: image438.png][ f®adt




5) P([image: image440.png]X SX < %) = [7 f(0)dx
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6) 
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Вероятность попадания случайной величины 
[image: image442.wmf]X

 на участок от 
[image: image443.wmf]a

 до 
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 выражается формулой 
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Пример 1.
Возможно ли, что при некотором значении аргумента:
1. Функция распределения больше 1?

2. Плотность распределения больше 1?

3. Функция распределения отрицательной?
4. Плотность распределения отрицательной?

Пример.
Задана плотность распределения непрерывной случайной величины:

    f(x) = [image: image448.png]Copux € [0;4];
{0 npH x € [—;0] U [4;+]




Найти константу С и (0 вычислить Р < х < 3).

     Решение.

На основании свойств плотности распределения  имеем:

[image: image449.png]4

1
Cdt=1, C-4=1 C=-.
) ) 2




Таким образом 

     f(x) = [image: image451.png]{ } npux € [0;4];
0 npu X He npuHAANeKamux [0; 4]




На основании свойства 5 имеем

    Р < х < 3) = [image: image453.png]



   16.   Математическое ожидание и дисперсия непрерывных случайных 

                                     величин.

        Определение. Математическим ожиданием непрерывной случайной величины  Х  с плотностью распределения f(x) называется 

         М(Х) = [image: image455.png]


dx.

        Определение. Дисперсией непрерывной случайной величины Х  математическое ожидание  которой  М(Х) = а и функция f(x) является еу плотностью распределения,   называется величина несобственного интеграла:

     D(X) = [image: image457.png][ (= M0O) F()dx




     D(X) = [image: image459.png][
[T x%f(x) dx — M),
12




      Математическое ожидание и дисперсия непрерывной случайной величины имеют те же свойства, что и дискретная случайная величина. 

   Наряду с дисперсией для характеристики разброса непрерывной случайной величины  вокруг ее среднего значения используется среднее квадратическое  отклонение

            σ(х) = [image: image461.png]


.

Пример.

 Случайная величина Х задана плотностью распределения

            f(x) = [image: image463.png]0,x<0,
E,ng <2,
0,x>2.




              Найти математическое ожидание, дисперсию и среднее квадратическое отклонение.

     Пример.
Случайная величина задана функцией распределения

        F(х) = [image: image465.png]2
{1—;, x=2
0, x <2.




  Найти математическое ожидание, дисперсию и среднее квадратическое отклонение

. Некоторые законы распределения случайных величин

Равномерное распределение

Равномерным называется распределение таких случайных величин, все значения которых лежат на 
[image: image466.wmf][

]

;
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 и имеют постоянную плотность вероятности на этом отрезке.

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 
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Функция распределения этого закона распределения имеет вид:
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Пример 1.

Случайная величина – отклонение емкости конденсатора от номинала равномерно распределено на отрезке 
[image: image471.wmf][
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Решение.

В задаче 
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Построим график f(x).

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



Рис

Функция распределения вероятности случайной величины:
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Ее график имеет вид:

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 
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Биномиальный закон распределения. Закон Пуассона

Если вероятность наступления случайного события в каждом испытании равна p, то, как известно, вероятность того, что при 
[image: image486.wmf]n

 испытаниях событие осуществляется 
[image: image487.wmf]m

 раз, определяется формулой Бернулли:
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Закон распределения случайной величины 
[image: image490.wmf]X

, которая может принимать 
[image: image491.wmf](

)

1

n

+

 значение 
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, описывается формулой Бернулли, называется биномиальным.

Закон распределения случайной величины 
[image: image493.wmf]X

, которая может принимать любые целые неотрицательные значения 
[image: image494.wmf](
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, носит название закона Пуассона.

Для биномиального закона 
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[image: image497.wmf]DXnpq

=

.

Для закона Пуассона: 
[image: image498.wmf]MXDXa
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.

Пример 1.

Производится три независимых опыта, в каждом из которых событие 
[image: image499.wmf]A

 происходит с вероятностью 0,4. Рассматривается случайная величина X – число наступления события A в трех испытаниях. Построить ряд распределения и функцию распределения случайной величины X. Найти MX, DX, 
[image: image500.wmf](
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Решение.

Ряд распределения: 
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 EMBED Equation.DSMT4 [image: image507.wmf](

)

0,720,85

xDX

s===

.

Пример 2.
Радиоаппаратура состоит из 100 электроэлементов. Вероятность отказа одного элемента в течение одного года работы равно 0,001 и не зависит от состояния других элементов. Какова вероятность отказа двух и менее двух электроэлементов за год?

Решение.

Считая случайное число 
[image: image508.wmf]X

 отказавших элементов подчиняющихся закону Пуассона
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где 
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, получим: вероятность отказа ровно двух элементов
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вероятность отказа не менее двух элементов 


[image: image512.wmf](

)

21(2)1(0)(1)

PXPXPXPX

³=-<=-=-=

; 

т.е.


[image: image513.wmf](

)

(

)

01

2

2

211110,254

a

m

m

PXPPPea

e

¥

-

=

³==--=-+=-=

å

.

Показательное (экспоненциальное) распределение. 
Функция надежности

Аналогом закона Пуассона для непрерывных случайных величин служит показательный закон распределения, функция плотности распределения которого имеет вид
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где 
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 постоянный параметр.
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Если T – непрерывная случайная величина, выражающая продолжительность безотказной работы какого-либо элемента, а 
[image: image521.wmf]l

 – среднее число отказов в единицу времени (интенсивность отказов), то продолжительность времени t безотказной работы этого элемента можно считать случайной величиной, распределенной по показательному закону распределения с функцией распределения
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которая определяет вероятность отказа элемента за время 
[image: image523.wmf]t

, а 
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 называется функцией надежности.
Пример 1.
Время 
[image: image525.wmf]T

 телефонного разговора – случайней величина, распределенная по показательному закону распределения с параметром 
[image: image526.wmf]0,4
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. Определить вероятность того, что разговор будет продолжаться более трех минут.

Решение.
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 EMBED Equation.DSMT4 [image: image531.wmf](
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Пример 2.
Непрерывная случайная величина 
[image: image534.wmf]X

 распределена по показательному закону: 
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Найти вероятность того, что в результате испытаний 
[image: image536.wmf]X

 попадет в интервал 
[image: image537.wmf](
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Решение.

По формуле 
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Нормальный закон распределения. Функция Лапласа

Нормальный закон распределения характеризуется плотностью
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где 
[image: image541.wmf]x

m

 – математическое ожидание случайной величины; 
[image: image542.wmf]x

s

 – среднее квадратичное отклонение величины 
[image: image543.wmf]X

.
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 – называется функцией Лапласа, или интеграл вероятностей, функция ошибок.

Иногда используют другие формы функции Лапласа, например,
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 – нормированная функция Лапласа.
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Отметим следующие свойства функции Лапласа:

1) 
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Пример 1.
Пусть случайная величина 
[image: image552.wmf]X

 распределена по нормальному закону с математическим ожиданием 
[image: image553.wmf]30
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 примет значение, принадлежащее интервалу 
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Решение.

Пользуясь формулой 
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По таблице приложения 
[image: image559.wmf](
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[image: image560.wmf](

)

105020,47720,9544

Px

<<=×=

.

Пример 2.
Пусть случайная величина 
[image: image561.wmf]X

 распределена по нормальному закону с параметрами 
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Решение.

Используя формулу 
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По таблице приложения находим 
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Пример 3.
Случайная величина 
[image: image569.wmf]X

 распределена по нормальному закону с математическим ожиданием 
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, не включающий начало координат. При каком значения среднего квадратического отклонения 
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 вероятность попадания в 
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 достигает максимума?

Решение.

Для решения задачи сделаем схематический чертеж:

[image: image574.png]@




Рис

Значение 
[image: image575.wmf]s

 найдем, дифференцируя по 
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 вероятность попадания в 
[image: image577.wmf](

)

;

ab

 и приравнивая производную к нулю. Имеем
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Отсюда 
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Для малого интервала 
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10. Закон больших чисел

Трудно сказать о том, какие значения примет случайная величина. Все зависит от совокупности случайных обстоятельств. Когда таких случайных обстоятельств очень много, то, оказывается, существуют условия, позволяющие предвидеть ход опыта, явления, которые получили название закона больших чисел или предельных теорем.
Если существует математическое ожидание квадрата случайной величины, то имеет место неравенство: 
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Это неравенство называется вторым неравенством Чебышева.

Первое неравенство Чебышева: если существует 
[image: image585.wmf](
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Выберем в качестве случайной величины центрированную случайную величину 
[image: image588.wmf](
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Теорема Чебышева (закон больших чисел).

Если случайные величины в последовательности 
[image: image590.wmf]12,
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то для всех 
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Теорема Маркова (закон больших чисел в общей формулировке).

Если дисперсии произвольных случайных величин в последовательности 
[image: image594.wmf]12,
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 удовлетворяют условию 


[image: image595.wmf](

)

2

1

1

lim0

n

k

n

k

DX

n

®¥

=

=

å

, 

то имеет место утверждение 
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Пример 1.
Измеряется скорость ветра в данном пункте Земли. Случайная величина X – проекции вектора скорости ветра на фиксированное направление. Оценить вероятность события 
[image: image597.wmf]{
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Решение.

За 
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 возьмем 80 км/ч и, применив первое неравенство Чебышева, получим 
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Предельные теоремы теории вероятностей

Теорема Бернулли. Относительная частота успехов в 
[image: image602.wmf]n

 независимых испытаниях по схеме Бернулли сходятся по вероятности при 
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 к вероятности успеха в одном испытании.

Центральная предельная теорема (Ляпунова). Если случайные величины в последовательности 
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 независимы, одинаково распределены и имеют конечные математическое ожидание 
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где 
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 – стандартизированное среднее арифметическое n случайных величин в последовательности.

Пусть 
[image: image610.wmf]n

X

 – число успехов в 
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 независимых испытаниях по схеме Бернулли. Тогда при достаточно больших значениях 
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где 
[image: image614.wmf](
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 – табулирована и 
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 (интегральная теорема Муавра – Лапласа).
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[image: image618.wmf](

)

2

2

1

2

m

X

xe

-

j=

p

 – функция табулирована (локальная теорема Муавра – Лапласа).
Пример 1.
Вероятность появления события в каждом из независимых испытаний равна 0,8. Найти вероятность того, что событие наступит 120 раз в 144 испытаниях.

Решение.

По условию задачи 
[image: image619.wmf]144,120,0,8,110,80,2

nmpqp

====-=-=

. Воспользуемся локальной теоремой Лапласа. Найдем значение аргумента 
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По таблице функций 
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. Искомая вероятность равна 
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Пример 2.

Радиотелеграфная станция передает цифровой текст. В силу помех каждая цифра независимо от других может быть неправильно принята с вероятностью 0,01. Найти вероятность следующих событий: 
[image: image625.wmf]A

=

(в принятом тексте, содержащем 1100 цифр, будет меньше 20 ошибок), 
[image: image626.wmf]B

=

(будет сделано ровно 7 ошибок).

Решение.

Для вычисления вероятности события 
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 применим интегральную
теорему Муавра – Лапласа.
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Искомая вероятность будет
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По таблицам функции 
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Искомая вероятность равна
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