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Взаимная
индуктивность
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Где • числа витков катушек

• взаимные магнитные потоки

• токи катушек

• собственные индуктивности катушек

1 2W иW

12 21Ф иФ

1 2i и i

1 2L и L



1. Согласное включение

* *
2i1i

1u 2u

21Ф

12Ф

22Ф

11Ф



При согласном включении токи катушек i1
и i2 ориентированы одинаковым образом
относительно одноименных зажимов (*)

*

1i
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 +

1L

1u
 +
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2u

2i

M



Напряжения

1 2
1 1

di di
u L M

dt dt
= +

2 1
2 2

di di
u L M

dt dt
= +

ПриПри гармоническихгармонических токахтоках ии напряженияхнапряжениях

1 21 1U j L I j M Iω ω= +

2 12 2U j L I j M Iω ω= +

*

1i
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1L

1u

 +

2L

2u

2i

M



Где
11L

Х Lω= 22LХ Lω=
• индуктивные сопротивления

• сопротивление взаимной
индукции

MХ Mω=



1I

+j

+1

2I

1U

2U

1LU

1MU
2LU

2MU



При согласном включении

составляющие напряжений

взаимной индукции UM1 и UM2

опережают токи их

создающие I2 и I1

соответственно на 900



2. Встречное включение

* *
2i1i

1u 2u

21Ф

12Ф

22Ф

11Ф
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1L

1u
 +

2L

2u
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M



При встречном включении токи
катушек i1 и i2

ориентированы различным

образом относительно

одноименных зажимов (*)



Напряжения
1 2

1 1

2 1
2 2

di di
u L M

dt dt
di di

u L M
dt dt

= −

= −

ПриПри гармоническихгармонических токахтоках ии напряженияхнапряжениях

1 21 1

2 12 2

U j L I j M I

U j L I j M I

ω ω
ω ω

= −
= −



Где

• составляющие, обусловленные
взаимной индуктивностью

1

2

2 2

1 1

M M

M M

U j M I jХ I

U j M I jХ I

ω
ω

= − = −

= − = −



1I

+j

+1

2I

1U

2U
1LU

1MU
2LU 2MU



При встречном включении

составляющие напряжений

взаимной индукции UM1 и UM2

отстают от токов их

создающих I2 и I1

соответственно на 900



1.1.РазвязкаРазвязка
индуктивнойиндуктивной

связисвязи



1. 1. ДваДва индуктивноиндуктивно связанныхсвязанных
элементаэлемента подходятподходят

одинаковымодинаковым образомобразом кк
общемуобщему узлуузлу (d)(d)
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2. 2. ДваДва индуктивноиндуктивно связанныхсвязанных
элементаэлемента подходятподходят

различнымразличным образомобразом кк общемуобщему
узлуузлу (d)(d)
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)ХX(j МL1
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)ХX(j МL2
++++
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M

1LjX

2LjX

MjX−

2L MjX jX+

1L MjX jX+

Пример 1: Выполнить развязку



Пример 2:

2LjX

1LjX

R

M

MjX

2L MjX jX−

1L MjX jX−

R

Выполнить развязку



2. Метод
контурных
токов



• Контурные токи выбираются так
чтобы:

--источник тока входил только в
один контурный ток.

--индуктивносвязанные катушки
входили в разные контурные токи;



1( )e t

3L

*

R

1C

R

M

3( )e t

3C

*

2L

3i2i
1i

22I

11I

2

111 2 L C2 1

22 11 С1 2M

(R R jX jX )I

( jXR j IX )I E

+ + − ++ + − ++ + − ++ + − +

+ − + =+ − + =+ − + =+ − + =

Пример
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111 2 L C2 1

22 11 С1 2M
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11M
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22I
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111 2 L C2 1

22 11 С1 2M

(R R jX jX )I

( jXR j IX )I E

+ + − ++ + − ++ + − ++ + − +

+ − + =+ − + =+ − + =+ − + =

11M

221 С L C1 3 3

11 1 31 С1

(R jX jX jX )I

(R jX IjX )I E E
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1 11 22I I I= += += += +

22I

11I

2 11I I====

3 22I I= −= −= −= −



Пример 3:

3. Законы
Кирхгофа



E

V

jXL1
jXL2

jXМ J

E

Пример :

6030 B;jE e−=
� 303 А;jJ e=

�

1 30 Ом;LX =

2 15ОмL MX X= =



MjX

2jX1jX

VU
1I J

E

E

2J jX
1 1I jX

1 MI jXMJ jX

12 MVU E E JjX I jX+ − = −+ − = −+ − = −+ − = −

Без развязки индуктивных связей.

−−−− −−−−

1 1 ME I jX JjX= −= −= −= −



1 1 ME I jX JjX= −= −= −= −

M
1

1

E JjX
I

jX
++++= == == == =

j60 j3030e 3e j15
j30

−−−− ++++ ====

j60 j30 j90

j90 j90

30e 3e 15e

30e 30e

−−−−
= + == + == + == + = j150 j30e 1.5e−−−− + =+ =+ =+ =

j( 150 180) j30e 1.5e− +− +− +− +− + =− + =− + =− + =

j30 j30e ( 1 1,5) 0,5e= − + == − + == − + == − + =



12 MVU JjX I jX= − == − == − == − = j30 j303e j15 0.5e j15− =− =− =− =j30 j303e j15 0.5e j15− =− =− =− =

j120 j120 j12045e 7,5e (45 7,5)e= − = − == − = − == − = − == − = − =

j12037,5e====

VU 37,5 B====



• Показания амперметра
электродинамической системы
равно

IA=10 А.

XL1=XL2=10 Ом. 

Коэффициент связи катушек равен

КСВ= 0,5.

• Определить показания вольтметра
той же системы.

Пример 4:



1L2L M

VA



M св 1 2 св 1X k X X k X 5 Ом= = == = == = == = =

.
Решим задачу двумя методами:

Комплексная схема без измерительных приборов

(RA = 0, RV = ∞).



MjX

2jX
1jX

VU
1I

2I

2 2I jX
1 1I jX

1 MI jX2 MI jX

1 2 2 11 M 2 M VI jX I jX I jX I jX U− − + =− − + =− − + =− − + =

1. Без развязки индуктивных связей.

−−−− −−−−



2I  = 0

(((( ))))1 1 MVU I j X X 10 j15 j150 B= + = ⋅ == + = ⋅ == + = ⋅ == + = ⋅ =



2. Сделаем развязку индуктивных связей, 
учитывая, что катушки соединены
разноименными зажимами к общему узлу

1( )Mj X X+

VU
1I

2I

2( )Mj X X+

MjX−

Составим уравнение по

II закону Кирхгофа для
правого контура, 

. 

(((( )))) (((( ))))1 21 M 2 M VI jX jX I jX jX U+ − + =+ − + =+ − + =+ − + =



2I  = 0

(((( ))))1 1 MVU I j X X j150 B= + == + == + == + =



Пример 3:

 

Показание амперметра 
электромагнитной системы 
равно 1 А;  
X1 = X2 = 20 Ом, XM = 10 Ом, 
XC = 10 Ом, R1 = R2= 10 Ом. 
Определить показание 
вольтметра той же системы. 

 



Сделаем развязку индуктивных связей, катушки 
включены одноименными зажимами одинаково по 
отношению к общему узлу 

 

 
 

Так как XM = XC ,  
то j(XM – XC) = 0,  

 
 



Получаем схему 

 
 

I1 = I2,  
тогда 

( )[ ]
( ) B.14,1410101 45

M111V
�jej

XXjRIU

=+=

=−+=
 

Показание вольтметра 
равно 
 14,14 В. 

 



Баланс мощностей



1Е
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1I 4I

2I

3I

5I

2I

3I

2I

1jX 4jX
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КомплексКомплекс полнойполной
вырабатываемойвырабатываемой мощностимощности

B BP jQ , ВА= += += += +
Где: PB>0 – активная

вырабатываемая мощность, Вт

QB – реактивная вырабатываемая

мощность, ВАр

1 1 2 2в JS E I E I U J= + + == + + == + + == + + =* * *



Где:

- сопряженные значения токов

1j( )
1 1I I e −β−β−β−β= ⋅= ⋅= ⋅= ⋅

*

*

1j( )
2 2I I e −β−β−β−β= ⋅= ⋅= ⋅= ⋅

*



Активная потребляемая
мощность: 

22 2
П к к 1 1 3 3Р I R I R I R= = + += = + += = + += = + +∑∑∑∑

22
4 4 5 5I R I R , Вт+ ++ ++ ++ +



Реактивная потребляемая
мощность: 

2 22
П к к M 1 1 3 3Q I X Q I X I X= ± + = − += ± + = − += ± + = − += ± + = − +∑∑∑∑

22
4 4 5 5 MI Х I Х Q , ВАр+ + ++ + ++ + ++ + +



Реактивная мощность
обусловленная взаимной

индуктивностью: 

M M 4 5 4 5Q 2X I I cos( ), ВАр= ± β − β= ± β − β= ± β − β= ± β − β



1Е
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*

1I 4I

2I

3I

5I

2I

3I

2I

1jX 4jX

5jX5R

3jX−−−−



Реактивная мощность
обусловленная взаимной

индуктивностью:

M M 4 5 4 5Q 2X I I cos( ), ВАр= + β − β= + β − β= + β − β= + β − β

согласное включение



1Е

1R
 с

4R

3R 2Е
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 d

+

JU

J
МZ

*

*

1I 4I

2I

3I

5I

2I

3I

5I

2I

1jX 4jX

5jX5R

3jX−−−−



Реактивная мощность
обусловленная взаимной

индуктивностью: 

M M 4 5 4 5Q 2X I I cos( ), ВАр= − β − β= − β − β= − β − β= − β − β

встречное включение



Где

54 jj
4 54 5I I e , I I e ββββββββ= == == == =

• знак + - согласное включение,

• знак - - встречное включение

• индуктивно связанные токи



( ) 220 2 sin( ),e t t Bω=Дано: 
R=30; M = 0,053 Гн;
L1=0,1 Гн; L2 = 0,3 Гн;
f = 50 Гц.
Определить показания амперметра

при встречном включении.

( )e t

1L 2L

R
A

Пример 4:

0220
156,

2
jE e B= =



( )e t

1L 2L

R

M

A

0220
156,

2
jE e B= =

1 12 50 6.28 0.1 31.4LX f L Омπ= ⋅ = ⋅ ⋅ =

2 50 6.28 0.053 16.64MX f M Омπ= ⋅ = ⋅ ⋅ =

2 22 50 6.28 0.3 94.2LX f L Омπ= ⋅ = ⋅ ⋅ =

2 2I jX1 1I jX 1 MI jX2 MI jX−−−− −−−−



По второму закону Кирхгофа

( ) ( )1 2L M L ME I R I jX I jX I jX I jX= ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅

( )1 2 2L L ME I R jX jX jX= ⋅ + + − ⋅

1 2 2L L M

E
I

R jX jX jX
=

+ + − ⋅
156

30 31.4 94.2 2 16.64
I

j j j
=

+ + − ⋅

( )e t

1L 2L

R

M

A
2 2I jX1 1I jX 1 MI jX2 MI jX−−−− −−−−



72
72

156 156
1.607

30 92.32 97.07

j
j

I e
j e

−= = =
+

�

�

1.607AI A=



Дано: 
4

( ) 141sin(10 ),u t t B=

L1=1 мГн; L2=0.25 мГн;
Kcв=0,5.
Определить показания амперметра.

A

L1

L2

M*
*

u(t)



I

1I 2I
0141

100,
2

jU e B= =

4 3
1 1 10 110 10LX L Омω −= = ⋅ ⋅ =

1 2
1 2

M
k M k L L

L L
= ⇒ = ⋅

⋅

6 40.5 1 0.25 10 2.5 10M − −= ⋅ ⋅ = ⋅

4 410 2.5 10 2.5MX M Омω −= = ⋅ ⋅ =

4 3
2 2 10 0.25 10 2.5LX L Омω −= = ⋅ ⋅ =

2 2I jX1 1I jX

1 MI jX2 MI jX



I

1I 2I

2 2I jX1 1I jX

1 MI jX2 MI jX

По второму закону Кирхгофа

11 2

22 1

L M

L M

U I jX I jX

U I jX I jX

= ⋅ + ⋅
 = ⋅ + ⋅

11
2

L

M

U I jX
I

jX

− ⋅
=

11
2 1

L
L M

M

U I jX
U jX I jX

jX

− ⋅ 
= ⋅ + ⋅ 
 

U



2 1 2
1 1

L L L
M

M M

U X jX X
U I I j X

X X

⋅ ⋅
= − + ⋅ ⋅

1 2 2
1 1L L L

M
M M

jX X X
I j X U

X X

   ⋅
⋅ ⋅ − = ⋅ −   
   



1
10 2.5 2.5

2.5 1
2.5 2.5

j
I j U

⋅   ⋅ ⋅ − = ⋅ −   
   

( )1 7.5 0I j⋅ − ⋅ =

1 0I =



ТрансформаторТрансформатор
вв линейномлинейном
режимережиме



Трансформаторы предназначены
для преобразования величин

переменных напряжений и токов.
Простейший трансформатор – это

две индуктивно связанные
катушки, помещенные на

ферромагнитный сердечник
(магнитопровод)



+ +
1

1’

2

2’

1i 2i

1u 2u
1w 2w

Ф

Ф –магнитный поток, Вб



В линейном режиме
магнитопровод ненасыщен или

отсутствует (воздушный
трансформатор).

При этом индуктивности и
сопротивления катушек

трансформатора постоянны



Передача энергии из одной
катушки в другую

осуществляется за счет взаимной
индукции и ток i2(t) согласно

правилу Ленца выбирает
такое направление, что

катушки будут включенными
встречно



Если пренебречь потерями
энергии в магнитопроводе,
то тогда схема замещения

трансформатора в линейном
режиме будет следующей



Схема замещения:



Если u1 является напряжением
источника, а u2 – напряжением
на пассивной нагрузке, то тогда

получаем



Комплексная схема замещения:

2 2 2= += += += + LZ R jX
1 1 1= += += += + LZ R jX



Уравнения по 2 закону Кирхгофа
в комплексной форме:

где
2 12 22

211 11( )

0 ( )

= + −= + −= + −= + −

+ + −+ + −+ + −+ + − ====

L M

L MU I R jX jX I

U R jX I jX I

22 ==== НU Z I



Из решения этих уравнений
можно найти токи I1 и I2



Векторная диаграмма при хх
( I2=0 ):

2’ 1’

2

+1

+j

1

1М
jX I−

1 1LjX I

0
1 1

jI I e °=

11R I

1U
2U



Режим короткого замыкания КЗ:
( U2=0 ):



1’

+j

+12=

1

2’

1М
jX I−

2 2LjX I

0
2 2

jI I e °=

1 1LjX I

2( )
М

jX I−

22R I

11R I

1U
1I



Векторная диаграмма при
активном сопротивлении
нагрузки

нZ R====
( 0)
н

ϕ =
22U I R====



1’

+j

+12

1

2’

1М
jX I−

2 2LjX I

0
2 2

jI I e °=

1 1LjX I

2( )
М

jX I−

22R I

11R I

1U

2U

1I



2 CU jX I= − ⋅

( Zн=-jXc):

Векторная диаграмма при
ёмкостном сопротивлении
нагрузки



1’

+1

2

1

2’

1М
jX I−

2 2LjX I

0
2 2

jI I e °=

1 1LjX I

2( )
М

jX I−

22R I

11R I

1U

2U

1I

+j



Схема замещения трансформатора
без индуктивной связи:

- ток намагничивания0 1 2I I I= −



Линейные цепи
с гармоническими напряжениями

и токами, содержащие
трансформаторы, могут быть

рассчитаны при помощи
законов Кирхгофа или

метода контурных токов
в комплексной форме



Дано:

Определить:

1 2

3

, , , ,

, , .
М Н

Е J Z Z

Z Z Z

1 2, , , ?JI I I U =

Пример:



 *  *  +

I

Е
11I

1I
М

Z
2I J

JUН
Z

2Z1Z

3Z
33I

22I



По методу контурных токов:

33

11 1 3 22 33 3

22 2 11 33

( )

( ) 0 0
M

Н M

I J

I Z Z I Z I Z E

I Z Z I Z I

=
 + − − =
 + − − ⋅ =

 *  *  +

I

Е

11I

1I М
Z

2I J

JUН
Z

2Z1Z

3Z
33I

22I



Далее находим:

1 11 2 22 11 33; ; ;I I I I I I I= = = −
3JU E I Z= −

 *  *  +

I

Е

11I

1I М
Z

2I J

JUН
Z

2Z1Z

3Z
33I

22I



Пример :



M

( )e t
1L 2L

C

RR

( )J t
2I

JU

J



)jXR(JU LJ ++++==== M2jXI++++

M

( )e t
1L 2L

C

RR

( )J t
2I

JU

)jXjXR(IE CL2 −−−−++++==== MjXJ++++

Т.к. токи J и I2   входят в

одноимённые

Зажимы (*)



10jj)20j20j10(I20 2 ⋅⋅⋅⋅++++−−−−++++====

A3
10

1020
I 2 ====++++====

2S EI
∗∗∗∗

====



Пример :



( )J t( )e t

1L 2L

R
C

R

M Определить вырабатываемую

источником напряжения

мощность, если

e(t) 100 2sin( t) B= ω= ω= ω= ω

J(t) 10 2sin( t 90) A= ω += ω += ω += ω +

R ==== 1Lω =ω =ω =ω = 2Lω =ω =ω =ω =
1
C

====
ωωωω

20 Ом;
Mω =ω =ω =ω = 10 Ом.



( )J t
( )e t

1L 2L

R

C

R

M

По методу контурных токов:

11I 22I

22

L C C11 2 M222

I J

I (R jX jX ) I ( j I ( jX )X ) E

====
 ++++ −−−−− + − =− + − =− + − =− + − =

Т.к. Контурные
токи I11 и I22

протекают в общей

ветви в одном

направлении

Т.к. контурные токи J и I2   входят в
разноимённые зажимы (*)



22

11

I 10j

I (20) 10j( j20) 10j10j 100

====
 + − − =+ − − =+ − − =+ − − =

22

11

I 10j

I (20) 200 100 100

====
 + + =+ + =+ + =+ + =



22

11

I 10j

I (20) 200

====
 = −= −= −= −

11
200

I 10
20

−−−−= = −= = −= = −= = −

1 1вS E I 100 ( 10) 1000 BA
∗∗∗∗

= = ⋅ − = −= = ⋅ − = −= = ⋅ − = −= = ⋅ − = −


