УРАВНЕНИЯ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ

Методические указания и контрольные задания по курсу 

«Высшая математика» для студентов ТЭФ

Томск - 2008
  Методические указания предназначены для студентов ТЭФ и преподавателей ведущих занятия на этом факультете. Студентам эти указания могут служить конспектом лекций и заданием для самостоятельной работы. Преподавателям эта работа поможет определиться с объемом и содержанием раздела, который выбран из огромного курса “Математическая физика”, для изложения в очень ограниченных временных рамках.

1. Уравнения в частных производных

Дифференциальным уравнением с частными производными называется уравнение, связывающее независимые переменные, искомую функцию многих переменных и ее частные производные. Порядком уравнения с частными производными называется порядок наивысшей производной входящей в это уравнение. Дифференциальное уравнение с частными  производными называется линейным, если искомая функция и ее частные производные входят в него линейно (т.е. в первой степени).  
   Решение уравнения в частных производных может содержать произвольные функции, в отличие от обыкновенных дифференциальных уравнений, решение которых может содержать лишь произвольные постоянные.

Пример.

              Очевидно, что функция  U(x,y) = ((y) есть решение уравнения 
[image: image103.png]


, где  ((y) произвольная функция от y.

   Наибольший практический интерес представляют дифференциальные уравнения  второго порядка. В частности, линейное уравнение с частными производными второго порядка с искомой функцией U(x
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) от n независимых переменных имеет вид: 
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где ai,j = aj,i , i,j =1,2,…,n .    ai,j, bi, c, f – есть функции x1,x2,…,xn.

  Если f(x1,x2,...,xn) = 0, то уравнение (1) называется линейным однородным уравнением, в противном случае - линейным неоднородным.

   Среди уравнений с частными производными второго порядка следует выделить три типа, которые для функций двух независимых переменных имеют 

вид.
	        Волновое уравнение

(уравнение гиперболического типа)           
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	 Уравнение теплопроводности или уравнение Фурье (уравнение параболического типа)
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	Уравнение Лапласа (уравнение эллиптического вида) 
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Эти уравнения называются основными уравнениями математической физики. Они описывают физические процессы, относящиеся к области механики сплошных сред. Именно этим и объясняется название курса "Уравнения математической физики".
2 Распространение тепла в стержне
Основные уравнения математической физики получены на основе общих законов физики. Получим уравнение теплопроводности, рассматривая процесс теплопередачи в однородном ограниченном стержне длиной l. Будем считать, 

	
	
	


0                       x1                  x2                                                                                  l
что боковая поверхность теплоизолирована, а температура в поперечном сечении одинакова. Один конец стержня расположен в точке x = 0, тогда другой конец будет иметь координату x = l. 

   Пусть T(x,t) - температура в точке x в момент времени t.

   Скорость распространения тепла (количество тепла протекающего через поперечное сечение стержня с абсциссой x за единицу времени) установлена опытным путем:     
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           S - площадь сечения стержня;

                                                                           λ- коэффициент теплопроводности.    

     Рассмотрим элемент стержня, заключенный между сечениями с абсциссой x1 и x2. Обозначим   (x = x2 – x1. Через сечение с абсциссой x1 за время  (t пройдет количество тепла равное  
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То же самое, для сечения с абсциссой x2:   
[image: image11.wmf]t

S

дx

дT

Q

D

×

-

=

D

2

2

l

, 

 где 
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   Приток тепла в рассматриваемый элемент стержня за время (t будет:
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В выражении (5) применена теорема Лагранжа 
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В результате этого притока тепла температура в рассматриваемом элементе стержня изменяется на величину (T, т.е.

                                                                       (Q1 -(Q2  = С( (((x(S((T
или                                                       (Q1 -(Q2  ( С( (((x(S(
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где С – теплоемкость вещества стержня;

      ( - плотность вещества стержня.

Приравнивая (5) и (6) получим: ( 
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Или    
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   Уравнение теплопроводности в стержне примет вид:
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Это простейшее уравнение параболического типа.
   Рассматривая процесс распространения тепла в 3-х мерном пространстве, где температура Т(x,y,z,t) является функцией координат (x,y,z) и времени t, можно получить уравнение теплопроводности  в виде:
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Если функция Т(x,y,z,t) не зависит от z, т.е. температура не зависит от z, то получим уравнение распространения тепла на плоскости:
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Коэффициент a2 имеет тот же смысл что и в уравнении (7). 

   3.Условия однозначности
   Уравнение теплопроводности составлено на основе общего закона физики- закона сохранения энергии и описывает изучаемый процесс в самом общем виде. Уравнения (7) –(9) имеют бесчисленное множество решений. Для того, чтобы из этого множества выделить нужное, необходимо к дифференциальному уравнению добавить дополнительные условия - условия однозначности. 

   К условиям однозначности можно отнести следующие:

· геометрические условия, характеризующие форму и размер тела;
· физические условия, характеризующие свойства среды и тела: С,(,( и т.д.;
· начальное условие;
· граничные (краевые) условия.  

Начальное условие задает распредиление температуры тела в начальный момент времени, т.е. Т(Р,0) = f(Р). Где Р точка тела с координатами x,y,z.
   Граничные условия характеризуют взаимодействие тела с окружающей средой. Основные виды этих условий следующие:

1. Т(Р(,t) = f(Р(,t) – граничное условие 1-го рода,
где     Р(,- точки принадлежащие поверхности тела.

2.  
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 = f(Р(,t) – граничное условие второго рода.
3. (
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 + ( T) = ((P,t) – граничное условие третьего рода. 
   Граничные условия первого рода имеют место, когда задана температура поверхности тела в любой момент времени. Условия второго рода задаются, если известна плотность теплового потока через поверхность тела. Условие
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  - означает тепловую изоляцию поверхности.

   Граничные условия третьего рода задаются в случае, когда теплообмен между телом  и средой происходит по закону Ньютона:         q = ( (Т( - Тс),
 где Тс – температура среды;  Т( - температура поверхности тела;

       ( - коэффициент теплообмена.         

    Для уравнения (7), условия соответствующие, например, первой краевой задаче для  0 ( t ( ( имеют вид:    Т(x,0) = ((x),                      (10)

                                                           T(0,t) = (1(t),                      (11)

                                                           T(l,t)  =  (2(t),                     (12)
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Условие (10) (начальное условие) соответствует тому, что при t = 0 задана температура ((x) для всех сечений стержня с координатами 0 (  x (  l. Условия

(11 – 12) (граничные условия) соответствуют тому, что на концах стержня при   x = 0 и x = l поддерживается температура равная (1(t) и  (2(t) соответственно.

   Для нахождения единственного решения (8), нужно задать краевые условия, которые для первой краевой задачи будут иметь вид:

Т(x,y,z,0) = ((x,y,z,)–начальное условие, соответствующее заданию температуры 

                                   во всех точках тела в момент времени t = 0.
Т(Р,t) = ((Р,t)        - граничное условие, для случая, когда известна температура

                                  в всех точках Р поверхности в любой момент времени t.

4. Вывод волнового уравнения
Волновое уравнение получим при рассмотрении процессов поперечных колебаний струны. Под струной будем понимать гибкую упругую нить. Напряжения, возникающие в струне, направлены по касательной к ее профилю.
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  x                       l 

Концы струны закреплены в точках x = 0 и x = l. Если струну отклонить и предать в начальный момент ее точкам некоторую скорость, то струна начнет колебаться. Задача заключается в определении формы струны в любой момент времени и определеии закона движения каждой точки в зависимости от времени. Обозначим U(x,t) – отклонение от положения равновесия точки струны с координатой x  в  момент времени t.

    Будем рассматривать малые отклонения струны от начального положения. В силу этого можно предположить, что движение точек струны происходит  перпендикулярно оси x. При таком предположении процесс колебания  описывается одной функцией U(x,t). При малых отклонениях можно предположить, что длина элемента струны равняется ее проекции, М1М2=x2– x1, а натяжение  во всех точках одинаково и равно Т. 

   

Рассмотрим элемент ММ(, на концах которого действуют силы Т. Пусть касательные в этих точках  образуют с осью ОХ углы ( и ( + ((. Тогда проекция на ось OU сил действующих на ММ( будет равна:

T(sin(( + (() - T(sin( ( T( tg(( + (() - T(tg(= 

=T[
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Эта формула получена с учетом того, что для малых (  tg( = sin( и применена теорема Лагранжа. 

   Эта результирующая сила вызывает ускорение элемента струны, массой (((x равное 
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Обозначим  
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 = а2 . Тогда, уравнение движения примет вид:
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Это и есть волновое уравнение (2). Для полного определения движения струны  к уравнению (2) необходимо добавить краевые и начальные условия. В рассматриваемом случае они могут быть такие:

                                                                U(0,t) = 0 ; U(l,t) = 0  - граничные условия.

                                                               U(x,0) = f(x)     - начальные условия.

Кроме этого в начальный момент должна быть задана скорость в любой точке струны: 
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 = ((x). Если f(x) = 0 и ((x) = 0 – струна будет находиться  в покое.

5. Метод разделения переменных (метод Фурье) при решении
      основных уравнений математической физики 

   Применим метод разделения переменных  для решения уравнения теплопроводности (3). Запишем его в виде (7):
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Решение этого уравнения будем искать в виде произведения  двух функций, каждая из которых зависит от одной переменной:

                                                 Т(x,t) = V(x)(U(t)                                               (13)        

Поскольку это произведение есть решение, подставим его в уравнение (7), найдя предварительно частные производные.
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             V(x) (U((t) = a2(V(((x)(U(t)    или            
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Каждое из отношений (14) не может зависеть ни от x, ни от t и поэтому, равно константе, которую обозначим -(2. Из (14) получим два уравнения:

                                    U((t) + (2 a2(U(t) = 0   и  V(((x) +  (2V(x) = 0.

Для их решения запишем характеристические уравнения и найдем их корни: 

   1).      r + a2((2  = 0;   r = - a2((2.

Решение первого уравнения будет иметь вид: U(t) = С1 
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a

e

2

2

b

×

-

 . 

 Где С1 – произвольная константа.

   2).     r2 +(2 =  0,     r2 = -(2,     r1,2 = ( ((i
   Так как корни характеристического уравнения комплексные, решение второго уравнения примет такой вид: 

                           V(t) = Acos (x + Bsin (x ,       где A, B – произвольные константы.

Подставим найденные значения в (13), получим:

                        Т(x,t) =  
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Постоянная С1 включена в A(() и B((). 

Множество значений ( находяться из краевых условий и называються собственными значениями для данной краевой задачи. Каждому собственному значению ( соответствует свое решение (15) и свои константы  А и В. Поэтому их можно считать функциями (.

   Сумма решений (15) так же является решением:

                                Т(x,t) = 
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6. Пример решения уравнения в частных производных методом Фурье

   Условия задачи.
 Найти решение уравнения       
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удовлетворяющего краевым условиям:  U(0,t) = 0 ; U(l,t) = 0;                     (17) 

                                                                   U(x,0) = x2;        
[image: image53.wmf]дt

x

дU

)

0

,

(

 = 0.          (18)
   Будем искать частное решение, удовлетворяющее краевым условиям, в виде произведения двух функций X(x) и T(t).

                                                                         U(x,t) = X(x)(T(t).
Подставим  это решение в уравнение (16)
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Разделим в последнем уравнении переменные, получим
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В левой части равенства (19) стоит функция  от t, а в правой от x. Равенство  может быть возможно, когда левая и правая части не зависят ни от x, ни от t и равна константе, то есть               
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                                                           X((x) +( X(x) = 0;

                                                        T((t) +((а2(Т(t) = 0.     

   Общее решение этих уравнений  будет:

                                                        X(x) = А(cos
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(x + B(sin
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(x               (20)

                                                      Т(t) = C(cos a(
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(t + D(sin a(
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(t           (21)

Здесь A,B,C,D – произвольные постоянные.

Решение U(x,t) будет иметь вид 
                U(x,t) = (А(cos
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(x + B(sin
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(x)( C(cos a(
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(t + D(sin a(
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Найдем А и B используя граничные условия.
   Из граничных условий (17) следует, что при х = 0 и при х = l функция U(x,t) при любом t равна нулю. Поскольку U(x,t) =T(t)(X(x), то в этом  случае должны равняться нулю либо T(t), либо X(x). T(t) не может тождественно равняться нулю, поскольку тогда бы U(x,t) равнялась нулю при любом х и t, что условию задачи противоречит. Следовательно, Х(х) должно удовлетворять условию (17), то есть Х(0) = 0, Х(l) = 0. Из (20) следует:

               0 = А(1 + В(0;        0 = А(cos
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(l +В(sin
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(l.  Отсюда получим А = 0 и 

 В(sin
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(l = 0.   B ( 0, так как при B = 0 и А = 0, X тоже будет равен нулю, что   противоречит условию. Значит sin
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(l = 0. И  
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 = 
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,    ( n =1,2,....)  n ( 0, поскольку  тогда 
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 = 0,  X(x) = 0 и U(x,t) тождественно равно нулю, что невозможно. Значит 

X(x) = В(sin
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 . Для найденных собственных значений ( решение уравнения (16)  можно записать так:

                     Un(x,t) = sin
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Каждому n соответствует свое решение Un  со своими постоянными Сп и Dn. Постоянная B включена в Сп и Dn. Эти постоянные должны быть такими, чтобы решение соответствовало начальным условиям (18). При t = 0 уравнение (22) примет вид:                  x2 = Cn sin
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[image: image78.wmf]x

l

n

p

. 
Подставив найденное значение Сn в (21), получим:

                                Un(x,t) = x2 cos
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Для определения Dn воспользуемся вторым начальным условием (18).
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При t = 0, из последнего выражения получается  Dn
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 не может равняться нулю при всех значениях x, значит Dn = 0.
Решением уравнения (16) с краевыми условиями (17 – 18) будет:

                                                 Un(x,t) = x2 cos
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Сумма всех решений также является решением:

                                  U(x,t) = 
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7. Задачи для самостоятельного решения
Найти решения следующих уравнений:
 1.     
[image: image94.wmf]xx
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 ;        0 < x < 1;      0 < t < (;

            U(x,0) = x ( x – 1);       U(t(x,0) = 0;   U(0,t) = 0;    U(1,t) = 0.

 2.     
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 ;      0 < x < 3;      0 < t < (;

          U(x,0) = x ( x – 3);       U(t(x,0) = 0;   U(0,t) = 0;    U(3,t) = 0.

 3.   U(t = 16U(xx  ;      0 < x <3;            t > 0;

      U(x,0) = 
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      U(0,t) = U(3,t) = 0.

 4.   U(t = 25U(xx  ;      0 < x <9;            t > 0;
      U(x,0) = 
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      U(0,t) = U(9,t) = 0.

 

 5. Дана струна, закрепленная на концах  x = 0 и x = l. Пусть в начальный момент форма струны имеет вид ломанной OAB, изображенной на рисунке. Найти форму струны для любого момента времени t, если начальные скорости отсутствуют. 
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