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Раздел 1. ВВЕДЕНИЕ В ТЕОРИЮ ВЕРОЯТНОСТЕЙ

Тема 1. Вероятность случайных событий

Теория вероятностей является математической дисциплиной. Методы теории вероятностей используются при разработке моделей в ситуациях стохастической неопределенности. Стохастическая неопределенность имеет место в условиях, когда нельзя заранее сказать, произойдет или не произойдет некоторое событие в результате эксперимента. Метод теории вероятностей позволяет количественно оценить степень правдоподобия этого появления. При этом необходимо принять некоторые предположения относительно условий эксперимента. Изменение условий эксперимента может привести к изменению степени правдоподобия появления события. В этом случае возможна ошибка в определении степени правдоподобия. Для оценки этой ошибки используются предельные теоремы теории вероятностей.

Стохастическая неопределенность появляется из-за влияния очень большого числа разнообразных причин. Каждая причина в отдельности не может повлиять на результат опыта. На результат опыта влияет сумма этих разнообразных причин, и в этом случае результат опыта не может определяться заранее однозначно. Говорят, что результат такого опыта случаен.

Примеры случайных явлений можно указать в разнообразных областях науки и техники: в физике, биологии, экономике, в системах автоматического управления и т. д. Поэтому методы теории вероятностей широко используются на практике.

Вероятность оценивает степень правдоподобия появления или не появления случайного события, поэтому необходимо ввести такие понятия, как эксперимент, исход, выборочное пространство, случайное событие.

В данном случае под экспериментом понимается процесс наблюдений или измерений. Это может быть процесс контроля, процесс, состоящий в подсчете «успехов» или «неудач», или представлять собой сложный процесс каких-либо измерений, например, определения массы электрона.

Результат эксперимента называется исходом, или элементарным случайным событием.

Ряд всех возможных элементарных событий данного эксперимента называется выборочным пространством.

Если выборочное пространство имеет конечное число элементов, то это может быть представлено в виде ряда, имеющего n элементов.

Например, при одном подбрасывании монеты выборочное пространство может быть представлено следующим образом: 
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где   Г означает выпадение герба;

Р означает выпадение решки;

здесь n = 2, где n – объем выборочного пространства.

Выборочное пространство с большим или бесконечным числом членов представляется или некоторым утверждением, или правилом.

Пример. Если возможные исходы эксперимента представляют собой ряд автомобилей, оснащенных СВ радио, то выборочное пространство может быть представлено
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автомобиль с СВ радио}.

Это следует понимать как E – это ряд всех автомобилей, имеющих СВ радио.

Пример. Если выборочное пространство Е представляет собой ряд всех нечетных положительных чисел, то Е представляется следующим образом:
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Как сформулировать выборочное пространство, зависит от решаемой проблемы. Если эксперимент состоит в одном подбрасывании игральной кости и если нас интересует, какое количество очков выпадет, то выборочное пространство должно быть представлено в виде 
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Если нас интересует, выпадет четное или нечетное число очков, то выборочное пространство может быть представлено в виде 
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четные, нечетные}.

Но в этом случае исходы «четный» и «нечетный» могут быть представлены тремя исходами каждый, т. е. четный – 2, 4, 6; нечетный – 1, 3, 5.

При формировании выборочного пространства необходимо, чтобы исходы не могли бы делиться на  элементарные события.

Таким образом, в последнем примере пространство элементарных событий 
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 подчиняется этому правилу, а 
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 – нет.

Выборочные пространства обычно классифицируются в соответствии с числом содержащихся в них элементов.

В предыдущем примере выборочные пространства 
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 и 
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 содержат конечное число элементов.

При подбрасывании монеты до появления герба может быть произведено одно, два, три и так далее подбрасываний. Для этого эксперимента выборочное пространство имеет вид 
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Г, РГ, РРГ, РРРГ, РРРРГ, …}, где неопределенное число элементов.

В данном случае число исходов можно поставить в соответствие с натуральным рядом чисел. Данное выборочное пространство является счетным.
Если выборочное пространство содержит конечное или счетное число элементов, то оно называется дискретным.

Не все выборочные пространства являются дискретными.

Если выборочное пространство содержит континуум элементов, такое как выборочное пространство, содержащее все точки на отрезке прямой или все точки на плоскости, то такое выборочное пространство называется непрерывным.

На практике выборочные пространства непрерывного типа имеют место в том случае, когда исходами эксперимента являются измерения физических свойств, таких, как температура, время, вес, размеры и т. д., т. е. исходы, представляющие собой измерения на непрерывных шкалах.

1.1.1. Случайные события

Во многих случаях нас интересует результат эксперимента, который не является элементарным случайным событием или простым исходом.

Пример. При подбрасывании игральной кости представить случайное событие А, состоящее в выпадении числа очков, делящихся на 3.

Решение. При подбрасывании игральной кости выборочное пространство имеет следующий вид: 
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Появлению события А способствуют исходы 3 и 6, что можно записать в виде 
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Иначе говорят, что событию А благоприятствуют исходы 3, 6 и число этих событий 
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Пример. Описать случайное событие В, состоящее в выпадении суммы очков, равной 7, при подбрасывании двух игральных костей.

Решение. При подбрасывании двух игральных костей размерность выборочного пространства 
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. Среди 36 элементарных случайных событий следующие благоприятствуют появлению события В: (1,6), (2,5), (3,4), (4,3), (5,2) и (6,1). Событие В представляется в виде 
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, т. е. число благоприятствующих 
В  элементарных событий 
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Любое случайное событие является подмножеством пространства элементарных исходов, но обратное утверждение не всегда справедливо. Для дискретного выборочного пространства прямое и обратное утверждения справедливы. Но для непрерывного выборочного пространства есть особые точки пространства, которые должны быть исключены из математических соображений, что обсуждается в соответствующих разделах теории вероятностей.

1.1.2. Операции над случайными событиями

Случайное событие может представляться через другие случайные события в виде суммы событий, произведения и дополнения.

Суммой или объединением событий А и В, являющихся подмножествами пространства элементарных событий Е, является подмножество Е, состоящее из элементов А или В или из элементов А и В.

Если элементарное событие входит как в А, так и в В, то в их сумму оно включается один раз.

Объединение А и В обозначается 
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Произведением или пересечением случайных событий А и В является подмножество пространства элементарных событий Е, которое состоит из элементов, принадлежащих как А, так и В.

Пересечение А и В обозначается 
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Дополнением или противоположным событием случайного события А является подмножество пространства элементарных событий Е, состоящее из элементов, которые не входят в А. 

Дополнение А обозначается Ā.

Объединение 
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 и дополнение Ā наглядно изображаются в виде диаграмм Вьенна.

В этом случае выборочное пространство изображается в виде прямоугольника, события изображаются областью с замкнутой границей внутри прямоугольника. На рис. 1.1 изображены соответственно дополнение (рис. 1.1, а), объединение (рис. 1.1, б), пересечение (рис. 1.1, в) событий А и В. 
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Рис. 1.1. Диаграммы Вьенна

На рис. 1.2 изображены специальные взаимоотношения между событиями.

Определение. Несовместные события (рис. 1.2, а) А и В – такие события, которые не имеют общих элементов или которые не могут одновременно появиться. Для несовместных событий 
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Ç

B

A

 Ø, где Ø обозначает пустое множество.

На рис. 1.2, б изображены события А и В в случае, когда А содержится в В, и это обозначается 
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Рис. 1.2. Диаграммы, изображающие специальные 
взаимоотношения между случайными событиями:
а – А содержится в В; б – А и B несовместны

Пример. В городе два магазина, торгующих строительными товарами. 

В 1-м магазине торгуют лесоматериалами, оборудованием для водопровода, строительными инструментами, материалами для покрытия крыш, листовым металлом, гвоздями и болтами.

Во 2-м магазине торгуют садовым инвентарем, оборудованием для водопровода, строительными инструментами, гвоздями.

Определить объединение и пересечение множества товаров этих двух магазинов.

Решение. Пусть
событие А – наличие товаров в 1-м магазине;

событие В – наличие товаров во 2-м магазине.

А: Магазин 1 {лесоматериалы, оборудование для водопровода, строительные инструменты, материалы для покрытия крыш, листовой металл, гвозди, болты}.

B: Магазин 2 {садовый инвентарь, оборудование для водопровода, строительные инструменты, гвозди}.

Событие С – наличие товаров в 1-м или во 2-м магазине, 
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C: Объединение {лесоматериалы, оборудование для водопровода, строительные инструменты, материалы для покрытия крыш, листовой металл, гвозди, болты, садовый инвентарь}.

Событие F: наличие товаров и в 1-м, и во 2-м магазинах, 
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F: Пересечение {строительные инструменты, оборудование для водопровода, гвозди}.

1.1.3. Классическое определение вероятности

По классическому определению вероятность случайного события Р(А) равна отношению числа исходов, благоприятствующих А, к общему числу исходов, составляющих пространство элементарных событий, т. е.
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Вычисление вероятностей при этом сводится к подсчету элементов того или иного множества и часто оказывается чисто комбинаторной задачей, иногда весьма трудной.

Классическое определение оправдано, когда существует возможность предсказания вероятности на основании симметрии условий, при которых происходит эксперимент, и вследствие этого симметрии исходов испытания, что приводит к понятию «равновозможности» исходов.

Например. Если сделанная из однородного материала геометрически правильная игральная кость подбрасывается так, что она успевает сделать достаточно большое число оборотов перед тем, как упасть, то выпадение любой из ее граней считается равновозможным исходом.

По тем же соображениям симметрии считаются равновозможными исходы такого эксперимента, как вынимание тщательно перемешанных и неотличимых на ощупь белых и черных шаров так, что после регистрации цвета каждый шар возвращается обратно в сосуд и после тщательного перемешивания производится извлечение следующего шара.

Чаще всего такая симметрия наблюдается в искусственно организованных экспериментах, какими являются азартные игры.

Таким образом, классическое определение вероятности связано с понятием равновозможности и используется для экспериментов, сводящихся к схеме случаев. Для этого необходимо, чтобы события 
[image: image33.wmf]n

e

e

e

,...,

,

2

1

 были несовместными, т. е. никакие два из них не могут появиться вместе; такими, что образуют полную группу, т. е. они исчерпывают собой все возможные исходы (не может быть так, что в результате опыта ни одно из них не произошло); равновозможными при условии, что эксперимент обеспечивает одинаковую возможность появления каждого из них.

Не всякий эксперимент удовлетворяет схеме случаев. Если нарушается условие симметрии, то нет схемы случаев.

Формула (1.1), «классическая формула», применялась для вычисления вероятностей событий с самого начала появления науки о случайных явлениях.

Те опыты, которые не обладали симметрией, «подгонялись» под схему случаев. В настоящее время наряду с «классической формулой» существуют способы вычисления вероятностей, когда эксперимент не сводится к схеме случаев. Для этого используется статистическое определение вероятности.

Понятие статистической вероятности будет введено позднее, а сейчас вернемся к классической формуле.

Рассмотрим следующие примеры.

Пример 1. Опыт состоит в бросании двух монет. Найти вероятность того, что появится хотя бы один герб.

Решение. Случайное событие А – появление хотя бы одного герба.
Пространство элементарных событий в данном эксперименте определяется следующими исходами: Е = {ГГ, ГР, РГ, РР}, которые соответственно обозначаются 
[image: image34.wmf]4

3

2

1

  

,

  

,

  

,

e

e

e

e

. Таким образом, 


[image: image35.wmf]}

,

,

,

{

4

3

2

1

e

e

e

e

E

=

;    
[image: image36.wmf]4

=

n

.

Необходимо определить число исходов из Е, которые благоприятствуют появлению А. Это 
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Используя классическую формулу определения вероятности события А, имеем 
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Пример 2. В урне 3 белых и 4 черных шара. Из урны вынимается один шар. Найти вероятность того, что этот шар белый.

Решение. Случайное событие А – появление белого шара. Пространство элементарных событий Е включает исходы 
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 – появление одного шара (белого или черного); 
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Случайному событию А в пространстве Е благоприятствует 3 исхода; 
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Пример 3. В урне 3 белых и 4 черных шара. Из урны вынимается два шара. Найти вероятность того, что оба будут белыми.

Решение. Случайное событие  А – оба шара будут белыми.
Пример 3 отличается от примера 2 тем, что в примере 3 исходами, составляющими пространство элементарных исходов Е, будут не отдельные шары, а комбинации из 7 шаров по 2. То есть, чтобы определить размерность Е, необходимо определить число комбинаций из 7 по 2. Для этого необходимо использовать формулы комбинаторики, которые приводятся в разделе «Комбинаторный метод» (см. с. 12). В данном случае для определения числа комбинаций из 7 по 2 используется формула для определения числа сочетаний
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так как выбор производится без возвращения и порядок появления шаров неважен. Таким образом, 
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Число комбинаций, благоприятных для появления события А, определяется в виде 
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Следовательно, 
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1.1.4. Статистическое определение вероятности
При рассмотрении результатов отдельных испытаний очень трудно найти какие-либо закономерности. Однако в последовательности одинаковых испытаний можно обнаружить устойчивость некоторых средних характеристик. Частостью какого-либо события в данной серии из 
n испытаний называется отношение m/n, числа m тех испытаний, в которых событие А наступило, к общему числу испытаний n. Почти в каждой достаточно длинной серии испытаний частость события А устанавливается около определенного значения 
[image: image50.wmf]n
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, которое принимается за вероятность события А. Устойчивость значения частости подтверждается специальными экспериментами. Статистические закономерности такого рода были впервые обнаружены на примере азартных игр, т. е. на примере тех испытаний, которые характеризуются равновозможностью исходов. Это открыло путь для статистического подхода к численному определению вероятности, когда нарушается условие симметрии эксперимента.

Частость события А называют статистической вероятностью, которая обозначается
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где 

[image: image52.wmf]A

m

 – число экспериментов, в которых появилось событие А;

n – общее число экспериментов.

Формулы (1.1) и (1.2) для определения вероятности имеют внешнее сходство, но они различны по существу. Формула (1.1) служит для теоретического вычисления вероятности события по заданным условиям опыта. Формула (1.2) служит для экспериментального определения частости события. Чтобы воспользоваться формулой (1.2), необходим опытный статистический материал.

1.1.5. Аксиоматический подход к определению вероятности
Третьим подходом к определению вероятности является аксиоматический подход, при котором вероятности задаются перечислением их свойств.

Принятое аксиоматическое определение вероятности было сформулировано в 1933 г. А. Н. Колмогоровым. В этом случае вероятность задается как числовая функция Р(А) на множестве всех событий, определяемых данным экспериментом, которая удовлетворяет следующим аксиомам:
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1.1.6. Основные свойства вероятности

1. Для каждого случайного события А определена его вероятность, причем 
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2. Для достоверного события U имеет место равенство 
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Свойства 1 и 2 следуют из определения вероятности.

3. Если события А и В несовместны, то вероятность суммы событий равна сумме их вероятностей. Это свойство носит название формулы сложения вероятностей в частном случае (для несовместных событий).

4. Для произвольных событий А и В
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Это свойство носит название формулы сложения вероятностей в общем случае.

5. Для противоположных событий А и Ā имеет место равенство 
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Кроме этого, вводится невозможное событие, обозначенное 
[image: image60.wmf]0
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, которому не способствует ни один исход из пространства элементарных событий. Вероятность невозможного события равна 0, 
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Пример. Вероятность того, что случайно выбранная в результате опроса семья имеет цветной, черно-белый или цветной и черно-белый телевизоры, равны соответственно 0.86; 0.35; 0.29. Какова вероятность, что семья имеет цветной или черно-белый телевизор?

Решение. Пусть событие А состоит в том, что семья имеет цветной телевизор.

Событие В состоит в том, что семья имеет черно-белый телевизор.

Событие С состоит в том, что семья имеет или цветной, или черно-белый телевизор. Событие С определяется через А и В в виде 
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1.1.7. Комбинаторный метод

Во многих вероятностных проблемах необходимо перечислить все возможные исходы эксперимента или элементарные события, которые возможны в данной ситуации, или вычислить их количество.

Для этого можно использовать следующие правила.

Правило 1. Если операция состоит из двух шагов, в которых первый может быть сделан 
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 способами и второй может быть сделан 
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 способами, то вся операция может быть сделана за 
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Под словом «операция» подразумевается любая процедура, процесс или метод выбора.

Чтобы подтвердить это правило, рассмотрим операцию, которая состоит из шагов 
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, тогда ряд всех возможных способов может быть представлен следующими 
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Пример. Сколько возможных исходов имеется в эксперименте, который состоит в подбрасывании двух игральных костей.

Решение. Под x и y в этом случае понимается выпадение любой грани на первой кости и на второй кости. Выпадение грани на первой кости возможно шестью способами 
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; выпадение грани второй кости возможно также шестью способами 
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Правило 2. Если операция состоит из k шагов, в которых первый может быть сделан 
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 способами, второй 
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[image: image89.wmf]k

n

n

n

...

2

1

×

 шагов.

Пример. Инспектор качества хочет выбрать часть из каждого из четырех контейнеров, содержащих 4, 3, 5 и 4 частей соответственно. Сколькими способами он может это сделать?

Решение. Общее число способов определяется как 
[image: image90.wmf]240
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Пример. Сколькими возможными способами может ответить студент в тесте из 20 вопросов, если на каждый вопрос он может ответить «да» или «нет»?

Решение. Всех возможных способов 
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Часто на практике возникает ситуация, когда объекты должны быть упорядочены.

Например: сколькими различными способами 6 персон могут сесть вокруг стола? Различные их расположения называются перестановками.

Пример. Сколько перестановок возможно для букв a, b, c?

Решение. Возможные расположения abc, acb, bac, bca, cab, cba. Число возможных расположений равно шести.
Используя правило 2, можно подсчитать число возможных расположений. Для первой позиции – 3 различных способа (из букв a, b, c). Для второй позиции – 2 различных способа. Для третьей позиции – 
1 способ. Всего способов 
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Обобщая данный пример, для n объектов всего 
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 различных способов или n!, т. е. число перестановок 
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Правило 3. Число перестановок n различных объектов равно n!

Пример. Число перестановок из четырех букв 
[image: image96.wmf]24
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, но какое число перестановок получится, если выбирать по 2 буквы из четырех?

Решение. Мы должны заполнить две позиции из четырех букв. Для первой позиции – 4 способа, для второй позиции – 3 способа. Следовательно, используя правило 1, имеем 
[image: image97.wmf]12
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Обобщая этот пример на n различных объектов, из которых выбирается r объектов без возвращения для r > 0, всего способов 
[image: image98.wmf])
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. Это число обозначим 
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, а получаемые комбинации называются размещениями.

Правило 4. Число размещений из n объектов по r определяется как 
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Перестановки, когда объекты располагаются по кругу, называются круговыми перестановками. Две круговые перестановки не являются различными (а считаются только одной), если соответствующие объекты в двух расположениях имеют те же самые объекты слева и справа.

Например: если четыре персоны играют в бридж, мы не получим различных расположений, если все игроки передвинутся на один стул справа.

Пример. Сколько круговых перестановок возможно из четырех персон, играющих в бридж?

Решение. Если произвольно взять позицию одного из четырех игроков как фиксированную, можно трех остальных игроков расположить 3! способами, другими словами, имеем шесть различных круговых перестановок.
Обобщая этот пример, получаем следующее правило.

Правило 5. Число перестановок из n различных предметов, расположенных по кругу, равно 
[image: image102.wmf])!
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До сих пор предполагалось, что n объектов, из которых мы выбираем r объектов и формируем перестановки, являются различными. Таким образом, упомянутые ранее формулы не могут быть использованы для определения числа способов расположения букв в слове «book» или числа способов расположения трех копий одной новеллы и одной копии каждой из четырех других новелл на полке.

Пример. Сколько различных перестановок букв в слове «book»?

Решение. Если важно различать буквы O, то мы их обозначим 
[image: image103.wmf]1
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 и тогда будем иметь 
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 и K. Однако если мы опускаем индексы, то 
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 уже не различаются, тогда общее число перестановок равно 
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Пример. Сколько различных способов расположения трех копий одной новеллы и одной копии других четырех новелл на полке?

Решение. Если обозначить три копии первой новеллы как a1, a2, a3 и другие четыре новеллы – b, c, d и e, то в данном случае имеем 7! различных способов и 3! способа расположить a1, a2, a3.
Если опустить индексы, то различных способов расположения копий 
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Обобщая эти рассуждения, получим следующее правило.

Правило 6. Число перестановок n объектов, в которых 
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 одного сорта, 
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Много задач, в которых необходимо определить число способов выбора r объектов из n различных объектов, не обращая внимания на порядок, в котором они выбираются. Такие комбинации называются сочетаниями.

Пример. Сколькими способами можно выбрать трех кандидатов из 20-ти человек для общественного опроса?

Решение. Если нам важен порядок при выборе кандидатов, то число комбинаций 
[image: image117.wmf]6840
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, но каждый ряд из трех кандидатов может быть выбран 3! Способами; если порядок выбора не важен, то всего способов выбора 
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Комбинации без возращения r объектов из n различных объектов, которые отличаются самими объектами, но не их порядком, называются сочетаниями.

Правило 7. Число комбинаций по r объектов из n разных объектов определяется числом 
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, число сочетаний может обозначаться как 
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Пример. Сколькими различными способами можно при шести подбрасываниях монеты получить 2 герба и 4 решки?

Решение. Так как порядок получения гербов и решек не важен, то, применяя правило 7, получим 
[image: image121.wmf]15
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Пример. Сколько разных комитетов из двух химиков и одного физика может быть сформировано на факультете небольшого колледжа, имеющего 4 химика и 3 физика.

Решение. Число комбинаций из четырех химиков по 2 может быть получено 
[image: image122.wmf]6
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 (шестью) способами.
Один из трех физиков может быть выбран 
[image: image123.wmf]3
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 (тремя) способами.

Число комитетов, в соответствии с правилом 1, определяется как 
[image: image124.wmf]18
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Пример. Сколькими способами можно разбить ряд из четырех объектов на три ряда, содержащих соответственно два, один и один объекта?

Решение. Обозначим данные четыре объекта буквами a, b, c, d. Число разбиений на два, один и один будет 12:
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Разбиение из двух объектов можно получить 
[image: image137.wmf]2
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 способами, что дает 6 возможностей. Число способов сформировать второе разбиение 
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. И для третьего разбиения число способов равно 1.

Согласно правилу 2 всего способов разбиения 
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Обобщая данный пример, получаем следующее правило.

Правило 8. Число способов, с помощью которых ряд из n различных объектов может быть разбит на k частей с 
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Пример. Сколькими способами 7 бизнесменов могут быть размещены в одном трехкомнатном и двух двухкомнатных номерах в отеле?

Решение. Согласно правилу 8 это можно сделать 
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Доказательство правила 8

Так как 
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 способами, 
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 могут быть выбраны 
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 и т. д. Согласно правилу 2 всего число способов будет определяться в виде
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1.1.8. Задание для самостоятельной работы

1. Десять книг на одной полке расставляются наудачу. Определить вероятность того, что три определенные книги окажутся рядом.

Ответ: 0.066.

2. Из колоды карт (52 карты) наудачу извлекаются три карты. Найти вероятность того, что это будут тройка, семерка и туз.

                                                                                          Ответ: 0.0029.

3. Имеются пять билетов стоимостью по 1 рублю;

                  три билета стоимостью по 3 рубля;

                  два билета стоимостью по 5 рублей.

Наугад выбирается три билета. Определить вероятность того, что:

а) хотя бы два из этих билетов имеют одинаковую стоимость.

                                                                                            Ответ: 0.75;

б) все три билета стоят 7 рублей.

                                                                                             Ответ: 0.29.

4. В кошельке лежат три  монеты достоинством по 20 копеек и семь монет достоинством по 3 копейки. Наудачу берется одна монета, а затем извлекается вторая монета достоинством в 20 копеек. Определить вероятность того, что и первая монета имеет достоинство в 20 копеек.

                                                                                              Ответ: 0.22.

5. Из десяти билетов лотереи выигрышными являются два. Определить вероятность того, что среди взятых наудачу пяти билетов:

а) один выигрышный;

б) два выигрышных;

в) хотя бы один выигрышный. 

Ответ: 0.55, 0.22, 0.78.

6. В корзине имеется n шаров с номерами от 1 до n, шары извлекаются наудачу по одному без возвращения. Какова вероятность того, что при k первых извлечениях номера шаров совпадут с номерами извлечений.

Ответ: (n – k)!/n!

7. Из цифр 1,2,3,4,5 сначала выбирают одну, а затем из оставшихся четырех – вторую. Допустим, что все 20 возможных исходов равновероятны. Определить вероятность того, что: 

а) в первый раз будет выбрана нечетная цифра;

б) во второй раз будет выбрана нечетная цифра;

в) оба раза будут выбраны нечетные цифры.

Ответ: 3/5, 3/5, 3/10.

1.1.9. Условная вероятность и независимость. 
Теорема умножения вероятностей

При решении вероятностных задач часто возникает необходимость определить вероятность события в ситуации, когда о нем имеются дополнительные сведения. 

Постановка задачи такова: нужно определить вероятность события А после того, как стало известно, что некоторое событие B произошло, иными словами, имел место исход, благоприятствующий событию B.

Пример. Бросается игральная кость. Пусть событие А состоит в выпадении четного числа очков. Стало известно, что произошло событие В, состоящее в выпадении числа очков меньше четырех. Определить вероятность события А при условии, что наступило событие В. 

Решение. Пространство элементарных исходов при бросании игральной кости определяется шестью исходами 
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Известно, что произошло событие В, которому благоприятствует 3 исхода: 
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В этих условиях вероятность события А 
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, так как событию А благоприятствует исход 
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Определение. Условной вероятностью события А при условии, что наступило событие В, называется отношение числа k тех благоприятствующих А исходов, которые и благоприятствуют В, к числу m всех исходов, благоприятствующих В.
Условная вероятность обозначается 
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По определению 
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; если В – невозможное событие, то 
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Заметим, что
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Поэтому 
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                         (1.3)

Формула (1.3) служит для определения условий вероятности в общем случае. Вероятности P(AB), P(B) называются безусловными.

1.1.10. Свойства условных вероятностей

1. Всегда 
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2. Если 
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3. Если 
[image: image170.wmf]A

 событие, противоположное 
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Пример. Изучается качество техобслуживания, обеспечиваемое пятьюдесятью автомеханиками в определенном городе. Результаты изучения представлены в таблице.

	
	Хорошее 
обслуживание
	Плохое 
обслуживание

	Стаж работы более 10 лет
	16
	4

	Стаж работы менее 10 лет
	10
	20


1. Какова вероятность, что случайно выбранный автомеханик хорошо обслуживает автомобили?

2. Если автомеханик случайно выбран и его стаж более 10-ти лет, то какова вероятность, что он хорошо обслуживает автомобили?

Решение

1. В данном случае объем выборочного пространства 
[image: image173.wmf]50
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. Пусть G – событие, состоящее в том, что выбранный автомеханик хорошо обслуживает автомашины. Используя данные из таблицы, имеем 
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2. Пусть событие T состоит в том, что выбранный механик имеет стаж более 10-ти лет. В данном случае объем выборочного пространства уменьшается, он равен сумме элементов первой строки: 
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Число благоприятных для события исходов равно 16-ти, 
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Пример. В условиях предыдущего примера определить вероятность того, что выбранный случайным образом механик проработал менее 10-ти лет и хорошо обслуживает автомобили.

Решение. Пусть 
[image: image179.wmf]1
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 – событие, состоящее в том, что механик проработал меньше 10 лет. Событие G состоит в том, что механик хорошо обслуживает автомобили. Для определения условной вероятности 
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Если обе стороны равенства, определяемого формулой (1.3), умножить на Р(В), то получим следующее правило умножения вероятностей в общем случае:
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(1.4)

Правило умножения вероятностей в общем случае, если поменять местами А и В и использовать факт, что 
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(1.4а)

Пример. Если из партии, содержащей 240 телевизионных трубок, среди которых 15 с дефектом, выбрать случайным образом две трубки, то какова вероятность того, что они обе с дефектом?

Решение. Предполагаем равновозможность каждого выбора.

Событие А состоит в том, что 1-я трубка будет с дефектом.

Событие В состоит в том, что 2-я трубка будет с дефектом.

Вероятность события А определяется в виде 
[image: image185.wmf]240
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Вероятность события В, при условии, что произошло событие А, определяется в виде 
[image: image186.wmf](
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Событие С, состоящее в том, что обе трубки будут с дефектом, определяется в виде 
[image: image187.wmf]B
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Таким образом, вероятность, что обе трубки будут с дефектом, определяется по формуле (1.4а)
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В этой задаче выбор производился без возвращения, т. е. первая трубка не возвращается в партию перед вытаскиванием второй трубки.

Пример. Определить вероятность того, что будут вытащены 2 туза из колоды из 52 карт, если выбор производится:

a) без возращения;

б) с возращением.

Решение

1. Если первая карта не возвращается перед вторым вытаскиванием, то вероятность получения двух тузов определяется в виде 
[image: image189.wmf]0045
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2. Если первая карта возвращается перед вторым вытаскиванием, то вероятность получения двух тузов определяется в виде 
[image: image190.wmf]0059
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Формула (1.4) в случае трех событий (А, В и С) в выборочном пространстве Е при условии, что 
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(1.5)

В теории вероятностей важную роль играет понятие независимости случайных событий.

Определение. Событие А называется независимым от события B, если имеет место равенство 
[image: image193.wmf](
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, т. е, если условная вероятность события А, при условии, что событие В произошло, совпадает с безусловной вероятностью события А.

Из определения следует, что два события А и В являются независимыми, если появление или не появление одного из них не влияет на вероятность появления другого события.

Правило умножения вероятностей для двух событий А и В, если А и В независимы, имеет вид
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Пример. Монета подбрасывается 3 раза. Пусть событие А состоит в том, что герб появляется при первом и втором бросаниях.

Событие В состоит в том, что решка появится при третьем бросании.

Событие С состоит в том, что появятся две решки при трех бросаниях.

Показать, что:

a) события А и В независимы;

б) события В и С зависимы.

Решение. Пространство элементарных исходов
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В предположении, что все исходы равновозможны,
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Определение. События 
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 являются независимыми тогда, и только тогда, когда вероятность произведения этих событий равна произведению их вероятностей, т. е.
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для k событий.

1.1.11. Задание для самостоятельной работы

1.
Каждое из четырех несовместных событий может произойти соответственно с вероятностями 0.012, 0.01, 0.006, 0.002. Определить вероятность того, что в результате опыта произойдет хотя бы одно из этих событий.

Ответ: 0.03.

2. 
Стрелок производит один выстрел в мишень, состоящую из центрального круга  и двух концентрических колец. Вероятности попадания в круг и кольца соответственно равны 0.2, 0.15, 0.10. Определить вероятность непопадания в мишень.

Ответ: 0.55.

3. В двух корзинах находятся шары, отличающиеся только цветом. В первой корзине 5 белых, 11 черных, 8 красных шаров. Во второй корзине 10 белых, 8 черных и 6 красных шаров. Из обеих корзин наудачу извлекают по одному шару. Какова вероятность, что оба шара одного цвета?

Ответ: 0.323.

4. 
Студент может уехать в институт или автобусом, или троллейбусом. Автобус ходит через каждые 20 минут, троллейбус ходит через каждые 10 минут. Какова вероятность, что студент, подошедший к остановке, уедет в течение пяти минут?

Ответ: 0.625.

5.
В автобусе едут n пассажиров. На следующей остановке каждый из них с вероятностью р выходит. Кроме того, в автобус с вероятностью 
[image: image210.wmf]0

p

 не входит ни один новый пассажир и с вероятностью (1 – 
[image: image211.wmf]0

p

) входит один новый пассажир. Найти вероятность того, что, когда автобус снова тронется в путь после следующей остановки, в нем по-прежнему будет n пассажиров.

Ответ: р0(1 – р)n+(1 – р0) (np (1 – p)n-1.

6. Студент знает 20 из 25-ти вопросов программы. Зачет считается сданным, если студент ответит не менее чем на три из четырех вопросов в билете. Взглянув на первый вопрос билета, студент обнаружил, что он его знает. Какова вероятность того, что студент сдаст зачет?

Ответ: 0.9.

7. В корзине находится 8 красных и 6 зеленых шаров. Из корзины вынимается последовательно (без возвращения) два шара. Событие А – первый шар красный, событие В – второй шар зеленый.

Являются ли события А и В независимыми?

8. Из обычной колоды карт (52 карты) берут наугад одну карту. Пусть событие А состоит в извлечении туза, событие В состоит в извлечении карты масти пики. Являются ли эти события статистически независимыми?

9. Бросают пару игральных костей. Пусть в этом опыте события А и В заключаются в выпадении нечетных чисел на первой и второй костях. Событие С состоит в выпадении нечетной суммы очков. Являются ли эти события: 

а) попарно независимыми;

б) взаимно независимыми?

10. Из полной колоды карт (52 карты) вынимаются четыре карты. Найти вероятность того, что все четыре карты будут разных мастей.

Ответ: 0.106.

11. Известно, что 5 % всех мужчин и 0.25 % всех женщин – дальтоники.

На осмотр прибыло одинаковое число мужчин и женщин. Наудачу выбранное лицо оказалось дальтоником. Какова вероятность того, что это мужчина?

Ответ: 0.95.

12. Проводится три повторных независимых измерения некоторой физической величины. Вероятность того, что при одном измерении (любом) ошибка выйдет за пределы допуска, равна 0.1. Найти вероятность следующих событий:

а) во всех измерениях была достигнута заданная точность;

б) не более чем в одном измерении ошибка выйдет за пределы допуска;

в) по крайней мере в двух измерениях подряд была достигнута заданная точность.

Ответ: 0.729, 0.972, 0.891.

1.1.12. Формула полной вероятности. Формула Байеса

Формула полной вероятности связывает условную и безусловную вероятности некоторого события А.

Пусть определены и отличны от нуля следующие вероятности: 
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События Вi называются гипотезами.

Эта формула широко используется на практике.

Пример. Партия деталей содержит 20 % деталей, изготовленных заводом 1; 30 % – заводом 2; 50 % – заводом 3. Для завода 1 вероятность выпуска бракованной детали равна 0.05; для завода 2 – 0.01; для завода 3 – 0.06. Какова вероятность того, что наудачу взятая из партии деталь окажется бракованной?

Решение. Событие А состоит в том, что выбранная деталь окажется бракованной. События В1, В2, В3 состоят в том, что деталь изготовлена соответственно заводом 1, заводом 2 и заводом 3.
Из условия задачи 
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По формуле полной вероятности
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Следствием формулы полной вероятности является формула Байеса.

Пусть события 
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где P(A) определяется по формуле полной вероятности (1.8).

Значение этой формулы в том, что она связывает вероятности 
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Пример. В условиях предыдущего примера стало известно, что наудачу выбранная деталь из партии оказалась бракованной. Чему равна вероятность, что она изготовлена заводом 1, заводом 2, заводом 3?

Решение. Придерживаемся обозначений предыдущего примера. Необходимо определить вероятности 
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По формуле Байеса
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Вероятность, что бракованная деталь принадлежит заводу 3, – самая наибольшая. Отсюда можно сделать вывод, что, скорее всего, она изготовлена на этом заводе.

При решении задач с применением формулы Байеса можно использовать дерево вероятностей.

Дерево вероятностей – это рисунок, на котором показаны безусловные и условные вероятности для комбинации двух и более событий. Дерево вероятностей тесно связано с деревом решений, которое широко используется в финансах и других областях коммерческой деятельности.

  Правила построения дерева вероятностей включают следующие шаги.

 Прежде всего, рисуется само дерево, а затем на рисунке фиксируется вся информация. 

1. Вероятности указываются в каждой из конечных точек и обводятся кружочками. На каждом уровне ( по вертикали) сумма этих вероятностей должна равняться 1.

2. Условные вероятности указываются рядом с каждой из ветвей (кроме ветвей первого уровня). Для каждой из групп, выходящих из одной точки, сумма этих вероятностей также равна 1.

3. Безусловные (указанные в кружочке) вероятности и соответствующие им  условные вероятности, указанные рядом с ветвью, перемножаются и результат записывается в конце ветви в кружочках для каждой из ветвей. Вероятность в исходящем круге равна сумме вероятностей на концах ветвей, полученных из этого круга.

Представьте себе, что фирма собирается провести обязательную проверку всех сотрудников на предмет наличия сердечно-сосудистых заболеваний. Известно, что если человек болен, то тест будет положительным с вероятностью 0.9. Если человек здоров, то тест покажет отрицательный результат в 95% случаев. На основе неофициального опроса можно ожидать, что примерно 8% всего персонала имеют сердечно-сосудистые заболевания.

Базовое дерево после нанесения исходной информации представлено на рис 1.3, где вероятности 0.90 и 0.95 отражают условные вероятности вдоль соответствующих ветвей. Значение 0.08 представляет собой безусловную вероятность.
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Рис. 1.3. Дерево вероятностей после нанесения исходной информации
На рис 1.4 представлено дерево вероятностей с недостающими значениями, полученных после использования основных правил. Первое правило состоит в том, что значение 0.08 дополняет значение 0.92. Второе правило дает значения условных вероятностей 0.10 и 0.05. Третье правило позволяет получить все величины условных вероятностей для заполнения кружков в правой части.
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Рис. 1.4. Дерево вероятностей после применения основных правил
Вероятность тест “положителен” = 0.072 + 0.046 = 0.118.
Вероятность  тест “положителен” при условии, что не имеет заболевания = 0.05.
Другие условные вероятности можно найти, воспользовавшись соответствующими формулами, например: условная вероятность “имеет заболевание” при условии “тест положителен” = 
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1.1.13. Задание для самостоятельной работы

1. Вероятность попадания при каждом выстреле для трех стрелков равна соответственно 4/5, 3/4, 2/3. При одновременном выстреле всех трёх стрелков имелось 2 попадания. Определить вероятность того, что промахнулся третий стрелок.

Ответ: 0.461.

2. Принимая во внимание, что вероятность рождения однополых близнецов вдвое больше, чем разнополых, вероятности рождения близнецов разного пола в любой последовательности одинаковы, а вероятность рождения в двойне первым мальчика равна 0.51. Определить вероятность рождения второго мальчика, если первым родился мальчик.  

Ответ: 103/153=0.673.

3. В первой корзине находятся 1 белый и 9 черных шаров, во второй корзине – 1 черный и 5 белых шаров. Из каждой корзины случайным образом (без возвращения) удалили по одному шару, а оставшиеся шары поместили в третью корзину. Найти вероятность того, что шар, вынутый из третьей корзины, окажется белым.  

Ответ: 38/105=0.3619047.

4. В пункте проката имеется десять телефонов, для которых вероятность исправной работы в течение месяца равна 0.9, и пять телевизоров с аналогичной вероятностью, равной 0.95. Найти вероятность того, что два телевизора, взятые наудачу в пункте проката, будут работать исправно в течение месяца. 

Ответ: 0.97107. 

5. При переливании крови надо учитывать группы крови донора и больного. Человеку, имеющему 4-ю группу крови, можно перелить кровь любой группы; имеющему 2-ю группу или 3-ю можно перелить кровь либо той же группы, либо 1-й; имеющему 1-ю группу можно перелить кровь только 1-й группы. 

Среди населения:

33.7 % имеют 1-ю группу крови;

37.5 % имеют 2-ю группу крови;

20.9 % имеют 3-ю группу крови;

7.9 % имеют 4-ю группу крови.

Определить вероятность того, что случайно взятому больному можно перелить кровь случайно взятого донора. 

Ответ: 0.083.

6. Известно, что 96 % выпускаемой продукции удовлетворяют стандарту. Упрощенная схема контроля признает пригодной стандартную продукцию с вероятностью 0.98 и нестандартную – с вероятностью 0.05. Определить вероятность того, что изделие, прошедшее упрощенный контроль, удовлетворяет стандарту.

Ответ: 0.998. 

7. Надёжность определения туберкулёза при рентгеновском просвечивании грудной клетки составляет 90 %. Вероятность того, что у здорового человека будет установлен ТБЦ, равна 1 %. Просвечиванию была подвергнута большая группа людей со средним % больных, равным 0.1 %. Какова вероятность, что человек, признанный больным, действительно является носителем ТБЦ? 

Ответ: 0.0826.

8. Рассматриваются причины неудачного запуска космической ракеты. Высказаны четыре гипотезы: Н1, Н2, Н3, Н4. Р(Н1)=0.2, Р(Н2)=0.4, Р(Н3)=0.3, Р(Н4)=0.1. В ходе расследования обнаружено, что произошла утечка топлива (событие А). Условные вероятности Р(А/Н1)=0.9, Р(А/Н2)=0, Р(А/Н3)=0.2, Р(А/Н4)=0.3. Какая из гипотез наиболее вероятна в данных условиях? 

Ответ: Н1.

9. Два охотника, Семён и Иван, отправились на охоту, увидели медведя и одновременно по нему выстрелили. Медведь был убит, и в его шкуре обнаружено одна пробоина. Кому из охотников принадлежит эта шкура, если Семён попадает в цель с того расстояния, с которого был сделан выстрел, с вероятностью 0.8, а Иван – с вероятностью 0.4. Шкуру медведя продали за 5000 р. Как надо разделить эту сумму между Семёном и Иваном? 

Ответ: 4300, 700.

10. Машина А производит 10 % определенного продукта. Машина В – 40 %, машина С – 50 %. 5 % продукта, производимого машиной А, – с дефектом; 12 % продукта, производимого В, – с дефектом; 8 % продукта, производимого С, – с дефектом. Инспектор выбрал продукт случайным образом и обнаружил, что он с дефектом. Определить вероятность того, что продукт произведен машиной А, или В, или С.  

Ответ: 0.054, 0.52, 0.42.

1.1.14. Испытания Бернулли. Формула Бернулли

Пусть имеется n независимых испытаний, в каждом из которых появляется событие А с вероятностью p и 
[image: image244.wmf]A

 – с вероятностью q, 
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Такие испытания называются испытаниями Бернулли.

Если происходит событие А, то говорят, что имеет место успех.

Найдем 
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Каждый исход испытаний можно представить последовательностью 
[image: image247.wmf]{

}

...

,

...

{

3

2

1

m

n

m

i

A

A

A

A

e

-

=

, в которой содержится ровно m событий А и 
[image: image248.wmf])

(

m

n

-

 событий 
[image: image249.wmf]A
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Вероятность появления каждой такой последовательности, ввиду независимости испытаний, равна произведению вероятностей, т. е. 
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Эта формула носит название формулы Бернулли.

Пример. Завод выпускает изделия, из которых 5 % являются бракованными. Для проверки взяты 5 изделий. Какова вероятность, что среди них окажется не менее двух бракованных?

Решение

Успех – изделие бракованное. Вероятность успеха 
[image: image253.wmf]05
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А – среди деталей не менее двух бракованных;


[image: image257.wmf]A

 – среди деталей менее двух бракованных.
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1.1.15. Наиболее вероятное число успехов

Наивероятнейшее число успехов – это такое число, вероятность которого самая большая среди всех вероятностей.

Это число определяется из соотношения
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Пример. По данным наблюдений доля солнечных дней в июле составляет 70 %. Найти наиболее вероятное количество солнечных дней.

Решение. Можно считать, что имеются 
[image: image264.wmf]30
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 испытаний Бернулли с вероятностью успеха 
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Если значения 
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 являются вещественными числами, то выбирается наибольшее из них, и число успехов (наиболее вероятное) равно целой части этого числа, т. е. 
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Если 
[image: image274.wmf]p

np

+

 и 
[image: image275.wmf]q

np

-

 являются целыми числами, то m* равно двум этим числам.

1.1.16. Формула Пуассона

Предположим, что мы хотим вычислить вероятность 
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 появления события А при большом числе испытаний n, например 
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Вычисление по формуле Бернулли в этом случае технически сложно, поэтому используют приближенные формулы для вычисления 
[image: image279.wmf]n
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 при больших n. Такие формулы называются асимптотическими и определяются теоремой Пуассона, локальной и интегральной теоремами Муавра-Лапласа.

Теорема Пуассона. Если вероятность наступления события А в каждом испытании стремится к нулю 
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Пример. На факультете 1825 студентов. Какова вероятность, что 
1-е сентября является днем рождения одновременно четырех студентов факультета?

Решение. Вероятность того, что день рождения студента 1-го сентября 
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1.1.17. Задание для самостоятельной работы

1. Если 30 % студентов данного курса имеют слабое зрение, то какова вероятность, что 5 студентов из 10-ти имеют слабое зрение? 

Ответ: 0.1.

2. Вероятность того, что Вы выиграете в шахматы равна 0.33. Определить вероятность того, что Вы выиграете 4 партии, если у Вас 6 соперников. 

Ответ: 0.08.

3. Телефонная станция обслуживает 500 абонентов. Вероятность позвонить на коммутатор любому абоненту в течение часа – 0.01. Какова вероятность того, что в течение часа позвонят 3 абонента? 

Ответ: 0.1404.

4. В корзине 5 белых и 50 черных шаров. Какова вероятность того, что при 10-ти выборках с возвращением 3 раза будет выниматься белый шар? Определить вероятность, используя формулу Бернулли и Пуассоновское приближение. 

Ответ: 0.05. 

5. В 1000 представлениях докладов о преимуществах телекоммуникационный связи:

а) 63 % указывают на уменьшение стрессов;

б) 58 % – на повышение активной деятельности;

в) 79 % указывают на рекламирование повышения морали.

Случайно выбираются 20 докладов. Каково наиболее вероятное число докладов, в которых указывается:

а) на уменьшение стрессов;

б) на повышение активной деятельности;

в) на рекламирование повышения морали? 

Ответ: 13, 12, 16.

6. Для нормальной работы автобазы на линии должно быть не менее восьми машин. Всего на маршруте 10 машин. Вероятность невыхода машины равна 0.1. Найти вероятность нормальной работы автобазы на ближайший день. 

Ответ: 0.9298.

1.1.18. Локальная и интегральная формулы Муавра-Лапласа

Локальная формула Муавра-Лапласа

Если вероятность p наступления события А в каждом испытании постоянна и отлична от 0 и 1, то вероятность 
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 того, что событие А произойдет m раз в n независимых испытаниях при достаточно большом числе n, приближенно равна
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где  
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чем больше n, тем точнее формула (1.13). Вычисление по этой формуле дает незначительную погрешность при выполнении условия 
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Функция 
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 протабулирована. Пользуясь таблицей, необходимо иметь в виду свойства этой функции.

1. Функция 
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2. Функция 
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 монотонно убывающая при положительных значениях x, причем 
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Пример. В некоторой местности из каждых ста семей 80 имеют холодильники. Найти вероятность, что из четырехсот семей 300 имеют холодильники.

Решение. Вероятность того, что семья имеет холодильник, 
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Применим локальную теорему Муавра – Лапласа. Вначале определим 
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Значение 
[image: image310.wmf])
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 найдено по табл. IV Приложения.

Пусть в условиях данного примера необходимо найти вероятность того, что от 300 до 360-ти семей (включительно) имеют холодильники, в этом случае по теореме сложения вероятность искомого события
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Значение из слагаемых можно вычислить по локальной теореме Муавра – Лапласа, но это слишком громоздко. В этом случае можно использовать интегральную теорему Муавра – Лапласа.

Интегральная теорема Муавра – Лапласа

Если вероятность p наступления события А в каждом испытании постоянна и отлична от нуля и единицы, то вероятность того, что число m наступления события A в n независимых испытаниях заключено в пределах от a до b (включительно) при достаточно большом числе n приближенно равна


[image: image312.wmf])]

(

Ф

)

(

Ф

[

2

1

)

(

1

2

x

x

b

m

a

P

n

-

»

£

£

,


(1.16)

где 
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Чем больше n, тем точнее формула; при 
[image: image316.wmf]20
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 формула дает незначительную погрешность.

Свойства функции Лапласа
1. Функция Ф(x) нечетная
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2. Функция Ф(x) монотонно возрастающая; при 
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Пример. По данным предыдущего примера
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Следствие. Если вероятность p наступления события А в каждом испытании постоянна и отлична от 0 и 1, то при достаточно большом числе n независимых испытаний вероятность того, что:

а) число m наступлений события А отличается от произведения np не более чем на величину 
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б) частость 
[image: image328.wmf]n
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 события А заключена в пределах от 
[image: image329.wmf]a

 до 
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 (включительно):
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где
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в) частость 
[image: image334.wmf]n
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 события А отличается от его вероятности  p не более чем на величину 
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1.1.19. Задание для самостоятельной работы

1. В корзине 7 белых и 3 черных шара. Какова вероятность того, что при десяти независимых выборах с последующим возвращением шара будет выниматься 6 раз белый шар? 

Ответ: 0.2.

2. В корзине 7 белых и 3 черных шара. Какова вероятность того, что при ста независимых испытаниях с последующим возвращением шара белый шар  будет выниматься 60 раз? Каково наиболее вероятное число появления белого шара?  

Ответ: 
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3. В корзине 7 белых и 3 черных шара. Какова вероятность того, что при ста независимых испытаниях с последующим возвращением шара не менее 80-ти раз будет выниматься белый шар? 

Ответ: 0.005.

4. Вероятность того, что с конвейера сойдет бракованный прибор, равна 0.02. За смену было изготовлено 3600 приборов. Найти максимальное отклонение относительной частоты появления бракованных приборов от вероятности 0.02, если вероятность такого отклонения равна 0.95.

Ответ: 0.0046.

5. Вероятность того, что на станке-автомате будет изготовлена деталь, размеры которой отклонятся от стандарта, равна 0.01. Сколько надо изготовить деталей, чтобы с вероятностью 0.99 ожидать, что отклонение частоты появления нестандартной детали от вероятности ее появления не будет больше, чем 0.03.

Ответ: 74.

6. Известно, что при контроле бракуется 10 % изделий. Для контроля отобрано 625 изделий. Какова вероятность того, что среди отобранных деталей не менее 550 и не более 575 стандартных деталей.

Ответ: 0.9051.

Глоссарий

ВЕРОЯТНОСТЬ – численная мера правдоподобия появления случайного события

 ЭКСПЕРИМЕНТ – процесс, который производит определенный результат

ИСХОД или ЭЛЕМЕНТАРНОЕ СОБЫТИЕ – отдельный результат эксперимента

ВЫБОРОЧНОЕ ПРОСТРАНСТВО – совокупность всех исходов эксперимента

ДИСКРЕТНОЕ ВЫБОРОЧНОЕ ПРОСТРАНСТВО – такое пространство, которое содержит конечное или счетное число элементов( т.е. каждому элементу можно поставить в соответствие ряд натуральных чисел)

НЕПРЕРЫВНОЕ ВЫБОРОЧНОЕ ПРОСТРАНСТВО – такое пространство, которое содержит все точки на прямой или все точки на плоскости.

СОБЫТИЕ –  подмножество исходов в выборочном пространстве, благоприятствующих ( способствующих) появлению данного события

 ДОСТОВЕРНОЕ СОБЫТИЕ – событие, которому благоприятствуют все исходы выборочного пространства. Обозначается U
НЕВОЗМОЖНОЕ СОБЫТИЕ – такое событие, которому не благоприятствует ни один исход в выборочном пространстве. Обозначается Ø      

ДЕРЕВО – диаграмма или графическое представление точек выборочного пространства для эксперимента, включающего многократные шаги

СУММОЙ СОБЫТИЙ или ОБЪЕДИНЕНИЕМ  событий А и В  является событие С, содержащее точки выборочного пространства события А или события В или точки выборочного пространства событий А и В. Обозначается С= А
[image: image339.wmf]U
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ПЕРЕСЕЧЕНИЕМ или ПРОИЗВЕДЕНИЕМ событий А и В является событие С, содержащее точки выборочного пространства, принадлежащие А и В. Обозначается С=А
[image: image340.wmf]I
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 EMBED Equation.3  [image: image341.wmf]
ДОПОЛНЕНИЕМ  события А или ПРОТИВОПОЛОЖНЫМ событием является событие 
[image: image342.wmf]А

, содержащее все точки выборочного пространства, которые не принадлежат А.

НЕСОВМЕСТНЫЕ события А и В – такие события, которые не имеют общих точек в выборочном пространстве.

КЛАССИЧЕСКИЙ МЕТОД определения вероятностей – метод, который основан на предположении равновозможности появления исходов.

СТАТИСТИЧЕСКИЙ МЕТОД определения вероятностей – метод, который основан на экспериментальных или статистических данных.

УСЛОВНАЯ ВЕРОЯТНОСТЬ – вероятность события А при условии, что произошло событие В. Обозначается Р (А/ В).

НЕЗАВИСИМЫЕ СОБЫТИЯ – события А и В называются независимыми, если появление одного из них не влияет на вероятность появления другого, т.е. Р (А/В) = Р(А) или Р(В/А) = Р(В).

Тема 2. Законы распределения случайных величин

1.2.1. Дискретные случайные величины

Во многих прикладных задачах интерес представляет не сам исход эксперимента, а некоторое число, связанное с этим исходом. Например, при подбрасывании двух игральных костей интерес представляет сумма выпавших очков. Тогда каждому исходу (1,1), (1,2), …, (5,1), …, (6,6) будет соответствовать число, равное сумме очков, т. е. 2, 3, …, 6, …, 12. При двух выстрелах по цели интерес представляет число попаданий. Выборочное пространство включает в себя следующие исходы: 
[image: image343.wmf]}
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, где П – попал, Н – не попал.

Каждому исходу можно поставить в соответствие следующие числа: 2, 1, 1, 0.

Определение. Случайной величиной называется числовая функция 
[image: image344.wmf])
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, где ei – исходы эксперимента.

В литературе также встречается еще одно определение случайной величины как величины, которая в результате опыта может принимать то или иное значение, причем заранее (до опыта) неизвестное.

Случайные величины обозначаются заглавными буквами X, Y, Z, …, а их конкретные значения – маленькими буквами x, y, z…

Пример. Два носка выбираются случайным образом из ящика, в котором находится 5 коричневых и 3 зеленых. Записать элементы выборочного пространства, соответствующие вероятности, и значения случайной величины X, где X – число коричневых носков.

Решение.
Пусть событие В состоит в вытаскивании коричневого носка.

Событие G состоит в вытаскивании зеленого носка.

Результаты можно представить в табл. 1.1.

Таблица 1.1

	Элементы выборочного пространства
	BB
	BG
	GB
	GG

	Значения случайной величины
	2
	1
	1
	0

	Вероятности
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Таким образом, для случайной величины, принимающей, например, значение 2, можно написать 
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В данном примере рассмотрена случайная величина дискретного типа.

Определение. Дискретной случайной величиной называется величина, которая принимает конечное или бесконечное счетное множество значений.

Определение. Для дискретной случайной величины Х функция 
[image: image350.wmf])
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, заданная для каждого значения х, называется законом распределения вероятностей для случайной величины Х.

Из аксиом вероятностей следует, что функция 
[image: image351.wmf])
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 может быть законом распределения случайной величины Х тогда, и только тогда, когда выполняются следующие условия:

1. 
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 для каждого возможного значения Х.

2. 
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, суммирование для всех возможных значений Х. 

Закон распределения 
[image: image354.wmf])
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, представленный для указанного примера в табл. 1.2, называется еще рядом распределения.

Таблица 1.2

Ряд распределения случайной величины

	Значение xi
	2
	1
	0
	

	Pi
	0.35
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Ряд распределения представляется графически в виде многоугольника распределения. В этом случае по оси х откладываются все возможные значения Х, а по оси y – соответствующие им вероятности. Для примера с выбором носков многоугольник распределения имеет вид (рис. 1.5).
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Рис. 1.5. Многоугольник распределения 
числа вынутых коричневых носков

Пример. Проверить, является ли функция 
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 законом распределения дискретной случайной величины для х, принимающего значения 1, 2, 3, 4, 5.

Решение 

Подставляя различные значения х в 
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Так как все значения функции 
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 неотрицательны и в сумме дают
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то 
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 может являться законом распределения дискретной случайной величины, принимающей значения 
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1.2.2. Функция распределения дискретной случайной величины
Во многих задачах необходимо знать вероятность того, что случайная величина Х примет значение меньше (или равное) некоторого значения х.

Запишем вероятность того, что Х принимает значение меньше (или равное) х как 
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Определение. Функция 
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 называется функцией распределения случайной величины Х.

Для дискретной случайной величины
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где
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 – значения, принимаемые случайной величиной Х;
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 – значения вероятностей при 
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х – некоторое фиксированное значение Х.

Свойства функции распределения вытекают из аксиом вероятностей и их следствий и определяются в виде:
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2. Если 
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 для любых значений a и b (функция неубывающая).

При решении практических задач часто возникает необходимость вычислять вероятность того, что случайная величина примет значение в интервале от a до b или 
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. Эта вероятность выражается через 
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 следующим образом.

Пусть событие А состоит в том, что 
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Учитывая, что 
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Пример. Определить функцию распределения числа гербов при четырех подбрасываниях монеты.

Решение 

Объем выборочного пространства в данном случае 
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Ряд распределения в данном случае представлен в табл. 1.3.

Таблица 1.3

Ряд распределения случайной величины Х
	х
	0
	1
	2
	3
	4
	

	p
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Используя формулу (1.23), определим значения функции распределения 
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Функция распределения представляется в следующем виде:
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[image: image407.wmf]Данная функция распределения может быть определена не только для значений, принимаемых случайной величиной, но и для всех вещественных чисел. Например:
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    и т. д.

Рассмотрим построение графика функции распределения для предыдущего примера.

По оси x откладываются значения случайной величины X, по оси y – значения функции 
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. Полученный график представлен на рис. 1.6.

[image: image1535.wmf]x

Рис. 1.6. График функции распределения числа выпавших гербов 
при четырех подбрасываниях монеты

Во всех точках разрыва функция распределения делает скачок, равный вероятности того, что случайная величина  Х  примет данное значение.

Для дискретной случайной величины Х, принимающей значения 
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Функция распределения 
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 является универсальной характеристикой случайной величины. С помощью функции распределения задается закон распределения как для дискретных, так и для непрерывных случайных величин.

1.2.2. Непрерывные случайные величины

Определение. Непрерывной случайной величиной называется случайная величина, которая может принять любое значение из заданного числового отрезка.

Вероятность любого отдельного значения непрерывной случайной величины равна нулю. Этот вывод можно получить из соотношения (1.24), согласно которому 
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 для дискретных случайных величин.

Если неограниченно уменьшать отрезок 
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, то в пределе получим не вероятность попадания на участок, а вероятность того, что случайная величина 
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Если функция 
[image: image422.wmf])
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 непрерывна в точке а, то этот предел равен нулю.

Непрерывными случайными величинами называют еще величины, функция распределения которых везде непрерывна. Таким образом, обладать нулевой вероятностью могут не только невозможные (как определялось ранее), а и возможные события. Это появляется при рассмотрении экспериментов, не сводящихся к схеме случаев.

Как указывалось ранее, закон распределения для непрерывной случайной величины может быть задан с помощью функции распределения.

Кроме этого, для задания закона распределения непрерывной случайной величины используется функция 
[image: image423.wmf])
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, которая называется плотностью вероятности и которая является производной от функции распределения. Поэтому ее еще называют дифференциальной функцией, а функцию распределения называют интегральной функцией.

Кривая, изображающая плотность распределения, называется кривой распределения; пример кривой распределения представлен на рис. 1.7.
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Рис. 1.7. График плотности распределения, 
или кривая распределения

Вероятность попадания непрерывной случайной величины на отрезок от a до b определяется в виде
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Геометрически вероятность попадания случайной величины X на участок 
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 равна площади под кривой распределения, опирающейся на этот участок (см. рис. 1.8).
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Рис. 1.8. Геометрическая интерпретация вероятности 

попадания случайной величины на отрезок от a до b
Заметим, что 
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 – величина плотности распределения в точке с  – не определяет значение 
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, как в случае дискретной случайной величины. Для непрерывных случайных величин вероятность определяется для некоторого интервала и, как уже указывалось, 
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Из этого следует, что не имеет значения, включаются точки a и b в интервал или нет, т. е. 
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1.2.3. Свойства плотности вероятности

Из аксиом вероятности следует, что плотность вероятности 
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 непрерывной случайной величины Х удовлетворяет: 
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Функция распределения непрерывной случайной величины Х с плотностью распределения 
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для 
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Свойства функции распределения для непрерывной случайной величины такие же, как для дискретной случайной величины, т. е.
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1.2.4. Числовые характеристики случайных величин

К основным числовым характеристикам относятся характеристики положения и характеристики рассеяния значений случайной величины.

Формулы для определения этих характеристик зависят от того, является ли случайная величина дискретной или непрерывной.

Основной характеристикой положения или расположения случайной величины является математическое ожидание, обозначаемое 
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 и определяемое по следующим формулам:
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     для дискретных случайных величин;
   (1.27)
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     для непрерывных случайных величин.   (1.28)

В формуле (1.27) 
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 – возможные значения случайной величины, 
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 – соответствующие им вероятности.

В формуле (1.28) 
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 – плотность распределения случайной величины.

Предполагается, что сумма 
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 абсолютно сходятся, в противном случае 
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Пример. В студенческой группе организована лотерея. Разыгрываются две вещи стоимостью по 10 руб. и одна стоимостью 30 руб. Определить математическое ожидание чистого выигрыша для студента, если он приобрел 1 билет стоимостью 1 руб., а всего билетов 50.

Решение. Пусть Х – случайная величина, характеризующая сумму чистого выигрыша для студента.
Х может принять значение: 1, если студент ничего не выиграет; 

9, если его выигрыш – 10 руб.;

29, если его выигрыш – 30 руб.

Чтобы определить математическое ожидание выигрыша, необходимо определить вероятность каждого выигрыша:
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Закон распределения случайной величины Х имеет вид

	X
	-1
	9
	29
	

	p
	0.94
	0.04
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Пример. Случайная величина Х, принимающая значения размеров диаметра болта, имеет плотность распределения
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Определить математическое ожидание случайной величины Х.

Решение. Так как случайная величина Х непрерывного типа, то
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1.2.5. Свойства математических ожиданий

1. Математическое ожидание постоянной величины равно этой постоянной.

Доказательство

Постоянную величину a можно рассматривать как случайную, которая принимает лишь одно значение a с вероятностью 1, поэтому 
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2. Постоянный множитель можно выносить за знак математического ожидания, т. е. 
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Доказательство

KX – это случайная величина, которая принимает значение 
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Следующие свойства приводятся без доказательства.

3. Математическое ожидание суммы конечного числа случайных величин равно сумме их математических ожиданий:
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Следствие. Математическое ожидание разности случайных величин равно разности их математических ожиданий:
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4. Математическое ожидание произведения конечного числа независимых случайных величин равно произведению их математических ожиданий:
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5. Если все значения случайной величины Х уменьшить (увеличить) на одно и то же число С, то математическое ожидание её уменьшится (увеличится) на то же число С.

Следствие. Математическое ожидание отклонения случайной величины Х от её математического ожидания равно нулю.

1.2.6. Дисперсия случайной величины

Математическое ожидание не может в достаточной степени характеризовать случайную величину.

Пусть случайные величины X и Y заданы следующими законами распределения, представленными в нижеприведенных таблицах.

	X
	-0.1
	-0.01
	0
	0.01
	0.1
	
	Y
	-20
	-10
	0
	10
	20

	p
	0.1
	0.2
	0.4
	0.2
	0.1
	
	p
	0.3
	0.1
	0.2
	0.1
	0.3


Математические ожидания их одинаковы и равны нулю:
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Однако характер распределения их различный. Случайная величина Х может принимать значения, мало отличающиеся от математического ожидания.

Случайная величина Y может принимать значения, значительно отклоняющиеся от математического ожидания, и вероятности их не малы.

Так, при одинаковой средней величине осадков, выпадающих в двух местностях за год, нельзя сказать, что климат этих местностей одинаков.

Иными словами, по математическому ожиданию нельзя судить о том, какие отклонения от него возможны. А тем не менее умение дать оценку рассеяния имеет важное значение.

Самой используемой характеристикой разброса значений случайной величины является дисперсия, обозначаемая символами 
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Определение. Дисперсией случайной величины называется математическое ожидание квадрата отклонения её от математического ожидания:
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Для дискретной случайной величины
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Для непрерывной случайной величины
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где 
[image: image475.wmf]X

m

 – значение математического ожидания.

Пример. Вычислить дисперсии для случайных величин X и Y, законы распределения которых приведены в начале данного параграфа.

Решение
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[image: image477.wmf].
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Таким образом, при одинаковых математических ожиданиях дисперсия величины Х очень мала, а случайной величины Y значительная.

В общем случае, если дисперсия случайной величины мала, то малы отклонения от матожидания, а если существуют значения 
[image: image478.wmf]i

x

, сильно отклоняющиеся от матожидания, то они маловероятны.

Если же дисперсия велика, то это указывает на существование значений случайной величины, которые сильно отклоняются от её математического ожидания, причем не все они маловероятны.

Кроме дисперсии, характеристикой рассеяния является среднее квадратическое отклонение 
[image: image479.wmf]s

, которое является корнем квадратичным из дисперсии: 
[image: image480.wmf]]
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. Среднее квадратическое отклонение имеет размерность значений случайной величины, в то время как дисперсия имеет размерность квадрата размерности значений случайной величины.

Математическое ожидание, дисперсия и среднеквадратическое отклонение – это теоретические величины, и они не являются случайными. Это постоянные величины.

1.2.7. Свойства дисперсии

1. Дисперсия постоянной величины равна нулю.

Доказательство

Так как постоянную величины a можно считать случайной величиной, которая принимает только одно значение a с вероятностью 1 
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2. Постоянный множитель можно выносить за знак дисперсии, возводя его при этом в квадрат, т. е.
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где K – постоянная величина.

Доказательство

Пусть Х – данная случайная величина, тогда KX – новая случайная величина. Используя свойство 2 математического ожидания, имеем
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3. Дисперсия случайной величины равна математическому ожиданию квадрата случайной величины без квадрата математического ожидания:
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Доказательство

Обозначим 
[image: image486.wmf])

(

X

M

 через a, имеем


[image: image487.wmf][

]

[

]

[

]

[

]

(

)

(

)

(

)

(

)

.

2

2

2

2

2

2

2

2

a

M

aX

M

X

M

a

aX

X

M

a

X

M

X

M

X

M

X

D

+

-

=

+

-

=

=

-

=

-

=


Используя свойство 2 математического ожидания, 
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Поэтому 
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Пример. Найти дисперсию случайной величины Х, имеющей следующий закон распределения:

	X
	1
	2
	3
	4
	5

	p
	0.1
	0.2
	0.3
	0.3
	0.1


Решение
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Формула (1.32) упрощает вычисление дисперсии.

Следующие свойства приводятся без доказательства.

4. Дисперсия суммы конечного числа независимых случайных величин равна сумме их дисперсий:
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5. Дисперсия разности независимых случайных величин равна сумме их дисперсий:
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1.2.8. Моменты

Математическое ожидание, определение которого было дано в предыдущем параграфе, называется еще моментом, а точнее, начальным моментом первого порядка случайной величины. Этот момент обозначается 
[image: image496.wmf]m

 и называется еще средним, или генеральным средним.

Определение. Начальным моментом r-го порядка дискретной случайной величины называется
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для 
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Определение. Начальным моментом r-го порядка для непрерывной случайной величины называется
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Термин «момент» пришел из физики. Если 
[image: image500.wmf])
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 является точкой масс, действующей перпендикулярно оси Х на расстоянии х от начала координат, то 
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 является «центром тяжести масс», т. е. первый момент, деленный на 
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Определение. Центральным моментом порядка r для дискретной случайной величины называется величина
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где 
[image: image506.wmf]m

 – математическое ожидание.

Определение. Центральным моментом порядка r для непрерывной случайной величины называется величина
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Дисперсия является центральным моментом второго порядка для случайной величины, обозначаемым 
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Третий центральный момент 
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 описывает симметрию распределения, через него вводится показатель асимметрии в виде
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1.2.9. Наиболее часто встречающиеся дискретные 
распределения

Одним из наиболее широко известных распределений является биномиальный закон распределения.

Считается, что случайная величина имеет биномиальный закон распределения, если выполняются следующие предположения или схема Бернулли:

– имеется n независимых испытаний;

– каждое испытание имеет только два исхода, обозначенных как «успех» и «неудача»;

– вероятность «успеха» p и «неудачи» 
[image: image513.wmf]p
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 являются постоянными от испытания к испытанию.

Что считать «успехом» и «неудачей» – зависит от поставленной задачи.

Пример. При анализе качества выпускаемой продукции обнаружение контролером среди n деталей бракованного считается «успехом» и годного изделия – «неудачей».

При биномиальном распределении испытания должны быть независимыми. Это требование выполняется для экспериментов, где независимость вытекает из самого эксперимента (подбрасывание монеты, подбрасывание игральной кости) или в экспериментах с возвращением.

Пример. Предположим, 5 % деталей в корзине – с браком. Вероятность вытаскивания бракованного изделия при первом вытаскивании 
[image: image514.wmf]05
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. Если первая деталь возвращается в корзину, то вероятность вытащить бракованную деталь сохраняется и равна 
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. В этом случае испытания являются независимыми. Если бракованная деталь не возвращается в корзину, то вероятность вытаскивания бракованной детали изменяется. Испытания не являются независимыми.

Вероятность того, что при n испытаниях случайная величина Х примет значение m, равное числу «успехов», определяется по биномиальному закону распределения в виде
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Формула (1.38) носит название формулы Бернулли.

Биномиальное распределение имеет два параметра: n и p.

Среднее 
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Дисперсия 
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Пример. Производится 4 независимых выстрела, вероятность попадания 
[image: image519.wmf]25
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. Определить закон распределения случайной величины Х, равной числу попаданий.

Решение. Случайная величина Х распределена по биномиальному закону, которая в данном случае принимает значения 
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, определяется по формуле (1.38) в виде
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Закон распределения представляется следующей таблицей (рядом распределения):

	X
	0
	1
	2
	3
	4
	

	p
	0.316
	0.421
	0.211
	0.047
	0.004
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Гипергеометрическое распределение применяется к испытаниям, которые проводятся без возвращения.

Гипергеометрическое распределение, подобно биномиальному, состоит из двух исходов: «успеха» и «неудачи», но в данном случае необходимо знать пропорцию «успехов» и «неудач».

Считается, что случайная величина Х имеет гипергеометрическое распределение, если выполняются следующие условия:

– испытания проводятся без возвращения;

– каждый исход эксперимента является «успехом» или «неудачей»;

– число испытаний N конечно;

– число успехов M в испытаниях известно.
В этом случае


[image: image524.wmf](

)

n

N

k

n

M

N

k

M

C

C

C

k

X

P

-

-

=

=

,



(1.39)

где   
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 – натуральные числа;
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Пример. Из партии, содержащей M белых и 
[image: image529.wmf]M
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 черных шаров, наудачу извлекается n шаров. Какова вероятность того, что среди выбранных шаров окажется k белых?

Решение. В этом примере случайная величина Х, равная числу белых шаров, имеет гипергеометрическое распределение, так как испытания проводятся без возвращения, число испытаний N конечно, результат испытания «успех» – выбор белого шара, «неудача» – выбор черного шара. Число «успехов» или число белых шаров известно и равно M:
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Пример. 24 человека, среди которых 8 женщин, подали заявление на работу. Если 5 претендентов выбраны случайно, то какова вероятность, что среди них будет 3 женщины?

Решение. Число испытаний 
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. Выборка из 5-ти человек сделана без возвращения. Известно число «успехов» (
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Вероятность, что 
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, определяется в виде
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1.2.10. Геометрическое распределение

Для бесконечной последовательности испытаний в схеме Бернулли случайная величина Х, равная числу испытаний до первого успеха включительно, имеет геометрическое распределение
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где p – вероятность успеха.

Пример. Вероятность того, что некоторая деталь окажется дефектной, равна p. В случае обнаружения дефекта линию останавливают и делают переналадку. Составить ряд распределения для числа Х годных деталей между переналадками.

Решение. Случайная величина Х принимает значения 
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 и ряд распределения представляется в виде
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1.2.11. Распределение Пуассона

Распределение Пуассона и биномиальное распределение имеют некоторое сходство, но имеют и некоторые различия. Биномиальное распределение описывает распределение двух возможных исходов: «успеха» и «неудачи» в конечном числе n независимых испытаний. Распределение Пуассона сконцентрировано только на числе дискретных исходов на некотором интервале или континууме. Для него неважно число экспериментов n, как для биномиального распределения.

Распределение Пуассона описывает появление редких событий, и его еще называют законом «неправдоподобных» событий.

Распределение Пуассона имеет следующие характеристики:

– дискретное распределение;

– описывает редкие события;

– каждый исход является независимым от другого;

– описывает дискретные исходы на интервале или на континууме;

– исходы на каждом интервале могут быть проранжированы от нуля до бесконечности (случайная величина Х может принимать значения 
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Распределение Пуассона определяется как
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Параметр a является средним для данного интервала, значение которого должно сохраняться для всего данного эксперимента.

Значение параметра a для закона Пуассона совпадает с дисперсией, и это используется для подтверждения того, что случайная величина распределена по закону Пуассона.

Распределение Пуассона используется для аппроксимации биномиального закона распределения при 
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, где n – число независимых экспериментов, p – вероятность «успеха» в одном эксперименте.

Учитывая это, вероятность m «успехов» в n испытаниях определяется в виде
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Примечание. Существует правило большого пальца, которое состоит в следующем. Если 
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, то можно использовать распределение Пуассона вместо биномиального.

Пример. 2 % книг имеют дефект в переплете. Определить вероятность того, что 5 из 400 книг имеют дефект в переплете.

Решение. Так как 
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[image: image552.wmf]8

02

.

0

400

=

×

=

=

np

a

, 
[image: image553.wmf]00034

.

0

8

=

-

e

 (см. табл. V Приложения):
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Пример. На ткацком станке нить обрывается в среднем 0.375 раза в течение часа работы станка. Найти вероятность того, что за смену (8 часов) число обрывов нити будет заключено в границах 2 и 4 (не менее двух и не более четырех обрывов).

Решение. Так как задано значение 
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 – среднее значение обрыва нити за час, то параметр a, характеризующий среднее число обрыва нити за смену (на всем периоде), определяется в виде 
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где
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Примечание. Если интервалы для параметра 
[image: image562.wmf]a

 и наблюдений Х разные, то необходимо, чтобы среднее было определено на том же интервале, что и наблюдения, но не наоборот. 

1.2.12. Задание для самостоятельной работы

1. Вероятность поражения вирусным заболеванием куста земляники равна 0.2:

а) составить закон распределения числа кустов земляники, зараженных вирусом, из четырех посаженных кустов;

б) определить математическое ожидание;

в) определить дисперсию и среднее квадратическое отклонение.

Ответ: m= 0.8, 
[image: image563.wmf]2

s

= 0.639, ( = 0.8.

2. Стрелок ведет стрельбу по цели с вероятностью попадания при каждом выстреле 0.2. За каждое попадание он получает 5 очков, а в случае промаха очков ему не начисляют.

а) составить закон распределения числа очков, полученных стрелком за три выстрела;

б) определить матожидание, дисперсию и среднее квадратическое отклонение.

Ответ: m=3,  
[image: image564.wmf]2

s

=12.

3. В билете три задачи. Вероятность правильного решения первой задачи равна 0.9, второй задачи – 0.8, третьей задачи – 0.7. Составить закон распределения числа правильно решенных задач в билете. Определить матожидание и дисперсию.

Ответ: m=2.4, 
[image: image565.wmf]2

s

=6.22.

4. Из пяти гвоздик – две белого цвета. Составить закон распределения случайной величины, выражающей число белых гвоздик среди двух одновременно взятых. Определить функцию распределения случайной величины числа белых гвоздик.

Ответ: р1=0.3, p2=0.6, p3 = 0.1.

5. Дана функция распределения случайной величины X . 
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Определить:

а) ряд распределения;

б) M(X), D(X);

в) построить многоугольник распределения;

г) график функции распределения.

Ответ: M(X)=2, D(X)= 0.6.

6. Абонент забыл последнюю цифру нужного ему номера телефона, однако помнит, что она нечетная. Составить закон распределения числа сделанных им наборов номера телефона до попадания на нужный номер, если последнюю цифру он набирает наудачу, а набранную цифру в дальнейшем не набирает. Определить матожидание и функцию распределения этой случайной величины и построить ее график.

Ответ: M(X)=3.

7. При сборке прибора для наиболее точной подгонки основной детали может потребоваться 1,2,3,4 или 5 проб с вероятностями 0.07, 0.21, 0.55, 0.16, 0.01. Сколько деталей надо отпустить сборщику для сборки тридцати приборов?

Ответ: 85.

8. Спортсмен производит ряд попыток забросить мяч в кольцо. При каждой попытке (независимо от других) попадание в кольцо происходит с вероятностью 0.7. Как только мяч попал в кольцо, попытки прекращаются. Случайная  величина X – число попыток, которые необходимо произвести. Составить ряд распределения этой случайной величины.

9. Пусть вероятность изготовления нестандартного изделия равна 0.06. Контролер берет из партии изделие и сразу его проверяет. Если изделие оказывается нестандартным, то проверка прекращается и партия  бракуется. Если же изделие оказывается стандартным, то контролер берет следующее изделие, но проверяет не более пяти изделий.

Составить закон распределения и функцию распределения этой случайной величины. Построить график функции распределения.

10. Автомобиль должен проехать по улице, на которой установлены три светофора, дающие независимо друг от друга зеленый сигнал в течение 1.5 минут, желтый – в течение 0.3 минут, красный – в течение 1.2 минуты. Составить закон распределения случайной величины, определяющей число остановок автомобиля. Определить M(X), D(X).

Ответ: M(X)=1.2, D(X)=0.72.

1.2.13. Наиболее часто встречающиеся непрерывные распределения

Нормальный закон распределения
Нормальное распределение является краеугольным камнем современной статистической теории. Оно было исследовано впервые в XVIII в., когда ученые наблюдали удивительную регулярность в ошибках измерений. Они обнаружили, что распределение, которое они наблюдали, могло бы быть аппроксимировано непрерывной кривой, которую назвали «нормальной кривой ошибок». Математические свойства нормальных кривых впервые были изучены известными математиками, такими, как Муавр, Лаплас и Гаусс. Иногда нормальную кривую называют Гауссовой кривой, а нормальный закон – Гауссовым.

Нормальный закон распределения проявляется в тех случаях, когда случайная величина Х является результатом действия большого числа различных факторов. Каждый фактор в отдельности на величину Х влияет незначительно, и нельзя указать, какой именно в большей степени, чем остальные.

Примерами случайных величин, имеющих нормальное распределение, могут служить отклонения действительных размеров деталей, обработанных на станке, от номинальных размеров; отклонения при стрельбе и др.

Непрерывная случайная величина Х имеет нормальное распределение, если её плотность распределения имеет вид
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где 
[image: image569.wmf]m

 (матожидание) и 
[image: image570.wmf]s

 (среднеквадратическое отклонение) являются параметрами нормального распределения. Факт, что случайная величина Х имеет нормальное распределение, обозначается 
[image: image571.wmf])
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Функция распределения случайной величины Х, имеющей нормальное распределение, имеет вид
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График плотности нормального распределения (кривая распределения или кривая Гаусса) имеет вид, представленный на рис. 1.9.
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Рис. 1.9. Кривая нормального распределения

Кривая нормального распределения имеет следующие свойства:

– кривая распределения симметрична относительно ординаты, проходящей через точку 
[image: image573.wmf]x
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– кривая имеет один максимум при 
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, равный 
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– при 
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 ветви кривой асимптотически приближаются к оси 
[image: image577.wmf]X
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;

– в точках 
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Каждая пара параметров 
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 дает свое нормальное распределение.

На рис. 1.10 представлены графики кривых нормальных распределений с параметрами:
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Рис. 1.10. Кривые нормального распределения

Чтобы избежать трудностей при работе с нормальным распределением, нормальное распределение с параметрами 
[image: image586.wmf]s
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 преобразуется в единственное распределение с параметрами 
[image: image587.wmf]0

=

x

m

 и 
[image: image588.wmf]1

=

s

, т. е. в 
[image: image589.wmf](

)

1

,

0

N

, которое называется стандартизованным нормальным распределением, или 
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-распределением. Формула преобразования для случайной величины 
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Величина 
[image: image594.wmf]Z

 представляет отклонение случайной величины 
[image: image595.wmf]X

 от математического ожидания 
[image: image596.wmf]x
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 в числе стандартных отклонений.

Пример. Определить 
[image: image597.wmf]Z

-величину случайной величины 
[image: image598.wmf]X

, распределенной по нормальному закону с параметрами 
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Решение
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Этот результат говорит о том, что случайная величина 
[image: image603.wmf]X

 отклоняется от математического ожидания на 2 стандартных отклонения вправо.

Кривая нормального распределения с параметрами 
[image: image604.wmf]0
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 и 
[image: image605.wmf]1
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 имеет вид, представленный на рис. 1.11.
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Рис. 1.11. Кривая распределения 
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Кривая распределения 
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 имеет следующие свойства:

– она симметрична относительно оси ординат;

– в точке 
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– имеет точки перегиба 
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– при 
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 кривая распределения приближается к оси абсцисс.

Так как интеграл от плотности распределения 
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 не выражается через элементарные функции, то для расчета вероятностей составлены таблицы специальной функции
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которая называется интегралом вероятностей, или функцией Лапласа (см. табл. I Приложения).

Как уже указывалось, функция 
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поэтому в таблице приведены значения 
[image: image616.wmf](
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 только для положительных х. График функции Лапласа приведен на рис. 1.12.
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Рис. 1.12. График функции Лапласа

С помощью функции Лапласа можно вычислить вероятность попадания случайной величины в интервал от 
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Для симметричного интервала
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Интеграл вероятностей (или функция Лапласа), для которого составлены таблицы, может определяться еще в виде
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где 
[image: image623.wmf](
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Как известно, вероятность попадания случайной величины на интервал от 
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Функция распределения стандартизованного нормального распределения 
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Функция распределения случайной величины Х, распределенной по нормальному закону с параметрами 
[image: image629.wmf]X

m

 и 
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, выражается через функцию распределения стандартизованного нормального распределения в виде
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С учетом этого вероятность попадания случайной величины Х на участок от 
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Функция распределения стандартизованного нормального распределения имеет следующие свойства:

· 
[image: image635.wmf](

)

(

)

0

1

,

0

=

¥

-

F

N

, 
[image: image636.wmf](

)

(

)

1

1

,

0

=

¥

+

F

N

;

· 
[image: image637.wmf](

)

1

,

0

N

F

 – неубывающая функция;

· из симметричности нормального распределения с параметрами 
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Функция стандартизованного нормального распределения 
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 связана с функцией Лапласа соотношениями вида:
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Значения функции 
[image: image644.wmf](
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 протабулированы (см. табл. II Приложения).

Пример. Пусть вес пойманной рыбы подчиняется нормальному закону распределения с 
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 г. Найти вероятность того, что вес пойманной рыбы будет от 300 до 425 г.

Решение.
По формуле (1.54) при 
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По формуле (1.49), с учетом соотношений (1.50) с использованием табл. I Приложения
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На практике часто возникает необходимость определения значения 
[image: image653.wmf]p
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 из уравнения 
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В данном случае 
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 называется квантилем уровня 
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 – заданная вероятность.

Если рассматривается функция стандартизованного нормального распределения 
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 в таблице (см. табл. II Приложения) задаются, начиная со значения, равного 0.5.

Пример. Пусть необходимо определить 
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 из условия 
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Решение. По определению функции распределения нужно найти 
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 из условия 
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. Так как значения 0.05 нет в таблице, то, используя свойство функции стандартизованного нормального распределения,
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из табл. II Приложения 
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Квантили нормального распределения связаны следующим соотношением:
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Вероятность того, что абсолютная величина отклонения случайной величины Х от своего математического ожидания 
[image: image669.wmf]x
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 меньше 
[image: image670.wmf]0

>

e

, определяется формулой
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или с использованием функции Лапласа 
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)

x

F

 – в виде


[image: image673.wmf](

)

÷

ø

ö

ç

è

æ

s

e

F

=

e

<

-

x

m

X

P

.



(1.59)

Эмпирическое правило для случайной величины Х, распределенной по нормальному закону распределения, утверждает процент значений случайной величины, находящихся от 
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 на расстоянии 
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 (табл. 1.4).

Таблица 1.4

Эмпирическое правило

	Расстояние 
от среднего
	Процент значений Х 
внутри данного интервала
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[image: image679.wmf]s
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	99.7


Это правило часто называют правилом «3-х сигм». Это правило позволяет ориентировочно указать интервал практически возможных значений для случайных величин, подчиненных нормальному закону распределения при известных 
[image: image681.wmf]x
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 и 
[image: image682.wmf]s

.

1.2.14. Задание для самостоятельной работы

1. Для нормально распределенной случайной величины определить:

а) Р (12<X<14); 

б) Р (8<X<12), если mx = 10, ( = 4.

Ответ: 0.14988, 0.38292.

2. При взвешивании получается ошибка, подчиненная нормальному закону с ( = 20. Найти вероятность того, что взвешивание будет произведено с ошибкой, не превосходящей 10.

Ответ: 0.38292.

3. Диаметр детали, изготовленной в цехе, является случайной величиной, распределенной по нормальному закону. Дисперсия равна 0.0001 и математическое ожидание равно 2.5. Найти границы, в которых с вероятностью 0.9973 заключен диаметр наудачу взятой детали.

Ответ: 2.47, 2.53.

4. Полагая, что рост мужчин определенной возрастной группы есть нормально распределенная случайная величина Х с параметрами 
mx = 73, (2 = 36, определить: а) выражение плотности вероятности и функции распределения случайной величины Х; в) квантиль х0.7 
и 10 %-ю точку случайной величины Х; c) сформулировать правило трех сигм для случайной величины Х.

Ответ: в) 177, 180; c) 155, 191. 

1.2.15. Нормальное распределение вместо биномиального

Для определенных типов биномиальных проблем нормальное распределение может быть хорошим приближением. 

Если объем выборки возрастает, то биномиальное распределение приближается по форме к нормальному, несмотря на значение вероятности р. Если объем выборки небольшой, то биномиальное распределение приближается к нормальному, если 
[image: image683.wmf]5
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. При больших значениях n определение вероятности с использованием биномиальной формулы становится очень громоздким. 

Для того чтобы использовать нормальный закон распределения вместо биномиального, необходимо выполнить следующее:

– преобразовать параметры биномиального распределения n и р в параметры нормального распределения ( и ( по формулам 
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– необходимо определить, является ли нормальное распределение хорошей аппроксимацией для биномиального распределения. Для этого нужно установить, лежит ли интервал 
[image: image686.wmf]s
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 между нулем и n, т. е. все возможные значения Х должны быть между 0 и n (в соответствии с эмпирическим правилом). 

Другое правило для определения, в каком случае нормальная аппроксимация будет достаточно хорошей – это выполнение соотношений  
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Пример. Какова вероятность, что в 
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 испытаниях успех наступит 25 раз, если вероятность успеха в одном испытании 
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Решение. 
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. Следовательно, аппроксимация будет хорошей.

1.2.16. Поправка на непрерывность

Перевод дискретного распределения в непрерывное не происходит напрямую, для этого необходимо сделать поправку на непрерывность. Эта поправка должна быть сделана для того, чтобы расхождение было как можно меньше и аппроксимация была бы более точной. 

Например. Имеем биномиальное распределение с 
[image: image698.wmf]60
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 и 
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Решение. Для определения 
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 необходимо определить вероятности для 
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Нормальное распределение – непрерывное распределение, и значения Х непрерывно располагаются по оси Х. Поправка на непрерывность может быть сделана с учетом табл. 1.5.

Таблица 1.5

Поправки на непрерывность

	Величины, вероятность которых 
необходимо определить
	Поправки

	X >
	+ 0.5

	X (
	- 0.5

	X <
	- 0.5

	X (
	+ 0.5

	( X (
	- 0.5 и + 0.5

	< X <
	+ 0.5 и – 0.5

	X =
	- 0.5 и + 0.5


Решение. В соответствии с табл. 1.5 в нашем случае необходимо определить 
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Для этого определяем 
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 (рис. 1.14);
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1.2.17. Задание для самостоятельной работы

1. Определить вероятность появления 12-ти успехов в 25-ти испытаниях для случайной величины Х с использованием нормального распределения, если вероятность успеха в одном испытании 
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Ответ: 
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2. Определить 
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 для случайной величины Х, распределенной по биномиальному закону с 
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Ответ: 
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3. Согласно статистическим данным 87 % всех студентов колледжа работают. Если эта тенденция сохранится, то какова вероятность, что 100 из 120-ти случайно выбранных студентов работают?

Ответ: 0.0918.

4. Определить 
[image: image714.wmf])
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, если вероятность успеха 
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Ответ: 0.5863.

1.2.18. Центральная предельная теорема
Центральная предельная теорема представляет собой группу теорем, посвященных установлению условий, при которых возникает нормальный закон распределения. Среди этих теорем важнейшее место принадлежит теореме Ляпунова, которая имеет несколько формулировок. Одна из них приводится ниже.

Теорема Ляпунова. Распределение суммы независимых случайных величин 
[image: image717.wmf]i
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 (
[image: image718.wmf]n
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) приближается к нормальному закону распределения при неограниченном увеличении n, если выполняются следующие условия:
– все случайные величины 
[image: image719.wmf]i

X

 имеют конечные математические ожидания и дисперсии;

– ни одна из величин 
[image: image720.wmf]i

X

 по своему значению резко не отличается от всех остальных, т.е. оказывает ничтожное влияние на их сумму.

Теорема Ляпунова справедлива не только для непрерывных, но и для дискретных случайных величин. На практике установлено, что распределение суммы независимых случайных величин, у которых дисперсии не отличаются резко друг от друга, довольно быстро приближается к нормальному. Уже при числе слагаемых, большем 10-ти, распределение суммы можно заменить нормальным.

При решении многих практических задач, связанных со случайной величиной 
[image: image721.wmf]X

, являющейся средним арифметическим наблюдаемых значений случайной величины Х, применяется теорема Ляпунова в следующей формулировке.

Теорема. Если случайная величина Х имеет конечные математическое ожидание 
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, то распределение среднего арифметического 
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, вычисленного по экспериментальным значениям случайной величины Х в n независимых испытаниях, проведенных в одинаковых условиях, при 
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Глоссарий
СЛУЧАЙНАЯ ВЕЛИЧИНА – это переменная, которая в результате эксперимента принимает одно из возможного множества своих значений, заранее неизвестного.
ДИСКРЕТНОЙ СЛУЧАЙНОЙ ВЕЛИЧИНОЙ называется величина, для которой можно перечислить все ее возможные значения.

НЕПРЕРЫВНОЙ СЛУЧАЙНОЙ ВЕЛИЧИНОЙ называется величина, значениями которой может быть любое значение из некоторого интервала.

КОЛИЧЕСТВЕННАЯ ПЕРЕМЕННАЯ – ЭТО ПЕРЕМЕННАЯ, значениями которой являются имеющие содержательный смысл числа.

КАЧЕСТВЕННАЯ ПЕРЕМЕННАЯ – это переменная, которая указывает,  в какую из нескольких нечисловых категорий попадает элемент.

 ЗАКОНОМ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ДИСКРЕТНОЙ СЛУЧАЙНОЙ ВЕЛИЧИНЫ называется всякое соотношение, устанавливающее связь между возможными значениями случайной величины и  соответствующим этим значениям вероятностями.

МАТЕМАТИЧЕСКИМ ОЖИДАНИЕМ ДИСКРЕТНОЙ СЛУЧАЙНОЙ ВЕЛИЧИНЫ или ее теоретическим средним значение называется сумма произведений всех ее значений на соответствующие этим значениям вероятности.

 ДИСПЕРСИЕЙ СЛУЧАЙНОЙ ВЕЛИЧИНЫ называется математическое ожидание квадрата ее отклонения от математического ожидания.

СРЕДНИМ КВАДРАТИЧЕСКИМ ОТКЛОНЕНИЕМ или стандартным отклонением случайной величины называется арифметическое значение корня квадратного из ее дисперсии.

ФУНКЦИЕЙ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ СЛУЧАЙНОЙ ВЕЛИЧИНЫ называется вероятность того, что случайная величина примет значение меньшее некоторой заданной величины.

ИНТЕГРАЛЬНАЯ ФУНКЦИЯ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ или интегральный закон распределения – это функция распределения случайной величины.

ПЛОТНОСТЬЮ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ВЕРОЯТНОСТИ или плотностью  непрерывной случайной величины называется производная функции распределения.

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЙ ФУНКЦИЕЙ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ или дифференциальным законом распределения называют плотность вероятности.

МОДА СЛУЧАЙНОЙ ВЕЛИЧИНЫ – это ее наиболее вероятное значение.

МЕДИАНА СЛУЧАЙНОЙ ВЕЛИЧИНЫ – это такое ее значение, для которого выполняется условие, а именно вероятность того, что случайная величина примет значение меньше этой величины рана вероятности того, что эта величина примет значение больше этой величины и эта вероятность равна 0.5 т. е. медиана- это такое значение случайной величины, которое делит распределение на две равные части.

КВАНТИЛЕМ УРОВНЯ Q ИЛИ Q-КВАНТИЛЕМ называется такое значение случайной величины xq, при котором функция ее распределения принимает значение, равное q.

НАЧАЛЬНЫМ МОМЕНТОМ K-ГО ПОРЯДКА СЛУЧАЙНОЙ ВЕЛИЧИНЫ  называется математическое ожидание k-ой степени этой величины.

ЦЕНТРАЛЬНЫМ МОМЕНТОМ K-ГО ПОРЯДКА СЛУЧАЙНОЙ ВЕЛИЧИНЫ называется математическое ожидание k-ой степени отклонения случайной величины от ее математического ожидания.
БИНОМИАЛЬНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ – это распределение числа успехов наступлений определенного события в серии из n испытаний при условии, что для каждого из n испытаний вероятность успеха имеет одно и то же значение p, и испытания не зависят друг от друга.

НОРМАЛЬНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ – это распределение непрерывной случайной переменной, представленное симметричной кривой, максимум которой достигается в точке, равной математическому ожиданию по оси абсцисс.
Раздел 2
ВВЕДЕНИЕ В МАТЕМАТИЧЕСКУЮ СТАТИСТИКУ

В настоящее время математическая статистика широко используется практически в каждой отрасли человеческой деятельности.

Методы математической статистики используются при  принятии решения в условиях неопределенности. Для ситуации неопределенности характерно то, что по состоянию в настоящий момент невозможно с точностью предсказать состояние в будущем некоторого процесса или явления, несмотря на то, что факторы, влияющие на данный процесс, не меняют своего значения.

Математическая статистика работает с данными, которые получаются из проводимых наблюдений. Эти наблюдения проводятся с целью получения заключения об источнике наблюдения, который характеризуется всеми мыслимыми объектами.

Пример. Спонсор телевизионной программы хочет выяснить популярность своей программы по сравнению с другими.

Для решения этого вопроса необходимо провести опрос телезрителей в тот час, когда идет данная программа. Источником наблюдений являются все телезрители в данное время. Если бы опросили всех или почти всех телезрителей и определили процент тех, кто смотрит эту передачу, то вопрос был бы решен.

Но на практике такое не представляется возможным. Опрашивается только какая-то часть телезрителей, и на основании этого необходимо сделать вывод.

Статистические методы позволяют сделать вывод с определенной достоверностью (вероятностью) по тем наблюдениям, которые получены и которых значительно меньше, чем всех, которые могли бы быть сделаны (мыслимых).

Все мыслимые объекты называются генеральной совокупностью, количество которых N может быть достаточно большим (
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Статистические методы используют данные, полученные с некоторого числа объектов, выбранных из генеральной совокупности случайным образом, т. е. таким образом, что каждый объект генеральной совокупности имеет один и тот же шанс быть выбранным.

На этих объектах, выбранных из генеральной совокупности, измеряется или подсчитывается значение показателя, характеризующего некоторое свойство, обозначаемое Х, а результаты, полученные на объектах, обозначаются 
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, где n – число объектов.

Наблюдения 
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, полученные на объектах из некоторой генеральной совокупности, называются выборкой объема n.

Методы, касающиеся сбора и обработки данных, называются 
методами описательной статистики.

Часть статистических методов, позволяющих сделать выводы о генеральной совокупности по полученной выборке, называется статистическими выводами.

Основная задача статистических выводов – получение заключения об источнике наблюдения по выборке с определенной степенью уверенности, которая оценивается вероятностью.

Требования к выборке. Для того чтобы сделать правильный вывод о генеральной совокупности по выборке, выборка должна быть репрезентативной, т. е. правильно представлять генеральную совокупность. Выборка будет обладать таким свойством, если каждый объект генеральной совокупности будет иметь один и тот же шанс быть выбранным, в этом случае выборка является случайной.

Выборки делятся относительно их размера.

Если выборка содержит меньше 30-ти элементов, то она называется малой.

Если выборка содержит больше 30-ти элементов, то она называется большой.

Выбор статистических методов зависит от того, какого объема выборка. Для выборок малого объема необходимо выбирать специально разработанные методы.

По уровню наблюдения выборочные данные делятся:

– на качественные;

– количественные.

Качественные данные представляются (кодируются) определенным числом в соответствии с некоторым свойством.

Например, фиксируется пол новорожденных в каком-либо районе города, при этом рождение девочки отмечается «1», рождение мальчика «0» или оценивается качество радиоаппаратуры по шкале: «превосходно», «отлично», «хорошо», «удовлетворительно» (что соответствует, например, следующим баллам: 6, 5, 4, 3).

В дальнейшем будет предполагаться, что наблюдения будут представляться количественной информацией. При этом следует выделить:

– непрерывный тип наблюдений;

– дискретный тип наблюдений.
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Случайная переменная дискретного типа может принимать лишь изолированные значения на некотором интервале. Случайная переменная непрерывного типа – любое значение из некоторого интервала.


К непрерывным относятся переменные, значения которых получены в результате измерений (иногда они могут быть округлены и представлены в виде целых чисел). Такие переменные, как вес, рост, температура, расстояние, время и т. д., являются  непрерывными.

Для работы с качественным уровнем данных используются специально разработанные для этого уровня данных методы, которые называются непараметрическими. Следует отметить, что для количественного уровня данных могут использоваться непараметрические методы. Но методы, разработанные для количественного уровня данных, или параметрические методы, не могут использоваться для качественного уровня данных.

Тема 1. Методы описательной статистики

2.1.1. Эмпирические распределения


Первоначально выборки могут быть представлены в виде таблицы, состоящей из двух строк (табл. 2.1). В первой даны номера измерений, во второй – их результаты.

Таблица 2.1

Простой статистический ряд

	I – номер измерений
	1
	2
	…
	n

	результат измерений
	х1
	х2
	…
	xn


Таблица такого вида называется простым статистическим рядом. Далее этот ряд преобразуют в вариационный ряд, где все наблюдения представляются в порядке возрастания, т. е. в виде
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На следующем этапе данный вариационный ряд представляется в виде статистического ряда. Статистический ряд для дискретной переменной – это сгруппированный (или частотный) ряд следующего вида (табл. 2.2).

Таблица 2.2

Статистический ряд для переменной дискретного типа

	Возможные значения переменой х
	Частота
	Частость
(относительная частота)
	Накопленная частота
	Накопленная частость
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Статистический ряд для непрерывной переменной представляется интервальной таблицей (табл. 2.3).

Таблица 2.3

Интервальная таблица

	Класс границ
	Частота
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	Средняя точка класса
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	Частость
(относитель-ные частоты)
	Накопленные частоты
	Накопленные частости
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Табл. 2.2. и 2.3 дают полный вид статистических рядов (они могут представляться и в усеченном виде, в зависимости от решаемой задачи).

Класс границ для интервального ряда можно изобразить на числовой оси (рис. 2.1).
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Рис. 2.1. Класс границ для интервального ряда

Значения 
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 определяют границы классов. 

Класс границ табл. 2.3 заполняется в столбик в виде 
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, …, где каждая пара образует границы k-го интервала, 
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. Значения, стоящие слева, называются нижними границами классов, значения, стоящие справа, называются верхними границами классов. Верхняя граница предыдущего класса является нижней границей следующего класса.

Рассматривается случай (см. рис. 2.1), когда граничные точки классов отстоят друг от друга на одну и ту же величину, равную шагу h, который равен 
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Чтобы определить величину этого шага, необходимо установить, на какое количество классов k разбивается данный ряд наблюдений. Это рекомендуется сделать в соответствии со следующими формулами:
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или 
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где n – число наблюдений (объем выборки). 

В литературе предлагается также выбирать число классов в зависимости от объема выборки. Для малых выборок 
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. Выбор числа классов является важным моментом. При слишком малом k гистограмма (см. ниже) не будет отражать особенностей распределения, при слишком большом k гистограмма будет излишне изрезанной. Значения h и k обычно округляются до ближайшего целого. 

За начало первого интервала берется точка 
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Средняя точка 
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 – нижняя граница соответствующего класса.


Частота 
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 представляет собой количество наблюдений, соответствующих данному наблюдению для дискретной переменной для сгруппированного ряда, или число наблюдений, попавших в данный интервал для интервального ряда. 

Значение соответствующей частоты, деленной на объем выборки, характеризует частость попадания 
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 в частичные интервалы.


Закон больших чисел в форме Бернулли утверждает, что если эксперимент повторяется n раз при одинаковых условиях, то частость 
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 сходится по вероятности к 
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. Следовательно, значения 
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 являются приближенными значениями вероятностей 
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В отличие от теоретических законов распределения для случайных величин, рассмотренных в «Теории вероятностей», для выборки определяется эмпирический закон распределения, или эмпирическое распределение частот.

Для наглядного представления эмпирических распределений для переменной дискретного типа (см. табл. 2.2) строится график, где по оси Х откладываются значения переменной, а по оси У – значения частот (частостей). Полученные точки соединяют ломаной линией. Этот график называется полигоном.

Интервальный ряд графически представляется в виде гистограммы. Гистограмма представляет собой ступенчатую фигуру, состоящую из прямоугольников, основаниями которых служат частичные интервалы 
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, h – длина интервала, или шаг. В первом случае площадь гистограммы равна единице, во втором случае – объему выборки n. 

Результаты в столбце «накопленные частости» используются для определения эмпирической функции распределения, которая также используется для задания эмпирического распределения. 


Эмпирическая функция распределения определяется по значениям накопленных частостей из следующего соотношения:
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где суммируются частости тех элементов выборки, для которых выполняется неравенство 
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 (х – некоторое значение). Из приведенных формул следует, что 
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На промежутке 
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 представляет собой неубывающую кусочно-постоянную функцию.

Согласно теореме Гливенко эмпирическая функция распределения 
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 является хорошей оценкой генеральной функции распределения 
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Вариационный ряд является статистическим аналогом (реализацией) распределения признака (случайной величины Х). 

В этом смысле полигон и гистограмма аналогичны кривой распределения, а эмпирическая функция распределения 
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 – функции распределения 
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 случайной величины Х.

График эмпирической функции распределения 
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 представляется для дискретной случайной величины Х в виде неубывающей ступенчатой функции вида, представленного на рис. 2.3. Скачки графика функции 
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 имеют место в тех точках, которым соответствуют наблюдаемые значения вариантов, при этом величина скачка равна частости варианта. Значения функции 
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 находятся в интервале [0,1].

Пример. В выборке из 30-ти семей указано число членов в каждой семье.

	2
	3
	1
	2
	6
	4
	2
	1
	5
	3
	2
	3
	1
	2
	2

	1
	3
	1
	2
	2
	4
	2
	1
	2
	8
	3
	2
	1
	1
	3


Построить статистический ряд и полигон.

Построить график эмпирической функции распределения.

Решение. Данная выборка представляет собой наблюдения дискретного типа, поэтому статистический ряд является сгруппированным рядом (табл. 2.4).

Прежде чем заполнять табл. 2.4, представим исходную выборку в виде вариационного ряда

	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	2
	2
	2
	2
	2
	2
	2
	2
	2
	2
	2

	3
	3
	3
	3
	3
	3
	4
	4
	5
	6
	8
	
	
	
	
	
	
	
	


Таблица 2.4

Статистический ряд для выборки из 30-ти семей

	Возможные значения х
	Частота 

[image: image795.wmf]i
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	Частость
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	Накопленная частота
	Накопленная частость

	1
	8
	8/30
	8
	8/30

	2
	11
	11/30
	19
	19/30

	3
	6
	6/30
	25
	25/30

	4
	2
	2/30
	27
	27/30

	5
	1
	1/30
	28
	28/30

	6
	1
	1/30
	29
	29/30

	8
	1
	1/30
	30
	30/30
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На рис. 2.2 представлен многоугольник распределения.
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Рис. 2.2. Полигон числа членов семьи 
для выборки из 30-ти семей

На рис. 2.3 представлен график эмпирической функции распределения.
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Рис. 2.3. График эмпирической функции распределения числа
членов семьи для выборки (из 30-ти семей)

Пример. Выборка представляет собой перечень цен на обезболивающее лекарство, которое продается в разных аптеках города:

	12.19
	10.09
	10.09
	13.09
	13.45
	7.89
	12.00
	10.49
	15.30
	13.29


Построить статистический ряд, гистограмму и эмпирическую функцию распределения.

Решение. Данная выборка представляет собой наблюдения непрерывного типа, поэтому статистический ряд представляется интервальной таблицей (см. табл. 2.3).

Вариационный ряд имеет следующий вид:

	7.89
	10.09
	10.09
	10.49
	12.00
	12.19
	13.09
	13.29
	13.45
	15.30


Для заполнения столбца «Класс границ» табл. 2.5 необходимо определить число классов К и ширину класса h:
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Статистический ряд представляет собой следующую интервальную таблицу (табл. 2.5).

Таблица 2.5

Интервальная таблица для переменной Х

	Класс 
границ
	Частота

[image: image803.wmf]i
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	Средн. точка класса
	Частость
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	Накопленная частота
	Накопленная частость

	7.89 – 9.89
	1
	8.89
	1/10
	1
	1/10

	9.89 – 11.89
	3
	10.89
	3/10
	4
	4/10

	11.89 – 13.89
	5
	12.89
	5/10
	9
	9/10

	13.89 – 15.89
	1
	14.89
	1/10
	10
	10/10
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На рис. 2.4 представлена гистограмма. По оси Х отложены границы классов, по оси У – частоты.
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Рис. 2.4. Гистограмма, 
построенная для интервальной табл. 2.5

На рис. 2.5 представлен график эмпирической функции распределения, построенный для интервальной табл. 2.5.
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Рис. 2.5. График эмпирической функции распределения, построенный для интервальной табл. 2.5

Для построения графика по оси Х откладываются границы интервалов, по оси У – значения из столбца «Накопленная частость» интервальной таблицы, соответствующие верхним границам интервалов. Полученные точки соединяют плавной линией. 

График эмпирической функции распределения называется кумулятой. Если оси поменять местами, то полученный график называется огивой. 

Примечание. Газеты и журналы часто приводят границы классов в манере, отличной от той, что была рассмотрена. Границы классов в их рассмотрении представляются не стыкующимися значениями. Например, 110-119, 120-120, 130- 139.  В этом случае в качестве границ классов выбираются  значения, равные верхней границей класса плюс 0.5. . Для приведенного примера границами являются значения 119.5 и 130.5. Другим методом является метод, когда границами классов будут являться 110-120, 120-130, 130-140, при этом  должно выполняться требование, что в интервал включаются наблюдения вплоть до верхней границы, а наблюдение, попавшее на границу, учитывается в верхнем классе. 
2.1.2. Числовые характеристики

На практике часто оказывается достаточным знание лишь характеристик, например, центральной тенденции для вариационного ряда, характеристик изменчивости и др. Вычисление этих характеристик представляет собой этап обработки данных наблюдений. Поскольку эти характеристики вычисляются по данным, полученным в результате наблюдений (статистическим данным), то их называют выборочными числовыми характеристиками, или статистическими характеристиками, или оценками.

Некоторые из них характеризуются тем, что вокруг них концентрируются остальные наблюдения. Такие числовые характеристики называются характеристиками расположения и к ним относятся такие, как среднее арифметическое, мода, медиана, процентили, квартили.

Для оценки изменчивости служат показатели вариации. К ним относятся такие характеристики, как дисперсия, среднеквадратическое отклонение и др., которые называются характеристиками рассеивания.

Числовые характеристики вводятся через выборочные моменты, которые являются определенными числовыми значениями. Моменты бывают различных порядков: 1-го, 2-го и более. На практике не используются моменты выше 4-го порядка.

2.1.3. Первый выборочный момент

Первым выборочным моментом является 
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называемый средним арифметическим. Если в качестве исходных данных имеем интервальную таблицу, то в этом случае k – число классов, 
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 – средняя точка класса, 
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 – частоты.

Числовая величина 1-го выборочного момента, или среднее арифметическое 
[image: image812.wmf]X

, характеризует точку равновесия оси х гистограммы.

Если имеем выборку 
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, то среднее арифметическое определяется по формуле
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(2.5)
Среднее значение, полученное по генеральной совокупности, называется математическим ожиданием, или генеральным средним. Генеральное среднее называется параметром и является постоянной величиной. Среднее арифметическое 
[image: image815.wmf]X

, определяемое по выборке, является оценкой математического ожидания, 
[image: image816.wmf]X

 – случайная величина.
Пример. Определить среднее арифметическое для исходной выборки (см. с. 72) и интервальной табл. 2.5 (см. с. 73), представляющих собой перечень цен на обезболивающее лекарство.

Решение. Для выборки
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Для интервальной таблицы
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2.1.4. Основные свойства средней арифметической

1. Среднее арифметическое постоянной равно самой постоянной
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2. Если все значения xi увеличить (уменьшить) в одно и то же число раз, то средняя арифметическая увеличится (уменьшится) во столько же раз: 


[image: image820.wmf]x

k

kx

=

,   или    
[image: image821.wmf]n

x

k

n

kx

i

i

å

å

=

.

3. Если все значения xi увеличить (уменьшить) на одно и то же число, то средняя арифметическая увеличится (уменьшится) на то же число.
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4. Средняя арифметическая отклонений значения xi от средней арифметической равна нулю:
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5. Если ряд состоит из нескольких групп, общая средняя равна средней арифметической групповых средних, причем весами являются объемы групп:
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где  
[image: image827.wmf]X

 – общая средняя всего ряда;
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 – групповая средняя i-й группы объема 
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;

l – число групп.

2.1.5. Мода и медиана
К характеристикам расположения относятся также мода и медиана, которые называют еще структурными средними.

Мода 
[image: image830.wmf]0

M

 – наиболее часто встречающееся значение в вариационном ряду. Для интервальной таблицы мода определяется в виде
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(2.6)

где входящие в формулу величины определяются из фрагмента гистограммы, представляющей собой интервал с наибольшей частотой и два соседних с ним интервала (рис. 2.6),
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Рис. 2.6
где   
[image: image833.wmf]k

x

 – нижняя граница интервала с наибольшей частотой;
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 – частота указанного выше интервала;
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 – частота интервала, находящегося слева от интервала с наибольшей частотой;
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 – нижняя граница указанного выше интервала;
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 – нижняя граница интервала, находящегося справа от интервала с наибольшей частотой;
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 – частота указанного выше интервала;


h – шаг.

Мода – мера центральной тенденции, и она полезна, когда представляет значительную долю своей популяции.

Медиана – это серединная точка в вариационном ряду, она делит вариационный ряд на две равные по числу членов части.

Для вариационного ряда медиана определяется в зависимости от того, является ли объем выборки n числом четным или нечетным.

Для  n – четного
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для  n – нечетного
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Пример

– для вариационного ряда


[image: image841.wmf]12

2

13

11

2

2

4

3

1

2

/

6

2

/

6

=

+

=

+

=

+

=

+

x

x

x

x

M

e

;

[image: image1548.wmf]p
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– для вариационного ряда
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Для интервальной таблицы
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где  
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 такое значение накопленных частот, что 
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n – объем выборки;
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 – значение частоты для интервала с 
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 – нижняя граница интервала с 
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h – шаг.

Медиана обладает следующим свойством. Сумма абсолютных величин отклонений значения признака от медианы меньше, чем от любой другой величины, т. е. 
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 достигнет минимума, если 
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Пример. Определить моду и медиану для интервальной таблицы, представляющей собой перечень цен на обезболивающее лекарство (см. табл. 2.5, с. 73).

Решение. Согласно формуле (2.6) 
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Согласно формуле (2.9) 
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Примечание. При выборе числовых характеристик центральной тенденции следует помнить, что на среднее арифметическое оказывают влияние все члены вариационного ряда, в то время как медиана не подвержена этому влиянию.

Выборочные моменты более высоких порядков, чем 1-й вводятся следующим образом. 

Выборочный момент 2-го порядка
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Выборочный момент 3-го порядка
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Выборочный момент 4-го порядка
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где   
[image: image858.wmf]i

x

 – средняя точка класса интервальной таблицы;


[image: image859.wmf]i

f

 – частоты;

k – число классов;

n – объем выборки.

2.1.6. Процентили 

Процентили являются характеристиками, которые делят ряд наблюдений на 100 частей. Для этого требуется 99 процентилей. Процентиль характеризует значение, достигаемое заданным процентом общего количества данных в вариационном ряду.

Р-ый процентиль – это такая величина, что Р % данных являются меньше этой величины и (100 – Р) % являются больше.

Процентили широко используются в различного рода отчетах. Для того чтобы определить Р-й процентиль, необходимо выполнить следующее:

· представить результаты наблюдений в виде вариационного ряда;

· вычислить номер Р-го процентиля в вариационном ряду
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где   Р – значения процентиля; 

n – объем выборки; 

i – номер процентиля в ряду наблюдений;

· определить значение Р-го процентиля:

а) если i – целое, то Р-й процентиль является средней величиной 
i-го и (i+1)-го наблюдений в вариационном ряду;

б) если i не является целым числом, то номер Р-го процентиля определяется как целая часть от значения (i+1).
Пример. Определить 30-й процентиль для следующего ряда наблюдений:   14
  12
19
23
5
13
28
17.


Решение. Вариационный ряд

5
12
13
14
17
19
23
28;
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Так как i не является целым числом, то номер 30-го процентиля в данном вариационном ряду определяется как целая часть от значения 2.4+1=3.4, т. е. 3. Следовательно 30-м процентилем является значение 
[image: image862.wmf]13
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.


Квартили – это характеристики, которые делят ряд наблюдений на 4 части. Для этого необходимы 3 квартиля, которые обозначаются Q1, Q2, Q3.

Q1 является 25-м процентилем, т. е. Q1 = Р25.


Q2 является 50-м процентилем, т. е. Q2 = Р50, или медианой. 


Q3  – это 75-й процентиль, т. е. Q3 = Р75.

Пример. Определить Q1, Q2, Q3  для следующей выборки:

109
121
122
129
106
116
125
114.


Решение. Вариационный ряд

106
109
114
116
121
122
125
129.

Так как Q1 = Р25, то определяем 25-й процентиль. Для n = 8

[image: image863.wmf]2
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Так как i – целое число, то Р25 определяется как среднее второго и третьего значений в вариационном ряду:


[image: image864.wmf]5

.

111

2

114

109

25

=

+

=

P

;

Q1 = 111.5, Q2 = Р50 и является медианой. Так как n – четное, то 
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, Q3 = 123.5.

Пять базовых показателей включают наименьшее значение 
[image: image869.wmf]min

x

, нижний квартиль 
[image: image870.wmf]1

Q

, медиану 
[image: image871.wmf]2
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, верхний квартиль 
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 и наибольшее значение 
[image: image873.wmf]max
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. Вместе эти характеристики дают достаточно ясное представление об особенностях еще не обработанного набора данных (см. с. 90).

2.1.7. Характеристики рассеивания

Второй выборочный момент (2.11) используется для описания рассеивания данных относительно среднего арифметического 
[image: image874.wmf]X

. Для этого вводится 
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которая называется центрированной величиной, тогда формула (2.11) имеет вид
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где 
[image: image877.wmf]X

 – среднее арифметическое, полученное для интервальной таблицы. 

Из приведенной формулы видно, что второй выборочный момент характеризует разброс наблюдений относительно среднего арифметического и называется дисперсией 
[image: image878.wmf]2
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.

Эта формула может быть выражена через 
[image: image879.wmf]1
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 и 
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(см. 2.14 и 2.15):
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Выборочные моменты являются оценками генеральных или теоретических моментов, т. е. дисперсия 
[image: image882.wmf]2

S

 является оценкой генеральной дисперсии 
[image: image883.wmf]2

s

. Чтобы эти оценки были надежными, к ним предъявляются требования состоятельности, несмещенности и эффективности. Подробнее о свойствах оценок речь пойдет в разделе «Понятие оценки параметров» (см. п. 2.2.2, с. 94).

Чтобы дисперсия 
[image: image884.wmf]2
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 являлась несмещенной оценкой генеральной дисперсии, ее значение домножается на множитель 
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[image: image887.wmf]2
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 называется выборочной дисперсией. Множитель 
[image: image888.wmf]1
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 особенно важен для выборок малого объема. 

Другой характеристикой рассеивания является среднеквадратическое отклонение 
[image: image889.wmf]S

, которое является корнем квадратным из дисперсии:
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Поскольку дисперсия измеряется в квадратах наименований исходных наблюдений (кг2, см2 и т. д.), то удобнее для интерпретаций результатов использовать среднеквадратическое отклонение, которое измеряется в тех же единицах, что и исходные данные.

2.1.8. Формулы для определения дисперсии

Если исходные данные представляют собой выборку 
[image: image891.wmf]n
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, то формула для определения выборочной дисперсии имеет вид
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где   
[image: image893.wmf]i

x

 – значения наблюдений; 


[image: image894.wmf]X

 – среднее арифметическое для выборки.

Для интервальной таблицы
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где   
[image: image896.wmf]X

 – среднее арифметическое для интервального ряда;


[image: image897.wmf]i
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 – частоты;


[image: image898.wmf]i

x

 – объем выборки.

На практике удобно использовать вычислительные формулы для дисперсии и стандартного отклонения или среднеквадратического отклонения. 

Вычислительные формулы для исходной выборки 
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 для определения выборочной дисперсии и среднеквадратического отклонения: 
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Если известно среднее арифметическое, то формулы для выборочной дисперсии и среднеквадратического отклонения имеют вид
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Вычислительные формулы для интервальной таблицы для выборочной дисперсии и среднеквадратического отклонения имеют вид
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где   
[image: image906.wmf]i

x

 – средние точки классов;


k – число классов;


[image: image907.wmf]i

f

 – частоты;

n – объем выборки.

2.1.9. Основные свойства дисперсии

1. Дисперсия постоянной равна нулю.

2. Если все значения xi увеличить (уменьшить) в одно и то же число k раз, то дисперсия увеличится (уменьшится) в 
[image: image908.wmf]2
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 раз, т. е. если наблюдения 
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 увеличить в k раз, то получим выборку вида 
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3. Если все значения xi увеличить (уменьшить) на одно и то же число раз, то дисперсия не изменится:
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4. Дисперсия равна разности между средней арифметической квадратов значений xi и квадратом средней арифметической:
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5. Свойство сложения дисперсий. 

Если ряд состоит из нескольких групп наблюдений, то общая дисперсия равна сумме средней арифметической групповых дисперсий и межгрупповой дисперсии:
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где   
[image: image919.wmf]2
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 – общая дисперсия всего ряда;
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 – средняя арифметическая групповых дисперсий,

где   
[image: image921.wmf]2
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 – дисперсия в  i-й группе объема 
[image: image922.wmf]i
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;


l – число групп, n – объем выборки;
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X

x

i

å

-

=

d

2

2

)

(

 – межотраслевая дисперсия,

где   
[image: image924.wmf]X

 – общая средняя (см. свойство средней арифметической).

Это свойство известно в статистике как «правило сложения дисперсий» и имеет важное значение в статистическом анализе.

Пример. Имеются следующие данные о средних дисперсиях заработной платы двух групп рабочих, представленных в табл. 2.6.

Таблица 2.6

Данные о средних дисперсиях заработной платы 
двух групп рабочих

	Группа 
рабочих
	Число 
рабочих
	Средняя заработная плата одного рабочего в группе, р. 
	Дисперсия 
заработной 
платы

	Работающие на одном станке
	40
	2400
	180000

	Работающие на двух станках
	60
	3200
	200000

	
	Всего 100
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Найти общую дисперсию распределения числа рабочих по заработной плате.

Решение. Согласно свойству среднего арифметического общая средняя определяется в виде

[image: image927.wmf]2880
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Дисперсия по свойству сложения дисперсий определяется в виде
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Средняя групповых дисперсий 
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 определяется в виде
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Межгрупповая дисперсия
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Используя правило сложения дисперсий, имеем
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2.1.10. Коэффициент вариации
Коэффициент вариации – это отношение стандартного отклонения S к среднему значению, выраженному в процентах:
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Коэффициент вариации и среднеквадратическое отклонение могут использоваться как меры риска, например, при финансовых операциях.

Коэффициент вариации может быть использован при сравнении стандартных отклонений, которые вычислены по данным, имеющим различные средние.

Пример. Предположим, что цены на ценные бумаги широко колеблются. Инвестор, который покупает акции по низкой цене, а продает по высокой, имеет хороший доход. Однако если цены на акции падают ниже стоимости, по которой инвестор купил, то он теряет доход.

Чтобы оценить меру риска, инвестор может использовать коэффициент вариации и среднеквадратическое отклонение.

Какую информацию о степени риска может дать коэффициент вариации по сравнению со среднеквадратическим отклонением?

Допустим, за пять недель цены:

на акции 1 представлялись в виде $57, 68, 64, 71, 62; 

на акции 2 представлялись в виде $12, 17, 8, 15, 13.

Средняя цена на акции 1 
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Средняя цена на акции 2 
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Со среднеквадратическим отклонением как мерой риска акции 1 более рискованные. Однако среднее арифметическое акций 1 почти в 5 раз больше среднего арифметического акций 2. Коэффициент вариации, используемый в данном случае, дает следующие результаты:


[image: image938.wmf]%

 

52

.

7

100

40

.

64

84

.

4

1

=

×

=

V

;


[image: image939.wmf]%

 

31

.

23

100

13

03

.

3

2

=

×

=

V

.

Для акций 2 коэффициент вариации почти в три раза больше, чем коэффициент вариации для акций 1.

Используя коэффициент вариации в данном случае, можно сделать заключение, что покупать акции 2 более рискованно.

Меры относительного расположения

Среднее арифметическое является наиболее широко используемой характеристикой расположения. Стандартное отклонение и дисперсия – наиболее широко используемые меры рассеивания. Используя среднее арифметическое и стандартное отклонение можно определить относительное расположение для любого  наблюдения в выборке. 

Предположим, что имеем выборку объема n, для которой определены среднее арифметическое 
[image: image940.wmf]X
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 и стандартное отклонение S. Для любого наблюдения из выборки 
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 можно определить значение
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где 
[image: image943.wmf]z
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 называется стандартизованной величиной, которая может быть проинтерпретирована как расстояние между 
[image: image944.wmf]x
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 и средним арифметическим, выраженное в числе стандартных отклонений. Например, 
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 указывает, что 
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 находится на расстоянии 1.2 стандартных отклонений вправо от среднего арифметического, 
[image: image947.wmf]z
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=-1.5 для 
[image: image948.wmf]x
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 говорит о том, что данное наблюдение находится на расстоянии 1.5 стандартных отклонений влево от среднего арифметического.

Теорема Чебышева

Теорема Чебышева дает возможность сделать заключение относительно процента данных, которые должны находиться внутри определенного числа стандартных отклонений от среднего арифметического. Теорема Чебышева формулируется следующим образом.

Теорема. По крайней мере (1-
[image: image949.wmf]z

2

1

) значений выборки должно быть внутри z стандартных отклонений от среднего , где  z  является любым значением больше, чем 1.

Некоторые выводы из теоремы Чебышева для z = 2. 3 и 4.

По крайней мере 0.75 или 75% данных должно быть внутри z=2 стандартных отклонений от среднего арифметического.

По крайней мере 0.89 или 89% данных должно быть внутри z=3 стандартных отклонений от среднего арифметического.

По крайней мере 0.94 или 94% данных должно быть внутри z=4 стандартных отклонений от среднего арифметического.

Примечание. Одним из преимуществ теоремы Чебышева является то, что она применима для любого ряда наблюдений, несмотря на форму распределения.
2.1.11. Числовые характеристики формы распределения

К числовым характеристикам формы частотных распределений относятся выборочный коэффициент асимметрии 
[image: image950.wmf]x
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 и эксцесс 
[image: image951.wmf]x

E

.

Симметричным называется частотное распределение, если относительно наибольшей частоты остальные частоты справа и слева для соответствующих интервалов равны. 
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Такое распределение будет изображаться гистограммой или полигоном, имеющим симметричную форму, случай а на рис. 2.7. 

Рис. 2.7

Случаи b и с дают представление о левосторонней и правосторонней асимметрии.

Коэффициент асимметрии определяется через третий выборочный момент 
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где вместо 
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 используется центрированная 
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. Формула для выборочного коэффициента асимметрии имеет вид
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где
S – выборочное среднеквадратическое отклонение.

Существуют относительные коэффициенты асимметрии, одним из таких, часто используемым на практике, является коэффициент асимметрии Пирсона, который имеет вид
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где  
[image: image957.wmf]e

M

 – медиана;

S – среднеквадратическое отклонение;


[image: image958.wmf]X

 – среднее арифметическое.

Если 
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, то имеем симметричное распределение;
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 – распределение имеет левостороннюю асимметрию;
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 – распределение имеет правостороннюю асимметрию.

Для симметричных распределений выполняется соотношение 
[image: image962.wmf]e

M

M

X

=

=

0

.

Для левосторонней асимметрии     
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Для правосторонней асимметрии  
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Пример. Проанализировать форму частотного распределения для интервальной табл. 2.5 (см. с. 73), представляющей цены на обезболивающее лекарство.

Решение. Согласно формуле (2.28) 
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Числовой характеристикой, оценивающей крутость распределения, является эксцесс, который определяется через четвертый выборочный момент для центрированной 
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в виде
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При 
[image: image971.wmf]0
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 имеем нормальную крутизну.

При 
[image: image972.wmf]0

<

x

E

 имеем крутизну меньше нормальной.

При 
[image: image973.wmf]0
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 имеем крутизну, превышающую нормальную (рис. 2.8).
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Рис. 2.8

2.1.12. Графический способ box and whisker plot (ящик с усами)

Box and whisker plot – это диаграмма, с помощью которой можно сделать выводы:

– о симметричности распределения;

– о наличии резковыделяющихся наблюдений в выборке, которые являются неоднородными к данному ряду наблюдений.

Данная диаграмма определяется пятью величинами:

– медианой 
[image: image975.wmf]2
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;

– квартилем 
[image: image976.wmf]1

Q

;

– квартилем 
[image: image977.wmf]3

Q

;

– наименьшим значением из наблюдений 
[image: image978.wmf]min

x

; 

– наибольшим значением из наблюдений 
[image: image979.wmf]max

x

.

На числовой оси откладываются значения 
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[image: image985]

[image: image986.wmf]1
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 и 
[image: image987.wmf]3

Q

 определяют границы ящика, внутри которого находится 50 % наблюдений, 
[image: image988.wmf]1

Q

 – нижняя граница, 
[image: image989.wmf]3

Q

 – верхняя граница. Определяется место медианы 
[image: image990.wmf]2

Q

 в ящике:

– Если медиана попадает в центр ящика, то распределение симметрично.

– Если медиана находится в правой (верхней) половине ящика, то распределение имеет левостороннюю асимметрию.

– Если медиана попадает в левую (нижнюю) часть ящика, то распределение имеет правостороннюю асимметрию.
Для выводов о наличии резковыделяющихся наблюдений в выборке определяется 
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где  
[image: image992.wmf]IQR

 – интервальный размах.

Определяются значения 
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Значения 
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 и 
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 откладываются от границы 
[image: image997.wmf]1
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 влево и от границы 
[image: image998.wmf]3
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 вправо.

Значения 
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 справа от 
[image: image1000.wmf]3
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 и слева от 
[image: image1001.wmf]1

Q

 определяют границы внутреннего забора (inner fence).

Значения 
[image: image1002.wmf]IQR
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 справа от 
[image: image1003.wmf]3
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 и слева от 
[image: image1004.wmf]1

Q

 определяют границы внешнего забора (outer fence).

Те наблюдения, которые находятся между 
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 и 
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 и 
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 и 
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, являются однородными с наблюдениями данной выборки.

Те наблюдения, которые находятся между внутренним и внешним заборами, являются слабыми выбросами, которые нужно дополнительно проанализировать.

Те наблюдения, которые находятся за внешним забором, являются резковыделяющимися наблюдениями, и эти наблюдения подлежат строгому анализу.

2.1.13. Задание для самостоятельной работы

1. Тренер по легкой атлетике должен решить, кого из двух спортсменов выбрать для стометровой дистанции в предстоящих соревнованиях. Тренер свое решение должен принять на основании пяти забегов между атлетами: 

	Анна (сек.)
	12,1
	12,0
	12,0
	16,8
	12,1

	Ирина (сек.)
	12,3
	12,4
	12,4
	12,5
	12,4


а) Основываясь на этих данных, кого из атлетов следует выбрать тренеру и почему?

б) Если тренер знал о падении Анны на старте в четвертом забеге, то следует ли учесть это?

в) Обсудить концепции среднего арифметического и медианы как мер центральной тенденции. Как это связано с А и Б ?

2. Предположим, что благодаря ошибке данные, содержащие сведения о заработной плате (недельной) в девяти торговых компаниях, имеют вид

13, 15, 14, 17, 13, 16, 15, 16, 61.

а) Показать, как эта ошибка влияет на среднее значение и на медиану.

б) Ошибку 61 следует заменить на 16. Вычислить указанные статистики для плохих и хороших данных и сделать выводы.

3. Средний возраст в классе из 20-ти мальчиков – 12 лет 6 месяцев. Четыре новых мальчика появились в классе. Их средний возраст – 
12 лет. На сколько понизился средний возраст в классе?

4. Данные представляют собой плату за обучение в выборке из 
15-ти подготовительных курсов на севере страны и из 15-ти подготовительных курсов в средней полосе страны. 

а) Какой совет Вы бы дали своему кузену, который хочет выбрать подготовительные курсы для обучения, используя числовые характеристики?  

б) Проанализировать форму распределений, используя числовые характеристики.  

	S
	
	М

	10,5
	8,9
	9,6
	
	7,9
	10,6
	8,4

	10,1
	9,3
	9,1
	
	8,2
	10,0
	9,2

	10,0
	9,7
	11,2
	
	9,1
	8,5
	10,7

	10,0
	10,4
	10,5
	
	9,3
	7,5
	9,5

	9,8
	10,0
	9,9
	
	8,8
	9,3
	9,8


5. В таблице представлены накопленные частоты 560-ти абитуриентов: 

– Построить кумуляту.

– Сколько абитуриентов не прошли конкурс, если проходной балл 45?

– Каким должен быть проходной балл, если 60 % абитуриентов должны пройти конкурс?

– Определить медиану.

	10
	18

	20
	43

	30
	78

	40
	130

	50
	240

	60
	372

	70
	462

	80
	523

	90
	552

	100
	560


6. Симметричны ли данные  7; 5; 6; 6; 6; 4; 8; 6; 9; 3?

Для ответа на вопрос использовать: 

– ящик с усами;

– коэффициент асимметрии;

– меры центральной тенденции.

7. Фирма имеет парк из ста автомобилей. В течение месяца число километров, которые проехал каждый грузовик  в выборке из 10-ти автомобилей, представлены в виде 3;4;0;8;0;0;0;8;5;7.

Определить следующие статистики:

– среднее арифметическое;

– медиану;

– моду;

– размах;

– дисперсию;

– стандартное отклонение.

Определить форму распределения.

Этические проблемы
Анализ данных неразрывно связан с этическими проблемами. Нужно критически относиться к информации, распространяемой газетами, телевидением и радио. Этические проблемы возникают и при выборе результатов, которые следует привести в отчете. Следует публиковать как положительные, так и отрицательные результаты. Представляя письменный отчет, результаты необходимо излагать честно, нейтрально и объективно. Неэтичным является использование  среднего арифметического для явно асимметричных данных, для данных с резко выделяющимися наблюдениями. При использовании числовых характеристик средней тенденции необходимо указывать соответствующие характеристики рассеивания: для среднего арифметического такой характеристикой является стандартное отклонение, для медианы соответствующей характеристикой рассеяния является интерквартильный размах, для моды – размах.

Глоссарий

СТАТИСТИЧЕСКИЕ ДАННЫЕ – числа или факты, которые собираются, анализируются и интерпретируются

ЭЛЕМЕНТЫ – объекты, на которых данные собираются

ПЕРЕМЕННЫЕ – характеристики (свойства) объектов, интересующие исследователя

НАБЛЮДЕНИЕ – значение переменной для одного объекта

КАЧЕСТВЕННЫЕ ДАННЫЕ – данные, которые представляются в виде меток или словесных заключений

КОЛИЧЕСТВЕННЫЕ ДАННЫЕ – данные, которые получаются в виде некоторых подсчетов или измерений

ДИСКРЕТНАЯ ПЕРЕМЕННАЯ – переменная, которая принимает изолированные значения на некотором интервале

НЕПРЕРЫВНАЯ ПЕРЕМЕННАЯ –  переменная, которая может принимать любое значение из некоторого интервала 

МЕТОДЫ ОПИСАТЕЛЬНОЙ СТАТИСТИКИ – методы сбора и первичной обработки результатов наблюдений

ГЕНЕРАЛЬНАЯ СОВОКУПНОСТЬ – все мыслимые объекты некоторого источника наблюдений

ВЫБОРКА – наблюдения, полученные на объектах, которые выбраны из генеральной совокупности случайным образом

РЕПРЕЗЕНТАТИВНАЯ ВЫБОРКА – выборка, которая правильно отражает характеристики генеральной совокупности

МАЛАЯ ВЫБОРКА – выборка,  которая содержит менее 30 наблюдений

БОЛЬШАЯ ВЫБОРКА – выборка, которая содержит более 30 наблюдений

ОДНОМЕРНАЯ ВЫБОРКА – это выборка, содержащая одну переменную

МНОГОМЕРНАЯ ВЫБОРКА – это выборка, содержащая более двух переменных

ДВУМЕРНАЯ ВЫБОРКА – это выборка, содержащая две переменные 

ВРЕМЕННОЙ РЯД – ряд значений переменной, измеренной на одном элементе ( объекте )  за некоторый период времени

ВАРИАЦИОННЫЙ РЯД – ряд наблюдений, представленный в порядке возрастания

СТАТИСТИЧЕСКИЙ РЯД – наблюдения, представленные в сгруппированном виде

ИНТЕРВАЛЬНАЯ ТАБЛИЦА – статистический ряд для переменных непрерывного типа

ЧАСТОТА – это количество наблюдений, соответствующих данному наблюдению в сгруппированном ряду для дискретной переменной , или число наблюдений , попавших в заданный интервал в интервальной таблице, для переменных непрерывного типа

ЧАСТОСТЬ ( относительная частота) – значение частоты, деленной на объем выборки

ЭМПИРИЧЕСКОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ – распределение частот в сгруппированном ряду для полученной выборки

ГИСТОГРАММА – графическое представление эмпирического распределения для переменной непрерывного типа

ПОЛИГОН – графическое представление эмпирического распределения, полученного для переменной дискретного типа

КУМУЛЯТА – графическое представление эмпирической функции распределения

ВЫБОРОЧНОЕ СРЕДНЕЕ – значение, вычисляемое только для количественных данных в виде суммы значений всех наблюдений, деленной на объем выборки

МЕДИАНА – это серединная точка в вариационном ряду, она делит вариационный ряд на две равные по числу членов части

МОДА – наиболее часто встречающееся значение в вариационном ряду

ПРОЦЕНТИЛИ  ( перцентили ) – характеристики, которые делят ряд наблюдений на 100 частей

КВАРТИЛИ – это процентили, которые делят ряд наблюдений на четыре части

НИЖНИЙ КВАРТИЛЬ – это 25-ый процентиль

ВЕРХНИЙ КВАРТИЛЬ – это 75 процентиль

ПЯТЬ БАЗОВЫХ ПОКАЗАТЕЛЕЙ НАБОРА ДАННЫХ – это наименьшее и  наибольшее значения набора данных, нижний и верхний квартили и медиана

ВЫБОРОЧНАЯ ДИСПЕРСИЯ – это сумма квадратов отклонений значений переменной от ее среднего арифметического, деленная на значение, равное объему выборки минус единица

СРЕДНЕЕ КВАДРАТИЧЕСКОЕ ОТКЛОНЕНИЕ (стандартное отклонение) – это корень квадратный из дисперсии

КОЭФФИЦИЕНТ ВАРИАЦИИ – это отношение среднего квадратического отклонения к среднему арифметическому, выраженное в процентах

Тема 2. Понятие о методах статистических выводов

Проблемы статистических выводов традиционно делятся на проблемы оценивания и проверку гипотез. Главное различие между этими двумя проблемами состоит в том, что при оценивании мы должны определить величину параметра или нескольких параметров. В то время как при проверке гипотез мы должны решить: принять или отвергнуть специфическую величину (или ряд специфических величин) параметра или нескольких параметров.

2.2.1. Понятие оценки параметров

В общем виде задача оценки параметров формулируется следующим образом.

Пусть распределение признака Х – генеральной совокупности – задается функцией вероятности 
[image: image1009.wmf])
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 для дискретной случайной величины или плотностью вероятностей 
[image: image1010.wmf])
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 для непрерывной случайной величины, которая содержит неизвестный параметр (.

Для вычисления параметра ( используют выборку 
[image: image1011.wmf]n
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, каждая из которых имеет один и тот же закон распределения, что и признак Х.

Оценкой 
[image: image1012.wmf]n
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 параметра ( называют всякую функцию результатов наблюдений (иначе – статистику), с помощью которой делают вывод о значении параметра (:


[image: image1013.wmf])

,

,

,

(

2

1

n

n

n

x

x

x

K

q

=

q

.

Так как 
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 – случайные величины, то и оценка 
[image: image1015.wmf]n
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 является случайной величиной, которая зависит от закона распределения и объема выборки n. Оцениваемый параметр ( является постоянной величиной.

Всегда существует множество функций от результатов наблюдений 
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x

x

x

,

,

,

2

1

K

, которые можно предложить в качестве оценки параметра (. Например, для математического ожидания в качестве оценки 
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 по выборке можно взять среднюю арифметическую результатов наблюдений 
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 и т. д.

Какими свойствами должна обладать оценка 
[image: image1021.wmf]n
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?

Так как 
[image: image1022.wmf]n
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 – случайная величина, то невозможно предсказать индивидуальное значение оценки в данном частном случае. Поэтому о качестве оценки следует судить не по ее индивидуальным значениям, а по распределению ее значений при достаточно большом числе испытаний, т. е. по выборочному распределению оценки.

2.2.2. Наиболее важные свойства оценок

Оценка 
[image: image1023.wmf]n
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 параметра ( называется несмещенной, если ее математическое ожидание равно оцениваемому параметру, т. е.
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В противном случае оценка называется смещенной. Если это равенство не выполняется, то оценка 
[image: image1025.wmf]n
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, полученная по разным выборкам, будет либо завышать (, если 
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, либо занижать его, если 
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. Таким образом, требование несмещенности гарантирует отсутствие систематических ошибок при оценивании.

Являются ли оценки математического ожидания ( и дисперсии 
[image: image1028.wmf]2
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 несмещенными?

Для матожидания оценкой, полученной по выборке, является среднее арифметическое 
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что говорит о том, что 
[image: image1031.wmf]Х

 – несмещенная оценка для матожидания. 

Для дисперсии 
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 оценкой, полученной по выборке, является 
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так как в случае независимых и одинаково распределенных с дисперсией 
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 наблюдений 
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(см. свойства дисперсии, с. 85).

Для устранения смещения в оценке дисперсии достаточно оценку 
[image: image1039.wmf]2

S

 домножить на 
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, тогда несмещенной оценкой генеральной дисперсии будет выборочная дисперсия 
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Коэффициент 
[image: image1042.wmf]1
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 особенно важен для выборок малого объема.

Для оценок важными являются еще свойства состоятельности и эффективности, определения которых приводятся ниже.

Оценка 
[image: image1043.wmf]n
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 параметра ( называется состоятельной, если она удовлетворяет закону больших чисел, т. е. сходится по вероятности к оцениваемому параметру
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Если оценка состоятельна, то практически достоверно, что при достаточно большом  n   
[image: image1046.wmf]q
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Несмещенная оценка 
[image: image1047.wmf]n
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 параметра ( является эффективной, если она имеет наименьшую дисперсию среди всех возможных несмещенных оценок параметра (, вычисленных по выборкам одного и того же объема n. Так как для несмещенной оценки 
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, то эффективность является решающим свойством, определяющим качество оценки.

В качестве статистических оценок параметров генеральной совокупности желательно использовать оценки, удовлетворяющие одновременно требованиям несмещенности, состоятельности и эффективности. 

Для случайной величины Х, распределенной по нормальному закону, среднее арифметическое 
[image: image1050.wmf]X

 является несмещенной, состоятельной и эффективной оценкой для математического ожидания. 

Однако на практике не всегда оценки удовлетворяют всем трем требованиям. Может оказаться, что даже если эффективная оценка существует, то формулы для ее вычисления оказываются слишком сложными, и тогда используют оценку, дисперсия которой несколько больше. Иногда, в интересах простоты расчетов, применяются незначительно смещенные оценки. Выбору оценки всегда должно предшествовать ее критическое рассмотрение.

2.2.3. Понятие о точечной оценке

Выборочная характеристика, используемая в качестве приближенного значения неизвестной генеральной характеристики, называется ее точечной статистической оценкой.

«Точечная» означает, что оценка представляет собой число или точку на числовой оси. 

Точечные оценки могут быть получены с использованием метода моментов, метода максимального правдоподобия и метода наименьших квадратов. 

Метод моментов состоит в том, что выборочные моменты приравниваются к теоретическим моментам распределения.

Метод максимального правдоподобия

Основу метода составляет функция правдоподобия, выражающая плотность вероятности совместного появления результатов выборки 
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Согласно методу максимального правдоподобия в качестве оценки неизвестного параметра ( принимается такое значение 
[image: image1053.wmf]n
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, которое максимизирует функцию L.

Нахождение оценки 
[image: image1054.wmf]n
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 упрощается, если максимизировать не саму функцию L, а 
[image: image1055.wmf]L
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, так как максимум обеих функций достигается при одном значении (.

Для отыскания оценки параметра (  необходимо решить систему уравнений правдоподобия, получаемую приравниванием производных по параметру нулю:
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ln

=

q

d

L

d

,

а затем отобрать то решение, которое обращает функцию 
[image: image1057.wmf]L
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 в максимум.

Метод наименьших квадратов

Метод наименьших квадратов является частным случаем метода максимального правдоподобия и заключается в том, что оценка определяется из условия минимизации суммы квадратов отклонений выборочных данных от определяемой оценки.

Оценка 
[image: image1058.wmf]n
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 определяется из условия минимизации суммы
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Метод наименьших квадратов получил широкое применение в практике, так как хорошо разработан в плане вычислительной реализации.

2.2.4. Понятие об интервальных оценках

Вычисляя на основании результатов наблюдений точечную оценку 
[image: image1060.wmf]q

 неизвестного генерального параметра (, мы понимаем, что оценка 
[image: image1061.wmf]q

 является приближенным значением (. Если для большого объема выборки точность приближения бывает достаточной, то для выборок малого объема вопрос о точности оценок очень важен. В математической статистике он решается следующим образом. 

По выборке находится точечная оценка 
[image: image1062.wmf]n
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 неизвестного (. Затем задаются вероятностью 
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(2.32)

Из приводимых соотношений видно, что абсолютная погрешность оценки 
[image: image1067.wmf]n
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 не превосходит числа (. Это утверждение верно с вероятностью 
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. Число ( называется точностью оценки 
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Числа 
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 называются доверительными границами, интервал (
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) – доверительным интервалом.

Вероятность 
[image: image1074.wmf]a

-

=

1

P

 называется доверительной вероятностью, или надежностью интервальной оценки. Величина ( называется уровнем значимости. Доверительные границы могут изменяться при изменении объема выборки, кроме того, они могут изменяться при изменении вероятности 
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. При этом чем шире интервал, тем точность оценивания хуже. Генеральная характеристика ( – постоянная величина.

Соотношение (2.32) следует читать так: вероятность того, что 
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 накроет характеристику (, равна 
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На рис. 2.9 друг над другом изображены доверительные интервалы для параметра (, построенные для разных выборок; центры интервалов – это выборочные значения оценки 
[image: image1079.wmf]n
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.

Надежность принято выбирать равной 0.95, 0.99, 0.999, соответственно уровень значимости ( = 0.05, 0.01, 0.001. В приведенном соотношении (2.32) доверительные границы симметричны относительно точечной оценки 
[image: image1080.wmf]n
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. Рассмотренные доверительные интервалы являются двусторонними. На практике не всегда доверительные интервалы являются симметричными, кроме того, не всегда являются двусторонними. В этом случае они называются односторонними. 
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Рис. 2.9

2.2.5. Построение доверительного интервала 
для генерального среднего

Пусть Х – случайная величина, имеющая нормальный закон распределения с параметрами (, (, т. е. 
[image: image1082.wmf])
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. Будем предполагать, что наблюдения над этой величиной независимы и проводятся в одинаковых условиях, т. е. возможные результаты 
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 этих наблюдений обладают следующими свойствами:

· 
[image: image1084.wmf]n
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 – независимые случайные величины;

· закон распределения любой из величин 
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 совпадает с законом распределения величины Х, т. е. 
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2.2.6. Интервальная оценка математического ожидания 
нормального распределения при известной дисперсии

Как результат центральной предельной теоремы следующая 
Z-формула используется в данном случае
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откуда имеем
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Так как выборочное среднее может быть больше или меньше, чем генеральный параметр, то предыдущее выражение берется в следующей форме:


[image: image1089.wmf]n

Z

X

s

±

. 





(2.35)

Отсюда получаем доверительный интервал в виде
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где   ( – уровень значимости, изображаемый площадью под кривой нормального распределения вне площади, соответствующей доверительной вероятности;
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 – площадь под кривой нормального распределения на правом и на левом хвостах распределения (рис. 2.10).
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Рис. 2.10

Уровень значимости ( используется, чтобы определить положение Z, значение которого определяется из таблицы функции Лапласа (см. Приложение, табл. I).

Если мы хотим определить 95 %-й доверительный интервал для (, то это означает, что из ста интервалов, построенных по случайным выборкам, взятым из генеральной совокупности, 95 интервалов будут накрывать генеральный параметр (, а 5 интервалов – нет.

В данном случае формула в виде вероятностного утверждения имеет вид
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Откуда 
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Распределение выборочного среднего для вероятности 0,95 имеет вид (рис. 2.11)
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Рис. 2.11

Пример. Случайная величина Х распределена по 
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Решение
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Доверительный интервал имеет вид
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Точность оценивания 
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Окончательно имеем
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Примечание. Приводимая формула Z для выборочных средних может быть использована для выборок большого размера, несмотря на форму генерального распределения. 

Эта же формула используется для выборок малого размера, если генеральная совокупность нормально распределена и генеральное ( известно.

2.2.7. Доверительный интервал для оценки генерального 
среднего, если неизвестно (
Если генеральное среднеквадратическое отклонение неизвестно, то вместо него используют выборочное среднеквадратическое отклонение S. 

В случае, если объем выборки большой (n > 30), выборочное стандартное отклонение S является хорошей оценкой генерального стандартного отклонения (, и доверительный интервал для оценки математического ожидания (, если ( не известна и объем выборки большой, имеет вид
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Если имеем выборку малого объема, то, несмотря на то, что генеральная совокупность распределена по нормальному закону, приведенную выше формулу использовать нельзя. В этом случае выражение
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не дает нормального распределения для выборок малого объема, если даже генеральная совокупность распределена по нормальному закону, потому что генеральное стандартное отклонение неизвестно.

Вводится t-статистика для выборочного среднего:
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Когда генеральное стандартное отклонение неизвестно, выборка малого объема и генеральное распределение является нормальным, статистика t имеет распределение Стьюдента.

Распределение Стьюдента, или t-распределение, является на самом деле серией распределений, так как каждый объем выборки дает свое распределение. На рис. 2.12 представлены два t-распределения для разных объемов выборки и одно нормальное распределение.
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Рис. 2.12

Для определения доверительного интервала для генерального среднего, когда ( неизвестно и генеральная совокупность распределена по нормальному закону для выборок малого объема (n < 30), используется t-статистика.

Доверительный интервал в этом случае имеет вид
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где   ( – уровень значимости;
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 – число степеней свободы.

Под числом степеней свободы понимается количество значений варьирования наблюдений, которые могут принимать «произвольные» значения, не изменяя общего уровня, около которого эти значения варьируют.

Пример. Необходимо вычислить среднее арифметическое по следующим наблюдениям:

	0,24
	0,02
	0,01
	0,22
	0,04
	0,14
	0,18;
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Если перед нами поставлена задача произвольно отобрать еще одну совокупность таких же 7-ми значений, не изменяя при этом вычисленного уровня (т. е. 
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Значение 
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 определяется по таблице t-распределения Стьюдента. Если должен быть вычислен, например, 90 %-й доверительный интервал, то общая площадь на двух концах распределения составляет 10 %. Таким образом, уровень значимости 
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 (рис. 2.13).
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Рис. 2.13

Таблица t-распределения Стьюдента представляет собой значения переменной t для соответствующего числа степеней свободы и уровня значимости 
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 (см. табл. III Приложения).

Пример. Значение t находится на пересечении соответствующего числа степеней свободы и уровня значимости. Если определяется 90 %-й доверительный интервал по выборке объема 
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Таблица 2.7

	Число 
степеней 
свободы
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Примечание. Данная таблица составлена для двусторонней критической области, что будет соответствовать доверительной вероятности 
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Пример. Определить 90 %-й доверительный интервал для генерального среднего по выборке объема 
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Решение

Значение
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Примечание. Кроме указанной выше таблицы, существуют таблицы для односторонней критической области, для которой 
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При интервальном оценивании генерального среднего ( возможно решение следующих проблем:

– определение точности оценивания (;

– определение объема выборки, необходимого для достижения необходимой точности;

– определение доверительного интервала (.

Точность оценивания определяется в виде:

· 
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 – для выборок из нормального распределения генеральной совокупности, несмотря на объем выборки, если известно (;
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 – для выборок большого объема, если неизвестно ( (выборки могут быть необязательно из нормально распределенной совокупности);

· 
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 – для выборок из нормально распределенной совокупности, выборки малого объема и ( неизвестно. Соответственно объем выборки определяется по формулам:
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2.2.8. Частость как точечная оценка вероятности события

Обозначим через р неизвестную вероятность появления случайного события А в единичном испытании. 

Приближенное значение 
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где   
[image: image1153.wmf]Ù

p

– частость появления события А в n испытаниях;

m – число появления события А в n испытаниях.

Серия независимых испытаний, в каждом из которых событие А происходит с вероятностью 
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, является последовательностью испытаний Бернулли.

Теорема. Пусть m – число наступлений события А в n независимых испытаниях, р – вероятность наступления события А в каждом из испытаний. Тогда 
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 – состоятельная, несмещенная и эффективная оценка вероятности р.

2.2.9. Интервальная оценка вероятности события

«Хорошей» точечной оценкой вероятности р события А является частость 
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, где n – общее число испытаний, а событие А может произойти с вероятностью р или не произойти с вероятностью 
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 (последовательность испытаний Бернулли).

Интервальная оценка для р задается в виде
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где 
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 – границы интервала для вероятности р, отвечающие надежности 
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Интервальная оценка зависит от объема выборки n.

2.2.10. Интервальная оценка вероятности для большого числа испытаний Бернулли

Так как А – случайное событие, то m – число появлений А в n испытаниях – тоже случайно.

При выполнении условий (грубых), что n порядка нескольких десятков, а 
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При делении m на n его распределение не изменяется, изменяются только его параметры. Поэтому при большом n распределение частости 
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и дисперсией


[image: image1165.wmf]n

pq

npq

n

m

D

n

n

m

D

p

D

=

=

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

2

2

1

)

(

1

. 

(2.46)

Таким образом, при большом числе n испытаний Бернулли 
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 и распределение величины 
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 близко к нормальному с нулевым математическим ожиданием и нулевой дисперсией.

Из условия
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определяются границы в виде
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Отсюда получается, что частость 
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Пример. Событие А в серии из 
[image: image1173.wmf]100

=

n

 испытаний Бернулли произошло 
[image: image1174.wmf]78

=

m

 раз. Найти интервальную оценку для вероятности р события А с надежностью 0.9.

Решение. Точечная оценка 
[image: image1175.wmf]78

.

0

100

/

78

=

=

Ù

p

 для 
[image: image1176.wmf]9

.

0

=

P

; 
[image: image1177.wmf]64

.

1

2

/

=

a

Z

;


[image: image1178.wmf]068

.

0

100

/

22

.

0

78

.

0

64

.

1

=

×

=

e

;


[image: image1179.wmf]71

.

0

068

.

0

78

.

0

1

=

-

=

p

; 
[image: image1180.wmf]848

.

0

068

.

0

78

.

0

2

=

+

=

p

.

2.2.11. Интервальная оценка вероятности 
при малом числе n испытаний Бернулли

Законом распределения числа Х события А в n испытаниях в данном случае является биномиальный закон распределения, т. е. вероятность 
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При доверительной вероятности 
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Так как при 
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где 
[image: image1191.wmf]m
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 – фактическое число элементов выборки, обладающих интересующим признаком.

Решение таких уравнений упрощается, если использовать таблицы для нахождения 
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 и 
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 по заданным n, 
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Таблица 2.8

Доверительные границы 
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 для параметра р при 
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	n-m
	1
	2
	3
	4
	5
	[image: image1553.wmf] 

 

6
	7
	8
	9
	10

	0
	0,975
	842
	708
	602
	522
	459
	410
	369
	336
	308

	
	000
	000
	000
	000
	000
	000
	000
	000
	000
	000

	1
	987
	906
	806
	716
	641
	579
	527
	483
	445
	413

	
	013
	008
	006
	005
	004
	004
	003
	003
	003
	002

	2
	992
	932
	853
	777
	710
	651
	600
	556
	518
	484

	
	094
	068
	053
	043
	037
	032
	028
	025
	023
	021

	3
	994
	947
	882
	816
	755
	701
	652
	610
	572
	538

	
	194
	147
	118
	099
	085
	075
	067
	060
	055
	050

	4
	995
	957
	901
	843
	788
	738
	692
	651
	614
	581

	
	284
	223
	184
	157
	137
	122
	109
	099
	091
	084


Пример. В пяти испытаниях Бернулли событие А произошло три раза. Найти с надежностью 0.95 интервальную оценку вероятности р появления события А в одном испытании.

Решение. Имеем 
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2.2.12. Задание для самостоятельной работы

1. Определить 99 %-й доверительный интервал для выборки объема 
[image: image1204.wmf]110
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 со средним арифметическим, равным 85.5, и 
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Ответ: (80.75; 90.25).

2. Предположим, что Х нормально распределена. Используйте следующую информацию, чтобы определить 90 %-й доверительный интервал для математического ожидания:

313    320   319   340   325   310   321   329   317   311   307   318.

Определить ошибку оценивания.

Ответ: (313.376; 324.956); 5.79.

Определить 99 %-й доверительный интервал. 

Ответ: (309.9676; 328.3644).

Определить ошибку оценивания.

Ответ: 9.1984.

Сравнить ширину 90 %-го интервала и 99 %-го интервала.

Сделать вывод, какая из оценок хуже.

3. Может ли исследователь использовать 100 %-й доверительный интервал? Объясните.

4. Исследователь по маркетингу утверждает, что имеет 95 %-й доверительный интервал средней стоимости ежемесячной торговли продуктами ($ 70.000, $ 200.000). Объясните, что означает это утверждение.

5. Предположим, что менеджер по поставке краски хотел оценить точное количество краски, содержащейся в one-gallon канистре. Из технических условий производителя известно, что стандартное отклонение количества краски равняется 0.02 gallon.

По выборке из 50-ти канистр определено среднее количество краски на каждую one-gallon канистру, равное 0.995 gallon.

Построить 99 %-й доверительный интервал для оценки генерального среднего количества краски, находящегося  в one-gallon канистре.

Ответ: (0.987, 1.0022).

Основываясь на Ваших результатах, думаете ли Вы, что владелец склада имеет право жаловаться на изготовителя? Объясните.

6. Определить необходимый объем выборки для интервального оценивания математического ожидания, если известно, что генеральное среднеквадратическое отклонение равно 1.9, ошибка оценивания равна 0.7, доверительная вероятность равна 0.95.

Ответ: 28. 

7. Какие факторы влияют на повышение точности интервального оценивания? Объясните.

2.2.13. Проверка гипотез

Одним из наиболее важных статистических приемов при принятии решений является проверка гипотез. Она используется, когда необходим обоснованный вывод о преимуществах того или иного способа инвестиций, измерений, технологического процесса, эффективности нового метода обучения, лечения, управления и т. д.

Статистической гипотезой называется любое предположение о виде или параметрах неизвестного закона распределения.

Например, задачи на проверку гипотез могут формулироваться следующим образом:

– Инженер должен решить на основании выборочных данных, является ли генеральное среднее продолжительности службы определенного вида шин равным 22000 км.

– Производитель лекарств должен решить на основании выборки, выздоравливают ли 90 % пациентов, если они принимают новое лекарство от данной болезни.

– Агроном должен решить на основании эксперимента, дает ли данное удобрение более высокий урожай по сравнению с другими.

Эти проблемы могут быть решены, если они будут переведены на язык проверки гипотез.

Большинство статистических гипотез касается параметров распределения. Так, в первом случае инженер должен проверить гипотезу о том, что параметр ( экспоненциального распределения по крайней мере 22000 км.

Во втором примере производитель лекарств должен решить, является ли параметр ( биномиального распределения равным 0.9.

В третьем случае агроном должен решить, что 
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 – генеральные средние двух нормально распределенных совокупностей.

В каждом случае должно предполагаться, что указанные распределения правильно описывают экспериментальные данные.

Кроме проверки гипотез о параметрах, могут проверяться гипотезы о виде распределения.

Так, в первом примере инженер может решить вопрос о том, действительно ли выборка, по которой он хочет сделать вывод, является выборкой из экспоненциально распределенной генеральной совокупности.

Проверка гипотез предполагает выполнение определенных шагов.

Первый шаг – это установление нулевой гипотезы Н0 и альтернативной (конкурирующей) Н1. Нулевая Н0 и альтернативная гипотезы устанавливаются в противоположность друг другу.

Нулевая гипотеза формулируется в отрицании различий. Так, в ранее приведенных примерах

– в первом случае Н0 : 
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– во втором случае Н0 : 
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– в третьем случае Н0 : 
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Альтернативная гипотеза 

– для первого случая может быть

Н1 : 
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– для второго случая

Н1 : 
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– для третьего случая

Н1 : 
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Если гипотезы Н0  или Н1 полностью определяют значение параметра равным (0 или (1, то они называются простыми. 

В этом случае они формулируются следующим образом: Н0 : ( = (0; Н1 : ( = (1.

Если гипотезы не полностью определяют параметры распределения, то они называются сложными (см. гипотезы Н1 в приведенных выше случаях).

Проверка статистических гипотез – это использование ряда правил для решения: принять нулевую гипотезу или отвергнуть в пользу альтернативной гипотезы Н1.

Проверка гипотез включает следующие шаги.

1. Располагая выборочными данными 
[image: image1221.wmf]n
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 и руководствуясь конкретными условиями рассматриваемой задачи, формулируют гипотезу Н0 и конкурирующую гипотезу Н1.

Например, если нулевая гипотеза такова: 

Н0: математическое ожидание 
[image: image1222.wmf]5
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, Н1 может быть сформулирована следующим образом:

Н1: а) 
[image: image1223.wmf]5

<

m

 или 
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2. Задаются вероятностью (, которую называют уровнем значимости. Решение о том, можно ли считать высказывание Н0 справедливым для генеральной совокупности, принимается по выборочным данным, т. е. по ограниченному ряду наблюдений, следовательно, это решение может быть ошибочным. При этом может иметь место ошибка двух родов (табл. 2.9):

– отвергают гипотезу Н0 и принимают гипотезу Н1, тогда как на самом деле гипотеза Н0 верна; это ошибка первого рода;

– принимают гипотезу Н0, тогда как верна гипотеза Н1; это ошибка второго рода.

Уровень значимости ( – это вероятность ошибки 1-го рода. Вероятность ( задается заранее некоторыми стандартными значениями: 0.05; 0.01; 0.005; 0.001.

Вероятность ошибки 2-го рода обозначается (. Зная (, можно определить (.

Таблица 2.9

	Решение, принимаемое об Н0 по выборке
	Гипотеза Н0 отвергается, принимается Н1
	Гипотеза Н0 
принимается

	Гипотеза Н0 верна
	Ошибка 1-го рода, 
ее вероятность (
	Правильное решение, его вероятность 1 – (

	Гипотеза Н0 неверна, верна Н1
	Правильное решение, его вероятность 1 – ( 
	Ошибка 2-го рода, 
его вероятность (


3. Установление решающего правила.

Для этого используется статистика 
[image: image1226.wmf])
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, полученная по выборке, точное или приближенное распределение которой известно.

Устанавливается правило, по которому гипотеза Н0 отвергается или принимается. Это правило называется статистическим критерием.

Построение критерия начинается с выбора такого множества на действительной прямой, что если значение статистики принадлежит этому множеству, то принимается гипотеза Н0 и тем самым отвергается Н1. Такое множество называется множеством принятия гипотезы Н0.

Дополнительное множество к множеству принятия нулевой гипотезы называется множеством отклонения нулевой гипотезы, или критическим множеством.

Уровень значимости ( определяет «размер» критической области. Размер критической области определяет также и ошибку 2-го рода (. Очевидно желание сделать как угодно малыми и (, и (. Однако, при фиксированном объеме выборки можно сделать как угодно малой только одну из величин – или (, или (, уменьшение одной сопряжено с неизбежным увеличением другой. Положение критической области на действительной прямой зависит от формулировки гипотезы Н1.

На рис. 2.14 показано расположение критической области (под заштрихованной фигурой) для различных альтернативных гипотез.

Здесь 
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 – плотность распределения статистики критерия Т при условии, что верна гипотеза Н0.
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Рис. 2.14

В случаях а и б критерий называется односторонним. В случае в двусторонним. Хотя по своему назначению и по характеру решаемых задач статистические критерии очень разнообразны, их объединяет общность логической схемы, по которой они строятся и применяются.

Кратко эту схему можно описать следующим образом:

1. Выдвигаются гипотезы Н0 и Н1.

2. Задается уровень значимости (.

3. Выбирается статистика критерия Т для проверки гипотезы Н0 против Н1.

4. Определяется распределение статистики Т при условии, что верна Н0.

5. Исходя из распределения статистики Т и формулировки гипотезы Н1, определяется критическая область, обычно она определяется одним из неравенств 
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 или совокупностью неравенств 
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6. По имеющимся данным наблюдений вычисляется значение 
[image: image1235.wmf]*
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 статистики Т.

7. Принимается статистическое решение с использованием пункта 5.

Если 
[image: image1236.wmf]*
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 принадлежит критической области, то Н0 отвергается.

Если 
[image: image1237.wmf]*
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 не принадлежит критической области, то Н0 принимается.

Одной из наиболее часто встречающихся задач проверки гипотез является задача о проверке гипотезы относительно генерального среднего.

Задача формируется, например, следующим образом. Исследователь заинтересован в определении того, что установленное (генеральное) среднее  (  для выпускаемой продукции все еще является таковым. По имеющимся выборочным данным он получает среднее арифметическое 
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. При этом альтернативная гипотеза Н1 может быть сформулирована в виде
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 – двусторонняя гипотеза;
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 – левосторонняя гипотеза;


[image: image1242.wmf]m
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 – правосторонняя гипотеза.

Критерии значимости для проверки гипотез о генеральном среднем приведены в табл. 2.10.

Таблица 2.10

Критерии значимости для проверки гипотез 
о генеральном среднем

	Предполо-жения
	Статистика 
критерия
	Область принятия гипотезы 
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	1. Выборка из нормальной генеральной совокупности с известной 
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	2. Выборка из нормальной генеральной совокупности с неизвестной 
[image: image1252.wmf]2

s


	
[image: image1253.wmf]S

n

X

t

)

(

m

-

=


	
[image: image1254.wmf]1

,

2

1

|

|

-

a

-

<

n

t

t


	
[image: image1255.wmf]1

,

1

-

a

-

<

n

t

t


	
[image: image1256.wmf]1

,

-

a

>

n

t

t



	3. Выборка из произвольной совокупности большого 
объема
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Здесь n – объем выборки;

( – уровень значимости;
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 – квантиль порядка ( стандартного нормального распределения (см. табл. II Приложения);
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 – квантиль порядка ( стандартного распределения Стьюдента с 
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 степенями свободы (см. табл. III Приложения).

Пример. Пусть необходимо проверить нулевую гипотезу 
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. Распределение исследуемого признака можно считать нормальным; генеральная дисперсия 
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Решение. Область принятия 
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 при двусторонней альтернативе определяется неравенством (см. табл. 2.11)
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где статистика критерия
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Так как 
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 не противоречит имеющимся данным.

2.2.14. Гипотеза о равенстве двух средних

Предполагается, что случайные величины Х и Y имеют нормальные законы распределения. При этом 
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Критерии проверки гипотез о равенстве двух средних с учетом этих условий приводятся в табл. 2.11.

Таблица 2.11

Критерии проверки гипотез о равенстве двух средних
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Пример. Произведены две выборки урожая пшеницы: при своевременной уборке и уборке с некоторым опозданием. В первом случае, при наблюдении восьми участков, выборочная средняя урожайность составила 16.2 ц/га, 
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ц/га. Во втором случае, при наблюдении девяти участков, 
[image: image1311.wmf]9

.

13

=

Y

 ц/га, 
[image: image1312.wmf]1

.

2

=

Y

S

 ц/га. На уровне значимости 
[image: image1313.wmf]05

.

0

=

a

 выяснить влияние своевременности уборки урожая на среднее значение урожайности.

Решение 
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Принятие гипотезы 
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 будет означать существенное влияние на урожайность сроков уборки:
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Так как 
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 принимается. Это означает, что для данных выборок сроки уборки не влияют на урожайность, но этот вывод может измениться для выборок большего объема. 

Если гипотезу 
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 принимают, то говорят, что различие выборочных средних Х и Y незначимо и оценка математического ожидания определяется в виде
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2.2.15. Исключение резко выделяющихся наблюдений 
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Необходимо решить вопрос о принадлежности резко выделяющегося наблюдения [image: image1325.wmf]*
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Статистика t имеет распределение Стьюдента с 
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Пример. Имеются следующие данные об урожайности пшеницы на 8-ми опытных участках одинакового размера:

26.5;  26.2;  35.9;  30.1;  32.3;  29.3;  26.1;  25.0.

Есть основание предполагать, что значение урожайности третьего участка ([image: image1336.wmf]9

.

35

=

*

x

) зарегистрировано неверно. Является ли это значение резко выделяющимся для 
[image: image1337.wmf]05

.

0

=

a

?
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 отвергается, т. е. наблюдение 
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 является резко выделяющимся и его следует отбросить.

2.2.16. Проверка гипотезы о равенстве долей признака 
в двух совокупностях

Сравнение долей признака в двух совокупностях – часто встречающаяся на практике задача.

Например, если выборочная доля признака в одной совокупности отличается от такой же доли в другой совокупности, то указывает ли это на то, что наличие признака в одной совокупности действительно вероятнее, или полученное расхождение долей является случайным?

Задача ставится следующим образом. Имеется две совокупности, генеральные доли признака, в которых равны соответственно 
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Для проверки гипотезы 
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 из двух генеральных совокупностей взяты две независимые выборки достаточно большого объема (
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где [image: image1360.wmf]1
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[image: image1361.wmf]2
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 – число элементов в первой и второй выборках, обладающих данным признаком.

При достаточно больших 
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При справедливости гипотезы 
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, поэтому вводится статистика 
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, которая имеет стандартное нормальное распределение 
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Пример. Контрольную работу по высшей математике по индивидуальным вариантам выполняли студенты двух групп первого курса. В 1-й группе было предложено 105 задач, из которых верно решено 60, во второй группе из 140 предложенных задач верно решено 69. На уровне значимости 0.02 проверить гипотезу об отсутствии существенных различий в усвоении учебного материала студентами обеих групп.

Решение
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Оценкой р является 
[image: image1379.wmf]527

.

0

245

129

140

105

69

60

=

=

+

+

=

Ù

p

. Выборочные доли для каждой группы
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2.2.17. р – значение

Иногда более удобно производить другую процедуру, являющуюся в некотором смысле обратной к только что приведенной. А именно: вместо того, чтобы работать с фиксированным уровнем значимости (, можно найти (, соответствующее реализации случайной величины Х. Число (, полученное таким образом, называется р-значением, которое определяет наименьший уровень значимости отверженной гипотезы 
[image: image1387.wmf]0
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Пример. Предположим, что нормальная случайная величина Х, дисперсия которой равна 10, приняла значение 25. Мы хотим проверить гипотезу 
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 отвергает нулевую гипотезу.

С другой стороны, решая относительно р уравнение
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получаем 
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 (см. табл. II Приложения), 
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 может быть отвергнута. С предыдущим выводом это согласуется, так как 
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2.2.18. Понятие мощности критерия

Пусть имеем
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Предположим, что плотность распределения 
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 получена сдвигом вправо по оси Х плотности 
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 (рис. 2.15).
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Рис. 2.15

Таким образом, математическое ожидание 
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В качестве критического множества следует выбрать множество всех точек на числовой прямой, лежащих правее некоторой точки 
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, которая находится из условия, согласно которому при нулевой гипотезе (т. е. при 
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 называется критической точкой.

Таким образом, 
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Предположим, что в действительности имеет место гипотеза 
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Рис. 2.16

Вероятность правильного отклонения нулевой гипотезы 
[image: image1422.wmf]0
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, когда она неверна, называется мощностью критерия. Указанная вероятность обозначается (.

Таким образом, мощность критерия равна вероятности того, что наблюдение попадает в критическую область, когда справедлива гипотеза 
[image: image1423.wmf]1
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Конечно, всегда желательно иметь возможно большую мощность, например, равную 0.9 или 0.95, при заданном уровне значимости (.

Обычно при проверке гипотез уровень значимости ( выбирают достаточно малым, скажем, 0.05 или 0.01. 

Затем для конкретных 
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 вычисляют ошибку второго рода (, которая часто получается значительно больше желаемого значения. В таком случае нужно быть осторожным, отвергая гипотезу 
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, ибо, принимая гипотезу 
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, мы не исключаем возможности того, что на самом деле верна гипотеза 
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На рис. 2.17 х – экспериментальное значение случайной величины Х – принадлежит области принятия гипотезы 
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, поэтому мы отвергаем гипотезу 
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 не так уж мала, тем не менее принимают гипотезу 
[image: image1435.wmf]0

H

 и верят в нее, пока не получат наблюдения, которые заставят отвергнуть ее.
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Рис. 2.17

При фиксированном объеме выборки можно сделать как угодно малой только одну из величин ( или (. В этом случае с уменьшением одной – другая увеличивается. Лишь при увеличении объема выборки можно уменьшить одновременно ( и (.

2.2.19. Задание для самостоятельной работы

1. Дать пример, когда ошибка 1-го рода более важна, чем ошибка 
2-го рода.

2. Дать пример, когда ошибка 2-го рода более важна, чем ошибка 
1-го рода.

3. Дано: 
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– Проверить гипотезу, что 
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– Определить критическую точку.

4. На станке изготавливаются детали с номинальным контролируемым размером 14 мм. Известно, что распределение контролируемого размера является нормальным 
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 мм. В течение суток было отобрано 90 деталей и сделаны замеры контролируемого параметра, средний размер которого оказался 
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. Можно ли считать, что станок изготавливает детали увеличенного размера с уровнем значимости 0.05.

5. Крупная торговая фирма желает открыть в новом районе города филиал. Известно, что фирма будет работать прибыльно, если еженедельный средний доход жителей района превышает 400 марок. Также известно, что дисперсия дохода 
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 марок:

– определить правило принятия решения, с помощью которого, основываясь на выборке n = 100 и уровне значимости 
[image: image1445.wmf]05
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, можно установить, что филиал будет работать прибыльно; 

– определить вероятность того, что при применении правила принятия решения, полученного при ответе на первый вопрос, будет совершена ошибка 2-го рода, если в действительности средний доход за неделю достигает 406 марок.

6. Сравниваются средние доходы фирм Х и У в двух разных, но однотипных отраслях, имеющие нормальное распределение с 
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 млн дол. В первой отрасли по выборке из 20-ти фирм получен средний доход 
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 млн дол., а во 2-й (по выборке из 25-ти фирм) получен средний доход 
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 млн дол. Есть ли основание отклонить гипотезу 
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7. Для проверки эффективности новой технологии отобраны две группы рабочих: в 1-й группе численностью 
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 человек, где применялась новая технология, выборочная средняя выработка составила 
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 (изделий), во 2-й группе численностью 
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 изделий. Предварительно установлено, что дисперсии выработки в группах равны соответственно 
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. На уровне значимости 
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 выяснить влияние новой технологии на среднюю производительность.

Тема 3. Корреляция. 
Коэффициенты корреляции Пирсона и Спирмена

До сих пор статистические методы касались одной случайной переменной и ее распределения.

Однако многие проблемы в статистике касаются нескольких переменных. Во многих проблемах несколько переменных изучаются с целью установления их взаимосвязи или определения корреляции между ними.

Две случайные величины – Х и Y – находятся в корреляционной зависимости, если каждому значению любой из них соответствует определенное распределение другой величины.

Чтобы определить корреляцию между двумя случайными величинами (Х и Y), необходимо иметь две случайные выборки, одна из которых соответствует Х, другая – Y.

Например, при анализе торговли ковровыми покрытиями было обнаружено изменение цен в % и соответствующие изменения в продаже. В результате имеем

	Х %
	5
	7
	14
	8
	10
	12
	16
	9

	Y %
	14
	19
	8
	10
	9
	11
	4
	12


Взаимосвязь между этими случайными величинами можно проанализировать с использованием диаграммы рассеивания. С помощью этой диаграммы можно установить, есть ли связь между переменными и какого она вида. Для представленных данных диаграмма рассеивания имеет вид (рис. 2.18):
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Рис. 2.18

Анализ этой диаграммы показывает, что при увеличении цен продажа имеет тенденцию к снижению. Более того, можно грубо оценить, что этот спад идет по прямой.

Взаимосвязь между переменными Х и Y можно представить следующими диаграммами:

	
[image: image1460.emf]Y X


а
	
[image: image1461.emf]Y X


b
	
[image: image1462.emf]Y X


c

	
[image: image1463.emf]Y X


d
	
[image: image1464.emf]Y X


e
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Взаимосвязь между Х и Y, представленная на этих рисунках, классифицируется как:

а – слабая положительная линейная;

b – слабая отрицательная линейная (когда с возрастанием одной переменной другая убывает);

с – отсутствие связи;

d – сильная положительная линейная;

е – сильная отрицательная линейная;

f – нелинейная связь.

Примечание. Точка данных на диаграмме рассеяния представляет собой выброс (резко отклоняющееся значение), если она не соответствует взаимосвязи, присущей остальным данным. Наличие выбросов искажает статистические характеристики, поэтому необходимо проверять исходные данные на наличие выбросов. Если выбросы носят случайный характер, то от них следует избавиться.  Если выбросы все же придется оставить, то следует получать числовые характеристики с учетом выбросов и без них. Выбросы могут искажать корреляцию и указывать на сильную корреляцию, когда ее на самом деле нет, а также могут создать впечатление, что взаимосвязи нет, когда имеется фактически сильная взаимосвязь. Поэтому нужно проверять исходные данные на наличие выбросов.
Для оценки линейной взаимосвязи между двумя случайными переменными Х и Y используется выборочный коэффициент корреляции Пирсона
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(2.56)

где   
[image: image1467.wmf]X

 – среднее арифметическое для Х;


[image: image1468.wmf]Y

 – среднее арифметическое для Y;


[image: image1469.wmf]x

S

 – выборочное среднеквадратическое для Х;


[image: image1470.wmf]y

S

 – выборочное среднеквадратическое для Y;
n – объем выборок.

Коэффициент корреляции Пирсона предполагает, что случайные переменные Х и Y являются непрерывного типа. Кроме того, предполагается, что они распределены по нормальному закону.

Это ограничивает применение коэффициента корреляции.

Существует непараметрический аналог коэффициента корреляции Пирсона – ранговый коэффициент корреляции Спирмена.

Коэффициент ранговой корреляции Спирмена находится по формуле
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(2.57)

где   
[image: image1472.wmf]i

r

 и 
[image: image1473.wmf]i

S

 – ранги i-го объекта по переменным Х, Y;

n – число пар наблюдений.

То есть в данном случае проблема оценки тесноты связи решается с использованием ранжирования или упорядочивания объектов по степени выраженности измеряемых признаков. При этом каждому объекту присваивается определенный номер, называемый рангом. 

Например. Объекту с наименьшим значением признака присваивается ранг 1, следующему за ним – ранг 2 и т. д.

При ранжировании иногда сталкиваются со случаями, когда величина проявления рассматриваемого признака одна и та же для нескольких объектов. В таких случаях объекты называются связанными. Связанным объектам приписываются одинаковые средние ранги.

Например. Если 4 объекта оказались равнозначными в отношении рассматриваемого признака и невозможно определить, какие из следующих рангов (4, 5, 6, 7) приписать этим объектам, то каждому объекту приписывается средний ранг, равный (4+5+6+7)/4 = 5.5.

При наличии связанных рангов ранговый коэффициент корреляции Спирмена вычисляется по формуле
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где   
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[image: image1477.wmf]r

m

, 
[image: image1478.wmf]S

m

 – число групп неразличимых рангов у переменных X и Y;


[image: image1479.wmf]r
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, 
[image: image1480.wmf]S

t

 – число рангов, входящих в группу неразличимых рангов переменных X и Y.

Пример. Десять однородных предприятий были проранжированы по двум признакам – 
[image: image1481.wmf]1

x

 и 
[image: image1482.wmf]2

x

. В итоге имеем следующие выборки: 
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Определить коэффициент корреляции рангов.

Решение. В первой ранжировке имеем четыре группы неразличимых рангов. Во второй ранжировке имеем две таких группы:
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где 
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Используя формулу (2.57), имеем 
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Примечание. Коэффициент корреляции рангов может использоваться для изучения связи между ординальными (порядковыми) переменными, которые еще называются качественными. В отличие от количественных переменных, для которых можно определить, на сколько или во сколько раз проявления одного признака у одного объекта больше (меньше), чем у другого, для качественных признаков этого определить нельзя.

Например. По некоторой дисциплине два студента имеют соответственно оценки «отлично» и «удовлетворительно». В этом случае можно утверждать, что уровень подготовки у первого студента выше, чем у другого, но нельзя сказать, на сколько или во сколько раз. 

2.3.1. Свойства коэффициента корреляции

1. Коэффициент корреляции может принимать значения в интервале от –1 до +1 и равен +1 или –1 тогда, и только тогда, когда все точки диаграммы лежат на прямой линии, т. е. в этом случае имеем функциональную зависимость.

2. Линейные преобразования, сводящиеся к изменению масштаба или начала отсчета случайных величин Х и У, не изменяют значения коэффициента корреляции
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3. Коэффициент корреляции между независимыми случайными величинами Х и Y равен нулю. Обратное утверждение неверно, т. е. из равенства нулю коэффициента корреляции не следует независимость случайных величин Х и Y. Если 
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, то Х и Y называются некоррелированными.

Только в одном случае некоррелированность случайных величин влечет их независимость. Это имеет место, если Х и Y распределены по нормальному закону.

2.3.2. Значимость коэффициента корреляции

Выборочный коэффициент корреляции Пирсона является оценкой генерального коэффициента корреляции 
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В данном случае решается следующий вопрос. Может ли выборочный коэффициент корреляции случайно отличаться от нуля, а в действительности случайные переменные Х и Y – некоррелированы?

Решение этого вопроса дается с помощью распределения вероятностей для выборочного коэффициента корреляции при условии, что генеральный коэффициент корреляции 
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Существует таблица случайных отклонений от нуля произведения 
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 при условии, что 
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 в зависимости от вероятности Р и объема выборки n (табл. 2.12).

Таблица 2.12

Границы случайных отклонений значений 
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	0.99
	0.999
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Р

n
	0.99
	0.999

	10
	2.29
	2.62
	25
	2.47
	3.03

	11
	2.32
	2.68
	30
	2.49
	3.07

	12
	2.35
	2.73
	35
	2.50
	3.10

	13
	2.37
	2.77
	40
	2.51
	3.13

	14
	2.39
	2.81
	45
	2.52
	3.15

	15
	2.40
	2.85
	50
	2.53
	3.16

	16
	2.41
	2.87
	60
	2.536
	3.184

	17
	2.42
	2.90
	70
	2.541
	3.198


Окончание табл. 2.12
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Р

n
	0.99
	0.999

	18
	2.43
	2.92
	80
	2.546
	3.209

	19
	2.44
	2.94
	90
	2.550
	3.219

	20
	2.45
	2.96
	100
	2.553
	3.226

	
	
	
	(
	2.576
	3.291


Если выборочный коэффициент корреляции окажется больше приведенного в таблице граничного значения, то с надежностью Р можно утверждать, что генеральный коэффициент корреляции 
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 отличен от нуля.

При проверке значимости коэффициента корреляции рангов исходят из того, что в случае справедливости нулевой гипотезы об отсутствии корреляционной связи между переменными, при 
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имеет t-распределение Стьюдента с 
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 степенями свободы. Коэффициент корреляции значим на уровне (, если фактически наблюдаемое значение t будет больше критического по абсолютной величине
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где 
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 – табличное значение t-распределения Стьюдента при уровне значимости ( и 
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При интерпретации коэффициента корреляции следует понимать, что: 

– корреляция между двумя случайными величинами может быть вызвана влиянием других факторов, и для объяснения полученных результатов нужно хорошо знать область приложения;

– корреляция как формальное статистическое понятие не вскрывает причинного характера связи, т. е. нельзя указать, какую переменную принимать в качестве причины, а какую – в качестве следствия.

2.3.3. Задание для самостоятельной работы

1. В таблице представлены результаты измерения роста (х) и веса (у) у 12-ти студентов колледжа:

– представить диаграмму рассеивания;

– предположить значение коэффициента корреляции;

– вычислить коэффициент корреляции Пирсона.

	х
	65
	73
	70
	68
	66
	69
	75
	70
	64
	72
	65
	71

	у
	124
	184
	161
	164
	140
	154
	210
	164
	126
	172
	133
	150


Ответ: 
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2. Какую интерпретацию можно дать коэффициенту корреляции между числом автомобильных аварий и возрастом водителей, который равен 
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 (предполагается, что водители имеют по крайней мере по одной аварии).

3. Проверить гипотезу 
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Ответ: 
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 принимается, 
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4. Проверить значимость коэффициента корреляции между переменными Х и У, значение которого 
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Ответ: 
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 отвергается.

5. Два эксперта проранжировали 10 предложенных им проектов реорганизации научно-производственного объединения (НПО) с точки зрения их эффективности. Результаты представлены в виде
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Ответ: 
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Глоссарий 4
СТАТИСТИКОЙ называется функция от результатов наблюдений

ОЦЕНКОЙ называется значение  статистики

ТОЧЕЧНАЯ ОЦЕНКА ПАРАМЕТРА – это оценка генерального параметра, определяемая одним числом

СОСТОЯТЕЛЬНОЙ оценкой генерального параметра является оценка, если при увеличении числа испытаний эта оценка сходится по вероятности к истинному значению параметра

НЕСМЕЩЕННОЙ оценкой  называется оценка, если ее математическое ожидание равно истинному значению генерального параметра

ЭФФЕКТИВНОЙ оценкой называется оценка, которая имеет наименьшую дисперсию по сравнению с другими оценками.

ИНТЕРВАЛЬНАЯ ОЦЕНКОЙ генерального параметра называется интервал, который с заданной вероятностью накрывает неизвестное значение параметра.

ДОВЕРИТЕЛЬНЫМ ИНТЕРВАЛОМ для генерального параметра называется интервал, накрывающий истинное значение параметра с заданной ДОВЕРИТЕЛЬНОЙ вероятностью.

СТАТИСТИЧЕСКОЙ ГИПОТЕЗОЙ называется любое предположение о виде или параметрах неизвестного закона распределения

НУЛЕВАЯ ГИПОТЕЗА – это проверяемая гипотеза

КОНКУРИРУЮЩАЯ или АЛЬТЕРНАТИВНАЯ ГИПОТЕЗА– это гипотеза, являющаяся логическим отрицанием нулевой гипотезы 

СТАТИСТИЧЕСКИЙ КРИТЕРИЙ – это правило, по которому нулевая гипотеза принимается или отвергается

КРИТИЧЕСКАЯ ОБЛАСТЬ – это область отклонения нулевой гипотезы

ОБЛАСТЬ ДОПУСТИМЫХ ЗНАЧЕНИЙ – это область принятия нулевой гипотезы

ОШИБКА 1-ГО РОДА – это ошибка принятия нулевой гипотезы в то время, как она верна

ОШИБКА 2-ГО РОДА – это ошибка принятия нулевой гипотезы в то время, как она не верна.

УРОВНЕМ ЗНАЧИМОСТИ  называется вероятность отвергнуть нулевую гипотезу , когда она верна

СТОХАСТИЧЕСКОЙ или СТАТИСТИЧЕСКОЙ зависимостью называется такая зависимость, когда значению одной переменной соответствует условное распределение другой

КОЭФФИЦИЕНТ КОРРЕЛЯЦИИ – это коэффициент, который определяет степень тесноты связи между двумя случайными величинами
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Таблица I
Функция Лапласа 
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	u
	0
	l
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9

	0.0
	0.0000
	0040
	0080
	0120
	0160
	0199
	0239
	0279
	0314
	0359

	0.1
	0398
	0438
	0178
	0517
	0557
	0596
	0616
	0575
	0714
	0753

	0.2
	0793
	0832
	0871
	0910
	0448
	0937
	1026
	1034
	1103
	1141

	0.3
	1179
	1217
	1255
	1293
	1331
	1368
	1405
	1443
	1480
	1517

	0.4
	1554
	1591
	1628.
	1654
	1700
	1736
	1772
	1808
	1841
	1879

	0.5
	1915
	1950
	1985
	2019
	2054
	2088
	2123
	2157
	2190
	2224

	0.6
	2257
	2291
	2324
	2357
	2389
	2422
	2454
	2486
	2517
	2549

	0.7
	2580
	2611
	2642
	2673
	2703
	2734
	2764
	2794
	2823
	2852

	0.8
	2881
	2910
	2939
	2967
	29Э5
	3023
	3051
	3078
	3103
	3133

	0.9
	3159
	3186
	3212
	3238
	3264
	3289
	3315
	3340
	3365
	3389

	1.0
	3413
	3437
	3461
	3485
	3508
	3531
	3554
	3577
	3599
	3621

	1.1
	3643
	ЗС65
	3G86
	3708
	3729
	3749
	3770
	3790
	3810
	3830

	1.2
	3849
	3869
	3883
	3907
	3925
	3944
	3932
	3980
	3997
	4015

	1.3
	 4032
	4049
	4066
	4082
	4039
	4115
	4131
	4147
	4162
	4177

	1.4
	4192
	4207
	4222
	4236
	4251 
	4265
	4279
	4292
	4305
	4319

	1.5
	4332
	4345
	4357
	4370
	4382
	4394
	4406
	4418
	4429
	4441

	1.6
	4452
	4463
	4474
	4184
	4495
	4505
	4515
	4525
	4535
	4545

	1.7
	4554
	4564
	4573
	4582
	4591
	4599
	4608
	4616
	4625
	4633

	1.8
	4641
	4019
	4656
	4654
	4671
	4673
	4636
	4693
	4699
	4706

	1.9
	4713
	4719
	4726
	4732
	4738
	4744
	4750
	4756
	4761
	4767

	2.0
	47725
	47778
	47831
	47882
	47932
	47981
	48030
	48077
	48124
	481699

	2.1
	48214
	48257
	48300
	48341
	48582
	48422
	48461
	48500
	48537
	48574

	2.2
	48610
	48645
	48679
	48713
	48746
	48778
	48809
	48840
	48870
	48899

	2.3
	48928
	48956
	48983
	49010
	49036
	490S1
	49086
	49111
	49135
	49158

	2.4
	49180
	49202
	49224
	49245
	49266
	49286
	49305
	49324
	49343
	49361

	2.5
	49379
	49396
	49413
	49430
	49446
	49461
	49477
	49492
	49506
	49520

	2.6
	49534
	49547
	49560
	49573
	49585
	49397
	49609
	49621
	49532
	49643

	2.7
	49653
	49664
	49674
	49683
	49693
	49702
	49711
	49720
	49728
	49733

	2.8
	49744
	49752
	49760
	49767
	49774
	49781
	49788
	49795
	49801
	49807

	2.9
	49813
	49519
	49825
	49831
	49836
	49841
	49846
	49851
	49856
	49861

	3
	0.49865
	49903
	49931
	49952
	49966
	49977
	49984
	49939
	49993
	49995

	4.0
	0.499968


Таблица II

Функция распределения нормированного 
нормального распределения 
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	x
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9

	0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

1.6

1.7

1.8

1.9

2.0

2.1

2.2

2.3

2.4

2.5

2.6

2.7

2.8

2.9

3.0

3.1

3.2

3.3

3.4

3.5

3.6

3.7

3.8

3.9

4.0
	0,50000  50399   50798  51197  51595  51994  52392  52790  53188  53586

53983     54380   54776  5172    55567  55962  56356  56749  57142  57535

57926    58317    58706  59095  59483  59871  60257  60642  61026  61409

61791    62172    62552  62930  63307  63683  64058  64431  64803  65173

65542    65910    66276  66640  67003  67364  67724  68082  68439  68793  

69146    69497    69847  70194  70540  70884  71226  71566  71904  72240  

72575    72907    73237  73565  73891  74215  74537  74857  75175  75490  

75804    76115    76424  76730  77035  77337  77637  77935  78230  78524  

78814    79103    79389  79673  79955  80234  80511  80785  81057  81327  

81594    81859    82121  82381  82639  82894  83147  83398  83646  83891  

84134    84375    84614  84850  85083  85314  85543  85769  85993  86214  

86433    86650    86864  87076  87286  87493  87698  87900  88100  88298  

88493    88686    88877  89065  89251  89435  89617  89796  89973  90147  

90320    90490    90658  90824  90988  91149  91308  91466  91621  91774  

91924    92073    92220  92364  92507  92647  92786  92922  93056  93189  

93319    93448    93574  93699  93822  93943  94062  94179  94295  94408  

94520    94630    94738  94845  94950  95053  95154  95254  95352  95449  

95543    95637    95728  95818  95907  95994  96080  96164  96246  96327  

96407    96485    96562  96638  96712  96784  96856  96926  96995  97062  

97128    97193    97257  97320  97381  97441  97500  97558  97615  97670  

97725    97778    97831  97882  97932  97982  98030  98077  98124  98169  

98214    98257    98300  98341  98382  98422  98461  98500  98537  98574  

98610    98645    98679  98713  98745  98778  98609  98840  98870  98899  

98928    98956    98983  99010  99036  99061  99066  99111  99134  99158  

99180    99202    99224  99245  99266  99286  99305  99324  09343  99361  

99379    99396    99413  99430  99446  99461  99477  99492  99500  99520  

99534    99547    99560  99573  99585  99598  90609  99621  99632  99648  

99653    99664    99674  99683  99693  99702  99711  99720  99728  99736  

99744    99752    99760  99767  99774  99781  99788  99795  99801  99807

99813    99819    99825  99831  99836  99841  99846  99851  99856  99861  

99865    99869    99874  99878  99882  99885  99889  99893  99896  99900  

99903    99906    99910  99913  99916  99918  99921  99924  99926  99929  

99931    99934    99936  99938  99940  99942  99944  99946  99948  99959  

99952    99953    99955  99957  99958  99960  99961  99962  99964  99966  

99966    99968    99969  99970  99971  99972  99973  99974  99975  99976  

99977    99978    99978  99979  99980  99981  99981  99982  99983  99983  

99984    99985    99985  99986  99986  99987  99987  99988  99988  99989  

99989    99990    99990  99990  99991  99991  99992  99992  99992  99993  

99993    99993    99993  99994  99994  99994  99994  99995  99995  99995  

99995    99995    99996  99996  99996  99996  99996  99996  99997  99997  

99997    99998    99999  99999  99999  


Таблица III 

Распределение Стьюдента (t-распределение)
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( – число степеней свободы;

( – уровень значимости.
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	0.4
	0.25
	0.10
	0.05
	0.025
	0.01
	0.005
	0.001
	0.005

	1 
	0.325 
	1.000 
	3.078
	6.314
	12.706
	31.821 
	63.657 
	318.31 
	636.6 

	2 
	0.289 
	0.816 
	1.886
	2.920
	4.303
	6.965 
	9.925 
	22.327 
	31.6 

	3 
	0.277 
	0.765 
	1.638
	2.353
	3.182
	4.541 
	5.841 
	10.214 
	12.94 

	4 
	0.271 
	0.741 
	1.533
	2.132
	2.776
	3.747 
	4.604 
	7.173 
	8.610 

	5 
	0.267 
	0.727 
	1.476
	2.015
	2.571
	3.365 
	4.032 
	5.893 
	6.859 

	6 
	0.265 
	0.718 
	1.440
	1.943
	2.447
	3.143 
	3.707 
	5.208 
	5.959 

	7 
	0.263 
	0.71 1 
	1.415
	1.895
	2.365
	2.998 
	3.499 
	4.785 
	5.405 

	8 
	0.262 
	0.706 
	1.397
	1.860
	2.306
	2.896 
	3.355 
	4.501 
	5.041 

	9 
	0.261 
	0.703 
	1.383
	1.833
	2.262
	2.821 
	3.250 
	4.297 
	4.781 

	10 
	0.260 
	0.700 
	1.372
	1.812
	2.228
	2.764 
	3.169 
	4.144 
	4.587 

	11 
	0.260 
	0.697 
	1.363
	1.796
	2.201
	2.718 
	3.106 
	4.025 
	4.437 

	12 
	0.259 
	0.695 
	1.356
	I.7S2
	2.179
	2.681 
	3.055 
	3.930 
	4.31S 

	13 
	0.259 
	0.694 
	1.350
	1.771
	2.160
	2.650 
	3 .0 1 2 
	3.852 
	4.221 

	14 
	0.258 
	0.692 
	1.345
	1.761
	2.145
	2.624 
	2.977 
	3.787 
	4.140 

	15 
	0.258 
	0.691 
	1.341
	1.753
	2.131
	2.602 
	2.947 
	3.733 
	4.073 

	16 
	0.258 
	0.690 
	1.337
	1.746
	2.120
	2.583 
	2.921 
	3.686 
	4.015 

	17 
	0.257 
	0.689 
	1.333
	1.740
	2.110
	2.567 
	2.898 
	3.646 
	3.965 

	18 
	0.257 
	0.688 
	1.330
	1.734
	2.101
	2.552 
	2.878 
	3.610 
	3.922 

	19 
	0.257 
	0.688 
	1.328
	1.729
	2.093
	2.539 
	2.861 
	3.579 
	3.883 

	20 
	0.257 
	0.687 
	1.325
	1.725
	2.086
	2.528 
	2.845 
	3.552 
	3.850 

	21 
	0.257 
	0.686 
	1.323
	1.721
	2.080
	2.518 
	2.831 
	3.527 
	3.819 

	22 
	0.256 
	0.686 
	1.321
	1.717
	2.074
	2.508 
	2.819 
	3.505 
	3.792 

	23 
	0.256 
	0.685 
	1.319
	1.714
	2.069
	2.500 
	2.807 
	3.485 
	3.767 

	24 
	0.256 
	0.685 
	1.318
	1.71 1
	2.064
	2.492 
	2.797 
	3.467 
	3.745 

	25 
	0.256 
	0.684 
	1.316
	1.708
	2.060
	2.485 
	2.787 
	3.450 
	3.725 

	26 
	0.256 
	0.684 
	1.315
	1.706
	2.056
	2.479 
	2.779 
	3.435 
	3.707 

	27 
	0.256 
	0.684 
	1.314
	1.703
	2.050
	2.473 
	2.771 
	3.421 
	3.690 

	28 
	0.256 
	0.683 
	1.313
	1.701
	2.080
	2.467 
	2.763 
	3.408 
	3.674 

	29 
	0.256 
	0.683 
	1.311
	1.699
	2.450
	2.462 
	2.756 
	3.396 
	3.659 

	30 
	0.256 
	0.683 
	1.310
	1.697
	2.042
	2.457 
	2.750 
	3.385 
	2.646 

	40 
	0.255 
	0.681 
	1.303
	1.684
	2.021
	2.423 
	2.704 
	3.307 
	3.551 

	50 
	0.255 
	0.680 
	1.296
	1.676
	2.009
	2.403 
	2.678 
	3.262 
	3.495 

	60 
	0.255 
	0.679 
	1.296
	1.671
	2.000
	2.390 
	2.660 
	3.232 
	3.460

	80 
	0.254 
	0.679 
	1.292
	1.664
	1.990
	2.374 
	2.639 
	3.195 
	3.415

	100 
	0.254 
	0.678 
	1.290
	1.660
	1.984
	2.365 
	2.626 
	3.174 
	3.389

	120 
	0.254 
	0.677 
	1.289
	1.658
	1.980
	2.358 
	2.467 
	3.160 
	3.366

	200 
	0.254 
	0.676 
	1.286
	1.653
	1.972
	2.345 
	2.601 
	3.131 
	3.339

	500 
	0.253 
	0.675 
	1.283
	1.648
	1.965
	2.334 
	2.586 
	3.106 
	3.310

	( 
	0.253 
	0.674 
	1.282
	1.645
	1.960
	2.326 
	2.576 
	3.090 
	3.291


 Таблица IV
Плотность стандартного нормального распределения 
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	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9

	0.0
	0.3989
	0.3989
	0.3989
	0.3988
	0.3986
	0.3984
	0.3982
	0.3980
	0.3977
	0.3973

	0.1
	3970
	3965
	3961
	3956
	3951
	3945
	3939
	3932
	3925
	3918

	0.2
	3910
	3902
	3894
	3885
	3876
	3867
	3857
	3847
	3836
	3825

	0.3
	3814
	3802
	3790
	3778
	3765
	3752
	3739
	3726
	3712
	3687

	0.4
	3683
	3668
	3653
	3637
	3621
	3605
	3588
	3572
	3555
	3538

	0.5
	3521
	3503
	3485
	3467
	3448
	3429
	3410
	339
	3372
	3352

	0.6
	3332
	3312
	3292
	3271
	3251
	3230
	3209
	3«7
	3166
	3144

	0.7
	3123
	3101
	3079
	3056
	3034
	3011
	2989
	2966
	2943
	2920

	0.8
	2897
	2874
	2850
	2827
	2803
	2780
	2756
	2732
	2709
	2685

	0.9
	2661
	2637
	2613
	2589
	2565
	2541
	2516
	2492
	2468
	2444

	1.0
	0.2420
	0.2396
	0.2371
	0.2347
	0.2323
	0.2299
	0.2275
	0.2251
	0.2227
	0.2203

	1.1
	2179
	2165
	2131
	2107
	2083
	2059
	2036
	2012
	1989
	1965

	1.2
	1942
	1919
	1895
	1872
	1849
	1826
	1804
	1781
	1758
	1736

	1.3
	1714
	1691
	1669
	1647
	1626
	1604
	1582
	1561
	1539
	1518

	1.4
	1497
	1476
	1456
	1435
	1415
	1394
	1374
	1354
	1334
	1315

	1.5
	1295
	1276 
	1257 
	1238 
	1219
	1200
	1182
	1163
	1145 
	1127

	1.6
	1109
	1092
	1074
	1057
	1040
	1023
	1006
	0989
	0973
	0957

	1.7
	0940
	0926
	0909
	0893
	0878
	0863
	0848
	0833
	0818
	0804

	1.8
	0790
	0775
	0761
	0748
	0734
	0721
	0707
	0694
	0681
	0669

	1.9
	0656
	0644
	0632
	0620
	0608
	0596
	0564
	0573
	0562
	0551

	2.0
	0.0540
	0.0529
	0.0519
	0.0508
	0.0498
	0.0488
	0.0478
	0.0468
	0.0469
	0.0449

	2.1
	0440
	0431
	0422
	0413
	0404
	0396
	0387
	0379
	0371
	0363

	2.2
	0355
	0347
	0339
	0332
	0325
	0317
	0310
	0303
	0297
	0290

	2.3
	0283
	0277
	0270
	0264
	0258
	0252
	0246
	0241
	0235
	0229

	2.4
	0224
	0219
	0213
	0208
	0203
	0198
	0194
	0189
	0184
	0180

	2.5
	0175
	0171
	0167
	0163
	0158
	0154
	0151
	0147
	0143
	0139

	2.6
	0136
	0132
	0129
	0126
	0122
	0119
	0116
	0113
	0110
	0107

	2.7
	0104
	0101
	0099
	0096
	0093
	0091
	0088
	0086
	0084
	0081

	2.8
	0079
	0077
	0075
	0073
	0071
	0069
	0067
	0065
	0063
	0061

	2.9
	0060
	0058
	0056
	0055
	0083
	0051
	0050
	0048
	0047
	0046

	3.0
	0.0044
	0.0043
	0.0042
	0.0040
	0.0039
	0.0038
	0.0037
	0.0036
	0.0035
	0.0034

	3.1
	0033
	0032
	0031
	0030
	0029
	0028
	0027
	0026
	0025
	0025

	3.2
	0024
	0023
	0022
	0022
	0021
	0020
	0020
	0019
	0018
	0018

	3.3
	0017
	0017
	0016
	0016
	0015
	0015
	0014
	0014
	0013
	0013

	3.4
	0012
	0012
	0012
	0011
	0011
	0010
	0010
	0010
	0009
	0009

	3.5
	0009 
	0008
	0008
	0008
	0008
	0007
	0007
	0007
	0007
	0006 

	3.6
	0006
	0006
	0006
	0005
	0005
	0005
	0005
	0005
	0005
	0004

	3.7
	0004
	0004
	0004
	0004
	0004
	0004
	0003
	0003
	0003
	0003

	3.8
	0003
	0003
	0003
	0003
	0003
	0002
	0002
	0002
	0002
	0002


Таблица V

Значение функции 
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	X
	e*
	e~x
	X
	e"
	e~x

	0.0
	1.000
	1.000
	5.0
	148.4
	0.0067

	0.1
	1.105
	0.905
	5.1
	164.0
	0.0061

	0.2
	1.221
	0.819
	5.2
	181.3
	0.0055

	0.3
	1.350
	0.741
	5.3
	200.3
	0.0050

	0.4
	1.492
	0.670
	5.4
	221.4
	0.0045

	0.5
	1.649
	0.607
	5.5
	244.7
	0.0041

	0.6
	1.822
	0.549
	5.6
	270.4
	0.0037

	0.7
	2.014
	0.497
	5.7
	298.9
	0.0033

	0.8
	2.226
	0.449
	5.8
	330.3
	0.0030

	0.9
	2.460
	0.407
	5.9
	365.0
	0.0027

	1.0
	2.718
	0.368
	6.0
	403.4
	0.0025

	1.1
	3.004
	0.333
	6.1
	445.9
	0.0022

	1.2
	3.320
	0.301
	6.2
	492.8
	0.0020

	1.3
	3.669
	0.273
	6.3
	544.6
	0.0018

	1.4
	4.055
	0.247
	6.4
	601.8
	0.0017

	1.5
	4.482
	0.223
	6.5
	665.1
	0.0015

	1.6
	4.953
	0.202
	6.6
	735.1
	0.0014

	1.7
	5.474
	0.183
	6.7
	812.4
	0.0012

	1.8
	6.050
	0.165
	6.8
	897.8
	0.0011

	1.9
	6.686
	0.150
	6.9
	992.3
	0.0010

	2.0
	7.389
	0.135
	7.0
	1,096.6
	0.0009

	2.1
	8.166
	0.122
	7.1
	1,212.0
	0.0008

	2.2
	9.025
	0.111
	7.2
	1,339.4
	0.0007

	2.3
	9.974
	0.100
	7.3
	1,480.3
	0.0007

	2.4
	11.023
	0.091
	7.4
	1,636.0
	0.0006

	2.5
	12.18
	0.082
	7.5
	1,808.0
	0.00055

	2.6
	13.46
	0.074
	7.6
	1,998.2
	0.00050

	2.7
	14.88
	0.067
	7.7
	2,208.3
	0.00045

	2.8
	16.44
	0.061
	7.8
	2,440.6
	0.00041

	2.9
	18.17
	0.055
	7.9
	2,697.3
	0.00037

	3.0
	20.09
	0.050
	8.0
	2,981.0
	0.00034

	3.1
	22.20
	0.045
	8.1
	3,294.5
	0.00030

	3.2
	24.53
	0.041
	8.2
	3,641.0
	0.00027

	3.3
	27.11
	0.037
	8.3
	4,023.9
	0.00025

	3.4
	29.96
	0.033
	8.4
	4,447.1
	0.00022

	3.5
	33.12
	0.030
	8.5
	4,914.8
	0.00020

	3.6
	36.60
	0.027
	8.6
	5,431.7
	0.00018

	3.7
	40.45
	0.025
	8.7
	6,002.9
	0.00017

	3.8
	44.70
	0.022
	8.8
	6,634.2
	0.00015

	3.9
	49.40
	0.020
	8.9
	7,332.0
	0.00014

	4.0
	54.60
	0.018
	9.0
	8,103.1
	0.00012

	4.1
	60.34
	0.017
	9.1
	8,955.3
	0.00011

	4.2
	66.69
	0.015
	9.2
	9,897.1
	0.00010

	4.3
	73.70
	0.014
	9.3
	10,938
	0.00009

	4.4
	81.45
	0.012
	9.4
	12,088
	0.00008

	4.5
	90.02
	0.011
	9.5
	13,360
	0.00007

	4.6
	99.48
	0.010
	9.6
	14,765
	0.00007

	4.7
	109.95
	0.009
	9.7
	16,318
	0.00006

	4.8
	121.51
	0.008
	9.8
	18,034
	0.00006

	4.9
	134.29
	0.007
	9.9
	19,930
	0.00005
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