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ТЕМА 10. ПРОВЕРКА ГИПОТЕЗЫ О РАВЕНСТВЕ  СРЕДНИХ С ПОМОЩЬЮ

ДВУХВЫБОРОЧНОГО Z-ТЕСТА

      Цель – освоение методики и техники проверки вышеуказанной гипотезы средствами Excel. Проверяется существенность различия между двумя выборочными средними аX и aY. Иногда оказывается, что средний результат одной серии наблюдений 
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 отличается от среднего результата 
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другой серии. Необходимо установить, можно ли это различие объяснить  естественной вариацией выборочных оценок двух равных величин или это отличие не случайно.

       Рассмотрим формальную постановку этой задачи. Исследуются две нормально распределенные случайные величины X=N(ax, σx) и Y=N(ay, σy), числовые значения дисперсий σx и σy которых известны, а числовые значения средних ax  и ay неизвестны. Пусть имеется соответственно n  и m независимых наблюдений величин X и Y, проводимых в одинаковых условиях. Требуется проверить гипотезу о равенстве математических ожиданий этих случайных величин, т.е. гипотезу H0 : aX = aY.

Если она будет принята, то следует считать различие выборочных средних статистически незначимым. В математической статистике доказано, что если при выполнении указанных в предыдущем абзаце условий гипотеза справедлива, то величина
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имеет нормальный закон распределения с нулевым математическим ожиданием и единичной дисперсией, т.е. z = N(0,1). Поэтому величина может быть использована при проверке гипотезы H0. Действительно, чем меньше полученная в результате конкретного эксперимента величина |z|, тем правдоподобнее данная гипотеза. Следовательно, задавшись разумной величиной риска ошибки 1-го рода (отклонение гипотезы H0 в случае, когда она верна), можно установить строгие границы т.н. критической области значений z, т.е. области, при попадание в которую следует отклонить гипотезу H0 (соответственно, принять альтернативную гипотезу H1: aX ≠ aY).

       Исходные данные для выполнения задания (по вариантам) даны в книге Эксфиниш  на листе z – тест. Рекомендуется перед выполнением задания скопировать свой вариант данных на любой свободный лист этой же книги.

Порядок выполнения работы.

1. В пакете Анализ данных выберите режим Двухвыборочный z-тест для средних.

2. Введите исходные данные Вашего варианта (см. табл.1) в появившееся диалоговое окно:
Интервал переменной 1 – вводится ссылка на ячейки, содержащие значения величины  X.*
Интервал переменной 2 – вводится ссылка на ячейки, содержащие значения величины  Y.

Гипотетическая средняя разность – вводится значение 0, что соответствует проверке гипотезы H0.

Дисперсия переменной 1(известная) – вводится заданное значение дисперсии генеральной совокупности величины X.

Дисперсия переменной 2 (известная) – то же для величины Y.

Метки –  не заполняется.

Альфа – вводится уровень значимости α, равный вероятности возникновения ошибки первого рода (отвержение H0, когда она справедлива).

Выходной интервал – вводится адрес ячейки, которая находится в левом верхнем углу диапазона, занятого таблицей выходных данных.

Нажмите кнопку ОК.

	
	А
	В
	С
	D
	E

	1
	Вариант 15
	
	

	2
	X
	Y
	Дисп-я X
	Дисп-я Y
	α

	3
	20
	25
	2,5
	1,8
	0,05

	4
	4,525633
	5,565984
	
	
	

	5
	2,981261
	4,762117
	
	
	

	6
	5,385927
	5,119631
	
	
	

	7
	7,016828
	4,880986
	
	
	

	8
	6,893393
	2,92173
	
	
	

	9
	7,73835
	4,09763
	
	
	

	10
	1,549932
	6,502947
	
	
	

	11
	4,629994
	5,293085
	
	
	

	12
	6,730136
	6,123017
	
	
	

	13
	3,283013
	4,334775
	
	
	

	14
	3,909477
	3,298057
	
	
	

	15
	2,329117
	7,132869
	
	
	

	16
	2,081881
	5,635127
	
	
	

	17
	3,455345
	4,695251
	
	
	

	18
	3,777859
	5,679523
	
	
	

	19
	1,653669
	2,948944
	
	
	

	20
	4,102679
	6,940463
	
	
	

	21
	4,361605
	2,452784
	
	
	

	22
	5,213068
	4,430651
	
	
	

	23
	4,422521
	9,592538
	
	
	

	24
	
	4,903713
	
	
	

	25
	
	5,029371
	
	
	

	26
	
	1,41754
	
	
	

	27
	
	4,313004
	
	
	

	28
	
	5,805037
	
	
	


Табл.1. Пример набора исходных данных для z-тестирования,

размещенных в диапазоне А1: Е27 листа Excel.

3. Проанализируйте данные выходной таблицы, пример которой (соответствует входным данным табл.1) дан в табл.2. Определите критическую область для испытываемой гипотезы H0, т.е. множество возможных значений статистики z, которые при установленном уровне значимости α предполагают ее отвержение. При этом следует учитывать, что проверка может быть односторонней и двухсторонней.  В 1-м случае риск, связанный с принятием H0 вызван отклонением z только в одну сторону (существенны либо только положительные, либо только отрицательные отклонения от нуля).

Это может быть обусловлено:

а)  природой анализируемого объекта, когда в любых ситуациях либо 
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, либо наоборот. Соответственно, z принимает только либо неотрицательные, либо только неположительные значения;

б)  положением, когда неблагоприятные последствия ошибки, которая может быть допущена при выборе «H0 ∩ H1», обусловлены отклонением 
[image: image5.wmf]y

 от 
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 только в одну сторону (неважно какую – положительную, либо отрицательную).

Соответственно, принятая мера риска α ассоциируется только с одной периферийной областью нормального распределения N(0,1), а критическая область для H0 принимает вид открытого интервала (- ∞, -zα) если z < 0  или (zα, + ∞) если z > 0.

	10
	H
	I
	J

	11
	Двухвыборочный z-тест для средних

	12
	
	Переменная 1
	Переменная 2

	13
	Среднее
	4,302084324
	4,955070927

	14
	Известная дисперсия
	2,5
	1,8

	15
	Наблюдения
	20
	25

	16
	Гипотетическая разность средних
	0
	

	17
	z
	-1,47119811
	

	18
	P(Z<=z) одностороннее
	0,070618774
	

	19
	z критическое одностороннее (zα)
	1,644853627
	

	20
	P(Z<=z) двухстороннее
	0,141237548
	

	21
	z критическое двухстороннее  (zα/2)
	1,959963985
	


ТЕМА 11. ПРОВЕРКА ГИПОТЕЗЫ О РАВЕНСТВЕ  СРЕДНИХ С ПОМОЩЬЮ

ДВУХВЫБОРОЧНОГО T-ТЕСТА

      Цель – освоение процедуры испытания гипотезы о равенстве генеральных средних двух нормально распределенных совокупностей в менее благоприятных условиях нежели ранее (тема 10), когда истинные значения генеральных дисперсий 
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 признаков X и Y неизвестны, т.е. их приходится заменять соответствующими выборочными оценками 
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. При этом относительно 
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 можно выдвинуть два предположения: 

1. неизвестные дисперсии равны между собой, т.е. 
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 = 
[image: image14.wmf]2

Y

s

;
2. их равенство не предполагается, т.е. 
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 ≠ 
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В первом случае мы имеем дело с двумя оценками одной и той же величины             
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, поэтому разумно перейти к объединенной оценке σ2:
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 EMBED Equation.3 [image: image20.wmf])
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Доказано, что если гипотеза H0 : aX = aY выполняется, то величина
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распределена по закону Стьюдента с k = n + m - 2 степенями свободы, следовательно, ее можно использовать в качестве критерия при проверке гипотезы H0.

 Во втором случае для этого используется аналог t-статистики с заменой неизвестных дисперсий их оценками
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называемый критерием Фишера-Беренса. Точно указать распределение данной величины затруднительно, однако известно, что оно достаточно близко к распределению Стьюдента с числом степеней свободы
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    Исходные данные для выполнения задания (по вариантам) даны в книге Эксфиниш  на листе t – тест. Рекомендуется перед выполнением задания скопировать свой вариант данных на любой свободный лист этой же книги. Пример варианта данных приведен в табл.1.

     Порядок выполнения работы.

1. В пакете Анализ данных выберите режим Двухвыборочный t-тест с одинаковыми дисперсиями.

2. Введите исходные данные Вашего варианта (см. табл.1) для случая равенства генеральных дисперсий (1-й и 2-й столбцы таблицы) в появившееся диалоговое окно:
· Интервал переменной 1 – вводится ссылка на ячейки, содержащие значения величины  X для случая равенства дисперсий 
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· Интервал переменной 2 – вводится ссылка на ячейки, содержащие значения величины  Y также для случая равенства дисперсий 
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· Гипотетическая средняя разность – вводится значение 0, что соответствует проверке гипотезы H0.

· Метки –  не заполняется.

· Альфа – вводится уровень значимости α, равный вероятности возникновения ошибки первого рода (отвержение H0, когда она справедлива).

· Выходной интервал – вводится адрес ячейки, которая находится в левом верхнем углу диапазона, занятого таблицей выходных данных.

· Нажмите кнопку ОК.

3. Проанализируйте полученные выходные данные тестирования, пример которых (соответствует входным данным табл. 1) дан в табл.2.

	Вариант 15 (α =0,1)

	2,5-2,8-5-5
	2,5-2,8-5-9

	Равные дисперсии
	Неравные дисперсии

	X
	Y
	X
	Y

	24
	22
	25
	20

	1,828981
	0,058571
	-0,07166
	0,122941

	-0,35562
	6,055666
	3,094667
	-1,85284

	3,045915
	4,211986
	-0,09432
	0,620255

	5,352918
	0,62133
	2,432369
	3,09411

	5,178313
	5,65176
	4,067652
	-5,02551

	6,373552
	2,118957
	7,189405
	1,986086

	-2,38032
	0,522982
	1,383884
	3,442063

	1,976605
	5,341069
	2,652883
	1,235194

	4,947375
	-1,77521
	0,642408
	4,290346

	0,071224
	5,728688
	5,370385
	-0,02523

	0,957394
	-0,73695
	7,072443
	2,623071

	-1,27812
	1,671667
	3,618438
	4,34879

	-1,62785
	3,207195
	4,496701
	9,282769

	0,314998
	4,950253
	4,816443
	4,820518

	0,771212
	-0,4056
	2,469138
	3,90728

	-2,23358
	0,943374
	5,608701
	4,183014

	1,230688
	6,810395
	0,912826
	-1,55482

	1,596954
	3,364608
	-2,19095
	7,993233

	2,801397
	2,248622
	1,987142
	6,661774

	1,683123
	6,922215
	3,57908
	1,54941

	1,769176
	2,97843
	-0,39275
	

	1,672512
	-1,61149
	4,957676
	

	5,500804
	
	5,077962
	

	2,309389
	
	2,184966
	

	
	
	4,612266
	


Табл.1. Пример исходных данных для проверки гипотезы H0 : aX = aY
при неизвестных генеральных дисперсиях.

4. Определите критическую область для испытываемой гипотезы H0, т.е. множество возможных значений статистики t, которые при установленном уровне значимости α предполагают ее отвержение. При этом следует учитывать, что проверка может быть односторонней и двухсторонней.  В 1-м случае риск, связанный с принятием H0 вызван отклонением T только в одну сторону (существенны либо только положительные, либо только отрицательные отклонения от нуля). Соответственно, принятая мера риска α ассоциируется только с одной периферийной областью распределения Стьюдента, а критическая область для H0 принимает вид открытого интервала (- ∞, -tα) если t < 0  или (tα, + ∞) если t > 0.

     Во втором случае на выбор  «H0 ∩ H1» влияют любые отклонения t от 0, т.е. возможны и значимы как положительные, так и отрицательные значения T. Здесь критическая область представлена двумя интервалами (- ∞, -tα/2) и  (tα/2, + ∞).

5. Примите решение о состоятельности гипотезы  H0 при односторонней и двухсторонней проверке. В нашем примере критическая t-статистика равна -1,233
. Соответственно,  критическая область для одностороннего тестирования принимает вид интервала (-∞,-1,233), а для двухстороннего – двух симметричных интервалов (- ∞; -2,015) и (2,015; + ∞).

	Двухвыборочный t-тест с одинаковыми дисперсиями

	 
	Переменная 1
	Переменная 2

	 Среднее
	1,729460497
	2,676296128

	 Дисперсия
	6,011201838
	7,607319245

	 Наблюдения
	24
	22

	 Объединенная дисперсия
	6,772985146
	 

	 Гипотетическая разность средних
	0
	 

	 df
	44
	 

	 t-статистика
	-1,232601172
	 

	 P(T<=t) одностороннее
	0,112135127
	 

	 t критическое одностороннее
	1,680229977
	 

	 P(T<=t) двухстороннее
	0,224270254
	 

	 t критическое двухстороннее
	2,015367547
	 


Табл.2. Пример таблицы выходных данных t-тестирования при равных
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6. Определите область положительных значений t, внутри которой одни и те же  значения позволяют отвергнуть H0 при односторонней проверке и принять при двухсторонней.

7. Примите любое другое значение α из полуинтервала (0; 0,5] и выполните для него п.п. 1÷7 для тех же рядов значений X и Y.

8. В пакете Анализ данных выберите режим Двухвыборочный t-тест с различными дисперсиями. Примените этот инструмент к входным данным для случая неравенства дисперсий (в табл.1 это 3-й и 4-й столбцы), вводя данные аналогично п.2.
	              Двухвыборочный t-тест с различными дисперсиями

	 
	
	 

	 
	Переменная 1
	Переменная 2

	Среднее
	3,019110205
	2,585122327

	Дисперсия
	5,71310555
	11,67284182

	Наблюдения
	25
	20

	Гипотетическая разность средних
	0
	 

	df
	33
	 

	t-статистика
	0,48156522
	 

	P(T<=t) одностороннее
	0,316646525
	 

	t критическое одностороннее
	1,692360258
	 

	P(T<=t) двухстороннее
	0,63329305
	 

	t критическое двухстороннее
	2,034515287
	 


Табл.3. Пример таблицы выходных данных t-тестирования при неравных
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9.  Для полученного результата (см. пример выходных данных в табл.3) выполните п.п. 3÷7.

ТЕМА 12. ДВУХВЫБОРОЧНЫЙ F-ТЕСТ ДЛЯ ДИСПЕРСИЙ
      Цель – освоение процедуры испытания гипотезы о равенстве генеральных дисперсий двух нормально распределенных совокупностей. Ранее мы сталкивались с предположениями 
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, но не затрагивали вопрос о проверке их приемлемости при наличии лишь выборок из соответствующих генеральных совокупностей. Здесь предполагается рассмотреть решение этого вопроса, т.е. рассматривается процедура проверки гипотезы H0: 
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, при условии нормальности случайных величин X и Y.

     В математической статистике доказывается, что если данная гипотеза выполняется, то величина  
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 имеет F-распределение с k = n-1 и l = m-1 числом степеней свободы. Величина F, называемая отношением Фишера (статистикой Фишера) используется в качестве критерия при проверке гипотезы H0.  Поскольку F неотрицательна, любая критическая область этой величины принадлежит интервалу (0; +∞). В качестве альтернативных гипотез рассматриваются H+1: 
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. Рассматриваемый инструмент предусматривает только одностороннее испытание H0 как альтернативы H+1. Поэтому в случаях, когда  необходима двухсторонняя проверка или односторонняя относительно альтернативы H-1, прибегают к непринципиальной технической корректировке  вводимого параметра α (уровень значимости). 

    Исходные данные для выполнения задания (по вариантам) даны в книге Эксфиниш  на листе F – тест. Рекомендуется перед выполнением задания скопировать свой вариант данных на любой свободный лист этой же книги. Пример варианта данных приведен в табл.1.

  Порядок выполнения работы.

1. В пакете Анализ данных выберите режим Двухвыборочный F-тест для дисперсий.

2. Введите исходные данные Вашего варианта (см. табл.1) в появившееся диалоговое окно режима:
· Интервал переменной 1 – вводится ссылка на ячейки, содержащие значения величины  X.*
· Интервал переменной 2 – вводится ссылка на ячейки, содержащие значения величины  Y.

· Метки –  не заполняется.

· Альфа – вводится уровень значимости α, равный вероятности возникновения ошибки первого рода (отвержение H0, когда она справедлива).

· Выходной интервал – вводится адрес ячейки, которая находится в левом верхнем углу диапазона, занятого таблицей выходных данных.

· Нажмите кнопку ОК.

3. Проанализируйте полученные выходные данные тестирования, пример которых дан в табл.2. Определите критическую область для испытываемой гипотезы H0, т.е. множество возможных значений статистики t, которые при установленном уровне значимости α предполагают ее отвержение. Как отмечалось выше, данный режим непосредственно рассчитан на одностороннюю проверку при альтернативе H+1,  в этом случае критическая область принимает вид интервала     (0; Fкр.α). В нашем примере это (0; 0,378). Так как здесь F критическое одностороннее ≡ Fкр.α ( 0,634 ((0; 0,378), то гипотеза принимается. Таким образом, отклонение выборочного значения критической статистики F в меньшую сторону («влево») от идеального для H0  значения F = 1 оказалось приемлемым с учетом принятого уровня риска α = 0,05.
	Вариант 15 (α =0,05) 

	                  2,5-2,8-5-9

	X
	Y

	15
	10

	-0,07165589
	0,122940999

	3,094667347
	-1,85284302

	-0,09432072
	0,620254976

	2,432368843
	3,094110123

	4,067651958
	-5,02551069

	7,18940525
	1,98608637

	1,383883904
	3,442063469

	2,652883462
	1,235193902

	0,64240839
	4,290345767

	5,370384515
	-0,02522933

	7,072442504
	

	3,618438479
	

	4,496700848
	

	4,816442726
	

	2,469138219
	


Табл.1. Пример исходных данных для проверки гипотезы H0: 
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	                 Двухвыборочный F-тест для дисперсии

	 
	
	 

	 
	Переменная 1
	Переменная 2

	Среднее
	3,276055989
	0,788741256

	Дисперсия
	5,256205649
	7,574083638

	Наблюдения
	15
	10

	df
	14
	9

	F
	0,693972486
	 

	P(F<=f) одностороннее
	0,260460538
	 

	F критическое одностороннее
	0,377958841
	 


Табл.2.  Пример таблицы выходных данных F-тестирования (соответствуют
 данным табл.1) для «левосторонней» проверки H0.
4. Проведите противоположную одностороннюю проверку относительно альтернативы H-1. Для этого снова обратитесь к режиму Двухвыборочный F-тест для дисперсий, но в качестве уровня значимости введите Альфа (1- α). Пример полученного выхода см. в табл.3

	Двухвыборочный F-тест для дисперсии

	 
	
	 

	 
	Переменная 1
	Переменная 2

	Среднее
	3,276055989
	0,788741256

	Дисперсия
	5,256205649
	7,574083638

	Наблюдения
	15
	10

	df
	14
	9

	F
	0,693972486
	 

	P(F<=f) одностороннее
	0,260460538
	 

	F критическое одностороннее
	3,025472724
	 


Табл.3. Пример таблицы выходных данных F-тестирования для «правосторонней» проверки H0.

Здесь критическая область принимает вид открытого интервала (Fкр.α; + ∞), то есть для нашего примера (3,025; + ∞). Так как критическая статистика F = 0,694 < 3,025, то H0 снова принимается.

5. Проведите двухстороннюю проверку гипотезы, при которой альтернативой H0 является сложная гипотеза  H1 =  H+1 U H-1, соответственно критическая область принимает вид двух интервалов – (0; Fкр.α/2) и (Fкр.(1-α/2); + ∞). Для их построения необходимо дважды реализовать Двухвыборочный F-тест, вводя в качестве аргумента Альфа значения α/2 и (1- α/2). Для нашего примера это 0,025 и 0,975. Соответствующие выходные данные см. соответственно в табл.4 и табл.5.
	Двухвыборочный F-тест для дисперсии

	 
	
	 

	 
	Переменная 1
	Переменная 2

	Среднее
	3,276055989
	0,788741256

	Дисперсия
	5,256205649
	7,574083638

	Наблюдения
	15
	10

	df
	14
	9

	F
	0,693972486
	 

	P(F<=f) одностороннее
	0,260460538
	 

	F критическое одностороннее
	0,311594396
	 


Табл.4. Пример выходных данных  для определения «левой» критической области   двухстороннего F-тестирования.

6. Задайтесь другим значением уровня значимости α((0,01; 0,2) и выполните для него п.п. 2÷5 с теми же рядами значений X и Y.

	Двухвыборочный F-тест для дисперсии

	 
	
	 

	 
	Переменная 1
	Переменная 2

	Среднее
	3,276055989
	0,788741256

	Дисперсия
	5,256205649
	7,574083638

	Наблюдения
	15
	10

	df
	14
	9

	F
	0,693972486
	 

	P(F<=f) одностороннее
	0,260460538
	 

	F критическое одностороннее
	3,797952482
	 


Табл.5. Пример выходных данных  для определения «правой» критической области   двухстороннего F-тестирования.

ТЕМА 13. ПАРНЫЙ ДВУХВЫБОРОЧНЫЙ T-ТЕСТ ДЛЯ СРЕДНИХ 

     Цель – овладение  данным инструментом (режимом), применяемым для обнаружения или, наоборот, для подтверждения отсутствия результата какого-либо воздействия на актуальный объект (статистическую совокупность). 

     Обоснованность оценки результатов эксперимента тем выше, чем более однородны используемые для этого объекты. Максимальная однородность имеет место тогда, когда для воздействия и контроля (или двух разных воздействий, если интерес представляет их сопоставление) используется одна и та же статистическая совокупность, по каждому элементу которой измеряются два значения оцениваемой характеристики – до и после воздействия или при двух разных воздействиях. В результате возникают парные данные.

     Пусть xi  и yi  – результаты измерений для i-го объекта исследуемой совокупности одной и той же нормально распределенной величины соответственно до и после эксперимента, i = 1, … n, где n – численность совокупности (экспериментальной группы). Совокупность пар случайных величин  (x1, y1), …, (xn, yn) образует парные данные. Предполагается, что методика эксперимента обеспечивает независимость случайных величин xi  и yi  для разных объектов, но наблюдения, принадлежащие одной паре, т.е. относящиеся к одной и той же единице обычно зависят друг от друга.

     Для каждой такой пары вводится величина zi = xi  - yi , которую будем считать независимой и нормально распределенной. Таким образом, от парных данных мы переходим к одной нормальной выборке при неизвестной дисперсии.  При неизвестном значении дисперсии 
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для проверки гипотезы H0 : αZ = α0, где α0  – заранее заданное число, используется критерий 
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который при выполнении гипотезы H0 подчиняется t-распределению с числом степеней свободы k = n – 1. Отсюда следует, что справедливость гипотезы H0 подтверждают вытекающие из результатов эксперимента значения tр, принадлежащие достаточно малой окрестности нуля и наоборот – за ее пределами находятся критические области H0.

Формально ее проверка сводится к установлению для заданного уровня значимости α критических границ и сравнению с ними полученного tр.

    Исходные данные для выполнения задания (по вариантам) даны в книге Эксфиниш  на листе Парный t – тест. Рекомендуется перед выполнением задания скопировать свой вариант данных на любой свободный лист этой же книги. Пример варианта данных приведен в табл.1.
	X
	Y

	12
	 

	1,780478816
	2,158363997

	3,410904422
	3,730808407

	7,464302335
	7,759789116

	6,218400618
	7,051058162

	1,931070675
	2,341823858

	4,869830239
	5,528124916

	3,888470757
	3,867864018

	4,621840434
	5,135551373

	5,525112714
	5,944550889

	1,102247562
	1,586806468

	1,518570672
	2,299688969

	1,753722141
	1,883602215


Табл.1. Пример исходных данных для проверки гипотезы H0 : αZ = α0 = 0 (xi = aY).

     Порядок выполнения работы.

1. В пакете Анализ данных выберите режим Парный двухвыборочный t-тест для средних.

2. Введите адреса исходных данных Вашего варианта в появившееся диалоговое окно:
· Интервал переменной 1 – вводится ссылка на ячейки, содержащие значения величины  X.*
· Интервал переменной 2 – вводится ссылка на ячейки, содержащие значения величины  Y.

· Гипотетическая средняя разность – вводится значение 0, что соответствует проверке гипотезы H0.**
· Метки –  не заполняется.

· Альфа – вводится уровень значимости α, равный вероятности возникновения ошибки первого рода (отвержение H0, когда она справедлива).

· Выходной интервал – вводится адрес ячейки, которая находится в левом верхнем углу диапазона, занятого таблицей выходных данных.

· Нажмите кнопку ОК.

3. Проанализируйте полученные выходные данные тестирования, пример которых (соответствует входным данным таблицы 1) дан в табл.2.

4. Определите критическую область для испытываемой гипотезы H0, т.е. множество возможных значений статистики t, которые при установленном уровне значимости α предполагают ее отвержение. При этом, как и ранее проверка может быть односторонней и двухсторонней.  В 1-м случае сунк принятия H0 вызван отклонением t только в одну сторону. Соответственно, принятая мера риска α ассоциируется только с одной периферийной областью распределения Стьюдента, а критическая область для H0 принимает вид открытого интервала (- ∞, -tα) если t < 0  или (tα, + ∞) если t > 0. Во втором случае значимы любые отклонения t от 0, а критическая область представлена двумя интервалами (- ∞, -tα/2) и                 (tα/2, + ∞). 

	Парный двухвыборочный t-тест для средних 

	 
	
	 

	 
	Переменная 1
	Переменная 2

	Среднее
	3,673745949
	4,107336032

	Дисперсия
	4,389190054
	4,557948562

	Наблюдения
	12
	12

	Корреляция Пирсона
	0,99332946
	 

	Гипотетическая разность средних
	0
	 

	df
	11
	 

	t-статистика
	-6,068337507
	 

	P(T<=t) одностороннее
	4,04716E-05
	 

	t критическое одностороннее
	1,795884814
	 

	P(T<=t) двухстороннее
	8,09432E-05
	 

	t критическое двухстороннее
	2,200985159
	 


  Табл.2. Пример таблицы выходных данных парного t-тестирования средних.

5. Примите решение о состоятельности гипотезы  H0 при односторонней и двухсторонней проверке. В нашем примере критическая область соответственно представляет собой интервал (- ∞; -1,796), и пару интервалов{((- ∞, -2,201), (+2,201, + ∞)} . Полученная критериальная статистика tкр = - 6,068, т.е. H0 не выдерживает ни односторонней, ни двухсторонней проверки. 

6. Определите область положительных значений t, внутри которой одни и те же  значения позволяют отвергнуть H0 при односторонней проверке и принять при двухсторонней.

7. Примите любое другое значение α из полуинтервала (0; 0,5] и выполните для него п.п. 1÷7 для тех же рядов X и Y.

ТЕМА 14.  ОДНОФАКТОРНЫЙ ДИСПЕРСИОННЫЙ АНАЛИЗ

      Цель – овладение  данным инструментом (режимом), применяемым для установления факта зависимости исследуемого признака Y от значения (уровня)  отдельного факторного признака А, который как правило является качественным, например, тип используемого оборудования, конкретный исполнитель работы, технологический способ получения необходимого результата и т.д. При этом количество значений А более двух (иначе проще было бы использовать ранее рассмотренные инструменты Пакета анализа Excel), каждому из них соответствует отдельная независимая выборка единиц рассматриваемой генеральной совокупности и соответственно, массив значений признака Y.

      Получение вывода о  наличии данной зависимости основано на проверке гипотезы о равенстве генеральных средних ai , i = 
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 для всех уровней А, где m – число регистрируемых уровней. Если гипотеза выдерживает проверку, то считается, что данные наблюдения не обнаруживают зависимость Y от А, а вариация выборочных средних объясняется влиянием случайных неконтролируемых факторов.  Если же гипотеза будет отвергнута, то фактор А должен быть признан  заметно влияющим на Y, а величина этого влияния подлежит количественной оценке. Перейдем к формальному описанию задачи.

      Пусть a1, a2, …, am – математические ожидания Y соответственно при уровнях А(1), А(2), …, А(m). Поскольку известны не сами ожидания, а их выборочные аналоги, то возникает задача проверки гипотезы H0: a1 = a2 = … = am.  Доступная средствами Пакета анализа Excel проверка предполагает соблюдение следующих условий при каждом уровне фактора:

1. наблюдения независимы и проводятся в одинаковых условиях;

2. результативный признак Y имеет нормальный закон распределения с постоянной для различных уровней А генеральной дисперсией σ2.

     Так как значения генеральных дисперсий для каждого уровня, т.е. величины  
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 установить невозможно, то проверка соблюдения 2-го условия связана с испытанием гипотезы  G0: 
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    Для проверки гипотезы о равенстве дисперсий трех и более нормальных распределений применяется критерий Бартлетта    
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средневзвешенная оценка внутривыборочной  дисперсии;
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– выборочная оценка генеральной дисперсии при i-м уровне фактора А,           где 
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– дисперсия i-й выборки, 
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n

– число наблюдений в i-й выборке.

    При выполнении гипотезы G0  величина 
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 имеет  распределение близкое к 
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с числом степеней свободы k = m-1. Для проверки гипотезы при заданном уровне значимости α необходимо найти критическую точку 
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> 0, определяющую критический интервал (
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, + ∞). Если определяемое на основе m факторных выборок значение критерия Бартлетта 
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принадлежит данному интервалу, то G0 отвергается, в противном случае – принимается.

     Если гипотеза G0 принята, то можно притупить собственно к процедуре дисперсионного анализа, т.е. к проверке гипотезы H0: a1 = a2 =…= am. Процедура основана на том, что вариация значений признака Y может вызываться изменением уровней факторного признака A и изменениями значений прочих (не контролируемых) факторов, влияние которых на Y принято называть остаточным. Если вариация Y, вызываемая изменениями А доминирует над остаточной вариаций, то H0 не заслуживает доверия;  наоборот, если она не выделяется на фоне остаточной вариации, то H0 выглядит вполне правдоподобно. Таким образом, решение задачи связано с разложением общей для всех i выборок вариации Y (в качестве ее меры используется дисперсия 
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– так называемая общая выборочная дисперсия) на две части – обусловленную влиянием фактора А (
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– т.н. дисперсия групповых средних) и остаточную (
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– т.н. средняя из групповых дисперсий), обусловленную влиянием всех прочих факторов. Известно, что значения этих вариаций подчиняются равенству 
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. Приближенно оно может быть применено и к соответствующим выборочным оценкам 
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. Его актуальность вызвана тем, что если 
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могут быть легко определены непосредственно по данным выборок, то для
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это связано с определенными трудностями, поэтому рациональнее определить ее как разность 
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 и 
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. Главное же значение отмеченного равенства в том, что оно позволяет легко оценить вклад А в поведение признака Y и степень его доминирования над полной суммой всех прочих влияний.

    Проверка H0 основана на сравнении оценок 
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. Математической статистикой доказано, что если данная гипотеза верна, то величина
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распределена по закону Фишера с числом степеней свободы k = m-1 и l = n-m.

     Чем ближе она к нулю, тем правдоподобнее H0 (влияние фактора А малозаметно на общем фоне всей совокупности реально действующих факторов). Наоборот, чем больше 
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, тем больше А доминирует над этой совокупностью, следовательно, H0 обоснованно может быть отвергнута, а влияние А на Y признано как существенное и заслуживающее отдельного рассмотрения.

    Так как величина 
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строго неотрицательна, то при использовании  
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-критерия строится правосторонняя критическая область 
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. Если его расчетное значение 
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попадает в нее, то H0 отвергается, т.е. считается, что фактор А существенно влияет на результативный признак Y. Если же 
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, то H0 принимается, т.е. признается, что влияние А на Y не подтверждается данными выборочного наблюдения.

     Если влияние установлено, то может быть измерена его степень с помощью выборочного коэффициента детерминации      

                                                                
[image: image93.wmf]1

~

~

~

2

2

2

£

=

Y

Ф

s

s

r

,                                                        (5)

который оценивает долю выборочной дисперсии признака Y, объясняемую его зависимостью от влияющего фактора А. 

      Исходные данные для выполнения задания (по вариантам) даны в книге Эксфиниш  на листе Дисперсия-А1. Рекомендуется перед выполнением задания скопировать свой вариант данных на любой свободный лист этой же книги. Пример варианта данных приведен в табл.1.

	                Вариант 15 (α =0,01)
	0,25

	10
	12
	7
	9
	14

	n1=10
	n2=10
	n3=7
	n4=7
	n5=7

	19,39954
	26,23303
	17,35277
	18,54102
	30,13089

	17,44463
	21,97475
	14,55042
	16,74915
	26,3971

	20,48851
	26,52994
	15,69721
	16,58306
	29,44382

	22,55295
	26,65795
	14,64646
	18,45312
	23,24647

	22,3967
	27,25299
	18,11443
	20,10056
	22,99004

	23,46627
	28,59716
	16,00375
	16,58699
	23,15606

	15,63282
	22,74961
	20,26662
	18,96528
	26,19669

	19,53164
	25,56248
	 
	 
	 

	22,19005
	26,41184
	 
	 
	 

	17,8266
	24,77038
	 
	 
	 


   Табл.1. Пример исходных данных для проверки гипотезы H0: a1= a2 =…= am.  

 Порядок выполнения работы.

1. В пакете Анализ данных выберите режим «Однофакторный дисперсионный анализ». Введите адреса исходных данных Вашего варианта (пример см. в табл.1) в появившееся диалоговое окно:
· Входной интервал – вводится ссылка на диапазон ячеек, в столбцах которого содержатся т.н. уровневые выборки – наборы наблюдаемых значений величины  Y для соответствующих факторных уровней Аi. В нашем примере 
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, т.е. учитывается  5 уровней признака А, соответственно таблица состоит из 5 столбцов. Вводимый диапазон здесь имеет размерность 10 строк ((max(ni)) ≡ (объем самой большой из m=5 выборок)) ( 5 столбцов;

· Группирование – установить переключатель в положение «по столбцам», так как каждой выборке соответствует отдельный столбец;

· Метки в первой строке – флажок устанавливается или нет по усмотрению пользователя, случай однофакторного анализа позволяет легко обойтись без меток, что мы и рекомендуем;

· Альфа – вводится уровень значимости α, равный допустимой вероятности возникновения ошибки первого рода (отвержение H0, когда она справедлива).

· Выходной интервал – вводится адрес ячейки, которая находится в левом верхнем углу диапазона, занятого выходными данными.

· Нажмите кнопку ОК.

      В таблицах 2 и 3 в качестве примера выходных данных инструмента приведены соответствующие входным данным таблицы 1 расчетные параметры процедуры дисперсионного анализа. Решение относительно гипотезы H0 принимается на основе таблицы 3. Однако предварительно необходимо убедиться в состоятельности гипотезы G0.

	ИТОГИ
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	Группы
	Счет
	Сумма
	Среднее
	Дисперсия
	Проверка равенства дисперсий
	 

	Столбец 1
	10
	200,9297
	20,0930
	6,6812
	S2
	5,20809403

	Столбец 2
	10
	256,7401
	25,6740
	4,0735
	q
	0,963855422

	Столбец 3
	7
	116,6317
	16,6617
	4,2442
	wp
	3,83578583

	Столбец 4
	7
	125,9792
	17,9970
	1,9018
	Wкр. α
	9,48772904

	Столбец 5
	7
	181,5611
	25,9373
	8,9705
	               Гипотеза принята


Табл.2. Пример дополненной таблицы выходных данных «Итоги» однофакторного дисперсионно анализа.

2. Проверьте справедливость G0. Пакет анализа этого не делает, но в выходной таблице «Итоги» (в качестве примера см. табл.2)содержатся необходимые для расчета 
[image: image95.wmf]w

-критерия параметры ni и 
[image: image96.wmf]2
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s

. Необходимо произвести этот расчет с помощью последовательности формул (2), (3) и (1). Для этого добавьте к таблице справа два столбца и скопируйте в них содержимое аналогичного диапазона  такой же таблицы  со  страницы Дисперсия-А1, расположенной ниже 1-го варианта исходных данных.  Она идентична приведенной выше в качестве примера выходной таблице 2, а в ячейках ее последнего столбца содержатся формулы (3), (2), (1) и ХИ2ОБР(0,05); (СЧЁТ(J25:J29)-1))*. В результате Вы сразу получаете соответствующие Вашему варианту расчетное и критическое значения критериальной статистики 
[image: image97.wmf]w

. Сравнив их между собой, примите решение относительно G0. В нашем примере wp ( 3,836 < Wкр. α ( 9,488, следовательно, G0 принимается и необходимо перейти к следующему пункту. Если G0 будет отвергнута, то процесс испытания гипотезы H0 должен быть прерван,  как требующий расчетных процедур, не предусмотренных Пакетом анализа Excel.

3. Примите решение относительно гипотезы H0. Для этого обратитесь ко второй выходной таблице «Дисперсионный анализ», пример которой приведен ниже. Как и первая, она соответствует таблице 1.(входные данные). Для этого сравните расчетное (F) и критическое  F критическое значения критерия Фишера. Последнее является нижней границей области недопустимых значений для H0. В нашем случае это (2,6335; + ∞). Так как F = 27,9184 > F критическое,  то H0 явно не может быть признана правдоподобной. Если для рабочего варианта исходных данных H0 будет принята (будет выполнено условие F ( F критическое), то следует сделать вывод, что имеющиеся статистические данные не позволяют установить  факт влияния фактора А на признак Y. Наоборот, при отклонении H0 это влияние признается существенным и естественно встает вопрос об оценке его степени.

	Дисперсионный анализ
	
	
	
	
	

	Источник вариации
	SS
	df
	MS
	F
	P-Значение
	F критическое

	Между группами
	581,6075
	4
	145,4019
	27,9184
	0,0000
	2,6335

	Внутри групп
	187,4914
	36
	5,2081
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	Итого
	769,0989
	40
	
	
	
	


Табл.3. Пример итоговой таблицы выходных данных однофакторного                                    дисперсионного анализа.

4. Оцените степень относительного влияние фактора А на поведение (вариацию) признака Y с помощью коэффициента детерминации (5) по данным выходной таблицы «Дисперсионный анализ».  В качестве числителя формулы берется межгрупповая вариация признака (вариация выборочных средних), расположенная на пересечении строки «Между группами» и столбца «SS»; в качестве знаменателя  –  общая вариация признака Y по всем  m выборкам, расположенная на пересечении строки «Итого» и столбца «SS». В нашем примере         
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, что говорит о бесспорном доминировании Y над всеми другими факторами, (на него приходится (
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 общего потока влияния).

ТЕМА 16.  ДВУХФАКТОРНЫЙ ДИСПЕРСИОННЫЙ АНАЛИЗ С ПОВТОРЕНИЯМИ

       Цель – овладение  данным инструментом (режимом), применяемым для установления факта зависимости исследуемого признака Y от значений (уровней)  одновременно двух факторных признаков А и В, которые как правило являются качественными. В целом данный инструмент, как и работа с ним практически идентичен «ДА без повторений». Ряд частных особенностей связан с тем, что здесь каждому сочетанию уровней признаков А и В соответствует не единственное наблюдаемое значение признака YАВ, а отдельная независимая выборка. Excel предполагает равенство их объемов (обозначим его v), хотя вообще говоря, это не обязательно. Наличие выборок делает практически возможным проверку гипотезы о равенстве дисперсий признака для всех сочетаний значений  А и В.

      Исходные данные для выполнения задания (по вариантам) даны в книге Эксфиниш  на листе Дисперсия-А2сп. Рекомендуется перед выполнением задания скопировать свой вариант данных на любой свободный лист этой же книги. Компактный пример варианта этих  данных приведен в табл.1., здесь mA = 4,  mB = 5.

     Порядок выполнения работы.

1. В пакете Анализ данных выберите режим «Двухфакторный дисперсионный анализ с повторениями». Введите адреса исходных данных Вашего варианта в появившееся диалоговое окно:
· Входной интервал – вводится ссылка на диапазон размерностью (mА(v+1) (        (mB+1), содержащий весь массив наблюдаемых данных, с обязательным добавлением столбца и строки, содержащих имена уровней факторных признаков. В нашем примере это диапазон С5:H21.

· Число строк для выборки – указывается объем комбинационных уровневых выборок, равный количеству смежных строк в таблице 1, соответствующих каждому значению А, в нашем примере это v = 4; 

· Альфа – вводится уровень значимости α, равный допустимой вероятности возникновения ошибки первого рода (отвержение HА и HВ когда они справедливы);

· Выходной интервал – вводится адрес ячейки, которая будет находиться в левом верхнем углу диапазона, занятого выходными данными.

· Нажмите кнопку ОК.

  В таблицах 2 и 3 в качестве примера выходных данных инструмента приведены соответствующие входным данным таблицы 1 расчетные параметры процедуры дисперсионного анализа (ДА). При этом таблица 2 носит вспомогательный характер, ее данные могут быть полезны при использовании результатов анализа, т.е. после проверки гипотез HА и HВ, решение относительно которых принимаются на основе таблицы 3. Эти же данные иллюстрируют результаты анализа. 

2. Примите решение относительно гипотезы HА. Для этого обратитесь ко второй выходной таблице «Дисперсионный анализ», пример которой приведен ниже. Как и первая, она соответствует таблице 1 (входные данные). Для проверки HА  используется строка «Выборка». Это связано с тем, что уровни признака А в исходной таблице варьируют по строкам, точнее по блокам строк величиной v (для каждого блока уровень А фиксирован), а каждый блок содержит mВ выборок, соответствующих mВ уровням фактора В. Сравните расчетное (F) и критическое ( F критическое) значения критерия Фишера. Последнее является нижней границей критического интервала для HА. В нашем случае это (( 2,7581; + ∞). Так как F = 724,35 > F критическое = 2,7581,  то HА явно не может быть признана правдоподобной. Следовательно влияние фактора А на Y должно быть признано. Если для рабочего варианта исходных данных HА будет принята (будет выполнено условие F ( F критическое), то следует сделать вывод, что имеющиеся статистические данные не позволяют установить  факт влияния фактора А на признак Y. Наоборот, при отклонении HА это влияние признается существенным. 

	 
	B
	C
	D
	E
	F
	G
	H

	2
	                Вариант 15 (α =0,04)
	
	
	 

	3
	
	
	
	20
	2,4
	0,06
	1,5

	4
	    А / В
	
	0,6
	0,3
	0,7
	1,3
	1,9

	5
	
	
	В-1
	В-2
	В-3
	В-4
	В-5

	6
	1,6
	А-1
	23,31
	23,47
	22,80
	23,94
	22,29

	7
	1,6
	А-1
	22,14
	22,92
	23,00
	24,07
	22,39

	8
	1,6
	А-1
	23,38
	22,88
	23,32
	23,90
	23,40

	9
	1,6
	А-1
	22,32
	22,93
	22,53
	25,09
	23,75

	10
	3,6
	А-2
	29,35
	27,77
	28,60
	28,64
	28,00

	11
	3,6
	А-2
	30,26
	28,12
	29,12
	30,56
	26,55

	12
	3,6
	А-2
	29,08
	29,10
	30,23
	28,79
	28,20

	13
	3,6
	А-2
	29,38
	28,13
	28,86
	28,68
	26,07

	14
	0,4
	А-3
	20,98
	21,88
	21,77
	20,95
	22,94

	15
	0,4
	А-3
	20,32
	22,99
	21,23
	20,49
	23,76

	16
	0,4
	А-3
	21,00
	22,19
	21,05
	18,86
	22,50

	17
	0,4
	А-3
	20,20
	20,86
	21,09
	20,77
	23,19

	18
	4
	А-4
	27,75
	28,90
	29,38
	28,86
	28,98

	19
	4
	А-4
	28,45
	28,89
	28,54
	30,16
	29,87

	20
	4
	А-4
	28,18
	28,82
	28,06
	28,88
	29,11

	21
	4
	А-4
	28,10
	29,40
	27,98
	29,18
	29,22


Табл.1. Пример исходных данных для двухфакторного ДА с повторениями.

	Двухфакторный дисперсионный анализ с повторениями
	

	ИТОГИ
	В-1
	В-2
	В-3
	В-4
	В-5
	Итого

	А-1
	
	
	
	
	
	

	Счет
	4
	4
	4
	4
	4
	20

	Сумма
	91,134
	92,192
	91,658
	96,992
	91,846
	463,822

	Среднее
	22,7835
	23,048
	22,9145
	24,248
	22,9615
	23,1911

	Дисперсия
	0,420625
	0,078867
	0,110892
	0,318867
	0,530492
	0,532144

	А-2
	
	
	
	
	
	

	Счет
	4
	4
	4
	4
	4
	20

	Сумма
	118,054
	113,112
	116,818
	116,662
	108,836
	573,482

	Среднее
	29,5135
	28,278
	29,2045
	29,1655
	27,209
	28,6741

	Дисперсия
	0,263225
	0,326867
	0,514292
	0,865825
	1,1131
	1,230165

	А-3
	
	
	
	
	
	

	Счет
	4
	4
	4
	4
	4
	20

	Сумма
	82,484
	87,912
	85,148
	81,062
	92,406
	429,012

	Среднее
	20,621
	21,978
	21,287
	20,2655
	23,1015
	21,4506

	Дисперсия
	0,1801
	0,7762
	0,1105
	0,916292
	0,276425
	1,43531

	А-4
	
	
	
	
	
	

	Счет
	4
	4
	4
	4
	4
	20

	Сумма
	112,464
	116,002
	113,968
	117,072
	117,196
	576,702

	Среднее
	28,116
	29,0005
	28,492
	29,268
	29,299
	28,8351

	Дисперсия
	0,083267
	0,071492
	0,4132
	0,373467
	0,156567
	0,397532

	Итого
	
	
	
	
	
	

	Счет
	16
	16
	16
	16
	16
	

	Сумма
	404,136
	409,218
	407,592
	411,788
	410,284
	

	Среднее
	25,2585
	25,57613
	25,4745
	25,73675
	25,64275
	

	Дисперсия
	14,56341
	10,48119
	12,79163
	15,52876
	8,273545
	


Табл.2. Пример таблицы выходных данных «Двухфакторный ДА без повторений».

	Дисперсионный анализ
	 
	 
	 
	 
	 

	Источник вариации
	SS
	df
	MS
	F
	P-Значение
	F критическое

	Выборка
	858,4154
	3
	286,1385
	724,35
	4,65852E-47
	2,758078316

	Столбцы
	2,145276
	4
	0,536319
	1,357674
	0,259366515
	2,525215102

	Взаимодействие
	42,46093
	12
	3,53841
	8,957368
	1,63431E-09
	1,917395899

	Внутри
	23,70168
	60
	0,395028
	
	
	 

	 
	
	
	
	
	
	 

	Итого
	926,7233
	79
	 
	 
	 
	 


Табл.3. Пример итоговой таблицы выходных данных двухфакторного

ДА с повторениями.

4. Аналогичным образом примите решение относительно гипотезы HВ. Сравните соответствующие расчетное (F) и критическое ( F критическое) значения критерия Фишера. Последнее является нижней границей критического интервала для HВ. В нашем примере это (2,5252; + ∞). Так как F = 1,3576< F критическое = 2,5252, то HВ следует принять. Следовательно независимость Y от фактора В должна быть признана. Если для рабочего варианта исходных данных HВ будет принята (выполнено условие F ( F критическое), то следует сделать вывод об отсутствии влияния фактора А на признак Y. Наоборот, при отклонении HВ это влияние признается существенным.

5. Для факторных признаков, влияние которых на Y установлено, оцените относительную величину этого влияния с помощью частных коэффициентов детерминации

ё
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     При этом средние выборочные дисперсии 
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можно заменить пропорциональными им величинами SS (суммы квадратов отклонений) из столбца «SS» таблицы 3 и соответственно строк:

· «Выборка» для 
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    В нашем примере 
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 не оценивается. Это говорит об абсолютно доминирующем влиянии фактора А. Содержимое ячейки «Взаимодействие: SS» характеризует вклад в общую вариацию признака Y фактора взаимовлияния признаков А и В (т.н. мультиколлинеарности факторных признаков), а содержимое ячейки «Внутри: SS» – влияния всех прочих (не учитываемых) факторов. В нашем примере и то, и другое практически не значимо.
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