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ПРЕДИСЛОВИЕ 
 
Практикум по теории механизмов и машин предназначен для сту-

дентов машиностроительных, механических и приборостроительных 
специальностей и других инженерно-технических специальностей, изу-
чающих курс теории механизмов и машин. 

При подготовке данного пособия фрагментарно использованы ма-
териалы из учебной литературы [1–6]. 

Пособие состоит из двух частей, шести глав. В каждой главе кратко 
излагаются основные теоретические положения. Приводятся задачи и 
контрольные вопросы. Рассмотрены примеры решения задач.  

Первая часть посвящена исследованию механизмов.  
В первой главе рассматриваются основные понятия, связанные со 

строением механизмов. Даются принципы классификации механизмов и 
их элементов. 

Вторая глава посвящена исследованию кинематики рычажных и 
зубчатых механизмов как аналитическим методом, так и методом пла-
нов (планы положений, скоростей и ускорений). 

Методы определения сил, действующих на звенья механизма, ре-
акций в кинематических парах, уравновешивающей (движущей) силы 
рассмотрены в третьей главе. 

В четвертой главе решаются задачи исследования режимов движе-
ния механизма под действием заданных сил. 

Вторая часть пособия посвящена синтезу механизмов. 
В пятой главе рассматриваются вопросы синтеза механизмов с 

низшими кинематическими парами. 
В шестой главе рассматривается синтез механизмов с высшими па-

рами: синтез зубчатых и кулачковых механизмов,  
Самостоятельное решение студентами задач по каждому разделу 

курса теории механизмов и машин учит практическому применению 
методов кинематического и динамического анализа и проектирования 
механизмов, развивает навыки расчетной техники и кругозор, закрепля-
ет теоретические знания. 
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ЧАСТЬ 1. АНАЛИЗ МЕХАНИЗМОВ 

ГЛАВА 1. СТРУКТУРНЫЙ АНАЛИЗ И КЛАССИФИКАЦИЯ 
МЕХАНИЗМОВ 

Механизмом называется система тел, предназначенных для пре-
образования движения одного или нескольких тел в требуемое движе-
ние других тел. 

Механизмы, входящие в состав машин, весьма разнообразны. Одни 
из них представляют собой сочетание твердых тел, другие могут иметь 
в своем основном составе гидравлические, пневматические, электриче-
ские или магнитные устройства. Соответственно такие механизмы на-
зываются гидравлическими, пневматическими, электрическими … ме-
ханизмами. 

Механизмы можно классифицировать по их функциональному 
предназначению: 

– механизмы двигателей и преобразователей; 
– передаточные механизмы; 
– исполнительные механизмы; 
– механизмы управления … 
Однако, несмотря на функциональные различия, в структуре раз-

ных механизмов много общего. Поэтому можно к исследованию меха-
низмов применять общие методы механики. При исследовании машин и 
механизмов, как правило, можно считать жесткие тела, образующие ме-
ханизм, абсолютно твердыми, так как перемещения, возникающие от 
деформации, малы по сравнению с перемещением самих тел. 

ТММ – наука, изучающая строение, кинематику и динамику меха-
низмов. 

Анализ механизмов может быть структурным, кинематическим и 
динамическим. 
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1.1. Структура механизмов 

Любой механизм состоит из отдельных деталей, групп деталей и 
кинематических пар.  

Все неподвижные детали образуют одну жесткую неподвижную 
систему тел, называемую неподвижным звеном или стойкой. 

Каждая подвижная деталь или группа деталей, образующих одну 
жесткую подвижную систему тел, называется подвижным звеном. 

Подвижные и неподвижные звенья соединены между собой таким 
образом, что обеспечивается возможность их относительного движения. 

В соответствии с характером движения звеньев относительно стой-
ки можно выделить следующие, часто встречающиеся названия звеньев: 

а) кривошип – звено, которое совершает полное круговое движе-
ние, – на 360º (рис. 1.1); 

б) коромысло – звено, которое совершает колебательное движение 
относительно некоторого центра (рис. 1.2); 

 
в) шатун – звено, совершающее сложное движение (поступатель-

ное и вращательное); 
г) ползун – звено, совершающее только поступательное движение 

(рис. 1.3). 
Кроме классификационных названий звеньев по характеру их абсо-

лютного (относительно неподвижного звена) движения, названия звень-
ев вводятся еще по взаимосвязи, взаимовлиянию движения, особенно-
стей геометрической формы звеньев: 

 

 

Рис. 1.3. Ползун Рис. 1.4. Кулиса Рис. 1.5. Кулачок Рис. 1.6. Эксцентрик

Камень кулисы 

Кулиса ε

Рис. 1.1. Кривошип 

ϕ – размах движения 

A′ 

A″

A 

Рис. 1.2. Коромысло 

ϕ  
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д) кулиса – подвижная направляющая (рис. 1.4). В данном примере 
в соответствии с характером собственного движения кулиса может быть 
коромыслом, реже – кривошипом. Кулиса может совершать и поступа-
тельное движение, тогда его можно классифицировать как ползун-
кулиса; 

е) кулачок – звено, очерченное профилем переменной кривизны, 
который определяет характер перемещения сопряженного с ним звена и 
образует с последним пару высшего класса. Сам кулачок может совер-
шать вращательное (рис. 1.5) или поступательное движение; 

ж) эксцентрик – частный случай кулачка. Профилем является ок-
ружность, но звено совершает вращательное движение не вокруг своей 
геометрической оси (рис. 1.6); 

з) толкатель – звено, сопряженное высшей кинематической парой 
с кулачком. Различают поступательно движущийся (рис. 1.7,а) и коро-
мысловый (рис. 1.7,б) толкатели.  

 
и) зубчатое колесо (см. рисунок к задаче 12).  
Соединение двух соприкасающихся звеньев, допускающее их от-

носительное движение, называется кинематической парой (КП). Сопри-
касающиеся поверхности, линии, точки называются элементами кине-
матических пар. 

Все кинематические пары подразделяются на пять классов. Номер 
класса КП определяется числом условий связи, которые наложены на 
движение одного звена пары относительно другого. 

Рис. 1.7. Кулачковые механизмы: а – с поступательно 
движущимся толкателем; б – с коромысловым толкателем 

(1 – кулачок, 2 – толкатель) 

а) б) 
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Кинематические пары классифицируются по ряду признаков: 
1) по числу условий связи (невозможных движений), 

накладываемых на относительные движения звеньев; 
2) по характеру соприкосновения звеньев; 
3) по характеру относительного движения. 
Кинематические пары плоских механизмов в соответствии с пер-

вым признаком могут быть:  
а) 5-го класса – Р5 (5 условий связи), 
б) 4-го класса – Р4 (4 условия связи). 
По второму признаку КП могут быть двух видов: 
а) низшие КП, в которых контакт осуществляется по поверхности, 
б) высшие КП – контакт по точке или по линии. 
По третьему признаку кинематические пары 5-го класса могут быть 

двух видов: вращательные (В) и поступательные (П). 
Кинематические пары 4-го класса имеются в зубчатых, кулачковых 

и других механизмах (ВП, ПП, ВВ). 
Для решения вопроса, к какому классу относится та или иная КП, 

следует поступать следующим образом. Одно из звеньев, входящих в 
КП, представить неподвижным. Связать с ним систему координат Оxyz 
и, ориентируясь по ней, проследить число невозможных движений. 

Число этих невозможных движений (чис-
ло связей) представляет собой номер 
класса КП. 

На примере сферического шарнира 
(рис. 1.8) проследим число связей (не-
возможных движений). Звено 2 не может 
совершать поступательное движение 
вдоль ни одной из осей Оx, Оy, Оz, но 
вращаться вокруг них может. Число ус-
ловий связи S=3, число степеней свободы 
H=3. Пара 3-го класса. 

Если же наложить еще условие пло-
скостности (плоский механизм – движе-
ние звеньев только в одной плоскости), 

то окажется, что звено 2 сможет совершать вращательное движение во-
круг двух осей – перпендикулярной плоскости механизма и оси, прохо-
дящей через центр шарнира и ось звена 2. S=4, H=2, пара 4-го класса. 
Если звенья механизма могут совершать только плоскопараллельные 
движения – отнимается еще и возможность вращения звена 2 вокруг 
своей оси – пара 5-го класса (следует считать только в условиях данного 
механизма). 

Рис. 1.8. Сферическая 
кинематическая пара 
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Для составления кинематической схемы механизма необходимо 
уметь правильно изображать звенья и кинематические пары, условные 
обозначения которых приведены в табл. 1.1. 

Таблица 1.1 
Схематическое изображение звеньев и кинематических пар 

Объект изображения Условное обозначение 

Звенья 

 

Кинематические пары 
вращательные 

 5-го класса 

 

Кинематические пары 
поступательные  

5-го класса  

Кинематические пары 4-го 
класса высшие 

 
 
Другие типы кинематических пар, их конструктивные схемы и ус-

ловные обозначения на чертежах приведены в табл. 1.2. 

ЗАДАЧИ 1–10 
Определить класс кинематической пары, образованной звеньями 1 

и 2. Указать, какие из шести независимых движений (трех поступатель-
ных и трех вращательных) одного звена относительно другого невоз-
можны в кинематической паре. 
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Таблица 1.2
Кинематические пары и их обозначения на схемах 

Кинематическая пара Рисунок Обозначение 

Сфера-плоскость 
Н = 5, S=6 – H=1 
ВВВПП 

 

 

 

Цилиндр на плоскости 
Н = 4, S = 6 – Н = 2 
ВВПП 

 

 

 

Призма на плоскости 
Н = 3, S = 6 – Н = 3 
ВПП 

 

 

 

Цилиндрическая 
Н = 2 
S = 6 – Н = 4 
ВП  

 

 

Сферическая 
Н = 3 
S = 6 – Н = 3 
ВВВ  

 

Сферическая с пальцем 
Н = 2, S = 6 – Н = 4 
ВВ 

 
 

Вращательная (цилиндрическая с 
буртом) 
Н = 1, S = 6 – Н = 5 
В  

 

 
 

 
Поступательная 
Н = 1, S = 6 – Н = 5 
П 

 

 

 

Винтовая  
Н = 1, S = 6 – Н = 5 
ВП (движения взаимозависимы) 

 

 

 
h
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К задаче 1 К задаче 2 

К задаче 3 К задаче 4 

К задаче 5 К задаче 6 

К задаче 7 К задаче 8 
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ЗАДАЧИ 11–14 
Определить класс кинематической пары, образованной звеньями 1 

и 2, если оба звена, вошедшие в кинематическую пару, совершают 
плоскопараллельное движение относительно плоскости OYZ. 

 

К задаче 9 

К задаче 10 К задаче 11 

К задаче 12 К задаче 13 

К задаче 14 
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1.2. Классификация механизмов 

Определение степени подвижности механизма 
Числом ведущих звеньев определяется степень подвижности меха-

низма, или число его степеней свободы относительно стойки. 
Итак, известно, что в кинематической цепи (КЦ) могут быть КП 

1…5 классов: Р1, Р2, Р3, Р4, Р5. Число степеней свободы отдельного зве-
на, не связанного с другими, равно 6. Если число звеньев КЦ k, тогда 
число степеней свободы 6k. Отсюда надо отнять число степеней свобо-
ды, которые отнимаются вхождением звеньев в КП, таким образом, 
число степеней свободы Н, которыми обладает КЦ: 
 H=6k–5P5–4P4–3P3–2P2–P1. (1.1) 

Обычно рассматривается число степеней свободы механизма отно-
сительно неподвижного звена (стойки): 
 W=H–6=6(k–1)–5P5–4P4–3P3–2P2–P1. 

Пусть k–1=n – число подвижных звеньев КЦ, тогда 
 W=6n–5P5–4P4–3P3–2P2–P1. (1.2)  

Эта формула носит название Сомова–Малышева (Сомов П.И., 
1887, Малышев А.П., 1923), формула подвижности или структурная 
формула кинематической цепи общего вида. 

Данная формула применима в том случае, если на движение звень-
ев, входящих в состав механизма, не наложено каких-либо общих до-
полнительных условий. 

В частном случае плоского механизма (когда все звенья движутся 
параллельно одной общей плоскости) на движение в целом наложено 
три общих ограничения, структурная формула принимает вид (формула 
Чебышева): 
 45345 23)33()34()35()36( PPnPPPnW −−=−−−−−−−= . 

Номер семейства равен числу общих условий связи, которые на-
ложены на все звенья механизма. 

Для механизмов первого семейства: 
 2345 2345 PPPPnW −−−−= ; 
для механизмов второго семейства: 
 345 234 PPPnW −−−= ; 
формула Чебышева справедлива для механизмов третьего семейства; 
для механизмов четвертого семейства (формула Добровольского): 
 52 PnW −= . 
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В этих формулах W – степень подвижности механизма; n – число 
подвижных звеньев; 54321 ,,,, PPPPP  – число кинематических пар со-
ответствующих классов. 

Прежде чем применять структурные формулы, следует установить, 
сколько общих условий связи наложено на движение звеньев исследуе-
мого механизма. Число этих связей будет соответствовать номеру се-
мейства. 

После установления номера семейства следует выяснить, нет ли в 
данном механизме звеньев, которые накладывают пассивные связи, не 
влияющие на кинематику основных звеньев механизма. Если подобные 
звенья в рассматриваемом механизме имеются, то необходимо их выде-
лить, исключить из рассмотрения. Такие звенья в реальных механизмах 
применяются для перераспределения нагрузки между звеньями, повы-
шения жесткости системы, уменьшения износа элементов и повышения 
КПД системы (замены трения скольжения трением качения – введение 
роликов). 

Лишними степенями свободы называют подвижности звеньев, не 
влияющие на степень свободы механизма в целом, например, вращение 
роликов на своих осях (или отсутствие такового) в кулачковом меха-
низме никоим образом не сказывается на характере перемещения ведо-
мого звена – толкателя, однако привносит дополнительную степень 
подвижности. Исследуя кинематику основного механизма, этим движе-
нием можно пренебречь. 

 
Пример 1 
Дан плоский шарнирный параллелограмм (рис. 1.9). На движение 

его звеньев наложено три общих условия связи: звенья не могут пере-
мещаться поступательно вдоль оси Ох и вращаться вокруг осей Оу и Oz. 
Это механизм третьего семейства. 

В механизме длины звеньев (расстояние между осями шарниров) 
подобраны так, что изменяемая фигура ABCD всегда будет параллело-
граммом ( ADBCCDAB llll == , ). Вследствие того, что ADFEEDAF llll == , , 
звено 5 не стесняет движения остальных звеньев. Поэтому оно должно 
быть отнесено к пассивной связи и не учитывается при подсчёте числа 
подвижных звеньев n. 

При отброшенном звене 5 степень подвижности механизма равна 
 1423323 5 =⋅−⋅=−= PnW . 

Это означает, что для придания определенности движения звеньям 
механизма достаточно задать движение одному звену. 
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Если бы не была отброшена пассивная связь, то при подсчете сте-

пени подвижности был бы получен неверный результат: 
 0624323 5 =⋅−⋅=−= PnW .  

 
Пример 2 
Рассмотрим кулачковый механизм (рис. 1.10), где: 
1 – кулачок (ведущее звено), 
2 – ролик, 
3 – толкатель (ведомое звено), 
4 – стойка. 
Число подвижных звеньев n=3 (1, 2, 3).  
Кинематических пар 5-го класса: Р5=3 (В14, В23, П34). 
Кинематических пар 4-го класса: Р4=1 (ВП12). 
Тогда по формуле Чебышева: 

 21323323 45 =−⋅−⋅=−−= PPnW . 
Ролик 2 можно удалить (или жестко связать со звеном 3, исключив 

соответственно одну кинематическую пару В2,3) – он не оказывает ника-
кого влияния на характер движения выходного звена. Тогда n=2 (1, 3); 
Р5=2 (В14, П34); Р4=1 (ВП13) и  
 112223 =−⋅−⋅=W . 

ЗАДАЧИ 15–18 
15. Определить семейство и степень подвижности торцевого ку-

лачкового механизма. 
16. Определить семейство и степень подвижности механизма зуб-

чатой передачи с коническими колесами. 
 

1 

2 3 

4 

ω 

Рис. 1.10. Кулачковый 
механизм 

1

4
A 

F 

D 

B 
Z 

E 

C 
3

2 

5 

Y 
X 

Рис. 1.9. Плоский шарнирный 
параллелограмм 
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17. Определить семейство и степень подвижности механизма оди-
нарного шарнира Гука (оси всех его вращательных пар пересекаются в 
одной точке О). 

18. Определить семейство и степень подвижности механизма гид-
ропривода. 

 
К задаче 18 К задаче 17 

К задаче 15 К задаче 16 
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1.3. Составление кинематических схем механизмов 

Кинематическая схема механизма дает полное представление о 
структуре механизма и определяет его кинематические свойства. Она 
является графическим изображением механизма посредством условных 
обозначений звеньев и кинематических пар с указанием размеров, кото-
рые необходимы для кинематического анализа механизма. 

На кинематических схемах механизмов звенья, как правило, изо-
бражаются отрезками прямых и нумеруются арабскими цифрами. Ки-
нематические пары в пространственных механизмах обозначаются 
большими буквами латинского алфавита и схематически изображаются 
так, как это сделано на рис. 1.9. Схематическое изображение кинемати-
ческих пар плоских механизмов показано в табл. 1.1 и 1.2. Элементы 
высшей пары очерчиваются кривыми, которыми они характеризуются в 
натуре. Стойку (неподвижное звено) принято выделять штриховкой (см. 
рис. 1.1–1.7 и др.). 

Для построения кинематической схемы механизма рекомендуется 
следующая последовательность действий: 

1. Установить основное кинематическое назначение механизма. 
2. Подсчитать общее число звеньев k, включая стойку. Число под-

вижных звеньев будет 1−= kn . 
3. Выяснить, сколько наложено на подвижные звенья механизма 

общих условий связи, и по их числу установить номер семейства меха-
низма. 

4. Подсчитать и установить класс кинематических пар, а также 
найти степень подвижности механизма. 

5. Вычертить схему механизма. Начинать её надо с нанесения на 
чертеж неподвижных элементов кинематических пар, т. е. элементов, 
принадлежащих стойке. Далее следует вычертить ведущие звенья, вхо-
дящие в кинематические пары со стойкой. (Число этих звеньев соответ-
ствует найденной ранее степени подвижности.) Затем надо нанести на 
чертеж кинематическую цепь, образующую ведомую часть механизма. 

При составлении схемы плоских механизмов чертеж должен сов-
падать с плоскостью, параллельно которой движутся точки звеньев ме-
ханизма, исключение составляют передачи с цилиндрическими зубча-
тыми колесами, когда для наглядности схема может вычерчиваться в 
плоскости, перпендикулярной плоскости вращения колес (рис. 1.11). 
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Рассмотрим следующие задачи. 
1. Составить кинематическую схему механизма. Подсчитать число 

звеньев и кинематических пар, его образующих. Определить семейство 
механизма и класс кинематических пар. 

На рис. 1.12 приведен кривошипно-ползунный механизм (механизм 
поршневого двигателя).  

 

1 

2 
а) 

1 

2 

А 

В 

ω1 

ω2 

б) 

Рис. 1.11. Принятые на схемах изображения цилиндрических 
зубчатых передач 

Рис. 1.12. Механизм поршневого двигателя (а) и 
его основная кинематическая схема (б) 

Z 

Y 

X 
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Выделяем основную его структуру (клапанный механизм не рас-
сматриваем). Вычерчиваем в масштабе, отражая характерными графи-
ческими обозначениями кинематические пары. Пронумеруем все звенья 
и обозначим кинематические пары буквами латинского алфавита. 

Общее число звеньев 4=k . Число подвижных звеньев 31 =−= kn . 
Число возможных движений – три: ВХ (звенья 1, 2); ПY (звено 2); ПZ 

(звенья 2, 3), т. е. три невозможных движения (три условия связи). Ме-
ханизм третьего семейства. Кинематических пар 5-го класса Р5=4 (1–4, 
1–2, 2–3, 3–4), кинематических пар 4-го класса нет, Р4=0. Тогда по фор-
муле Чебышева степень подвижности механизма: 
 1423323 45 =⋅−⋅=−−= PPnW . 

Механизм состоит из звеньев: 
1 – кривошип, 2 – шатун, 3 – ползун, 4 – стойка. 
 
2. Применить условие первой задачи для плоского кулачкового ме-

ханизма с тарельчатым толкателем (рис. 1.13). 

 
Общее число подвижных звеньев k=3, тогда n=2. Число возмож-

ных движений – 3: (1–2) – ВХ; (2–3) – ВХ, ПY; (3–1) – ПZ, т. е. три невоз-
можных движения. Механизм третьего семейства. 

Р5=2 (В12, П31), Р4=1 (ВП23). 
Степень подвижности: 

 123 45 =−−= PPnW . 
Механизм состоит из звеньев: 
1 – стойка, 2 – кулачок, 3 – толкатель. 
 

Рис. 1.13. Кулачковый механизм с 
тарельчатым толкателем 

2 

1 

3 

1 
X 

Y 

Z 
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ЗАДАЧИ 19–28 
Составить кинематическую схему механизма. Подсчитать число 

звеньев и кинематических пар, его образующих. Определить семейство 
механизма и класс кинематических пар. 

 

К задаче 19 К задаче 20 

К задаче 21 К задаче 22 

К задаче 24 К задаче 23 
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1.4. Структурный состав механизма 

Структурная классификация плоских шарнирных механизмов была 
разработана русским ученым профессором Л.В. Ассуром (1914 г.), а за-
тем развита И.И. Артоболевским. 

Согласно классификации Л.В. Ассура каждый плоский механизм 
состоит из начальных механизмов и присоединенных к ним структур-
ных групп (групп Ассура) с нулевой степенью подвижности. 

Начальными механизмами могут быть: 
а) начальный вращательный механизм (рис. 1.14,а): 
n=1, Р5=1 (В12), Р4=0, W=1; 
б) начальный поступательный механизм (рис. 1.14,б): 
n=1, Р5=1 (П12), Р4=0, W=1. 

К задаче 25 К задаче 26 

К задаче 27 К задаче 28 

X

Y 
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Начальные механизмы относятся к механизмам 1-го класса. 
Основной принцип образования механизмов заключается в после-

довательном наслоении кинематических цепей, обладающих опреде-
ленными структурными свойствами. 

Группой Ассура называется кинематическая цепь с нулевой степе-
нью свободы относительно тех звеньев, с которыми входят в кинемати-
ческие пары свободные элементы ее звеньев, и не распадающаяся на 
более простые цепи, обладающие также нулевой степенью свободы. 

Равноправно и следующее определение: группой Ассура называют 
элементарную кинематическую цепь, которая в случае ее присоедине-
ния элементами внешних пар к стойке получает нулевую степень под-
вижности: 
 023 45 =−−= PPnW . 

Рассмотрим, при каком соотношении между числом подвижных 
звеньев n и кинематическими парами Р5 и Р4 могут существовать груп-
пы Ассура: 

а) для групп Ассура только с кинематическими парами только 5-го 
класса степень подвижности определяется: 

523 PnW −= , следовательно, 53
2 Pn = . 

Возможные сочетания чисел звеньев и кинематических пар (рис. 
1.15–1.18): 

n 2 4 6 8 … 
Р5 3 6 9 12 … 

 
б) для групп Ассура с КП 5-го и 4-го классов: 

4523 PPnW −−= . 
 

n P5 P4 
1 1 1 
2 2 2 
… … … 

a) б) 

Рис. 1.14. Начальные механизмы 
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Назовем звено и стойку, образующие кинематическую пару 5-го 
класса, механизмом 1-го класса. 

 

 

 

a=7 

a=6 
a=4 a=4 

Рис. 1.18. Группа Ассура 7-го класса 
(n =10,   P5=15,   P4= 0,   W = 0,   k=2) 

C D 

G 

F 

 E 

B 

B 

C 

D 

E 

F 

G 

Рис. 1.16. Группа Ассура 
 3-го класса (n=4, P5=6) 

Рис. 1.17. Группа Ассура 
 4-го класса (n=4, P5=6) 

B 

С 

D D 
B 

С 

D B 

С 

1-й вид,  [В–В–В] 3-й вид,  [В–П–В] 2-й вид,  [В–В–П] 

D 
B 

С 

B 

С 

D 

4-й вид,  [П–В–П] 5-й вид,  [П–П–В] 

Рис. 1.15. Группы Ассура 2-го класса (n=2, P5=3, P4=0) 
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Характерным примером группы Ассура с высшей кинематической 
парой 4-го класса может быть толкатель в кулачковом механизме (см. 
рис. 1.13 – одно звено, одна пара 5-го и одна пара 4-го классов) или зуб-
чатое колесо. 

Образование любого плоского механизма может быть представлено 
как последовательное присоединение групп, удовлетворяющих условию 
 023 45 =−−= PPnW . 

Класс механизма соответствует классу наивысшей группы, входя-
щей в его состав. 

Порядок группы определяется числом элементов звеньев, которы-
ми группа присоединяется к основному механизму. 

Все виды групп 2-го класса могут быть получены путем замены от-
дельных вращательных пар парами поступательными (рис. 1.15). 

Класс групп Ассура определяется сложностью контура их звеньев, 
входящих в группу. 

Задача об определении класса плоского механизма решается так: 
1. Вычерчивается схема механизма. Подсчитывается степень под-

вижности его по формуле Чебышева. 
2. Выбирается ведущее звено (начальный вращательный или по-

ступательный механизм). 
3. Производится отделение (с конца механизма) группы Ассура 

возможно более низкого класса. Если невозможно отделить группы 2-го 
класса, ищется группа 3-го класса и т. д. 

4. После отделения каждой группы Ассура выполняется проверка 
оставшегося механизма по степени подвижности (измениться не долж-
на, не должно оставаться звеньев, не связанных с механизмом). 

5. Снова выполняется пункт 3, до тех пор пока не останется лишь 
начальный (начальные – в случае если степень подвижности более 1) 
механизм. 

Следует иметь в виду, что от группы Ассура не может быть отде-
лена кинематическая цепь, удовлетворяющая условию W = 0, без раз-
рушения самой группы. Если такое отделение возможно, то исследуе-
мая кинематическая цепь представляет собой совокупность нескольких 
групп Ассура. 

Рассмотрим примеры на структурный анализ и классификацию 
плоских механизмов по Ассуру–Артоболевскому. 

В данных примерах необходимо определить степень подвижности 
механизма, написать формулу его строения и указать его класс. 
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Пример 1 (рис. 1.19). 

 
1 – кривошип–зубчатое колесо, 
2-2′ – кривошип–зубчатое колесо, 
3 – шатун, 4 – ползун. 
n=4, Р5=5, Р4=1. 
Степень подвижности механизма: 

 11524323 45 =−⋅−⋅=−−= PPnW . 
Пассивные связи в механизме отсутствуют. В составе: 
– начальный вращательный механизм 1 класса (звено 1 со стойкой); 
– двухзвенная, двухповодковая группа Ассура 2-го класса с двумя 

вращательными и одной поступательной парой (звенья 3 и 4); 
– однозвенная двухповодковая группа Ассура 2-го класса с враща-

тельной и зубчатой парой (звено 2-2′). 
Итак, количество начальных механизмов – 1; количество групп Ас-

сура – 2. 
Формула строения механизма: 
В0,1–[ВП1,2–В2,0]–[В2′,3–В3,4–П4,0], механизм 2-го класса. 
 
Пример 2 (рис. 1.20). 
Общее число звеньев k=4, число 

подвижных звеньев n=3, кинематиче-
ские пары: Р5=4, Р4=0. 

Степень подвижности механизма 
по формуле Чебышева: 

14233 =⋅−⋅=W . 
Ведущее звено одно, так как W=1. 
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ω1 

ω2 

2′ 3 
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D 

Рис. 1.19. Зубчато-рычажный механизм 

0 
0 

O

A 

B 

C 

1

2
3 

0 

Рис. 1.20. Шарнирный 
четырехзвенный механизм 
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Механизм расчленяется на группы Ассура. Вначале отделяется 
группа Ассура 2-го класса первого вида, образованная звеньями 2, 3. На 
этом отделение заканчивается, так как осталось ведущее звено 1 и стой-
ка 0. 

Записываем формулу строения механизма: 
В0,1–[В1,2–В2,3–В3,0]. 

Наивысший класс присоединенной группы – второй, поэтому ме-
ханизм 2-го класса. 

При выполнении структурного анализа часто рекомендуется вы-
полнить замену высших кинематических пар низшими 5-го класса. Та-
кая процедура получила название построение эквивалентного заме-
няющего механизма. 

Высшие кинематические пары 4-го класса могут быть заменены 
условным звеном, входящим только в кинематические пары 5-го класса, 
при этом характер мгновенного относительного движения не должен 
измениться – малые перемещения, скорости и ускорения действитель-
ных звеньев механизма сохраняются. 

Характер заменяющего звена зависит от типа контакта реальных 
звеньев. 

1. Контакт двух криволинейных поверхностей (рис. 1.21). 

 
В центрах кривизны (С и D) контактирующих кривых помещают 

вращательные пары 5-го класса, реальные звенья АЕ и ВЕ заменяются 
жестко связанными с ними условными звеньями АС и ВС (в общем слу-
чае переменной длины), эквивалентными по характеру движения реаль-
ным, вводится условное звено СD (длина которого равна сумме длин 
мгновенных радиусов кривизны действительных профилей  ρ1+ρ2). За-
меняющий шарнирный четырехзвенник кинематически эквивалентен 
исходному механизму, но образован только с помощью кинематических 
пар 5-го класса. 

A B 

ρ1 
ρ2 D 

C E 

A B 

ρ1 

ρ2 

D 
C 

E 

Рис. 1.21. К замене высших пар низшими. 
Элементы кинематической пары: две кривые линии 
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2. Контакт криволинейной поверхности и прямой (рис. 1.22). 

 
В центре кривизны С помещается вращательная кинематическая 

пара, в точке контакта Е на прямой – поступательная пара. Звено АС – 
ведущее звено, совершающее движение, идентичное кулачку, звено СЕ 
– условное. Длины заменяющих звеньев АС и СЕ имеют переменное 
значение, свое для каждого положения механизма, зависят от профиля 
(радиуса кривизны в точке контакта и положения центра кривизны в 
каждый момент времени). 

3. Контакт криволинейной поверхности и точки (рис. 1.23). 

 
В случае точечного контакта, как и в центре кривизны, помещают-

ся вращательные кинематические пары, соединяемые звеньями АС и 
СЕ. 

4. Контакт прямой линии и точки (рис. 1.24). 
В точке С контакта прямой и точки помещаются и вращательная 

пара и поступательная. 
Во всех случаях высшая кинематическая пара 4-го класса заменяет-

ся условным звеном, входящим в две пары 5-го класса. При сравнении 
структуры механизмов до замены и после видно, что структурная груп-
па, состоящая из одного звена, входящего в одну пару 5-го класса и од-

А 

B 

E 

ρ2 

С 
ω1 

А 

B 

E 

ρ2 

С 
ω1 

Рис. 1.22. К замене высших пар низшими. 
Элементы кинематической пары: прямая и кривая 

С ρ1 

E A 

С ρ1 

E A 

Рис. 1.23. К замене высших пар низшими. 
Элементы кинематической пары: кривая и точка 
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ну пару 4-го класса, кинематически эквивалентна группе Ассура 2-го 
класса, состоящей из двух звеньев, входящих в три пары 5-го класса. По 
этой причине однозвенные группы с высшей парой также относят к 
группам Ассура 2-го класса. 

 
ЗАДАЧИ 29–48 

Определить степень подвижности механизма и найти его класс. 
При наличии звеньев, создающих пассивные связи или лишние степени 
свободы, их указать и не учитывать при подсчете степени подвижности 
механизма. Каждую кинематическую пару 4-го класса заменить одним 
звеном, входящим в две кинематические пары 5-го класса. Расчленить 
механизм на группы Ассура, написать формулу его строения и указать 
его класс. Ведущие звенья отмечены стрелками. 

 
 

  

К задаче 29 К задаче 30 

 
 

К задаче 31 К задаче 32 

B 

A 
C, D 

А 

С 

А 

С 

Рис. 1.24. К замене высших пар низшими. 
Элементы кинематической пары: прямая и точка 
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К задаче 33 К задаче 34 

  
К задаче 35 К задаче 36 

 

 
 

 

К задаче 37 К задаче 38 
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К задаче 41 К задаче 42 

  
К задаче 43 К задаче 44 

 
 

К задаче 45 К задаче 46 

 
 

К задаче 47 К задаче 48 
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ЗАДАЧИ 49–54 
Определить степень подвижности механизмов. В задачах 53 и 54 

все обозначения сделать самостоятельно. 
 

 

 

 
 

К задаче 49 К задаче 50 

 
 

 

К задаче 51 К задаче 52 

  
 

К задаче 53 К задаче 54 
 

2 2′ 
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1 3 
1 

2 3 

H 

1 

2 

3 

H 

3′ 

4 

Механизм 
топливомера 

поплавок 

Механизм 
указателя 
скорости 
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Контрольные вопросы  

1. Что называется звеном, какие виды звеньев существуют? 
2. Что называется кинематической парой, как их классифицируют? 
3. Что называется кинематической цепью, какие виды существуют? 
4. Что называется механизмом? Принципы классификации механиз-

мов. 
5. Что называется степенью подвижности механизма? Какие сущест-

вуют расчетные формулы? 
6. Что такое пассивные связи и пассивные (локальные) подвижности 

в механизме? Как их учитывают? 
7. Что называется группой Ассура? Виды и классификация групп Ас-

сура. 
8. Принципы образования механизмов по Асуру-Артоболевскому. 
9. Формула строения механизмов; условные обозначения кинемати-

ческих пар и звеньев на схемах. 
10. Цели и способы условной замены высших кинематических пар 

низшими. 
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ГЛАВА 2. КИНЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ МЕХАНИЗМОВ 

2.1. Аналитическое определение положений, скоростей и ускорений 
звеньев механизмов 

Кинематическое исследование механизма, т. е. изучение движения 
звеньев механизма без учета сил, обусловливающих это движение, со-
стоит в основном в решении трех задач: 

1) определение перемещений звеньев и траекторий, описываемых 
точками звеньев; 

2) определение скоростей отдельных точек звеньев и угловых ско-
ростей звеньев; 

3) определение ускорений отдельных точек звеньев и угловых ус-
корений звеньев. 

Функцией положения ведомого звена (или точки на нем) называет-
ся зависимость его (или ее) перемещения от перемещения ведущего 
звена (или точки на нем), например: 

)( 1ϕϕϕ kk =  или )( 1skk ϕϕ = , …, 
где φ1, s1 – перемещение (положение) ведущего звена. 

Вид функции положения зависит от схемы механизма, а значения 
постоянных, которые входят в нее, – от размерных параметров меха-
низма. Для того чтобы составить функцию положения механизма, сле-
дует рассмотреть фигуру, которую образуют оси его звеньев. Из гео-
метрических свойств этой фигуры находят искомую зависимость. 

Если механизм имеет одну степень подвижности, то перемещения, 
скорости ускорения ведомых звеньев и точек механизма являются 
функциями перемещений, скоростей и ускорений ведущего звена меха-
низма, они могут быть заданы в различной форме – аналитической, гра-
фической, табличной и представлять собой некоторые функции: 

– для ведущего звена, входящего во вращательную пару со стойкой: 

 








=
=
=

)(
)(
)(

t
t
t

εε
ωω
ϕϕ

; 

– для ведущего звена, входящего в поступательную пару со стойкой: 

 




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. 
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При кинематическом исследовании механизмов скорости и ускоре-
ния ведомых звеньев удобно выражать в функции поворота φ или пере-
мещения s ведущего звена. Если для некоторого звена механизма 

)(ϕϕϕ kk = , то угловая скорость этого звена 

 k
kkk

k d
d

dt
d

d
d

dt
d ϕωωω

ϕ
ϕωϕ

ϕ
ϕϕω ϕ ′=⋅=⋅=⋅== . 

Здесь ω – угловая скорость ведущего звена, а kϕωϕ ′=  – безразмерная 
угловая скорость этого k-го звена – аналог угловой скорости. 

Угловое ускорение: 

 

.

)(

2
ϕϕϕ

ϕ

ϕ
ϕ

ϕ

εωεωωεϕ
ϕ

ω
ω

ωω
ω

ωωωωε

+=⋅+⋅=

=+=⋅==

dt
d

d
d

dt
d

dt
d

dt
d

dt
d к

к
 

здесь ϕε  – аналог углового ускорения. Аналогично можно получить 
уравнения для скорости и ускорения какой-либо точки m звена. Пусть rm 
– радиус-вектор, определяющий положение точки m. При вращательном 
движении ведущего звена 

 ϕω
ϕ

ωϕ
ϕ

v
d
dr

dt
d

d
dr

dt
drv mmm

m ⋅=⋅=⋅== ; 

при поступательном движении ведущего звена 

 s
mm

m vv
dt
ds

ds
dr

dt
drv ⋅=⋅== . 

ϕv  – аналог скорости точки m, имеющий размерность длины.  

sv  – аналог скорости точки m, безразмерная величина. 
Ускорение am в общем случае может быть представлено через сле-

дующие составляющие: 
1) нормальное ускорение, направленное вдоль радиус-вектора к его 
началу; 
2) тангенциальное ускорение, направленное перпендикулярно к ради-
ус-вектору rm; 
3) относительное релятивное ускорение, направленное вдоль радиус-
вектора; 
4) кориолисово ускорение, направленное перпендикулярно к радиус-
вектору. 
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Здесь ϕa  – аналог ускорения точки m. Имеет размерность длины. 
Если ведущее звено механизма вращается с постоянной угловой 

скоростью ω (ε=0, такое движение носит название перманентного или 
основного движения механизма), то 
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Если же рассматривается начальный момент движения механизма, 
когда 0=ω , то 
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Такое движение носит название начального. В общем случае  
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Подобный подход был предложен Н.Е. Жуковским и позволяет ис-
следовать движение (т. е. определять положения, скорости и ускорения) 
в функции обобщённой координаты механизма. 

Для кинематического исследования, таким образом, достаточно 
вначале рассмотреть перманентное движение (считать движение веду-
щего звена происходящим с постоянной скоростью), а если ведущее 
звено в действительности движется неравномерно, то после перманент-
ного движения следует рассмотреть дополнительно и начальное движе-
ние механизма. Поэтому в дальнейшем при кинематическом исследова-
нии механизма будем всегда предполагать движение его ведущего звена 
равномерным.  

Дадим определение ещё одному понятию – передаточная функция. 
Первая и вторая производные от функции положения )( 1ϕϕϕ kk =  по ϕ1 
– их называют первая передаточная функция, или передаточная функ-
ция скорости; и вторая передаточная функция, или передаточная функ-
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ция ускорения, также будут геометрическими характеристиками, не за-
висящими от абсолютных значений скоростей звеньев 

 

( ) ( )11,
111

1 ϕ
ω
ω

ϕ
ϕ

ϕ
ϕ

ϕ k
kkk i

d
dt

dt
d

d
dF ==⋅==′

, 

 ( ) 2
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1
1

ϕ
ϕ

ϕ
d
dF k=′′ . 

Как видно, это те же самые аналоги скорости и ускорения, полу-
ченные ранее. 

Аналогично могут быть получены и передаточные функции в слу-
чае поступательного движения ведущего звена. 

В приведенном случае первая передаточная функция ( )1ϕF ′  пред-
ставляет отношение угловой скорости k-го звена к угловой скорости 
звена 1. 

Отношение угловой скорости ведущего звена к угловой скорости 
ведомого звена называется передаточным отношением. Рекомендуемое 
обозначение по ГОСТу 16530-83  i. 

 ( )1

1

1

1
,1

1
ϕω

ω
ω
ω

F
i k

k
k ′

=







==

−

. 

 

Рассмотрим пример. 
Найти выражения для функции положения и аналога скорости точ-

ки В3 звена 3 тангенсного механизма (рис. 2.1), совмещенной с точкой 
В1 звена 1.  
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Рис. 2.1. Тангенсный механизм 
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Ведущее звено 1, положение звена 1 определяется углом 1ϕ , а по-
ложение точки В3 – расстоянием 

3BS , размер h известен, звено 3 дви-
жется вдоль оси Y′. 

Решение. Функцию положения точки В3 находим из геометриче-
ской фигуры, которую образуют оси звеньев данного механизма: 
 13

ϕtghSB ⋅= . 
Аналог скорости точки В3 определится: 

 
1

2
1

3

cos
1

ϕϕ
⋅= h

d
dSB

. 

Задачи 55–61 
55. Найти выражения для функции положения и аналога скорости 

точки В3 – точки звена 3 косекансного механизма, совпадающей с точ-
кой В1 звена 1. Ведущее звено 1; положение звена 1 определяется углом 
φ1, а положение точки В3 – расстоянием SB3; величина h известна.  

56. Найти выражение для функции положения кулисы 3 кулисного 
механизма Витворта. Ведущее звено 1; положения звеньев 1 и 3 опреде-
ляются углами φ1 и φ3. Размеры lAB и lBC известны. 

  
 
57. Найти выражение для функции положения точки С кривошип-

но-ползунного механизма и ее аналога скорости. Ведущее звено 1; по-
ложение звена 1 определяется углом φ1, а положение точки С – расстоя-
нием SС, отсчитываемым от крайнего правого положения на оси ОХ; 
размеры lAB и lBC известны. 
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58. У кривошипно-ползунного механизма вычислить скорость точки 
шарнира С. Ведущее звено 1; положение звена 1 определяется углом 
φ1=30º, его угловая скорость ω1=100 сек–1; размеры: lAB=0,1 м и lBC=0,3 м. 

59. Найти выражение для функции положения штока 2 кривошип-
ного механизма с качающимся ползуном и аналога скорости штока. Ве-
дущее звено 1; положения звеньев 1 и 2 определяются углами φ1 и φ2. 
Размеры lAB и lАC известны. 

60. Вычислить значения скорости и ускорения, а также их аналогов 
для точки В3 звена 3 синусного механизма, совпадающей с точкой В1 
звена 1. Угловая скорость звена 1 ω1=100 сек–1; положение звена 1 опре-
деляется углом φ1=45º, lAB=0,1 м. 

61. Вычислить скорость точки В3 звена 3 тангенсного механизма, 
совпадающей с точкой В1 звена 1. Положение звена 1 определяется уг-
лом φ1=45º, его угловая скорость ω1=20 сек–1, h=0,1 м. 

 
  

К задачам 57, 58 К задаче 59 

  

К задаче 60 К задаче 61 
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2.2. Планы положений звеньев групп и построение 
 траекторий, описываемых точками звеньев механизма 

Задачи о положениях, скоростях и ускорениях решаются примени-
тельно к группам Ассура, которыми образован механизм. 

Эти задачи решаются в такой последовательности. 
1. Выполняется структурный анализ и классификация механизма 

по Ассуру–Артоболевскому. 
2. Указываются ведущие звенья (их количество соответствует сте-

пени подвижности механизма). Задаются их законы движения. При по-
строении планов положений обычно задаются равномерным движением 
ведущего звена (ведущих звеньев). Выбирается обобщенная координата. 

3. Выбирается масштаб построения чертежа.  
4. Наносятся все неподвижные элементы кинематических пар ме-

ханизма в некоторой координатной сетке в соответствии с их располо-
жением. 

5. По заданной обобщенной координате строится положение веду-
щего звена. 

6. Последовательно по группам Ассура строится план положений 
механизма. 

Масштабы построения выбираются таким образом, чтобы была 
возможность и достаточно точного построения, и наилучшим образом 
использовалось поле чертежа. 

При вращательном движении ведущего звена в качестве обобщен-
ной координаты используется угол, определяющий положение данного 
звена в выбранной системе координат (см. рисунки к задачам 60, 61…), 
при поступательном движении ведущего звена – соответствующая ли-
нейная координата. Само построение плана выполняется элементарны-
ми геометрическими построениями (рис. 2.2). 

Для определения размера пространства, необходимого для работы 
механизма, траекторий, описываемых различными точками звеньев, вы-
полняется, как правило, построение не менее 12 положений за цикл ра-
боты механизма. За начальное положения часто принимается одно из 
крайних положений, соответствующее началу рабочего хода. Последо-
вательные положения интересующих точек соединяются кривой. На-
пример, при ведущем кривошипе 1 (рис. 2.2) строится его 12 равноот-
стоящих положений – через 30º, нумерация начинается соответственно 
от крайнего левого положения по выходному звену 5, так как полезная 
сила, приложенная к звену 5, направлена влево. 
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Рассмотрим пример, поясняющий порядок построения планов ско-

ростей и ускорений, а также форму записей в поясняющей текстовой 
части. 

На рис. 2.3,а приведена схема шестизвенного рычажного механиз-
ма с качающейся кулисой. Размеры звеньев и частота вращения ведуще-
го звена – известны: 

150=ABl  мм, 700=BCl  мм, 
600=CDl  мм, 270=CFl  мм, 
650=KLl  мм, 2251 =n  об/мин. 

Этот механизм состоит из начального механизма – кривошипа 1 
с вращательной кинематической парой В0,1 и двух последовательно при-
соединенных групп Ассура, содержащих звенья 2–3 и 4 –5. В общем ви-
де формулу строения механизма можно записать в такой форме: 

1– [2–3] – [4–5], 
или в развернутом виде  

B0,1– [B1,2–B2,3–B3,0] – [B2,4–П4,5–B5,0]. 
Это механизм 2-го класса. 

F5 

n1 
A 
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D E 

F 

1 
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E 

3 

4 

5 

а) б)

Рис. 2.2. Схема механизма (а), план 
положений механизма и траектории 

характерных точек (б) 
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Для лучшего понимания характера абсолютного и относительного 

движения звеньев кулисной пары и правильного составления векторных 
уравнений при построении планов скоростей и ускорений рядом пока-
заны (см. рис. 2.3,б): отдельно звено 2 с точкой F2, звено 4 – камень ку-
лисы с точкой F4 и звено 5 – кулиса с точкой F5 (на механизме эти точки 
совпадают).  

Отдельно показаны соединения: звенья 2 и 4 образуют вращатель-
ную кинематическую пару В2,4, следовательно, относительное движение 
этих звеньев может быть только вращательным, а звенья 4 и 5 входят в 
поступательную кинематическую пару П4,5, и относительное движение 
этих звеньев – поступательное. 

Рис. 2.3. К кинематическому исследованию методом планов: 
а – схема механизма; б – фрагменты; в – план скоростей; г– план ускорений 

а) б) 

в) г) 
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2.3. Построение планов скоростей механизма 

Кинематический анализ выполняется последовательно от началь-
ного механизма (ведущего звена, для которого известен закон движе-
ния) по группам Ассура, начиная с первой присоединенной группы. 

Для механизма, образованного только диадными группами (груп-
пами Ассура 2-го класса), на каждом этапе исследования присоединен-
ной группы ищется такая точка механизма, движение которой может 
быть рассмотрено через две другие известные точки механизма соглас-
но теореме о скоростях точек твердого тела. 

Порядок выполнения кинематического анализа методом планов 
может быть структурирован следующим образом: 

1. Вычерчивается механизм в масштабе в заданном положении. 
2. Определяется скорость точки начального механизма, в которой 

присоединена первая группа Ассура, т. е. точки звена, закон движения 
которого задан. В данном случае это точка В звена 1: 

ABB LV ⋅= 1ω , 

где  

56,23
30

22514,3
301 =

⋅
=

⋅
=

nπω    c1 . 

Подставив значения, получим  
53,315,056,23 =⋅=BV    м/с. 

3. Примем масштаб построения плана скоростей, например: 

мм
см05,0=vµ . (Масштаб определяется абсолютными значениями вели-

чин скорости, располагаемым форматом, и его следует выбирать из ряда 
предпочтительных значений: 1; 2; 2,5; 4; 5; 10 и т. д. или 0,1; 0,2 и т. д.) 

Вектор скорости точки В на плане отобразится отрезком длиной 

6,70
05,0
53,3

===
v

BVV
µ

 мм, 

он перпендикулярен кривошипу АВ и направлен в сторону вращения. (В 
дальнейшем будем записывать символом ABVB ⊥ ). Концы векторов 
удобно обозначать теми же, но малыми буквами, что и на механизме. 

Выбираем произвольную точку – полюс плана скоростей pv (см. 
рис. 2.3,в) и откладываем отрезок pvb=70,6 мм. 

4. Ищется на механизме ближайшая точка, скорость которой может 
быть определена через две другие известные точки. В рассматриваемом 
примере такой точкой является точка С – центр кинематической пары 
между звеньями 2 и 3. Точка С принадлежит звеньям 2 и 3 (см. рис. 
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2.3,а). Рассматривая звено 2 (твердое тело, для которого закон движения 
точки В уже определен), можно записать уравнение  

BCBC VVV += . 
В силу предположения об абсолютной жесткости звеньев расстоя-

ние между точками В и С неизменно, следовательно, в своем относи-
тельном движении точка С относительно точки В может совершать 
только вращение, значит, вектор относительной скорости 

.CBV BC ⊥  
С другой стороны, рассматривая звено 3, совершенно аналогично 

можно записать: DCDC VVV += . Здесь 0=DV , а .CDVC ⊥  
Таким образом, скомпонована система векторных уравнений 







+=

+=

DCDC

BCBC

VVV

VVV
, 

в которой первые составляющие известны полностью по величине и на-
правлению, а последние компоненты известны по их линиям действия. 
Данная система может быть решена графически. 

Заметим, что суть метода планов (скоростей, ускорений, …) за-
ключается в графическом решении системы векторных уравнений или 
закольцованного уравнения. 

Из точки b плана проводим прямую, перпендикулярную ВС, а из 
полюса (поскольку скорость точки D равна 0) – перпендикуляр к CD и 
на пересечении получаем точку с, это единственная точка, удовлетво-
ряющая одновременно обоим уравнениям системы. Отрезок bc пред-
ставляет относительную скорость точки С относительно В. Направление 
этой скорости (согласно уравнению) от b к c. В силу характера геомет-
рических построений длины полученных на плане отрезков в том же 
самом масштабе представляют искомые относительные скорости. Изме-
ряя их на плане и переводя через масштабный фактор, получим  

4,305,068 =⋅=⋅= vvC cpV µ  м/с; 

2,305,064 =⋅=⋅= vBC cbV µ  м/с. 

5. Скорость точки F2. Скорость точки F2 проще определить на ос-
новании свойства подобия: ∆bf2c  на плане скоростей должен быть по-
добен ∆BF2C  с сохранением того же порядка обхода букв (на плане 
скоростей образуются фигуры, подобные и сходственно расположенные 
жестким звеньям механизма, но повернутые на 90° в сторону мгновен-
ного вращения). Построив на стороне bc треугольник, подобный тре-
угольнику на механизме с сохранением того же порядка обхода букв, 
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получим точку f2. Соединив точку f2 c полюсом, получим вектор скоро-
сти точки F2. 

6. Скорость точки F4. Так как звенья 4 и 2 образуют вращательную 
кинематическую пару,  

VF 4=VF 2=4,6 м/с. 
Точка F4 является точкой присоединения к механизму следующей 

группы Ассура, образованной звеньями 4 и 5. Для последней группы 
Ассура теперь известны скорости двух точек звеньев 4 и 5 (F4 и K). 
Скорость точки K равна 0. Теперь можно определить скорость в точке 
внутренней для данной группы кинематической пары. 

7. Скорость точки F5. Рассматривая соединения звеньев 4 и 5, по-
лучим уравнение 

.4545 FFFF VVV +=  

Здесь KLV FF //45  (относительное движение – поступательное). 
Рассматривая точку F5 как принадлежащую звену 5, следует 

KLVF ⊥5  и можно записать KFKF VVV 55 += . 
Таким образом, опять скомпонована система двух векторных урав-

нений: 







+=

+=

4545

55

FFFF

KFKF

VVV

VVV
, 

которая решается графически, дополняя план скоростей: из конца век-
тора f2,4 проводим линию, параллельную KL, а через полюс проводим 
линию, перпендикулярную KL. На пересечении этих направлений полу-
чим точку f5. 

8. Скорость точки L. Скорость точки L найдем на основании свой-
ства подобия из пропорциональных отрезков 

,
55 KF

KL
kf
kl

=  

отсюда 

.мм49
40
6530

5
5 =⋅==

KF
KLkfkl  

Из плана получим 

с.м45,205,049

,см3,405,086
,см5,105,030

45

55

45

=⋅=⋅=

=⋅=⋅=
=⋅=⋅=

vvL

vFF

vvF

lpV

ffV
fpV

µ

µ
µ

 

9. Определение угловых скоростей звеньев. Угловые скорости 
звеньев определятся из отношений: 
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1/c,66,5
6,0
4,3

,1/c56,4
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2,3
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===
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.1/c75,3
4,0
5,1

5

5
54 ====

KF

F

l
V

ωω  

Направления мгновенных угловых скоростей ω2, ω3, ω4,5 определя-
ются направлениями линейных скоростей точки С относительно В, точ-
ки С относительно D и точки F5 относительно K соответственно 
(на рис. 2.3,а показаны эти направления). Для определения направлений 
угловых скоростей звеньев векторы относительных скоростей с плана 
переносим в соответствующие точки механизма, например, bc (VC/B ) 
переносим в точку С, и направление вращения звена ВС – по часовой 
стрелке. 

2.4. Построение планов ускорений механизма 

Построение плана ускорений ведут в том же порядке и последова-
тельности, как и план скоростей. 

1. Ускорение точки В звена 1. Так как ω1=const, угловое ускорение 
ε1=0 и тангенциальное ускорение 0=τ

ABa . Следовательно, полное уско-
рение точки В будет равно нормальному ускорению, т. е.  

.см2,8315,056,23 22
1 =⋅=⋅== AB

n
ABB laa ω  

Нормальное ускорение всегда направлено к центру вращения, 
в данном случае от В к точке А (будем в дальнейшем обозначать BA ), 
т. е. .// BAan

AB  
2. Ускорение точки С.  
Рассматривая звено 2, можно записать уравнение 

τ
BC

n
BCBBCBC aaaaaa ++=+= . 

Здесь аВ  – переносное ускорение; аС /В  – относительное ускорение. Точ-
ка С относительно В совершает вращательное движение. 

Нормальную составляющую ускорения можно найти, поскольку 
угловая скорость звена ВС известна: 

,см62,147,056,4 222
2 =⋅=⋅= CB

n
BC la ω  

;мм62,14
1
62,14

===
a

n
BCn

BC
a

a
µ  
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CBa n
BC //  

(вектор параллелен СВ и направлен от С к В).  
Для тангенциального ускорения CBa BC ⊥τ  известна линия дейст-

вия. 
Рассматривая движение звена 3, можно записать 

τ
DC

n
DCDDCDC aaaaaa ++=+= . 

Здесь переносное ускорение аD=0 (точка D – неподвижна): 

.,//

,мм26,19
1
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,мм26,196,066,5 22
3
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a
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DC
n

DC

a

n
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τ

µ
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В результате для определения ускорения точки С имеется система 

векторных уравнений 







++=+=

++=+=

.

,
τ

τ

DC
n

DCDDCDC

BC
n

BCBBCBC

aaaaaa

aaaaaa

 
В данной системе тангенциальные ускорения известны по линиям 

действия, все остальные векторы известны полностью. Данная система 
может быть решена графически. 

3. Если принять масштаб плана ускорений ,
мм
см1

2
=aµ  вектор ус-

корения В определится отрезком 

.мм2,83
1

2,83
===

a

B
B

aa
µ

 

На плане (см. рис. 2.3,г) – это отрезок pab , где pa  – полюс плана 
ускорений. 

Из конца вектора pab  откладывается отрезок bn2 в соответствии с 
величиной и направлением n

BCa  и из конца его проводится направление 

(линия действия) тангенциального ускорения τ
BCa .  

Из полюса откладывается вектор отрезок pan3 в соответствии с ве-
личиной и направлением нормального ускорения n

DCa , из конца его 

проводится линия действия тангенциального ускорения τ
DCa . На пере-

сечении этих линий векторов τ
BCa  и τ

DCa  получается точка с. Соединив 
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её с полюсом, получим вектор полного ускорения точки С, а отрезок bc 
на плане представит относительное ускорение .BCa  

Из плана могут быть найдены: 

,см43143

,см40140
2

2

=⋅=⋅=

=⋅=⋅=

aBC

aaC

cba

cpa

µ

µ
 

.см34134

,см40140
2

2

=⋅=⋅=

=⋅=⋅=

aDCDC

aBCBC

aa

aa

µ

µ
ττ

ττ

 

4. Ускорение точки F2. Ускорение точки F2, как и скорость, может 
быть найдено на основании свойства подобия. На стороне bc плана ус-
корений построится фигура (в данном случае – треугольник), подобная 
звену 2 на механизме, т. е. ∆bf2c ∼ ∆BF2C  с тем же правилом обхода. 
Соединяя точку f2 с полюсом, получим вектор pаf2 полного ускорения 
точки F2. 

Из плана ускорений будет определена величина: 
.см41141 2

22
=⋅=⋅= aaF fpa µ  

Все характерные точки группы 2–3 исследованы. Можно перейти к 
анализу следующей присоединенной группы Ассура – группы 4–5. 

5. Ускорение точки F4. Звенья 2 и 4 образуют вращательную кине-
матическую пару, следовательно, линейные ускорения этих точек F4 и 
F2 будут равны, т. е. 

.см41 2
24

== FF aa  
6. Ускорение точки K внешней кинематической пары известно. 

aK=0. 
7. Ускорение точки F5. Звенья 4 и 5 образуют поступательную ки-

нематическую пару. Звено 5 (кулиса) является подвижной направляю-
щей для звена 4 (камня), тогда 

,
454545

r
FF

K
FFFF aaaa ++=  

где кориолисово ускорение 
2

5 см2,323,475,322
4545

=⋅⋅=⋅⋅= FF
K

FF Va ω . 
Для определения направления этого ус-

корения нужно вектор относительной скоро-
сти VF5/F4 повернуть на 90° в сторону ω5 
(на рис. 2.4 показан фрагмент к определению 
направления кориолисова ускорения). 

Ускорение 
45 FFa  – это относительное 

ускорение в поступательном движении 

ω5 

45 FFV

K
FFa

45

 
Рис. 2.4. К определению 
направления кориолисова 

ускорения 
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звеньев (его также называют релятивным), оно всегда направлено по 
кулисе (векторы Ka  и ra  всегда перпендикулярны между собой). 

С другой стороны, рассматривать движение точки F5 можно через 
твердое тело – звено 5. 

Ускорение точки F5 можно выразить уравнением 
τ

KF
n

KFKKFKF aaaaaa
5555

++=+=  

(здесь 0=Ka , точка K неподвижна), 

.,//

,мм6,5
1
61,5

,см61,54,075,3
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5
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Таким образом, для исследования группы Ассура 4–5 определилась 
система векторных уравнений 







++=+=

++=

.

,

5555

454545

τ
KF

n
KFKKFKF

r
FF

K
FFFF

aaaaaa

aaaa
 

Из точки f4 (она же f2) проводится вектор K
FFa

45
 в соответствии с его 

направлением. Из конца его проводится линия действия релятивного ус-
корения .

45

r
FFa  

Из полюса pa откладывается вектор n
KFa

5
, а из конца его проводит-

ся направление τ
KFa

5
. На пересечении τ

KFa
5

 и r
FFa

45
 будет получена 

точка f5. Соединив её с полюсом, получим вектор полного ускорения 
точки F5. Из плана посредством измерения полученных отрезков и пе-
ревычисления через масштаб найдутся 
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7. Ускорение точки L. Ускорение точки L может быть найдено на 
основании свойства подобия из пропорциональности отрезков: 

,
55 KF

KL
kf
kl

=  

отсюда 
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.мм5,97
40
6560

5
5 =⋅==

KF
KLkfkl  

Ускорение точки L: 
2см5,9715,97 =⋅=⋅= aL kla µ    ( ).lpkl a=  

8. Определение угловых ускорений звеньев. Угловые ускорения 
звеньев определяются из следующих отношений: 
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Направления угловых ускорений определяются направлениями со-
ответствующих тангенциальных ускорений (показано на рис. 2.3,а). 

Как следует из анализа, звено 3 движется ускоренно (направления 
угловой скорости и ускорения совпадают), звенья 2 и 5 движутся замед-
ленно. 

ЗАДАЧИ 62–66 
62. Построить положение шарнирного четырехзвенника при 

ϕ1=30º, lAB=30 мм, lBC=150 мм. 
63. Построить положение шарнирного четырехзвенника при 

ϕ1=90º, lAB=40 мм, lBC=120 мм. 
64. Найти аналитически и графически (построить) наибольший 

угол размаха штока (звена 2) кривошипного механизма с качающейся 
кулисой. lAB=40 мм, lAC=100 мм. 

 

 

 

 
К задаче 62 К задачам 63, 64 

65. Построить два крайних положения ползуна 3 дезаксиального 
кривошипно-ползунного механизма при lAB=40 мм, lBC=100 мм, h=20 мм. 
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66. Построить два крайних положения кулисы 3 механизма Ви-
творта при lAB=50 мм, lAC=100 мм. 

 

 
 

 

К задаче 65 К задаче 66 

ЗАДАЧИ 67–74  
(при решении данных задач следует строить 8–12 равноотстоящих  

положений по ведущему звену механизма за цикл) 
67. Вычертить шатунные кривые, описываемые точками М, K, и L 

механизма шарнирного четырехзвенника. lAB=50 мм, lBC=200 мм, 
lCD=140 мм, h1=80 мм, h2=220 мм, lBM= lMK =lKL= 0,25 lBC. 

68. Вычертить шатунные кривые, описываемые точками М и L кри-
вошипно-ползунного механизма. lAB=50 мм, lBC=150 мм, lBM=75 мм, 
lML =50 мм. 

 

 

 
 

К задаче 67 К задаче 68 

69. Вычертить шатунные кривые, описываемые точками М и L ме-
ханизма Витворта. lAB=60 мм, lАC=80 мм, lBM=40 мм, lML =20 мм. 

70. Вычертить шатунные кривые, описываемые точками М и L 
муфты Ольдгейма. lAD=100 мм, lML =30 мм. 

71. Вычертить шатунные кривые, описываемые точками M и L кри-
вошипного механизма с качающейся кулисой. Известно: lAB=50 мм, 
lАC=140 мм, lBM=60 мм, lBL =200 мм. 

72. Вычертить шатунные кривые, описываемые точками M и L кри-
вошипного механизма с качающейся кулисой. Известно: lAB=30 мм, 
lАC=120 мм, lBM=30 мм, lBK =180 мм, lKL=30 мм. 
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73. Вычертить шатунные кривые, описываемые точками M и L кри-
вошипно-ползунного механизма. Известно: lAB=10 мм, lBC=30 мм, 
lBM=96,7 мм. 

74. Вычертить шатунную кривую, описываемую точкой М механизма 
Чебышева. Известно: lAB=6,8 мм, lBC= lCD= lCM=50 мм, lAD=70,45 мм. 

 

 

 

К задаче 69 К задаче 70 

 
 

К задаче 71 К задаче 72 
 

 
 

 

К задаче 73 К задаче 74 

ЗАДАЧИ 75–89  
(задачи решаются построением планов скоростей и ускорений) 

75. Найти абсолютные значения скорости и ускорения точки Е и 
угловой скорости и ускорения звена CD шарнирного четырехзвенного 
механизма. Известно: lAB=30 мм, lBC= lCD= lAD =60 мм, lBE=lCE=35 мм, 
ϕ1=30º, ω1=const =20 сек–1. 

76. Найти угловые скорость и ускорение звена BC кривошипно-
ползунного механизма. Известно: lAB=60 мм, lBC= 180 мм, ϕ1=120º, 
ω1=const =100 сек–1. 

77. Найти угловые скорость и ускорение звена 3 механизма Ви-
творта. Известно: lAB=30 мм, lAC= 60 мм, ϕ1=240º, ω1=const =10 сек–1. 
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78. Найти абсолютные значения скорости и ускорения точки D2. Из-
вестно: lAC=50 мм, lBC= 70 мм, lBD2= 16 мм, ϕ1=30º, ω1=const =100 сек–1. 

79. Найти абсолютные значения скорости и ускорения точки D 
кривошипного механизма с качающимся ползуном. Известно: 
lAB=30 мм, lAC= 60 мм, lBD= 120 мм, ϕ1=150º, ω1=const =40 сек–1. 

80. В муфте Ольдгейма найти скорость и ускорение точки B2 звена 
2, совмещенной с точками B1 и B3, находящимися на пересечении осей 
направляющих Ax и Cy. Известно: lAC=40 мм, ϕ1=30º, ω1=const =10 сек–1.  

 

 

 
 

К задаче 75 К задаче 76 

  
К задаче 77 К задаче 78 

 

 
 

К задаче 79 К задаче 80 

81. Найти абсолютные значения скорости и ускорения точки B3 
звена 3 синусного механизма. Известно: ω1=const =10 сек–1, ϕ1=45°, 
lAB=530 мм. 

82. В тангенсном механизме найти абсолютные значения скорости 
и ускорения точки B3 звена 3. Известно: ω1=const =5 сек–1, ϕ1=30°, 
Н=250 мм. 
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83. Построить планы скоростей и ускорений. LАВ=100 мм, 
LBC=LCD=200 мм, LAK=50 мм, n1=300 мин–1. 

84. Построить планы скоростей и ускорений. LАВ=100 мм, 
LBC=LCD=200 мм, LAK=50 мм, LBM= LCM=150 мм, n1=200 мин–1. 

 

 
  

К задаче 81 К задаче 82 

  
К задаче 83 К задаче 84 

85. Построить план скоростей и план ускорений механизма, опре-
делить величины и направления угловых скоростей и угловых ускоре-
ний звеньев.  

n1 ϕ AB BC AC BF BD DF m z1 z2 

В
ар
иа
нт

 

об/мин град мм   

a 300 50 40 30 35 90 90 30 2 17 34 
b 240 120 50 40 40 120 100 30 2 18 36 
c 180 150 60 60 100 180 160 40 2 20 32 
d 120 120 70 80 120 240 100 160 2,5 18 30 
e 200 90 90 70 90 340 210 150 2 20 45 
Указания: Начальные диаметры колес определяются по зависимостям: 

kk zmd ⋅= ; межцентровое расстояние для пары зубчатых колес внешнего зацепле-
ния: ( ) 2/212,1 zzma +⋅= . 
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86. Построить план скоростей и план ускорений механизма, опре-
делить величины и направления угловых скоростей и угловых ускоре-
ний звеньев. Смотри указания к задаче 83. 

n1 ϕ AB BD BC EC EF CF YE XE m z1 z2 

В
ар
иа
нт

 

об/мин град мм   

a 400 150 15 90 70 100 40 150 40 50 1 25 50 
b 1000 120 12 70 56 80 32 140 32 40 1,5 20 40 
c 750 100 10 60 50 70 30 115 30 15 1 20 32 
d 800 120 20 120 95 135 55 165 55 65 1,5 18 30 
e 500 30 50 140 100 140 160 70 60 70 1,5 18 27 

 

  
К задаче 85 К задаче 86 

87. Построить план скоростей и план ускорений механизма в поло-
жении, соответствующем примерно середине рабочего хода, определить 
величины и направления угловых скоростей и угловых ускорений звеньев. 

a b c lOA lAB lAC lBK n1 F5 Вариант мм об/мин H 
1 400 600 400 150 600 300 620 150  
2 500 550 500 175 600 200 750 120  
3 400 900 500 250 1000 400 780 200  

88. Построить план скоростей и план ускорений механизма в поло-
жении, соответствующем примерно середине рабочего хода, определить 
величины и направления угловых скоростей и угловых ускорений звеньев. 

a b c lOA lKB lBD lBE n1 F5 Вариант 
мм об/мин H 

1 80 310 550 110 480 250 150 200  
2 45 400 640 100 500 350 160 150  
3 35 300 580 100 480 270 130 250  
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89. Построить план скоростей и план ускорений механизма в поло-
жении, соответствующем примерно середине рабочего хода, определить 
величины и направления угловых скоростей и угловых ускорений звеньев. 

a b lOA lAB lAC lFD lAE n1 M5 Вариант 
мм об/мин H 

1 40 180 40 240 120 280 90 300  
2 80 200 50 240 110 320 90 280  
3 100 220 80 300 180 320 100 250  
 

 
 

 

К задаче 87 К задаче 88 
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2.5. Кинематический анализ зубчатых механизмов 

Зубчатые механизмы находят очень широкое применение во мно-
гих машинах и приборах для передачи вращательного движения (с из-
менением угловой скорости и крутящего момента) в широком диапазо-
не мощностей (до 100 тыс. кВт) и скоростей (до 200 м/с), а также для 
преобразования вращательного движения в поступательное или наобо-
рот (реечные передачи). Они имеют высокий КПД (до 0,98-0,99 для од-
ной пары колёс – ступени), надёжны в работе, просты в обслуживании, 
компактны. 

Зубчатые механизмы относятся к механизмам с высшими кинема-
тическими парами. Передача движения осуществляется зацеплением. 
Высшая кинематическая пара, образуемая последовательно взаимодей-
ствующими поверхностями зубьев, называется зубчатым зацеплением. 

Простейшим зубчатым механизмом является механизм, состоящий 
из пары зубчатых колес и стойки. Меньшее из этих колес (с меньшим 
числом зубьев) называется шестерней, большее – колесом. Механизмы 
с числом зубчатых колёс больше двух являются сложными.  

В кинематическом отношении зубчатые передачи можно разделить 
на две группы:  

1) рядовые механизмы – механизмы, у которых оси вращения зуб-
чатых колёс неподвижны;  

2) сателлитные механизмы – механизмы, у которых имеются зуб-
чатые колёса с подвижными осями вращения. Если степень подвижно-
сти таких механизмов равна единице, они называются планетарными, а 
механизмы с двумя и более степенями подвижности – дифференциаль-
ными. 

Основной задачей кинематического анализа зубчатых механизмов 
является определение угловых скоростей или частоты вращения звеньев 
механизма, частоты вращения звеньев механизма, направления враще-
ния. Эта задача обычно решается через вычисление передаточных от-
ношений. 

2.5.1. Передаточные отношения и их определение 

Передаточное отношение является основным кинематическим па-
раметром зубчатых механизмов. Согласно ГОСТу 16530–83 передаточ-
ным отношением называется отношение угловых скоростей звеньев 
(или частоты вращения), т. е. 
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где jki  – передаточное отношение от звена j к звену k; 
)(),( kkjj nn ωω  – угловые скорости (частоты вращения) звеньев j, k. 

В указанном выше ГОСТе есть такое примечание: «При отсутствии 
дополнительных указаний имеется в виду отношение угловой скорости 
ведущего к угловой скорости ведомого зубчатого колеса». 

Передаточное отношение для двух зубчатых колёс с неподвижны-
ми осями можно выразить через диаметры (начальных или делительных 
окружностей) зубчатых колёс и числа зубьев (обратные отношения): 
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При параллельных осях вращения (плоские механизмы) для опре-
деления направления вращения зубчатых колёс передаточному отноше-
нию приписывают знак. Передаточное отношение считается положи-
тельным, если направления вращения колёс одинаковы (для зубчатой 
пары с внутренним зацеплением), и отрицательным, если направления 
вращения (угловых скоростей) противоположны (для зубчатой пары с 
внешним зацеплением – рис. 2.5,а, б). 

 
При пересекающихся или скрещивающихся осях вращения (кони-

ческие, винтовые, червячные передачи) передаточное отношение равно 
отношению модулей угловых скоростей. 

По ГОСТу 16530–83 кроме термина «передаточное отношение», 
используется термин «передаточное число», под которым понимается 
отношение числа зубьев колеса к числу зубьев шестерни (зубчатого ко-
леса с меньшим числом зубьев), т. е. 

 
1

2
2,1 z

zU = . 

1 

2 

1 

2 

а) 

А 

В 

ω1 

ω2 

б) 

1 

2 2 

1 

ω1 

ω2 

А 

 

Рис. 2.5. Зубчатые механизмы 
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Передаточное число U>1 и не имеет знака. Оно может быть равным 
или обратным передаточному отношению. 

Для круглых зубчатых колёс передаточное отношение постоянное. 
В приборостроении и в общем машиностроении также применяются 
зубчатые механизмы с переменным передаточным отношением, которое 
воспроизводится некруглыми зубчатыми колесами различного вида. 

Зацепление одной пары зубчатых колес называется ступенью с пе-
редаточным отношением до 6–8. Для обеспечения большего передаточ-
ного отношения применяются многоступенчатые зубчатые механизмы. 
Если угловая скорость ведомого звена меньше угловой скорости веду-
щего звена (i>1), то этот механизм является замедляющим, или редук-
тором. В том случае, когда угловая скорость ведомого звена больше уг-
ловой скорости ведущего звена (i<1) механизм является ускоряющим, 
или мультипликатором. В машиностроении более широкое применение 
нашли замедляющие передачи (редукторы). 

2.5.2. Передаточные отношения многоступенчатых 
 рядовых механизмов 

Механизмы с параллельным соединением зубчатых колёс 
На рис. 2.6 представлена схема трехступенчатого механизма с не-

подвижными осями. На промежуточных валах О2 – О2 и О3 – О3 жёстко 
насажены по два зубчатых колеса. 

 
Передаточное отношение механизма будет равно 
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Передаточное отношение каждой пары колёс (ступени): 
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Рис. 2.6. Многоступенчатые зубчатые механизмы 
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Перемножив полученные передаточные отношения (2.4), получим 
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 4,'33,'22,14,1 iiii ⋅⋅= . (2.5) 
Следовательно, передаточное отношение сложного зубчатого ме-

ханизма с неподвижными осями равно произведению передаточных от-
ношений отдельных ступеней. 

Это уравнение справедливо для любых механизмов с неподвижны-
ми осями, которые могут содержать цилиндрические, конические зубча-
тые колёса, червячные, винтовые и другие передачи. 

Для механизмов с параллельными осями при необходимости опре-
деления направления вращения валов передаточные отношения следует 
брать со своим знаком. Так как направление вращения изменяется при 
внешнем зацеплении (знак минус), то оно и будет изменяться столько 
раз, сколько кинематических пар с внешним зацеплением. Тогда фор-
мулу передаточного отношения сложного механизма можно предста-
вить в виде  
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где m – число пар с внешним зацеплением; k – число колёс. 
Подставив значение передаточных отношений из формулы (2.4) в 

формулу (2.6), выразим общее передаточное отношение через числа 
зубьев. В данном механизме число пар с внешним зацеплением m=3, то-
гда 
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То есть общее передаточное отношение равно отношению произве-
дения числа зубьев (диаметров) ведомых колёс к произведению числа 
зубьев (диаметров) ведущих колёс, взятых со своими знаками. 

 
Механизмы с последовательным соединением зубчатых колёс 

В таком механизме (рис. 2.7) каждое колесо имеет собственную ось 
вращения.  
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Общее передаточное отношение рассматриваемого механизма, со-

стоящего из четырёх зубчатых колёс, или трёх ступеней (m=3), равно 
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Или в общем случае при k колёсах в механизме с последователь-
ным соединением 
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Как следует из формулы (2.9), общее передаточное отношение ря-
дового механизма определяется только размерами (числом зубьев или 
диаметрами) ведущего и ведомого зубчатых колёс, называемых проме-
жуточными (или паразитными). Следует отметить, что последнее опре-
деление необъективно, так как промежуточные колёса выполняют су-
щественную роль, заключающуюся в том, что в передаче движения при 
большом межосевом расстоянии значительно уменьшаются габариты 
механизма, а также в обеспечении надлежащего направления вращения 
ведомого вала. 

2.5.3. Эпициклические механизмы 

К эпициклическим механизмам относятся дифференциальные и 
планетарные механизмы. На рис. 2.8,а показан дифференциальный, на 
рисунке 2.8,б – планетарный механизмы. В этих механизмах звенья 
имеют названия: колёса 1, 3 – центральные (солнечные). У этих колёс 
одна геометрическая ось О–О. Колесо 2 – сателлит (или планетарное). 
Эти колёса совершают сложное движение – вращаются вокруг собст-
венной оси и относительно оси центральных колёс (движение планет в 
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Рис. 2.7. Зубчатый механизм с паразитными колесами 
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Солнечной системе, откуда и названия механизмов). Звено Н – водило – 
звено, несущее ось сателлита. На рис. 2.8,в – схема обращенного меха-
низма (с остановленным водилом). На рис. 2.9 приведены типовые схе-
мы планетарных механизмов с цилиндрическими зубчатыми колёсами 
со сдвоенным сателлитом 2–2′. 

Планетарные редукторы, применяемые в машиностроении, выпол-
няют с числом сателлитов не менее двух. Это обеспечивает уравнове-
шивание сил инерции, возникающих вследствие того, что сателлиты и 
центр массы водила вращаются на определённом расстоянии относи-
тельно оси центральных колёс. Так как при этом увеличивается число 
пар зацепления, то при одних и тех же габаритах можно передать боль-
ший крутящий момент. 

 
Планетарный редуктор, имеющий неподвижное колесо, превраща-

ется в дифференциал, если освободить неподвижное (центральное) ко-
лесо и сообщить ему вращение. Наоборот, любой дифференциал можно 

Рис. 2.8. Простейшие эпициклические механизмы и обращенный 
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Рис. 2.9. Типовые схемы планетарных механизмов с цилиндрическими 
зубчатыми колёсами со сдвоенным сателлитом 2-2′ 
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превратить в планетарный редуктор, если закрепить одно (при W=2) или 
несколько (при W>2) из центральных колёс. Вследствие этого для пла-
нетарных и дифференциальных механизмов применяются одинаковые 
методы кинематического исследования. В подавляющем большинстве 
на практике используют планетарные зубчатые механизмы с цилиндри-
ческими колёсами. Механизмы с коническими зубчатыми колёсами 
применяют главным образом в качестве дифференциальных механиз-
мов. 

Рассмотрим аналитический метод кинематического исследования 
дифференциальных и планетарных механизмов, предложенный Вилли-
сом (Роберт Виллис – английский механик (1800–1875)), основанный на 
обращении движения. Сущность метода Виллиса состоит в том, что 
действительный механизм заменяется обращенным механизмом, у ко-
торого оси всех зубчатых колёс, в том числе и сателлитов, становятся 
неподвижными, и планетарный (или дифференциальный) механизм 
превращается в рядовый, передаточное отношение для которого опре-
деляется по формулам (2.5) – (2.9). 

Применение этого метода покажем на примере дифференциального 
механизма, представленного на рис. 2.8,а, степень подвижности которо-
го равна двум (W=2), все зубчатые колёса подвижные. Пусть все зубча-
тые колёса подвижные. Пусть все угловые скорости звеньев будут 
иметь значения: 1ω , 2ω , 3ω , Hω . Зададим всей системе угловую ско-
рость, равную и противоположную угловой скорости водила, т. е. нω− . 
Тогда угловые скорости звеньев получат значения: 
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Получим обращенный механизм, и обозначение (Н) означает, что 
водило Н неподвижно. Передаточные отношения механизма такого от-
ношения будут: 
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Или в общем случае передаточное отношение от колеса j к колесу k 
при неподвижном водиле будет равно 
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Это универсальное уравнение Виллиса для эпициклических меха-
низмов. 

В планетарном механизме (рис. 2.8,б) колесо 3 неподвижно, 03 =ω , 
тогда, используя одно из уравнений (2.10), получим 
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где )3(
,1 Hi  – передаточное отношение от колеса 1 к водилу Н, 
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В общем случае формула передаточного отношения в планетарном 
механизме от колеса j к водилу Н будет (формула Виллиса для плане-
тарных механизмов): 
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где k – неподвижное колесо; )(
,
H
kji  - передаточное отношение от колеса j 

к колесу k при неподвижном водиле Н (обращенный рядовой механизм). 
Передаточное отношение от водила Н к колесу j равно 
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Для механизмов, показанных на рис. 2.9, ведущее звено – 1, ведо-
мое – водило Н, колесо 3 – неподвижное, тогда согласно формуле (2.13) 
получим: 
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Здесь (+) – для схемы AJ, (−) – для схем AA, JJ. 
 



 66

2.5.4. Передаточные отношения зубчатых механизмов 
 с коническими зубчатыми колесами 

Такие механизмы применяются для передачи вращения в системах 
с перекрещивающимися валами (рис. 2.10). 

Передаточное отношение таких механизмов определяется по тем 
же формулам, что и для цилиндрических колёс с параллельными осями, 
т. е. через отношение чисел зубьев или диаметров (радиусов) зубчатых 
колёс.  

Направление вращения определяется методом стрелок (рис. 2.10). 
Знак передаточного отношения вводится только для передач с парал-
лельными осями. Так, передаточное отношение на схеме (а) от первого 
колеса к третьему отрицательное. 

 

2.5.5. Передаточное отношение для винтовых и червячных механизмов 

Такие механизмы применяют для передачи вращения между пере-
крещивающимися валами. Чаще всего угол перекрещивания валов равен 
90° (рис. 2.11,а, б). 

Передаточное отношение таких механизмов определяется также по 
уже знакомой формуле: 
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где z1 – число зубьев ведущего винтового колеса 1, а для червяка – чис-
ло заходов червяка (на рис. 2.11,б показан двухзаходный червяк, т. е. 
z1=2); z2 – число зубьев ведомого винтового колеса. 

Заметим, что передаточное отношение червячной передачи, в отли-
чие от цилиндрических или конических колёс, не равно отношению 
диаметров червячного колеса к диаметру червяка. 
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Рис. 2.10. Конические зубчатые механизмы 
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2.5.6. Передаточное отношение замкнутых дифференциальных механизмов 

В технике находят применение сателлитные механизмы, состоящие 
из дифференциала с двумя степенями подвижности, между звеньями 
которого установлена промежуточная зубчатая передача, играющая 
роль замыкающего механизма. Эта передача накладывает дополнитель-
ное условие связи, и дифференциальный механизм превращается в 
сложный планетарный механизм с одной степенью подвижности. Такой 
механизм называется замкнутым дифференциальным механизмом. 

В качестве примера на рис. 2.12 и 2.13 показаны два таких меха-
низма. На рис. 2.12,а ведущим звеном является звено 1, ведомым – во-
дило Н.  

Механизм состоит из дифференциала (рис. 2.12,б), с колёсами 1, 2, 
2′, 3 и водилом Н, и замыкающего механизма (рис. 2.12,в), с зубчатыми 
колёсами 3′, 4 и 5. Найдём передаточное отношение Hi ,1 . 

Применив формулу Виллиса, имеем 

 
H

HHi
ωω
ωω

−
−

=
3

1)(
3,1 . 

Разделив числитель и знаменатель на угловую скорость ведомого 
звена Hω , получим 
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, (2.17) 
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Рис. 2.11. Винтовые (а) и червячные (б) передачи 

а) б) 
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откуда найдем 
 1)1( ,3

)(
3,1,1 +−⋅= H
H

H iii .  (2.18) 
Здесь 
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Подставив (2.19), (2.20) в формулу (2.18), получим 

 1
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'3'21
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⋅
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+
⋅⋅
⋅⋅

=
zz
zz

zzz
zzzi H .  (2.21) 

На рис. 2.13 представлен замкнутый дифференциальный механизм. 
Ведущее звено – 1, мощность снимается с вала блока колёс 4–4'. В дан-
ном случае колёса 1, 2 – сателлиты, 3 и водило Н принадлежат диффе-
ренциальному механизму, а колёса 3', 4, 4' – замыкающему элементу. 

Найдём передаточное отношение механизма '4,1i . 
Согласно формуле Виллиса запишем 

 
H

HHi
ωω
ωω

−
−

=
3

1)(
3,1 . (2.22) 

Разделив числитель и знаменатель на угловую скорость ведомого 
звена '4ω , получим 

 

Рис. 2.12. Замкнутый дифференциальный механизм (схема АА) 
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Из этого уравнения найдем 
 ( ) '4,'4,'4,3

)(
3,1'4,1 HH
H iiiii +−= . (2.24) 
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Подставляя эти значения в уравнение (2.24), получим 
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Передаточное отношение сложных зубчатых механизмов, состоя-
щих из механизмов рядовых (с неподвижными осями) и планетарных, 
определяется как произведение передаточных отношений рядовых и 
планетарных ступеней. 

Пример 1. Для редуктора Давида (рис. 2.14) подсчитать переда-
точное отношение iH,1 при z1=z2′=50, z2=49, z3=51. 

Рис. 2.13. Замкнутый дифференциальный 
механизм (схема AJ ) 
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Решение. Данный механизм пред-
ставляет простейшую планетарную 
систему, поэтому по формуле Виллиса 
(2.13), учитывая, что в данном меха-
низме движение передается от водила 
Н (2.14), запишем 
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Пример 2. Пусть для механизма, представленного на рис. 2.15, за-
дано: числа зубьев колес ,18'3'21 === zzz  ,4232 == zz  ,16'4 =z  .385 =z  
Модули зацепления .4,'33,'2 mm =  Частота вращения ведущего звена 
n1=2200 об/мин. Определить общее передаточное отношение, передаточ-
ные отношения отдельных ступеней и частоту вращения каждого звена. 

 
Решение. Данный механизм состоит из двух рядовых ступеней с 

неподвижными осями 1–2 и 4′ –5 и планетарного механизма (ступени) 
H−−′−−′ 4332 , у которого входное ведущее звено 2′  и выходное зве-

но – водило H. 
Передаточное отношение сложного механизма с последовательным 

соединением ступеней равно произведению передаточных отношений 
отдельных ступеней, т. е. 
 ,5,4,22,15,1 ′′ ⋅⋅= iiii H  (2.26) 

n1 
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3 
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Рис. 2.15. Сложный зубчатый механизм 

2 2′ 

1 Н 3 

Рис. 2.14. Редуктор Давида 
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где .333,2
18
42

1

2
2,1 −=−=−=

z
zi  

Для планетарного механизма передаточное отношение от колеса j 
к водилу H (формула Виллиса) можно представить в общем виде  
 ( ) ,1 )(

,,
H
Kj

K
Hj ii −=  (2.27) 

где   K – неподвижное колесо планетарного механизма; 
)(

,
H
Kji  – передаточное отношение от колеса j к колесу K при непод-

вижном водиле H. 
Тогда, так как для рассматриваемого механизма j – это колесо 2′ , а 

 K – это колесо 4, будем иметь 
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iiii HHH
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Заметим, что при использовании уравнения (2.27) обязательно сле-
дует учесть знак передаточного отношения: для внешнего зацепления 
он отрицательный, для внутреннего – положительный. 

Число зубьев на колесе 4 определим из условия соосности, обяза-
тельного для планетарных механизмов. 

Условие соосности для данного механизма выражается в равенстве 
межосевых расстояний: 
 .4,33,2 ′′ = ww aa  (2.29) 

Если модули колес одинаковые, то для нулевых передач это урав-
нение можно выразить через числа зубьев: 
 ,3432 ′′ −=+ zzzz  (2.30) 
отсюда 
 .3234 ′′ ++= zzzz  (2.31) 

Подставив значения, получим 
 .781818424 =++=z  

Передаточное отношение планетарной ступени механизма  

 .111,11
1818
78421,2 =

⋅
⋅

+=′ Hi  

Передаточное отношение положительное, это означает, что колесо 
2′  и водило H вращаются в одну сторону. 

Передаточное отношение последней ступени 54 −′  будет равно 

 .375,2
16
38

4

5
5,4 −=−=−=

′
′ z

zi  

Передаточное отношение всего механизма будет 
 ( ) ( ) 565,61375,2111,11333,25,1 =−⋅⋅−=i . 
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Найдем частоту вращения звеньев.  
Частоту вращения колес 2,2 ′  найдем из выражения 

 ,
2

1
2,1 n

ni =  

отсюда  

 99,942
333,2

2200

2,1

2
2,2 −=

−
== ′

′ i
nn  об/мин  

(вращение в обратную сторону). 
Частота вращения водила, равная частоте вращения колеса 4', най-

дется из формулы 

 
H

H n
ni '2

,'2 = , 

отсюда 

 87,84
111,11
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2,1

2
4, === ′

′ i
nnH  об/мин. 

Знак «–» показывает, что сателлит вращается в сторону, противо-
положную вращению водила H. 

Тот же результат получим из другого выражения: 
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ЗАДАЧИ 90–108 
При решении некоторых задач данного раздела требуется найти межосевое 

расстояние (расстояние между осями пары зацепляющихся колес). Эти расстояния 
могут быть найдены из следующих соотношений (см. гл. 6): 

1) радиусы начальных окружностей цилиндрических колес определяются 

2
mzR = , где m – модуль по начальной окружности [мм]; 

π
=

tm ; t – шаг по на-

чальной окружности; z – число зубьев колеса;. 
2) межцентровые расстояния соответственно определятся: 

m
zz

a
2

12 ±
= , знак «+» для внешнего зацепления, «–» для внутреннего зацеп-

ления.  
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3) для рассмотренных эпициклических (планетарных и дифференциальных) 
механизмов обязательным условием работоспособности является условие соосности 
[см. рис. 2.8, 2.9, формулу (2.29)]: 

.3,'22,1 aa =  
 

90. Определить передаточное отношение i1,3 и расстояния a1,2 и a2,3 
между осями колес зубчатой передачи, если зубья всех колес имеют мо-
дуль m=10 мм, а числа зубьев колес соответственно z1=20, z2=30, z3=40. 

91. Определить передаточное отношение i1,3 и расстояния a1,2 и a2,3 
между осями колес зубчатой передачи, если зубья всех колес имеют мо-
дуль m=10 мм, а числа зубьев колес соответственно z1=20, z2=40, z2′=15, 
z3=45. 

 

 

 

К задаче 90 К задаче 91 

92. Определить передаточное отношение i1,4 зубчатой передачи, ес-
ли числа зубьев колес соответственно z1=16, z2=48, z2′=20, z3=40, z3′=15, 
z4=30. 

93. Определить передаточное отношение i1,3 и расстояния a1,2 и a2,3 
между осями колес зубчатой передачи, если зубья всех колес имеют мо-
дуль m=5 мм, а числа зубьев колес соответственно z1= z2=20, z3=60. 

 

 

 
 

К задаче 92 К задаче 93 
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94. Определить передаточное отношение i1,Н зубчатой передачи ле-

бедки, если числа зубьев колес соответственно z1= z2=18, z3=54. 
95. Определить передаточное отношение i1,Н редуктора авиамотора, 

если числа зубьев колес соответственно z1=64, z2=16, z3=32. 
96. Определить числа оборотов в минуту водила Н и сателлита 2, 

если вал 1 вращается с частотой n1=120 об/мин, а числа зубьев колес со-
ответственно z1=40, z2=20, z3=80. 

97. Определить передаточное отношение iН,1 редуктора Давида, ес-
ли числа зубьев колес соответственно z1=101, z2=100, z2′=99, z3=100. 

 

 

 

К задаче 94 К задаче 95 
 

 
 

 

 
 

К задаче 96 К задаче 97 

98. Определить передаточное отношение iН,1 редуктора Давида, ес-
ли числа зубьев колес соответственно z1=65, z2=62, z2′=63, z3=66. 

99. Определить передаточное отношение i1,Н редуктора Давида, ес-
ли числа зубьев колес соответственно z1=24, z2=36, z2′=12, z3=48. 
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100. Определить передаточное отношение i1,4 редуктора Давида с 
дополнительной непланетарной ступенью, если числа зубьев колес со-
ответственно z1=20, z2=36, z3=45, z3′=48, z4=72, z5=75. 

101. Определить передаточное отношение i1,Н2 редуктора, если чис-
ла зубьев колес соответственно z1=24, z2=30, z4=20, z5=28. 

 
 

К задаче 98 К задаче 99 
 

 

 

К задаче 100 К задаче 101 

102. Определить передаточное отношение i1,Н2 редуктора, если чис-
ла зубьев колес соответственно z1=22, z2=31, z4=18, z5=33. 

103. Определить передаточное отношение i1,5 редуктора с плаваю-
щим водилом Н, если числа зубьев колес соответственно z1=12, z2=54, 
z2'=48, z3=120, z4=114, z4′=18, z5=36. 

104. В четырехскоростной планетарной коробке передач при пер-
вой передаче включаются тормоза Т1 и Т2, при второй – тормоз Т1 и 
муфта М2, при третьей – тормоз Т2 и муфта М1, при четвертой – муфты 
М1 и М2. Определить значения передаточных отношений при различных 
передачах, если числа зубьев колес z1, z3, z4, z6 (см. таблицу значений). 
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Варианты 1 2 3 4 5 6 7 8 
z1 25 24 22 21 20 19 18 17 
z3 91 96 78 85 70 75 66 65 
z4 90 96 80 84 63 64 58 59 
z6 46 48 42 40 35 32 28 29 

 

  

 
 

К задаче 102 К задаче 103 
 

 
 

К задаче 104 

105. Для механизма замкнутого дифференциального зубчатого ре-
дуктора определить передаточное отношение от входного вала 1 к валу 
подвижного корпуса барабана 5 – i1,5, если числа зубьев колес z1=z2'=z3', 
z2=z4 (см. таблицу значений). При решении учесть условие соосности 
механизма, считая, что все колеса прямозубые, нарезаны без смещения 
инструмента, модули всех колес одинаковы. 

Варианты 1 2 3 4 5 6 7 8 

z1 20 21 22 23 20 21 22 23 

z2 35 34 33 42 39 40 41 45 
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К задаче 105 

106. Для замкнутого дифференциального зубчатого редуктора оп-
ределить передаточное отношение от входного вала 1 к выходному ба-
рабану 3 – i1,3, если числа зубьев колес z1=z2'=z5, z2=z4 (см. таблицу зна-
чений). При решении учесть условие соосности механизма, считая, что 
все колеса прямозубые, нарезаны без смещения инструмента, модули 
всех колес одинаковы. 

Варианты 1 2 3 4 5 6 7 8 

z1 17 18 19 20 21 22 23 24 

z2 45 44 40 41 60 56 54 50 
 

 

К задаче 106 

107. Коробка передач с помощью устройств управления (Т и М) 
может преобразовываться в планетарный или дифференциальный меха-
низм. Определить передаточное отношение от входного колеса 1 к во-
дилу Н и частоту вращения водила nH: а) при включенном тормозе Т и 
выключенной муфте М; б) при включенной муфте М и выключенном 
тормозе Т; в) при выключенных Т и М. Числа зубьев колес z2, z3 и часто-
ты вращения n1 и n3 – известны (см. таблицу значений). 
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Варианты 1 2 3 4 5 6 7 8 
z2 22 40 32 22 34 24 30 28 
z3 24 30 28 36 32 42 28 56 

n1 (об/мин) 100 150 1200 2000 600 300 800 2500 
n3 (об/мин) 300 400 800 600 1000 700 1800 500 

108. В двухскоростной планетарной коробке передач определить 
передаточные отношения от колеса 1 к колесу 6 и скорости вращения 
колеса 6: а) при заторможенном водиле Н1 (первая передача); б) при за-
торможенном водиле Н2 (вторая передача). Известны числа зубьев колес 
z1, z2, z4, z5 и скорость ω1 (см. таблицу значений). 

Варианты 1 2 3 4 5 6 7 8 
z1 17 20 17 21 17 18 20 17 
z2 29 40 32 40 36 36 42 42 
z4 24 17 18 17 18 20 17 18 
z5 36 28 42 34 37 45 38 39 

ω1 (об/мин) 70 90 150 300 150 90 70 90 
 

 

 

 

 

К задаче 107 К задаче 108 

 

Контрольные вопросы 

1. Что называется функцией положения ведомого звена? 
2. Что называется аналогом угловой скорости звена, аналогом угло-

вого ускорения звена, аналогом скорости (точки)? 
3. Последовательность решения задачи о положениях, скоростях и 

ускорениях применительно к группам Ассура? 
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4. В какую сторону направлен вектор нормального ускорения точки 
звена? 

5. Как, пользуясь теоремой подобия, определить скорость или уско-
рение заданной точки звена? 

6. В чем заключаются преимущества и недостатки аналитического и 
графического методов кинематического анализа? 

7. Что называется рядовым зубчатым редуктором? 
8. Дать определения терминов «передаточное отношение» и «пере-

даточное число». 
9. Что называется планетарным редуктором? 
10. Что называется дифференциальным механизмом? 
11. Какова цель применения метода обращения движения при кине-

матическом анализе планетарных передач? 
12. В чем заключаются условия соосности и соседства, когда они 

применяются? 
13. Запишите формулу для определения передаточного отношения 

сложного зубчатого механизма при последовательном соединении 
ступеней. 

14. Запишите формулы Виллиса для передаточного отношения плане-
тарного и дифференциального механизмов. 
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ГЛАВА 3. СИЛОВОЙ АНАЛИЗ МЕХАНИЗМОВ 

3.1. Общие положения 

Силовой анализ включает в себя: 
– изучение влияния внешних сил, сил веса звеньев, сил трения и сил 

инерции на звенья механизма, на элементы звеньев, кинематические па-
ры и неподвижные опоры; 

– установление способов уменьшения динамических нагрузок, воз-
никающих при движении механизма. 

Все силы, действующие на механизм, можно разделить на две 
группы: 

1. Внешние силы – силы, приложенные к механизму, не зависящие 
от строения, массо-габаритных характеристик самого механизма: 

а) движущие силы – Fдв – силы, вызывающие движение. Передают-
ся механизму ведущим звеном, 

0ДВ >A ; 
б) силы производственного сопротивления – Fпс, – силы, для пре-

одоления которых предназначен механизм, 
0ПС <A . 

2. Силы, присущие самому механизму: 
а) силы вредного сопротивления – FВС, например, силы трения в 

кинематических парах 
ВСПСС FFF += ; 

б) силы тяжести – FG≡(G)  
mgG = ; 

в) силы инерции –  si maF −= . 
Аналогично силам классифицируются и моменты. 
Силовой анализ механизмов может быть: 

• Статический – не учитываются силы инерции звеньев, дополни-
тельные силы, возникающие в процессе движения (например, ко-
риолисовы). 

• Динамический – учитываются как статические, так и динамиче-
ские нагрузки. 
Методы, применяемые при выполнении силового анализа можно 

разделить на две основные группы: 
1. Аналитические. 
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2. Графоаналитические. 
Типичные задачи, решаемые при выполнении силового анализа, 

следующие: 
1. Определение усилий, действующих на звенья механизма. 
2. Определение реакций в кинематических парах. 
3. Определение уравновешивающей силы или уравновешивающего 

момента. 
4. Определение КПД механизма. 
Кратко охарактеризуем некоторые методы. 
Среди аналитических методов широкое распространение получил 

метод расчета на основе обыкновенных дифференциальных уравнений 
равновесия твердых тел. 

Сущность метода: применение к решению задач динамики плоских 
механизмов уравнений статики – уравнений равновесия в форме Далам-
бера: 
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В приведенных уравнениях под силами F и моментами М понима-
ются все внешние силы и моменты, силы тяжести и реакции в кинема-
тических парах, подлежащие определению. Подобные уравнения долж-
ны быть составлены для всех звеньев механизма и решены совместно. В 
результате для механизма с n подвижными звеньями решается система 
3n уравнений. В исходном виде такая система применяется для меха-
низмов с малыми (или мало меняющимися) скоростями движения 
звеньев, когда можно пренебречь инерциальными составляющими. 

Для того чтобы механизм находился в равновесии под воздействи-
ем внешних сил, к одному из звеньев механизма должна быть приложе-
на уравновешивающая сила Fу или уравновешивающая пара сил, харак-
теризуемая ее моментом Му – уравновешивающим моментом. Эту силу 
или момент обычно считают приложенными к ведущему звену, которое 
либо получает энергию, требуемую для движения механизма, извне, как 
это имеет место у механизмов рабочих машин, либо отдает ее, как это 
имеет место у механизмов двигателей. 

Если же в каждом уравнении добавить инерциальные составляю-
щие, то каждое звено и механизм в целом можно считать находящимся 
в мгновенном равновесном состоянии (иногда называют замороженное 
состояние, квазиравновесное). В таком случае эта система уравнений 
равновесия называется системой уравнений кинетостатики. Для вы-
полнения кинетостатических расчетов необходимо знать законы движе-
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ния звеньев, поскольку в уравнения входят инерционные нагрузки, т. е. 
кинематический анализ должен быть выполнен. 

Решение систем уравнений кинетостатики в общем случае, когда 
необходимо получить зависимости реакций от времени или положения 
механизма, может быть весьма затруднительным, поскольку инерци-
альные составляющие сил зависят от линейных ускорений, а моменты – 
от угловых ускорений, которые? в свою очередь, являются достаточно 
сложными тригонометрическими нелинейными функциями. В результа-
те для простейшего шарнирного четырехзвенного механизма (с одной 
присоединенной группой Ассура 2-го класса) необходимо решить сис-
тему 9 нелинейных уравнений. 

Оказывается, что решение приведенных систем можно упростить. 
Для этого рассмотрим реакции в кинематических парах: 

– в каждой кинематической паре 5 класса подлежат определению 
две неизвестных величины (рис. 3.1): 

 
– во вращательной паре (рис. 3.1,а) известна точка приложения си-

лы – центр вращательной пары, но неизвестны величина и направление; 
– в поступательной паре (рис. 3.1,б) известна линия действия (на-

правление) – перпендикулярно поверхности контакта, но неизвестны 
величина и точка приложения; 

– в каждой кинематической па-
ре 4-го класса (рис. 3.2) подлежит 
определению одна неизвестная ве-
личина – численное значение реак-
ции, так как точка приложения из-
вестна (точка контакта поверхно-
стей или кривых) и линия действия 
также известна (вдоль общей нор-
мали к контактирующим поверхно-
стям). 

Таким образом, общее число 
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Рис. 3.1. К определению реакций в кинематических парах 5-го класса 
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Рис. 3.2. К определению реакций 
в кинематических парах 4-го 

класса 
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неизвестных, подлежащих определению 2Р5+Р4. Общее количество ли-
нейно-независимых уравнений, которые могут быть составлены 3n, где 
n – число подвижных звеньев. Известно, что система решается, если ко-
личество неизвестных равно числу уравнений:  
 4523 PPn −= , 
но это уравнение Чебышева для группы Ассура: 
 023 45 =−−= PPnW . 

Следовательно, группы Ассура являются статически определимы-
ми системами, и полную систему уравнений статики или кинетостатики 
для механизма можно разбить на ряд подсистем, которые решаются по-
следовательно.  

ЗАДАЧИ 109–114 
Силовой анализ выполняется аналитическим методом. Силами трения и инер-

ции пренебречь. 
109. Определить реакции во всех кинематических парах и величину 

уравновешивающей силы. LАВ=100 мм, F2=F3=200 H, LBC=LCD=200 мм, 
AK=50 мм. 

110. Определить реакции во всех кинематических парах и величину 
уравновешивающей силы. LАВ=100 мм, М2=М3=200 Hм, LBC=LCD=200 мм, 
AK=50 мм. 

  

К задаче 109 К задаче 110 

111. Найти величину уравновешивающего момента, приложенного 
к звену 3 синусного механизма. Известно: F=500 H, ϕ1=45º, lAB=250 мм. 

112. В тангенсном механизме найти величину уравновешивающего 
момента. Известно: F= 5 кН, ϕ1=30º, Н=250 мм. 

113. Найти наибольшую величину уравновешивающего момента 
My. Полезная нагрузка постоянна по величине и направлению в течение 
всего цикла работы (сила F=1 кН) и приложена в точке D кривошипного 
механизма с качающимся ползуном. Известно: lAB=30 мм, lAC= 60 мм, 
lBD= 120 мм. 

114*. Найти уравновешивающий момент My, приложенный к звену 
1, и мощность Р1, требуемую для приведения механизма в движение, 
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если: lAB=100 мм, lBC= 500 мм, ϕ1=120º, ω1=1 сек–1, F=10 кН, lBD=0,5lBC. В 
данной задаче силами тяжести кривошипа и ползуна, силами инерции 
всех звеньев можно пренебречь. Масса шатуна 50 кг. Центр масс шату-
на принять в точке D. 

 

 

 

К задаче 111 К задаче 112 

  

К задаче 113 К задаче 114 

 

3.2. Силовой расчет методом планов 

Рассмотрим общий порядок выполнения силового расчета рычаж-
ных механизмов методом планов сил на примере силового расчета шес-
тизвенного кулисного механизма (построения даны в общем виде). 

Целью силового расчета является определение усилий, действую-
щих на звенья механизма (внешние силы), давлений (реакций) в кине-
матических парах (внутренние силы), определение уравновешивающего 
момента (или силы), приложенного к начальному механизму, определе-
ние коэффициента полезного действия механизма. 

Рассмотрим силовой расчет кулисно-рычажного механизма 
(рис. 3.3). 

По заданным размерам в масштабе вычерчивается механизм. 
Силовому расчету всегда предшествуют структурный и кинемати-

ческий анализ. 
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Данный механизм содержит: 
• пять подвижных звеньев: 1 – кривошип, 2 – шатун, 3 – ползун,  
4 – камень, 5 – кулиса-коромысло;  
• семь кинематических пар пятого класса: пять вращательных – 
B0,1, B1,2, B2,3, B4,2, B5,0 и две поступательные – П3,0, П4,5. 
Начальный механизм с вращательной кинематической парой B0,1 

состоит из звена 1 и стойки 0. 
Механизм содержит две структурные группы (группы Ассура) 2-го 

класса: 
группа 2–3 [B1,2 – B2,3 – П3,0]           (второго вида); 
группа 4–5 [B2,4 – П4,5 – B5,0]           (третьего вида). 
Силовой расчет начинают с последней группы и заканчивают рас-

четом начального механизма. В данном примере силовой расчет должен 
быть проведен в такой последовательности: расчет группы 4–5, затем 
группы 2–3 и расчет начального механизма 1–0. 

Рассмотрим порядок силового расчета без учета трения в кинема-
тических парах. 

3.2.1. Силы, действующие на звенья механизма 

Рабочим звеном данного механизма является звено 5, к которому 
приложено полезное (производственное) сопротивление М5, опреде-
ляющееся из графика для данного положения механизма. Помимо за-
данного момента полезного сопротивления (или заданных сил), учтем 
силы тяжести, силы и моменты инерции звеньев. 

Пусть массы звеньев будут m1, m2, m3, m5. Массой камня кулисы m4 
пренебрегаем, так как она мала по сравнению с массами остальных 
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Рис. 3.3. Схема кулисно-рычажного механизма 
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звеньев. Отдельными силами и моментами в оценочных расчетах можно 
пренебрегать, если в суммарной нагрузке они не превышают 5%. 

Вес звеньев: 
111 81,9 mmgFG ⋅=⋅=   Н,            222 81,9 mmgFG ⋅=⋅=   Н, 
333 81,9 mmgFG ⋅=⋅=   Н,           555 81,9 mmgFG ⋅=⋅=   Н. 

Величины сил инерции звеньев: 
=⋅= 111 Si amF … Н,               =⋅= 222 Si amF … Н,  
=⋅= 333 Si amF … Н,              =⋅= 555 Si amF … Н, 

где aS1, aS2, aS3, aS5 – ускорения центров масс, определяемые из плана ус-
корений. 

Силы тяжести и силы инерции приложены в центрах масс звеньев, 
т. е. в точках S1, S2, S3, S5. Силы тяжести всегда направлены к центру 
Земли, т. е. вертикально вниз. Силы инерции направлены противопо-
ложно ускорениям центров масс (это главные векторы сил инерции). 
Поэтому для большей точности и наглядности на листе, где выполняет-
ся силовой расчет, следует привести планы скоростей и ускорений. 

Главные моменты сил инерции определяются по формуле 
 ε⋅= Si JM   Hм, 
где  JS – момент инерции массы звена относительно оси, проходящей 
через центр масс, кг⋅м2; 

ε – угловое ускорение звена, определенное ранее из кинематиче-
ского исследования, 1/c2. 

В рассматриваемом примере Мi1=0, так как при ω1=const ε1=0, 
а также Mi3=0 – поступательное движение звена 3 (ε3=0), остальные: 
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Моменты сил инерции направлены противоположно угловым уско-
рениям.  

Порядок силового расчета методом планов сил можно свести к сле-
дующему: 

1. Вычерчивается в масштабе группа Ассура в положении, для ко-
торого выполняется силовой расчет. 

2. Расставляются учитываемые при силовом расчете внешние силы 
и моменты, действующие на звенья группы. 

3. Расставляются неизвестные реакции во внешних кинематических 
парах. 
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4. Составляется уравнение равновесия группы в форме сил, после 
анализа которого, а в некоторых случаях дополнительного нахождения 
составляющих реакций, строится план сил. 

3.2.2. Силовой расчет группы 4–5 [B2,4 – П4,5 – B5,0] 

К звеньям группы (рис. 3.4) приложены: 
M5= … Hм – момент производст-

венного сопротивления; 
Мi5= … Hм – момент сил инерции 

звена 5; 
Fi5=… H – сила инерции звена 5; 
FG5=… H – сила тяжести звена 5; 
FR2,4 и FR0,5 – реакции во внешних 

кинематических парах (рис. 3.4). 
Так как внешние кинематические 

пары вращательные, то реакции будут 
проходить через центры шарниров C и 
E. (Это один из параметров реакции 
как силы, два же других – модуль и 

направление – неизвестны и подлежат определению). 
Записываем уравнение равновесия группы в форме сил: 

 05,0554,2 =+++=∑ RiGR FFFFF . (3.1) 

При составлении уравнения равновесия в форме сил рекомендуется 
придерживаться следующих правил: 

а) начинать уравнение и заканчивать его неизвестными реакциями; 
б) записать силы, действующие на одно звено, а затем – на другое. 
Так как реакции FR2,4 и FR0,5 неизвестны ни по величине, ни по на-

правлению, поступим следующим образом. 
Рассмотрим отдельно взятое звено 4 (камень кулисы). 
На него действуют две силы: реакция со стороны звена 2 – FR2,4 

и со стороны звена 5 – FR5,4. реакция FR2,4 во вращательной кинематиче-
ской паре проходит через центр шарнира С4 (давление второго звена на 
четвертое). Реакция FR5,4 в поступательной кинематической паре (давле-
ние пятого на четвертое) перпендикулярна направляющей (рис. 3.5,а). 
Звено 4 находится в равновесии под действием двух сил, это означает, 
что силы равны по величине, противоположны по направлению и про-
ходят через одну и ту же точку, т. е. FR2,4= –FR5,4, приложены к точке С4 
и перпендикулярны звену 5 (рис. 3.5,б). 
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Рис. 3.4. Схема нагружения 
группы 4-5 
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Теперь рассмотрим звено 5 (рис. 3.6). В точке С5 звена будет при-

ложена реакция FR4,5, перпендикулярная к звену (FR4,5=–FR5,4), кото-
рую найдем из уравнения равновесия звена 5: 
 ,025155,455 =⋅+⋅−⋅−+= hFhFlFMMM iGCERiE  (3.2) 

отсюда 

 .251555
5,4

CE

iGi
R l

hFhFMM
F

⋅+⋅−+
=  (3.3) 

Здесь lCE – действительное расстояние от C до E; 
h1,  h2 – плечи сил, определяются по чертежу с учетом масштаба 

( lhh µ⋅= 11 ,            lhh µ⋅= 22 ). 
Если при решении уравнения (3.3) FR4,5 получится отрицательной, 

следовательно, её направление противоположно.  
Так как   FR4,5 = – FR5,4, а  FR5,4 = – FR2,4, то  FR4,5 = FR2,4. 

 

Рис. 3.5. Силовые факторы, действующие на камень кулисы 
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Рис. 3.6. Схема нагружения звена 5 
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На основании уравнения (3.1) строится план сил группы 4–5 
(рис. 3.7) в масштабе µF = …Н/мм. 

Из плана сил найдем  FRR FF µ⋅−= 5,05,0 = … Н. 
Силовой расчет этой группы можно выполнить и по-другому. Раз-

ложить реакцию FR0,5 на составляющие, направленные по звену n
RF 5,0  и 

перпендикулярно ему: τ
5,0RF , т. е. τ

5,05,05,0 R
n

RR FFF += . Тогда уравнение 
(3.1) примет вид 
 .05,05,0554,2 =++++=∑ n

RRiGR FFFFFF τ  (3.4) 

Тангенциальная составляющая τ
5,0RF  определяется из уравнения 

моментов относительно точки С. Зная направление реакции FR2,4, как 
было доказано выше, на основании уравнения (3.4) строится план сил, 
из которого определится реакция FR0,5  и FR2,4. 

 

3.2.3. Силовой расчет группы 2–3 [В1,2 – В2,3 – П3,0]  

На рис. 3.8 представлена группа Ассура 2–3. К звеньям группы 
приложены: 

Fi2= … Н – сила инерции звена 2; 
FG2= … Н – сила тяжести звена 2; 
FR4,2= … Н – реакция в кинематической паре со стороны звена 4; 
Мi2= … Нм – момент сил инерции звена 2; 
FG3= … Н – вес звена 3;  
Fi3= … Н – сила инерции звена 3. 

Рис. 3.8. Схема нагружения группы 2–3 
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Это внешние силовые факторы, известные по величине, направле-
нию и точкам приложения (для сил). Внешней силой для этой группы 
будет теперь FR4,2 – реакция в кинематической паре В4,2, найденная при 
расчете предыдущей группы. 

Проставим неизвестные реакции во внешних кинематических парах: 
FR1,2 проходит через центр шарнира В (направление неизвестно) и FR0,3  пер-
пендикулярна направляющей (точка приложения N неизвестна). 

Уравнение равновесия группы 2–3 в форме сил 
 .03,0332,4222,1 =++++++=∑ RiGRGiR FFFFFFFF  (3.5) 

Разложим реакцию FR1,2 на составляющие, направленные вдоль 
звена ( n

RF 2,1 ) и перпендикулярно ему ( τ
2,1RF ), т. е. 

 .2,12,12,1
τ
R

n
RR FFF +=  (3.6) 

Тогда уравнение (3.5) примет вид 
 .03,0332,4222,12,1 =+++++++=∑ RiGRGiR

n
R FFFFFFFFF τ  (3.7) 

Реакцию FR1,2  найдем из уравнения равновесия звена 2: 
 ,0232,422122,1 =+⋅−⋅+⋅+⋅= iRGiBDRD MhFhFhFlFM τ  (3.8) 

отсюда 

 
BD

iRGi
R l

MhFhFhF
F 232,42212

2,1
−⋅+⋅−⋅−

=τ . (3.9) 

В соответствии с уравнением (3.7), учитывая направления FR0,3 

и FR1,2 в выбранном масштабе µF (H/мм), строим план сил (рис. 3.9). 
Точка а – начало построе-

ния плана, из которой отклады-
вается вектор τ

2,1RF , затем Fi2, 
FG2, FR4,2, FG3, Fi3. Из конца 
вектора Fi3  проводим направле-
ние вектора FR0,3, а из точки а 
проводим направление вектора 

n
RF 2,1 . Так как ΣF=0, много-

угольник сил должен быть замк-
нутым, точка h пересечения ли-
ний действия даст положение 
конца вектора FR0,3 и определит 
величину вектора n

RF 2,1 . 
Рис. 3.9. План сил группы 2–3 
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Соединив точки h и b, получим полный вектор FR1,2.  
Из плана сил получим 

FFRR hbFF µµ ⋅=⋅= 2,12,1     и    .3,03,0 FFRR ghFF µµ ⋅=⋅=  

Для определения реакции FR2,3 или FR3,2 во внутренней кинемати-
ческой паре В2,3 (шарнир D) составим уравнение равновесия звена 2. Со 
стороны звена 3 на звено 2 будет действовать сила FR3,2, тогда 
 ∑ =++++= 02,32,4222,1 RRGiR FFFFFF . (3.10) 

На плане сил это будет отрезок  eh (см. рис. 3.9): 
 .H2,3 K=⋅= FR ehF µ  

(Получим тот же результат, если рассмотреть звено 3: 
 ∑ =+++= 02,33,033 RRiG FFFFF ;   2,33,2 RR FF −= .) 

Таким образом, из плана сил найдены реакции во всех кинематиче-
ских парах группы 2–3: FR1,2, FR2,3, FR3,0. 

Найдем точку приложения реакции FR0,3 в поступательной кинема-
тической паре П0,3, для чего составим уравнение равновесия звена 3 
(ползуна) в форме моментов. 

В данном случае силы Fi3, FR2,3 проходят через центр шарнира D, 
тогда для звена 3 момент сил относительно точки D  
 ,04353,0 =⋅−⋅= hFhFM GRD    (3.11) 

отсюда  

 мм...
3,0

43
5 =

⋅
=

R
hF

h G .  (3.12) 

Если h4= 0, то и h5 = 0, т. е. векторы всех сил и давлений в кинемати-
ческой паре будут проходить через одну и ту же точку – центр шарнира D. 

При необходимости учесть силы трения расчет ведется, как правило, 
методом последовательных приближений, за начальное приближение бе-
рется расчет без учета сил трения. 

 

3.2.4. Силовой расчет начального механизма 1 – 0 

Начальным механизмом является кривошип 1, образующий со 
стойкой вращательную кинематическую пару B0,1. 

Как известно, силовой расчет в этом случае сводится к определе-
нию реакции в кинематической паре FR0,1 и величины уравновешиваю-
щей силы Fb либо уравновешивающего момента Мb, что определяется 
схемой привода. 
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Определим уравновешивающую силу Fb, приложенную по каса-
тельной к точке В. Схема действия сил показана на рис. 3.10,а. 

К кривошипу 1 приложены силы: 
FR2,1= … H, реакция в шарнире В – давление со стороны звена 2, 

полученное из расчета предыдущей группы; 
FG2= … H, вес звена 1; 
Fi1= … H – сила инерции звена 1. 
Пусть уравновешивающая сила Fb приложена в точке В и линия 

действия её перпендикулярна кривошипу. 
Уравновешивающую силу найдем из уравнения моментов 

 ,021,211 =⋅−⋅+⋅= hFhFABFM RGbA  (3.13) 

отсюда 

 .H...21,211 =
⋅+⋅−

=
AB

hFhF
F RG

b  (3.14) 

Здесь плечи сил h1, h2 определяются из чертежа. 

 
Реакцию FR0,1 в кинематической паре B0,1 (в шарнире А) определим 

из условия равновесия звена 1: 
 .01,0111,2 =++++=∑ RGiRb FFFFFF  (3.15) 

Строим план сил (см. рис. 3.10,б, начало построения – точка а), 
отсюда найдем FR0,1: 
 .H...1,0 =⋅= FR faF µ  

Если к начальному механизму будет приложен уравновешивающий 
момент Mb (показан на рис. 3.10,а пунктиром, его направление можем 
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Рис. 3.10. Начальный механизм: а – схема; б – план сил 
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задать произвольно, с учетом предполагаемого направления составим 
уравнения равновесия), то его величина и направление также опреде-
лятся из уравнения равновесия кривошипа: 
 ,021,211 =⋅−⋅+= hFhFMM RGbA  (3.16) 

отсюда 
 Н...1121,2 =⋅−⋅= hFhFM GRb . (3.17) 

Здесь h1, h2 – действительные значения плеч действующих сил для ме-
ханизма! 

Если после подстановки в уравнение (3.17) момент Мb получится от-
рицательным, следовательно, направление его будет противоположным 
первоначально предположенному. 

Реакция в кинематической паре F*
R0,1 в этом случае определится из 

уравнения 
 .0*

1,0121,2 =+++=∑ RGiR FFFFF   (3.18) 

Из плана сил найдем 
 .H*

1,0 L=⋅= FR fbF µ  

Как видно, величина реакции в шарнире А может существенно отли-
чаться, а от этого будут зависеть размеры цапф (подшипников). Если вал 
кривошипа получает вращение через соединительную муфту, то к нему бу-
дет приложен момент и при силовом расчете следует определять величину 
уравновешивающего момента Mb. Если вал кривошипа получает вращение 
через зубчатое зацепление, то в этом случае на кривошип будет действовать 
уравновешивающая сила Fb, приложенная в полюсе зацепления, и будет 
направлена по линии зацепления. При передаче вращения посредством 
цепной или ременной передачи уравновешивающая сила будет направлена 
по ветви цепи или ремня.  

Из сравнения уравнений (3.13) и (3.16) следует, что 
 ,ABbb lFM ⋅=  
т. е. определив Fb, при необходимости можно найти Mb, и наоборот: 

 .
AB

b
b l

MF =  



 94

3.2.5. Определение величины уравновешивающей силы  
методом рычага Н.Е. Жуковского 

Этот метод позволяет определить величину уравновешивающей 
силы без определения реакций в кинематических парах, т. е. без выпол-
нения силового расчета групп Ассура. 

Рычаг Жуковского представляет повернутый на 90º план скоростей, 
принимаемый как твердое тело, с неподвижной точкой в полюсе, 
к концам векторов одноименных точек которого приложены внешние 
силы, в том числе уравновешивающая сила. Из условия равновесия это-
го рычага и определяется величина уравновешивающей силы. 

На рис. 3.11 показан повернутый на 90º план скоростей с прило-
женными к концам соответствующих векторов внешними силами. 

 
Момент сопротивления M5, а также моменты сил инерции Mi5 

и Mi2 звеньев 5 и 2 на рычаге Жуковского заменены парами сил 
55 FF ′′−=′ , ,55 ii FF ′′−=′  приложенными в точках K и E, перпендикуляр-

ными звену 5, и силами ,22 ii FF ′′−=′  приложенными в точках В и D пер-

Рис. 3.11. Рычаг Жуковского 
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пендикулярно звену 2 (рис. 3.11,б, в). Значения этих сил определятся из 
выражений: 

 ,5
55

KFl
M

FF =′′=′  (3.19) 

 ,5
55

KF

i
ii l

M
FF =′′=′  (3.20) 

 .2
22

BD

i
ii l

M
FF =′′=′  (3.21) 

Принимая повернутый на 90º план скоростей как твердое тело (ры-
чаг), напишем уравнение равновесия 

 
( ) .03725565

5542322211

=⋅+⋅+⋅′+′+⋅+

+⋅−⋅+⋅−⋅′−⋅−⋅=

dfFhFkfFFhF

hFhFhFhFhFbpFM

iiii

GiGiGvbPv  (3.22) 

Из этого уравнения и определится уравновешивающая сила Fb. 
(Заметим, что в этом уравнении «плечи» сил Pvb, kf, df, h1, h2, … могут 
определятся непосредственно по чертежу.) 

Расхождения в значениях величины уравновешивающей силы, по-
лученных из плана сил и рычага Жуковского, определяемые по формуле 

 %100пл

жпл
⋅

−
=∆

b

bb
b F

FF
F , (3.23) 

обычно не превышают 5…7 %. 
Результаты определения реакций в кинематических парах и урав-

новешивающей силы удобно свести в таблицу. 
 

3.3. Определение величины КПД механизма 

Коэффициент полезного действия является показателем степени 
совершенства механизма. 

Мгновенное значение КПД механизма, как уже было приведено 
ранее, определится по формуле  

 ,
пc

пc

∑+
=

fPP
P

η  (3.24) 

где K=⋅= 55пc ωMP  Вт – мощность, затрачиваемая на преодоление 
производственного (полезного) сопротивления (М5 – момент полезного 
сопротивления, Нм; ω5 – угловая скорость, 1/с); ∑ fP  – суммарная 
мощность, затрачиваемая на преодоление трения во всех кинематиче-
ских парах («вредные» сопротивления). 
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Найдем моменты трения во вращательных и силы трения в посту-
пательных кинематических парах.  

Пусть радиусы цапф вращательных кинематических пар: rA, rB, rC, 
rD, rF (должны быть известны) и f – коэффициент трения в кинематиче-
ских парах (в общем случае он может быть для каждой кинематической 
пары разным), тогда 
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
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
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 (3.25) 

мощности трения в кинематических парах будут: 
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 (3.26) 

Суммарная мощность трения  
 ∑ ++++++= 5,40,30,54,23,22,11,0 ffffffff PPPPPPPP . (3.27) 

Подставив значения псP  и ∑ fP  в уравнение (3.24), получим значе-
ние КПД для данного положения механизма (мгновенное). 

Следует отметить, что относительная угловая скорость, например 
ω1/2, ω2/4, есть алгебраическая  разность угловых скоростей, поэтому 
в формулу подставляются угловые скорости с учетом знака, т. е. с уче-
том направления вращения. Суммировать же мощности трения следует 
как скалярные величины, т. е. без учета знака. 

На этом заканчивается силовой расчет механизма. 
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3.4. Примеры силового расчета 

3.4.1. Кривошипно-шатунный механизм. 

Требуется определить реакции во всех кинематических парах и ве-
личину уравновешивающей силы кривошипно-шатунного механизма 
(рис. 3.12). F3 – сила полезного сопротивления, приложенная к звену 3. 

 
Пусть вес звеньев и силы инерции пренебрежимо малы по сравне-

нию с внешней силой F3. 
При решении этих примеров соблюдаем порядок, указанный ранее. 

Данный механизм состоит из начального механизма (кривошипа 1 и стой-
ки 0) и группы Ассура (2–3) 2-го класса второго вида с двумя вращатель-
ными и одной внешней поступательной кинематической парой. 

1. Вычерчиваем группу 2–3 в масштабе (рис. 3.13,а). 
2. Расставляем неизвестные реакции во внешних  кинематических 

парах: FR1,2 – известна точка приложения – центр шарнира В; FR0,3 – из-
вестна по направлению – перпендикулярна к направляющей α–α. 

3. Составляем уравнение равновесия группы в форме сил: 
 ∑ =++= 03,032,1 RR FFFF . (3.28) 

Разложим реакции в шарнире В на составляющие: 
 τ

2,12,12,1 R
n

RR FFF += . (3.29) 
τ

2,1FF  найдем из уравнения равновесия звена 2: 

 02,1 =⋅= BCRC lFM τ . (3.30) 

Следовательно, 02,1 =τ
FF  и .2,12,1

n
RR FF =  

В соответствии с уравнением (3.28) строим план сил группы 
(рис. 3.13,б).  

 

Fb B 

A

ω1 
C 

F3 

2 
3 

1

Рис. 3.12. Схема механизма 

0 
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Из точки а (начало плана) откладываем вектор F3, из конца этого 

вектора проводим направление вектора 3,0RF , а из точки а плана прово-

дим направление вектора n
RF 2,1 ||ВС. Эти направления пересекаются в 

точке С (многоугольник сил должен быть замкнутым). Из плана нахо-
дим 
 H...3,0 =⋅= FR bcF µ , (3.31) 

 H...2,12,1 =⋅== F
n

RR acFF µ . (3.32) 

Для определения реакции во внутренней кинематической паре 
(шарнир С) достаточно рассмотреть условие равновесия одного из 
звеньев. 

Рассмотрим звено 2, тогда 
 ∑ =+= 02,32,1 RR FFF , (3.33) 

отсюда 
 2,12,3 RR FF −= . (3.34) 

Если рассмотреть звено 3, тогда 
 03,23,03 =++=∑ RFFFF . (3.35) 

Из плана найдем 
 2,32,13,2 RRR FFF −== . (3.36) 

Точку приложения к реакции FR0,3 найдем из уравнений равновесия 
звена 3. Здесь линии действия реакции FR2,3 и силы F3 проходят через 
точку С, тогда 
 023,0 =⋅= hFM RC . (3.37) 

FR1,2 

B 

C F3 

2 3 
1 

Рис. 3.13. Группа Ассура 2–3: а – схема; б – план сил 
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Так как FR0,3 ≠  0, следовательно, h2=0, т. е. в данном случае реак-
ция FR0,3 также будет проходить через центр шарнира С. 

 
Расчет начального механизма 1–0. 

К кривошипу 1 (рис. 3.14,а) приложены в точке В нагрузка FR2,1 
(FR2,1 =−FR1,2) со стороны звена 2 и уравновешивающая сила Fb, пер-
пендикулярная кривошипу, которую найдем из уравнения равновесия: 
 ,011,2 =⋅−⋅= ABbRA lFhFM  (3.38) 

отсюда 

 
AB

R
b l

hF
F 11,2 ⋅

= . (3.39) 

 
Реакцию в шарнире А найдем из плана сил, для чего составим 

уравнение равновесия звена 1 в форме сил: 
 .01,01,2 =++=∑ RbF FFFF  (3.40) 

План сил построен на рис. 3.14,б. 

3.4.2. Шарнирный четырехзвенный механизм. 

Пусть F2=F3 – внешние силы, при-
ложенные к звеньям 2 и 3 в точках K и Е 
посередине звеньев (рис. 3.15). 

Решение. Выделим группу Ассура 
2–3. [B1,2 – B2,3 – B3,0] – группа 2-го клас-
са первого вида (рис. 3.16,а) с прило-
женными к звеньям 2 и 3 силами F2 и F3. 

Во внешних кинематических парах 
– шарнирах В и С приложим неизвест-
ные реакции FR2,1 и FR0,3. Уравнение 

Рис. 3.14. Начальный механизм: а – схема; б – план сил 

а) 

µF=… H/мм 

б) 

h1 
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B 
FR2,1 Fb 
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FR0,1 FR2,1 

Fb 

FR0,1 

c 
b 

a 0 

E 

D 

C 
B

A 
F3 

F2 

Mb 

K 3
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1

Рис. 3.15. Схема механизма 
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равновесия группы 2–3 примет вид 
 .03,0322,1 =+++=∑ RR FFFFF  (3.41) 

 
Так как реакции FR2,1 и FR0,3 неизвестны ни по величине, ни по на-

правлению, разложим их на составляющие, направив их по звену ( n
RF 2,1  

и n
RF 3,0 ) и перпендикулярно звену ( τ

2,1RF  и τ
3,0RF ), т. е. 

 ,2,12,12,1
τ
R

n
RR FFF +=  (3.42) 

 .3,03,03,0
τ
R

n
RR FFF +=  (3.43) 

Тангенциальные составляющие найдем из условия равновесия 
звеньев 2 и 3. 

Для звена 2 
 022,1 =⋅+⋅−= KCBCRC lFlFM τ , (3.44) 

отсюда 

 .5,0 222,1 F
l
l

FF
BC

KC
R ==τ  (3.45) 

Для звена 3 
 ,033,0 =⋅−⋅= FCDCRC lFlFM τ  (3.46) 

отсюда 

 .5,0 333,0 F
l
l

FF
DC

EC
F ==τ   (3.47) 

Подставив (3.42) и (3.43) в уравнение (3.41), получим 
 03,03,0322,12,1 =+++++=∑ n

RRR
n

R FFFFFFF ττ . (3.48) 

Рис. 3.16. Группа 2–3: а – план группы; б – план сил группы 
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В строгом соответствии с этим уравнением строим план сил 
(рис. 3.16,б). 

Начало плана – точка а, из которой откладываем вектор τ
2,1RF , затем 

из точки b – вектор F2, из точки c – вектор F3, из точки d – вектор τ
3,0RF . Из 

точек с и а проводим направления нормальных составляющих, которые 
пересеклись в точке f. Из плана находим FR1,2 и FR0,3 (отрезки fb и df). 

Реакцию во внутреннем шарнире найдем по общему правилу – из 
уравнения равновесия одного из звеньев, например звена 2, тогда  
 .02,322,1 =++=∑ RR FFFF  (3.49) 

На плане сил реакция FR3,2 будет представлена отрезком cf. 
 

Начальный механизм 1 – 0. 
В точке В (рис. 3.17) кривошипа приложена сила FR1,2 (из плана). 
Пусть к кривошипу приложен уравновешивающий момент Мb, ко-

торый найдется из условия равновесия: 
 ,01,2 =−⋅= bRA MhFM  (3.50) 

тогда 
 .1,2 hFN Rb ⋅=  (3.51) 
(Заметим, что здесь «плечо» силы определяется с учетом масштаба, т. е. 

lhh µ⋅= .) 

 
Реакция FR0,1 в данном случае будет равна и противоположна FR2,1.  
 

Рис. 3.17. Начальный механизм 
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3.4.3. Пример силового расчета группы 2-го класса третьего вида 

Механизмы с подобной структурой применяются, например, в 
строгальных, долбёжных станках. 

Пусть это последняя группа шестизвенного механизма строгально-
го станка, на звенья которой действуют сила резания F5, сила инерции 
Fi5 и сила тяжести FG5 ползуна 5 – группа 4–5 [B3,4–П4,5–B5,0] (рис. 
3.18,а). 

 
Как уже было показано в первом примере, реакция FR3,4 будет при-

ложена в точке С шарнира и перпендикулярна направляющей камня ED, 
а реакция F0,5 перпендикулярна AB и приложена в некоторой точке K. 

Уравнение равновесия группы 4–5: 
 .05,05554,3 =++++=∑ RGiR FFFFFF  (3.52) 

Строим план сил (рис. 3.18,в). Начало плана – точка а, из которой 
откладываем вектор F5, затем Fi5, FG5, из точки d проводим направле-
ние вектора FR3,4, а из начала плана – направление вектора FR0,5. В точ-

Рис. 3.18. Механизм строгального станка: 
а – схема; б – фрагмент нагружения звена 4; в – план сил группы 4–5 
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ке е многоугольник сил замкнулся, следовательно, реакция FR3,4 на пла-
не представлена отрезком de, а реакция FR0,5  – отрезком еа.  

Из условия равновесия камня 4 (рис. 3.18 б) 
 FR5,4 = – FR3,4, (3.53) 
 FR4,5 = – FR5,4 = FR3,4. (3.54) 

Точку приложения реакции FR0,5 можно найти из уравнения мо-
ментов сил звена 5 (например, относительно точки D). 

Но для расчета направляющих и опорных поверхностей ползуна 
целесообразнее определить реакции в концевых точках А и В направ-
ляющих 5,0RF ′  и 5,0RF ′′  ( 5,05,05,0 RRR FFF ′′+′= ). 

Рассмотрим звено 5: 
 ,0525,4155,0 =⋅−⋅+⋅+⋅′−= bFhFhFaFM RGRB  (3.55) 
отсюда найдем 5,0RF ′ ; 

 ( ) ,0525,4155,0 =⋅−⋅+−⋅+⋅′′−= bFhFhaFaFM RGRA  (3.56) 
отсюда найдем 5,0RF ′′ . 

ЗАДАЧИ 115–122 
Силовой анализ выполняется методом планов. Силами трения, тяжести и 

инерции пренебречь. В задачах 115–120 ответы сравнить с задачами 110–114. 
115. Определить реакции во всех кинематических парах и величину 

уравновешивающей силы. LАВ=100 мм, F2=F3=200 H, LBC=LCD=200 мм, 
AK=50 мм. 

116. Определить реакции во всех кинематических парах и величину 
уравновешивающей силы. LАВ=100 мм, М2=М3=200 Hм, LBC=LCD=200 мм, 
AK=50 мм. 

  

К задаче 115 К задаче 116 

 
117. Найти величину уравновешивающего момента, приложенного 

к звену 1 синусного механизма. Известно: F=500 H, ϕ1=45º, lAB=250 мм. 

М3 

М2 
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Fy 
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118. В тангенсном механизме найти величину уравновешивающего 
момента. Известно: F= 5 кН, ϕ1=30º, Н=250 мм. 

119. Найти наибольшую величину уравновешивающего момента 
My. Полезная нагрузка постоянна по величине и направлению в течение 
всего цикла работы (сила F=1 кН) и приложена в точке D кривошипного 
механизма с качающимся ползуном. Известно: lAB=30 мм, lAC= 60 мм, 
lBD= 120 мм. 

120*. Найти уравновешивающий момент My, приложенный к звену 
1, и мощность Р1, требуемую для приведения механизма в движение, 
если: lAB=100 мм, lBC= 500 мм, ϕ1=120º, ω1=1 сек–1, F=10 кН, lBD=0,5lBC. В 
данной задаче силами тяжести кривошипа и ползуна, силами инерции 
всех звеньев можно пренебречь. Масса шатуна 50 кг. Центр масс шату-
на принять в точке D. 

 

 

 

К задаче 117 К задаче 118 

  

К задаче 119 К задаче 120 
 
121. Найти уравновешивающий момент My, приложенный к звену 

1, и мощность Р1, требуемую для приведения механизма в движение, 
если: 

a b c lOA lAB LKB lAC LBT n1 F5 Вариант 
    мм    об/мин H 

1 720 480 250 160 460 800 150 500 
2 630 450 220 140 400 700 120 1000 
3 540 380 1900 120 340 600 

1/
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122. Найти уравновешивающий момент My, приложенный к звену 
1, и мощность Р1, требуемую для приведения механизма в движение, 
если: 

a lOE lOA LAD LAB n1 F5 Вариант 
мм об/мин H 

1 320 200 60 70 300 200 1000 
2 330 220 60 100 320 150 1200 
3 340 220 70 100 330 250 1400 

 

 

 

 

К задаче 121 К задаче 122 

ЗАДАЧИ 123–126 
Силовой анализ выполняется методом планов. Силами трения и массой камня ку-

лисы пренебречь, силы тяжести и инерции учитываются. Расчетные массы звеньев ок-
руглить. При решении можно использовать решения задач 87–89 соответственно. 

123*. Найти реакции в кинематических парах и уравновешиваю-
щий момент My, приложенный к звену 1, а также мощность Р1, требуе-
мую для приведения механизма в движение, если: m1≈15 кг/м, m2≈10 
кг/м, m3≈20 кг/м, m5≈50W, где W – полный ход звена, моменты инерции 
звеньев относительно центра масс определить как JS = 0,1ml2, кгм2, m и l  
соответствующие масса и длина звена. Центр масс звена 3 – в точке K, 
звено 2 – линейное однородное. 

a b c lOA lAB lAC lBK n1 F5 
Вариант 

мм об/мин H 

1 400 600 400 150 600 300 620 150 500 

2 500 550 500 175 600 200 750 120 1000 

3 400 900 500 250 1000 400 780 200 1400 
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B 
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124*. Найти реакции в кинематических парах и уравновешиваю-
щий момент My, приложенный к звену 1, а также мощность Р1, требуе-
мую для приведения механизма в движение, если: m1≈15 кг/м, m3≈20 
кг/м, m4≈10 кг/м, m5≈40W, где W – полный ход звена, моменты инерции 
звеньев относительно центра масс определить как JS = 0,1ml2, кгм2, m и l  
соответствующие масса и длина звена. Центр масс звена 4 – в точке E, 
звено 3 – линейное однородное. 

a b c lOA lKB lBD lBE n1 F5 Вариант 
мм об/мин H 

1 80 310 550 110 480 250 150 200 1000 
2 45 400 640 100 500 350 160 150 1200 
3 35 300 580 100 480 270 130 250 1400 
 

125*. Найти реакции в кинематических парах и уравновешиваю-
щий момент My, приложенный к звену 1, а также мощность Р1, требуе-
мую для приведения механизма в движение, если: m1≈15 кг/м, m2≈10 
кг/м, m5≈20 кг/м, массами m3 и m4 пренебречь, моменты инерции звень-
ев относительно центра масс определить как JS = 0,1ml2, кгм2, m и l со-
ответствующие масса и длина звена. Центр масс звена 2 – в точке E, 
звено 5 – линейное однородное. 

a b lOA lAB lAC lFD lAE n1 M5 Вариант 
мм об/мин H 

1 40 180 40 240 120 280 90 300 40 
2 80 200 50 240 110 320 90 280 50 
3 100 220 80 300 180 320 100 250 60 

 

126. Найти реакции в кинематических парах и уравновешивающий 
момент My, приложенный к звену 1, а также мощность Р1, требуемую 
для приведения механизма в движение, если: m1≈15 кг/м, m2≈10 кг/м, 
m3≈20 кг/м, m5≈20 кг/м, моменты инерции звеньев относительно центра 
масс определить как JS = 0,1ml2, кгм2, m и l соответствующие масса и 
длина звена. Центр масс звена 2 – в точке K, звенья 4 и 5 – линейные 
однородные. 

a b c d lOA lAB lFB lEC n1 M5 Вариант 
мм об/мин Н·м 

1 570 75 150 110 160 750 530 420 100 1500 

2 460 60 120 85 130 630 430 350 120 1300 

3 360 50 95 70 100 470 340 280 140 900 
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К задаче 123 К задаче 124 

 

 

 

К задаче 125 
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Контрольные вопросы 

1. Перечислите, какие силы действуют в механизмах. 
2. Для чего рассчитывается, чему равна и как направлена сила 
инерции? 
3. Для чего рассчитывается, чему равен и как направлен момент 
сил инерции? 
4. Для какой цели необходимо знать реакции во всех кинематиче-
ских парах? 
5. Опишите методы силового расчета механизмов. 
6. В чем отличие силового расчета групп Ассура и начального ме-
ханизма? 
7. Чем отличается определение реакций в двухповодковой группе 
с внешней поступательной и двумя вращательными парами от 
двухповодковой группы с внутренней поступательной парой? 
8. Как направлены реакции в высших и низших кинематических 
парах? 
9. Опишите план силового расчета многозвенного рычажного ме-
ханизма. 
10.  Что такое уравновешивающий момент или уравновешивающая 
сила? 
11.  Когда целесообразно применять метод «рычага Жуковского»? 
12.  В чем суть метода «рычага Жуковского»? 
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ГЛАВА 4. ДИНАМИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ МЕХАНИЗМОВ 
Изучение закона движения механизма под действием заданных сил 

является одной из основных задач динамики машин. 
При решении задач кинематики и кинетостатики механизмов в 

первом приближении предполагают, что закон движения ведущего зве-
на известен, и обычно принимают скорость его постоянной. В действи-
тельности кинематические параметры являются функцией действующих 
внешних сил и масс подвижных звеньев и определение истинного зако-
на движения механизма (машины) требует эксперимента или специаль-
ного расчета. При конструировании машины знание истинного закона 
движения необходимо для учета динамических нагрузок. Скоростные 
машины, рассчитанные по усредненным нагрузкам, будут работать с 
перегрузками элементов конструкции, что приведет к снижению ее на-
дежности. 

Точное определение действительных перемещений, скоростей, ус-
корений и времени движения механизма требует рассмотрения второй 
основной задачи динамики установления закона движения по заданным 
внешним силам и массам. Для решения этой задачи необходимо соста-
вить уравнение движения системы и решить его относительно неиз-
вестного кинематического параметра. При определении закона движе-
ния механизма (машины) задача может быть упрощена, если массы всех 
подвижных звеньев, перемещающихся каждое по своему закону, заме-
нить динамически эквивалентной расчетной массой звена приведения, к 
которому привести также все внешние силы и моменты сил. 

4.1. Приведение масс и моментов инерции в механизмах 

В динамике механизмов и машин широкое применение находит 
метод приведения сил и масс для решения задач об определении закона 
движения механизма, находящегося под действием приложенных к не-
му сил, с учетом масс звеньев. 

Этот метод сводит динамическую задачу о движении всей системы 
подвижных звеньев механизма к динамической задаче о движении од-
ного его звена, которое называется звеном приведения сил и масс, или 
одной точки этого звена, называемой точкой приведения сил и масс. 

За звено приведения удобно выбирать то звено, которое совершает 
вращательное движение относительно стойки. Обычно за такое звено 
выбирают ведущее звено, т. е. звено, по обобщенной координате кото-
рого проводится исследование движения механизма. 
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Приведение масс 
Замена системы масс подвижных звеньев механизма приведенной 

массой, сосредоточенной в произвольно выбранной точке, или приве-
денным моментом инерции звена приведения производится на основе 
эквивалентности мгновенных значений кинетической энергии. 

В общем случае плоскопараллельного движения кинетическая 
энергия определяется формулой 

 ( )22

2
1

iSSii ii
IvmE ω+= , (4.1) 

где mi – масса i-го звена; 
vSi – скорость центра тяжести i-го звена; 
ISi – момент инерции звена относительно центра тяжести; 
ωi – угловая скорость i-го звена. 
Общая кинетическая энергия механизма для любого его положения 

равна кинетической энергии всех подвижных звеньев. Если механизм 
имеет одну степень подвижности, то его кинетическая энергия может 
быть выражена через кинетическую энергию приведенной массы тп 
или приведенного момента инерции: 
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где n – число подвижных звеньев;  
vп – скорость точки приведения; 
ωп – угловая скорость звена приведения. 
Из уравнения (4.2) получаются выражения для приведенной массы 

и приведенного момента инерции механизма: 
Приведенной массой называется такая условная масса, сосредото-

ченная в точке приведения, кинетическая энергия Eп которой равняется 
сумме ∑Ek кинетических энергий тех звеньев, массы которых приводят-
ся к этой точке. 

Согласно этому приведенная масса равна 

 2
п

22

п v
Ivm

m kkkk∑ ∑+
=

ω
,  (4.3) 

где vп – скорость точки приведения. 
В случае, когда массы звеньев приводятся к звену, совершающему 

вращательное движение относительно стойки, целесообразно пользо-
ваться понятием приведенного момента инерции Iп этих масс относи-
тельно оси вращения звена приведения. 

Приведенный момент инерции равен 
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где ωп – угловая скорость звена приведения. Величины Iп и mп связаны 
равенством 
 2

пп lmI = , (4.5) 
где l – расстояние между точкой приведения и осью вращения звена 
приведения. 
 

Приведение сил и моментов в механизмах 
Приведение сил и моментов в механизмах выполняют из условия 

эквивалентности элементарных работ или мощностей.  
Приведенной силой называют условную силу, которая, будучи при-

ложена к звену приведения: 
а) развивает мощность Рп, равную сумме мощностей ∑Рk, разви-

ваемых приводимыми силами и моментами. 
Величина приведенной силы, направленной по скорости точки 

приведения, равна 
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FK – величина приводимой силы, приложенной к точке K механизма;  
vK – величина скорости точки K; 
αK – угол между векторами FK и vK; 
Мk – момент, приложенный к k-му звену; 
ωk – угловая скорость k-го звена; 
vп – скорость точки приведения. 

б) совершает такую же элементарную работу, что и все замещае-
мые ею силы и моменты: 
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Приведенным моментом называют момент (пары сил), который, 
будучи приложен к звену приведения: 

а) развивает мощность Nп, равную сумме мощностей ∑Nk, разви-
ваемых приводимыми силами и моментами. 

Приведенный момент равен 
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где ωп – угловая скорость звена приведения; 
б) совершает такую же элементарную работу, что и все замещае-

мые им силы и моменты: 
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Приведенная сила и приведенный момент связаны равенством  
 lFM ⋅= пп , (4.10) 
где l – расстояние от точки приведения силы до оси вращения звена 
приведения. 

Из формул (4.3), (4.4), (4.6) и (4.8) следует, что приведенная сила и 
приведенный момент сил зависят от отношения скоростей ведомых 
звеньев к скорости звена приведения, приведенная масса и приведенный 
момент инерции зависят от отношения квадратов этих же скоростей, ко-
торые, в свою очередь, для конкретного механизма зависят только от 
его положения, т. е. от обобщенной координаты звена приведения. По-
этому приведенная сила или приведенный момент и приведенная масса 
или приведенный момент инерции зависят от положения звена приведе-
ния, т. е. они являются функцией обобщенной координаты. 

В общем случае приведенная масса или момент инерции есть вели-
чина переменная и всегда положительная. В механизмах с постоянными 
передаточными отношениями (например, зубчатые редукторы) приве-
денный момент инерции постоянен. В практике инженерных расчетов 
используются три варианта приведения сил и масс: 

1. Когда в качестве звена приведения удобно принять поступатель-
но движущееся звено, то определяют приведенную массу и приведен-
ную силу. 

2. При выборе вращающегося звена приведения все массы и мо-
менты инерции звеньев заменяют приведенным моментом инерции, а 
действующие на механизм внешние силы и моменты выражают приве-
денным моментом сил. 

3. Для вращающегося звена приведения можно также рассчитать 
приведенную массу, сосредоточенную, например, в центре пальца криво-
шипа. К этой точке следует приложить и приведенные силы механизма. 

При использовании приведенной массы для расчета сил инерции 
механизма учитывают зависимость этой массы от положения системы. 
Расчетные формулы для определения силы инерции Fи приведенной 
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массы mп и инерционного момента Ми приведенного момента инерции 
Iп механизма имеют вид 

 
.

2
1

,
2
1

2
п

п
пи

2
п

п
пи









+−=







 +−=

ω
ϕ

ω
d
dII

dt
dM

v
ds

dmm
dt
dvF

 

где sп и vп — перемещение и скорость точки приведения; φ и ω – угло-
вые перемещение и скорость звена приведения. В некоторых случаях, 
когда в состав механизма входят гидравлические связи, требуется учи-
тывать переменную приведенную массу mж жидкой среды1 
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здесь ψ – коэффициент потерь в гидросистеме; 
ρ – плотность жидкости; 
Ai и li – площадь сечения и длина рассматриваемого участка трубо-

провода;  
D – диаметр поршня; 
Di – гидравлические диаметры сечения трубопровода;  
k – число участков с разным сечением неразрывного объема жид-

кой среды. 
 
Примеры на приведение сил и масс 
Пример 1. Для кривошипно-ползунного механизма (рис. 4.1,а) 

найти приведенную к оси шарнира В силу Fп, перпендикулярную линии 
АВ, от силы F3=1000 Н, приложенной к звену 3 (поршню), а также при-
веденную к той же точке массу mп от масс всех звеньев механизма.  

Расчет провести для положения звена приведения, когда угол 
φ1=45°. Размеры звеньев и положения центров масс их: lАВ = 65 мм, 
lВС = 320 мм, координата lBS2 центра масс звена 2 равна lBS2 = 60 мм, 
центр масс звена 1 лежит на оси шарнира А. Масса звена 2 m2 = 0,4 кг, 
момент инерции звена 2 относительно оси, проходящей через его центр 
масс, равен I2 = 6·10–3 кгм2, масса звена 3 равна m3 = 0,5 кг, момент 
инерции звена 1 относительно оси, проходящей через центр масс, 
I1 = 12·10–3 кгм2. 

 

                                                           
1 Л.В. Петрокас. Вопросы теории и расчета кулачковых механизмов литейных машин низкого давле-
ния. Тр. МИХМ, т. XVII, М., 1958. 
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Решение. 1) Строим план положения механизма (рис. 4.1,а) в мас-

штабе µl = 0,005 м/мм. 
2) Строим план скоростей механизма (рис. 4.1,б) по уравнению 

 BCBC vvv /
rrr

+= . 
Следует заметить, что, поскольку приведенная сила зависит только 

от отношения скоростей точек механизма, нет необходимости задавать 
действительные скорости движения звеньев, достаточно построить ус-
ловный план скоростей (все направления и пропорции соблюдены) – 
масштаб может быть выбран следующим образом: скорость точки В ме-
ханизма, известная из закона движения ведущего звена механизма, бу-
дет отображаться на плане отрезком pb длиной ХХХ мм, например, 25 
мм. 

3) Приведенная сила определяется по формуле (4.5): 
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где pc=20 мм, pb=25 мм – отрезки на плане скоростей. 
Приведенную массу можно определить, используя формулу (4.3): 
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Здесь E1, E2, E3 – кинетические энергии звеньев 1, 2 и 3, которые 
могут быть записаны следующим образом: 
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Рис. 4.1. Приведение сил и масс для 
кривошипно-ползунного механизма: 
а – план положения механизма; 
б – план скоростей механизма 
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В последних выражениях угловые скорости звеньев выражены че-
рез линейные скорости характерных точек этих звеньев. Заменив далее 
в выражениях для mп, E1, E2, E3 линейные скорости через отрезки планов 
скоростей, получим 
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Можно заметить, что приведенная масса не зависит непосредст-
венно от значений скоростей, а только от отношения скоростей точек 
механизма к скорости точки приведения, следовательно, приведенная 
масса является функцией положения механизма. В последней формуле 
это нашло отражение в том, что сами скорости заменены отрезками 
плана скоростей. 

С плана скоростей определены длины отрезков, пропорциональных 
скоростям: pb=50 мм, bc=36 мм, ps2=46 мм, pc=40 мм. 

Подставляя численные значения, получим: 
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ЗАДАЧИ 127–134 

127. Определить приведенный к валу А звена 1 момент Мп от силы 
F3=1000 H, приложенной к ползуну 3, и приведенный к этому же валу 
момент инерции Iп от массы ползуна 3. m3=4 кг, LАВ=100 мм, LBC= 400 
мм, в двух положениях: ϕ1=90° и ϕ1=0°. 

128. Определить приведенный к валу А звена 1 момент Мп от мо-
мента М3 =10 Hм, приложенного к коромыслу 3, и приведенный к этому 
же валу момент инерции Iп от массы качающегося ползуна 3, если его 
момент инерции относительно оси С IС=0,04 кгм2, LАВ=100 мм, LАC= 300 
мм в двух положениях: ϕ1=90° и ϕ1=180°. 
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129. Определить приведенный к валу А звена 1 момент Мп от мо-
мента М3 =40 Hм, приложенного к коромыслу 3, и приведенный к этому 
же валу момент инерции Iп от массы коромысла, если момент инерции 
коромысла относительно оси D равен ID=0,0016 кгм2, LАВ=100 мм, LBC= 
LCD= 400 мм, углы ϕ1=ϕ12=ϕ3=90°. 

130. Определить приведенный к валу А звена 1 момент Мп от мо-
мента М3 =10 Hм, приложенного к кулисе 3, и приведенный к этому же 
валу момент инерции Iп от массы кулисы, если момент инерции кулисы 
относительно оси С равен ID=0,0016 кгм2, LАВ=100 мм, LBC= LCD= 400 
мм, углы ϕ1=90°, ϕ3=30°. 

131. Определить и построить графики в зависимости от угла ϕ1 
приведенного к валу А звена 1 момента Мп от силы F3 =20 H, приложен-
ной к звену 3, и приведенного к этому же валу момента инерции Iп от 
массы звена 3. m3=0,4 кг, LАВ=50 мм. 

132. Для механизма муфты Ольдгейма определить и построить 
графики в зависимости от угла ϕ1 приведенного к валу А звена 1 момен-
та Мп от момента М3 =5 Hм, приложенного к звену 3, и приведенного к 
этому же валу момента инерции Iп от массы звена 3, если момент инер-
ции кулисы относительно оси С равен IС=0,001 кгм2, LАС=100 мм. 

 

 

 

 

К задаче 129 К задаче 130 
 

 

 

 

К задаче 131 К задаче 132 
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133. Для одноступенчатого планетарного редуктора определить 
приведенный к валу О1 колеса 1 момент Мп от момента МН =5 Hм, при-
ложенного к водилу Н, и приведенный к этому же валу момент инерции 
Iп от массы водила, если момент инерции системы водило-сателлиты 
относительно оси ОН равен IН=0,04 кгм2, числа зубьев z1=z2=20, z3=60. 

134. Для планетарного редуктора определить приведенный к валу 
О1 колеса 1 момент инерции Iп от масс всех звеньев, если центры масс 
всех звеньев лежат на их осях вращения, I1=0,001 кгм2, I2=0,004 кгм2, 
I2′=0,001 кгм2, IН=0,018 кгм2, массы сателлитов m2=0,4 кг, m2′ =0,05 кг, 
модуль зацепления m=10 мм, числа зубьев z1=z2′ =20, z2=z3=40. 

 

 

 

 

К задаче 133 К задаче 134 
 

4.2. Общее уравнение движения 

Режимы движения машины. Для большинства механизмов раз-
личают три стадии движения: пуска (разбега), установившегося движе-
ния и выбега. В первом периоде скорость движения ведущего звена рас-
тет от нуля до максимума и, следовательно, работа движущих сил 
должна быть больше работы сил сопротивления (Ап > Ас), в последнем 
скорость снижается до нуля и работа движущих сил меньше работы сил 
сопротивления (Ад < Ас). При установившемся движении работа движу-
щих сил за полный цикл по абсолютной величине равна работе сил со-
противления (Ад = Ас), однако за отдельные части цикла эти работы мо-
гут быть неодинаковы (Ад ≠ Аc). 

Уравнение движения Лагранжа. Для составления уравнений 
движения механизмов можно применить дифференциальные уравнения 
движения Лагранжа второго рода в обобщенных координатах. В качест-
ве последних должны приниматься независимые параметры, опреде-
ляющие положение механизма, к примеру, углы поворота ведущих 
звеньев или перемещения некоторых их точек. Число уравнений Ла-
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гранжа будет равно числу степеней подвижности механизма, т. е. числу 
ведущих звеньев. 

Уравнение движения удобно представить в следующей форме: 

 i
iii

Q
q
П

q
E

q
E

dt
d

=
∂
∂

+
∂
∂

−







∂
∂
&

, (4.11) 

где Е – кинетическая энергия механизма, зависящая от масс его звеньев, 
скоростей ведущих звеньев и их положения; qi – обобщенная координата; 

iq&  – обобщенная скорость; П – потенциальная энергия системы;  
Qi – обобщенная сила, соответствующая обобщенной координате qi. 

Третий член в уравнении Лагранжа 
iq
П

∂
∂  учитывает действие на ме-

ханизм сил тяжести, сил упругости звеньев и др. Этими силами можно 
пренебречь, когда их влияние на закон движения невелико (в случае ма-
лого веса деталей по сравнению с другими действующими внешними 
силами и большой жесткости звеньев). В дальнейших расчетах будем 

считать, что 0=
∂
∂

iq
П , тогда уравнение Лагранжа примет вид 

 i
ii

Q
q
E

q
E

dt
d

=
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
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


∂
∂
&

. (4.12) 

Для механизмов с пружинами и другими подобными звеньями (на-
пример, регуляторы скорости) необходимо учитывать изменение энергии 
деформации. 

В случае вращательного движения звена приведения уравнение Ла-
гранжа примет вид 

 пMEE
dt
d

=
∂
∂

−







∂
∂

ϕϕ&
, (4.13) 

а если в качестве звена приведения принять ползун в неподвижной на-
правляющей, то 

 пF
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
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,  (4.14) 

Уравнение движения механизма в форме уравнения моментов и 
уравнения сил. Для практического применения уравнение (4.13) 
удобно преобразовать. 

Учитывая (4.2) и принимая во внимание, что приведенный момент 
инерции Iп в общем случае переменный и является функцией коор-
динаты φ, после дифференцирования получаем 
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После подстановки этих величин в уравнение (4.13) получим 

 п
2п

п 2
1 M

d
dII =+ ω

ϕ
ε . (4.15) 

Уравнение (4.15) называется дифференциальным уравнением дви-
жения механизма в форме уравнения моментов. 

Если в качестве звена приведения принято звено, совершающее по-
ступательное движение, то по аналогии с выполненным выше преобра-
зованием уравнению (4.14) для приведенной силы можно придать вид 

 п
2п

п 2
1 Fv

ds
dmam =+ . (4.16) 

Уравнение (4.16) называется дифференциальным уравнением дви-
жения механизма в форме уравнения сил. 

В уравнениях (4.15) и (4.16) Мп=Мд–Мс и Fп=Fд–Fс могут быть из-
вестными функциями положения механизма (например, угла поворота ϕ 
или перемещения s) Mд(ϕ),…; скорости движения (Mд(ω),...); времени 
(Mд(t),...). 

 

4.3. Определение истинной скорости движения звена приведения 

Аналитический метод. Для установления истинного закона дви-
жения звена приведения необходимо проинтегрировать уравнения (4.15) 
и (4.16). Если моменты движущих сил Мд и сил сопротивления Мс яв-
ляются функциями разных переменных ( )tMM ωϕ,пп = , то уравнения 
движения (4.15) и (4.16) являются нелинейными дифференциальными. 
Общих методов решения таких уравнений не существует, в связи с чем 
чаще всего нельзя получить решение в конечных функциях. Поэтому 
задача по интегрированию этих уравнений решается приближенным ме-
тодом. 

В случаях, когда ( )ϕдд MM =  и ( )ϕсс MM = , можно представив 
разности приведенных моментов Мд – Мс = Мп и приведенных сил  
Fд–Fс= Fп, определить значения истинной угловой (или линейной) ско-
рости звена приведения по следующим зависимостям: 
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где ωi и vi – угловая и линейная скорости в i-м положении звена приве-
дения; Iп0 и mп0 – приведенный момент инерции и приведенная масса 
звена приведения в начальном положении; ω0 и v0 – угловая и линейная 
скорости звена приведения в начальном положении. 

Этими зависимостями удобно пользоваться, если исследование 
машины начинается с момента пуска ее в ход, т. е. когда ω0 = 0 (v0 = 0). 

Для определения времени t движения механизма можно воспользо-
ваться зависимостью: 
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dϕω = , или 
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 или  ( )∫+=
is
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В частном случае, когда приведенные моменты инерции постоянны 
(что характерно, например, для зубчатых механизмов с круглыми коле-
сами), уравнения движения (4.15) могут быть решены в квадратурах: 
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Графоаналитический метод. Если приведенная сила или приве-

денный момент сил, зависящие от положения механизма ( )ϕпп MM = , 
( )sFF пп =  заданы в виде графиков, то уравнения движения при устано-

вившемся движении механизма удобнее представить в форме уравнения 
кинетической энергии 

 
22

2
11п

2
22п

cд
ωω IIAA MM −=−  (4.21) 

или 
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22п

cд
vmvmAA FF −=− , (4.22) 

где АFд и АМд – работы приведенных движущих сил и моментов на рас-
сматриваемом перемещении (далее будем обозначать Ад); АFc и АMc – 
работы приведенных сил и моментов сопротивления (далее – Mс); Iп1 и 
Iп2; mп1 и mп2 – соответственно приведенные моменты инерции и приве-
денные массы в начале и конце рассматриваемого перемещения; ω1 и 
ω2, v1 и v2 – угловые скорости звена приведения и линейные скорости 
точки приведения, соответствующие началу и концу рассматриваемого 
промежутка времени. 

Используя указанные уравнения, можно графическим методом 
найти скорость ведущего звена в любом положении кривошипа. 

Рассмотрим этот метод на примере некоторого условного механиз-
ма. График изменения приведенного момента в зависимости от угла по-
ворота звена приведения можно получить, определив предварительно 
значение этих моментов для каждого положения в соответствии с урав-
нениями (4.8), используя теорему Жуковского. В виде графика удобно 
также представить изменение приведенного момента инерции ( )ϕпп II =  
согласно уравнению (4.4) (рис. 4.2,а). 

Проинтегрировав (возможно графически) кривые изменения при-
веденных моментов (движущих и сопротивления), можно получить 
графики изменения работ сил движущих ( )ϕдд AA =  и сил сопротивле-
ния ( )ϕсс AA =  в функции угла поворота при установившемся движе-
нии. 
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Исключив из графиков ( )ϕE∆  и ( )ϕпI  аргумент ϕ, получают функ-
циональную зависимость кинетической энергии от приведенного мо-
мента инерции ( )пIEE ∆=∆  – диаграмму Виттенбауэра (рис. 4.2,в). 

 
Поскольку 2

пп2
1 ωIE = ,  то  
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2
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=ω . (4.23) 

Учитывая масштабы построения графиков 
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µω tg

I

E2= , (4.24) 

здесь ψ – угол, образованный между осью абсцисс (момента инерции Iп) 
и прямой, соединяющей интересующую точку (2) и начало координат. 
Таким образом, из диаграммы Виттенбауэра можно определить величи-
ну истинной скорости звена приведения в любом положении механизма. 
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Рис. 4.2. К определению истинной скорости звена приведения: 
 а – момент инерции; б – кинетическая энергия; в – диаграмма 
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ЗАДАЧИ 135–143 
135. Силы и массы машины приведены к звену АВ. Момент дви-

жущих сил изменяется согласно графику Мд(ϕ), момент сил сопротив-
ления – согласно графику Мс(ϕ), приведенный момент инерции 
Iп=const=0,314 кгм2. При ϕ=0 угловая скорость звена приведения ω=0. 
Определить угловую скорость звена при его установившемся движении. 

136. Маховик 1 тормозится стержнем 2, прижимаемым к ободу ма-
ховика силой F=20 H, перпендикулярной стержню 2 (AD). Угловая ско-
рость ω маховика перед началом торможения равна ω=100 с–1. Пренеб-
регая трением в подшипниках вала маховика, определить, сколько обо-
ротов сделает маховик до полной остановки. D=0,2 м, LAB=LBD, коэффи-
циент трения обода маховика о стержень f=0,2. 

137. В установившемся движении машинного агрегата диаграмма 
Виттенбауэра представляет собой окружность радиуса R=20 мм. Коор-
динаты центра О этой окружности x=90 мм, y=80 мм. Определить мак-
симальную и минимальную скорости движения, если масштабы по осям 
координат диаграммы Виттенбауэра равны µЕ=20 Нм/мм, µm=0,5 кг/мм. 

 
 

К задаче 135 

 

 

 

К задаче 136 К задаче 137 

138. К зубчатым колесам 1 и 3 редуктора приложены моменты 
М1=8 Нм и М3=10 Нм. Моменты инерции колес равны I1=0,01 кгм2, 
I2=0,0225 кгм2, I3=0,04 кгм2, числа зубьев колес z1=20, z2=30, z3=40. В 
начальный момент времени угловая скорость ω1 первого колеса равна 
нулю. Определить угловую скорость ω1 и угловое ускорение ε1 колеса 1 
через 0,5 с после начала движения.  
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139. К зубчатым колесам 1 и 3 редуктора приложены моменты 
М1=8 Нм и М3=10 Нм. Моменты инерции колес равны I1=0,01 кгм2, 
I2=0,064 кгм2, I3=0,04 кгм2, числа зубьев колес z1=20, z2=16, z3=40. В на-
чальный момент времени угловая скорость ω1 первого колеса равна ну-
лю. Определить угловую скорость ω1 и угловое ускорение ε1 колеса 1 
через 0,5 с после начала движения.  

140. К валу А кривошипа АВ синусного механизма приложен мо-
мент сопротивления Мс=62 Нм, а к звену 3 – движущая сила F3=1000 Н. 
В положении, когда угол ϕ1=45˚, угловая скорость ω1=10 с–1. Момент 
инерции кривошипа АВ относительно оси А равен I1=0,0025 кгм2, масса 
звена 3 равна m3=0,5 кг, длина кривошипа LAB= 0,1 м. Определить угло-
вое ускорение кривошипа АВ в заданном положении. 

141. Определить число n (об/мин) установившегося движения ма-
шинного агрегата, состоящего из двигателя, механическая характери-
стика которого определяется зависимостью Mд=100–0,1n Нм, и рабочей 
машины, приведенный к валу двигателя момент сопротивления которой 
определяется равенством Mс=0,000001n2. 

  

К задаче 138 К задаче 139 

 

 

 

К задаче 140  К задаче 141  
 

142. К ползуну кривошипно-ползунного механизма приложена си-
ла F3=100 Н, а к кривошипу АВ – момент М1=9 Нм. Вращение кривоши-
па начинается из положения ϕ1=90°. Длина кривошипа LAB=0,1 м, масса 
ползуна 3 равна m3=1,0 кг. Пренебрегая массами кривошипа и шатуна, 
определить, с каким угловым ускорением начнет двигаться кривошип 
АВ. 

143. К валу А кривошипа АВ кривошипно-ползунного механизма 
приложен момент сопротивления Мс=60 Нм, а к звену 3 – движущая сила 

M

n 

Mд 

0 

Mс 

2

О1 О2 О3 

3 1

M1 M3 

2 

О1 О2 О3 

3 1 

M1 M3 

F3
C 

A 

B1,2,3 

ϕ1 

2 
1 

D 
3 



 125

F3=500 Н. В положении, когда угол ϕ1=90°, угловая скорость ω1=50 с–1. 
Момент инерции кривошипа АВ относительно оси А равен I1=0,002 
кгм2, масса звена 3 равна m3=0,5 кг, длина кривошипа LAB= 0,1 м, длина 
шатуна LВС= 0,2 м. Пренебрегая массой шатуна 2, определить угловое 
ускорение ε1 кривошипа АВ в заданном положении. 

 

 

 

 

К задаче 142  К задаче 143  
 

Контрольные вопросы 

1. Сформулируйте определение приведенной массы и приведенного 
момента инерции механизма. Что такое звено приведения? 

2. Расскажите методику расчета приведенной массы и приведенного 
момента инерции. 

3. Почему величина приведенной массы или момента инерции меха-
низма не зависит от скорости точки или звена приведения? 

4. В каких механизмах приведенный момент инерции постоянен, а в 
каких зависит от положения механизма? 

5. В каких случаях целесообразно пользоваться методом приведения 
масс? 

6. Что такое уравнение движения машины? Какие формы уравнения 
движения вы знаете? 

7. Запишите уравнение движения машины в энергетической форме 
для периодов: а) разгона, б) установившегося движения, в) остано-
ва. 

8. Запишите уравнение движения в дифференциальной форме. 
9. Как рассчитать действительное время срабатывания механизма? 
10. Что такое диаграмма Виттенбауэра? Какие параметры работы ме-

ханизма можно определить с ее помощью? 
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ЧАСТЬ 2. СИНТЕЗ МЕХАНИЗМОВ 

ГЛАВА 5. СИНТЕЗ МЕХАНИЗМОВ С НИЗШИМИ 
КИНЕМАТИЧЕСКИМИ ПАРАМИ  

Плоские рычажные механизмы, содержащие лишь низшие кинема-
тические пары, находят широкое применение в машиностроении вслед-
ствие ряда присущих им достоинств. 

При метрическом синтезе (проектировании) механизмов необхо-
димо произвести выбор кинематической схемы и определить ее основ-
ные размеры. Последние рассчитываются по заданным условиям рабо-
ты, определяемым в результате изучения механизируемого технологи-
ческого процесса. 

При проектировании новых механизмов приходится учитывать ус-
ловия геометрии, кинематики, динамики, технологичности, надежности 
и т. п. 

Удовлетворение всех этих условий представляет весьма сложную 
задачу, которая требует различного подхода к механизмам и особой ме-
тодики их расчета. Поэтому единой теории синтеза механизмов не су-
ществует, и кинематические схемы проектируют по отдельным группам 
механизмов (рычажных, кулачковых, зубчатых и др.), а также по раз-
личным условиям их работы. 

Основной задачей синтеза является осуществление заданного дви-
жения рабочего органа механизма. Решение этой задачи многовариант-
но, т. е. одну и ту же форму движения можно осуществить механизмами 
различных типов. 

Конструктор обычно проектирует несколько вариантов схем и по-
сле их всестороннего изучения и сравнения выбирает наилучший – оп-
тимальный для заданных условий. 

Научные методы выбора оптимального варианта схемы механизма 
из их множества весьма сложны. Методы определения метрических па-
раметров (основных размеров звеньев) по уже выбранной кинематиче-
ской схеме развиты в достаточной степени. 

Большое распространение вследствие их надежности, технологич-
ности и способности передавать большие усилия получили рычажные 
механизмы, сочленения звеньев которых образуют низшие кинематиче-
ские пары. Точная обработка плоскостей и цилиндрических поверхно-
стей элементов низших пар возможна на обыкновенных металлорежу-
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щих станках, что приводит к малой стоимости изготовления деталей 
этих механизмов. 

Простейшие четырехзвенные механизмы имеют четыре звена, одно 
из которых служит стойкой (на схемах рис. 5.1 подштриховано, не 
пронумеровано). 

 
  

 
 

 
 

Рис. 5.1. Четырехзвенные механизмы 

Эти механизмы могут преобразовывать равномерное вращательное 
движение кривошипа в неравномерное вращательное, возвратно-
поступательное или в сложное плоское движение шатуна 2, а также 
преобразовывать поступательное движение во вращательное. Наиболее 
распространены шарнирный четырехзвенник (рис. 5.1,а), кривошипно-
кулисный механизм (рис. 5.1,б) и кривошипно-ползунный механизм 
(рис. 5.1,в). 

Многозвенные рычажные механизмы с числом звеньев более четы-
рех позволяют осуществить такие законы движения ведомых звеньев, 
которые нельзя получить в четырехзвенных механизмах. Часто приме-
няют шестизвенные механизмы, воспроизводящие требуемую законо-
мерность движения рабочего органа или обеспечивающие необходимые 
условия передачи мощности. Эти механизмы могут быть образованы 
последовательным или параллельным присоединением двух двухповод-
ковых групп или же одной трехповодковой группы Ассура к начально-
му механизму, например к кривошипу. 
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В частности, шестизвенный криво-
шипно-кулисный механизм (рис. 5.2) 
применяется в металлорежущих станках 
в качестве привода главного движения 
резания. Такая система дает значитель-
ную разницу в средних скоростях при 
прямом и обратном ходах ведомого пол-
зуна 5. 

Метрический синтез рычажных ме-
ханизмов относится к числу наиболее 
сложных проблем теории механизмов и 
машин. 

Задачи синтеза этих механизмов 
две:  

1) проектирование по положениям 
звеньев; 

2) проектирование по воспроизведе-
нию непрерывной функции на заданном 
отрезке. 

Вторую задачу обычно ставят при синтезе функциональных меха-
низмов приборов и систем автоматического контроля и управления. 
Сущность этих задач можно пояснить следующим примером. 

В рычажном механизме связь между ведущим звеном AB (рис. 5.3) 
и ведомым CD можно осуществить либо кинематической цепью, либо 
одним шатуном ВС. Независимую координату φ ведущего звена отсчи-

тывают от оси I, координату ψ 
ведомого звена – от оси II. По-
ложения осей I и II относитель-
но линии центров AD опреде-
ляются постоянными углами α и 
β. Зависимость ψ(φ) есть функ-
ция положения механизма. 
Форма задания этой функции 
зависит от назначения механиз-
ма.  

При синтезе по положениям звеньев параметры схемы определяют 
согласно следующим условиям: задан ряд точек с координатами ψ и φ, 
определяющими положения ведущего и ведомого звеньев. Требуется, 
чтобы график ψ(φ) проходил через все заданные точки. 

С 

A D α β 
ϕ 

ψ I II B 

Рис. 5.3. К синтезу механизмов 

Рис. 5.2. Шестизвенный 
механизм 
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Ход графика между точками иногда уточняют заданием передаточ-

ной функции ( )
ϕ
ψϕ

d
df =′  или ее производной ( ) 2

2

ϕ
ψϕ

d
df =′′ . 

Синтез механизма по положениям звеньев с математической точки 
зрения представляет задачу интерполирования с наперед заданными уз-
лами U. При синтезе по воспроизведению непрерывной функции на за-
данном отрезке задают функцию F(φ), непрерывную на отрезке φi – φk, 
которая должна быть осуществлена механизмом. Вследствие неизбеж-
ных производственных погрешностей при изготовлении звеньев и мон-
таже, а также свойств самой схемы механизм воспроизводит заданную 
функцию с некоторыми отклонениями. Поэтому функцию положения 
механизма f(φ) приближают на отрезке φi – φk с требуемой точностью к 
заданной функции F(φ) методами теории приближения функций, в том 
числе методом интерполирования. 

В практике машиностроения научные методы синтеза механизмов 
применяют еще недостаточно, однако их внедрение все более расширя-
ется, чему способствует применение быстродействующих счетных ма-
шин. При практическом синтезе задают определенные условия, кото-
рым должен соответствовать проектируемый механизм. К таким усло-
виям метрического синтеза, часто встречаемым в конструкторской 
практике, относятся следующие: условие существования кривошипа; 
осуществление заданной траектории точки исполнительного звена; ус-
ловия передачи сил звеньями механизма; отношение времени прямого и 
обратного ходов механизма; ход или размах движения ведомого звена; 
величины и закономерности изменения скоростей (или ускорений) и др. 
Эти условия рассмотрены ниже. 

Условие существования кривошипа в шарнирном четырехзвен-
нике выражает теорема Грасгофа: «Наименьшее звено является криво-
шипом, если сумма длин наименьшего и любого другого звена меньше 
суммы длин остальных двух звеньев». 

Рассмотрим шарнирный четырехзвенник (рис. 5.4).  
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Рис. 5.4. Шарнирный четырехзвенник. К теореме Грасгофа 
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Если кривошип АВ – ведущее звено, то за один цикл механизм 
имеет два крайних положения, в которых кривошип оказывается на од-
ной прямой с шатуном ВС (рис. 5.4,а и 5.4,б). Так как длина любой сто-
роны треугольника меньше суммы длин двух других его сторон, то, со-
гласно рис. 5.4,а (где r, l, R и L – длины кривошипа, шатуна, коромысла 
и стойки), имеют место неравенства: 
 ( ) LrlR +−<    и   RrlL +−< )( , 
откуда   LlRr +<+ ,  RlLr +<+ ,  LRlr +<+ . 

В том случае, когда сумма длин кривошипа и шатуна равна сумме 
длин коромысла и стойки 
 LRlr +=+ , 
получается двухкривошипный механизм, в котором ведомое звено CD 
также будет проворачиваться. Если сумма длин наименьшего и наи-
большего звеньев больше суммы длин остальных звеньев, то четырех-
шарнирник оказывается двухкоромысловым, т. е. ни одно звено не мо-
жет совершать полный оборот. 

В кривошипно-ползунном механизме (см. рис. 5.1,в) условия суще-
ствования кривошипа определяются очевидным неравенством 
 ler ≤+ , 
где е — эксцентриситет. 

Траектории точек звеньев. В тех случаях, когда исполнительным 
звеном служит шатун ВС, характеристикой движения являются траек-
тории его точек – шатунные кривые. 

На рис. 5.5 показаны траектории точек В, Е, С, F и G шатуна шар-
нирного четырехзвенника.  

 
Очерченные штрихпунктирной линией шатунные кривые иллюст-

рируют многообразие их форм даже в одном механизме. Движение по 
траекториям, описанным шатунными кривыми, применяют для рабочих 
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Рис. 5.5. Шатунные кривые 
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процессов, например для перемешивания теста, ворошения сена, пере-
мещения фильма и т. д. В последнем случае требуется, чтобы шатунная 
кривая на некотором участке проходила по прямой, в других случаях 
необходимо, чтобы часть шатунной кривой проходила по дуге окружно-
сти. Для решения таких задач метрического синтеза академиком 
П.Л. Чебышевым была разработана теория особых функций – полино-
мов Чебышева и создан ряд прямолинейно направляющих механизмов – 
«прямил». 

Разнообразие условий синтеза механизмов (например, по двум за-
данным положениям коромысла и кривошипа, по предельной величине 
угла давления на ведомое звено, по заданному размаху движения и дли-
не коромысла, и т.д.) определяет большое разнообразие применяемых 
методов решения задачи проектирования. В данном пособии ограни-
чимся задачами о существовании кривошипа и некоторыми задачами о 
положениях. 

 
ЗАДАЧИ 144–153 

144. Для центрального кривошипно-ползунного механизма найти 
минимальную длину lВС шатуна ВС, при которой звено АВ может со-
вершать полный оборот вокруг своей оси А. 

145. Для дезаксиального кривошипно-ползунного механизма найти 
минимальную длину ВС, при которой звено АВ может совершать пол-
ный оборот вокруг своей оси А. 

 

  

К задаче 144 К задаче 145 

146. В механизме шарнирного четырехзвенника известны длины 
всех его звеньев lАВ=20 мм, lВС=100 мм, lCD=60 мм, lAD=120 мм. Отве-
тить, сможет ли звено АВ совершать полный оборот вокруг своей оси А? 

147. В механизме шарнирного четырехзвенника известны длины 
всех его звеньев lАВ=20 мм, lВС=90 мм, lCD=40 мм, lAD=120 мм. Ответить, 
существует ли в этом механизме кривошип? 

148. Для кулисного механизма муфты Ольдгейма указать, на какой 
угол повернется кулиса 3 при повороте звена 1 на угол 360°? 
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К задачам 146, 147 К задаче 148 

149. Для кулисного механизма Витворта указать, какой размер 
должно иметь звено АВ, чтобы кулиса 3 не проворачивалась бы на пол-
ный оборот при повороте звена АВ на 360°? 

150. В кулисном механизме Витворта размер звена АВ больше рас-
стояния АС. Указать, на какой угол повернется кулиса 3, если звено АВ 
совершит полный поворот вокруг своей оси А? 

151. Указать, может ли существовать кривошип в тангенсном ме-
ханизме, если размер h не равен нулю? 

152. Спроектировать механизм шарнирного четырехзвенника, у ко-
торого коромысло CD в своих крайних положениях наклонено к стойке 
АD под углами φ3(1)=45° и φ3(2)=120°. Длина стойки АD равна lAD=100 
мм, длина коромысла CD равна lCD=75 мм. Определить длины криво-
шипа АВ и шатуна ВС. 

153. Для механизма шарнирного четырехзвенника найти макси-
мальный угол размах коромысла CD, если длины звеньев lАВ=30 мм, 
lВС=lАD=100 мм, lСD=60 мм. 

 
 

К задачам 149, 150 К задаче 151 

  

К задаче 152 К задаче 153 
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Контрольные вопросы 

1. Какова основная задача метрического синтеза кинематической 
схемы механизма? 

2. В чем сущность проектирования рычажных механизмов по поло-
жениям звеньев и по воспроизведению непрерывной функции на 
заданном отрезке? 

3. В чем заключаются достоинства и недостатки аналитического и 
геометрического методов синтеза рычажных механизмов? 

4. В чем состоят достоинства и недостатки рычажных механизмов с 
одними низшими кинематическими парами? 

5. Сформулируйте теорему Грасгофа для шарнирного четырехзвен-
ника. 

6. Что называют углом давления и как он влияет на работу рычажно-
го механизма? 

7. В чем заключаются преимущества шестизвенных рычажных меха-
низмов по сравнению с четырехзвенными? 

8. Начертите шестизвенный рычажный механизм, образованный по-
следовательным присоединением двух групп Ассура. 
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ГЛАВА 6. СИНТЕЗ МЕХАНИЗМОВ С ВЫСШИМИ 
КИНЕМАТИЧЕСКИМИ ПАРАМИ  

6.1. Проектирование трехзвенных зубчатых передач 

Общие сведения о структуре и кинематике зубчатых передач счи-
таем известными для читателя (см. учебники по теории механизмов и 
машин, а также гл. 1 и 2 данного пособия). В этой главе приводятся 
примеры на определение размеров трехзвенных зубчатых механизмов с 
цилиндрическими колесами эвольвентного профиля. Во всех случаях 
считается, что нарезание колес осуществляется методом обкатки. 
Режущий инструмент определяется следующими параметрами:  

1) модулем m (выбирается по ГОСТу 9563–88, измеряется в мил-
лиметрах); 

2) высотой головки зуба hг=fm, где f – коэффициент высоты голов-
ки, который может быть равен f=1 (полнопрофильный зуб) или f=0,8 
(укороченный зуб); 

3) профильным углом α0 (существует несколько стандартов – 
α0=14,5°, 20°, 22,5°, 25°). Наибольшее распространение (основной стан-
дарт) получил угол α0=20°; 

4) радиальным зазором между головкой зуба одного колеса и осно-
ванием ножки зуба другого колеса с=с*m, где с*=0,25 при f=1 и с*=0,3 
при f=0,8. 

Основным методом изготовления эвольвентных зубчатых колес, 
особенно ответственных быстроходных силовых передач, является на-
резание методом обкатки (огибания) инструментом реечного типа или 
долбяком. Одним из важнейших достоинств этого метода нарезания яв-
ляется то, что при нарезании зубчатого колеса со смещением режущего 
инструмента (рейки, долбяка) изменяются размеры зуба – высота, тол-
щина, изменяется межосевое расстояние, изменяются такие показатели 
зацепления, как удельное скольжение, удельное давление, а это означа-
ет, что может быть повышена изгибная и контактная прочность зубьев, 
повышена износостойкость, можно «вписаться» в заданное межосевое 
расстояние (коробки скоростей), а также влиять на другие параметры. 

При нарезании зубчатых колес с числом зубьев менее 17 методом 
обкатки инструментом реечного типа происходит подрезание ножки зу-
ба, которого можно избежать, применяя смещение инструмента (наре-
занные таким образом колеса называют исправленными или корригиро-
ванными). Относительный сдвиг (смещение) инструмента обозначают х 
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или ξ (исчисляется в долях модуля зацепления), абсолютный сдвиг ин-
струмента  

Х= х m  (Х= ξ m). 
Для исключения подрезания ножки зубьев на шестерне минималь-

ное значение коэффициента смещения принимают равным 

 
17

17 zx −
= , 

где z – нарезаемое число зубьев. 
Применение смещения инструмента при нарезании используют не 

только для устранения подрезания, не только на колесах с малым чис-
лом зубьев, но и в других случаях: 

а) для вписывания в заданное межосевое расстояние (как правило, 
при отличии расчетного межосевого расстояния некорригированной па-
ры от требуемого межосевого расстояния не более чем на 1…1,5 вели-
чины модуля) – в данном случае может применяться и отрицательное 
смещение для колеса с достаточно большим числом зубьев; 

б) для оптимизации геометрии зубчатой пары по условию макси-
мального повышения контактной прочности зубьев; 

в) для оптимизации геометрии зубчатой пары по условию макси-
мального повышения прочности зубьев на изгиб; 

г) для оптимизации геометрии зубчатой пары по условию наи-
большего повышения износостойкости и сопротивления заеданию. 

Если сумма коэффициентов смещения для шестерни и колеса равна 
нулю 021 =+ xx , пару называют равносмещенной, в противном случае – 
неравносмещенной. 

Выбор значений коэффициентов смещения для пары зубчатых ко-
лес выбирают в зависимости от требований, предъявляемых к передаче, 
по таблицам В.Н. Кудрявцева, ЦКБР (Центральное конструкторское 
бюро редукторостроения) [9, 12, 14] или по блокирующим контурам 
[13]. В приложении П1 приведена таблица рекомендуемых коэффици-
ентов смещения по критериям наибольшего повышения: контактной 
прочности, прочности на изгиб, износостойкости и сопротивления за-
еданию. 

Геометрические параметры зубчатой пары, нарезанной со смеще-
нием инструмента (столбец значений А) и без смещения (столбец зна-
чений Б), а также формулы для расчета приведены в табл. 6.1 с числен-
ными значениями, соответствующими паре z1=14, z2=32. 

Для выполнения расчетов геометрических параметров эвольвент-
ного зацепления в приложении П2 приведена таблица значений эволь-
вентной функции. 

 



 136

Таблица 6.1 

Геометрические параметры внешнего эвольвентного зацепления 
цилиндрических прямозубых колес, 

 нарезанных инструментом реечного типа 

ИСХОДНЫЕ ДАННЫЕ 

ПАРАМЕТРЫ Обозна-
чение 

Величина

 Z1 14 
Число зубьев шестерни 

колеса  Z2 32 
Модуль зацепления, мм m 10 

Угол профиля, град α 20 
Коэффициент высоты  
головки 

*
ah  1 

Коэффициент радиального 
зазора 

∗C  0,25 
Исходный контур  
по ГОСТу 13755–68 

Коэффициент радиуса 
кривизны переходной 
кривой 

*
fρ  0,4 

x 1 +0,62 А x 2 +0,68 
x 1 0 

Коэффициент смещения 
(из условия максимального повышения 

износостойкости [12]) Б x 2 0 
Расчет   

№ Наименование  
параметра Формула и вычисления А Б 

1 2 3 4 5 
1 Передаточное число 12 / ZZU =  2,286 

3639,0tg =α  
2 

Эвольвентный угол в 
точке на делительной 
окружности, рад 

014904,0inv =α  
9396,0cos =α  

3 
Эвольвентный угол  
в точке на начальной 
окружности, рад 

( )
=+

+
+

= ααα invtg2inv
21

21
ZZ
xx

w
 0,03547 0,01490 

041226362,26 ′′′== oo
wAα

 
wαtg  0,4956 0,3639 

4 Угол зацепления, град 
o20== αα wB  wαcos  0,8960 0,9396 

5 Делительный шаг 
зубьев, мм 

mp ⋅= π  31,416 

6 Основной шаг  
зубьев, мм 

αcos⋅= ppb  29,518 

7 Начальный шаг  
зубьев, мм wbw pp αcos/=  32,944 31,416 
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1 2 3 4 5 

8 Межосевое  
расстояние, мм 

( )
w

w
ZZma

α
α

cos
cos

2
12 ⋅

+
=  241,192 230 

=⋅= mZr 11 5,0  70 9 Радиус делительной 
окружности, мм  =⋅= mZr 22 5,0  160 

=⋅= αcos11 rrb  65,772 
10 Радиус основной  

окружности, мм =⋅= αcos22 rrb  150,336 

wbw rr αcos/11 =  73,406 70 
11 Радиус начальной  

окружности, мм wbw rr αcos/22 =  167,786 160 
( )1

**
11 xChmrr af −+−=  63,7 57,5 

12 Радиус окружности 
впадин, мм ( )2

**
22 xChmrr af −+−=  154,3 147,5 

mCrar fwa
*

21 −−=  84,319 80 
13 Радиус окружности 

вершин, мм mCrar fwa
*

12 −−=  174,919 170 

( )111 arccos aba rr=α   38,73° 34,7° 
 1tg aα  0,8020 0,6924 

( )222 arccos aba rr=α   30,744° 27,831° 
14 

Угол профиля  
на окружности  
вершин, град 

 2tg aα  0,5948 0,5279 

1inv aα  0,126045 0,086804 
15 

Эвольвентный угол в 
точке на окружности 
вершин, град 2inv aα  0,058211 0,042186 

( )απ tg25,0 11 xmS +=  20,220 15,708 
16 

Толщина зуба  
по дуге делительной 
окружности, мм  ( )απ tg25,0 22 xmS +=  20,657 15,708 

( )[ ]αinv22 1111 += rSrS bb  20,960 16,719 
17 

Толщина зуба  
по дуге основной  
окружности, мм ( )[ ]αinv22 2222 += rSrS bb  23,690 19,240 

( )[ ]www rSrS αα invinv22 1111 −+=  18,184 15,708 
18 

Толщина зуба  
по дуге начальной  
окружности, мм ( )[ ]www rSrS αα invinv22 2222 −+=  14,760 15,708 

( )[ ]11111 invinv22 aaa rSrS αα −+= 5,614 6,448 
19 

Толщина зуба по дуге 
окружности вершин, 
мм ( )[ ]22222 invinv22 aaa rSrS αα −+= 7,432 7,414 

20 Высота зуба, мм fa rrh −=  20,619 22,5 

21 Глубина захода, мм mChh *
3 −=  18,119 20,0 

mSa1  0,561 0,645 
22 Показатель  

заострения зуба mSa2  0,743 0,741 
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1 2 3 4 5 

23 
Коэффициент  
воспринимаемого  
смещения 









−

+
= 1

cos
cos

2
12

w

ZZY
α
α  1,1192 0,0 

24 Воспринимаемое  смещение 
mYYm ⋅=  11,192 0,0 

25 
Коэффициент 
уравнительного 
смещения 

YxxY −+=∆ 21  0,205 0,0 

26 
Радиус кривизны  
переходной кривой, 
мм 

mff ⋅= *ρρ  4,0 4,0 

27 Радиальный зазор, мм mСС *=  2,5 2,5 

аналити-
чески 

( )
+

−
=

π
ααε

2
tgtg 11 waZ  

( )
π

αα
2

tgtg 22 waZ −
+  

1,19 1,57 

21PPL , мм   28 

Коэффи-
циент 
перекры-
тия 

по 
чертежу 
(при гра-
фическом 
построений 
зацепления) 

bPP PL /
21

=ε  
( 21PPL  – длина 
активной части 
линии 
зацепления) 

  

 
Чтобы убедиться в правильности выполненных расчетов, рекомен-

дуем сделать ряд проверок: 
а) сумма rw1+rw2 позиции 11 должна быть равна wа  позиции 8 (с той 

же степенью точности); 
б) разность БА ww aa −  позиции 8 должна быть равна результату Ym 

в позиции 24; 
в) сумма толщины зубьев по начальной окружности 21 ww SS +  по-

зиции 18 должна быть равна шагу Pw по начальной окружности в пози-
ции 7 (для А и Б); 

г) высота зуба h (позиция 20) должна быть одинакова по расчетам, 
т. е. 11 fa rr −  или 22 fa rr −  (поэтому в позиции 20 индексы колес не ука-
заны); 

д) разность h – h3 (позиции 20 и 21) должна быть одинаковой и рав-
ной величине радиального зазора C*m (позиция 27); 

е) с увеличением радиуса толщина зуба колеса с внешним зацепле-
нием уменьшается, поэтому в этих расчетах должно соблюдаться усло-
вие 
 awb SSSS >>> ; 
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ж) при правильно выбранных коэффициентах смещения не должно 
быть заострения зубьев, показатель заострения 2,0≥mSa  (позиция 22); 

з) для положительного зацепления αα >w . Поэтому коэффициент 
перекрытия БА εε <  (и, как правило, он не должен быть менее 1,1…1,2). 
Заметим еще, что коэффициент перекрытия для прямозубых колес при 

o20=α  и 1* =ah  не может быть больше 1,98, что соответствует теорети-
чески возможному. 

При проектных расчетах необходимо обратить внимание на межо-
севое расстояние корригированной пары (позиция 8А). Полученное зна-
чение межосевого расстояния следует округлить до ближайшего целого 
значения (в ряде случаев допускается до половины), пересчитать по 
формулам позиций 8, 4, 3 величину суммарного смещения и выбрать 
новую пару величин x1 и x2 для обеспечения технологичности и ремон-
топригодности проектируемого редуктора в дальнейшем. 

В качестве примера решения подобных задач см. табл. 6.1. 
 

ЗАДАЧИ 154–160 
154. Нарезание зубьев на колесе производилось без сдвига инстру-

ментальной рейки, модуль которой равен m=10 мм, профильный угол 
α=20°, высота головки рейки hг=m. Определить толщину зуба по дели-
тельной окружности и по окружности головок (выступов), если число 
зубьев колеса z=20.  

155. Определить межцентровое расстояние aw корригированной па-
ры, если z1=12 и z2=20, если модуль m=10 мм, профильный угол α=20°, 
высота головки hг=m. Корригирование выполнялось минимальное, по 
отсутствию подрезания ножки шестерни. 

156. Для трехзвенной зубчатой передачи с внешним зацеплением 
зубьев, у которой профили зубьев очерчены эвольвентами окружностей, 
определить коэффициент перекрытия ε, если числа зубьев колес z1=22, 
z2=30, модуль зацепления m=10 мм, угол зацепления в сборке α=20° и 
высота головки hг=m. 

157. Для эвольвентного реечного зацепления определить коэффи-
циент перекрытия ε, если число зубьев колеса z1=20, модуль зацепления 
m=10 мм, угол зацепления α=20° и высота головки hг=m. 

158. Для трехзвенной зубчатой передачи с внешним зацеплением 
зубьев, у которой профили зубьев очерчены эвольвентами окружностей, 
найти максимально допустимую высоту головки зуба hг2 на большем 
колесе из условия отсутствия подреза профиля зуба на меньшем колесе, 
если число зубьев колес z1=10, z2=30, модуль зацепления m=10 мм, угол 
зацепления в сборке α=20°. 
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159. Была спроектирована трехзвенная зубчатая передача с внеш-
ним зацеплением и эвольвентными профилями зубьев. Передача проек-
тировалась как некорригированная, поэтому угол зацепления предпола-
гался равным α=20°, модуль зацепления m=10 мм, числа зубьев колес 
z1=20, z2=30. При сборке межцентровое расстояние пришлось увеличить 
на 5 мм относительно расчетного. Определить получившийся угол заце-
пления αсб и радиусы начальных окружностей. 

160. Спроектировать трехзвенную прямозубую зубчатую передачу 
с внешним зацеплением зубьев, у которой модуль зацепления m=1,0 мм, 
передаточное отношение i1,2=1,5, число зубьев на шестерне z1=14. Кор-
ригирование минимальное, по условию отсутствия подрезания на шес-
терне. 

6.2. Кинематический синтез типовых планетарных зубчатых передач 

В учебной и научной литературе излагаются различные методы 
подбора чисел зубьев колес планетарных механизмов для обеспечения 
заданного передаточного отношения [2, 7–10]. Оптимальный вариант 
при этом может быть найден на основе сопоставления множества вари-
антов решения, полученных путем изменения тех или иных параметров. 

При проектировании планетарного механизма по выбранной схеме 
и заданному передаточному отношению желательно с минимальным 
объёмом вычислений подобрать числа зубьев колес, при которых полу-
чились бы наименьшие размеры механизма. При прочих равных усло-
виях наименьшие габариты механизма получаются при выборе мини-
мально возможных чисел зубьев колес. 

Выбранные числа зубьев колес планетарного механизма должны 
удовлетворять следующим основным условиям: 

а) обеспечению заданного передаточного отношения; 
б) соосности центральных зубчатых колес; 
в) возможности сборки механизма; 
г) соседству смежных сателлитов; 
д) правильному зацеплению каждой пары зубчатых колес. 
От того, насколько удачно подобраны числа зубьев зубчатых колес, 

будут зависеть такие качественные характеристики проектируемого ме-
ханизма, как компактность, масса, технологичность и др. 

На схемах (рис. 6.1) обозначено: 
1 и 3 – центральные зубчатые колеса; 
2 и 2' – сателлиты;  
Н – водило. 
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Элементы кинематических пар, принадлежащие неподвижному 
звену (стойке), подштрихованы. 

Механизм с двумя внешними зацеплениями (см. рис. 6.1,а) обозна-
чают АА; механизм с одним внешним и одним внутренним зацепления-
ми (см. рис. 6.1,б) обозначают AJ; однорядный механизм с одним внеш-
ним и одним внутренним зацеплениями (см. рис. 6.1,г) обозначают AJ и 
механизм с двумя внутренними зацеплениями (см. рис. 6.1,в) обознача-
ют JJ. 

 
Приведенные на схемах (рис. 6.1) механизмы могут обеспечить как 

понижение числа оборотов от ведущего звена к ведомому (редукторы), 
так и повышение числа оборотов (мультипликаторы). Однако вследст-
вие возможного самоторможения или получения механизма с низким 
КПД планетарные механизмы в качестве мультипликаторов обычно не 
применяют. 

г)в) 

Рис. 6.1. Основные типы планетарных механизмов 
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В данном разделе излагается кинематический синтез наиболее рас-
пространенных планетарных зубчатых механизмов (АА, AJ, JJ) с цилин-
дрическими колесами методом разложения на сомножители передаточ-
ного отношения )(

3,1
Hi  обращенного механизма [7, 11] и синтеза плане-

тарного механизма AJ  методом генерального уравнения [9]. Эти мето-
ды позволяют в условиях учебного процесса быстро, с минимальным 
объемом вычислений получить решение поставленной задачи по кине-
матическому синтезу рассматриваемых планетарных механизмов и 
обеспечить при этом габариты проектируемых зубчатых передач, близ-
кие к оптимальным. 

Самостоятельное решение задач студентами при выполнении до-
машнего задания по теории механизмов и машин изложенными в посо-
бии методами будет способствовать углубленной проработке и более 
прочному усвоению теоретического материала по кинематике зубчатых 
передач. 

Рассмотрим кратко условия, которые необходимо выполнять при 
синтезе планетарных зубчатых механизмов. 

6.2.1. Передаточное отношение 

Определение передаточного отношения при известных значениях 
чисел зубьев рассмотрено в разд. 2.5.3. 

Теоретически передаточные отношения показанных на схеме плане-
тарных механизмов могут принимать значения, приведенные в табл. 6.2. 

Таблица 6.2 
Теоретически возможные передаточные отношения 

 для типовых планетарных механизмов 
Передаточные отношения 

Вид механизма )(
3,1
Hi  )3(

,1 Hi  )3(
1,Hi  

AA, JJ > 0 < 1 < 0;     >1 

AJ, AJ  < 0 >1 >0 

На величину передаточного отношения накладывают ограничения 
технологические соображения, число сателлитов (K2,2'), условие пра-
вильного зацепления, КПД механизма и некоторые другие факторы. По-
этому в сводной табл. 6.3 приведены рекомендуемые пределы переда-
точных отношений рассматриваемых механизмов, наиболее часто 
встречающиеся в практике. 



Таблица 6.3 

Основные кинематические и геометрические зависимости в планетарных механизмах 
и рекомендуемые пределы передаточных отношений 

Меха-
низм 

Формула  
передаточного  
отношения 

Условие соосности Условие сборки Условие соседства 
Рекомендуемые преде-
лы передаточных от-

ношений 

1 2 3 4 5 6 

AA 

( )

'
,

21

323
1 1

ZZ
ZZi H −=  

( )

'

,

21

32

3
1

1

1

ZZ
ZZiH

−
=  

( )
( ) 3,'2'23

2,121

µ

µ

⋅+=

=⋅+

ZZ
ZZ

 E
DK

ZZZZ
=

−

'2,2'2,2

32'21  21

22

'2,2

2180sin
ZZ

fZ
K +

+
>  

'23

'2'2

'2,2

2180sin
ZZ

fZ
K +

+
>  

1060 3
1 −≤≤− )(
,Hi  
 

10010 3
1 ≤≤ )(
,Hi  

AJ 

( )

'
,

21

323
1 1

ZZ
ZZi H +=  

( )

'

,

21

32

3
1

1

1

ZZ
ZZiH

+
=  

( )
( ) 3,'2'23

2,121

µ

µ

⋅−=

=⋅+

ZZ
ZZ

 E
DK

ZZZZ
=

+

'2,2'2,2

32'21  21

22

'2,2

2180sin
ZZ

fZ
K +

+
>  

'23

'2'2

'2,2

2180sin
ZZ

fZ
K +

+
>  

2010 3
1 ≤≤ )(
,Hi  

110 3
1 <≤ )(
,, Hi  
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Окончание  табл. 6.3 

1 2 3 4 5 6 

AJ  

( )

1

33
1 1

Z
Zi H +=,  

( )

1

3

3
1

1

1

Z
ZiH

+
=,  

( ) ( )2321 ZZZZ −=+
 

E
K

ZZ
=

+

2

31  
21

22

2

2180sin
ZZ

fZ
K +

+
>  

23

22

2

2180sin
ZZ

fZ
K −

+
>  

103 3
1 ≤≤ )(
,Hi  

1150 3
1 <≤ )(
,, Hi  

JJ 

( )

'
,

21

323
1 1

ZZ
ZZi H −=  

( )

'

,

21

32

3
1

1

1

ZZ
ZZiH

−
=  

( )
( ) 3,'2'23

2,121

µ

µ

⋅−=

=⋅−

ZZ
ZZ

 E
DK

ZZZZ
=

−

'2,2'2,2

32'21  21

22

'2,2

2180sin
ZZ

fZ
K −

+
>  

'23

'2'2

'2,2

2180sin
ZZ

fZ
K −

+
>  

10020 3
1 ≤≤ )(
,Hi  

(K2,2 '=1, 2) 
 

308 3
1 ≤≤ )(
,Hi  

(K2,2 '=3) 
 

Примечания: 1. Значения µ1,2 и µ2',3 – см. формулу (6.6). 
2. Значения f2 и f2' – см. формулы (6.10) и (6.11). 
3. K2,2' – число сателлитов. 
4. D2,2' – наибольший общий делитель чисел зубьев зубчатых колес Z2 и Z2'. 
5. На практике известны механизмы типа АА, у которых 1000)3(

1, =Hi  и даже 10000, но при этом получается очень низкий КПД.  
 



6.2.2. Условие соосности 

Это условие обеспечивается при точном равенстве межосевых рас-
стояний (аw) соответствующих пар зубчатых колес: 

− для AA, AJ, JJ механизмов 
 

3,22,1 ′
= ww aa ,   

или 
 

2321 ′
±=± wwww rrrr ; (6.1) 

− для AJ  механизма  
 

3,22,1 ww aa = , 

или 
 ,

2321 wwww rrrr −=+  (6.2) 
где 

3221
,,, wwww rrrr

′
– радиусы начальных окружностей соответствующих 

зубчатых колес. 
В формуле (6.1) знак «плюс» – при внешнем зацеплении данной 

пары зубчатых колес, знак «минус» – при внутреннем зацеплении. 
Радиусы начальных окружностей определяются по формулам: 

 
2,12,1

1 coscos
cos

2
2,11

ww
w

mZ
r

βα
α

⋅
⋅= ,    

2,12,1
2 coscos

cos
2

2,12

ww
w

mZ
r

βα
α

⋅
⋅= , (6.3) 

 
3,23,2

2 coscos
cos

2
3,22

′′
′ ⋅

⋅= ′

ww
w

mZ
r

βα
α ,   

3,23,2
3 coscos

cos
2

3,23

′′
⋅

⋅= ′

ww
w

mZ
r

βα
α , (6.4) 

где m1′,2, m2′,3 – модули зацепления в нормальном сечении соответст-
вующих пар зубчатых колес 1, 2 и 2′, 3 (ГОСТ 9563–60 или 
СТ СЭВ 310–76); 

α – угол профиля исходного контура инструментальной рейки 
согласно ГОСТ 13755–68 (α=20°); 

3,'22,1 , αα w  – углы зацепления соответствующих пар зубчатых колес 
1, 2 и 2, 3 (обычно 15°<αw<30°); 

3,'22,1 , ββ  – углы наклона линии зуба на делительных цилиндрах 
соответствующих пар косозубых зубчатых колес (обычно 0<β<20°). 

После подстановки в равенство (6.1) значений радиусов из формул 
(6.3) и (6.4) получим 
 3,'2'232,121 )()( µµ ⋅±=⋅± ZZZZ , (6.5) 
где 2,1µ  и 3,'2µ  – целые взаимно простые числа, отношение которых: 
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 ⋅
⋅

⋅
⋅=

2,12,1

3,'23,'2

3,'2

2,1

3,'2

2,1

coscos
coscos

βα
βα

µ
µ

w

w

m
m

 (6.6) 

Обычно внутренние зацепления выполняются прямозубыми. 

6.2.3. Условие сборки механизма 

Это условие требует, чтобы во время сборки механизма зубья са-
теллитов свободно входили во впадины центральных зубчатых колес 
даже в случае отсутствия бокового зазора в зацеплении. Выполняется 
это условие при таком подборе чисел зубьев, количестве сателлитов 
и их взаимного расположения, при которых обеспечивается правильное 
зацепление во всех парах зубчатых колес. 

Условие сборки можно записать следующим уравнением [11]: 

 ,
'2,2'2,2

32'21 E
DK

ZZZZ
=

⋅
±

  (6.7) 

где   '2,2K  – число сателлитов; 

'2,2D  – наибольший общий делитель чисел зубьев Z2 и Z2′; 
знак “минус” – для механизмов AA и JJ, 
знак “плюс” – для механизмов AJ и AJ ; 
E – целое число (критерий собираемости). 
Если Е не равно целому числу, то сборка невозможна. 
Для механизма AJ    '2,22'2 DZZ == . 
Следует иметь в виду, что при проверке условия сборки по уравне-

нию (6.7) вычисления необходимо выполнять по правилам арифметики. 
Округление не допускается. Проверка по условию сборки проводится 
при числе сателлитов 1'2,2 >K . 

6.2.4. Условие соседства 

Условие соседства требует отсутствия задевания головок зубьев 
соседних (рядом расположенных) сателлитов. Это условие необходимо 
проверять при числе сателлитов 2'2,2 >K  при равномерном их распре-
делении по окружности. 

Условие соседства может быть записано следующими формулами [7]: 
– для первого ряда 

 ;2180sin
21

22

'2,2 ZZ
fZ

K ±
+

>  (6.8) 

– для второго ряда 
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 ,
2180sin

'23

'2'2

'2,2 ZZ
fZ

K ±
+

>  (6.9) 

где '22 , ff  – коэффициенты высоты начальных головок зубьев зубчатых 
колес 2, 2′: 

 ,
cos

cos 2

2,1

22
2 α

α wwa

m
rr

f
−

=  (6.10) 

 
α

α
cos

cos '2

3,'2

'2'2
'2

wwa

m
rr

f
−

= . (6.11) 

Знак «плюс» в знаменателе правой части неравенств (6.8) и (6.9) 
соответствует внешнему зацеплению данной пары зубчатых колес, знак 
«минус» – внутреннему. 

Для нулевых зубчатых колес ,'22
∗== ahff  где ∗

ah  – коэффициент 
высоты делительной головки зуба, равный 1, если зуб нормальной вы-
соты, и 0,8 – если зуб укороченный. 

6.2.5. Условие правильного зацепления 

Выполнение условия правильного зацепления обеспечивает отсут-
ствие заклинивания передачи и достаточно надежную величину коэф-
фициента перекрытия во всех парах зубчатых колес, выполненных без 
подреза и среза зубьев. 

Во избежание подреза зубьев эвольвентных нулевых колес для пе-
редачи внешнего зацепления [7] при o20=α и ∗

ah =1 принимают ,17≥Z  
при ∗

ah = 0,8    Z≥14. 
Для внутреннего зацепления в источнике [2] приводятся диффе-

ренцированные значения допускаемых чисел зубьев (табл. 6.4). 
Таблица 6.4 

Минимально допустимые числа зубьев на колесе (Zк) с внутренними зубьями в 
зависимости от числа зубьев на шестерне (Zш) прямозубых нулевых 

зубчатых колес при f =1 [1] 
Zш Zк Zш Zк 
17 ∞ 23 ≥41 
18 ≥144 24 ≥38 
19 ≥81 25 ≥36 
20 ≥60 26 ≥35 
21 ≥50 27…79 ≥Zш + 8 
22 ≥44 80 и выше ≥Zш + 7 

Примечание: числа зубьев более 170…180 назначать не рекомендуется 
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Планетарные механизмы, как правило, проектируются и изготов-
ляются с нулевыми колесами, но их можно составлять и из ненулевых 
колес с прямыми или косыми зубьями [7]. Число зубьев малого колеса 
при этом может быть значительно снижено и тем самым могут быть 
уменьшены габариты механизма. 

6.2.6. Коэффициент полезного действия 

Коэффициент полезного действия является важным показателем 
качества планетарного механизма. Он может быть вычислен прибли-
женно по формулам, приведенным в табл. 6.5 [8]. 

Как видно из формул, приведенных в табл. 6.5, КПД планетарного 
механизма зависит от передаточного отношения )3(

,1 Hi  планетарной пере-
дачи и от величины потерь в парах зубчатых колес. Анализ формул по-
казывает, что при некоторых значениях )3(

,1 Hi  в случае ведущего колеса Z1 
возможно самоторможение механизма, так как КПД может получиться 
отрицательным. Самоторможение может быть, когда )3(

,1 Hi  заключено 
в пределах 

 ,111 )(
3,1

)3(
,1)(

3,1

H
HH i η

η
−<<−  

т. е. находится в области передаточных чисел, смежных с нулем.  
Таблица 6.5 

Зависимости для расчета коэффициента полезного действия 
 планетарных механизмов 

Передача 10 )3(
,1 << Hi  1)3(

,1 >Hi ,       0)3(
,1 <Hi  

От колеса 
Z1 к водилу 
Н 

( )











−−= )3(

,1)(
3,1

)3(
,1

)3(
,1 1111

HH
H

H i
i η

η  ( )[ ])3(
,1

)(
3,1)3(

,1

)3(
,1 111

H
H

H
H i

i
−−= ηη  

От водила 
Н к колесу 
Z1 ( ))3(

,1
)(

3,1

)3(
,1)3(

1, 11 H
H

H
H i

i

−−
=

η
η  ( ))3(

,1)(
3,1

)3(
,1)3(

1,
111 HH

H
H

i

i

−−
=

η

η  

Примечания: 1. )(
3,1
Hη  – КПД простой передачи (обращенного механизма), 

определяется по формуле 3,'22,1
)(

3,1 ηηη ⋅=H . 

2. Для пары зубчатых колес можно принимать 98,03,'22,1 ==ηη . 
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Однако при передаточном отношении )3(
,1 Hi , близком к нулю, или 

при 5,01 )3(
,1 <<− Hi  передача от водила Н к колесу Z1 будет иметь низ-

кий коэффициент полезного действия. КПД планетарной передачи от 
водила Н к колесу Z1 при )3(

,1 Hi =0 будет иметь )(
3,1
Hη =0. Однако приме-

нение такого механизма не имеет смысла. Вследствие этого планетар-
ные механизмы как при передаче от водила Н к колесу Z1, так и при 
передаче от колеса Z1 к водилу Н в качестве мультипликаторов обыч-
но не применяются. 

6.2.7. Подбор чисел зубьев AA, AJ и JJ механизмов 
 по методу сомножителей 

Если задано передаточное отношение планетарного механизма )3(
1Hi , 

то передаточное отношение обращенного механизма можно найти из 
формулы (2.13): 
 ,1 )3(

,1
)(

3,1 H
H ii −=   (6.12) 

где числовое значение )3(
,1 Hi  берется со своим знаком. 

Если передача осуществляется от водила Н к колесу 1 и задано пе-
редаточное отношение )3(

,1 Hi , то передаточное отношение обращенного 
механизма можно определить из формулы (2.14): 

 ,
1

)3(
1,

)3(
1,)(

3,1
H

HH

i

i
i

−
=   (6.13) 

где числовое значение )3(
1,Hi  берётся со своим знаком. 

Известно, что передаточное отношение обращенного механизма 
можно представить как  

 .
'2

3

1

2)(
3,1 Z

Z
Z
Z

i H ⋅=   (6.14) 

Если )(
3,1
Hi  – величина дробная, то её сокращают до получения неде-

лимой дроби A/B, в которой числитель и знаменатель – целые взаимно 
простые числа, т. е. 

 .
'2

3

1

2

Z
Z

Z
Z

B
A

⋅=  (6.15) 

Если )(
3,1
Hi  – целое число, то его также представляют в виде дроби, 

где В=1. В правой части равенства (6.15) в числителе и знаменателе 
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стоят произведения двух сомножителей. Разложив числа А и В на со-
множители, можно и левую часть этого равенства представить в виде 
отношения двух пар сомножителей С2С3 и С1С2′, где С1, С2, С2′, С3 – 
сомножители, пропорциональные числам зубьев Z1, Z2, Z2′, Z3.  

Следовательно, 

 
'2

3

1

2

'2

3

1

2)(
3,1 С

С
С
С

Z
Z

Z
Z

i H ⋅=⋅= . (6.16) 

Полагая каждый из сомножителей Сn (n=1, 2, 2′, 3) пропорцио-
нальным соответствующему числу зубьев Zn, можем записать условие 
соосности, справедливое для любой из рассматриваемых схем, в сле-
дующем виде: 
 ),()( '233,'2212,1 CCQCCP ±=± µµ  (6.17) 
откуда 

 ,
21

'23

2,1

3,'2

CC
CC

Q
P

±
±

⋅=
µ
µ

 (6.18) 

где P и Q – целые взаимно простые числа. 
В уравнениях (6.17) и (6.18) знак «плюс» берется при внешнем за-

цеплении данной пары зубчатых колес, знак «минус» – при внутреннем 
зацеплении. 

Подставив в уравнение (6.18) вместо Cn числовые значения, отве-
чающие какому-либо из вариантов разложения )(

3,1
Hi  на сомножители, 

определяем P и Q и затем значения чисел зубьев зубчатых колес по сле-
дующим формулам: 
 γPCZ 11 = ,          γQCZ '2'2 = , (6.19) 
 γPCZ 22 = ,          ,33 γQCZ =  
где γ – произвольное положительное число, позволяющее получить зна-
чение чисел зубьев, удовлетворяющее условию зацепления (Z – целые 
числа). 

Полученные значения чисел зубьев подвергаются проверке по ус-
ловию сборки и условию соседства и определяются габариты Г1 и Г2.  

Если при выборе варианта разложения учтены рекомендуемые пре-
делы отношений С2/С1 и С3/С2′, указанные в табл. 6.6, то условие сосед-
ства будет всегда выполнено. 
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6.2.8. Подбор чисел зубьев AJ  механизма по методу 
генерального уравнения 

Для AJ  механизма, приняв ,2'2 ZZ =  формулу передаточного от-
ношения (2.12) можно записать в следующем виде: 
 .)1( 1

)3(
,13 ZiZ H −=  (6.20) 

Таблица 6.6 
Рекомендуемые пределы отношения сомножителей С2/С1 и С3/C2′, при 

которых выполняется условие соседства смежных сателлитов 
Пределы отношения Меха-

низмы Передача 
С2/С1 С3/C2 ′ 

Число  
сателлитов

От колеса 1 
к водилу H 

<10 

<5,5 

<2,1 

<1,1 

<10 

<10 

<10 

<10 

1, 2 

3 

4 

5 AA 

От водила Н 
к колесу 1 

9
10

3
1

2
3

3
1

1

2

1

2

<<

<<

C
C
C
C

 

3
10
9

3
3
2

2

3

2

3

<<

<<

'

'

C
C

C
C

 

1, 2, 3, 4 

 

5 

AJ От колеса 1 
к водилу Н 

<10 

 

<2,1 

 

<1,1 

103,2
'2

3 <<
C
C  

106,2
'2

3 <<
C
C  

1092
2

3 <<
'C

C
,  

1, 2, 3, 4 

 
4 

 
5 

JJ От водила Н 
к колесу 1 

9,2
1

10
1

6,2
1

10
1

3,2
1

10
1

1

2

1

2

1

2

<<

<<

<<

C
C
C
C
C
C

 
103,2

2

3 <<
′C

C  

106,2
2

3 <<
′C

C  

109,2
2

3 <<
′C

C  

1, 2, 3, 4 
 
4 
 
5 

 
Подставив в уравнение соосности (6.2) вместо радиусов их выра-

жение через числа зубьев и модуль, после простейших преобразований 
получим 

 .
2

13
2

ZZ
Z

−
=  (6.21) 
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Подставив в уравнение (6.21) Z3 из (6.20), после преобразований 
получим 

 .
2

)2( 1
)3(

,1
2

Zi
Z H −

=  (6.22) 

После подстановки в уравнение сборки (6.7) Z3 из (6.20), учитывая, 
что для AJ  механизма ,'2,22'2 DZZ ==  получим 

 .
2

)3(
,11

K
iZ

E H=  (6.23) 

Соединяя уравнение соосности (6.22), уравнение передаточного 
отношения (6.20) и уравнение сборки (6.23), получим генеральное урав-
нение подбора чисел зубьев AJ  механизма [9]: 

 ,:)1(:
2

)2(
::::

2

)3(
1,1)3(

1,1

)3(
1,1

1321 K
iZ

iZ
iZ

ZEZZZ H
H

H −
−

=  (6.24) 

где K2 – число сателлитов, или 

 [ ]:)1(:
2

2
:1:::

2

)3(
,1)3(

,1

)3(
,1

1321 K
i

i
i

ZEZZZ H
H

H −
−

= . (6.25) 

Приняв число зубьев Z1, получим 

 
2

)2( 1
)3(

,1
2

Zi
Z H −

= ,   1
)3(

,13 )1( ZiZ H −= ,   1
2

)3(
,1 Z

K
i

E H= . (6.26) 

В целях получения минимальных габаритов механизма число зубь-
ев Z1 следует принять возможно меньшим, обеспечивая при этом целые 
значения Z2, Z3 и E (условие сборки). 

Для некорригированного зацепления (при 1* == ahf ) должно быть 
.17min ≥Z   

После этого проверяются выполнение заданного передаточного от-
ношения и условие соседства по соответствующим формулам 
(см. табл. 6.3). 

6.2.9. Порядок определения чисел зубьев по методу сомножителей и 
выбор варианта разложения на сомножители 

1. Определяется величина передаточного отношения обращенного 
механизма )(

3,1
Hi . 

2. Записываются возможные варианты (не менее 10–12) разложе-
ния на сомножители дроби ./ )(

3,1
HiBA =  Если )(

3,1
Hi  представляет собой 



 153

простое число (например, 13), то варианты отношения двух пар сомно-
жителей можно получить путем введения дополнительных множителей 
(см. примеры). 

3. Из всех возможных вариантов разложения на сомножители сразу 
же отбрасываются те варианты, в которых отношение С2/С1 или С3/C2′ 
выходит за пределы, указанные в табл. 6.6. 

4. Определяются значения P и Q по формуле (6.18), а также сумма 
P+Q. 

5. Определяются значения чисел зубьев по формуле (6.19) по 2–3 
вариантам, в которых сумма P+Q наименьшая и отношение P/Q по 
сравнению с другими вариантами ближе к единице. 

6. Определяются габариты Г1 и Г2 механизмов, полученных по этим 
вариантам, и в результате сравнения выбирается тот, который обеспечи-
вает наименьшие габариты. 

7. Проверяется выполнение заданного передаточного отношения 
и условий соосности, сборки, соседства. После чего принимается реше-
ние о выборе варианта синтезируемого механизма. 

 

6.2.10. Примеры  

Пример 1. Для механизма AA (см. рис. 6.1,а) определить числа 
зубьев зубчатых колес при следующих данных: 

 
2

55)3(
,1 −=Hi ,      3'2,2 =K ,      мм42,1 =m ,     мм53,'2 =m . 

Зубчатые колеса прямозубые, некорригированные. 
Решение.  
1. Определяем передаточное отношение обращенного механизма 

по формуле (6.12): 
 .1 )3(

,1
)(

3,1 H
H ii −=  

Подставив заданное значение )3(
,1 Hi , получим 

 .
2

57
2

551)(
3,1 =






−−=Hi  

2. Представим )(
3,1
Hi  в виде дроби A/B и запишем в таблицу (табл. 

6.7) возможные варианты её разложения на сомножители: 

 .
2

57

'2

3

1

2)(
3,1 C

C
C
C

B
Ai H ⋅===  

В соответствии с рекомендациями (см. табл. 6.6) варианты 2, 4, 6, 7, 
9, 12...15 необходимо исключить из рассмотрения. 
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Таблица 6.7 
Варианты разложения на сомножители 

№ варианта 
разложения 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

2

3

1

2

′
⋅
C
C

C
C

 
2

19
1
3

⋅  
1
3

2
19

⋅  
1

19
2
3

⋅
2
3

1
19

⋅
8

57
1
4

⋅
1
4

8
57

⋅
10
57

1
5

⋅  
1
5

10
57

⋅  
4

19
1
6

⋅

№ варианта 
разложения 10 11 12 13 14 15 16 17 18 

2

3

1

2

′
⋅
C
C

C
C

 
1
6

4
19

⋅  
14
57

1
7

⋅  
1
7

14
57

⋅
7

57
2
7

⋅
2
7

7
57

⋅
3

19
2
9

⋅
2
9

3
19

⋅  
11
57

2
11

⋅
 2

11
11
57

⋅

 

3. Определим P, Q и P+Q для оставшихся вариантов (1, 3, 5, 8, 10, 
11, 13, 16) по формуле (6.18): 

 ,
21

'23

2,1

3,'2

CC
CC

Q
P

+
+

⋅=
µ
µ

 

где ,
4
5

2,1

3,2

2,1

3,2 == ′′

m
m

µ
µ

 а значения 3'221 ,,, CCCC  берутся из табл. 6.7 для 

соответствующего варианта. 
Например, для варианта 1 ( 19,2,3,1 3'221 ==== CCCC ) получим 

 
16
105

31
219

4
5

=
+
+

⋅=
Q
P . 

Тогда имеем P=105,  Q=16,  P+Q=105+16=121. 
Аналогично определяем значения P, Q, P+Q для других вариантов 

и результаты записываем в табл. 6.8. 
Таблица 6.8 

Значения коэффициентов P и Q 
№ варианта 
разложения 1 3 5 8 10 11 13 16 

P 105 65 335 35 10 80 5 65 
Q 16 4 24 92 71 9 2 172 

P+Q 121 69 359 127 91 89 7 237 
 

Из табл. 6.8 видим, что вариант 13 имеет наименьшую сумму 
(P+Q) по сравнению с другими вариантами. Кроме того, для этого ва-
рианта отношение 5,22/5/ ==QP  по сравнению с другими ближе всех 
к единице. 
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Поэтому вариант 13 должен обеспечить наименьшие числа зубьев. 
Следовательно, и габариты механизма должны получиться наименьшими. 

4. Определяем числа зубьев колес для варианта 13 по формулам 
(6.19): 
 γPCZ 11 = ,          γQCZ '2'2 = , 
 γPCZ 22 = ,         γQCZ 33 = , 
где ,21 =C    ,92 =C    3'2 =C ,   ,193 =C    P=5,   Q=2. 

Имеем γγ 10521 =⋅=Z ,          γγ 623'2 =⋅=Z , 

 γγ 45592 =⋅=Z ,       γγ 382193 =⋅=Z . 
Приняв ,3=γ  получим 

 ,301 =Z    ,1352 =Z    ,18'2 =Z    .1443 =Z  
5. Определим габариты Г1 и Г2 (см. рис. 6.1,а): 

 )2(Г 212,11 ZZm += , 
 ).2(Г '233,'22 ZZm +=  

После подстановки значений ,2,1m  3,'2m  и чисел зубьев имеем 
 1200)135230(4Г1 =⋅+⋅=  мм, 
 750)182114(5Г2 =⋅+⋅=  мм. 

Для сравнения аналогичные расчеты проводим также для вариан-
тов разложения 3 и 11 и результаты записываем в табл. 6.9. 

Таблица 6.9 
Сводная таблица результатов расчета 

Сомножители Габариты, мм № 
варианта 
разложе-

ния 
С1 С2 C2' С3 

Z1 Z2 Z2' Z3 Условие 
сборки Г1 Г2 

3 1 4 8 57 65 260 32 228 Не вып. 2340 1460 
11 2 7 7 57 160 560 63 513 Вып. 5120 3191 
13 2 9 3 19 30 135 18 114 Вып. 1200 750 

Из табл. 6.9 видим, что вариант 13 разложения на сомножители 
с использованием дополнительного множителя, равного 3, как имею-
щий наименьшую сумму P + Q и отношение P/Q, наиболее близкое 
к единице, обеспечивает минимальные габариты. Поэтому принимаем 
 301 =Z ,   1352 =Z ,   18'2 =Z ,   1143 =Z . 

6. Проверяем выполнение заданного передаточного отношения 

2
55)3(

,1 −=Hi  при принятом числе зубьев по формуле (2.15): 
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'2

3

1

2)3(
,1 )1(1

Z
Z

Z
Z

i n
H ⋅−−= , 

где n – число пар внешнего зацепления для механизма АА, равное 2. 
Тогда 

.
2

55
18

114
30

135)1(1 2)3(
,1 −=⋅⋅−−=Hi  

Заданное передаточное отношение выполняется. 
7. Проверяем выполнение условия соосности по формуле (см. табл. 

6.3): 
 )()( '233,'2212,1 ZZZZ +=+ µµ , 
где   42,12,1 == mµ  мм,   53,'23,'2 == mµ мм. 

После подстановки значений 2,1µ  и 3,'2µ  и чисел зубьев получим  
 ),18114(5)13530(4 +⋅=+⋅  или   660=660. 

Условие соосности выполняется. 
8. Проверяем условие сборки по формуле (6.7): 

 ,
'2,2'2,2

32'21 E
DK

ZZZZ
=

⋅
−

 

где ,3'2,2 =K  .9'2,2 =D  Тогда 

550
93

1141351830
−=

⋅
⋅−⋅

=E  (целое число). 

Условие сборки выполняется. 
Поскольку выполнены рекомендации табл. 6.6, условие соседства 

можно не проверять. 

Пример 2. Для механизма AJ  (см. рис. 6.1,г) определить числа 
зубьев колес при следующих данных: 
 ,7)3(

,1 =Hi        K2=3. 
Зубчатые колеса прямозубые, некорригированные. 
Решение. Применяя генеральное уравнение, определяем числа 

зубьев колес механизма по формуле (6.24): 

 ( ) .:1:
2

2
:1:::

2

)3(
,1)3(

,1

)3(
,1

1321











−

−
=

K
i

i
i

ZEZZZ H
H

H  

Подставив сюда заданные значения 7)3(
,1 =Hi  и 32 =K , получим 

.
3
7:6:

2
5:1::: 1321 






= ZEZZZ  
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Следовательно, 

12 2
5 ZZ = ,   13 6ZZ = ,   13

7 ZE = . 

Для получения целых значений чисел зубьев Z2 и критерия соби-
раемости (Е), а также минимальных размеров механизма и обеспечения 
правильного зацепления ( 17min ≥Z ), принимаем Z1 = 18. 

Тогда получим   Z1 = 18,   Z2 = 45,   Z3 = 108. 
При этом условие сборки обеспечивается, так как  

4218
3
7

=⋅=E  (целое). 

Проверяем выполнение заданного передаточного отношения по 
формуле (см. табл. 6.4): 

;1
1

3)3(
,1 Z

Z
i H +=    .7

18
1081)3(

,1 =+=Hi  

Заданное передаточное отношение обеспечивается. 
Проверяем условие соседства по формуле (6.8), где K2=3, 

1*
2 == ahf  (нулевые колеса).  

Тогда ,
4518

1245
3

180sin
+

⋅+
>   или  0,866 > 0,746. 

Условие соседства выполняется. 
Таким образом, принимаем Z1 = 18,   Z2 = 45,   Z3 = 108. 
 

ЗАДАЧИ 161–168 
161. Спроектировать одноступенчатый однорядный планетарный 

редуктор типа Джемса ( AJ , рис. 6.1,г) при условии, что зацепление ко-
лес некорригированное, угол зацепления α=20° и высота головки hг=m, 
должно отсутствовать заклинивание колес, передаточное отношение от 
колеса 1 к водилу Н 5,4)3(

,1 =Hi  и модуль m=2 мм. Найти числа зубьев 
всех колес (z1, z2, z3), максимальное число сателлитов k и радиусы на-
чальных окружностей всех колес R1, R2, R3. 

162. Спроектировать одноступенчатый однорядный планетарный 
редуктор типа Джемса ( AJ , рис. 6.1,г) при условии, что зацепление ко-
лес некорригированное, угол зацепления α=20° и высота головки hг=m, 
должно отсутствовать заклинивание колес, передаточное отношение от 
колеса 1 к водилу Н 5)3(

,1 =Hi  и модуль m=4 мм. Найти числа зубьев всех 
колес (z1, z2, z3), максимальное число сателлитов k и радиусы начальных 
окружностей всех колес R1, R2, R3. 
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163. Спроектировать одноступенчатый однорядный планетарный 
редуктор типа Джемса ( AJ , рис. 6.1,г) при условии, что зацепление ко-
лес некорригированное, угол зацепления α=20° и высота головки hг=m, 
должно отсутствовать заклинивание колес, передаточное отношение от 
водила Н к колесу 1 3,0)3(

1, =Hi  и модуль m=4 мм. Найти числа зубьев 
всех колес (z1…z3), максимальное число сателлитов k и радиусы началь-
ных окружностей всех колес R1, R2, R3. 

164. Спроектировать одноступенчатый однорядный планетарный 
редуктор типа Джемса ( AJ , рис. 6.1,г) при условии, что зацепление ко-
лес некорригированное, угол зацепления α=20° и высота головки hг=m, 
должно отсутствовать заклинивание колес, передаточное отношение от 
водила Н к колесу 3 5)1(

3, =Hi  и модуль m=1 мм. Найти числа зубьев всех 
колес (z1, z2, z3), максимальное число сателлитов k и радиусы начальных 
окружностей всех колес R1, R2, R3. 

165. Спроектировать одноступенчатый планетарный редуктор типа 
Давида (АА, рис. 6.1,а) при условии, что зацепление колес некорригиро-
ванное, угол зацепления α=20° и высота головки hг=m, передаточное от-
ношение от колеса 1 к водилу Н 25)3(

,1 −=Hi  и модули всех колес m=1 мм. 
Найти числа зубьев всех колес (z1…z3). 

166. Спроектировать одноступенчатый планетарный редуктор типа 
Давида (АА, рис. 6.1,а) при условии, что зацепление колес некорригиро-
ванное, угол зацепления α=20° и высота головки hг=m, передаточное от-
ношение от водила Н к колесу 1 43)3(

1, =Hi  и модули всех колес m=1 мм. 
Найти числа зубьев всех колес (z1…z3). 

167. Спроектировать одноступенчатый планетарный редуктор типа 
Давида (JJ, рис. 6.1,в) при условии, что зацепление колес некорригиро-
ванное, угол зацепления α=20° и высота головки hг=m, передаточное от-
ношение от колеса 1 к водилу Н 50)3(

,1 =Hi  и модули колес m1,2=1 мм, 
m2’,3=1,5 мм. Найти числа зубьев всех колес (z1…z3). 

168. Спроектировать одноступенчатый планетарный редуктор типа 
Давида (AJ, рис. 6.1,б) при условии, что зацепление колес некорригиро-
ванное, угол зацепления α=20° и высота головки hг=m, передаточное от-
ношение от колеса 1 к водилу Н 15)3(

,1 =Hi  и модули колес m1,2=2 мм, 
m2’,3=3 мм. Найти числа зубьев всех колес (z1…z3). 
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ЗАДАЧИ 169–172 
Эти задачи можно использовать в качестве индивидуальных заданий. 
Спроектировать многоступенчатую передачу по заданному пере-

даточному числу. Распределить передаточное отношение между рядо-
выми ступенями и планетарной, подобрать числа зубьев всех колес, 
найти частоту вращения ведомого звена. 

169. 
 1 2 3 4 5 

Передаточное число U1,5 30 24 32 26 28 
Число сателлитов K 2–3 2–3 3–4 2–3 3–4 
Модуль m1,2,2',3, мм 2 4 3 3 2 
зацепления m4,5, мм 4 6 5 6 4 
Частота вращения n1, об/мин 1500 1000 1000 900 1400 

170. 
 1 2 3 4 5 

Передаточное число U1,H 35 40 30 36 38 
Число сателлитов K 3–4 2–3 2–3 2–3 3–4 
Модуль m1,2, мм 5 4 4 6 2,5 
зацепления m2',3,3',4, мм 2 2 2 4 1 
Частота вращения n1, об/мин 500 1000 2000 1500 1400 

 

 
 

К задаче 169 К задаче 170 

171. 
 1 2 3 4 5 

Передаточное число U1,H 80 70 65 85 60 
Число сателлитов K 3–4 2–3 2–3 3–4 2–3 
Модуль m1,2, мм 4 6 5 4 2,5 
зацепления m2',3,3',4, мм 2 3 3 2 1 
Частота вращения n1, об/мин 1500 1000 2000 800 1400 

2′ 3 

1

2

3′

n1 H

4 2′ 3 5 

41 

n1 
H 

2 
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172. 
 1 2 3 4 5 

Передаточное число U1,5 40 50 60 70 80 
Число сателлитов K 3–4 2–3 3–4 3–4 3–4 
Модуль m1,2,4',5, мм 2 2,5 2 3 4 
зацепления m2',3,4, мм 1 2 1 2,5 3 
Частота вращения n1, об/мин 800 900 1000 1400 1200 

 

  

К задаче 171 К задаче 172 

 

6.3. Синтез кулачковых механизмов с вращающимся кулачком с 
поступательно движущимся и коромысловым толкателями 

Поясняющий текст изложен в предположении, что студент знаком 
с теорией кулачковых механизмов, поэтому доказательства теоретиче-
ских выкладок не приводятся, а используются только результаты и да-
ются рекомендации по их применению, т. е. дано решение конкретной 
задачи – определение размеров кулачка и построение его профиля, 
обеспечивающего заданный закон движения.  

6.3.1. Назначение кулачковых механизмов 

Кулачковые механизмы относятся к механизмам с высшими кине-
матическими парами. Они классифицируются по целому ряду призна-
ков (характеру движения кулачка, характеру движения толкателя, по 
конструкции толкателя, по типу замыкания высшей кинематической па-
ры и др.), представляют весьма большое разнообразие и применяются 
в различных отраслях техники. Кулачковые механизмы используются 
в системах газораспределения двигателей внутреннего сгорания, стан-
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ках-автоматах для синхронизации движения различных звеньев, в сис-
темах управления и других устройствах. 

Одним из основных достоинств кулачковых механизмов является 
легкость синтеза, т. е. получение профиля кулачка с большой степенью 
точности, удовлетворяющему заданному закону движения ведомого 
звена (толкателя). Выполнение этого условия в механизмах с низшими 
парами (например, рычажных) приводит к чрезмерному усложнению 
механизма и, как правило, к приближенному решению поставленной за-
дачи. Кроме этого, используя сменные кулачки, получают другие зако-
ны движения толкателя в том же механизме. Кулачковые механизмы 
применяются в широком диапазоне скоростей. Так, в быстроходных 
двигателях внутреннего сгорания кулачковые валы вращаются со ско-
ростью 3…4 тысячи оборотов в минуту и выше. В кулачковом механиз-
ме легко осуществить движение ведомого звена (толкателя) с останов-
ками, т. е. прерывистое, при непрерывном движении кулачка. 

Недостатком кулачковых механизмов является повышенное удель-
ное давление и, как следствие, повышенный износ элементов высшей 
кинематической пары, особенно в механизмах с игольчатым толкате-
лем, что, в свою очередь, приводит к искажению закона движения тол-
кателя. Эти недостатки могут быть уменьшены применением плоских 
(тарельчатых) толкателей и толкателей с роликом. 

6.3.2. Определение радиуса ролика 

При синтезе кулачкового механизма с роликовым толкателем нахо-
дят профиль теоретический, или центровой, соответствующий точке 
(острию) толкателя или центру ролика. Действительный, или практиче-
ский (конструктивный), профиль кулачка получается как огибающая 
к семейству окружностей радиуса ролика rp с центром на центровом 
профиле. (Профилем кулачка может быть как внутренняя, так и внеш-
няя огибающая.)  

Из рис. 6.2 видно, что радиус ролика rp не может быть больше ми-
нимального радиуса кривизны профиля minρ  кулачка. При minp ρ=r  
действительный (конструктивный) кулачок будет иметь заострение 
(rk=0), а при minp ρ>r  (рис. 6.2,б) будет иметь место явление самопере-
сечения конструктивного профиля. Поэтому практически принимают 

( ) minp 8,0...7,0 ρ=r . 
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Если минимальный радиус профиля кулачка minρ  больше началь-

ного радиуса центрового профиля r0 (радиус r0 является наименьшим 
радиус-вектором профиля кулачка), то на радиус ролика накладывается 
еще одно условие, а именно – он не может быть больше rо, так как кула-
чок помещается на валу определенного диаметра. Практически прини-
мают 
 ( ) .5,0...4,0 0p rr =  

Таким образом, радиус ролика принимают меньшим из двух значений: 
 ( ) minp 8,0...7,0 ρ=r  
и    ( ) 0p 5,0...4,0 rr = . 

Кроме того, размер ролика должен быть увязан с величиной радиу-
са цапфы rц, который определяется из расчета на прочность. Для разме-
щения оси цапфы конструктивно принимают 
 ( ) .0,2...6,1 цp rr ≥  

Наконец, размер ролика просчитывается на контактное напряже-
ние. И если оно оказывается больше допускаемого, то конструктивно 
увеличивают начальный радиус кулачка r0, а следовательно увеличива-
ется и minρ . Минимальный радиус кулачка (кулачковой шайбы) rmin 
(см. рис. 6.2,а): 
 .p0min rrr −=  

(Заметим, что часто в качестве ролика применяются стандартные ша-
рикоподшипники.) 

Определение наименьшего радиуса теоретического профиля кулач-
ка показано в следующих параграфах. 

Рис. 6.2. К определению радиуса ролика 
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6.3.3. Определение координат профиля кулачка аналитическим методом 

Координаты точек профиля кулачка могут задаваться в полярной 
или декартовой системах координат [15]. В данном пособии приведены 
координаты профиля в полярной системе. 

Кулачковый механизм с поступательно движущимся толкателем 
В полярной системе координат с началом в центре вращения ку-

лачка О координаты любой точки ci определяются двумя параметрами: 
радиус-вектором (ri) (см. рис. 6.3,а) и полярным углом (δi), отсчитывае-
мым от радиус-вектора (r0) в начале профиля (точка с0). При этом долж-
ны быть заданы: 

а) закон движения толкателя S по углу поворота кулачка ϕ  (анали-
тически или графически): ( );ϕSS =  

б) начальный радиус кулачка r0; 
в) величина и направление смещения e. 

 
Тогда получаем: 
Радиус-вектор ri определяется: 

 ( ) .
222

0
2 erSer ii −++=  (6.27) 

Рис. 6.3. К определению геометрических параметров кулачка 

а) 

б) в) 
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Так как   ,0
22

0 Ser =−  

тогда                      ( ) .2
0

2 SSer ii ++=  (6.28) 
Полярный угол ( ).0 iiii ψψϕψϕδ −=∆= mm  (6.29) 

Здесь  ,constarcsin
0

0 ==
r
eψ  (6.30) 

 .arcsin
i

i r
e

=ψ  (6.31) 

Знак минус в формуле (6.29) принимается при положительном 
смещении и знак плюс – при отрицательном смещении. За положитель-
ное смещение принимают такое, когда угол между векторами скорости 
точек кулачка и толкателя VC1 и VC2  β < 90°, и отрицательное, когда 
угол β>90° (рис. 6.3,б, в). (При изменении направления движения тол-
кателя или направления вращения кулачка знак смещения изменяется на 
противоположный.) 

Для центрального кулачкового механизма е = 0, тогда 
 ii Srr += 0 , (6.32) 
 ii ϕδ = . (6.33) 

Координаты профиля кулачка, определенные по формулам (6.28), 
(6.29), (6.31) и (6.32), соответствуют центровому (теоретическому) про-
филю. Если при изготовлении кулачка диаметр фрезы равен диаметру 
ролика, то это обеспечит получение и практического профиля кулачка. 
Если диаметр фрезы отличается от диаметра ролика, то при определе-
нии координат профиля учитывается диаметр фрезы. 

Кулачковый механизм с коромысловым толкателем  
На рис. 6.4 показан кулачковый механизм с вращающимся кулач-

ком и коромысловым толкателем, снабженным роликом радиусом rp.  
Полагаем заданными: 
а) закон движения толкателя – угол поворота коромысла θ по углу 

поворота кулачка ϕ: 
 ( )ϕθθ =  
или линейное перемещение точки С конца толкателя: 
 ( ),ϕCC SS =  
где  ;θ⋅= lSC  (6.34) 

б) длину коромысла l (определяется конструктивно); 
в) начальный радиус кулачка r0; 
г) начальный угол θ0; 
д) межосевое расстояние l0 (АО). 
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При заданных l, l0 и θ0 радиус может быть определен геометриче-

ски, как сторона треугольника АОС0. При заданных l, l0 и r0 угол θ опре-
деляется по формуле 

 .
2

cos
0

2
0

2
0

2

ll
rll

⋅
−+

=θ   (6.35) 

Координаты любой точки профиля iС′  определяются по формулам: 

радиус-вектор ( ),cos2 00
2
0

2
ii llllr θθ +⋅⋅−+=  (6.36) 

полярный угол ( ).0 iiii ψψϕψϕδ −=∆= mm  (6.37) 

Здесь 
00

22
0

2
0

0 2
constcos

lr
llr −+

==ψ ,  (6.38) 

 
0

22
0

2

2
cos

lr
llr

i

i
i

−+
=ψ .  (6.39) 

В формуле (6.37) знак «–» принимается, когда на фазе удаления 
(подъема) направления вращения кулачка и коромысла совпадают, 
и знак «+» если они противоположны. 

Рис. 6.4. Кулачковый механизм с коромысловым толкателем 
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6.3.4. Угол давления как один из критериев работоспособности кулачкового 
механизма 

Кулачок, спрофилированный по заданным параметрам (r0, e, l, l0), 
может оказаться неработоспособным, если при назначении минималь-
ного радиуса не был учтен угол давления. Как известно, углом давле-
ния называется угол между вектором силы и вектором скорости  ве-
домого звена (в данном случае – толкателя). Так как в кулачковом меха-
низме вектор силы направлен по нормали (высшая пара), то угол давле-
ния есть угол между нормалью в высшей паре и вектором скорости 
толкателя. Угол, дополняющий угол давления до 90°, называется углом 
передачи  движения (сокращенно – углом передачи), то есть угол пере-
дачи – это угол между вектором скорости и касательной . 

Обозначим:  
α – угол давления; 
γ – угол передачи движения. 
Так как α+γ=90°, следовательно, углы α и γ – острые. 
На рис. 6.5 показаны три кулачка для одного и того же закона дви-

жения толкателя  
 )(ϕSS =  
с разными радиусами 0r . 

 
Как видно из рисунка, угол давления для одного и того же положе-

ния толкателя зависит от 0r . С уменьшением наименьшего радиуса ку-
лачка угол давления увеличивается и может достигнуть значения, когда 
движение станет невозможным – произойдет заклинивание. 

Рис. 6.5. К определению угла давления 

а) б) в) 
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Здесь в0б0a0 rrr >> , а углы давления вба ααα >>  (или 
вба γγγ >> ). 

Угол давления для любой точки профиля iα  можно определить 
аналитически, не прибегая к построению [2; 7; 14; 16; 17 и др.]. 

Для механизма с поступательно движущимся толкателем 

 
( )

,
/dd

tg
22

0 erS

es

i

i
i

−+
=

mϕ
α  (6.40) 

для механизма с коромысловым толкателем 

 
( ) ( )[ ]

( ) .
sin

cos/dd
tg

00

00

i

ii
i l

lll
θθ

θθϕθ
α

+⋅
+⋅−⋅

=
m  (6.41) 

(Относительно знаков см. указания к формулам (6.29) и (6.37)). 
Следовательно, кулачковый механизм будет работоспособным, ес-

ли будут выполняться условия: 
 maxαα ≤i  или minrri ≥ , 
где maxα  и minr  – допустимые углы давления и передачи движения, ко-
торые зависят от материалов кулачка и толкателя (ролика), степени об-
работки деталей, условий работы (смазки), а это определяет трение 
в кинематических парах и другие условия. 

Для предварительных расчетов принимают: 
 °°≈ 40...30maxα    ( )°°≈ 60...50minγ  

– для механизмов с поступательно движущимся толкателем; 
 °°≈ 50...45maxα    ( )°°≈ 45...40minγ  

– для механизмов с коромысловым толкателем. 
В кулачковых нереверсивных механизмах с силовым замыканием 

угол давления на фазе приближения (опускания) толкателя может быть 
значительно больше и определяется динамикой. 

В кулачковых механизмах с поступательно движущимся плоским 
толкателем угол давления остается постоянным, и если плоскость та-
релки толкателя перпендикулярна его оси, то °= 0α  ( °= 90γ ), что 
обеспечивает наиболее благоприятные условия работы. В этом случае 
коэффициент возрастания усилий .1=v  

Коэффициент возрастания усилий определяется: 

 ,2,1

F
R

=ν  (6.42) 

где  2,1R  – величина реакции со стороны кулачка или ролика на толкатель; 
F – сила сопротивления, действующая на толкатель (включая и силу 

инерции). 
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6.3.5. О выборе закона движения толкателя 

Кулачковый механизм, входящий в состав той или иной машины, 
может выполнять либо основную, либо вспомогательные операции. 
В одних случаях движение ведомого звена (в данном случае – толкате-
ля) вполне определяется технологическим процессом, для выполнения 
которого предназначена машина, в других случаях необходимо лишь за 
определенный промежуток времени перевести ведомое звено из одной 
позиции в другую. Если в первом случае закон движения ведомого зве-
на можно полагать заданным, то во втором – его можно выбирать. Для 
периода холостого хода (если таковой имеется) выбор закона движения 
часто определяется динамикой проектируемого механизма и производи-
тельностью машины. 

Основным требованием, предъявляемым к конструкции кулачка, 
является условие износостойкости, или долговечности, его профиля. 

Из бесконечно большого числа возможных законов движения тол-
кателя необходимо выбрать наиболее благоприятный с точки зрения 
динамики работы механизма и его долговечности. 

Наиболее распространенными законами движения толкателя явля-
ются параболический, косинусоидальный, синусоидальный, трапецеи-
дальный. Более универсальным является полидинамический закон, при 
котором ускорение ведомого звена описывается некоторым полиномом. 
Для быстроходных машин с практически упругими звеньями этот закон 
наилучший в динамическом отношении [8, 14].  

Динамика работы механизма определяется законом изменения ус-
корения (сила инерции пропорциональна ускорению). Если в отдельных 
точках ускорение мгновенно изменяется на конечную величину, то при 
работе механизма будут иметь место так называемые мягкие удары . 
В точках, где ускорения теоретически равны бесконечности (при ли-
нейном законе движения), имеют место жесткие удары , и это означа-
ет, что силы инерции будут равны бесконечности, чего не сможет вы-
держать ни один механизм. Практически ускорения не могут быть рав-
ны бесконечности, благодаря амортизирующему эффекту упругости 
звеньев. Тем не менее, в закон движения вводятся переходные кривые, 
позволяющие осуществить плавный переход на участках сопряжения 
двух линейных законов движения. 

Жесткие удары допустимы только в тихоходных механизмах и при 
малых массах толкателя и связанных с ним частей. Мягкие удары до-
пускаются для кулачков, совершающих менее 2000 об/мин. 

При заданном законе перемещения толкателя (линейного или угло-
вого для коромыслового толкателя), определяемом технологическим 
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процессом, скорости и ускорения получают дифференцированием зако-
на движения толкателя. 

Часто кулачковые механизмы проектируются по заданному закону 
изменения аналога ускорения. Тогда интегрированием этого закона, и 
исходя из начальных условий, определяют аналог скорости и закон 
движения ведомого звена. 

Уравнения наиболее часто используемых законов движения толка-
теля, а также аналогов скорости и ускорения приведены в работах [2, 7, 
8, 12, 18, 19]. 

На рис. 6.6 показан пример графика движения толкателя S или θ по 
углу поворота кулачка φ и ниже приведены уравнения для некоторых 
его законов [20]. 

 
Закон движения толкателя – прямая линия: 

 .
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Закон движения толкателя – квадратичная парабола: 
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В этих формулах знак «+» – на фазе подъема ( пϕ ), знак «–» – на 
фазе опускания ( оϕ ). 

Закон движения толкателя – косинусоида: 

 .cos1
2
max

















=

ϕ
π xS

S m  (6.45) 

Здесь на фазе подъема ( пϕ ) знак «–», на фазе опускания ( оϕ ) знак «+». 
В зависимостях (6.43–6.45) приняты следующие обозначения: 

Рис. 6.6. Типовой закон движения толкателя 
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S – представляет собой текущее значения Si  (или θi); 
Smax – максимальный ход толкателя S или θ (см. рис. 6.6); 
x – текущее значение угла поворота кулачка i1ϕ : 
на фазе подъема ,1ix ϕ=  
на фазе опускания ( )ввп1 ϕϕϕ −−= ix , 
ϕ – численное значение соответствующего фазового угла. (Парабо-

ла или косинусоида могут быть построены графически. Графики анало-
гов скорости и ускорения могут быть построены методом графического 
дифференцирования.) 

 

6.3.6. Определение размеров, профилирование и силовой расчет 
 кулачкового механизма 

Основными размерами кулачковых механизмов рассматриваемого 
типа являются радиус кулачковой шайбы r0, величина смещения е 
(см. рис. 6.3), межосевое расстояние l0 (для коромыслового толкателя, 
рис. 6.4), длина коромысла l (назначается конструктивно). 

Максимальный радиус кулачка r0min  (из условия недопущения на 
фазе подъема заклинивания) может быть определен аналитически [7–9, 
15 и др.] или графически [2, 4, 7, 8, 12, 15–19]. Для этого необходимо 
иметь закон движения толкателя по углу поворота кулачка )(ϕSS =  или 

( )ϕθθ = , длину коромысла l (для коромыслового толкателя, рис. 6.4).  
Минимальный радиус кулачка r0min (из условия недопущения на 

фазе подъема заклинивания) может быть определен аналитически [7–9, 
15 и др.] или графически [2, 4, 7, 8, 12, 15–19]. Для этого необходимо 
иметь закон движения толкателя по углу поворота кулачка ( )ϕSS =  или 

( )ϕθθ = , длину коромысла l (для коромыслового толкателя) и мини-
мальные углы передачи движения на фазах подъема и опускания 
( minпγ , minоγ ). 

Порядок определения rо min при графическом решении задачи: 
1. Вычерчивается в масштабе график ( )ϕCC SS = . 
(Точкой C обозначен конец толкателя – центр ролика, как показано 

на рис. 6.3 и 6.4). 
Для коромыслового толкателя линейное перемещение точки С кон-

ца толкателя 
 θ⋅= lSc , мм, (6.46) 
где l – длина коромысла, мм; 

θ – размах (ход) коромысла в радианах: 
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 .
180°

⋅°
=

πθθ  (6.47) 

В зависимости от формата выбирается линейный масштаб переме-
щения Sµ  [мм/мм]. Тогда высота графика h (см. рис. 6.6): 
 SCC Sh µ= , мм. (6.48) 
(Линейный масштаб выбирается из ряда стандартных значений: 1; 2; 
2,5; 4; 5; 10 и т. д.; или 0,1; 0,2; 0,25; 0,5 и т. д.). 

Этот график одновременно будет являться и графиком углового 
перемещения коромысла θ по углу поворота кулачка, т. е. θ=θ(ϕ) в 
масштабе 
 hLSh c ⋅== //θµθ , 1/мм (рад/мм). (6.49) 

Масштабы по оси абсцисс: 

угловой масштаб 
L
πµϕ

2
= , 1/мм; (6.50) 

масштаб времен (при заданной частоте вращения кулачка n об/мин)  

 
Lnt ⋅

=
60µ , с/мм, (6.51) 

где L – длина графика S(ϕ) (принимается в зависимости от формата 
чертежа). 

Примечания: 
1. На графике закона перемещения толкателя, на основании которого в даль-

нейшем будет построен профиль кулачка, должно быть не менее 8-ми точек, как на 
фазе подъема, так и на фазе опускания. 

2. Если закон движения построен графически (косинусоида, парабола), то на 
листе необходимо показать метод построения этих кривых. 

 
2. Размеры кулачка (наименьший радиус, величина смещения, рас-

стояние между центрами вращения кулачка и коромысла) определяются 
из графика Zi = Zi(S) в прямоугольной системе координат для поступа-
тельно движущегося толкателя или Zi = Zi(θ) в полярной системе коор-
динат для коромыслового толкателя (S – линейное перемещение толка-
теля, θ – угол поворота коромысла). 

Отрезки Zi пропорциональны первой производной ϕddSS /=′  или 
ϕθθ dd /=′  (аналоги скорости толкателя), поэтому необходимо постро-

ить графики первой производной S ′  или θ ′  и на основании теории оп-
ределить их следующим образом: 

– при поступательно движущемся толкателе  
 ili yASZ ⋅=′= µ , мм, (6.52) 

– при коромысловом толкателе 
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 ili yBlZ ⋅=′⋅= µθ / , мм. (6.53) 

Здесь iy  – ординаты графика )(ϕS ′   или )(ϕθ ′ . 
Коэффициенты А и В определяются из выражений: 

 ,/
1H

A
l

S
lS ⋅⋅

== ′
ϕµµ

µ
µµ  (6.54) 

 ,/
1H

L
LB

l
l ⋅⋅

⋅
=⋅= ′

ϕ

θ
θ µµ

µ
µµ  (6.55) 

где   S′µ , θµ ′  – масштабы графиков )(ϕS ′  или )(ϕθ ′ ; 
Sµ , θµ , ϕµ  – масштабы перемещения толкателя, угла поворота ко-

ромысла, угла поворота кулачка графиков S(ϕ) или θ(ϕ); 
lµ  – масштаб перемещения толкателя на графике Zi(S) или изобра-

жения коромысла на графике Zi(θ) (это масштаб, в котором будут полу-
чены размеры кулачка. Удобнее принимать Sl µµ = ); 

l – длина коромысла; 
H1 – полюсное расстояние при графическом дифференцировании 

графиков S(ϕ) или θ(ϕ). 
Если коэффициенты А или В будут равны единице, тогда Zi = iy , 

что значительно упрощает построение графиков Zi = S или Zi = θ. При-
няв А=1 или В=1, из выражений (6.54, 6.55) получим величины полюс-
ных расстояний: 

 
.мм,/

,мм,/

1

1

ϕθ

ϕ

µµµ

µµµ

⋅⋅=

⋅=

lB

lSA

LH

H
   (6.56) 

Приняв полюсное расстояние H, методом графического дифферен-
цирования (метод касательной или метод хорд) строятся графики пер-
вой производной ϕddSS ='  или ϕθθ dd='  – аналоги скоростей. Мас-
штабы графиков: 

 ;
мм
мм,

1
/

A

s
ddss H⋅

==′
ϕ

ϕ µ
µ

µµ  

 .
мм
мм,

1
/

B
dds H⋅

==
ϕ

θ
ϕθθ µ

µ
µµ  (6.57) 

Масштабы линейной и угловой (для коромыслового толкателя) 
скоростей этих графиков определяются из выражений: 
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мм
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,
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с/мили

мм
с/мм,

1

1

Bt
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S
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H

H

⋅
=

⋅
=

µ
µ

µ

µ
µ

µ

θ
ω

ϕ  (6.58) 

3. На основании графиков ϕ−′S  или ϕθ −′  определяются значения 
отрезков Z по формулам (6.52), (6.53) и строятся графики Z=Zi(S) 
в прямоугольной системе координат для поступательно движущегося 
толкателя (рис. 6.7) или Z=Zi(θ) в полярной системе координат для 
коромыслового толкателя. 

 
При построении этих графиков следует иметь в виду, что направле-

ние отрезков Z определяется по следующему правилу: необходимо вектор 
скорости толкателя повернуть на 90° по направлению вращения кулачка.  

По заданным углам давления или углам передачи движения нахо-
дится область возможных положений центра вращения кулачка, и опре-
деляются размеры кулачкового механизма: радиус кулачка, величина 
смещения, расстояние между центрами вращения кулачка и коромысла. 
Для нахождения области возможных положений центра вращения ку-
лачка под заданными углами передачи движения γ на фазах подъема и 
опускания проводятся касательные к графику Zi=Zi(ϕ) или лучи к гра-
фику Zi=Zi(θ).  

4. При выбранных размерах кулачка и заданном законе движения 
толкателя, используя метод обращения движения, строят теоретический 
профиль кулачка. 

5. Выбрав (определив) радиус ролика rp, строят практический про-
филь кулачка. 

Рис. 6.7. К определению минимального размера кулачка 
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6. Для определения линейного или углового ускорения (необходи-
мых при определении силы или момента инерции толкателя и связан-
ных с ним деталей для силового расчета, для подбора пружины при си-
ловом замыкании) строится график )(taa =  или ( )tεε = , для чего сле-
дует продифференцировать график v = v(t) или ( )tωω = . Масштабы 
этих графиков будут следующими: 
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2
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 (6.59) 

Здесь H2 – полюсное расстояние при вторичном дифференцировании. 
Масштабы аналогов ускорений: 
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 (6.60) 

7. Выбрав положение центра вращения кулачка (в области возмож-
ных его положений) и соединив его с концами отрезков Zi  на графиках 
Zi=Zi(S) или Zi=Zi(θ),  определяют углы передачи движения iγ  и 
строят график ( )ϕγγ = . 

8. Как было указано ранее, для 2–3 точек на фазе подъема и опуска-
ния толкателя определяются координаты профиля аналитически (разд. 
6.3.3). 

9. Для дальнейшего расчета на прочность деталей кулачкового ме-
ханизма выполняется силовой расчет – определяются силы, действую-
щие на звенья механизма, реакции в кинематических парах FR0,1, FR1,2, 
FR0,2 и величина уравновешивающего момента (Mb), приложенного к ку-
лачку. 

Силовой расчет методом планов сил выполняется в обычном по-
рядке: расставляются внешние силы, приложенные к звеньям механизма 
(силы и моменты сопротивления, силы тяжести и силы инерции, если 
они существенны и др.), реакции в кинематических парах; составляется 
уравнение равновесия для толкателя, представляющего группу Ассура, 
и кулачка (начального механизма), в форме сил или моментов и опреде-
ляются искомые величины из планов сил и уравнений. 
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ЗАДАЧИ 173–180 
173. Спроектировать несмещенный кулачковый механизм с посту-

пательно движущимся толкателем, снабженным роликом. Построение 
провести для 12 положений механизма. Известно, что полный ход тол-
кателя h=42 мм; закон изменения первой производной от функции по-

ложения толкателя задан графиком ( )1
1

2 ϕ
ϕ

Φ=
d
ds , радиус ролика 

r=10 мм, минимальный радиус кулачка R0=25 мм, фазовый угол подъе-
ма φп=π , фазовый угол опускания ϕо=π. 

174. Спроектировать несмещенный кулачковый механизм с посту-
пательно движущимся толкателем, снабженным роликом. Построение 
провести для 12 положений механизма. Известно, что полный ход тол-
кателя h=36 мм; закон изменения второй производной от функции по-

ложения толкателя задан графиком ( )12
2

2
2

ϕ
ϕ

Φ=
d

sd , радиус ролика r=10 

мм, минимальный радиус кулачка R0=25 мм, фазовый угол подъема 
φп=π , фазовый угол опускания ϕо=π. 

  

К задаче 173 К задаче 174 

175. Для несмещенного кулачкового механизма с поступательно 
движущимся толкателем определить величины углов давления для семи 
положений на фазе подъема. Известно, что полный ход толкателя h=42 
мм; закон изменения первой производной от функции положения толка-
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теля задан графиком ( )1
1

2 ϕ
ϕ

Φ=
d
ds , минимальный радиус кулачка R0=24 

мм, фазовый угол подъема φп=π , фазовый угол опускания ϕо=π.  
176. Для несмещенного кулачкового механизма с поступательно 

движущимся толкателем определить величины углов давления для семи 
положений на фазе подъема. Известно, что полный ход толкателя h=36 
мм; закон изменения второй производной от функции положения толка-

теля задан графиком ( )12
2

2
2

ϕ
ϕ

Φ=
d

sd , минимальный радиус кулачка R0=20 

мм, фазовый угол подъема φп=π , фазовый угол опускания ϕо=π. 
177. Для кулачкового механизма с несмещенным поступательным 

толкателем определить радиус кривизны профиля кулачка в месте его 
касания с толкателем, получаемое при повороте кулачка на угол 45° из 
положения, показанного на чертеже. Известно, что полный ход толкате-
ля h=40 мм; закон изменения второй производной от функции положе-

ния толкателя задан графиком ( )12
2

2
2

ϕ
ϕ

Φ=
d

sd , минимальный радиус ку-

лачка R0=40 мм, фазовый угол подъема φп=π. 

  

К задаче 175 К задачам 176–177 

178. Для кулачкового механизма найти полярные координаты 
точки профиля кулачка, которая находится в месте касания кулачка с 
концом толкателя при повороте кулачка на угол ϕ1=30° из положения, 
указанного на чертеже, если полный ход толкателя h=40 мм; закон из-
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менения второй производной от функции положения толкателя задан 

графиком ( )12
2

2
2

ϕ
ϕ

Φ=
d

sd , фазовый угол подъема φп=120°. 

179. Для кулачкового механизма с коромысловым толкателем оп-
ределить угол давления α в том положении механизма, которое получа-
ется в результате поворота кулачка на угол ϕ1=45°. Известно, что рас-
стояние между осями вращения кулачка и толкателя L=120 мм; длина 
толкателя l=90 мм, начальный угол отклонения толкателя от линии цен-
тров AC ϕ0=30°, ход толкателя Фmax=30°, закон изменения первой про-

изводной от функции положения представлен графиком ( )12
2

2
2

ϕ
ϕ

Φ=
d

sd , 

фазовый угол подъема φп=0,5π. 
 

  

К задаче 178 К задачам 179–180 

180. Для кулачкового механизма с коромысловым толкателем 
найти радиус-вектор точки профиля кулачка, которая находится в месте 
касания профиля кулачка с концом толкателя при повороте кулачка на 
угол ϕ1=60° из положения, указанного на чертеже, если начальный угол 
отклонения толкателя от линии центров АС равен ϕ0=30°, ход толкателя 
Ф=30°, расстояние между осями вращения кулачка и толкателя L=80 
мм; длина толкателя l=60 мм, закон изменения первой производной от 

функции положения представлен графиком ( )12
2

2
2

ϕ
ϕ

Φ=
d

sd , фазовый угол 

подъема φп=120°. 
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ЗАДАЧИ 181, 182 
Спроектировать кулачковый механизм минимальных размеров по заданному 

закону движения толкателя при заданных ограничениях на величину угла передачи 
движения. Решение задач может быть аналитическим или графическим (по указа-
нию преподавателя). Варианты закона движения толкателя представлены в табл. 6.9, 
одинаковы для обеих задач. Варианты исходных данных представлены в таблицах к 
каждой задаче. Предусмотрены возможность выполнения силового анализа. 

Данные задания являются многовариантными, могут использоваться для ин-
дивидуальных семестровых заданий или в качестве заданий для курсового проекти-
рования.  

 

Таблица 6.9

Законы движения толкателя 

1 

 

2

 

3 

 

4

 

5 

 

6

 

7 

 

8

 

 

S,
Θ Л 

ϕП ϕНВϕО ϕВВ 

ϕ(t) 

2π

К 
S,
Θ Л 

ϕП ϕНВ ϕО ϕВВ 

ϕ(t) 

2π

П 

S,
Θ П 

ϕП ϕНВϕО ϕВВ 

ϕ(t) 

2π

К 
S,
Θ К 

ϕП ϕНВ ϕО ϕВВ 

ϕ(t) 

2π

Л 

S,
Θ П 

ϕП ϕНВϕО ϕВВ 

ϕ(t) 

2π

Л 
S,
Θ К 

ϕП ϕНВ ϕО ϕВВ 

ϕ(t) 

2π

К 

S,
Θ К 

ϕП ϕНВ ϕО ϕВВ 

ϕ(t) 

2π

П 
S,
Θ П 

ϕП ϕНВϕО ϕВВ 

ϕ(t) 

2π

П 
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181. 

Вариант 
Параметры 1 2 3 4 5 

Ход толкателя S, мм 30 32 35 40 42 
Мин. угол передачи движения:      
     при подъеме γ пмин  65 60 50 60 55 
     при опускании γ омин    45 50 40 45 40 
Полезное усилие на толкателе F, H 250 300 350 400 420 
Частота вращения кулачка n, 1/мин 100 90 80 70 60 

Фазовые углы (градусы):      

подъема ϕ П 180 180 150 120 120 
верхнего выстоя  ϕ ВВ 90 60 70 70 80 
опускания ϕ О 90 90 100 120 100 

Направление вращения кулачка 
(«+»  по часовой стрелке, 
«–»  против часовой стрелки) 

+ – + – + 

 
182. 

Вариант 
Параметры 1 2 3 4 5 

Угол поворота коромыслового толкателя θ° 25 28 30 30 32 

Длина коромысла  l, мм 90 100 110 115 120 

Мин. угол передачи движения:      

 

К задаче 181 К задаче 182 
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     при подъеме γ пмин  55 50 55 50 45 
     при опускании γ омин    50 45 40 50 40 

Полезный момент сопротивления М, Нм 300 350 400 450 500 

Частота вращения кулачка n, 1/мин 100 90 80 70 60 

Фазовые углы (градусы):      

подъема ϕ П 180 180 150 120 120 

верхнего выстоя  ϕ ВВ 90 60 90 90 90 

опускания ϕ О 90 90 100 120 90 
Направление вращения кулачка 

(«+»  по часовой стрелке 
«–»  против часовой стрелки) 

+ – + – + 

 

Контрольные вопросы 

1. Перечислите типы плоских и пространственных зубчатых пере-
дач. 

2. Сформулируйте и изложите основной закон зацепления (теория 
Виллиса). 

3. Что такое основная окружность? 
4. От чего зависят радиусы эвольвенты? 
5. Что такое параметры зубчатого зацепления? Перечислите основ-

ные параметры. 
6. Что такое радиусы начальной и делительной окружности? Чем 

они различаются? 
7. По каким условиям определяется наименьшее число зубьев? 
8. В чем заключается метод сдвига режущего инструмента и когда 

возникает необходимость им воспользоваться? 
9. Какие основные размеры корригированного зубчатого колеса из-

меняются при нарезании со сдвигом режущего инструмента? 
10. По каким условиям определяются наименьший и наибольший 

сдвиги режущего инструмента? 
11. В каких случаях при нарезании применяется рейка, а в каких слу-

чаях необходимо применять долбяк? 
12. Какое наименьшее число зубьев может быть нарезано рейкой без 

сдвига режущего инструмента? 
13. Перечислите основные качественные показатели зубчатого зацеп-

ления. 
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14. Каковы особенности косозубых зубчатых колес, и какие достоин-
ства имеет косозубое зацепление? 

15. Что называют рядовым зубчатым редуктором? 
16. Что называют планетарным редуктором? 
17. Что называют дифференциальным механизмом? 
18. Составьте схему двухступенчатого рядового редуктора и запиши-

те формулу для определения его передаточного отношения. 
19. Составьте схему планетарного редуктора и сделайте расчет его 

передаточного отношения. 
20. Какова цель применения метода обращения движения при кине-

матическом анализе планетарных передач? 
21. Какова цель применения планетарных редукторов, их достоинства 

и недостатки? 
22. В чем заключаются условия соосности и соседства? Когда они 

применяются? 
23. Назовите основные причины, обусловившие широкое применение 

кулачковых механизмов. 
24. Изобразите основные типы толкателей. 
25. Изобразите схемы кулачковых механизмов с плоским и ролико-

вым толкателями. 
26. Изобразите схему кулачкового механизма и покажите на ней угол 

давления. 
27. Что такое мягкий и жесткий удары? Когда они возникают? 
28. Как определить положение центра вращения кулачка и его наи-

меньший радиус в механизме с поступательным толкателем? 
29. При каком размере радиуса ролика может образоваться заострен-

ный профиль кулачка? 
30. Сформулируйте цель применения метода обращения движения 

при профилировании кулачка.  
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