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Лекция 4 

Критерий устойчивости Рауса - Гурвица  (алгебраический    критерий 
устойчивости) 

Все коэффициенты характеристического уравнения устойчивой 

системы должны быть одного знака (обязательный критерий Рауса – Гурвица 

(РГ)). Обращение одного из коэффициентов в нуль свидетельствует о 

неустойчивости системы или о том, что она находится на границе 

устойчивости. Если все коэффициента положительны, то все вещественные 

корни (если они существуют) будут отрицательны (левые). Комплексные 

корни могут быть правыми.  

Обращение коэффициента свободного члена 0na    в нуль свидетельствует о 

наличии нулевого корня, т.е.  система находится на границе апериодической 

устойчивости. Обращение какого-либо промежуточного  коэффициента в 

нуль свидетельствует о появлении пары чисто мнимых корней, т.е. система 

находится на границе колебательной устойчивости. 

Обязательным критерием устойчивости служит матрица РГ, которая 

формируется следующим образом:  

Для характеристического полинома 

1 2
0 2 3( ) ......n n n

nD p a p a p a p a      

Формируем матрицу по следующему алгоритму.   

 Записываем по диагонали все коэффициенты начиная с 1a по na .  

 Затем заполняем матрицу снизу вверх в порядке возрастания индекса 

 В местах, где индексы находятся за пределами границ, выставляем 

нули. 
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Если все диагональные (главные) миноры матрицы положительны, тогда 

система устойчивая - достаточное условие устойчивости.  

 

    

Необходимое условие устойчивости выполнено (все к/ты положительны) 

Однако непосредственное вычисление корней  

показывает, 

    

  

 

что система  неустойчивая 

Формируем матрицу РГ  

   

 

     
   

  
  

  последний минор отрицательный следовательно 

система не устойчивая. 
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float 4
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1.288( ) .8579 i

.2878 1.416 i

.2878 1.416 i
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Пример 1. MathCAD 

Пример 2. 

    
 

  Необходимое условие устойчивости выполнено 

      

 
             

  

Достаточное условие РГ выполнено, значит, система устойчивая. 

Непосредственное вычисление корней подтверждает, что система устойчива 

  

 

 

Пример 3. 

   
 

Необходимое условие устойчивости выполнено (все к/ты положительны) 

Первый диагональный минор положительный предпоследний равен нулю  

значит, полином находится на границе колебательной устойчивости 
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float 4
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Пример 4. 

     

Необходимое условие устойчивости выполнено - все к/ты положительны. 

Первый диагональный минор положительный, последний равен нулю, 

значит, полином находится на  границе апериодической устойчивости 

  

    

      
 

  
 

 

 

Пример 5. 
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float 4
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Необходимое условие устойчивости выполнено (все к/ты положительны) 

Первый диагональный минор равен нулю значит, полином находится на 

колебательной границе колебательной устойчивости 

 

   

  
  

 

 

 

2.  Пример применения алгебраического критерия Рауса – Гурвица 

Пример 1 

Система представлена структурной схемой.  Проанализировать устойчивость системы 

используя критерий РГ 
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Находим результирующую передаточную функцию 
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float 5
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Анализируем характеристический полином: 

1. Все коэффициенты положительные – необходимый критерий выполняется 

2. Выписываем РГ и определяем миноры 

  

  
  

        

Следовательно, система устойчивая.   

Непосредственная проверка: 

 

 

Пример 2 

Система представлена структурной схемой,  проанализировать устойчивость системы, используя 

критерий РГ и определить, при каких значениях k система будет устойчивой  
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float 3

2.44

.279( ) 1.25 i
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Определяем границы устойчивости 

    

 

    

 

 

 

   

 

      При первом корне уравнения для k система находится на границе статической колебательной 

устойчивости.  При  втором  корне  уравнения  для  k    система  находится  на  границе  статической 

апериодической  устойчивости. 

  При промежуточных значениях коэффициента k=(‐1; 2,06) система является устойчивой  
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float 4
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float 5
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float 5
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solve p1

float 5
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solve p1

float 5

10.099

.50481e-1( ) 1.4064i
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За пределами значений k>2,06 и k<‐1, система является не устойчивой 

                                                         

 

           

 

 

1.8.3.  Критерий устойчивости Михайлова (частотный критерий) 
Рассмотрим характеристический полином степени n : 

1 2
0 1 2 1( ) ...n n n

n nD a a a a a     
     . 

Полином можно представить в виде: 

    0 1 2( ) ... nD a          . 

Где модуль и аргумент комплексной функции представляются  

    
         

0 1 2

1 2 3

| ( ) | | ... |,

arg ( ) arg arg arg ...arg

n

n

D a

D

      

        

   

       
 

0

1 3

2

1j 

2j 

3j 

4
4j 

j
j

j

j i

j

 

n-общее число корней, m-правые корни 
полинома. 
Поставим в полином  выражение  p j  

       
 

1 2arg ( )) arg arg ...arg

arg ( ) ( ) ( 2 )

nD j j j j

D j n m m n m

      

    

     

      

 

Если все корни левые 0m  : 

 arg ( )D j n        

При изменении частот от нуля до 
бесконечности получаем: 

 arg ( ) 0
2

n
D j

      

3 2.1( ) 1.55 10
3

 3 1.1( ) 3.95 10
3



D p1 2.1( )
solve p1

float 5

10.204

.18671e-2 1.7430i

.18671e-2 1.7430i











 D p1 1.1( )
solve p1

float 5

9.8863

.51145

.19777
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Таким образом, имеем критерий Михайлова: для устойчивой системы 
необходимо и достаточно, чтобы годограф характеристического 
многочлена, начинаясь на положительной части действительной оси, 
проходил против часовой стрелки последовательно n  квадрантов. 

Альтернативная формулировка критерия Михайлова: Для устойчивой 
системы необходимо и достаточно, чтобы нули действительной и 
мнимой частей характеристического полинома чередовались, а их общее 
число равно n . 

Пример. Передаточная функция системы имеет вид  

2

1

2p p 
1

1p  K

 

Рис.  

определить при каких значения К система устойчива, неустойчива, находится 

на границе устойчивости. 

1 2 32

3 2
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Решение приведем в MathCAD 

 

Система 

неустойчива 

Система находится 

на границе 

устойчивости 

 

Система устойчива  

 

Альтернативный критерий Михайлова 

      

 

             Система не устойчива               Система находится на  

                                                                   границе устойчивости 
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             Систем  устойчивости 

 

  Критерий устойчивости Найквиста (частотный критерий) 

Критерий Найквиста позволяет определить 

устойчивость замкнутой системы  по годографу 

разомкнутой системы  

 

Р
З

Р

( ) ( ) / ( ) ( )
( )

1 ( ) 1 ( ) / ( ) ( ) ( )

W p M p D p M p
W p

W p M p D p D p M p
  

  
 

Характеристический многочлен замкнутой системы имеет вид 

  ( )
( ) ( ) ( ) 1 ( ) 1

( ) p

M p
D p M p D p D p W p

D p

 
     

 
 

Воспользуемся критерием Михайлова 

   Ð
0 0 0

arg ( ) ( ) arg ( ) arg 1 ( )D j M j D j W j
  

   
     
         (*) 

Если замкнутая система устойчива, то результат должен быть равен 
2

n


. 

По критерию Михайлова аргумент характеристического многочлена 
разомкнутой системы равен 

 
0

arg ( )
2

D j



 
     (система может быть и неустойчивая) (**) 

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

8

4

4

8

U 2 ( )

V 2 ( )



Р ( )W p
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Учитывая (*) и (**) получаем выражение для аргумента величины 1 ( )W j
выражение: 

   Р
0 0

arg 1 ( ) arg ( )
2 2 2

W j n D j n
 

   
   
          

Такт как Нn     то окончательно получаем: 

   Р
0

arg 1 ( )
2 2 2

W j n n


  
 
      

2
n


    Н 2П Н

2


    

Для устойчивости замкнутой системы необходимо и достаточно, 
чтобы годограф частотной характеристики разомкнутой системы 

Р ( )W j  при изменении частоты   от 0  до   охватывал точку (-1, j0)  

на угол  2П Н
2


  

   Р
0

arg 1 ( ) 2П Н
2

W j



 
     если правых (П) и нейтральных (Н) 

корней нет, то угол охвата равен 
0, т. е. контур не должен 
охватывать точку (-1, j0).  
Амплитудно-фазовый критерий: 
Система будет устойчива, если 
годограф разомкнутой системы 

( )РW j  не охватывает точки с 

координатами  1, 0j . 

h - минимальный отрезок 
действительной оси, 
характеризующий расстояние 
между критической точкой и 
ближайшей точкой пересечение 
годографа с действительной осью, 
называют запасом устойчивости 
по модулю. 

Минимальный угол   -
образуемый радиусом, проходящим через точку пересечения годографа с 
окружностью  единичного радиуса (с центром в начале координат) и 
отрицательной частью действительно оси, называют запасом 
устойчивости по фазе. 

 
         Критерий устойчивости Найквиста – Михайлова позволяет по годографу 
АФЧХ разомкнутой системы судить об устойчивости САУ с обратной связью 
(замкнутой системы). Критерий может быть использован в тех случаях, когда 
дифференциальное уравнение системы (или отдельных звеньев) неизвестно, 

2 1 0 1 2 3

3

2

1

1

2

h



( )jV 

( )U 
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но проектировщик располагает соответствующими экспериментальными 
частотными характеристиками. 

Рассмотрим несколько примеров с использованием программно-

интегрированной среды MathCAD 

1. Пример устойчивой разомкнутой и устойчивой замкнутой систем. 

2( )W p1( )W p

 

       
 

 

     Разомкнутая система устойчива 

 

       
  

 

      
       

 

Графически, с помощью функции Trace (правая кнопка мыши в область 

графика) определяем запас устойчивости по фазе и по амплитуде 

 

  
Запас устойчивости фазе   

   
    

 

    Запас устойчивости амплитуде    
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p 2
 W2 p( )

1

p
2

2 p 4
 Wp p( ) W1 p( ) W2 p( )

denom Wp p( ) 
solve p

float 5
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1.( ) 1.7321i
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Определяем аналитически частоту среза – частота, при которой  

годограф пересекает единичную окружность  
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solve 

float 4

1.817

.9085( ) 1.574 i

.9085( ) 1.574 i
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2. Пример устойчивой разомкнутой системы и неустойчивой замкнутой. 

2( )W p1( )W p

 

                        
        

                

       
      

 

      

 

 

 

Годограф охватывает 

точку (‐1, j0), 

следовательно, 

замкнутая система 

неустойчива 

 

 

 

Непосредственная проверка корней подтверждает полученный результат 

 

W1 p( )
10

p 2
 W2 p( )

5

p
2

2 p 4
 Wp p( ) W1 p( ) W2 p( )

denom Wp p( ) 
solve p

float 4

2.

1.( ) 1.732 i

1.( ) 1.732 i











 V   Im Wp j    U   Re Wp j   
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W p( )
W1 p( ) W2 p( )

1 W1 p( ) W2 p( )
simplify
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p
3

4 p
2
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3. Пример, когда разомкнутая система неустойчивая, а замкнутая 
устойчивая: 

Р ( )W p

 

                      
    

Разомкнутая система не устойчивая 

 

   

 

 

 

 

 

 

Годограф начинается с точки  

U(0) =  ‐1,5 и продвигается в сторону 

нуля,  значит,  замкнутая  система 

устойчива 

 

4. Пример, когда разомкнутая система  имеет астатизм первого порядка,  

замкнутая устойчивая: 

2( )W p1( )W p

 

denom W p( )( )
solve p

float 4

4.831

.417 3.441 i

.417 3.441 i













T 1 Wp p( )
1.5

T p 1


U   Re Wp j   
complex

simplify

float 4

1.500

1. 
2



 V   Im Wp j   
complex

simplify

float 4

1.500( )


1. 
2





 0 .01 10
2



2 1.5 1 0.5 0

1

0.75

0.5

0.25

0.25

V ( )

0

U ( ) 1
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Разомкнутая  система  находится  на 

границе  апериодической устойчивости

 

 

    

 

 

  

 

 

 

 

Годограф начинается с отрицательной 
мнимой оси и продвигается в сторону 
нуля, обходя точку (-1, j0) снизу, значит 
замкнутая система устойчива 

 

 

5. Пример, когда разомкнутая система  имеет астатизм первого порядка,  а 
замкнутая система неустойчивая:

 

      
 

W1 p( )
1

p
 W2 p( )

5

p
2

2 p 4
 Wp p( ) W1 p( ) W2 p( ) Wp p( )

5

p p
2

2 p 4 


denom Wp p( ) 
solve p

float 4

0

1.( ) 1.732 i

1.( ) 1.732 i













U   Re Wp j   
complex

simplify

float 4

10.


4

4. 
2

 16.



V   Im Wp j   
complex

simplify

float 4

5.


2
4.

 
4

4. 
2

 16. 
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W1 p( )
4

p
 W2 p( )

5

p
2

2 p 4
 Wp p( ) W1 p( ) W2 p( )
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denom Wp p( ) 
solve p

float 5

0

1.( ) 1.7321i

1.( ) 1.7321i













W p( )
W1 p( ) W2 p( )

1 W1 p( ) W2 p( )
convert parfrac p

20

p
3

2 p
2

 4 p 20


denom W p( )( )
solve p

float 5

2.9463

.47313 2.5621i

.47313 2.5621i











 U   Re Wp i    V   Im Wp i   
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2
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1

1

V ( )

0
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Пример. Когда разомкнутая система имеет астатизм первого порядка, а 
замкнутая система находится на границе устойчивости. 

2( )W p1( )W p

 

     
 

 

          

 

      

 

Система находится на границе устойчивости 

 

Пример. 

W1 p( )
1

p
 W2 p( )

1

p
2

p 1
 Wp p( ) W1 p( ) W2 p( )

Wp j  complex
1


2

  1 
2


2



i




2

  1


2

  1 
2


2





U   1

1 
2

 2 
2



 V   1



1 
2



1 
2

 2 
2





 0.1 0.1 0.01 10
2

 1 Wp p( )
solve p

float 5

1.

1. i

1.( ) i













1.33 0.67 1.0001 10
8

1

1

V ( )

0

U ( ) 1
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2( )W p1( )W p

 

         

 

 

     

 

             

    
   

 

 

 

W1 p( )
2

p 1
 W2 p( )

1

p
2

p 1
 Wp p( ) W1 p( ) W2 p( )

Wp i  
complex

simplify
2

2( ) 
2

 1 i 
3

 2 i 

1 
2





 

4


2
 1







U1   2( )
2 

2
 1

1 
2





 

4


2
 1





 V1   2 


2
2

1 
2





 

4


2
 1







o 
2

2 solve 
2

1

2

2

1

2


















o
1.414

1.414








 U1 o1  0.667 V1 o1  0 h 1 U1 o1  h 0.333

1 1.2 
arg Wp 1 i   

deg
  19.669

 0.1 0.1 0.01 10
2



1 Wp p1( )
solve p1

float 5

1.8106

.9474e-1( ) 1.2837i

.9474e-1( ) 1.2837i















 

 

Определляем запа

V1 ( )

0

V1 o1 
sin t( )

V1 1( )

ас устойчи

1.5 1

arg 0.9(

21

ивости по

0.5

1

0

0

U1 ( ) 1 U1

94211 i 0.33

deg

1 

о модулю 

0 0.5

1.5

1

0.5

0.5

1

o1  cos t( ) U

333) 
19.

и по фазе

 

1

U1 1( )

.483

 

е (графич

1.5

чески) 
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3  Логарифмический критерий устойчивости 

( ) 20 ( ( ) )L lg W j   – логарифмическая частотная характеристика, 

откладывается по вертикальной оси, а по горизонтальной оси откладывается 
логарифм частоты. Фазочастотная характеристика откладывается по 
вертикальной оси, а по горизонтальной оси откладывается логарифм частоты.  

Для того чтобы система, устойчивая в разомкнутом состоянии, была 
устойчива и в замкнутом состоянии, необходимо и достаточно, чтобы при 
тех значениях частоты  , для которых  ( ) 0L   , разность между числом 

положительных и отрицательных переходов фазовой характеристики ( )   

через прямую ( )     была равна нулю 

Пример 1. Исследовать устойчивость замкнутой системы по 
логарифмической амплитудно-фазовой частотной характеристике, если 
передаточная функция разомкнутой системы имеет вид: 

 

 

   
 

Решение. Разомкнутая система очевидно устойчива,  все полюсы левые. 

   

 

 

Определяем действительную и мнимую части амплитудно-частой 
характеристики 

 

 

Определяем частоту, при которой годограф пересекает единичную 
окружность - частота среза 

 

Определяем частоту, при которой годограф пересекает действительную ось 

W p( )
960

p
3

26. p
2

 208. p 480.


denom W p( )( )
simplify

float 3
p

3
26. p

2 208. p 480 denom W p( )( )
solve p

float 5

10.

4.

12.













W p( )
960

p
3

26. p
2

 208. p 480.
 denom W p( )( )

simplify

float 3
p

3
26. p

2 208. p 480

denom W p( )( )
solve p

float 5

10.

4.

12.













U   Re W i   
complex

simplify
1920.( )

13. 
2

 240.

260.
4

 18304.
2

 230400. 
6





V   Im W i   
complex

simplify

float 5

960.


2
208.

260.
4

 18304.
2

 .23040e6 
6





0

W i   1

 0







solve 

float 5
5.1618
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Строим годограф
 

 
 

Строим логарифмическую амплитудно – частотную характеристику (ЛАЧХ) 
и логарифмическую фазо - частотную  характеристики (ЛФЧХ) на одном 
графике 

       

 

 
 
 

Из графиков видно что ЛАЧХ пересекает  ( ) 0L    раньше, чем  ЛФЧХ 

пересекает ось O180     следовательно, система устойчива. 
 

 
-запас устойчивости по фазе. 

1
V 1  0

1 0









solve 1

float 5
14.422 Z

W 0 j 
W 1 j 









 t 0 .01 2 

1 0.5 0 0.5 1 1.5 2
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1
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0.5

1

Im W i ( )( )

sin t( )

Im Z( )

Re W i ( )( ) cos t( ) Re Z( )

L   20 log W i     0.1 0.1 0.05 10
2

 y 360 360 1 0

   if arg W i    0 arg W i     2 arg W i     deg
1
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L ( )
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180
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 0  180 77.196

Запас 
устойчивости 
по фазе 

Запас 
устойчивости 
по модулю 
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 - запас устойчивости по модулю. 
 
Сравни с годографом амплитудно - частотной характеристики (см граф. 
выше) 

 

Пример 2. Исследовать устойчивость замкнутой системы по 
логарифмической амплитудно-фазовой частотной характеристике, если 
передаточная функция разомкнутой системы имеет вид (разомкнутая системы 
устойчивая и замкнутая неустойчивая): 

       

 

Решение. Разомкнутая система очевидно устойчива все полюсы левые.
 

 

Определяем действительные и мнимые части аплитудночастой 
характеристики 

 

 

 

Определяем частоту, при которой годограф пересекает единичную 
окружность-частота среза 

 

Определяем частоту, при которой годограф пересекает действительную ось 

 

  
   

1 10

L 1( )

20
 0.805

W p( )
11 15 p

p
4

12. p
3

 22. p
2

 21. p 10. 
 denom W p( )( )

solve p

float 5

.50000( ) .86603i

.50000( ) .86603i

1.

10.













U   Re W i   
complex

simplify
557.( ) 

2
 110. 191.

4



2

100.
6

 100. 
8





V   Im W i   
complex

simplify

float 5

3.( ) 
154.( ) 

2
 127. 5. 

4



2

100.
6

 100. 
8





w p( )
W p( )

1 W p( )
simplify 1.( )

11.( ) 15. p

p
4

12. p
3

 22. p
2

 6. p 21.


0

W i   1

 0







solve 

float 5
1.2370

1

V 1  0

1 0

U 1  0











solve 1

float 5
.92088 Z

W 0 j 
W 1 j 









 t 0 .01 2 
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Строим логарифмическую амплитудно-частотную характеристику и  
логарифмическую фазо-частотную характеристики  на одном графике 

        

 
 

          

 
 

Из графиков видно что ЛАЧХ пересекает  ( ) 0L    позже чем  ЛФЧХ 

пересекает ось O180     следовательно, система неустойчива 

 
Сравни с годографом амплитудно - частотной характеристики (см граф. 
выше) 
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