
1 
 

МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ ТЕОРИИ СИСТЕМ 

Лекция 1  

1. Дифференциально уравнение с постоянными коэффициентами. 

Для анализа свойств систем (автоматического регулирования) используется их 

представления в виде структурной схемы, в которой отдельные элементы системы 

изображаются в виде звеньев, соединенных   между 

собой в соответствии с соединением элементов, 

которые они замещают. 

Отдельное звено характеризуется определенной 

математической связью между входной ( y ) и 

выходной ( x ) величинами (рисунок 1). 

Звеньям системы предписывается свойство направленности действия, то есть способность 

одностороннего пропускания сигнала с входа на выход. 

Связь между выходной и входной величинами линейного звена (или системы) выражается 

линейным дифференциальным уравнением с постоянными коэффициентами 
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Линейные дифференциальные уравнения имеют решение, которое, состоит из двух 

составляющих 

( )пер св в

Общее решение однородного уравнения

x x x x x

Частное решение неоднородного уравнения

 
    

 

  (2) 

Первая составляющая - переходная составляющая ( свx ), есть общее решение 

однородного дифференциального уравнения, которое получается из (1) приравниванием 

его правой части к нулю,  то есть: 
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Рис 3. 
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В общем виде решение однородного уравнения отыскивается в виде 
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В результате получаем p1,  p2, …,  pn – корни характеристического уравнения 

(характеристический полином), из решения алгебраического уравнения: 

1 2
0 1 2 1... 0n n

n n na p a p a p a p a
           .              (3) 

Следовательно, предполагаемое решение pt
свx Сe , расщепляется на сумму n-членов 

вида: 

 1 2
 св 1 2 ... np tp t p t

nx C e C e C e       .                            (4) 

  

Коэффициенты C1, C2, …, Cn определяются из начальных условий, то есть при t = 0. 

Принужденная составляющая ( x  ) есть частное решение неоднородного уравнения (1) 

(правая часть не равна нулю). Вид частного решения зависит от вида правой части 

уравнения. В частности, если в установившемся режиме правая часть уравнения- y  не 

является функцией времени, то принужденную составляющую можно найти, приравняв 

все производные нулю, что дает 
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1.1. Дифференциальное уравнение второго порядка 
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Рассмотрим классический метод на  

системе второго порядка, и приведем 

порядок ее решения (этапы решения).  

Производные по времени будем 

обозначать    токами.  

0 1 2 0a x a x a x b     
 

   

Приведем примеры из 
электротехники, механики и 
электромеханики 

 
Электротехника. Найдем уравнение 
описывающее изменение напряжения на 
конденсаторе. 
По второму закону Кирхгофа (для 
напряжений) 
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Подставим (2) в (1) и получим 
2

2

0 1 2 0

C
C

d U dU
CL RC U E

dt dt

a U a U a U b

  

   

     
 

 
Механика 

 
Найдем закон изменения координаты груза на пружине в поле сил тяжести. 
По второму закону Ньютона 

 

Электрическая система 

 

Механическая система 

+

Электромеханическая система 
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1 2 3

1 2 3

(1)

, ,

, , (2)

m x F F F

сила упругая сила демпфирующая

тяжести пружины сила

F mg F kx F x

   

  

     





 

Здесь, 1F  сила тяжести, 2F - сила упругости пружины  ( k - коэффициент жёсткости 

пружины) Второе уравнение в (2) это закон Гука. 3F - сила трения и сопротивления 

системы. Эти силы направлены против координаты и поэтому имеют отрицательные 
знаки 

Подставим (2) в (1) и получим 

m x x k x mg    
 

  

Обычно это уравнения  записывают в форме 
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Электромеханика .  Двигатель   постоянного тока. 

Записать диф. уравнения для частоты (угловая скорость вращения вала) вращения 

двигателя 

Ф

 
По второму закону Кирхгофа (для напряжений) 

(1)

(2)

, , (3)

a a

M М

с D с D

di
U iR L E второй закон Кирхгофа

dt
E Ф C С конструктивные особенности

d J d
M ci M J M M i уранения для моментов

dt с dt



 

  

 

    

 

 



5 
 

Здесь Ф - магнитный поток (создаваемы дополнительным контуром, см рис), СМ  –
коэффициент определяемый конструктивными особенностями машины, Rа и Lа  
сопротивление и индуктивность якоря машины. M - момент вращения вала 
пропорционален току, DM - динамический момент пропорционален моменту инерции 

вала J и угловому ускорению /d dt  
Динамический момент и момент вращения компенсируют друг друга. Поставляя (2) 

и (3) в (1), получаем дифференциальное уравнение частоты вращения двигателя 

2

2

0 1 2 0

a a
M

JL d JR d
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Все приведенные выше уравнения однотипны, вне зависимости от природы 

исследуемой системы. 

Как получить решения уравнения?  

Приведем последовательность действий (алгоритм решения) 

1. Рассматриваем систему в положение равновесия, т.е. режим при котором   

отсутствуют изменения координат системы. При этом все производные равны 

нулю, 0, 0.x x 
 

 Этот режим работы системы называется установившийся 

режим. 

Записываем решения 

0
2 0

2

( ) в

b
a x b x x

a
     

 2. Ищем решение в виде 
pt

свx A e   и подставляем его в однородное уравнение и 

получаем характеристическое уравнение 

 
2

0 1 2

2
0 1 2

0

0, 0

pt pt pt

pt pt

a p Ae a pAe a Ae

Ae a p a p a Ae

     

     

 2
0 1 2 0a p a p a       –  характеристическое уравнение 

Решая уравнение, получаем его корни p1 и p2 , при этом решения 
pt

свx A e   

расщепляется на две составляющие  
1 2

 1 2
p t p t

свx A e A e   
 

Решение характеристического уравнения может иметь 2 корня, приведем возможные 

варианты решения 

1. Оба корня  вещественные и положительные: 
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1 20, 0p p   

Расположение корней на комплексной плоскости. 

 

 

Такое, решение 1 2
 1 2

p t p t
свx A e A e     неустойчивое, 

потому-что экспоненциальные функции будут 

расходиться. Такие решения (неустойчивые) нас не 

интересуют. Заметим, что экспоненциальные решения 

называются апериодическими. 

 

2. Оба корня характеристического уравнения и отрицательные и действительные: 

 

 
Апериодические процессы 

1 20, 0p p   

В этом случае решение 1 2
 1 2

p t p t
свx A e A e     

устойчивое.  

 Возможные варианты  ( )свx t  поведения системы в 

зависимости от начальных условий приведены на 
рисунке 

0 0 0(0) 0, (0) 0, (0) 0.x v x v x v     
  

  

Такие решения (как мы помним) называются 
апериодическими.  
 

3. Критический режим , кратные корни: 

1 2 0p p   

 1 2 1 2
pt pt pt

свx A e t A e e A t A         

 

4. 1 2 2 1 1 20, 0 0, 0, 0p p или p p то есть p p      
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Тогда, решение 1 2
 1 2

p t p t
свx A e A e     неустойчиво, 

потому-что экспоненциальные функции будут 

расходиться 

 

5. Корни характеристического уравнения комплексно сопряженные числа и имеют 

отрицательные действительные части: 

*
1 2 1 2, ,p j p j p p           

 

 

Тогда, решение 1 2
 1 2

p t p t
свx A e A e     устойчивое, 

потому-что экспоненциальные функции не будут 

расходиться. Учитывая, что A2=A1*=A je  и p2=p1*, 

можно записать: 

*
1 1*

 1 1 2 Re[ ]

2 Re[ ]

p t p t t j t j
св

t j t j

x A e A e A e

A e e

  

  

  

 

      

   

После выделения действительной части получаем: 

1
 

1

( ) 2 cos( ),
j

t
св

A Ae
x t A e t

p j


  

 
 

   
  

 

 

 

 
Колебательный процесс 

6. Корни характеристического полинома комплексно сопряженные числа и имеют 
положительные  действительные части: 
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1 2, ,p j p j        

1 2
1 2(t) p t p tx A e A e   решение неустойчивое  

7. Корни характеристического полинома комплексно сопряженные и чисто мнимые 

числа: 

 

 
 

x(t)

T=2 /

t

 

1 2,p j p j     

Учитывая, что A2=A1*=A je   и p2=p1*, можно 
записать: 

*
1 1*

 1 1 2 Re[ ]

2 Re[ ]

p t p t j t j
св

j t j

x A e A e A e

A e
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1

( ) 2 cos( ),
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св

A Ae
x t A t
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консервативная система (без потерь) 

2 22 2

0 1

0 0
a a

x x x x
a a

         
 

 

 

Таким образом, на комплексной плоскости корней получаются левые - устойчивые,  

правые - неустойчивые корни, и корни, находящиеся на границе устойчивости.  
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Теорема Виета. (Номинальные режимы работы устройств, их 
оптимизация. Теорема позволяет судить о порогах механической, 
электрической и температурных прочностях механизмов) 

  2
1 2 1 2

1 2

2
1 2 1 2

0 0

( ) 0

p a p a p p p p

раскрывая скобки получим связь между

корнями и коэффицыентами уранения

a a

p p p p p p

       

 

   

 

Положение корней на комплексной плоскости характеризует поведение системы, 

когда система входит в положение равновесия или выходит из положения равновесия.  

3.  Находим константы интегрирования 1 2,A A  из начальных условий, при 

t=0, (0), (0)x x


 

 
1 2

 1 2( ) p t p t
св в вx t x x A e A e x        

 

Подставляем начальные значения и составляем систему уравнений для определения 

констант: 

1 2 1

1 2 21 1 2 2

1

1

2 1 2

(0) (0) 1 1

(0)(0)

(0)1 1

(0)

в в

в

x A A x x x A

p p Axx A p A p

x xA

A p p x
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4.  Рисуем графические зависимости в соответствии с характеристическими корнями 
 

5. Решение задачи с помощью стандартных программ 
Дифференциальное уравнение записывается в виде уравнения состояния. То есть 
дифференциальное уравнений второго порядка записывается как система уравнений 
первого порядка. Рассмотрим на примере электрической цепи  
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Уравнения записываются в форме Каши, т.е. разрешаются 
относительно производных. Формируется матрица коэффициентов при искомых переменных 

1

,
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00

i U

R
E

L LA B L
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Далее записывается расширенная матрица 
( , )D t x Ax B   

Последний этап, обращение к программе (метод Рунге-Кутта 4-го порядка с 
фиксированным шагом) 

0

0

,0, , ,
i

x rkfixed T N D
U

  
   

  
 

0

0

i

U

 
 
 

, начальные условия, 0, T -начало и конец временного отрезка процесса, N- число 

точек разбиения временного интервала, D - расширенная матрица состояния. В векторе x 
хранятся  вектор времени, вектор тока индуктивности и вектор напряжения на 
конденсаторе. (См пример ниже) 

Приведем пример в программе Mathcad 

 



 

прео

функ

Здес

прос

числ

вели

нуле

Пер

Передат

образования

кции време

сь ( )x t - 

странстве), 

ло). 

Передат

ичины звен

евых началь

редаточная

точная фу

я Лапласа

ени x(t) име

( )X p

оригинал 

 ( )X p -и

точная фун

на ( )X p  

ьных услов

я функция

ункция осн

а. Формул

еет следую

0

pte x


 

функции, 

изображени

нкция W(p)–

к операто

виях 

11

я и переход

нована на

ла прямого

ющий вид 

( )x t dt L 

 функция

ие функции

– это отнош

орному изо

1 

дная импул

а примене

о преобраз

 ( ) ,L x t

я во врем

и, L – опе

шение опер

ображению

льсная фу

ении опер

зования Л

1( )x t L

менной об

ератор Лап

раторного 

ю входной 

ункция зве

раторного 

Лапласа дл

 1 ( )X p .  

бласти (во

пласа (p – 

изображен

величины

на 

метода и

ля некотор

                  

о временн

комплексн

ния выходн

ы ( )Y p  п

 

или 

рой 

(6) 

ном 

ное 

ной 

при 



12 
 

 

( )
( )

( )

X p
W p

Y p
 .                    (7)

Передаточная функция может быть получена непосредственно из дифференциального 

уравнения, если к нему применить преобразования Лапласа (формально заменяем 

d/dt  => p ) 

1 2

0 1 2 11 2

1 2

0 1 2 11 2
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n n
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m m

m m mm m

d x d x d x dx
a a a a a x

dt dt dt dt

d y d y d y dy
b b b b b y

dt dt dt dt



 



 

          

          

 

  

 

1
0 1 1

1
0 1 1

( ) ( ) ... ( ) ( )

( ) ( ) ... ( ) ( ).

n n
n n

m m
m m

a p X p a p X p a p X p a X p

b p Y p b p Y p b p Y p b Y p







           

           
           (8) 

Из (8) нетрудно установить, что 
1

0 1 1
1

0 1 1

... ( )
( )

... ( )

m m
m m

n n
n n

b p b p b p b X p
W p

a p a p a p a Y p







      
 

      
.                      (9) 

Важно обратить внимание, что знаменатель передаточной функции совпадает c 
характеристическим уравнением. 

1 2

1 2

( ) 0 , ....( )
( ) ,

( ) 0 , ....( )

X p p p нули передаточной функцииX p
W p

Y p p p полюса передаточной функцииY p

 
     

Переход от изображения к оригиналу, производится с помощью таблиц соответствия, 

специальных математических программ или с помощью теоремы разложения. Приведем 

вывод изображений некоторых часто используемых функций 



 
133 
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Получения оригинала с помощью программ (Mathcad, MATLAB) 

 
 

 

Теорема разложения 

 Приведем пример 2х наиболее часто встречающихся видов изображения: 

1

(p) (p)
(p) , (p)

(p) (p)

X X
F F

Y pY
   

Для того, что бы найти оригинал f(t) изображения (p)F нужно найти корни 

знаменателя (p)N ,  

1 2(p) 0 , .... nY p p p  , 

затем подставить найденные корни в выражение 

1 21 2

11 2

(p ) (p ) (p ) (p )
( ) ....

(p ) (p ) (p ) (p )
n k

n
p t p tp t p t n k

kn k

X X X X
f t e e e e

Y Y Y Y
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Для того, что бы найти оригинал f1(t) изображения 1(p)F нужно найти корни 

знаменателя (p)Y ,  

1 2(p) 0 , .... nY p p p   

затем подставить найденные корни в выражение 

1 21 2
1

11 1 2 2

(0) (p ) (p ) (p ) (0) (p )
(t) ....

(0) (p ) (p ) (p ) (0) p (p )
n k

n
p t p tp t p t n k

kn n k k

X X X MX X X
f e e e e

Y pY p Y p Y Y Y

      
     

В случае если корни знаменателя кратные 

 
(p)

(p) ,
(p) n

X
F

Y p p



 

нужно использовать следующую теорему разложения 

   
1

1

1
1

1

(p ) 1 (p)e
(t)

1 ! (p)(p)( )

k

n

k

ptn
p tk

k p p
n p p

X d X
f e

d dp YY p p
dp




 






 

 

 
     
  

Здесь корни знаменателя, 1 2(p) 0 , .... nY p p p  ,  и  p n+1-корень кратности  

 

Пример 1: Дано дифференциальное уравнение: 

 
2

2

( ) (0) (0)
5 4 3 ( ) 2 , (0) (0) 0, 0.

d x dx dy t dx dy
x y t x y

dt dt dt dt dt
         

Определим  передаточную функцию дифференциального уравнения 

 

1. Запишем уравнение в операторной форме: 

   2 25 4 3 2 5 4 3 1 2p X pX X Y pY p p X p Y          

2. Находим  передаточную функцию:  
 2

1 2
( )

5 4 3

p
W p

p p




 
 

Пример 2: Дано дифференциальное уравнение 

2

2

(0)
0,1 10 100 ( ), (0) 0, 0.

d x dx dx
x f t x

dt dt dt
      

 Получим решения уравнения, используя программу MathCAD. 
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Определим  передаточную функцию дифференциального уравнения 
и w(t)-функцию Грина (весовую функцию)-оригинал передаточной функции  

 

 

Вычисление  оригинала w(t) с помощью MathCAD
 

 

    
 

Вычисление  оригинала w(t) с помощью теоремы разложения 

     

 

 

Наблюдаем совпадения результатов 

 

Вычисление  оригинала h(t) с помощью MathCAD
 

 

Вычисление  оригинала w(t) с помощью теоремы разложения
 

  

Z p( ) 0.1 p
2

 10 p 10
2



W p( )
1

Z p( )


w1 t( )
1

0.1 p
2

 10 p 10
2



invlaplace p

float 4
.2582 e

50.( ) t
sinh 38.73 t( )

p Z p( ) solve p
88.729833462074168852

11.270166537925831148








 
1

p
1



z p( )
p

Z p( )d

d
 w t( )

1

z p
1  e

p1 t


1

z p
0  e

p0 t
 w t( ) float 4 .1291 e

11.27( ) t
 .1291 e

88.73( ) t


t 0 0.01 4 

0 0.088 0.18 0.26 0.35

0.021

0.042

0.062

0.083

w1 t( )

w t( )

t

h1 t( )
1

0.1x
2

 10 x 10
2

  x

invlaplace x

float 4
.1000e-1 .1000e-1e

50.( ) t
cosh 38.73t( ) .1291e-1e

50.( ) t
sinh 38.73t( )

z p( )
p

Z p( )d

d
 h t( )

1

Z 0( )

1

p
1

z p
1 

e
p1 t


1

p
0

z p
0 

e
p0 t
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Определим  h(t) переходную функцию дифференциального уравнения 
 

Делаем проверку w(t) = h'(t)  
 

Рассчитать переходный процесс при внешнем воздействии  f(t)=20sin(�t)  

    

С помощью интеграла Дюамеля 

      

С помощью метода пространство состояний 

    
   

 

  
    

h t1( ) float 2 .10e-1 .11e-1 e
11.( ) t1

 .15e-2 e
89.( ) t1



t 0 0.01 4 

0 0.088 0.18 0.26 0.35

0.0024

0.0049

0.0073

0.0098

h1 t( )

h t( )

t

0 0.088 0.18 0.26 0.35

0.021

0.042

0.062

0.083

t
h1 t( )

d

d

w t( )

t

 20 f t( ) 20 sin  t 

Fo t( )
0

t

w t   f  




d

0.1
2

t
x t( )d

d

2
 10

t
x t( )d

d
 10

2
x f t( ) D t x( )

x
1

10

0.1
x
1


10

2

0.1
x
0


f t( )

0.1














 N 100

x rkfixed
0

0









0 5  N D








 i 0 N t x 0 
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Дополнительная информация  

 
Переходная характеристика 
Обратное преобразование Лапласа передаточной функции является весовая функция. 
Иногда ее называют импульсная переходная функция. 

   1( ) ( ) ( ) ( )w t L W p W p L w t   

  
Приведем две важные функции которые нам понадобятся в дальнейшем - Дельта 

функция Дирака 0( )x x   и 0( )x x  - ступенчатая функция Хевисайда 

Свойство дельта функции Дирака: 

0
0 0 0

0

( ) , ( ) ( ) ( )
0

при t t
t t t t f t dt f t

при t t
 





 
    

  

 

Свойство ступенчатой функции Хевисайда: 

0
0

0

0
( ) ( ) ( )

1

при t t
t t t t

при t t
  


    

 

0 0( ) ( )x x dx x x 




    

 

Преобразование Лапласа дельта функции и ступенчатой функции Хевисайда:  

    1
( ) 1, ( )L t L t

p
    

0 0.11 0.22 0.33 0.44

0.1

0.045

0.01

0.065

0.12

Fo ti 

x
1  

i

ti
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Переходная функция h(t) – это закон изменения во 
времени выходной величины при изменении входной 
величины в виде единичной ступенчатой функции. Это 
отклик (реакция звена) системы на единичное 
воздействие. Единичная ступенчатая функция это есть 
функция Хевисайда ( )t . 

                          
Решение дифференциального уравнения с единичной 
функцией ( )t  в правой части, есть переходная функция 

( )h t : 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

dx t
x t t решение уравнения есть x t h t

dt
   

 
тогда при произвольном воздействии ( )f t  имеем: 

0

( )
( ) ( ) ( ) ( ) (0) ( ) ( )

tdx t
x t f t решение уравнения есть x t h t f h f t d

dt
       

 
При нулевых начальных условиях: 

0

( ) ( ) ( )
t

x t h f t d     

Решение дифференциального уравнения с импульсной функцией ( )t  в правой части, 

есть функция Грина функция или весовая функция: 
( )

( ) ( ) ( ) ( )
dx t

x t t решение уравнения есть x t w t
dt

    . 

Переходная импульсная функция w(t) – это закон изменения во времени выходной 
величины при изменении входной величины в виде дельта функции. (Отклик-реакция 
звена системы на дельта воздействие) 

При произвольном воздействии ( )f t  имеем: 

0

( )
( ) ( ) ( ) ( ) (0) ( ) ( )

tdx t
x t f t решение уравнения есть x t h t f w f t d

dt
       

 
При нулевых начальных условиях: 

0

( ) ( ) ( )
t

x t w f t d     

Импульсная переходная функции (весовая функция) 

Связь между передаточной функцией и переходной функцией можно найти, 
используя следующие соотношения: 

0 0

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
t t

t t w t h t

t t dt h t w t dt

 

 

   

   
 

Напомню, что преобразование Лапласа интеграла и производной имеют вид: 

 

Рис. 4.  
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0

( )
( ) ( ) ( ) , ( ) ( )

t F p
L f t F p L f t dt L f t pF p

p

 
   

 
  

Следовательно, изображение переходной функции 

  ( ) 1
( ) ( ) , ( ) , ( ) ( )

dh t
H p L h t W p L H p W p

dt p
      

        (11) 

Связь между динамическими характеристиками можно представить в виде диаграммы, 
изображенной на рисунке 5:  

 
Рис.  

Полученные функции являются изображениями, т.е. они зависят от переменной p в 
виде W(p), H(p). Для того чтобы перейти от изображений к оригиналам w(t) и h(t), 
необходимо использовать теорему разложения.  

 
 


