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ВВЕДЕНИЕ. Основные понятия и термины. Постановка 
задачи принятия решений 

Задача выбора оптимального решения постоянно возникает в лю-
бой целенаправленной деятельности человека. Методы поиска опти-
мальных решений рассматриваются в разделах классической математи-

ки, связанных с изучением экстремумов функций, в математическом 
программировании. 

Как правило, оценка решения в таких задачах производится по од-
ному показателю. На практике такие задачи встречаются редко. Когда 
проектируются сложные объекты или системы, их эффективность оце-
нивается обычно с разных сторон. Зачастую приходится находить ком-
промисс между противоречивыми требованиями к различным характе-
ристикам (параметрам) объекта или системы. Например, при проекти-

ровании самолёта, как технического объекта, требуется одновременно 
оптимизировать следующие показатели: скорость, радиус действия, бо-
евой потолок, полезную нагрузку1. В других, более общих задачах, 
нужно учесть, помимо технических (реализуемые функции), ещё и эко-
номические (стоимость, ресурсоёмкость), а также физические (габари-
ты, вес) и другие характеристики объекта. Всё это требует построения 
модели оптимизации решений одновременно по нескольким показа-
телям. Такие модели разрабатывают в теории принятия  решений 

(ТПР). Показатели, которые необходимо оптимизировать, принято 

называть в ТПР критериями2. Таким образом, ТПР занимается реше-
нием многокритериальных задач оптимизации (МЗО). Для 
решения МЗО теория принятия решений использует совокупность ма-
тематических и численных методов, позволяющих находить 
наилучшие варианты из множества альтернатив без их полного пере-
бора. 

Обычно в качестве оптимизируемых показателей эффективности 
выступают критериальные или целевые функции. Тогда постановка 

задачи однокритериальной оптимизации (одна целевая функция) и мно-
гокритериальной оптимизации (несколько целевых функций) внешне 
выглядит почти одинаково (см. рис. 1.1). Здесь под X подразумевается 
вектор изменяемых параметров , а под F(X) – вектор крите-
риев: F(X)=(F1(X), F2(X), . . . , Fm(X)), причём, при m=1 получаем одно-

критериальную (скалярную) задачу оптимизации, а при m2 – много-

                                                             
1 См. задания к теме 2. 
2 Критерий, в переводе с греческого,  – отличительный признак, мерило. 
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критериальную задачу оптимизации, и в этом случае Fi(X) образуют 
векторный критерий3.  Соответственно, многокритериальную 
задачу оптимизации можно также назвать задачей векторной 

оптимизации – ЗВО. 

 

Рис. 1.1. Задача математического программирования в общем виде 

Таким образом, МЗО также относятся к задачам математического 

программирования, только в многокритериальных задачах требуется 
оптимизировать не один критерий, а вектор критериев. При этом 
предполагается, что все критерии необходимо минимизировать, т.  к. 

всегда можно перейти от max Fi(X) к min {–Fi(X)}, i=1,2, . . . , m, т. е. 
сменой знака перед частным критерием. 

Целевые (критериальные) функции4, на основе которых из множе-
ства вариантов (альтернатив) выбирается наилучшее, оптимальное 
решение, в многокритериальных задачах оптимизации задают прин-

цип оптимальности. Принцип оптимальности может быть также 
определён при помощи функции выбора (ФВ)  или правила 
предпочтения вариантов . 

Разберёмся с терминологией. Что в ТПР понимается под словом 
«решение», что такое «оптимальное решение» и «функция выбора»? 

Определение. Оптимальными называются решения , по тем 

или иным признакам предпочтительные перед другими. 
Определение. Функция выбора (ФВ) – это правило, которое 

каждому допустимому набору вариантов (решений) ставит в соответ-
ствие его поднабор наилучших, или оптимальных вариантов. 

                                                             
3 Поэтому в литературе, наряду с термином «многокритериальная оптимизация», исполь-

зуют также термин «векторная оптимизация». 
4 Встречаются также названия: функции предпочтения, показатели качества, эффективно-

сти, функции полезности, частные критерии, локальные критерии. 
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Замечание. Оптимальность решения, даже в одной и той же си-

туации, может пониматься по-разному. Именно в этом состоят ос-
новные особенности задач принятия решений. Здесь следует также 

отметить, что окончательное решение о выборе того или иного вари-
анта остаётся за руководителем, ответственным за решение постав-
ленной задачи или, говорят, - за Лицом, Принимающим Решение 
(ЛПР). 

Наличие множества вариантов и принципа оптимальности позво-
ляют следующим образом подойти к определению основной задачи ТПР 
– задачи принятия решений. 

Определение. Задачей принятия решений называется пара 

<X, ОП>, где X – множество вариантов , ОП – принцип опти-

мальности, дающий представление о качестве вариантов (напомним, 
что это может быть целевая или критериальная функция, ФВ или, в про-
стейшем случае, – правило предпочтения вариантов). 

Определение. Решением задачи <X, ОП> является множество 

Xopt  X, полученное с помощью принципа оптимальности (ОП). 

Задачи принятия решений различают в зависимости от имеющейся 
информации о множестве X и о принципе оптимальности ОП.  

Определение. Задачу, где X и ОП неизвестны, называют общей 
задачей принятия решений. Данные для получения Xopt определя-

ют в этой задаче в процессе решения. 
Определение. Задачу с известным X называют задачей выбора . 
Определение. Задачу с известными X и ОП называют о б щей за-

дачей оптимизации [1.1].  
Таким образом, задача выбора и задача оптимизации являются 

частными случаями общей задачи принятия решений. 
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Тема 1. ПОСТРОЕНИЕ МАТЕМАТИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ 
ОБЪЕКТОВ ПРОЕКТИРОВАНИЯ  

ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ 

Рассмотрим порядок решения многокритериальных задач оптими-
зации. 

На первом этапе решения МЗО составляется математическая 
модель (ММ) проектируемого объекта или системы, а именно: 

 определяется набор переменных, характеризующих проекти-
руемый объект; 

 составляются критериальные (целевые) функции (или ФВ), ко-

торые увязывают между собой выходные, внутренние и внешние пара-
метры и в математической форме отражают критерии выбора лучшего 
варианта; 

 составляются ограничения, которым эти переменные должны 
удовлетворять (при этом нужно следить, чтобы в модель были включе-
ны все ограничения, и в то же время, не было ни одного лишнего или 
записанного в более жесткой, чем требуется условиями задачи, форме 
[1.2]); 

После составления математической модели необходимо рассмот-
реть возможные пути её упрощения и выбрать подходящий вычисли-
тельный метод для решения задачи. 

Дадим определения приведённым выше терминам.  
Определение. Математической моделью (ММ)  объекта 

называется его приближённое описание, выраженное с помощью мате-
матической символики. 

В ММ объекта проектирования выделяют свойства объекта, свой-
ства элементов, из которых состоит объект и свойства внешней среды, в 

которой должен функционировать объект. Количественные представле-
ния этих свойств называют параметрами объекта или системы. 

Определение. Параметр – это величина, характеризующая свой-

ство или режим функционирования объекта проектирования. 
Определение. Внутренними параметрами называются пара-

метры, характеризующие свойства отдельных элементов проектируемо-
го объекта. 

Определение. Те внутренние параметры, которые являются незави-

симыми друг от друга и которые можно изменять в некоторых пределах, 
называются управляемыми (независимыми) параметрами . 



ТЕМА 1: Построение математических моделей объектов проектирования 

 

9 

Определение. Внешними параметрами называются парамет-

ры, характеризующие свойства среды, внешней по отношению к рас-
сматриваемому объекту. 

Определение. Выходными параметрами называются парамет-

ры, характеризующие свойства самого объекта проектирования и зави-
сящие как от внутренних управляемых параметров, так и от внешних 
параметров. 

Связь между выходными, внутренними управляемыми и внешними 
параметрами можно выразить следующей формулой: 
 

Y=F(X, Q), где (1.1) 

Y=(y1, y2, . . . , ym) – вектор выходных параметров ;  

X=(x1, x2, . . . , xn) – вектор управляемых парамет-
ров; 

 

Q=(q1, q2, …,ql) – вектор внешних параметров .  

В координатной форме выражение (1.1) примет вид:  


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

















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



),(

),(

),(

2

1

2

1

QXF

QXF

QXF

y

y

y

mm

  (1.1') 

 

Следовательно, выходные параметры системы, согласно выраже-
нию (1.1'), можно вычислять по следующим формулам: 

y1=F1(X,Q), y2=F2(X, Q), . . . , ym=Fm(X,Q). 

Таким образом, выражение «задана математическая модель» озна-
чает, что имеются формулы (критерии, целевые функции) или алгорит-
мы, позволяющие по заданным наборам (x1, x2, . .  .  ,  xn) и (q1 ,  q2 ,  …,q l) 
вычислить любые интересующие нас характеристики системы (y1, y2, . . .  
, ym). 

Таким образом, под критерием в данном случае понимается ха-
рактеристика системы (объекта), заданная функцией F(X,Q), которая 
связана с её качеством монотонной зависимостью и обладает тем свой-

ством, что если альтернатива x1 предпочтительнее альтернативы x2 ,  то 
F(x1,Q)< F(x2,Q) и обратно (в случае минимизации критерия). 

После того, как определены параметры, характеризующие проек-
тируемый объект и установлена связь между ними при помощи крите-
риальных (целевых) функций, необходимо составить ограничения, ко-
торым эти параметры должны удовлетворять. 

Различают параметрические и функциональные ограничения. 
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Проектировщики могут указать разумные пределы изменения каж-
дого из внутренних параметров. Такие ограничения будем называть 
параметрическими: 
 

xi*≤ xi≤ xi**, i=1,2, . . . ,n. (1.2) 
 

Кроме параметрических ограничений, в условие задачи включают 
функциональные ограничения , которые мы будем записывать в 
следующем виде: 
 

hk(X)=0, k=1,2, … , K; – ограничения равенства , (1.3) 

gj(X)0, j= 1,2, … , J, – ограничения неравенства . (1.4) 
 

На основе ограничений строится допустимая область или область 
работоспособности. 

Определение. Допустимая область или область работоспо-

собности (будем обозначать буквой D) – это множество векторов X, 
для которых одновременно выполняются условия (1.2), (1.3) и (1.4). 

Определение. Множество D называют также множеством ре-

шений (альтернатив, вариантов, планов, стратегий) . 
Определение множества D – одна из первостепенных проблем оп-

тимального проектирования. 

Пусть X1D, тогда: 

F1(X1) – локальная оценка решения X1 по 1-му критерию или крите-
рию F1; 

F2(X1) – локальная оценка решения X1 по 2-му критерию или крите-
рию F2; 

. 

. 

. 
Fm(X1) – локальная оценка решения X1 по m-тому критерию или 

критерию Fm; 
F(X1)=(F1(X1), F2(X1), Fm(X1)) – векторная оценка для решения X1. 
Для пояснения сущности задач используют геометрическую интер-

претацию, связанную с введением n-мерного пространства En  па-
раметров проектирования  (управляемых параметров) и m-мерного 
пространства Em  выходных параметров . Каждой точке про-

странства En и Em соответствуют векторы X=(x1, x2, . . . , xn) и Y=(y1, y2, . .  
. , ym) значений переменных проектирования и выходных параметров 
проектируемого объекта. 

Следовательно, допустимой области D (образ) можно поставить в 
соответствие некоторое множество оценок. Это множество обозначим 
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YD и будем называть критериальным пространством , областью 
критериев  или пространством оценок, т. е. YD=F(D) – прообраз 
множества D. 

Сформулируем задачу многокритериальной оптимизации 
с учётом параметрических и функциональных ограничений. Её можно 
записать либо в краткой форме (1.5) либо в развёрнутом виде (1.5'): 
 

min F(X) 
(1.5) 

XD 

Или:  
min F(X) 

(1.5') 
xi*≤ xi≤ xi**, i=1,2, . . . ,n; 

hk(X)=0, k=1,2, . . . , K; 

gj(X)  0, j= 1,2, . . . , J. 
 

ЦЕЛИ И ЗАДАЧИ ЛАБОРАТОРНОЙ РАБОТЫ 

Основное назначение данной лабораторной работы – научиться: 
 выполнять графическое построение области допустимых зна-

чений, заданной системой неравенств (при помощи пакета Mathcad или 
другой графической программы, позволяющей строить двумерные гра-
фики); 

 определять по условию задачи, какие параметры являются 
внутренними, какие – внешними, а какие – выходными; 

 находить целевые функции; 

 строить область D допустимых значений выходных парамет-
ров (область работоспособности) с учётом функциональных ограниче-
ний, накладываемых на внутренние и внешние параметры системы; 

 формулировать многокритериальную задачу оптимизации. 
Кроме того, дополнительной задачей данной работы является 

входной контроль знаний студентов, в предыдущем семестре изучавших 
дисциплину «Методы оптимизации». 

ПРИМЕРЫ 

Пример к заданию 1.1 

Согласно авторам [1.2]: «Определение множества D – одна из пер-
востепенных проблем проектирования; …чтобы создать конкуренто-
способные машины, необходимо уметь строить допустимое множество 
вариантов проекта». 

Рассмотрим пример построения области D. 
Пусть область D задана системой неравенств: 
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g1(x1, x2)=x1+2x2≤10; 

g2(x1, x2)=x1+x2≥1; 
x2≤4, x1≥0, x2≥0. 

 

Введем обозначения: x=x1, y=x2. 
Неравенства x≥0, y≥0 задают область, которая лежит в первом 

квадранте (первая четверть). Далее преобразуем первое неравенство: 
2y≤10–x  в равенство:  y=5–0,5x 
и построим график данной функции (рис. 1.2). 

Область, определённая данным неравенством, будет лежать ниже 
прямой y=5–0,5x. Область, определённая неравенством x+y≥1, лежит 
выше прямой y=1–x; область, определённая неравенством y≤4, лежит 
ниже прямой y=4. Таким образом, допустимая область D представляет 
собой многоугольник, ограниченный следующими прямыми: y=5–0,5x,  
y=1–x; y=4; x=0; y=0 (рис. 1.2). 

 

Рис. 1.2. Построение области D 

Примеры и пояснения к заданиям 1.2 и 1.3 

Пояснения к пп.1–3 заданий 1.2 и 1.3. Рассмотрим блок электрон-
но-вычислительной аппаратуры (ЭВА). Для него выходными парамет-
рами будут: быстродействие, объём внутренней памяти. Внутренними 

параметрами могут быть параметры транзисторов, ёмкости конденса-
торов, тепловые характеристики элементов. Внешними параметрами 

для ЭВА будут: радиационное излучение, температура окружающей 
среды, давление, влажность, напряжение источников питания и т.п. 
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Пояснения к п.7 и п.8 задания 1.3. 
Пример 1. При проектировании транзисторного элемента ЭВМ 

необходимо рассматривать одновременно несколько частных критериев 

оптимальности. Задача векторной оптимизации для данного примера 
имеет следующий вид: 
 

maxF1(X); maxF2(X); maxF3(X); minF4(X); minF5(X); 

XD XD XD XD XD, 
 

где D – область работоспособности; F1(X) – нагрузочная способность; 
F2(X), F3(X) – помехоустойчивость; F4(X) – рассеиваемая мощность, 
F5(X) – среднее время задержки сигнала. 

Пример 2. Задача многокритериальной оптимизации может быть 
сформулирована также следующим образом. В квадрате: 

D=[–1x11;–1x21] 

заданы два критерия: 2
2

2
1212

2
2

2
1211 )1(x)1(x=),( ,4),(  xxFxxxxF , 

которые желательно минимизировать. 

ЗАДАНИЯ 

Лабораторная работа состоит из трёх заданий. Каждое задание со-

держит варианты задач и контрольные вопросы. 
В первой части лабораторной работы (см. задание 1.1) студент 

должен построить допустимую область D по заданным ограничениям. 
Для решения данной задачи студент может использовать различные 
программные продукты, например, MS Excel, Mathcad. 

Основные требования к выполнению данной части лабораторной 
работы: допустимая область D должна быть выделена или цветом или 
штриховкой (см. рис. 1.2). Можно, например, выделить периметр дан-
ной области. По графику должно быть ясно, какие ограничения исполь-

зованы. Например, можно пронумеровать ограничения, и указать соот-
ветствующие формулы на графике. 

Во второй части лабораторной работы (задание 1.2) студент должен 
по условию задачи определить ограничения и построить область рабо-
тоспособности. Область D должна быть выделена. Ответить на вопросы. 

Третья часть наиболее сложная (задание 1.3). По условию задачи 
студент определяет внутренние, внешние и выходные параметры. Опре-
деляет функциональные зависимости между данными параметрами и 

формулирует многокритериальную задачу оптимизации. 
  



ТЕМА 1: Построение математических моделей объектов проектирования 

 

14 

Задание 1.1 

Что является областью допустимых значений при указанных ниже 
ограничениях (табл. 1.1)? Изобразите графически область допустимых 

значений D. Для решения задачи можно воспользоваться графическими 
методами пакета Mathcad. 

Таблица 1.1 
Варианты задания 1 

 

№ 

вар. 
Ограничения 

№ 

вар. 
Ограничения 

№ 

вар. 
Ограничения 

1. x1 + 3x2  4 

2x1 + x2  3 

x1  0, x2  0 

2. 2x1 + 3x2  6 

3x1 + 2x2  6 

x1  0, x2  0 

3. –2x1 + x2  2 

x1  x2  2 

x2<2 

4. 2,5x1 + 3x2  5 

x1  2 

x1 + x2  6 

x1  0 

5. x1 + x2  1 

x1  2x2  1 

3x1 + x2  3 

x1  0, x2  0 

6. –4x1 + 5x2  20 

2x1 + x2  6 

x1  x2  6 

x1  0, x2  0 

7. x1 + x2  4 

3x1 + x2  4 

x1 + 5x2  4 

0  x1  3 

0  x2  3 

8. x1 + x2  1 

2x1 + x2  1 

x1 + 2x2  3 

2x1  x2  2 

x1  0, x2  0 

9. x1 + x2  1 

x1 + x2  1 

x1 + 2x2  2 

2x1  x2  2 

x1  0, x2  0 

10. x1 + x2  1 

x1 – 2x2  0 

x1  0 

11. x1 + x2  7 

x1 + x2  0 

x2  0 

12. x1 + x2  4 

2x1  x2  2 

x2  0 

13. x1 + 2x2  10 

x1 + 2x2  2 

2x1 + x2  10 

x1  0, x2  0 

14. 3x1 + 2x2  6 

5x1 + 2x2  10 

x1 + x2  1 

x1  0 

15. 2x1 + 3x2  5 

x2  2 

x1 + x2  4 

x2  0 

16. 5x1 – 2x2  3 

x1 + x2  1 

3x1 + x2  3 

3x1  3x2  2 

x1  0, x2  0 

17. x1 + x2  1 

3x1 + x2  4 

2x1  x2  1 

x1  0 

x2  0 

18. 2x1 + x2  2 

x1 + x2  3 

x1 + x2  0 

x1  0 

x2  0 

19. x1 + x2  3 

2x1 + x2  2 

x2>–5 

20. 5x1 + 3x2  5 

x1 + x2  6 

3x1  2, x1  0 

21. 3х1 + 2x2  6 

x1 + x2  4 

x1  2, x2  0 
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Задание 1.2 

Задача5. Резисторный делитель (рис. 1.3) имеет следующие выход-
ные параметры: 
 

21

21

RR

RCR


  – постоянное время перезагрузки ёмкости С; 

 
E

=P
21

2

RR 
 – мощность рассеивания; 

21

1ER
=U

RR 
 – напряжение на выходе. 

 

 

R2 

R1 
C 

10 B 

 

Рис. 1.3. Резисторный делитель 

Для приведённой выше задачи нужно: 
1. Составить перечень всех внутренних параметров резисторного де-

лителя;  

 указать, какие параметры управляемые, 

 указать область определения управляемых параметров. 
2. Указать перечень выходных параметров. 
3. Указать (если есть) внешние параметры. 
4. Указать функциональные и, по возможности, параметрические 

ограничения. 

                                                             
5 Эта задача и задача к заданию 1.3 с небольшими изменениями и с разбивкой на варианты 

приводятся из сборника примеров и задач под ред. И.П. Норенкова «Системы автоматизированного 
проектирования. Кн. 8» [1.3, с. 60 и с. 54]. 
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5. Изобразить графически допустимую область D (область работоспо-
собности). 
Варианты задания 1.2 представлены в таблице 1.2. При решении 

задачи принять: E=10В; С=1нФ (нФ=10–9Ф; мкс=10–6с; мВт=10–3Вт). 

Таблица 1.2 
Варианты задания 1.2 

 

№ варианта Условия работоспособности 

1. <0.4 мкс; P<100 мВт; 4В<U<6В  

2. <0.5 мкс; P<100 мВт; 4В<U<6В 

3. <0.6 мкс; P<100 мВт; 4В<U<6В 

4. <0.4 мкс; P<150 мВт; 4В<U<6В 

5. <0.5 мкс; P<150 мВт; 4В<U<6В 

6. <0.6 мкс; P<150 мВт; 4В<U<6В 

7. <0.4 мкс; P<100 мВт; 5В<U<6В 

8. <0.5 мкс; P<100 мВт; 5В<U<6В 

9. <0.6 мкс; P<100 мВт; 5В<U<6В 

10. <0.4 мкс; P<150 мВт; 5В<U<6В 

11. <0.5 мкс; P<150 мВт; 5В<U<6В 

12. <0.6 мкс; P<150 мВт; 5В<U<6В 

13. <0.5 мкс; P<120 мВт; 4В<U<6В 

14. <0.4 мкс; P<120 мВт; 4В<U<6В 

15. <0.6 мкс; P<120 мВт; 4В<U<6В 

16. <0.4 мкс; P<200 мВт; 4В<U<6В 

17. <0.5 мкс; P<200 мВт; 4В<U<6В 

18. <0.6 мкс; P<200 мВт; 4В<U<6В 

19. <0.5 мкс; P<100 мВт; 5В<U<7В 

20. <0.4 мкс; P<150 мВт; 4В<U<6В 

21. <0.6 мкс; P<100 мВт; 5В<U<7В 

22. <0.5 мкс; P<150 мВт; 5В<U<8В 

23. <0.5 мкс; P<120 мВт; 3В<U<5В 

24. <0.5 мкс; P<100 мВт; 3В<U<5В 
 

Задание 1.3 

Задача. Для перевозки газа спроектировать замкнутую тонкостен-

ную цилиндрическую ёмкость минимальной массы G и максимального 
объёма V (рис. 1.4). Ёмкость должна вмещать не менее V1 м3  газа (кон-
кретные значение см. в таблице 1.3 вариантов задания) при давлении 

Р=P1 Н/м2. Напряжение в радиальном направлении ёмкости  не должно 
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превышать 1 Н/м2, а окружная деформация =1 м. Радиус ёмкости – R 

и толщина стенки – t. В качестве радиуса ёмкости используется, в зави-
симости от варианта задания, либо R1 – расстояние от центра ёмкости 
до внутренней поверхности ёмкости, либо R2 – расстояние от центра 
ёмкости до середины толщины стенки (R1+t/2), либо R3 – расстояние 
от центра ёмкости до её внешней поверхности. Указанные напряжение 

и деформация могут быть записаны в виде =PR/t, =PR(2–)/2Et, где 

– коэффициент Пуассона (=0.3), E – модуль упругости (E=2*1011 
Н/м2). Длина ёмкости L= L1 м, материал для изготовления ёмкости вы-

бран с удельным весом γ= γ1 Н/м3, где γ =g,  – плотность материала, g 

– ускорение свободного падения. 

 

Рис. 1.4. Параметры цилиндрической ёмкости  

Для приведённой выше задачи нужно: 
1. Составить перечень всех внутренних параметров  

 указать, какие параметры управляемые, 

 указать область определения управляемых параметров. 

2. Составить перечень внешних параметров. 
3. Составить перечень выходных параметров. 
4. Записать целевые функции (частные критерии) G и V; 
5. Записать функциональные ограничения. 
6. Изобразить графически допустимую область D (область работоспо-

собности). 
7. Сформулировать заданную задачу как задачу нелинейного про-

граммирования, используя метод главного критерия (масса G –

главный критерий). 
8. Сформулировать заданную задачу как задачу многокритериальной 

оптимизации. 
Варианты задания 1.3 представлены в таблице 1.3. 
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Таблица 1.3 
Варианты задания 1.3 

 

№  

варианта 
Значения параметров 

1. 
V1=50 м3 P1=55*105 Н/м2 1=3*108 Н/м2 1=3*10–3м 

L1=8м γ1=7.7*104 Н/м3 R=R1 

2. 
V1=70 м3 P1=25*105 Н/м2 1=3*108 Н/м2 1=2*10–3м 

L1=9м γ1=7.8*104 Н/м3 R=R2 

3. 
V1=60 м3 P1=40*105 Н/м2 1=4*108 Н/м2 1=5*10–3м 

L1=8м γ1=7.5*104 Н/м3 R=R3 

4. 
V1=75 м3 P1=35*105 Н/м2 1=2*108 Н/м2 1=7*10–3м 

L1=10м γ1=7.4*104 Н/м3 R=R1 

5. 
V1=80 м3 P1=37*105 Н/м2 1=2*108 Н/м2 1=4*10–3м 

L1=8м γ1=7.5*104 Н/м3 R=R2 

6. 
V1=60 м3 P1=45*105 Н/м2 1=3*108 Н/м2 1=4*10–3м 

L1=7,5м γ1=7.6*104 Н/м3 R=R3 

7. 
V1=65 м3 P1=40*105 Н/м2 1=4*108 Н/м2 1=2*10–3м 

L1=7м γ1=7.7*104 Н/м3 R=R2 

8. 
V1=75 м3 P1=44*105 Н/м2 1=5*108 Н/м2 1=4*10–3м 

L1=8,5м γ1=7.6*104 Н/м3 R=R1 

9. 
V1=70 м3 P1=60*105 Н/м2 1=2*108 Н/м2 1=4*10–3м 

L1=9,5м γ1=7.8*104 Н/м3 R=R3 

10. 
V1=50 м3 P1=30*105 Н/м2 1=3*108 Н/м2 1=2*10–3м 

L1=7м γ1=7.1*104 Н/м3 R=R1 

11. 
V1=50 м3 P1=35*105 Н/м2 1=2*108 Н/м2 1=3*10–3м 

L1=8м γ1=7.3*104 Н/м3 R=R2 

12. 
V1=100 м3 P1=60*105 Н/м2 1=5*108 Н/м2 1=7*10–3м 

L1=10м γ1=7.4*104 Н/м3 R=R3 

13. 
V1=90 м3 P1=75*105 Н/м2 1=8*108 Н/м2 1=7*10–3м 

L1=10м γ1=7.6*104 Н/м3 R=R1 

14. 
V1=70 м3 P1=50*105 Н/м2 1=4*108 Н/м2 1=5*10–3м 

L1=9м γ1=7.3*104 Н/м3 R=R2 

15. 
V1=40 м3 P1=30*105 Н/м2 1=3*108 Н/м2 1=5*10–3м 

L1=6м γ1=7.5*104 Н/м3 R=R3 

16. 
V1=55 м3 P1=60*105 Н/м2 1=7*108 Н/м2 1=4*10–3м 

L1=7м γ1=7.9*104 Н/м3 R=R1 

17. 
V1=80 м3 P1=40*105 Н/м2 1=6*108 Н/м2 1=8*10–3м 

L1=7м γ1=7.2*104 Н/м3 R=R3 

18. 
V1=85 м3 P1=50*105 Н/м2 1=2*108 Н/м2 1=4*10–3м 

L1=9м γ1=7.7*104 Н/м3 R=R2 
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Окончание табл. № 1.3 

19. 
V1=75 м3 P1=45*105 Н/м2 1=4*108 Н/м2 1=3*10–3м 

L1=7м γ1=7.4*104 Н/м3 R=R1 

20. 
V1=60 м3 P1=55*105 Н/м2 1=3*108 Н/м2 1=3*10–3м 

L1=7м γ1=7.2*104 Н/м3 R=R3 

21. 
V1=65 м3 P1=60*105 Н/м2 1=6*108 Н/м2 1=5*10–3м 

L1=8,5м γ1=7.5*104 Н/м3 R=R1 

22. 
V1=70 м3 P1=40*105 Н/м2 1=4*108 Н/м2 1=6*10–3м 

L1=8м γ1=7.9*104 Н/м3 R=R2 

23. 
V1=55м3 P1=30*105 Н/м2 1=2*108 Н/м2 1=2*10–3м 

L1=6м γ1=7.4*104 Н/м3 R=R3 

24. 
V1=95 м3 P1=50*105 Н/м2 1=5*108 Н/м2 1=6*10–3м 

L1=8м γ1=7.8*104 Н/м3 R=R1 
 

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ И ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ ЗАДАНИЯ 

1.1. Может область D быть пустой? Объясните, почему? 
1.2. Может область D состоять из одного решения (варианта)?  
1.3. Сколько решений должно быть в области D, чтобы можно бы-

ло поставить задачу выбора? 
1.4. Какие параметры называют внутренними? Приведите приме-

ры. 
1.5. Какие параметры называют выходными? Приведите примеры. 

1.6. Какие параметры называют внешними? Приведите примеры. 
1.7. Построить область D, заданную следующими ограничениями: 

h1(x1, x2)=x1+x2–4=0; h2(x1, x2)=2x1–x2+1=0. 
1.8. Построить область D, заданную следующими ограничениями: 

g1(x1, x2)=2x1+x2–40; x10; x20. 
1.9. Построить область D, заданную следующими ограничениями: 

g1(x1, x2)=x1–x2+30; g2(x1, x2)=x1–x2+40. 
1.10. Сформулировать задачу многокритериальной (векторной) 

оптимизации. 
1.11. Назовите проблемы решения задач векторной оптимизации. 
1.12. Имеются два критерия F1 и F2 (оба требуется максимизиро-

вать). Множество D состоит из 11 возможных решений. Каждому 
решению соответствуют определённые значения показателей F1  и 
F2. Пусть имеются следующие векторные оценки: F(X1)=(2;4), 
F(X2)=(3;5), F(X3)=(3;3), F(X4)=(5;2), F(X5)=(4;3), F(X6)=(1;3), 
F(X7)=(2;3), F(X8)=(3;2), F(X9)=(2;2), F(X10)=(3;1), F(X11)=(2;1). 
Построить пространство оценок. 
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1.13. Имеются два критерия F1 и F2 (оба требуется минимизиро-
вать). Множество D состоит из 7 возможных решений. Каждому реше-
нию соответствуют определённые значения показателей F1  и F2 .  Пусть 

имеются следующие векторные оценки: 

Таблица 1.4 
Значения критериев F1 и F2 

 

 X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 

F1 3 8 2 4 3 2 4 

F2 1 2 7 7 4 2 3 
 

Построить пространство оценок. 
1.14. Требуется определить оптимальные значения энергетиче-

ских параметров размещённой на бомбардировщике аппаратуры радио-

противодействия x1 и x2, минимизирующие показатель эффективности 
обороны противника E(x1,x2)=64/(x1x2). Учесть, что по условиям разме-
щения на самолёте вес аппаратуры, определяемый, в зависимости от па-
раметров, формулой Q(x1,x2)=x1+2x2, не превзойдёт предельного значе-
ния Q=16, а объём V(x1,x2)=10x1+5x2 не превзойдёт значения V=60. 
Сформулировать как задачу векторной оптимизации. Построить область 
работоспособности. Определить внутренние и выходные параметры. 
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Тема 2. ВЫЧИСЛЕНИЕ ВЕСОВЫХ КОЭФФИЦИЕНТОВ 

ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ  

2.1. Общие положения 

В многокритериальных задачах оптимального проектирования воз-

никает необходимость объективной оценки важности частных критери-
ев, включаемых в обобщённые критерии оптимальности (например, ад-
дитивный, мультипликативный), в методах последовательной оптими-
зации (например, метод последовательных уступок), для сужения мно-
жества Парето (см. например, [2.1–2.3]). В связи с этим вводятся поня-
тия веса критерия и весовых коэффициентов. 

Весовые коэффициенты  – обычно обозначаются i – опреде-

ляют важность i-того критерия оптимальности и задают в количествен-
ном измерении предпочтение i-того критерия над другими критериями 

оптимальности. Чем больше значение i , тем выше вес (значимость) со-
ответствующего i-того критерия. Весовые коэффициенты должны удо-

влетворять условию 



m

i
i

1

1 , где m – количество критериев. 

Можно сказать, что веса критериев  – самое тонкое место в про-
блеме критериального анализа. Чаще всего веса назначают, исходя из 
интуитивного представления о сравнительной важности критериев. Од-
нако исследования показывают, что человек (эксперт) не способен непо-

средственно назначать критериям корректные численные веса. Необхо-
димы специальные процедуры получения весов. 

В настоящее время существуют различные направления и методы 
определения весовых коэффициентов. Одно из направлений - использо-
вание экспертных оценок. 

2.2. Методы экспертных оценок 

Основная идея экспертных методов  состоит в том, чтобы ис-
пользовать интеллект людей, их способность искать и находить реше-
ние слабо формализованных задач. В теории экспертных оценок разра-
ботан ряд методов проведения экспертизы. Наиболее эффективными 
оказались методы ранжирования , приписывания баллов  и ме-

тод средних баллов . 
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2.2.1. Метод ранжирования 

Метод ранжирования заключается в следующем. Пусть эксперти-

за проводится группой из L экспертов, которые являются квалифициро-
ванными специалистами в той области, где принимается решение. Ме-
тод ранжирования основан на том, что каждого эксперта просят расста-
вить частные критерии Fi(X), i=1, 2, …, m проектируемого объекта в по-
рядке их важности. При этом на первое место каждый эксперт ставит 

тот критерий, который он считает наиболее важным, на второе место – 
следующий по важности частный критерий и так далее.  На последнее 
место (m) каждый эксперт ставит наименее значимый, по его мнению, 
частный критерий. Таким образом, происходит ранжирование критери-
ев экспертами. Например, в таблице 2.1 три эксперта расположили кри-
терии F1 и F2 в порядке их важности. 

Таблица 2.1 

Ранжирование критериев экспертами 

Эксперты 
Места 

1 2 

1 F1 F2 

2 F2 F1 

3 F1 F2 
 

 

Эти ранги преобразовываются таким образом, что ранг 1 получает 

оценку m, ранг 2 – оценку m–1 и т.д. до ранга m, которому присваивает-
ся оценка 1. Обозначим полученные оценки rik , где индекс i обозначает 
номер i-го эксперта, индекс k относится к k-му критерию. Тогда резуль-
таты опроса экспертов можно свести в таблицу 2.2. 

Здесь в (L+1)-й строке стоят суммы оценок по каждому из m кри-
териев от L экспертов: 
 

,m,...,,i,rr
L

j
jii 21

1

 


 (2.1) 

 

а под таблицей находится их сумма 


m

i
ir

1

. 
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Таблица 2.2 
Преобразование рангов (мест) в баллы 

 

Эксперты 
Критерии 

F1 F2 . . . Fm 

1 r11 r12 . . . r1m 

2 r21 r22  r2m 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

L rL1 rL2 . . . rLm 

 оценок r1 r2 . . . rm 

 
 

 




m

i

ir

1

 

 

Тогда весовые коэффициенты определяются следующим образом: 
 

mi

r

r
m

i

i

i
i ,,2,1,

1






 . (2.2) 

 

 

2.2.2. Метод присваивания баллов 

Этот метод основан на том, что эксперты оценивают важность 
частного критерия по заданной шкале, например по шкале [0–10]. При 

этом разрешается оценивать важность дробными величинами или при-
писывать одну и ту же величину из выбранной шкалы нескольким кри-
териям [2.1, с. 28]. Обозначим через hik – балл i-го эксперта для k-того 
критерия, тогда результаты опроса экспертов можно свести в табли-
цу 2.3. 

Далее нормируем значения полученной таблицы 2.3 по формуле: 
 

 

,

1





m

k

ik

ik
ik

h

h
r  

 

(2.3) 

где 


m

k

ikh
1

 – сумма i-той строки. 
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Таблица 2.3 
Таблица баллов 

 

Эксперты 
Критерии 

Суммы строк 
F1 F2 … Fm 

1 h11 h12 … h1m 


m

k

kh
1

1  

2 h21 h22 … h2m 


m

k

kh
1

2  

3 h31 h32 … h3m 


m

k

kh
1

3  

… … … … …  

L hL1 hL2 … hLm 


m

k

Lkh
1

 

 

 

Нормированное значение rik называют весом, подсчитанным для k-
того критерия i-м экспертом. 

В результате получим таблицу нормированных оценок (табл. 2.4):  

Таблица 2.4 
Таблица нормированных оценок 

 

Эксперты 
Критерии 

F1 F2 … Fm 

1 r11 r12 … r1m 

2 r21 r22 … r2m 

3 r31 r32 … r3m 

… … … … … 

L rL1 rL2 … rLm 
 

 

Далее поступаем, как в методе ранжирования: находим сумму зна-
чений по каждому столбцу полученной таблицы (по формуле 2.1): 

m,,,i,rr
L

j
jii 21

1

 


 (см. табл. 2.5), а затем, в свою очередь, 

суммируем полученные значения: 


m

i
ir

1

. 
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Таблица 2.5 
Нахождение суммы оценок 

 

Эксперты 
Критерии 

F1 F2 … Fm 

1 r11 r12 … r1m 

2 r21 r22 … r2m 

3 r31 r32 … r3m 

… … … … … 

L rL1 rL2 … rLm 

Сумма оценок r1 r2  rm 

 

 




m

i

ir
1

 

 

Аналогично, как в методе ранжирования, применяем формулу 2.2 

для вычисления весовых коэффициентов: m,,,i,

r

r
m

i
i

i
i 21

1






 . 

2.2.3. Метод средних и медианных рангов 

В настоящее время распространены экспертные, маркетинговые, 
квалиметрические6, социологические и иные опросы [2.3], в которых 
опрашиваемых просят выставить баллы объектам, изделиям, технологи-
ческим процессам, предприятиям, проектам, заявкам на выполнение 
научно-исследовательских работ, идеям, проблемам, программам, поли-
тикам и т.п., а затем рассчитывают средние баллы и рассматривают их 
как интегральные оценки, выставленные коллективом опрошенных. Ка-

кими формулами пользоваться для вычисления средних величин? Ведь 
средних величин, как мы знаем, очень много, разных видов. Обычно 
применяют среднее арифметическое. Но такой способ некорректен, по-
скольку баллы обычно измерены в порядковой шкале. Обоснованным 
является использование медиан в качестве средних баллов. Однако пол-
ностью игнорировать средние арифметические нецелесообразно из-за 
их привычности и распространенности. Поэтому целесообразно ис-
пользовать одновременно оба метода – и метод средних арифмети-

ческих рангов (баллов), и метод медианных рангов. Такой подход 
находится в согласии с концепцией устойчивости, рекомендующей 

                                                             
6 Квалиметрия – от лат. qualio – «какой по качеству» и … метрия – «измерение». Оценка каче-

ства при помощи шкалы оценок, т.е. количественными методами. 
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использовать различные методы для обработки одних и тех же данных с 
целью согласования выводов, получаемых одновременно при всех ме-
тодах. Такие выводы, видимо, соответствуют реальной действительно-

сти, в то время как заключения, меняющиеся от метода к методу, зави-
сят от субъективизма исследователя, выбирающего метод обработки 
исходных экспертных оценок. 

2.3. Формальные методы определения весовых коэффициентов 

Рассмотрим некоторые способы и числовые приемы, позволяющие 
по информации о качестве значений частных критериев оптимальности 
определять значения весовых коэффициентов λi. 

Способ 1. Для каждого частного критерия оптимальности )(XFi , 

mi ,...,2,1  вычисляется коэффициент относительного разброса по 

формуле: 
 



 


i

ii

F

FF
i , (2.4) 

 

где )(max   ),(min XFFXFF i
DX

ii
DX

i






  , весовые коэффициенты λ i 

получают наибольшее значение для тех критериев, относительный 
разброс которых в области оценок наиболее значителен: 
 

mi
m

k
k

i
i ,...,1,    

1









 . (2.5) 

 

Способ 2. Пусть все miiF ,...,2,1,0  , тогда рассматриваются ко-

эффициенты: 






iF

iFXiF
Xi

)(
)( , 

которые характеризуют отклонение частного критерия оптималь-
ности от его наименьшего значения. 

Предположим, что важность i-того критерия оптимальности зави-
сит от выполнения неравенства: 
 

 

ii x  )(


. (2.6) 
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Здесь величины i  задаются ЛПР из условия, что чем важнее кри-

терий, тем меньше выбирается значение i . 

Пусть *
iR  - наибольший радиус шара, построенного около точки 

минимума *
iX  i-того критерия оптимальности, внутри которого точки 

)( **
ii RXdX   (шар радиуса *

iR  с центром в *
iX ) удовлетворяют усло-

вию (2.6). То есть: 









 


n

k
kk

DX
i xxR

1

2** )(max , при условии 

i

i

ii
i

F

FXF
x  






)(
)(


. 

Очевидно, что чем больше радиус шара *
iR , в котором относитель-

ное отклонение i-того критерия от его минимального значения не пре-
восходит i , тем меньше будет значение весового коэффициента λi: 

mi

R

R
m

i i

i

i ,...,1   
1

1

1
*

*






 . 

 

ЦЕЛИ И ЗАДАЧИ ЛАБОРАТОРНОЙ РАБОТЫ  

Определение весовых коэффициентов по экспертным оценкам: 

 Методом присваивания баллов. 

 Методом ранжирования. 

 Методом средних и медианных рангов. 

 

ПРИМЕРЫ  

Пример 2.1. Метод ранжирования 

Пусть имеются группа из трёх экспертов и два критерия F1 и F2. 
Эксперты их расставили в следующем порядке (см. табл. 2.6): 
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Таблица 2.6 
Ранжирование критериев экспертами 

 

Эксперты 
Места 

1 2 

1 F1 F2 

2 F2 F1 

3 F1 F2 
 

Согласно этой таблице, в экспертизе участвовало три эксперта, ко-
торые ранжировали два критерия: F1 и F2, т. е. m=2. В этой таблице мы 
видим, что 1-й эксперт поставил критерий F1 на первое место, а крите-
рий F2 – на 2-е место и т.д. 

Преобразуем таблицу 2.6 в таблицу оценок согласно правилу, ука-
занному в п. 2.2.1, и найдём сумму значений по каждому столбцу (см. 
табл. 2.7): 

Таблица 2.7 
Преобразование рангов (мест) в оценки 

 

Эксперты 
Критерии 

F1 F2 

1 2 1 

2 1 2 

3 2 1 

Сумма r1=5 r2=4 
 

Далее вычислим сумму элементов ri полученной строки (см. табли-
цу 2.8): 

Таблица 2.8 
Суммирование r1 и r2 

 

Эксперты 
Критерии 

Сумма r1и r2 

F1 F2 
1 2 1 

2 1 2 

3 2 1 

Сумма r1=5 r2=4 r1+r2=4+5=9 
 

Применяя формулу 2.2, определим весовые коэффициенты: 

i=ri/(r1+r2), i=1, 2. 

Следовательно, в нашем случае, 1=r1/(r1+r2)=5/(5+4)=5/9, 2=4/9.  

Согласно полученным результатам, 1>2, поэтому критерий F1 

важнее критерия F2. 
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Пример 2.2. Метод присваивания баллов 

Пусть имеются два критерия F1 и F2. Эксперты поставили им сле-
дующие баллы по шкале [0–10]: 

Таблица 2.9 
Приписывание баллов критериям 

 

Эксперты 
Критерии 

F1 F2 

1 8 6 

2 9 10 

3 10 8 
 

Находим сумму значений каждой строки: 

Таблица 2.10 

Нахождение сумм каждой строки 
 

Эксперты 
Критерии 

Суммы строк 
F1 F2 

1 8 6 14 

2 9 10 19 

3 10 8 18 
 

и производим нормировку баллов (таблица 2.11): 

Таблица 2.11 
Нормирование значений 

 

Эксперты 
Критерии 

F1 F2 

1 8/14 6/14 

2 9/19 10/19 

3 10/18 8/18 
 

Далее суммируем нормированные значения по каждому столбцу - 
получаем r1 и r1 и находим их сумму (см. табл. 2.12): 

Таблица 2.12 
Нахождение сумм по столбцам 

 

Эксперты 
Критерии 

Сумма r1и r2 

F1 F2 

1 8/14 6/14 

2 9/19 10/19 

3 10/18 8/18 

Сумма r11,6 r21,4 r1+r2=1,6+1,4=3 
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Определяем весовые коэффициенты (по формуле 2.2): 

i=ri/(r1+r2), i=1, 2. 
В нашем случае: 

1=r1/(r1+r2)=1,6/(1,6+1,4)=1,6/3=0,53; 

2=1,4/3=0,47. 

Таким образом, 1>2 и, следовательно, 1-й критерий F1  важнее 2-
го критерия F2. 

Замечание. Студенты всегда спрашивают: «Почему такая после-

довательность действий в данном методе? Может, сразу найти сум-
му столбцов, как в методе ранжирования?» Согласно литературным 
источникам, первоначально эксперты назначали нормированные веса 

критериям (см. замечание к п. 4.1), т. е. их сумма была равна единице. 
Но с увеличением количества критериев определение нормированных 
весов становится довольно трудной задачей. Поэтому решили сначала 
задавать веса согласно заданной шкале, а потом их нормировать. Од-

нако такой метод есть[2.3] – в этом методе находятся средние зна-
чения столбцов – и называется «Метод средних баллов». 

Пример 2.3. Метод средних баллов 

Рассчитываем средние баллы и рассматриваем их как интегральные 
оценки, выставленные коллективом опрошенных экспертов (см. табли-
цу 2.13): 

Таблица 2.13 
Расчёт среднеарифметического и медианы 

 

Эксперты 
Критерии 

F1 F2 

1 8 6 

2 9 10 

3 10 8 

Среднее 27/3=9 24/3=8 

Медиана Ме(8;9;10)=9 Ме(6;8;10)=8 
 

Для данного примера среднее арифметическое и медиана равны. 
Согласно полученным данным критерий F1 важнее критерия F2. Если 
мы перейдем к нормированным весам (весовым коэффициентам), то мы 

получим следующие значения 1=0,52940,53. и 2=0,47060,47. 
Отметим также, что значения весовых коэффициентов для рас-

смотренных методов различаются незначительно, но как правило, они 
различны. 
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ЗАДАНИЯ  

Задача 2.1. Для оценки важности параметров самолёта приглаше-
ны 5 специалистов. Рассматриваются следующие частные критерии 

(выходные параметры): 
S – скорость полёта; 
R – радиус действия; 
P – полезная нагрузка; 
C – боевой потолок. 
 

Требуется рассчитать весовые коэффициенты перечисленных кри-
териев методом ранжирования, методом присваивания баллов, а также 
методом средних и медианных баллов (задания 2.1–2.3). 

Задание 2.1. Метод ранжирования 

Экспертам было предложено ранжировать критерии, приведённые 
в задаче 2.1, в порядке их важности. Рассчитайте весовые коэффициен-

ты частных критериев из задачи  2.1 по методу ранжирования, исполь-
зуя таблицу своего варианта. Сделайте выводы о значимости каждого из 
критериев. 

 

Вариант 1. Ранжирование критериев экспертами 
 

Эксперты 
Места 

1 2 3 4 

1 P S R C 

2 P C R S 

3 P S C R 

4 P C R S 

5 P S C R 
 

 

Вариант 2. Ранжирование критериев экспертами 
 

Эксперты 
Места 

1 2 3 4 

1 S P R C 

2 P C R S 

3 P S C R 

4 P C R S 

5 P S C R 
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Вариант 3. Ранжирование критериев экспертами 
 

Эксперты 
Места 

1 2 3 4 

1 S P R C 

2 P S R C 

3 P S R C 

4 P C S R 

5 P S C R 
 

 

Вариант 4. Ранжирование критериев экспертами 
 

Эксперты 
Места 

1 2 3 4 

1 P S R C 

2 P C R S 

3 P S C R 

4 P C S R 

5 S P C R 
 

 

Вариант 5. Ранжирование критериев экспертами 
 

Эксперты 
Места 

1 2 3 4 

1 P S R C 

2 S P R C 

3 P S C R 

4 P C R S 

5 P S C R 
 

 

Вариант 6. Ранжирование критериев экспертами 
 

Эксперты 
Места 

1 2 3 4 

1 P S R C 

2 P C R S 

3 S P R C 

4 P C R S 

5 P S C R 
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Вариант 7. Ранжирование критериев экспертами 
 

Эксперты 
Места 

1 2 3 4 

1 P S R C 

2 P C R S 

3 P S C R 

4 P S R C 

5 P S C R 
 

 
Вариант 8. Ранжирование критериев экспертами 

 

Эксперты 
Места 

1 2 3 4 

1 P S R C 

2 P C R S 

3 P S C R 

4 P C R S 

5 P S C R 
 

 

Вариант 9. Ранжирование критериев экспертами 
 

Эксперты 
Места 

1 2 3 4 

1 P S R C 

2 P S R C 

3 P S C R 

4 P R C S 

5 P S C R 
 

 

Вариант 10. Ранжирование критериев экспертами 
 

Эксперты 
Места 

1 2 3 4 

1 P S R C 

2 P C R S 

3 P S C R 

4 P S R C 

5 S P C R 
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Вариант 11. Ранжирование критериев экспертами 
 

Эксперты 
Места 

1 2 3 4 

1 P S R C 

2 S P R C 

3 P S C R 

4 P C R S 

5 P S C R 
 

 
Вариант 12. Ранжирование критериев экспертами 

 

Эксперты 
Места 

1 2 3 4 

1 S P R C 

2 P R S C 

3 P S C R 

4 P S R C 

5 P S C R 
 

 

Вариант 13. Ранжирование критериев экспертами 
 

Эксперты 
Места 

1 2 3 4 

1 P S R C 

2 P R C S 

3 P S C R 

4 P S R C 

5 P S C R 
 

 

Вариант 14. Ранжирование критериев экспертами 
 

Эксперты 
Места 

1 2 3 4 

1 S P R C 

2 P S R C 

3 P S C R 

4 P S R C 

5 P S C R 
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Вариант 15. Ранжирование критериев экспертами 
 

Эксперты 
Места 

1 2 3 4 

1 P S R C 

2 P R S C 

3 P S C R 

4 P C R S 

5 P S C R 
 

 
Вариант 16. Ранжирование критериев экспертами 

 

Эксперты 
Места 

1 2 3 4 

1 P S R C 

2 P R S C 

3 S P C R 

4 P C R S 

5 P S C R 
 

 

Вариант 17. Ранжирование критериев экспертами 
 

Эксперты 
Места 

1 2 3 4 

1 P S R C 

2 P R S C 

3 P S C R 

4 P C R S 

5 S P  C R 
 

 

Вариант 18. Ранжирование критериев экспертами 
 

Эксперты 
Места 

1 2 3 4 

1 P S R C 

2 P R S C 

3 P S C R 

4 C P  S R  

5 P S C R 
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Вариант 19. Ранжирование критериев экспертами 
 

Эксперты 
Места 

1 2 3 4 

1 P S C R  

2 R P  S C 

3 P S C R 

4 P C R S 

5 P S C R 
 

 
Вариант 20. Ранжирование критериев экспертами 

 

Эксперты 
Места 

1 2 3 4 

1 P S C R  

2 P R S C 

3 P S C R 

4 P C R S 

5 S P  C R 
 

 

 

Задание 2.2. Метод присваивания баллов 

Определите коэффициенты i для критериев S, R, P, C (см. зада-

чу 2.1) по методу присваивания баллов, используя шкалу [0–10]. Сде-
лайте выводы о значимости каждого из критериев. 

 
Вариант 1. Метод присваивания баллов 

 

Эксперты 
Критерии 

S R P C 

1 4 6 8 3 

2 8 6 4 2 

3 4 8 6 3 

4 8 6 4 5 

5 4 8 6 2 
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Вариант 2. Метод присваивания баллов 
 

Эксперты 
Критерии 

S R P C 

1 6 4 8 2 

2 8 6 4 3 

3 4 6 8 2 

4 8 6 5 4 

5 4 8 6 2 
 

 

Вариант 3. Метод присваивания баллов 
 

Эксперты 
Критерии 

S R P C 

1 4 6 8 2 

2 6 8 6 4 

3 4 6 8 2 

4 8 6 4 5 

5 4 8 6 2 
 

 

Вариант 4. Метод присваивания баллов 
 

Эксперты 
Критерии 

S R P C 

1 2 6 8 4 

2 8 6 4 2 

3 4 8 6 3 

4 6 8 4 2 

5 4 6 8 5 
 

 

Вариант 5. Метод присваивания баллов 
 

Эксперты 
Критерии 

S R P C 

1 4 6 8 4 

2 6 8 4 7 

3 2 6 8 4 

4 8 6 4 5 

5 4 8 6 2 
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Вариант 6. Метод присваивания баллов 
 

Эксперты 
Критерии 

S R P C 

1 4 6 8 5 

2 8 4 6 2 

3 7 8 6 4 

4 8 6 4 2 

5 2 8 6 4 
 

 

Вариант 7. Метод присваивания баллов 
 

Эксперты 
Критерии 

S R P C 

1 2 6 8 4 

2 8 6 4 2 

3 3 8 6 5 

4 8 4 6 2 

5 6 8 4 3 
 

 

Вариант 8. Метод присваивания баллов 
 

Эксперты 
Критерии 

S R P C 

1 4 6 8 5 

2 8 6 4 2 

3 5 8 6 4 

4 8 6 4 2 

5 8 4 6 3 
 

 

Вариант 9. Метод присваивания баллов 
 

Эксперты 
Критерии 

S R P C 

1 4 6 8 2 

2 7 6 8 4 

3 4 8 6 3 

4 8 6 2 4 

5 4 8 6 2 
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Вариант 10. Метод присваивания баллов 
 

Эксперты 
Критерии 

S R P C 

1 4 6 8 4 

2 6 8 4 2 

3 4 8 6 5 

4 8 6 2 4 

5 3 8 6 4 
 

 

Вариант 11. Метод присваивания баллов 
 

Эксперты 
Критерии 

S R P C 

1 6 5 8 2 

2 8 6 4 5 

3 2 8 6 4 

4 4 6 8 2 

5 4 8 6 4 
 

 

Вариант 12. Метод присваивания баллов 
 

Эксперты 
Критерии 

S R P C 

1 4 6 8 2 

2 8 6 2 4 

3 6 10 4 3 

4 8 6 4 2 

5 5 8 6 4 
 

 

Вариант 13. Метод присваивания баллов 
 

Эксперты 
Критерии 

S R P C 

1 4 6 8 3 

2 8 4 6 2 

3 2 8 6 4 

4 8 6 2 4 

5 6 8 4 3 
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Вариант 14. Метод присваивания баллов 
 

Эксперты 
Критерии 

S R P C 

1 2 6 8 4 

2 6 8 4 2 

3 4 8 6 5 

4 9 4 4 6 

5 4 8 6 3 
 

 

Вариант 15. Метод присваивания баллов 
 

Эксперты 
Критерии 

S R P C 

1 4 2 8 6 

2 8 6 4 2 

3 4 8 6 3 

4 10 6 2 4 

5 6 8 4 2 
 

 

Вариант 16. Метод присваивания баллов 
 

Эксперты 
Критерии 

S R P C 

1 5 3 8 6 

2 8 6 4 2 

3 4 8 6 2 

4 8 6 2 4 

5 6 8 4 3 
 

 

Вариант 17. Метод присваивания баллов 
 

Эксперты 
Критерии 

S R P C 

1 5 4 8 5 

2 8 6 4 3 

3 5 8 6 2 

4 8 6 3 4 

5 6 8 4 2 
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Вариант 18. Метод присваивания баллов 
 

Эксперты 
Критерии 

S R P C 

1 4 2 6 8 

2 8 7 4 2 

3 4 8 6 3 

4 8 6 2 4 

5 6 8 4 5 
 

 

Вариант 19. Метод присваивания баллов 
 

Эксперты 
Критерии 

S R P C 

1 4 3 8 6 

2 9 6 2 4 

3 4 8 6 2 

4 8 6 2 4 

5 6 8 4 3 
 

 

Вариант 20. Метод присваивания баллов 
 

Эксперты 
Критерии 

S R P C 

1 5 3 8 6 

2 8 6 4 2 

3 4 8 6 4 

4 10 6 5 4 

5 6 8 4 3 
 

 

Задание 2.3. Метод средних баллов 

Используя свой вариант из задания 2.2, определите весовые коэф-
фициенты критериев S, R, P и C методом средних арифметических и 

медианных баллов (рангов). 
Сравните результаты, полученные методом присваивания баллов, 

методом средних арифметических и медианных баллов. 
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КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ И ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ ЗАДАНИЯ  

2.1. Приведите практические примеры многокритериальных задач 
принятия решений (бытовых, учебных, производственных, …). 

2.2. Сформулируйте причины (источники) появления нескольких 
критериев в задачах принятия решений. Постарайтесь конкретизировать 
ответ и проиллюстрировать его примерами. 

2.3. Для метода ранжирования при помощи встроенных функций 
MS Excel попробуйте написать формулу, переводящую ранги (баллы) в 
оценки7. 

2.4. Чему равна сумма весовых коэффициентов i. 

2.5. Приведите примеры, где используются весовые коэффициен-
ты. 

2.6. Какой смысл имеют весовые коэффициенты. 
2.7. Приведите методы определения весовых коэффициентов. 
2.8. Каким образом вычисляются весовые коэффициенты по мето-

ду приписывания баллов? 
2.9. Порядок вычисления весовых коэффициентов по методу ран-

жирования критериев. 

СПИСОК РЕКОМЕНДУЕМОЙ ЛИТЕРАТУРЫ  

2.1. Корячко В.П. Теоретические основы САПР: Учебник для ву-
зов / В.П. Корячко, В.М. Курейчик, И.П. Норенков. – М.: Энергоатомиз-
дат, 1987. – 400 с.: ил. 

2.2. Подиновский В.В. Введение в теорию важности критериев в 
многокритериальных задачах принятия решений / Учебное пособие для 
вузов. М.: Физматлит, 2007. – 64 с. 

2.3. Орлов А.И. Экспертные оценки // http://www.aup.ru/books/m 

154/. 
2.4. Гладких Б. А. Методы оптимизации и исследование операций 

для бакалавров информатики. Ч. III. Теория решений: учебное пособие. 
– Томск, Издательство НТЛ, 2012. – 280 с. 

2.5. Горбунов В.М. Курс лекций по ТПР. Лекция №4 «Методы вы-
числения весовых коэффициентов» // http://portal.tpu.ru:7777/SHARED/ 
g/GVM/student/Tab1/DM_Part_1.doc. 

 

                                                             
7 Подсказка: можно воспользоваться функциями MS Excel ЕСЛИ или ПОИСКПОЗ. 
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Тема 3. ОПТИМАЛЬНОСТЬ ПО ПАРЕТО8 

ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ 

Краеугольным понятием в многокритериальной оптимизации явля-
ется недоминируемая или парето-оптимальная альтернатива. Именно 
поэтому так актуальны методы, позволяющие выделять из набора воз-

можных решений подмножества парето-оптимальных альтернатив. 

Для всякого решения XD набор его оценок по всем критериям, 
т. е. набор (F1(X), F2(X), . . ., Fm(X)), есть векторная оценка реше-
ния X. Векторная оценка X содержит полную информацию о ценности 
(полезности) этого решения для ЛПР, поэтому сравнение любых двух 

решений заменяется сравнением их векторных оценок. 
Пусть в МЗО требуется получить меньшие значения каждого част-

ного критерия (минимизировать частные критерии) Fi(X). Примем сле-
дующие определения. 

Определение. Пусть имеются два решения X1 и X2. Говорят, что 

решение X1 лучше решения X2 (предпочтительнее , эффективнее ,  
доминирует над решением X2), если Fi(X1)≤Fi(X2) для всех i=1, 2, 

…, m, и хотя бы для одного j-го критерия выполняется строгое нера-
венство Fj(X1)<Fj(X2)9. 

Определение. Если решение не доминируемо никаким другим ре-

шением, то оно называется оптимальным в смысле Парето  (или: 
парето-оптимальным, недоминируемым, а также эффектив-
ным решением). Множество всех парето-оптимальных (эффективных) 

точек обозначают латинской буквой P. Очевидно, что PD. 
Определение. Множество векторных оценок, соответствующих 

множеству эффективных точек, называют областью компромиссо в  
(переговорным множеством) или множеством Парето в об-

ласти критериев . Будем обозначать это множество YP (YP YD)10. 
Определение. Множество векторных оценок, соответствующих 

множеству неэффективных точек (доминируемых решений), называют 

областью согласия  Yc (множество Yc также принадлежит множеству 
YD). 

                                                             
8 Парето, Вильфредо (1848-1923) – итальянский инженер, экономист и социолог. 
9 Не забываем, что нам нужно минимизировать все частные критерии. Как перейти от 

max Fi(X) к min Fi(X) – см. «Введение», с. 6.  
10 Определение множества YD см. в теме 1., п. «Теоретические основы». 
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Замечание. Оптимальность по Парето означает, что нельзя 

дальше улучшать значение одного критерия, не ухудшая при этом хотя 
бы одного из остальных. 

3.1. Нахождение парето-оптимальных решений.  
Аналитический подход  

Особый интерес для практики представляет случай двумерного 

пространства YD, т. е. когда m=2. Тогда множество паретовских точек 
есть одномерное многообразие на плоскости, которое допускает удоб-
ное графическое представление. 

Определение. Множество паретовских точек в двумерном про-

странстве критериев называют компромиссной кривой (КК). 
Если функции F1(X) и F2(X) дифференцируемы, то можно попы-

таться найти геометрическое место точек соприкосновения поверхно-
стей F1(X) и F2(X). В таких точках: 
 

gradF1=− gradF2, 0  ∞. (3.1) 
 

Последнее векторное уравнение равносильно n скалярным алгеб-
раическим уравнениям: 
 

n
x

F

x

F

jj

,...,1,2=j  ,21









 (3.2) 

 

которые определяют кривую: 
 

x1=1(), …, xn=n() (3.3) 
 

в пространстве параметров. Если участок этой кривой, на котором 

0, принадлежит множеству D, то он принадлежит и множеству P (P – 
множество Парето). 

Участок компромиссной кривой (КК) в этом случае определяется 
параметрическими уравнениями: 
 

 

F1=F1(1(), …, n()),  

F2=F1(1(), …, n()), (3.4) 

0.  
 

3.2. Численные методы получения множеств Парето 

Рассмотрим случай, когда n= m=2, где n – размерность простран-

ства D, а m – размерность пространства YD , т. е. имеем: X(x1, x2) и F(F1 ,  
F2). 
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3.2.1. Порядок вычислений  

Шаг 1. Подготовительный этап. В области D генерируем N пар то-
чек, используя датчик случайных чисел, распределённых по равномер-
ному закону. Получаем множество точек DN. Для этих точек находим 
значения критериев F1 и F2. Строим критериальное пространство YDN 
(пространство оценок), т. е. векторные оценки представляем точками 
координатной плоскости (по оси абсцисс откладываем значения локаль-

ного критерия F1, по оси ординат – значения локального критерия F2 .  
(см. рис. 3.6).  

Шаг 2. Используя понятие оптимальности по Парето, строим ком-
промиссную кривую ККN в области YDN. 

Шаг 3. Находим паретовские точки PN в области DN, соответству-
ющие точкам ККN. 

ЦЕЛИ И ЗАДАЧИ ЛАБОРАТОРНОЙ РАБОТЫ 

В процессе выполнения лабораторной работы студент должен 
научиться:  

 графически определять области противоречия частных крите-

риев (множество P) для случая n=1 и m=2 (где n – размерность про-
странства параметров, m – размерность пространства критериев); 

 находить парето-оптимальные решения аналитически для 

случая n= m =2; 
 находить парето-оптимальные решения численно для случая 

n= m =2. 

ПРИМЕРЫ 

Пример 3.1.  
Графический способ определения множества P 

Построить графики функций F1(x) и F2(x) и в D найти такую об-
ласть, где критерии F1(x) и F2(x) противоречивы (т. е. найти множество 

решений P, оптимальных по Парето). 
Пусть в области D=[0;4] заданы два критерия F1(x)=(x–1)2+1 и 

F2(x)=(x–2)2+2, которые нужно минимизировать11. Построим графики 
этих функций (см. рис. 3.1): 

Проведём исследование функций F1(x) и F2(x). На отрезке [0;1] обе 
функции убывают, а на отрезке [2;4] – возрастают. 

На отрезке [1;2] функция F1(x) возрастает, а функция F2 убывает. 

                                                             
11 Т. о. , имеем случай n=1, m=2, где n – размерность D, m – размерность YD. 
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Рис. 3.1. Графики функций F1(x) и F2(x) 

Следовательно, на отрезке [1;2] функции противоречивы и дан-
ный отрезок является множеством решений, оптимальных по Парето, 

т. е. это есть множество P (см. рис. 3.2): 

 

Рис. 3.2. Графический способ определения области P 

Пример 3.2.  
Аналитический способ определения паретовских решений 

В квадрате D=[–1 x1  1, –1 x2  1] заданы два критерия:  

,11 ,4),( 2

2

2

1212

2

2

2

1211
)(x))=(x,x(x FxxxxF   

которые желательно минимизировать12. 
Находим минимумы функций F1 и F2. Абсолютные минимумы 

находятся в точках (0,0) и (–1,1) и принадлежат области D.  

                                                             
12 Т. о., имеем случай n=m=2, где n – размерность D, m – размерность YD. 
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Находим частные производные: 
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Руководствуясь формулой (3.2), составляем систему уравнений: 
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Отсюда получаем параметрические уравнения кривой в простран-
стве параметров: 
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Параметрические уравнения КК будут иметь следующий вид: 
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Закономерность компромиссной кривой: критерий F1 возрастает от 
0 до 5, а критерий F2 убывает от 2 до 0. 

Построим графики паретовских кривых в области D и в простран-
стве критериев (рис. 3.3 и рис. 3.4). 

 

Рис. 3.3. Область D и множество P 
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Рис. 3.4. Компромиссная кривая 

Пример 3.3. 
Численные методы определения паретовских решений 

Решение. Постановку задачи возьмём из примера 3.2. В квадрате 

D=[–1 x1  1, –1 x2  1] заданы два критерия: 

,11 ,4),( 2

2

2

1212

2

2

2

1211
)(x))=(x,x(x FxxxxF   которые желательно 

минимизировать. 
Возьмём, например, N=50 и, используя датчик равномерно распре-

делённых точек, определим в области D N пар точек. Получим множе-
ство DN (см. рис. 3.5)13. Потом вычислим значения векторного критерия 
F в точках этой сетки, получим N пар оценок YDN в критериальном про-
странстве (рис. 3.6). 

Далее, используя определение оптимальности по Парето, находим 
парето-оптимальные оценки – обозначим их ККN – в области YDN (см. 
рис. 3.7). Как следует из теории, множество парето-оптимальных оценок 
– это юго-западная граница множества YDN (напомним, что в нашем 
случае критерии минимизируются). 

Затем, зная парето-оптимальные оценки, находим соответствую-
щие им парето-оптимальные решения – множество PN в пространстве 
параметров (см. рис. 3.8). 

Полученные решения можно свести в таблицу 3.1: 
  

                                                             
13 Здесь для построений использовался пакет Mathcad. 
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Таблица 3.1 
Паретовские решения и паретовские оценки при N =50 

 

Паретовские решения 
Паретовские  

оценки 

x1 x2 F1 F2 

0,0475 –0,2200 0,1958 2,5855 

–0,1025 0,2481 0,1990 2,1234 

–0,5600 0,2724 0,2568 1,3708 

–0,6132 0,9594 0,6105 0,7230 

–0,5346 0,3828 0,6718 0,5976 

–0,5733 0,7562 2,6116 0,2415 

0,2150 0,1955 4,0575 0,1513 
 

Если сравнить решения, полученные численным методом, с теоре-
тическими результатами (см. рис. 3.4 и рис. 3.7), то мы увидим, что чис-
ленный результат «дал» две точки, которые не являются паретовскими 
оценками. На рис. 3.7 они обведены красным. Это связано с тем, что мы 
взяли малое количество точек N. Например, при N=500 получим более 
точный результат (см. рис. 3.9). 

 

Рис. 3.5. Множество решений DN 
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Рис. 3.6. Множество оценок YDN 

 

Рис. 3.7. Компромиссная кривая KKN 
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Рис. 3.8. Множество решений PN 

 

Рис. 3.9. Пространство оценок при N=500 и КК (красные точки) 

Из рисунка 3.9 видно, что при больших значениях N фронты Паре-
то для численного и теоретического способа сближаются. Таким обра-
зом, множество Парето на указанной сетке является при большом N 
приближением множества Парето на D. 
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ЗАДАНИЯ  

Задание 3.1.  
Графический способ определения множества P 

В следующих многокритериальных задачах (табл. 3.2 и 3.3) по-
строить графики функций F1(x) и F2(x) и найти область парето-

оптимальных решений (область P). Выделить на графике области P и D. 

Таблица 3.2 
Варианты с 1 по 10 к части 1. Графическое определение области P 

 

Вариант 1 Вариант 2 

D=[0,5;1,5]; 
24

1 63)( xxxF  ; 

xxxF  2)(2 . 

D=[0,3;2]; 

)ln()(1 xxxF  ; 

xxF )(2 . 

Вариант 3 Вариант 4 

D=[0;1]; 
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1
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
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x
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14
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2

2
)5()(  xxF . 

Вариант 5 Вариант 6 

D=[–0,5;0,5]; 
2

1 1)( xxxF  ; 

xxxF sin2)(2  . 

D=[1;4]; 

4

2

1

24
)(

x

x
xF


 ; 

2

2 )3()(  xxF . 

Вариант 7 Вариант 8 

D=[0;1,5]; 

xxF )(
1

; 

xxxxF 23)( 23

2  . 

D=[0;2]; xxF )(
1

; 










2.x<1   ;0

,10;1
)(

2

xx
xF .  

Вариант 9 Вариант 10 

D=[1;6]; 

x

x
xF

24
)(

2

1


 ; 

3)3()( 2

2  xxF . 

D=[1;4]; 

41

25
)(

x

x
xF


 ; 

2)2()( 2

2  xxF . 
 

В последующих вариантах принять: 
D=[0,1]; F1(x)=ax+b(1–x), F2(x)=x(1–x),  

где a, b, ,  – положительные константы (см. табл. 3.3).  
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Таблица 3.3 
Варианты с 11 по 20 к части 1. Графическое определение области P 

 

№ варианта a b     

11 1 2 1 1 

12 2 1 1 1 

13 2 1 2 1 

14 1 2 2 1 

15 –1 1 1 1 

16 –1 1 2 1 

17 1 –1 1 1 

18 1 –1 2 1 

19 1 –1 1 2 

20 –1 1 1 2 
 

Задание 3.2.  
Аналитический способ определения паретовских решений 

В области D заданы два критерия, которые нужно минимизировать. 

Построить аналитически область Р  D и компромиссную кривую 
(КК). Варианты заданий приведены в таблице 3.4. 

Таблица 3.4 
Варианты заданий 3.2. и 3.3. Построение области P и компромиссной 

кривой аналитически и численно 

№ 

варианта

 

Область определения Критерии

 

1. ]36[ 2
2

2
1  xxD ;

 
.4)3(

;)3()2(
2

2

2

12

2

2

2

11

xxF

xxF





 

2. ]49[ 2
2

2
1  xxD ;

 
.4)2(

;)3()2(
2

2

2

12

2

2

2

11

xxF

xxF





 

3. 









;31

,11

2

1

x

x
D  

.)3(

;)2()1(

2

2

2

12

2

2

2

11





xxF

xxF

 

4. 









;x

,x
D

11

11

2

1

 
.)1(

;)1(
2

2

2

12

2

2

2

11

xxF

xxF





 

5. 









;11

,11

2

1

x

x
D  

.)1(

;)1(

2

2

2

12

2

2

2

11

xxF

xxF




 

6.

 








;11

,11

2

1

x

x
D  

.)1(

;)1(

2

2

2

12

2

2

2

11

xxF

xxF




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Окончание табл. № 3.4 

7. 









;5,01

;5,01

2

1

x

x
D

 
.)1(

;)5,0(

2

2

2

12

2

2

2

11

xxF

xxF





 

8. 









;15,0

,15,0

2

1

x

x
D  

.)5,0(

;)1(

2

2

2

12

2

2

2

11

xxF

xxF




 

9. ];49[ 2

2

2

1
 xxD  

.4)3(

;)3()1(

2

2

2

12

2

2

2

11

xxF

xxF




 

10. 









;11

,11

2

1

x

x
D  

.)1()12(

;4

2

2

2

12

2

2

2

11





xxF

xxF
 

11. ];16[ 2
2

2
1  xxD  

.4)3(

;)2()2(

2

2

2

12

2

2

2

11

xxF

xxF




 

12. ];25[ 2

2

2

1
 xxD  

.4)2(

;)3()2(

2

2

2

12

2

2

2

11

xxF

xxF




 

13. ];49[ 2

2

2

1
 xxD  

.4)1(

;)3()2(

2

2

2

12

2

2

2

11

xxF

xxF




 

14. 









;11

,11

2

1

x

x
D  

.)x()x(F

;)x()x(F

2
2

2
12

2
2

2
11

3131

2
1

2
1




 

15. 









;10

,10

2

1

x

x
D  

.)12/7()3/2(

;)12/5()3/1(

2

2

2

12

2

2

2

11





xxF

xxF
 

16. 









;11

,20  

2

1

x

x
D  

.28

;)1()2(

2

2

2

12

2

2

2

11

xxF

xxF




 

17. 









10   

02

2

1

x

x
D  

.2

)1()2(

2

2

2

12

2

2

2

11

xxF

xxF




 

18. 









;x   

,x
D

10

01

2

1
 

.2

;)1()1(

2

2

2

12

2

2

2

11

xxF

xxF




 

19. 









;x   

,x
D

10

02

2

1
 

.2)1(

;)1()2(

2

2

2

12

2

2

2

11

xxF

xxF




 

20. ];xx[D 252
2

2
1   

.4)1(

;)3()2(

2

2

2

12

2

2

2

11

xxF

xxF




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Задание 3.3.  
Численные методы определения паретовских решений 

Используя свой вариант из задания 3.2, найдите численно паретов-

ские решения. Для этого: 
1. задайте в области D при помощи датчика случайных чисел, 

распределённых по равномерному закону14, множество решений DN (см. 
пример 3.3); 

2. найдите множество оценок в критериальном пространстве YDN; 
3. постройте компромиссную кривую КК; 
4. найдите паретовские точки PN в области DN, соответствующие 

точкам ККN. 

Требования к программному продукту. 
Предусмотреть: 
1. Ввод числа точек N с клавиатуры. 
2. Вывод данных как в графической форме, так и в табличной.  В 

таблице указать число решений, оптимальных по Парето и значения па-
ретовских решений (см., например, рис. 3.5-3.8 и табл. 3.1из приме-
ра 3.3). 

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ И ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ ЗАДАНИЯ 

3.1. Каков смысл доминирования по Парето одного варианта над 

другим? 
3.2. Что такое недоминируемый вариант? Почему на роль наилуч-

ших могут претендовать только недоминируемые варианты? 
3.3. Имеются два критерия F1 и F2 (оба требуется максимизиро-

вать). Множество D состоит из 11 возможных решений. Каждому реше-
нию соответствуют определённые значения показателей F1  и F2 .  Пусть 
имеются следующие векторные оценки: F(X1)=(2;4), F(X2)=(3;5), 
F(X3)=(3;3), F(X4)=(5;2), F(X5)=(4;3), F(X6)=(1;3), F(X7)=(2;3), 

F(X8)=(3;2), F(X9)=(2;2), F(X10)=(3;1), F(X11)=(2;1). Используя принцип 
оптимальности по Парето, найти эффективные решения. 

3.4. Имеются два критерия F1 и F2 (оба требуется минимизиро-
вать). Множество D состоит из 7 возможных решений. Каждому реше-
нию соответствуют определённые значения показателей F1  и F2 .  Пусть 
имеются следующие векторные оценки (табл. 3.5): 

 

  

                                                             
14 Можно воспользоваться пакетом Mathcad или попытаться реализовать задачу на каком-либо 

языке программирования: C++, Delphi или др.  
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Таблица 3.5 
Значения критериев F1 и F2 

 

 X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 

F1 3 8 2 4 3 2 4 

F2 1 2 7 7 4 2 3 
 

Используя принцип оптимальности по Парето, найти эффективные 

решения. 
3.5. Пусть имеется 4 критерия (m=4) и 5 решений (см. табл. 3.6). 

Критерии максимизируются. Найти парето-оптимальные решения и 
оценки. 

Таблица 3.6 
Значения критериев F1 – F4 

 

Решения 
Критерии 

F1 F2 F3 F4 

X1 4 0 3 2 

X2 5 0 2 2 

X3 2 1 1 3 

X4 5 0 1 2 

X5 3 1 2 3 
 

3.6. Задача. Пусть имеется n=5 возможных вариантов автомо-

бильной дороги между двумя населёнными пунктами и требуется вы-
брать наиболее полезный вариант. Полезность вариантов оценивается 
по m=4 критериям: 

F1 – длина трассы; 
F2 – потенциальная экономическая эффективность эксплуатации; 
F3 – стоимость технического обслуживания; 
F4 – продолжительность строительства. 

Получены следующие оценки (см. таблицу 3.7): 

Таблица 3.7 
Значения критериев для выбора автомобильной дороги 

 

Решения 
Критерии 

F1 F2 F3 F4 

X1 3 4 3 6 

X2 3 5 2 1 

X3 3 3 4 2 

X4 3 2 4 1 

X5 5 6 6 2 
 

Найти парето-оптимальные решения и оценки.  
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3.7. Задача. Дано множество оценок (критериальное пространство, 
см. рис. 3.10):  

 
Рис. 3.10. К заданию 3.7 

Найти оценки, оптимальные по Парето (компромиссную кривую). 
Критерии F1 и F2 минимизируются. 

3.8. Задача. Дано множество оценок (см. рис. 3.11): 

 
Рис. 3.11. К заданию 3.8 

Найти КК (компромиссную кривую). Критерии максимизируются. 
3.9. Задача. Дано множество оценок (критериальное простран-

ство) – см. рис. 3.12: 

 
Рис. 3.12. К заданию 3.9 

Найти КК. Критерии максимизируются.  
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3.10. Задача. Перед студентом N была поставлена задача: 
«Дано: 

];16[ 2
2

2
1  xxD  

.4)3(

;)2()2(

2
2

2
12

2
2

2
11

xxF

xxF




 

Найти: область Р и КК. Критерии минимизируются.» 
Решение задачи студентом N (используется пакет Mathcad): 






1

32
,solve)62(42

111
xxx  




41

2
,solve842

222
xxx

 
На рис. 3.13,а студент изобразил область D и, на основе получен-

ных выше параметрических уравнений, построил область P.  На другом 
рисунке (3.13, б) он попытался изобразить компромиссную кривую. 

Правильно ли определены Р и КК на рис. 3.13 (красный цвет)? 

 

Рис. 3.13. Решение задачи студентом N: 

а – пространство параметров; б – пространство критериев 

3.11. При выборе квартиры в качестве критериев взяты: F1  – мет-
раж (м2), F2 – время поездки на работу (в мин.), F3– время поездки в зо-

ну отдыха (в мин.), при этом критерий F1 желательно максимизировать, 
а критерии F2 и F3 – минимизировать. Найти парето-оптимальные ре-
шения. Выполнить сужение парето-оптимального множества с помо-
щью указания нижних границ критериев. Например, следующие огра-
ничения на критерии: метраж – не менее 45 м2; время поездки на работу 
– не более 30 мин.; время поездки в зону отдыха – не более 20 мин.  
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Таблица 3.8 
Данные для выбора квартиры 

 

Вариант 
Критерий 

F1 F2 F3 

1 60 50 30 

2 50 45 25 

3 45 30 20 

4 60 40 30 

5 42 20 10 

6 45 30 15 

7 48 45 25 
 

СПИСОК РЕКОМЕНДУЕМОЙ ЛИТЕРАТУРЫ 

3.1. Подиновский В.В., Ногин В.Д. Парето-оптимальные решения 
многокритериальных задач. – М.: Наука, 1982. – 254 с.  

3.2. Соболь И.М., Статников Р.Б. Выбор оптимальных параметров 
в задачах со многими критериями. – М.: Наука, 1982. – 110 с.  

3.3. Ногин В.Д. Принятие решений в многокритериальной среде. 
Количественный подход. – М.: Физматлит, 2002. – 176 с.  

3.4. Соболь И.М., Статников Р.Б. Выбор оптимальных параметров 
в задачах со многими критериями: учеб. пособие для вузов // Оптимиза-
ция. – Дрофа, 2006. – 182 с. 

3.5. Мушик Э., Мюллер П. Методы технических решений: Пер. с 

нем. – М.: Мир, 1990. – 208 с., ил. 
3.6. Б. А. Гладких. Методы оптимизации и исследование операций 

для бакалавров информатики. Ч. III. Теория решений: учебное пособие. 
– Томск, Издательство НТЛ, 2012. – 280 с. 

3.7. Горбунов В.М. Лекции по ТПР. Лекция №3. Оптимальность по 
Парето // http://portal.tpu.ru:7777/SHARED/g/GVM/student/Tab1/DM_Part 
_1.doc 

 



ТЕМА 4: Методы свёртывания частных критериев 

 

60 

Тема 4. МЕТОДЫ СВЁРТЫВАНИЯ ЧАСТНЫХ КРИТЕРИЕВ 

ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ 

Одним из подходов к поиску компромиссного решения ЗВО15 явля-
ется сведение её к задаче параметрической оптимизации, т. е.  сведение 
её к однокритериальной (скалярной) оптимизации. Иначе говоря, част-
ные критерии Fi(X) тем или иным способом объединяются в составной 
(обобщённый) критерий f(X)=Ф[F1(X), F2(X), . . . , Fm(X)] , который за-

тем оптимизируется. Под построением обобщённого критерия в МЗО 
понимается процедура, которая «синтезирует» набор оценок по задан-

ным частным критериям в единую численную оценку, выражающую 
итоговую полезность этого набора оценок для ЛПР. Формально обоб-
щённый критерий для МЗО представляет собой функцию Ф: 

EYYY m  21 , где Yj – множество оценок по j-му критерию, а E – 

множество действительных чисел. Если обобщённый критерий Ф по-

строен, то для каждого допустимого исхода XD может быть найдена 

численная оценка его полезности (ценности, эффективности): f(X)= 
Ф[F1(X), F2(X), . . . , Fm(X)]. Таким образом, задание обобщённого кри-
терия сводит задачу многокритериальной оптимизации к задаче одно-
критериальной оптимизации с целевой функцией f(X). Наиболее распро-
странёнными обобщёнными критериями являются аддитивный и 
мультипликативный, которые превращают векторную оценку в ска-

лярную. 

4.1. Метод взвешенных сумм (Метод линейной свертки). 
 Аддитивный критерий 

Идея этого метода заключается в том, что обобщённый критерий 
записывается в следующем виде: 
 





m

i
ii

XFXf
1

),()(  (4.1) 

 

который называют аддитивным критерием. Здесь i0 являются 

весовыми коэффициентами, которые задают предпочтение i-го критерия 

по сравнению с другими критериями. Величина i определяет важность 
i-го частного критерия. При этом более важному критерию приписыва-
ется больший вес, а общая важность всех критериев принимается рав-

                                                             
15 Задача векторной оптимизации. 
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ной единице, т. е. .1
1





m

i
i

 То, что решение можно получить, используя 

аддитивность векторного критерия, высказал В. Парето. Он также ввёл 
понятие весовых коэффициентов. Таким образом, мы получили одно-
критериальную задачу математического программирования: 





m

i
ii

XFXf
1

)(min)(min , 

XD 
Замечание. Как правило, частные критерии имеют различную 

размерность. Поэтому при образовании обобщённого критерия нужно 
работать не с натуральными критериями, а с их нормированными 
значениями.  

Нормированный критерий представляет собой отношение 
«натурального» частного критерия к некоторой нормирующей вели-
чине. При этом выбор нормирующего делителя должен быть обоснован. 
Возможно несколько подходов к выбору нормирующего делителя: 

 в качестве нормирующего делителя берут директивные зна-
чения параметров, заданные заказчиком, т. е. предполагают, что в ТЗ 
(техническом задании) на проектируемый объект заданы оптимальные 
значения параметров: 

 в качестве нормирующих делителей берут максимальные 
значения критериев, достигаемых в области существования проектных 
решений (область D); 

 берут лучшие мировые достижения в данной области; 

 в качестве нормирующего делителя берут разность между 
max и min значениями критерия в области D: 

minmax

max )(
)(

ii

ii
i

FF

XFF
Xf




  или 

minmax

min)(
)(

ii

ii
i

FF

FXF
Xf




 . 

Нормированные критерии будем обозначать через f i(X).  Тогда ад-
дитивный критерий (4.1) примет вид  
 





m

i
ii XfXf

1

).()( 
 

(4.2) 

 

Иногда условия работоспособности позволяют выделить две груп-
пы выходных параметров. В первую группу входят выходные парамет-
ры, значения которых в процессе оптимизации нужно увеличить: )(XFi



(производительность, вероятность безотказной работы), во вторую – 

выходные параметры, значения которых нужно уменьшить: )(XFi

  
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(расход топлива, длительность переходного процесса). Тогда аддитив-

ный критерий (4.2) примет вид:  
 

 
1 2

1 1

)(  )()(
m

i

m

i
iiii XfXfXf  ,  

где m1+m2=m. Здесь обобщённый критерий f(X) максимизируется. 
Замечание. Если решается задача выпуклого программирования, 

то полученное решение (с использованием аддитивного критерия) явля-
ется оптимальным по Парето, т. е. оптимальное решение, получен-
ное с использованием метода линейной свёртки, лежит в области эф-
фективных решений.  

Аддитивный критерий имеет ряд недостатков: 

 Он выступает как формальный математический приём, прида-

ющий задаче удобный для решения вид. 
 В аддитивном критерии может происходить взаимная компен-

сация частных критериев. Это значит, что значительное уменьшение 
одного из них вплоть до нуля может быть покрыто возрастанием друго-
го критерия. Для ослабления этого недостатка следует вводить ограни-
чения на минимальные значения частных критериев и их весовых коэф-
фициентов. 

 Более того, оказывается, что сумма оценок основана на следу-

ющем неявном постулате: «низкая оценка по одному критерию может 
быть компенсирована высокой оценкой по-другому». Однако этот по-
стулат верен отнюдь не всегда. Например, пусть качество оператора 
ввода текстов оценивается двумя критериями: 1) скорость ввода (сим-
волов в минуту) и 2) среднее количество ошибок на страницу текста .  
Очевидно, что ухудшение качества ввода (увеличение количества оши-
бок) не может быть компенсировано увеличением скорости ввода. 
Можно даже сказать, что в области оценки персонала такая ситуация 
типична. Скажем, недостаток компетентности не может быть компен-

сирован повышенным уровнем активности. Скорее, наоборот! 
Замечание. Хотя аддитивный критерий подвергается сильной 

критике, но существуют задачи, где критерий качества должен удо-

влетворять аддитивности. Отметим основное: оптимальное решение, 

полученное с использованием метода линейной свёртки (при соответ-

ствующих условиях), лежит в области эффективных решений. 

Приведём примеры использования данного критерия оптимально-

сти. 

 Аддитивный критерий оптимальности используется для ран-
жирования кафедр университета. Выбирают критерии эффективности 



ТЕМА 4: Методы свёртывания частных критериев 

 

63 

работы кафедр: защита докторских, кандидатских, объём хоздоговор-
ных работ (грантов) и т. д., определяют весовые коэффициенты крите-
риев. Значения локальных критериев нормируют. Аддитивный критерий 

максимизируется.  
 Американский подход определения лучшей страны на олим-

пиадах: находится сумма завоёванных медалей. У какой страны больше 
медалей, та и считается лучшей. 

Таким образом, несмотря на слабые стороны, обобщённый адди-

тивный критерий позволят в ряде случаев успешно решать многокрите-

риальные задачи и получать полезные результаты, а при выпуклой об-

ласти оценок – эффективное решение. 

4.2. Мультипликативный критерий 

Аддитивный критерий основан на использования принципа спра-

ведливой компенсации значений нормированных частных критериев. 
Но в ряде задач проектирования более целесообразным является опери-
рование не с абсолютными, а с относительными изменениями значе-

ний частных критериев. 
Принцип справедливой относительной компенсации формулирует-

ся следующим образом: справедливым следует считать такой компро-
мисс, когда суммарный уровень относительного снижения значений од-
ного или нескольких критериев не превышает суммарного уровня отно-

сительного увеличения других критериев. 
В математической формулировке условие оптимальности на основе 

принципа справедливой относительной компенсации имеет вид 
 

,0
)(

)(

1







m

i i

i

XF

XF
 (4.3) 

 

где ΔFi(X) – приращение величины i-го критерия, Fi(X) – первоначаль-
ная величина i-го критерия. 

Полагая )(XFF ii  , можно представить (4.3) как дифференциал 

натурального логарифма: 
 

,0)(ln))((ln
)(

)(

11




 


m

i
ii

m

i i

i XFdXFd
XF

XF
 (4.4) 

 

Из выражения (4.4) следует, что принцип относительной компенса-
ции приводит к мультипликативному обобщённому критерию  
оптимальности: 
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



m

i
i XFXF

1

).()(  (4.5) 

 

Мультипликативный критерий образуется путём простого пере-
множения частных критериев в том случае, когда они имеют одина-
ковую важность. 

В случае неравноценности частных критериев вводятся весовые 

коэффициенты  i и мультипликативный критерий примет вид: 
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i
i XFXF i

1
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 (4.6) 

 

Мультипликативный критерий иногда представляется в виде отно-
шения произведений частных критериев (выходных параметров): 
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 (4.7) 

 

где в числителе перемножаются все выходные параметры, требующие 

максимизации и имеющие ограничения ,)( ii TTXF 
 а в знаменателе – 

все выходные параметры, требующие минимизации и имеющие ограни-

чения .)( ii TTXF 
, где TTi – значение технического требования, предъ-

явленного к i-тому критерию. Целевая функция (4.7) в дальнейшем под-
вергается максимизации. 

Достоинством мультипликативного критерия является то, что при 

его использовании не требуется нормирование частных критериев. 
Недостатки критерия: критерий компенсирует недостаточную ве-

личину одного частного критерия избыточной величиной другого и 
имеет тенденцию сглаживать уровни частных критериев за счёт нерав-

нозначных первоначальных значений частных критериев [4.1]. 

ЦЕЛИ И ЗАДАЧИ ЛАБОРАТОРНОЙ РАБОТЫ 

В данной лабораторной работе студент должен научиться исполь-
зовать методы свёртывания частных критериев (аддитивный критерий, 
мультипликативный критерий) для решения задач векторной оптимиза-
ции. 
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ПРИМЕРЫ 

Найти решение следующей задачи:  

 

 

 .50

,1)4(min min

,5)2(4min min
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xD

xxF
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DxDx

DxDx

 

с использованием аддитивного и мультипликативного критериев. 
Решение. Значения весовых коэффициентов найдём с использова-

нием формального метода. При этом имеем следующие значения про-

межуточных вычислений: 

;
41

36

41

541
    , 5   ,41 111 


  FF  

.
17

16

17

117
    , 1   ,17 222 


  FF  

Тогда весовые коэффициенты будут иметь следующие значения: 
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Построим аддитивный критерий на основе формулы (4.1): 

).1)4((52,0)5)2(4(48,0 22  xxFadd  
Минимизируя16 критерий Fadd в области D, получаем, что опти-

мальные значения критериев F1 и F2, если судить по аддитивному кри-
терию, находятся в точке Xadd=2,4 (на рис. 4.1 min Fadd обозначен точкой 
зелёного цвета). 

Значения критериев в оптимальной точке, соответственно, равны: 

F1(Xadd)=5,7 и F2(Xadd)=3,4 (синяя и красная точки на рис. 4.1). 
Для записи мультипликативного критерия воспользуемся фор-

мулой (4.6). Получим: 

.)1)4(()5)2(4()( 52,0248,02  xxxFmult  
Минимизируя критерий Fmult в области D, получаем, что оптималь-

ные значения критериев F1 и F2, согласно мультипликативному крите-
рию, будут в точке Xmult=3,5 (на рис. 4.1 min Fmult обозначен розовой 
точкой). 

                                                             
16 Для этого можно воспользоваться средствами Mathcad. 
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Значения критериев в оптимальной точке, соответственно, равны: 
F1(Xmult)=14,1 и F2(Xmult)=1,2 (фиолетовая и оранжевая точки на рис. 4.1). 

 

Рис. 4.1. Решение ЗВО методами свёртывания частных критериев 

Получается, что мультипликативный критерий для данного приме-
ра в большей степени учитывает веса критериев, и точка Xmult более бла-

гоприятна для второго критерия, чем для первого (т. к. λ2> λ1). Но в лю-
бом случае, и решение Xadd, найденное при помощи аддитивного крите-
рия, и решение Xmult, найденное благодаря мультипликативному крите-
рию, принадлежат области P (парето-оптимальных решений), что хоро-
шо видно на рис. 4.1. 

ЗАДАНИЯ  

В области D заданы два критерия F1 и F2, которые нужно миними-
зировать с использованием аддитивного и мультипликативного крите-
риев. Варианты заданий см. в табл. 4.1. 

Замечание. Для определения весовых коэффициентов (ранжирова-

ния частных критериев) используйте формальный подход (см. п. 2.3 
«Формальные методы определения весовых коэффициентов»). 
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Таблица 4.1 
Варианты задания к теме 4. Свёртывание частных критериев 
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Окончание табл. № 4.1
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КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ И ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ ЗАДАНИЯ 

4.1. Назовите достоинства обобщённых критериев. 
4.2. В чём состоит метод решения многокритериальных задач при 

помощи обобщённого критерия? В чём заключаются достоинства и ка-
ковы недостатки такого подхода? 

4.3. Назовите недостатки обобщённых критериев. 
4.4. Решения, полученные с помощью аддитивного критерия и 

мультипликативного должны различаться? Почему? 
4.5. Каким образом ЗВО сводится к задаче скалярной оптимиза-

ции? 
4.6. Назовите методы решения многокритериальных задач.  
4.7. Требуется найти оптимальное решение по производству изде-

лий первого и второго видов, чтобы прибыль F1 и количество выпуска-
емых изделий F2 были максимальными, а себестоимость F3  минималь-
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ной. Записать аддитивный критерий оптимальности, который нужно 
максимизировать. 

4.8. Требуется найти оптимальное решение по производству изде-

лий первого и второго видов, чтобы прибыль F1 и количество выпуска-
емых изделий F2 были максимальными, а себестоимость F3  минималь-
ной. Записать аддитивный критерий оптимальности, который нужно 
минимизировать. 

4.9. Требуется найти оптимальное решение по производству изде-
лий первого и второго видов, чтобы прибыль F1 и количество выпуска-
емых изделий F2 были максимальными, а себестоимость F3  минималь-
ной. Записать мультипликативный критерий оптимальности, который 

нужно максимизировать. 
4.10. Требуется найти оптимальное решение по производству из-

делий первого и второго видов, чтобы прибыль F1 и количество выпус-
каемых изделий F2 были максимальными, а себестоимость F3 мини-
мальной. Записать мультипликативный критерий оптимальности, кото-
рый нужно минимизировать. 

4.11. Докажите, что оптимальное решение, полученное с исполь-
зованием метода линейной свёртки, лежит в области эффективных ре-

шений, т. е. является оптимальным по Парето. 
4.12. Имеются два критерия F1 и F2 (оба требуется максимизиро-

вать). Множество D состоит из 9 возможных решений. Каждому реше-
нию соответствуют определённые значения показателей F1  и F2 .  Пусть 
имеются следующие векторные оценки: F(X1)=(2;4), F(X2)=(3;5), 
F(X3)=(3;3), F(X4)=(5;2), F(X5)=(4;3), F(X6)=(2;3), F(X7)=(3;2), F(X8)=(2;2), 
F(X9)=(2;1). Найти оптимальное решение используя аддитивный крите-
рий оптимальности (λ1=0,2; λ2=0,8). 

4.13. Имеются два критерия F1 и F2 (оба требуется минимизиро-
вать). Множество D состоит из 7 возможных решений. Каждому реше-
нию соответствуют определённые значения показателей F1  и F2 .  Пусть 
имеются следующие векторные оценки:  

Таблица 4.2 
Значения критериев F1 и F2 

 

 X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 

F1 3 7 2 4 3 2 4 

F2 1 2 6 7 4 2 3 
 

Найти оптимальное решение с использованием мультипликативно-
го критерия. 
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4.14. Задача. При выборе квартиры в качестве существенных кри-
териев взяты: p1 – метраж (м2), p2 – время поездки в зону отдыха (в 
мин.); при этом критерий p1 желательно максимизировать, а критерий – 

p2 минимизировать. Найти оптимальные решение с учётом важности 
критериев (λ1=0,6; λ2=0,4). 

Таблица 4.3 
Выбор квартиры по двум критериям 

 

Вариант 
Критерий 

p1 p2 

1 60 30 

2 50 25 

3 45 20 

4 60 20 

5 42 10 

6 45 15 

7 48 25 
 

4.15. Докажите, что решения, найденные с помощью аддитивного 
и мультипликативного критериев, принадлежат области Парето (P). 
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Тема 5: МЕТОДЫ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОЙ ОПТИМИЗАЦИИ 

ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ 

К методам последовательной оптимизации относят метод последо-
вательных уступок и, как частный случай данного метода – метод 
главного критерия, а также лексикографический критерий и метод ра-
венства частных критериев. 

5.1. Метод последовательных уступок 

Встречаются случаи, когда пользователь готов на некоторое сни-
жение величин более важных критериев, чтобы повысить величину ме-
нее важных. В таких ситуациях можно воспользоваться методом усту-
пок. 

Согласно этому методу, локальные критерии предварительно ран-

жируются по важности. Затем ищется наилучшее решение по наиболее 
важному критерию. На следующем шаге ищется наилучшее решение 
для следующего по важности критерия, причем допускается потеря в 
значении первого критерия не более чем на некоторую обусловленную 
величину, т. е. делается уступка по первому критерию. На третьем шаге 
оптимизируется решение по третьему критерию при заданных уступках 
по первому и второму и т.д., пока не будет рассмотрен последний по 
важности критерий. 

Таким образом, при решении многокритериальных задач методом 
последовательных уступок, на первом шаге нужно определить важность 
частных критериев, т. е. расположить частные критерии в порядке убы-
вания их значимости17. Тогда главный критерий можно обозначить F1,  а 
менее значимые – соответственно, F2, . . . , Fm.  

На втором шаге минимизируется18 первый по важности критерий и 
определяется его наименьшее значение F1min. Затем назначается величи-

на допустимого снижения уступки 10 критерия F1 и ищется наимень-

шее значение критерия F2 при условии, что значение F1 должно быть не 

больше, чем F1min+1. 

На третьем шаге назначается уступка 20, но уже по второму кри-
терию, которая вместе с первой используется при нахождении услов-

ного минимума F3 и т.д. 

                                                             
17 Для этой цели можно использовать формальные методы определения весовых коэффициен-

тов. 
18 Напомним, что от max Fi(X) к min Fi(X) всегда можно перейти сменой знака перед частным 

критерием. 
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Наконец, минимизируется последний по важности критерий Fm при 
условии, что значения каждого критерия Fi из (m–1)-го предыдущих 
должны быть не больше соответствующей величины Fi min+i Получае-

мое в итоге решение считается оптимальным. 

Таким образом, оптимальным считается всякое решение, являюще-
еся решением последней задачи из следующей последовательности за-

дач: 
 

1) Найти F1 min=min F1(X)  

XD  

2) Найти F2 min.=min F2(X)  

XD  

F1 F1 min+1  

 

 

 

(5.1) 

m) Найти Fm min.=min Fm(X)  

XD  

Fi Fimin+i  
i=1,2, . . . ,m–1  

 

Величины уступок выбирают в пределах инженерной точности, 
т. е. от 5 до 10 % от наименьшего значения критерия Но иногда прихо-
дится увеличивать значение уступки до 50 % и больше. В работе Глад-
ких Б.А. [5.1] изменение уступки берётся в следующем диапазоне: 

0<<1. 
Замечание. Метод последовательных уступок целесообразно при-

менять для решения тех инженерных задач, в которых все частные 
критерии упорядочены по степени важности. 

5.2. Метод главного критерия 

Один из наиболее часто применяемых способов, который позволяет 
свести многокритериальную задачу к однокритериальной – это метод 
главного критерия. В этом методе выделяется один (главный, основной) 
критерий F1, который стремятся обратить в минимум (максимум), а на 
остальные F2, F3 , . . Fm частные критерии накладывают некоторые огра-
ничения. Эти ограничения должны быть не больше (не меньше – в слу-

чае максимизации) каких-то заданных величин, которые определяются в 
каждом случае индивидуально, исходя из технических характеристик 
проектируемого объекта. 
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Таким образом, идея метода главного критерия заключается в том, 
что частные критерии обычно неравнозначны между собой – одни из 
них более важны, чем другие. Это позволяет выделить главный крите-

рий, а остальные критерии рассматривать как дополнительные, сопут-
ствующие. Например, при оптимизации плана работы предприятия 
можно потребовать, чтобы прибыль была максимальна, план по ассор-
тименту – выполнен или перевыполнен, а себестоимость продукции – не 
выше заданной. При таком подходе все показатели, кроме одного – 
главного, переводятся в разряд ограничений. 

Такое различие позволяет сформулировать задачу многокритери-
альной оптимизации как задачу нахождения условного экстремума ос-

новного (главного) критерия: 
 

Найти: F1 min=min F1(X)  
при ограничениях:  (5.2) 

XD, Fi≤Ci, где i=2, 3,…,m; Ci – константы.  

или, в другой записи:  
}.m., . . 3, 2,i  ,CF|)X(Fminarg{X ii

DX
opt 


1

 
(5.3) 

 

Оптимальным считается всякое решение Xopt этой задачи. 

ЦЕЛИ И ЗАДАЧИ ЛАБОРАТОРНОЙ РАБОТЫ 

В данной лабораторной работе студент должен научиться исполь-
зовать методы последовательной оптимизации – метод последователь-
ных уступок и метод главного критерия – для решения задач векторной 
оптимизации. 

ПРИМЕРЫ 

Пример 5.1 

Пусть задана область D=[–1 x1  1; –1 x2  3] и 3 критерия: 

,)x()x()x,x(F
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которые желательно минимизировать. Требуется найти оптимальное 
решение этой задачи методом последовательных уступок и методом 
главного критерия. Проиллюстрировать решение графически. 

Шаг 1 (общий для метода последовательных уступок и для метода 
главного критерия). Определяем весовые коэффициенты для ранжи-
рования критериев F1, F2, F3 (см. п. 2.3. «Формальные методы опреде-
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ления весовых коэффициентов», способ 1). Для этого, в соответствии с 

формулой (2.4), нужно найти значения экстремумов 
iF  и 

iF  в области 

D; рассчитать коэффициенты относительного разброса; затем по фор-
муле (2.5) вычислить весовые коэффициенты. 

В результате вычислений получаем следующие значения весовых 
коэффициентов: λ1=0,51; λ2=0,33; λ3=0,16. 

Таким образом, наиболее значимым является для нас критерий F1 ,  
менее важным – критерий F2, и наименьшим по значимости – критерий 
F3. 

Рассмотрим далее, по шагам, решение поставленной задачи век-

торной оптимизации сначала методом последовательных уступок (в со-
ответствии с алгоритмом (5.1)), а затем – методом главного критерия (в 
соответствии с алгоритмом (5.2) или (5.3)). Воспользуемся для иллю-
страции решения средствами Mathcad. 

Решение задачи методом последовательных уступок 

Шаг 2. В пространстве параметров строим область допустимых 
значений D (на рисунке 5.1 область D выделена серым цветом). 

Шаг 3. Отмечаем в области D точку, в которой наиболее значимый 
критерий F1 принимает минимальное значение – эта точка была найдена 
на первом шаге. Обозначим эту точку Х1 opt – на рис. 5.1 она отмечена 
оранжевым цветом. 

Шаг 4.Делаем уступку Δ1 на минимум первого (наиболее значимо-
го) критерия и, с учётом этой уступки, а также с учётом общих ограни-
чений на область D, находим минимум второго по важности критерия 
F2. Таким образом, минимум второго критерия мы находим в области 
D1, являющейся подмножеством множества D, и в которой значения 
критерия F1 удалены от F1 min не более, чем на величину Δ1. В «маткаде» 
соответствующие вычисления будут выглядеть следующим образом: 

 определяем функции F1(x1, x2), F2(x1, x2), F3(x1, x2): 

 
 задаём значение уступки min1 F, 130   (считаем, что значение 

F1 min было найдено на первом шаге, при определении весовых коэффи-
циентов); 
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 в блоке Given вводим ограничения для параметров x1 и x2 

(определяются областью допустимых значений D) и ограничения на 
значения критерия F1 (определяются величиной уступки Δ1); 

 задаём начальные значения для x1 и x2 из области допустимых 
значений D; 

 при заданных ограничениях, используя функцию Minimize(), 

находим точку минимума для критерия F2: 

 
Здесь, в нашем случае, для получения искомого решения величина 

уступки Δ1 для первого критерия получилась равной 30 % от его мини-
мума. Лишь при такой уступке оказалось возможным найти условный 
минимум второго критерия. Это значение было найдено подбором в 
«маткаде» (при меньших уступках – начиная от 10%, условный мини-
мум критерия F2 оказывался за пределами области D1). 

Шаг 5. Отмечаем точку условного минимума второго критерия на 
нашем графике в Mathcad. Это будет точка Х2 opt (на рис. 5.1 она обозна-
чена голубым цветом). 

Шаг 6. Строим на графике область D1. По условию, область D1 есть 
пересечение окрестности точки X1opt радиуса Δ1 с областью D. Чтобы 
построить Δ1-окрестность точки X1opt, записываем в Mathcad следующее 
неравенство: 

,F)x()x( min 11
2

2
2

1 421 
 

откуда, введя обозначения: x=x1; Ust_1(x)=x2, получаем уравнения двух 

полуокружностей: 
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Эти уравнения задают в пространстве параметров окружность с 
центром в точке X1opt радиуса Δ1. Пересечение полученной области с об-
ластью допустимых значений D есть область D1.. На рисунке 5.1 область 

D1 выделена штриховкой. 
Шаг 7. Делаем уступку Δ2 на минимум второго критерия (в нашем 

случае – также в 30 %). Для этого к ограничениям, введённым на чет-

вёртом шаге, добавляем ограничение на значения критерия F2. 
При заданных ограничениях, используя функцию Minimize(), нахо-

дим точку минимума для критерия F3: 

 
Это будет точка Х3 opt. 

В соответствии с алгоритмом (5.1), точка Х3 opt , полученная на по-
следнем шаге, является решением поставленной задачи методом после-
довательных уступок. 

Таким образом: Х opt= Х3 opt , так как в этой точке «учтены интере-
сы» всех трёх критериев. На рисунке 5.1 эта точка обозначена синим 
цветом. 

Можно подсчитать, чему будут равны значения наших трёх исход-
ных критериев в оптимальной точке: 

 
Шаг 8. В заключение изобразим графически область D2, в которой 

было найдено оптимальное решение. По условию, область D2  есть ре-
зультат совместного выполнения исходных ограничений D, а также 
ограничений на 1-й (область D1) и 2-й критерии. Ограничения на второй 
критерий определяются уступкой Δ2: 
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,F)x(x min 22
2

2
2

1 13   

откуда, введя обозначения: x=x1; Ust_2(x)=x2, получаем уравнения: 

 
Эти уравнения задают в пространстве параметров  окружность ра-

диуса Δ2 с центром в точке минимума второго критерия. 
Область D2 получается пересечением области D1 с Δ2-окрестностью 

точки минимума второго критерия. На рисунке 5.1 эта область отмечена 
двойной штриховкой. 

 

Рис 5.1. Решение задачи многокритериальной оптимизации методом 

 последовательных уступок 
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Замечание. Как следует из рисунка, существует вероятность то-

го, что на некотором шаге мы получим пустую допустимую область. 
Это один из недостатков данного метода: приходится изменять до-

пуски и решать задачу снова. 
Рассмотрим теперь решение этой же задачи методом главного 

критерия. 

Решение задачи методом главного критерия 

Так как шаг 1 – ранжирование критериев – был выполнен раньше, 
переходим сразу ко второму шагу. 

Шаг 2. Строим область допустимых значений D (построения вы-
полняем также в программе Mathcad). На рисунке 5.2 исходная область 
D выделена серым цветом (этот шаг также совпадает с шагом 2 метода 
последовательных уступок, однако мы его повторяем, чтобы показать, 
что построения выполняются на другом графике). 

 

Рис 5.2. Нахождение оптимального решения методом главного критерия 
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Шаг 3. Устанавливаем ограничения на менее значимые критерии 
F2 и F3. Возьмём, например, C2=1,5 (ограничение для второго критерия) 
и C3=13 (ограничение для третьего критерия). На практике эти ограни-

чения выбирают, исходя из технических соображений, в нашем примере 
мы подбираем C2 и C3 таким образом, чтобы пересечение областей из-
менения параметров, соответствующих этим ограничениям, – область 
Dгл – не было пустым множеством и принадлежало множеству D. По 
существу, в нашем примере, мы подобрали ограничения для критериев 

F2 и F3 чисто формально, исходя из их минимумов, как в методе после-
довательных уступок. Ограничение C2 мы рассчитали, прибавив к ми-
нимуму второго критерия 50%, а для расчёта ограничения C3 использо-

вали 30%-ю добавку к минимальному значению третьего критерия: 

 
Шаг 4. В соответствии с алгоритмом (5.3), минимизируем главный 

критерий F1 в области Dгл, т. е. – при названных ограничениях C2 и C3 на  
менее важные критерии F2 и F3. Заметим, что (Dгл  D). Реализация ал-
горитма в программе Mathcad: 

 
Найденное решение, в нашем случае – точка Хopt – будет опти-

мальным с точки зрения метода главного критерия (см. рис. 5.2). 

Значения исходных критериев в оптимальной точке будут следую-
щими: 

 
Шаг 5. Построим область Dгл на графике в Mathcad. По условию, 

область Dгл есть результат совместного выполнения исходных ограни-
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чений D, а также ограничений на 2-й и 3-й критерии. Ограничения на 
второй критерий определяются значением C2: 

,1)3(
2

2

2

2

1
Cxx   

откуда, введя обозначения: x=x1; Ogr_2(x)=x2, получаем уравнения 
окружности: 

 
Аналогично получаем уравнения линии, в нашем случае – тоже 

окружности, ограничивающей значения третьего критерия. Пересечение 
исходных ограничений (область D) с построенными ограничениями на 
второй и третий критерии даёт нам область Dгл. На рис. 5.2 область Dг л 
выделена штриховкой. 

Как видим, значения, найденные двумя разными способами – мето-
дом последовательных уступок и методом главного критерия – очень 
близки, что конечно, бывает не всегда. 

Но в любом случае, решения, полученные методами последова-
тельной оптимизации, являются парето-оптимальными. 

Проиллюстрируем это утверждение следующим примером (см. 
пример 5.2). 

Пример 5.2 

Решим задачу последовательной оптимизации для двух критериев 
и покажем, что полученное решение будет парето-оптимальным. 

Пусть в квадрате D={–1x1 1, –1 x2 1} заданы два критерия: 

F1(x1, x2)=𝑥1
2+ 4𝑥2

2; F2(x1, x2)=(x1+1)2+(x2–1)2, 
которые желательно минимизировать. 

Предположим, что критерий F1 важнее критерия F2. Значение C2 
возьмём равным 1. Тогда мы получим задачу нахождения условного 
экстремума: 

minF1(x1, x2) 

при ограничениях:  

–1 x1  1, –1 x2  1, 
(x1+1)2+(x2–1)2≤1. 

Решаем эту задачу в Mathcad: вводим функции F1, F2 и задаём 
начальные значения аргументов из области D: 
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В блоке Given вводим ограничения и функцию Minimize(). Ответ 

сохраняем в переменной Xopt: 

 
Вычисляем значения частных критериев в точке Xopt: 

 
Рассмотрим графическую интерпретацию этой задачи. Построим 

допустимую область (см. рис. 5.3). Область допустимых решений D вы-
делена жёлтым цветом. Множество решений, оптимальных по Парето, – 
P – на рисунке показано красными точками. Здесь хорошо видно, что 

оптимальное решение Xopt лежит на границе области D и является паре-
то-оптимальным (см. рис. 5.3). 

 

Рис. 5.3. Нахождение парето-оптимального решения методом главного 

 критерия в программе Mathcad 
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ЗАДАНИЯ  

Для заданных критериев, которые желательно минимизировать, 
найти оптимальные решения в области D методом последовательных 

уступок и методом главного критерия. Варианты заданий см. в табл. 5.1. 
Порядок выполнения лабораторной работы19. 

1. Определить весовые коэффициенты для ранжирования частных 
критериев, используя формальный подход (см. п. 2.3); 

2. Решить задачу методом последовательных уступок в соответствии 
с алгоритмом (5.1). Для этого: 

 ранжировать критерии в соответствии с их весовыми коэф-

фициентами, найденными на первом шаге; 

 найти минимум первого по значимости критерия в области 
D (точка X1opt); 

 самостоятельно подобрать уступку Δ1 для главного крите-

рия в пределах инженерной точности – см. п. 5.1; если это 
невозможно (пересечение Δ1-окрестности точки X1opt с обла-
стью D пусто), то следует увеличить уступку таким образом, 
чтобы область D1 не была пустой; 

 в области D1 найти минимум второго по значимости крите-

рия (точка X2opt); 

 подобрать уступку Δ2 для второго по значимости критерия 
таким образом, чтобы пересечение Δ2-окрестности точки 
минимума второго критерия с областью D1 – область D2 – не 
была пустой (начинаем подбор, как обычно, с 5-10%, затем, 
в случае необходимости, увеличиваем уступку); 

 в области D2 найти минимум третьего по значимости крите-
рия (точка X3opt); 

 отобразить на графике точки X1opt, X2opt, X3opt , показать обла-
сти D, D1 и D2, указать оптимальное решение Xopt. 

3. Решить задачу методом главного критерия в соответствии с алго-
ритмом (5.2).  Для этого: 

 исходя из значений весовых коэффициентов, найденных на 
первом шаге, определить главный критерий; 

 самостоятельно подобрать ограничения для менее значимых 

критериев таким образом, чтобы область Dгл не была пу-

стой; 

 найти оптимальное решение при заданных ограничениях; 

                                                             
19 Можно воспользоваться пакетом Mathcad или другой программой, позволяющей выполнять 

математические расчёты и строить графики. 
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 отобразить на графике область Dгл, нанести точку Xopt. 

Таблица 5.1 
Варианты заданий. Методы последовательной оптимизации 

 

№ 
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Продолжение табл. № 5.1 
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Окончание табл. № 5.1 
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КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ И ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ ЗАДАНИЯ 

5.1. Какие вы знаете методы последовательной оптимизации? 

5.2. Для чего ранжируют частные критерии в задачах последова-
тельной оптимизации? 

5.3. Метод главного критерия. Постановка задачи. 
5.4. Метод последовательных уступок. 
5.5. Лексикографический критерий оптимальности. Приведите 

примеры из спорта. 
5.6. Специфика задач многокритериальной оптимизации. 
5.7. Основные направления решения задач многокритериальной 

оптимизации. 
5.8. Задача. F1(x)=4x2+1→min; F2(x)=(x+1)2→min; 

–1≤x≤1. 
Для определения оптимального решения использовать метод по-

следовательных уступок. Взять =10 %; (критерий F1 важнее F2). Пока-

зать последовательность решения на графике. 
5.9. F1(x1, x2)= x1 → max; F2(x1, x2)= x2 → max, ограничения: 

10x1+x248; x1 2; x28. Для определения оптимального решения ис-

пользовать метод последовательных уступок. Взять =10 %. Показать 

последовательность решения на графике 
  



ТЕМА 5: Методы последовательной оптимизации 

 

87 

СПИСОК РЕКОМЕНДУЕМОЙ ЛИТЕРАТУРЫ 

5.1. Гладких Б. А. Методы оптимизации и исследование операций 
для бакалавров информатики. Ч. III. Теория решений: учебное пособие. 

– Томск, Издательство НТЛ, 2012. – 280 с. 
5.2. Вентцель Е.С. Исследование операций: задачи, принципы, ме-

тодология: учебное пособие – 5-е изд., стер. – М.: КноРус, 2010. – 191 с.: 
ил. 

5.3. Корячко В.П. Теоретические основы САПР: Учебник для ву-
зов / Корячко В.П., Курейчик В.М., Норенков И.П.. – М.: Энергоатомиз-
дат, 1987. – 400 с.: ил. 

5.4. Соболь И.М., Статников Р.Б. Выбор оптимальных параметров 
в задачах со многими критериями: учеб. пособие для вузов // Оптимиза-

ция. – Дрофа, 2006. – 182 с. 
5.5. Мушик Э., Мюллер П. Методы технических решений: Пер. с 

нем. – М.: Мир, 1990. – 208 с., ил. 
5.6. Горбунов В.М. Лекции по ТПР. http://portal.tpu.ru:7777/SHA 

RED/g/GVM/student/Tab1/DM_Part_1.doc 
 



ТЕМА 6: Принятие решений в условиях неопределённости. Игры с природой 

 

88 

Тема 6: ПРИНЯТИЕ РЕШЕНИЙ В УСЛОВИЯХ 
НЕОПРЕДЕЛЁННОСТИ. ИГРЫ С ПРИРОДОЙ 

ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ 

6.1. Основные понятия теории игр 

Формальные модели принятия решений в условиях неопределённо-
сти и конфликта взаимодействующих сторон изучаются в разделе ма-

тематики, который называется теорией игр. При этом под кон-
фликтом понимается явление, в котором участвуют различные сторо-
ны, наделённые различными интересами и возможностями выбирать 
доступные для них действия в соответствии с этими интересами. «Кон-
фликтный» характер таких задач, как правило, не предполагает вражды 
между участниками, а свидетельствует лишь о различных интересах 
сторон. 

Игрой называется всякая конфликтная ситуация, изучаемая в тео-
рии игр и представляющая собой упрощенную, схематизированную мо-
дель ситуации. От реальной конфликтной ситуации игра отличается 
тем, что не включает второстепенные, несущественные для ситуации 
факторы и ведется по определенным правилам, которые в реальной си-
туации могут нарушаться. 

Всякая игра включает в себя три элемента: участников игры – иг-
роков , правила игры и оценку результатов действий игро-

ков .  
Игроком (лицом, стороной, или коалицией) называется от-

дельная совокупность интересов, отстаиваемая в игре. Если данную со-
вокупность интересов отстаивает несколько участников игры, то они 
рассматриваются как один игрок. Игроки, имеющие противоположные 
по отношению друг к другу интересы, называются противниками .  В 
игре могут сталкиваться интересы двух или более противников. Одна 
реализация игры называется партией; выбор действия (в пределах 

правил) – ходом. Ходы бывают личные и случайные. Личный ход 
предполагает сознательный выбор того или иного действия, разрешен-
ного правилами игры, а случайный – не зависит от воли игрока (напри-
мер, он может быть определён подбрасыванием монеты или игральной 
кости и т.п.). Игры, в которых имеются личные ходы, называются 
стратегическими. Игры, состоящие только из случайных ходов, 
называют азартными. Характерный пример – игра в лото. 
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Стратегией игрока называется совокупность правил, определя-
ющих выбор варианта действий при каждом личном ходе в зависимости 
от сложившейся ситуации. 

Оптимальной стратегией игрока называется такая, которая 
обеспечивает ему наилучшее положение в данной игре, т. е. максималь-
ный выигрыш. 

Игра называется игрой с нулевой суммой, если сумма выиг-
рышей всех игроков равна нулю, т. е. каждый игрок выигрывает только 
за счёт других. Самый простой случай – парная игра с нулевой суммой 
– называется антагонистической. 

Определение. Антагонистической игрой называется система 

G=<A,B,H>, где A, B – непустые множества стратегий соответственно 
первого и второго игроков; H(a,b) – функция выигрыша игрока A (то 

есть функция потерь игрока B), aA, bB. 
Таким образом, в процессе игры каждый игрок выбирает свою 

стратегию, в результате чего образуется ситуация (a, b),  которой соот-
ветствует выигрыш Н(a, b) для первого игрока и –Н(a, b) – для второго. 

Определение. Антагонистические игры, в которых каждый игрок 

имеет конечное множество стратегий, называются матричными иг-
рами. 

Для задания модели такой игры достаточно выписать так называе-
мую платежную матрицу, в которой строки соответствуют стратеги-
ям первого игрока, а столбцы – стратегиям второго игрока. Элемента-
ми матрицы служат выигрыши первого игрока. 

Рассмотрим антагонистическую игру, в которой участвуют два иг-
рока: А и В, имеющих противоположные интересы – выигрыш одного 
равен проигрышу другого. Так как выигрыш игрока А равен выигрышу 
игрока В с обратным знаком, мы можем интересоваться только выиг-
рышем игрока А. Естественно, А хочет максимизировать свой выигрыш, 
а В – минимизировать свой проигрыш. Пусть у игрока А имеется n воз-
можных стратегий А1, А2, . . .  ,Аn, а у противника – m возможных страте-

гий В1, В2, . . ., Вm (такая игра называется игрой nm). Обозначим через 
аij выигрыш игрока А в случае, если мы пользуемся стратегией Аi, а про-

тивник – стратегией Вj. Предположим, что для каждой пары стратегий 
(Аi, Вj) выигрыш (или средний выигрыш) аij нам известен. Тогда можно 

составить прямоугольную таблицу (матрицу), в которой перечислены 
стратегии игроков и соответствующие выигрыши (см. таблицу 6.1). 

Если такая таблица составлена, то говорят, что игра G прив еде-

на к матричной форме . Такая таблица называется платёжной 
матрицей или просто матрицей игры (Отметим, что само по себе 
приведение игры к такой форме уже может составить трудную задачу, а 
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иногда и практически невыполнимую, из-за необозримого множества 
стратегий, пример – игра в шахматы) [6.1–6.6]. 

Таблица 6.1 

Платёжная матрица 

B 

A 
В1 В2 . . . Вm 

А1 а11 а12  а1m 

А2 а21   а2m 

. . .     

Аn an1   аnm 
 

6.2. Принятие решений в условиях неопределенности.  
Игры с природой.  

В рассмотренных разделах теории игр предполагалось, что оба 
противника (или больше двух) активно противодействуют друг другу, 

что оба они достаточно умны, чтобы искать и найти свою оптимальную 
стратегию, и осторожны, чтобы не отступать от нее. Такое положение 
дает возможность предсказывать поведение игроков. Неопределенность 
была лишь в выборе противником конкретной чистой стратегии в каж-
дой отдельной партии. 

Но возможен случай, когда неопределенность в игре вызвана не 
сознательным противодействием противника, а незнанием условий, в 
которых будет приниматься решение, случайных обстоятельств. Такие 

игры называются "играми с природой". 
Игра человека с природой тоже отражает конфликтную ситуацию, 

возникающую при столкновении интересов в выборе решения. Но "сти-
хийным силам природы" нельзя приписать разумные действия, направ-
ленные против человека и тем более какой-либо "злой умысел". Таким 
образом, корректнее говорить о конфликтной ситуации, вызванной 
столкновением интересов человека и неопределенностью действий при-
роды. 

Игры с природой представляют собой специфический раздел тео-
рии игр. Общая схема задач игр с природой такова. Лицо, принимающее 
решение, имеет возможность сделать выбор из n возможных действий 
(вариантов, планов, решений). Определена полезность каждого дей-
ствия в зависимости от некоторых условий, о которых известно, что од-
но из них наверняка выполняется. А вот какое – неизвестно. В дальней-
шем эти условия мы будем называть состояниями природы. Таким об-
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разом, человек, принимающий решение, ведёт игру с природой в усло-
виях неопределенности. Неопределенность может быть двух типов: 

1.  известны только состояния природы («дурная» неопределённость 

– Вентцель Е.) – полная неопределённость. Как пишет Б.А. Глад-
ких здесь неопределённость вызвана незнанием, т.е. какое состоя-
ние примет природа в конкретном случае; 

2.  известны состояния природы и вероятности (частоты) их наступ-

ления («хорошая» неопределённость – Вентцель Е.). В экономике 
для данного случая используют другой термин – принятие реше-
ний в условиях риска. 

Игры с природой в условиях риска могут быть отнесены к матема-
тической статистике. Напомним, что теория вероятностей и математи-
ческая статистика изучает массовые случайные явления с устойчивыми 
частотами их наступления. Поиском решений в таких ситуациях и за-
нимается теория статистических решений. 

К явлениям природы, влияющим на результат решения, относят не 
только погодные и сезонные явления (дождь, засуху, урожай, неуро-
жай), но и проявление любых, не зависящих от нас обстоятельств: 
например, задержки на транспорте, выход из строя оборудования 
(например, компьютера). 

Человек, играя с природой, стремится максимизировать свой выиг-
рыш, поэтому, если он осторожный игрок (а теория игр рассматривает 
именно таких игроков), он должен при выборе своей стратегии руко-

водствоваться тем, что неизвестные или известные ему закономерные 
действия природы приведут к наименее благоприятным последствиям. 
Именно поэтому такие игры можно рассматривать как игры двух лиц с 
нулевой суммой, которые были уже рассмотрены выше. 

Формализация задачи происходит следующим образом: у активно-
го игрока (человека) возможные действия по-прежнему называются 
стратегиями, а возможные действия пассивного игрока (природы) – 

состояниями или условиями природы . 
Если распределение вероятностей будущих состояний природы 

неизвестно, то вся информация о природе сводится к перечню ее воз-
можных состояний. 

Человек в играх с природой старается действовать осмотрительно, 
второй игрок – природа (например, покупательский спрос) – действует 
случайно. Если через X1, X2, …, Xn обозначить n стратегий активного иг-
рока (человека), а через В1, В2, . . ., Вm – m возможных состояний приро-
ды, то каждой допустимой стратегии Xi (в теории игр – ход Аi первого 
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игрока), вследствие различных внешних условий Вj (в теории игр – ход 
второго игрока – природы), могут соответствовать различные резуль-
таты аij решений (по аналогии с табл. 6.1). 

Под результатом решения а ij здесь можно понимать оценку 
экономической эффективности выбранной стратегии Xi при реализации 
внешнего условия Вj, в частности, – прибыль. Таким образом, семей-

ство решений описывается некоторой матрицей nm, которую, по ана-
логии с теорией игр, называют также платёжной матрицей. 

6.3. Оценочная функция 

Чтобы прийти к однозначному и по возможности наивыгоднейше-
му варианту решений необходимо привлечь дополнительное правило, 

позволяющее целиком сравнивать между собой строки матрицы реше-
ний. Такое правило называется критерием оптимальности. Критерий 
оптимальности можно задать, определив оценочную функцию, которая 
сворачивает строку матрицы решений в одно число. При этом матрица 
решений сводится к одному столбцу. Каждому варианту Xi приписыва-
ется, таким образом, некоторый результат fi, характеризующий, в це-
лом, все последствия этого решения. 

Критериев оптимальности можно придумать сколь угодно. Вопрос 

о выборе критерия лежит за границами математики, здесь нужно, при-
держиваясь системного подхода, рассуждать чисто прагматически – во 
имя какой более высокой цели мы решаем задачу принятия решений 
[Гладких Б.А. Методы оптимизации и исследование операций для бака-
лавров информатики. Ч. III. Теория решений: учебное пособие. – Томск: 
Изд-во НТЛ, 2012. – 280 с. С. 148]. 

6.4. Максиминный критерий Вальда20 

Согласно этому критерию игра с природой ведётся как игра с ра-
зумным, причём агрессивным противником, делающим всё для того, 
чтобы помешать нам достигнуть успеха. Оптимальной считается страте-
гия, при которой гарантируется выигрыш не меньший, чем «нижняя це-

на игры с природой»: 
 

).min(max
ij

ji
MM

aZ   (6.1) 
 

Правило выбора решения в соответствии с критерием Вальда: 

матрица решений (платёжная матрица) дополняется ещё одним 
столбцом из наименьших результатов fi каждой строки; выбрать 

                                                             
20 Вальд, Абрахам (1902-1950) – венгерский математик и статистик. 
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надлежит те варианты, в строках которых стоят наибольшие значе-
ния fi этого столбца. 

Применение критерия Вальда бывает оправдано, если ситуация, в 

которой принимается решение, характеризуется следующими обстоя-
тельствами: 

 о возможности появления внешних состояний Вj ничего не из-
вестно; 

 приходится считаться с появлением различных внешних со-
стояний Вj; 

 решение реализуется лишь один раз; 
 необходимо исключить какой бы то ни было риск, т. е.  ни при 

каких условиях Вj не допускается получать результат, меньший, чем 
ZMM. 

6.5. Критерий пессимизма-оптимизма Гурвица 

Представляется логичным, что при выборе решения вместо двух 
крайностей в оценке ситуации придерживаться некоторой промежуточ-
ной позиции, учитывающей возможность как наихудшего, так и 
наилучшего, благоприятного поведения природы. Такой компромисс-
ный вариант и был предложен Гурвицем21. Согласно этому подходу, для 
каждого решения необходимо определить линейную комбинацию min и 
max выигрыша и взять ту стратегию, для которой эта величина окажется 
наибольшей. То есть, стараясь занять уравновешенную позицию, 

Гурвиц предложил критерий (HW), оценочная функция которого нахо-
дится где-то между точками предельного оптимизма и крайнего песси-
мизма. Оценочная функция имеет две формы записи: 
 

,max)1(minmax 







 ij

j
ij

ji
HW aaZ   (6.2) 

и 

,min)1(maxmax 







 ij

j
ij

ji
HW aaZ 

 
(6.3) 

 

где  в первом случае — «степень пессимизма»,  во втором случае — 

«степень оптимизма» (весовой множитель), 0  1. 
Правило выбора согласно критерию Гурвица (HW – критерию) 

формулируется следующим образом: 

матрица решений дополняется столбцом, содержащим средние 

взвешенные наименьшего и наибольшего результатов каждой строки; 

                                                             
21 Гурвиц, Адольф (1859—1919) – немецкий математик. 
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выбираются те варианты Xi, в строках которых стоят наибольшие 
элементы fi этого столбца. 

Критерий Гурвица предъявляет к ситуации, в которой принимается 

решение, следующие требования: 
 о вероятностях появления Вj ничего не известно; 
 с появлением состояний Вj необходимо считаться; 
 реализуется лишь малое количество решений; 
 допускается некоторый риск. 

6.6. Критерий Сэвиджа (критерий минимакса риска) 

На практике, выбирая одно из возможных решений, часто останав-
ливаются на том, осуществление которого приведет к наименее тяже-
лым последствиям, если выбор окажется ошибочным. Этот подход к 
выбору решения математически был сформулирован американским ста-
тистиком Сэвиджем (Savage)22 в 1954 году и получил название принци-

па Сэвиджа. Он особенно удобен для экономических задач и часто при-
меняется для выбора решений в играх человека с природой.  

По принципу Сэвиджа каждое решение характеризуется величиной 
дополнительных потерь, которые возникают при реализации этого ре-
шения, по сравнению с реализацией решения, правильного при данном 
состоянии природы. Естественно, что правильное решение не влечет за 
собой никаких дополнительных потерь, и их величина равна нулю. 

При выборе решения, наилучшим образом соответствующего раз-

личным состояниям природы, следует принимать во внимание только 
эти дополнительные потери, которые по существу, будут являться след-
ствием ошибок выбора.  

Для решения задачи строится так называемая матрица рисков  
(или матрица сожалений), элементы которой показывают, какой 
убыток понесет игрок (ЛПР) в результате выбора неоптимального вари-
анта решения. 

Риском игрока rij при выборе стратегии i в условиях (состояниях) 

природы j называется разность между максимальным выигрышем, ко-

торый можно получить в этих условиях и выигрышем, который получит 
игрок в тех же условиях, применяя стратегию i. 

Критерий Сэвиджа рекомендует в условиях неопределенности вы-
бирать решение, обеспечивающее минимальное значение максимально-
го риска: 
 

                                                             
22 Сэвидж, Леонард Джимми (1917—1971) – американский математик и статистик. 
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






  ijij
iji

ij
ji

S aarZ maxmaxminmaxmin
 

(6.4) 

 

Соответствующее критерию Сэвиджа правило выбора интер-
претируется так: 

каждый элемент матрицы решений вычитается из наибольшего 
результата соответствующего столбца; разности образуют матрицу 
остатков; эта матрица пополняется столбцом наибольших разно-
стей; выбираются те варианты, в строках которых стоит наимень-
шее для этого столбца значение. 

6.7. Критерий Байеса-Лапласа 

Этот критерий отступает от условий полной неопределенности – он 
предполагает, что возможным состояниям природы можно приписать 
определенную вероятность их наступления и, определив математиче-
ское ожидание выигрыша для каждого решения, выбрать то, которое 
обеспечивает наибольшее значение выигрыша: 
 

,max
1





n

j
jij

i
BL qaZ  (6.5) 

 

где qj – вероятность наступления события Вj. 

Правило выбора согласно критерию Байеса-Лапласа формулиру-
ется следующим образом: 

матрица решений дополняется еще одним столбцом, содержащим 
математическое ожидание значений каждой из строк. Выбираются 
те варианты, в строках которых стоит наибольшее значение fi этого 
столбца. 

Критерий Байеса23-Лапласа24 предъявляет к ситуации, в которой 
принимается решение, следующие требования: 

 вероятности появления состояний Вj известны и не зависят от 
времени; 

 решение реализуется (теоретически) бесконечно много раз; 
 для малого числа реализаций решения допускается некоторый 

риск. [6.1] 

                                                             
23 Байес, Томас (1702-1761) – английский математик. 
24 Лаплас, Пьер-Симон (1749-1827) – французский математик, механик, физик и астроном. 

Один из создателей теории вероятностей. 
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ЦЕЛИ И ЗАДАЧИ ЛАБОРАТОРНОЙ РАБОТЫ 

Лабораторная работа выполняется с целью проверки теоретических 
и практических навыков работы по принятию решений в условиях не-

определённости и риска. 
При выполнении лабораторной работы студент должен научиться: 
 определять множество состояний внешней среды, множество 

решений и составлять платёжную матрицу (матрицу решений); 
 строить целевую функцию; 
 находить оптимальные решения с использованием минимакс-

ного критерия Вальда, критерия Сэвиджа (критерий максиминного рис-
ка), критерия пессимизма-оптимизма Гурвица, критерия Байеса-
Лапласа. 

ПРИМЕРЫ 

Примеры постановки и решения задач  

На примере решения одной задачи рассмотрим, как определять 
множество стратегий, множество состояний природы и строить платёж-
ную матрицу. Затем найдём оптимальные решения с точки зрения вы-
шеперечисленных критериев (Вальда, Сэвиджа, Гурвица, Байеса-
Лапласа) и проанализируем полученные результаты. 

Задача25. В приморском городе решено открыть яхт-клуб. Сколько 
следует закупить яхт (из расчета: одна яхта на 5 человек), если предпо-
лагаемое число членов клуба колеблется от 10 до 25 человек. Годовой 
абонемент стоит 100 денежных единиц (д. е./чел.). Цена яхты – 170 де-
нежных единиц. Аренда помещения и хранение яхт обходится в 730 де-
нежных единиц в год. 

Решение. Несомненно, что имеет смысл рассматривать количество 
приобретаемых яхт в диапазоне от двух до пяти (4 варианта) и количе-

ство потенциальных яхтсменов от 10 до 25. Для уменьшения объема пе-
ребора ограничимся вариантами 10, 15, 20, 25 (если полученные выводы 
для смежных вариантов будут существенно разниться, проведем допол-
нительный, уточняющий расчёт). Итак: X={Xi} ={2, 3, 4, 5} – количество 
яхт (i=1,2,3,4); B ={Bj} ={10, 15, 20, 25} – количество членов яхт-клуба 
(j=1,2,3,4).  

Для того, чтобы начать поиск решения, построим матрицу реше-
ний (платёжную матрицу), элементы которой показывают прибыль 

                                                             
25Задача взята из книги Г.И. Речко «Экономико-математические методы. Элементы теории 

статистических решений» [6.4]. 
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при принятии i-го решения при j-том количестве членов яхт-клуба, т.  е. 
«прибыль»=«доход» – «затраты». 

Найдём значение элемента a11(X1=2; B1=10). Определим доход для 

данного состояния: «доход»=100B1=100 д. е./чел.10 чел.=1 000 д. е.26; 
определим расходы: 

«расходы»=170 д. е.X1+730 д. е.=170 д. е.2+730 д. е.=1 070 д. е..  

Следовательно, a11=1 000 д. е.–1 070 д. е.= –70 д. е. 

a12=100X1 –170X1+730=10010 –1702+730=1 000 –1 070= –70. 
Аналогично вычисляем элементы a13, a14, которые также равны –70, 

так как спрос на яхты останется неудовлетворенным. Отрицательные 
значения показывают, что при этих соотношениях спроса на яхты и их 

наличия яхт-клуб несет убытки. 
Переходим ко второй строке. 

a21=100 B1 –170X2 –730=10010 –1703 –730=1 000 –1 240= –240. 

a22=100 B2 –170X2 –730=10015 –1703 –730=1 500 –1 240=260. 

a22=a23=a24=260. 
Аналогично, как и для первой строки – спрос не удовлетворён. 
Вычисляем элементы третьей строки: 

a31=100 B1 –170X3 –730=10010 –1704 –730=1000 –1410= –410. 

a32=100 B2 –170X3 –730=10015 –1704 –730=1500 –1410=90. 

a33=100 B3 –170X3 –730=10020 –1704 –730=2000 –1410=590. 
a33= a34=590. 

Вычисляем элементы четвёртой строки. 

a41=100 B1 –170X4 –730=10010 –1705 –730=1000 –1580= –580. 

a42=100 B2 –170X4 –730=10015 –1705 –730=1500 –1580= –80. 

a43=100 B3 –170X4 –730=10020 –1705 –730=2000 –1580=420. 

a44=100 B4 –170X4 –730=10025 –1705 –730=2500 –1580=920. 
Заполним матрицу решений (см. табл. 6.2):  

Таблица 6.2 
Платёжная матрица (матрица решений) 

 

X 
B 

B1=10 B2=15 B3=20 B4=25 

X1=2 –70 –70 –70 –70 

X2=3 –240 260 260 260 

X3=4 –410 90 590 590 

X4=5 –580 –80 420 920 
 

                                                             
26 денежных единиц 
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Согласно этой платёжной матрице требуется определить оптималь-
ную стратегию. 

Применим последовательно критерии Вальда, Сэвиджа, Гурвица, 

Байеса-Лапласа для решения поставленной задачи. 
Критерий Вальда. Матрица решений (платёжная матрица) до-

полняется ещё одним столбцом из наименьших результатов каждой 
строки (см. табл. 6.3). Строим оценочную функцию, значения которой 
соответствуют значениям построенного столбца (см. табл. 6.3 и 6.4). 

Таблица 6.3  
Платёжная матрица с дополнительным столбцом 

 

X 
B 

min 
B1=10 B2=15 B3=20 B4=25 

X1=2 –70 –70 –70 –70 –70 

X2=3 –240 260 260 260 –240 

X3=4 –410 90 590 590 –410 

X4=5 –580 –80 420 920 –580 
 

Таблица 6.4 
Оценочная функция критерия Вальда 

 

X fMM(X) 

X1=2 –70 

X2=3 –240 

X3=4 –410 

X4=5 –580 
 

Находим максимум данной функции fMM(X):  
max fMM(X)=max(–70; –240; –410; –580)= –70. 

Оптимальное значение, полученное с использованием критерия 
Вальда, мы договорились обозначать (согласно [6.1]) символом ZMM. 

Следовательно: 
ZMM= maxf(X)= –70 д. е. 

Вывод: принимая решение по критерию Вальда, яхт-клубу следует 

закупить 2 яхты, и максимум ожидаемого убытка не превысит 70 д. е. 
(не будем забывать, что в следующем сезоне приобретённые яхты, при 
определённой ситуации на рынке, возможно, начнут приносить при-
быль!). 
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Критерий Гурвица (компромиссное решение между самым худ-

шим исходом (min) и излишне оптимистическим (max)). Матрица реше-
ний (платёжная матрица) дополняется ещё одним столбцом, значения 

которого находим по формуле (6.2): 

Проведём вычисления сначала для  
Находим минимальное и максимальное значение первой строки, 

которые равны, соответственно, –70 и –70 и подставляем в формулу 

(6.2). Получим: 70)70(8,0)70(2,01 ra ; 

Находим минимальное и максимальное значение второй строки, 
которые равны, соответственно, –240 и 260 и подставляем в формулу 

(6.2). Получим: 1602608,0)240(2,02 ra . 

Аналогично для третьей строки: 3905908,0)410(2,03 ra . 

Для четвёртой строки: 6209208,0)580(2,04 ra  

Таблица 6.5 
 Платёжная матрица с оценочной функцией fHW 

 

X 
B 

fi 
B1=10 B2=15 B3=20 B4=25 

X1=2 –70 –70 –70 –70 –70 

X2=3 –240 260 260 260 160 

X3=4 –410 90 590 590 390 

X4=5 –580 –80 420 920 620 
 

Таблица 6.6 

Оценочная функция fHW критерия Гурвица 
 

X fHW(X) 

X1=2 –70 

X2=3 160 

X3=4 390 

X4=5 620 
 

Находим максимум оценочной функции Гурвица для :  
max fHW(X)=ZHW=max(–70; 160; 390; 620)=620, что соответствует 

решению (стратегии) X4=5. 
Как правило, при использовании критерия Гурвица рассчитывают 

оптимальные варианты для различных значений Проведя аналогич-
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ные вычисления для и дляполучим следующие результаты 

(см. табл. 6.7): 

Таблица 6.7 

Решения по Гурвицу для различных 
 

X
 

=0,2 =0,5 =0,8 

X1=2 –70 –70 –70 

X2=3 160 10 –140 

X3 =4 390 90 –210 

X4=5 620 170 –380 
 

Вывод: 

 при следует закупить 5 яхт и ожидать прибыль не менее 
620 д. е. (надеемся на широкую популярность нашего клуба и опреде-

ленную финансовую состоятельность любителей водных прогулок); 

 при 0,5 также следует закупить 5 яхт и ожидать прибыль не 
менее 170 д. е.; 

 при =0,8 не следует закупать более 2 яхт (мы более осторож-

ны в своих прогнозах и, скорее всего, предпочтем отказаться от созда-
ния клуба; хотя при долгосрочном прогнозе возможно получение при-
были в следующем сезоне – тратиться на закупку дорогостоящих яхт 
больше не нужно!). 

Критерий Сэвиджа (нахождение минимального риска). При вы-

боре решения по этому критерию сначала матрице полезности сопо-
ставляется матрица сожалений (или матрица рисков) D. 

Порядок действий при построении матрицы D. 
Находим максимальные значения для каждого столбца платёжной 

матрицы (см. табл. 6.8). 

Таблица 6.8 
Нахождение максимумов по столбцам 

 

X 
B 

B1=10 B2=15 B3=20 B4=25 

X1=2 –70 –70 –70 –70 

X2=3 –240 260 260 260 

X3=4 –410 90 590 590 

X4=5 –580 –80 420 920 

max –70 260 590 920 
 

Находим элементы матрицы рисков D см. табл. 6.9. 
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Таблица 6.9 
Вычисление элементов матрицы рисков 

 

X 
B 

B1=10 B2=15 B3=20 B4=25 

X1=2 –70–(–70)=0 260–(–70)=330 590–(–70)=660 920–(–70)=990 

X2=3 
–70–(–240)= 

170 
260–260=0 590–260=330 920–260=660 

X3=4 
–70–(–410)= 

340 
260–90=170 590–590=0 920–590=340 

X4=5 
–70–(–580)= 

510 
260–(–80)=340 590–420 920–920=0 

max –70 260 590 920 
 

Матрица рисков (матрица сожалений) дополняется ещё одним 
столбцом, значения которого находим по формуле: 

air= , j=1,2,3,4,5; i=1,2,3,4.  

Следовательно: 
a1r=max(0, 330, 660, 990)=990; 
a2r=max(170, 0, 330, 660)=660; 
a3r=max(340,170, 0, 330)=340; 

a4r=max(510, 340, 170, 0)=510; 

Таблица 6.10 
Матрица рисков с дополнительным столбцом 

 

X 
B 

B1=10 B2=15 B3=20 B4 =25 fi 

X1=2 0 330 660 990 990 

X2=3 170 0 330 660 660 

X3=4 340 170 0 330 340 

X4=5 510 340 170 0 590 
 

Таблица 6.11 
Оценочная функция fS(X) критерия Сэвиджа  

 

X fS(X) 

X1=2 990 

X2=3 660 

X3=4 340 

X4=5 590 
  

ij
j

amax
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Данная оценочная функция минимизируется, так как мы ищем ре-
шение, которому соответствует минимальный риск (используем форму-
лу 6.4): 

min fS(X)=ZS=min(990; 660; 340; 510)=340. 
Вывод: покупая 4 яхты для открываемого яхт-клуба, мы уверены, 

что в худшем случае убытки клуба не превысят 340 д. е.  
Критерий принятия решения Байеса-Лапласа. Предположим, 

что есть статистические данные, позволяющие оценить вероятность то-
го или иного спроса на членство в яхт-клубе: q=(0,1; 0,2; 0,4; 0,3). Тогда 
математическое ожидание величины прибыли для каждого из рассмат-
риваемых вариантов решения (предложение яхт в яхт-клубе):  

M1=(–700,1)+(–700,2)+(–700,4)+(–700,3) = –70, 

M2=(–2400,1)+(2600,2)+(2600,4)+(2600,3) =210, 
M3=(–4100,1)+(900,2)+(5900,4)+(5900,3) =390, 

M4==(–6800,1)+(–800,2)+(4200,4)+(9200,3)=370. 
Матрица решений дополняется еще одним столбцом, содержащим 

математическое ожидание значений каждой из строк. 

Таблица 6.12 
 

X 
B Матем. 

ожидание B1=10 B2=15 B3=20 B4=25 

X1=2 –70 –70 –70 –70 –70 

X2=3 –240 260 260 260 210 

X3=4 –410 90 590 590 390 

X4=5 –580 –80 420 920 370 
 

Строим целевую (оценочную) функцию fBL(X) (см. табл. 6.13): 

Таблица 6.13 
Оценочная функция fBL(X) критерия Байеса-Лапласа 

 

X fBL(X) 

X1=2 –70 

X2=3 210 

X3=4 390 

X4=5 370 
 

Находим максимум оценочной функции fBL(X): 
max fBL(X)=ZBL=max(–70; 210; 390; 370)=390, что соответствует 

решению (стратегии) X3=4, т. е. выбираются те варианты, в строках ко-
торых стоит наибольшее значение этого столбца. 
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Вывод: в условиях рассматриваемой ситуации наиболее целесо-

образно закупить 4 яхты (в этом случае максимальная ожидаемая при-
быль яхт-клуба составит 390 денежных единиц).  

Общий вывод. Рассмотренные критерии приводят к различным 
решениям и дают тем самым информацию к размышлению. Принятое 
решение здесь будет существенно зависеть от психологии и интуиции 
ЛПР. Это неудивительно, так как критерии основаны на различных ги-
потезах. Вводя ту или иную гипотезу о поведении среды, мы тем самым 
«снимаем неопределённость», однако сама гипотеза является только 
предположением, а не знанием. Было бы странным, если бы различные 
предположения приводили всегда к одному и тому же результату. 

ЗАДАНИЯ  

Для предложенной ниже задачи построить математическую мо-
дель: определить множество состояний внешней среды, множество ре-
шений и составить платёжную матрицу. Найти оптимальные решения с 
позиций критериев Вальда, Гурвица, Сэвиджа и Байеса-Лапласа. Про-
анализировать полученные результаты.  

Замечание. 

1) При поиске оптимального решения с позиции критерия Гурвица 

использовать значения весового коэффициента  
2) При поиске оптимального решения с использованием критерия 

Байеса-Лапласа значения вероятностей задать самостоятельно (не 
забываем, что сумма вероятностей должна быть равна единице). 

Вариант 1. Ежедневный спрос на булочки в продовольственном 

магазине колеблется от 700 до 1 000 штук. Булочки покупаются лотками 

по 50 штук по цене 6,20 руб. и продаются по цене 7,80 руб. за штуку. 
Непроданные булочки распродаются по цене 3,10 руб. на следующее 
утро. Ваши рекомендации? 

Вариант 2. Бюро трудоустройства населения планирует открытие 

курсов компьютерной грамотности. Ожидаемая численность слушате-
лей в пределах от 150 до 300 чел. За каждого их них бюро получает от 
работодателя 2 800 руб. Преподаватель работает с группой, не превы-
шающей 10 чел. Расходы на хозяйственные нужды составляют 10 000 и 

на оплату преподавателя 15 000 руб. Сколько преподавателей разумно 
привлечь? 

Вариант 3. Землевладелец на знойном юге решает вопрос о числе 

рабочих, привлекаемых к уборке томатов. Урожайность колеблется в 
зависимости от погоды от 700 до 900 центнеров, закупочная цена ста-
бильна и равна 8 руб./кг. Рабочий за сезон собирает 20 центнеров, полу-
чая 3,4 руб./кг. за уборку и 5 000 руб. для оплаты стоимости проезда к 
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месту работ. Затраты на обеспечение рабочих жильем (речь не идет да-
же о трехзвездочной гостинице) составляют 30 000 руб. и не зависят от 
численности. 

Вариант 4. В сельхоз. районе с посевной площадью 2 000 га реше-

но построить элеватор по одному из типовых проектов на 20, 30, 40, 50 
или 60 тыс. центнеров зерна. Привязка проекта обойдется в 270 тыс. 
руб. Стоимость материалов и оборудования для элеватора мощности 20 
тыс. равна 850 тыс. руб. и растет на 12 % с ростом мощности на 10 тыс. 
Затраты на эксплуатацию элеватора на 20 тыс. равны 130 тыс. руб. и 
растут на 25 тыс. c ростом мощности на 10 тыс. За хранение зерна на 
счет элеватора вносится плата 100 руб. за центнер. Урожайность колеб-

лется от 14 до 30 ц/га. 
Вариант 5. Прядильная фабрика ежемесячно получает от 35 до 50 

т хлопка повышенной влажности. Один сушильный агрегат может вы-
сушить 5 т. Затраты на техническое обслуживание агрегата 50 000 руб. 
(независимо от его использования или простоя). Потери от 1 т невысу-
шенного хлопка – 140 000 руб. Сколько агрегатов разумно иметь на 
фабрике? 

Вариант 6. В городе N решено открыть яхт-клуб (под громким 

названием скрывается скромная лодочная станция). Предполагаемое 
число членов клуба колеблется от 100 до 250 чел. Годовой абонемент 
стоит 10 000 руб. Аренда причала, помещений для хранения яхт и сти-
мулирование ускоренного получения лицензии обойдутся в 20 тыс. руб. 
Владельцу абонемента, не получившему яхты, выплачивается неустойка 
в размере 2 000 руб. Сколько же прогулочных яхт следует заказать, если 
каждая из них стоит 150 тыс. руб. и обычно ежедневно приходит каж-
дый десятый любитель пребывания на воде (прочими затратами прене-

бречь)? Сезон судоходства длится 3 месяца. 
Вариант 7. Организуются пригородные автобусные рейсы. Число 

пассажиров колеблется от 700 до 2 100 чел., из которых 10 % имеют 
право бесплатного проезда. Цена билета 60 руб. Вместимость автобуса 
– 30 чел. Эксплуатационные затраты на одну поездку – 1 200 руб. Опла-
та шофера за одну поездку – 500 руб. Каждый простой (не съезженный 
рейс) автобуса 50 руб. Сколько же купить автобусов, если каждый мо-
жет совершить не более 3 поездок в сутки? 

Вариант 8. Ежедневный спрос на булочки в продовольственном 

магазине может принимать следующие значения: 
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Таблица 6.14 
Таблица спроса (вариант 8) 

 

№ п/п 1 2 3 4 5 

Спрос 100 150 200 250 300 
 

Если булочка не продана днем, то она может быть реализована за 
4,5 рубля к концу дня. Свежие булочки продаются по 15 рублей за шту-

ку. Затраты магазина на одну булочку 7,5 рублей. Используя игровой 
подход, определите, какое число булочек надо заказывать ежедневно. 

Вариант 9. В 50-е годы в одном из небольших городов области 

планировалось строительство кинотеатра. Имелись проекты на 400, 650, 
850 и 1000 мест. Затраты на содержание кинотеатра составляли 40 руб. в 
день и дополнительно 10 руб. за каждые сто мест (свыше 600). В день 
можно было дать 6 сеансов, стоимость билета составляла в среднем 40 
коп. Количество посетителей колебалось от 2 400 до 6 000 человек. Ка-

кой из проектов следовало выбрать? 
Вариант 10. Фирма, действующая в живописном Горном Алтае, 

планирует десятидневные маршруты для туристов в летнем сезоне (60 
дней). Известно, что число туристов в течение десятидневки колеблется 
от 1 до 1,5 тыс. человек. Группы комплектуются из 25 человек. Стои-
мость путевки – 10 тыс. руб. Заработная плата инструктора составляет 
30 тыс. руб. в месяц. На экипировку группы затрачивается 7,5 тыс. руб., 
на питание группы – 85 тыс. руб. К тому же приходится оплачивать ре-

монт помещений и снаряжения при подготовке к сезону в размере 150 
тыс. руб. Сколько же инструкторов разумно пригласить на работу? 

Вариант 11. В транспортном цехе ежедневно выходит из строя до 

8 агрегатов, каждый из которых мог бы дать продукции на 3 500 руб. 
Слесарь-ремонтник, получающий 20 000 руб. в месяц, не может в день 
обслужить более двух станков. Сколько же слесарей должен привлечь 
на работу начальник транспортного цеха? 

Вариант 12. Требуется выяснить потребности транспортного 

агентства в автобусах для экскурсионного обслуживания. Обычно число 
заявок на автобусы колеблется в пределах от 10 до 50. Затраты на экс-
плуатацию каждого автобуса составляют 10 денежных единиц плюс 100 
на содержание автопарка в целом в день. Экскурсионное бюро выпла-
чивает транспортному агентству 20 денежных единиц за каждую заявку. 
Штраф за простой составляет 2 денежные единицы. Каждый автобус 
может совершить 3 рейса в день. 

Вариант 13. Председатель сельхозкооператива решает закупить 

бочки для засолки огурцов. Виды на урожай колеблются от 700 до 
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1 000 кг, в бочку вмещается 50 кг, цена бочки – 700 руб., затраты на за-
солку – 100 руб. за бочку, аренда места на рынке - 500 руб., реализаци-
онная цена - 55 руб./кг. 

Вариант 14. Универмаг, работающий по 10 часов в сутки, еже-

дневно посещают от 7 до 10 тыс. чел. Стоимость покупок одного посе-
тителя в среднем - 150 руб. Время обслуживания – 3 мин. на покупате-
ля. Затраты на оборудование одного рабочего места – 10 000 руб., зар-
плата продавца – 18 000 руб. в месяц. Найти число рабочих мест при 
планировании работы на месяц (30 рабочих дней). Каждый час продавец 
делает перерыв на 15 минут. 

Вариант 15. Фирма купила станок за 100 денежных единиц. Для 

его ремонта можно купить специальное оборудование за 50 ед. или 
обойтись старым оборудованием. Если станок выходит из строя, его ре-
монт с помощью спецоборудования обходится в 10 ед., без спецобору-
дования – в 40 ед. Известно, что в течение срока эксплуатации станок 
выходит из строя не более трех раз. Вероятность того, что станок не 
сломается – 0,3; сломается 1 раз – 0,4; сломается 2 раза – 0,2; сломается 
3 раза – 0,1. Требуется определить целесообразность приобретения спе-
циализированного ремонтного оборудования. 

Вариант 16. Прядильная фабрика ежемесячно получает от 35 до 

90 т хлопка повышенной влажности. Один сушильный агрегат может 
высушить 5 т. Затраты на техническое обслуживание агрегата 1 500 руб. 
(независимо от его использования или простоя). Потери от 1 т невысу-
шенного хлопка – 6 000 руб. Сколько агрегатов разумно иметь на фаб-
рике? 

Вариант 17. В транспортном цехе ежедневно выходит из строя до 

15 агрегатов, каждый из которых мог бы дать продукции на 10 000 руб. 

Слесарь-ремонтник, получающий 25 000 руб. в месяц, не может в день 
обслужить более двух станков. Сколько же слесарей должен привлечь 
на работу начальник транспортного цеха? 

Вариант 18. В 50-е годы в одном из небольших городов области 

планировалось строительство кинотеатра. Имелись проекты на 450, 650, 
820 и 1 000 мест. Затраты на содержание кинотеатра составляли 45 руб. 
в день и дополнительно 20 руб. за каждые сто мест (свыше 600). В день 
можно было дать 6 сеансов, стоимость билета составляла в среднем 35 

коп. Количество посетителей в день колебалось от 2 800 до 7 500 чело-
век. Какой из проектов следовало выбрать? 

Вариант 19. Ежедневный спрос на булочки в продовольственном 

магазине может принимать следующие значения: 
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Таблица 6.15  
Таблица спроса (вариант19) 

 

№ п/п 1 2 3 4 5 

Спрос 120 180 230 380 430 
 

Если булочка не продана днем, то она может быть реализована за 
3,5 рубля к концу дня. Свежие булочки продаются по 9,5 рублей за шту-

ку. Затраты магазина на одну булочку 7,5 рублей. Используя игровой 
подход, определите, какое число булочек надо заказывать ежедневно. 

Вариант 20. Универмаг, работающий по 9 часов в сутки, ежеднев-

но посещают от 6 до 11 тыс. человек. Стоимость покупок одного посе-
тителя в среднем - 140 руб. Время обслуживания - 3 мин. на покупателя. 
Затраты на оборудование одного рабочего места: 15 000 руб., зарплата 
продавца: 17 000 руб. в месяц. Найти число рабочих мест при планиро-
вании работы на месяц (30 рабочих дней). Каждый час продавец делает 

перерыв на 10 минут. 

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ И ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ ЗАДАНИЯ 

6.1. Для игры с природой с заданной платежной матрицей: 





















37234

85474

82531

 

 
– найти оптимальную стратегию по критерию Вальда. 
6.2. Для игры с природой с заданной платежной матрицей: 





















37234

85474

82531

 

– найти оптимальную стратегию по критерию Байеса-Лапласа при 
q=(0,2; 0,2; 0,4; 0,1; 0,1). 

6.3. Для игры с природой с заданной платежной матрицей: 





















37234

85474

82531

 

– найти оптимальную стратегию по критерию Гурвица, 6,0 . 

6.4. Для игры с природой с заданной платежной матрицей: 



ТЕМА 6: Принятие решений в условиях неопределённости. Игры с природой 

 

108 





















37234

85474

82531

 

– найти оптимальную стратегию по критерию Сэвиджа. 
6.5. Как изменится решение антагонистической матричной игры, 

если все элементы платежной матрицы увеличить на 10? 

6.6. Когда следует применять критерий Вальда? 
6.7. Когда следует применять критерий Гурвица? 
6.8. Когда следует применять критерий Сэвиджа? 
6.9. Когда следует применять критерий Байеса-Лапласа? 
6.10. Принятие решения в условиях определённости характеризу-

ется тем, что состояние среды… 
6.11. Принятие решения в условиях риска означает, что мы имеем 

информацию … о поведении среды. 

6.12. Принятие решений происходит в условиях неопределённо-
сти, если… 
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Тема 7: ДЕРЕВЬЯ РЕШЕНИЙ 

ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ 

При принятии решения в условиях неопределённости (или в усло-
виях риска) принципиальная сложность выбора решения возникает из-
за незнания ЛПР истинного состояния среды. В предыдущей теме рас-

смотрено несколько критериев, каждый из которых по-своему «борет-
ся» с неопределённостью: с помощью выдвижения гипотезы о поведе-
нии среды (критерий Лапласа, Вальда, Гурвица и Сэвиджа); с помощью 
усреднения получаемых выигрышей (критерий Байеса-Лапласа или 
критерий ожидаемого выигрыша); с помощью учёта как ожидаемого 
выигрыша, так и меры отклонения от него. Однако каждый из этих под-
ходов даёт лишь способ рационального анализа неопределённости, не 
устраняя самой неопределённости. Устранение или хотя бы уменьшение 

неопределённости может быть произведено только на основе уточнения 
истинного состояния среды. 

На практике такое уточнение осуществляется, как правило, с по-
мощью сбора дополнительной информации, а также с помощью прове-
дения экспериментов, по результатам которых судят об имеющемся со-
стоянии среды. Например, прежде чем приступить к лечению больного 
при неясном диагнозе, врач проводит дополнительные анализы; прежде 
чем бурить дорогостоящую нефтяную скважину, геолог производит 

сейсморазведку; прежде чем наладить производство какого-либо товара, 
предприниматель изготавливает пробную партию этого товара и т.д. В 
рамках теории принятия решений все эти действия означают не что 
иное, как проведение эксперимента с целью уточнения состояния среды. 

Иногда для наглядного представления зависимости решения от вы-
бора той или иной альтернативы удобно использовать схематическую 
модель под названием «дерево решений».  

Под деревом решений понимается разновидность связного графа, 

не содержащего замкнутых маршрутов [7.6, с. 354]. 

Разберёмся с терминологией. 
Определение. Графом G будем называть упорядоченную пару 

(V,E), где V – множество объектов P1, P2,…, Pn, называемых точками 
или вершинами графа , а E – некоторое множество пар элементов 
множества V, называемых рёбрами графа.  

Таким образом, Е – подмножество множества V2, состоящего из 
всех различных неупорядоченных пар элементов множества V – напри-

мер, (P1,P2), (P2,P3) и т.д. 
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Определение. Последовательность рёбер (P1,P2), (P2,P3),…, (Pr–1,Pr), 
графа G называется маршрутом, ведущим из вершины P 1  в вершину 
Pr. 

Определение. Если P1, P2,…, Pr–1 – различные точки, а Pr= P1, то 
последовательность рёбер (P1,P2), (P2,P3),…, (P r–1 ,Pr) называется цик-
лом или замкнутым маршрутом. 

Определение. Граф называется связным, если для любых двух 
вершин существует маршрут, ведущий из одной вершины в другую. 

Таким образом, основные понятия, используемые в теории графов, 
расшифрованы, и согласно [7.6], можно привести определение мате-
матического дерева решений. 

Определение. Связный граф называется деревом, если он не со-
держит замкнутых маршрутов. 

ЦЕЛИ И ЗАДАЧИ ЛАБОРАТОРНОЙ РАБОТЫ 

Цель: научить студента принимать решения в условиях риска с 
проведением эксперимента путём построения дерева решений. 

ПРИМЕРЫ 

Задача. Бурение нефтяной скважины27. 
Руководитель поисковой группы должен принять решение: бурить 

нефтяную скважину или нет. Скважина может оказаться: «сухой» (С), 

т. е. без нефти, «маломощной» (М), т. е. с малым содержанием нефти, и 
«богатой» (Б), т. е. с большим содержанием нефти. Альтернативами ру-
ководителя группы являются: x1 – бурить и x2 – не бурить скважину. Чи-
стая прибыль при выборе одной из альтернатив, в зависимости от воз-
можного типа скважины, приведена в таблице прибылей (см. табл. 7.1) 
или платёжной матрице (см. тему 6): 

Таблица 7.1 

Таблица прибылей (платёжная матрица) 
 

Решения 
Тип скважины 

С М Б 

x1 –70 50 200 

x2 0 0 0 
 

Кроме того, известно, что при бурении скважины структура грунта 
может оказаться двух типов: либо открытая (О) либо закрытая (З), что 

                                                             
27 Задача взята из книги В.В. Розен «Математические модели принятия решений в экономике» 

[7.1]. 
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влияет на вероятность появления сухой, маломощной или богатой сква-
жины. Руководителю поисковой группы известны результаты преды-
дущих испытаний на данной местности, которые показывают, сколько 

раз на грунтах открытой (О) и грунтах замкнутой (З) структуры встре-
чались скважины типа С, М, Б. Результаты испытаний сведены в табли-
цу 7.2.  

Таблица 7.2 
Таблица экспериментальных данных 

 

Тип скважины 
Структура грунта 

Всего 
открытая (О) замкнутая (З) 

С (сухая) n11=45 n12=5 50 

М (маломощная) n21=11 n22=19 30 

Б (богатая) n31=4 n32=16 20 

Всего 60 40 n=100 
 

Руководитель поисковой группы может провести дополнительный 
эксперимент с целью уточнения структуры грунта (состояния среды). 

Этот эксперимент представляет собой сейсморазведку, результатом ко-
торой будет ответ – какова структура грунта в данной местности (но не 
ответ на вопрос о типе скважины!). Стоимость дополнительного экспе-
римента равна 10 единицам. По результатам эксперимента руководи-
тель принимает решение о том, бурить на данной местности скважину 
или не бурить. 

У руководителя есть также возможность отказаться от проведения 
дополнительного эксперимента для уточнения структуры грунта и сразу 

сделать выбор: бурить скважину или не бурить. 
Таким образом, получена многошаговая задача принятия реше-

ний в условиях риска. Опишем методику нахождения оптимального 

решения. 
Шаг 1. Прежде всего разберёмся с исходными данными. 
Проведём анализ экспериментальных данных из таблицы 7.2. Эта 

таблица даёт совместную статистику грунта и типа скважин для данной 
местности. 

Предположим, что произведено n экспериментов, результаты кото-
рых являются значениями дискретных случайных величин X (тип сква-
жины) и Y (структура грунта), которые принимают, соответственно, 
значения С, М, Б и О, З. Обозначим через n11 число экспериментов, в 
которых X=С и Y=О, через n12 - число экспериментов, в которых X=С и 
Y=З, через n21 - число экспериментов, в которых X=М и Y=О и т.д. В 
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нашем случае n=100, n11=45, n12=5, n21=11. Разделив значения табли-
цы 7.2 на 100 (число проведённых экспериментов), мы получим закон 
распределения двумерной случайной величины (X, Y), заданный в таб-

личной форме (см. табл. 7.3, где через pij обозначены вероятности 
наступления того или иного события, например: p11 – вероятность появ-
ления сухой скважины на открытом грунте и т. п.). 

Таблица 7.3 
Статистический ряд распределения двумерной с. в. (X, Y) 

 

X, 

тип скважины 

Y,  

структура грунта ∑𝒑𝒊𝒋

𝟐

𝒋=𝟏

 

открытая (О) замкнутая (З)  

С (сухая) p11=0,45 p12=0,05 0,50 

М (маломощная) p21=0,11 p22=0,19 0,30 

Б (богатая) p31=0,04 p32=0,16 0,20 

∑𝒑𝒊𝒋

𝟑

𝒊=𝟏

 0,60 0,40 1 

 

Из таблицы 7.3 следует, что вероятность появления сухой скважи-
ны: Р(X=C)=P(C)=0,5; вероятность появления маломощной скважины 
равна: Р(X=M)=P(M)=0,3; вероятность появления богатой скважины 
равна: Р(X=Б)=P(Б)=0,2; вероятность выпадения открытого грунта рав-
на: Р(Y=O)=P(O)=0,6; вероятность выпадения замкнутого грунта равна: 

Р(Y=З)=P(З)=0,4. 
Шаг 2. Построим дерево (рис. 7.1), на котором указаны все этапы 

процесса принятия решений – дерево решений. Ветви дерева соответ-

ствуют возможным альтернативам, а вершины – возникающим ситуаци-
ям. Альтернативами руководителя поисковой группы являются: α – от-
каз от эксперимента, β – проведение эксперимента, x1 – бурить скважи-
ну, x2 – не бурить скважину. Состояния природы: выбор типа скважины 
(С, М, Б), а также выбор структуры грунта (О, З). 

Построенное дерево определяет игру руководителя группы с при-
родой. Позициями данной игры служат вершины дерева, а ходами игро-

ков – выбираемые ими решения. Позиции, в которых ход делает руко-
водитель группы, изображены прямоугольником; позиции, в которых 
ход делает природа, – кружком.  

Игра протекает следующим образом. В начальной позиции ход де-
лает руководитель группы. Он должен принять решение – отказаться от 
эксперимента (выбрать решение α) или проводить эксперимент (вы-
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брать решение β). Если он отказался от эксперимента, то игра переходит 
в следующую позицию, в которой руководитель группы должен при-
нять решение: бурить (выбрать альтернативу x1) или не бурить (выбрать 

альтернативу x2). Если же он решает проводить эксперимент, то игра 
переходит в позицию, в которой ход делает природа, выбирая одно из 
состояний О или З, соответствующих возможным результатам экспери-
мента, и т. д. Игра заканчивается тогда, когда она переходит в оконча-
тельную позицию (т. е. вершину дерева, для которой нет исходящих из 
неё ветвей)  

Шаг 3. Для каждого решения, которое является ходом природы 
(т. е. исходит из позиции, изображённой кружком), надо найти вероят-

ность этого хода. Для этого поступаем следующим образом. По опреде-
лению дерева решений и по построению, для каждой позиции дерева 
существует единственный путь, соединяющий эту позицию с начальной 
позицией. Если этот путь не проходит через позицию (Э), означающую 
проведение эксперимента, то вероятности состояний Р(С), Р(М) и Р(Б) 

являются безусловными (доопытными, априорными) и находят-
ся из табл. 7.2 следующим образом: 

Р(С)=50/100=0,5; Р(М)=30/100=0,3; Р(Б)=20/100=0,2. 

Если же для позиции природы путь, соединяющий её с начальной 
позицией, проходит через позицию (Э), то вероятности состояний среды 
становятся условными (апостериорными) вероятностями и нахо-
дятся с использованием данных той же табл. 7.2 по следующим форму-
лам: 
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В позиции (Э) вероятности ходов природы, приводящих к позици-

ям (О) и (З), находятся также из таблицы 7.2: 
Р(О)=60/100=0,6; Р(З)=40/100=0,4. 
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Шаг 3. Произведём оценку всех позиций дерева игры, «спускаясь» 
от конечных позиций к начальной. Оценкой позиции служит ожидае-
мый выигрыш в этой позиции. 

Сначала найдём оценки конечных позиций. Они целиком опреде-

ляются значениями платёжной матрицы (см. табл. 7.1) и зависят как от 
типа грунта, так и от принятого нами решения: бурить или не бурить 
скважину. 

Укажем теперь способ оценки произвольной позиции дерева игры. 
Для позиции природы – её оценка представляет собой математиче-

ское ожидание величины выигрыша, которое: 

 для первой и второй ветвей (когда эксперимент не проводится) 

подсчитывается на основании априорных вероятностей P(C), P(М), P(Б) 
из таблицы 7.3 и значений платёжной матрицы (табл. 7.1): 

1-я – ветвь: ;202,02003,0505,070   

2-я – ветвь: 0; 

 для остальных ветвей (с проведением эксперимента) подсчи-
тывается на основании значений платёжной матрицы (табл. 7.1) и апо-
стериорных вероятностей Pо(C), Pо(М), Pо(Б), Pз(C), Pз(М), Pз(Б) из 
таблицы 7.3: 

3-я – ветвь: ;3007,020018,05075,070   

4-я – ветвь: 0; 

5-я – ветвь: ;954,020048,05013,070   

6-я – ветвь: 0. 
Для позиции игрока: в «своей» позиции игрок может сделать лю-

бой ход, поэтому он выберет тот, который приводит к наибольшему 
возможному выигрышу. В каждой позиции игрок помечает черточкой 
ту ветвь дерева, которая приводит к позиции, имеющей максимальную 
оценку (см. рис. 7.1). Если посмотреть на ветви 1 и 2, то получается, что 

выбирать следует первую ветвь, т. к. ожидаемая прибыль на ней соста-
вит 20 единиц, а вторая ветвь (отказ от бурения) приведёт нас к нулево-
му выигрышу. Сравнивая ветви 3 и 4, отмечаем чёрточкой четвёртую 
ветвь, т. к. 0> –30. Из 5-й и 6-й ветвей выбираем 5-ю с ожидаемой при-
былью в 95 единиц. 

Спускаясь ниже по дереву решений, отмечаем ветвь, которая при-
водит нас к закрытому грунту, т. к. здесь наблюдается наивысшая при-
быль в 95 единиц. Однако значение в 95 единиц мы можем получить 

только лишь с вероятностью 0,4. Следовательно, ожидаемый выигрыш в 
точке «выбора» природой структуры грунта будет равен 0,4×95=38 еди-
ницам. 
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Рис. 7.1. Дерево решений 
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Вычитаем расходы на проведение эксперимента, равные 10 едини-
цам. В итоге получим 28 единиц ожидаемой прибыли на ветви, соответ-
ствующей альтернативе β (с проведением эксперимента). 

В начальной позиции, без проведения эксперимента, ожидаемая 
прибыль (альтернатива α) составит 20 единиц. 

Шаг 4. Таким образом, вернувшись к началу дерева решений, де-
лаем вывод, что целесообразным является решение – проводить экспе-
римент (сейсморазведку). Далее, если эксперимент покажет, что грунт 
открытый, то бурение производить не следует, а если замкнутый, то 
нужно бурить. 

ЗАДАНИЯ  

Задача. Бурение нефтяной скважины28 

У руководителя поисковой группы имеется следующая информа-
ция: таблица прибылей (платёжная матрица ), таблица эксперименталь-
ных данных и стоимость дополнительного эксперимента. 

В соответствии со своим вариантом: 
 построить дерево решений, с помощью которого обосновать 

правильную стратегию для руководителя поисковой группы: 

 проводить ли дополнительный эксперимент по сейсмораз-

ведке перед бурением скважины; 

 если следует провести сейсморазведку, то – как поступать в 
дальнейшем, в зависимости от результатов эксперимента; 

 бурить ли скважину без проведения сейсморазведки; 

 или вовсе не бурить скважину на данной местности. 

Вариант 1 

Вариант 1. Таблица прибылей (платёжная матрица) 

Решения 
Тип скважины 

С М Б 

x1 –60 60 200 

x2 0 0 0 

Вариант 1. Экспериментальные данные 

Тип скважины 
Структура грунта 

Всего 
открытая (О) замкнутая (З) 

С (сухая) n11=40 n12=10 50 

М (маломощная) n21=11 n22=19 30 

Б (богатая) n31=4 n32=16 20 

Всего 55 45 n=100 
  

                                                             
28 Формулировку задачи и алгоритм решения см. в разделе «Примеры» (тема 7). 
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Стоимость дополнительного эксперимента составляет 20 единиц. 

Вариант 2 

Вариант 2. Таблица прибылей (платёжная матрица) 
 

Решения 
Тип скважины 

С М Б 

x1 –50 70 200 

x2 0 0 0 
 

Вариант 2. Экспериментальные данные 

Тип скважины 
Структура грунта 

Всего 
открытая (О) замкнутая (З) 

С (сухая) n11=45 n12=5 50 

М (маломощная) n21=10 n22=20 30 

Б (богатая) n31=4 n32=16 20 

Всего 59 41 n=100 
 

Стоимость дополнительного эксперимента составляет 10 единиц. 

Вариант 3 

Вариант 3. Таблица прибылей (платёжная матрица) 

Решения 
Тип скважины 

С М Б 

x1 –80 40 200 

x2 0 0 0 
 

Вариант 3. Экспериментальные данные 

Тип скважины 
Структура грунта 

Всего 
открытая (О) замкнутая (З) 

С (сухая) n11=45 n12=5 50 

М (маломощная) n21=11 n22=19 30 

Б (богатая) n31=5 n32=15 20 

Всего 61 39 n=100 
 

Стоимость дополнительного эксперимента составляет 15 единиц. 

Вариант 4 

Вариант 4. Таблица прибылей (платёжная матрица) 

Решения 
Тип скважины 

С М Б 

x1 –65 50 200 

x2 0 0 0 
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Вариант 4. Экспериментальные данные 

Тип скважины 
Структура грунта 

Всего 
открытая (О) замкнутая (З) 

С (сухая) n11=40 n12=10 50 

М (маломощная) n21=10 n22=20 30 

Б (богатая) n31=4 n32=16 20 

Всего 54 46 n=100 
 

Стоимость дополнительного эксперимента составляет 10 единиц. 

Вариант 5 

Вариант 5. Таблица прибылей (платёжная матрица) 

Решения 
Тип скважины 

С М Б 

x1 –70 50 250 

x2 0 0 0 
 

Вариант 5. Экспериментальные данные 

Тип скважины 
Структура грунта 

Всего 
открытая (О) замкнутая (З) 

С (сухая) n11=40 n12=10 50 

М (маломощная) n21=11 n22=19 30 

Б (богатая) n31=5 n32=15 20 

Всего 56 44 n=100 
 

Стоимость дополнительного эксперимента составляет 10 единиц. 

Вариант 6 

Вариант 6. Таблица прибылей (платёжная матрица) 

Решения 
Тип скважины 

С М Б 

x1 –60 50 150 

x2 0 0 0 
 

Вариант 6. Экспериментальные данные 

Тип скважины 
Структура грунта 

Всего 
открытая (О) замкнутая (З) 

С (сухая) n11=45 n12=5 50 

М (маломощная) n21=10 n22=20 30 

Б (богатая) n31=5 n32=15 20 

Всего 60 40 n=100 
 

Стоимость дополнительного эксперимента составляет 10 единиц. 
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Вариант 7 

Вариант 7. Таблица прибылей (платёжная матрица) 

Решения 
Тип скважины 

С М Б 

x1 –70 50 200 

x2 0 0 0 
 

Вариант 7. Экспериментальные данные 

Тип скважины 
Структура грунта 

Всего 
открытая (О) замкнутая (З) 

С (сухая) n11=50 n12=5 55 

М (маломощная) n21=10 n22=20 30 

Б (богатая) n31=10 n32=15 25 

Всего 70 40 n=110 
 

Стоимость дополнительного эксперимента составляет 15 единиц. 

Вариант 8 

Вариант 8. Таблица прибылей (платёжная матрица) 

Решения 
Тип скважины 

С М Б 

x1 –60 60 200 

x2 0 0 0 
 

Вариант 8. Экспериментальные данные 

Тип скважины 
Структура грунта 

Всего 
открытая (О) замкнутая (З) 

С (сухая) n11=45 n12=10 55 

М (маломощная) n21=10 n22=20 30 

Б (богатая) n31=10 n32=15 25 

Всего 65 45 n=110 
 

Стоимость дополнительного эксперимента составляет 20 единиц. 

Вариант 9 

Вариант 9. Таблица прибылей (платёжная матрица) 

Решения 
Тип скважины 

С М Б 

x1 –70 50 200 

x2 0 0 0 
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Вариант 9. Экспериментальные данные 

Тип скважины 
Структура грунта 

Всего 
открытая (О) замкнутая (З) 

С (сухая) n11=50 n12=5 55 

М (маломощная) n21=15 n22=15 30 

Б (богатая) n31=10 n32=15 25 

Всего 75 35 n=110 
 

Стоимость дополнительного эксперимента составляет 20 единиц. 

Вариант 10 

Вариант 10. Таблица прибылей (платёжная матрица) 

Решения 
Тип скважины 

С М Б 

x1 –50 50 150 

x2 0 0 0 
 

Вариант 10. Экспериментальные данные 

Тип скважины 
Структура грунта 

Всего 
открытая (О) замкнутая (З) 

С (сухая) n11=45 n12=15 60 

М (маломощная) n21=10 n22=20 30 

Б (богатая) n31=5 n32=15 20 

Всего 60 50 n=110 
 

Стоимость дополнительного эксперимента составляет 10 единиц. 

Вариант 11 

Вариант 11. Таблица прибылей (платёжная матрица) 

Решения 
Тип скважины 

С М Б 

x1 –70 50 200 

x2 0 0 0 
 

Вариант 11. Экспериментальные данные 

Тип скважины 
Структура грунта 

Всего 
открытая (О) замкнутая (З) 

С (сухая) n11=45 n12=15 60 

М (маломощная) n21=10 n22=20 30 

Б (богатая) n31=5 n32=15 20 

Всего 60 50 n=110 
 

Стоимость дополнительного эксперимента составляет 10 единиц. 
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Вариант 12 

Вариант 12. Таблица прибылей (платёжная матрица) 

Решения 
Тип скважины 

С М Б 

x1 –70 50 200 

x2 0 0 0 
 

Вариант 12. Экспериментальные данные 

Тип скважины 
Структура грунта 

Всего 
открытая (О) замкнутая (З) 

С (сухая) n11=45 n12=15 60 

М (маломощная) n21=10 n22=20 30 

Б (богатая) n31=5 n32=15 20 

Всего 60 50 n=110 
 

Стоимость дополнительного эксперимента составляет 10 единиц. 

Вариант 13 

Вариант 13. Таблица прибылей (платёжная матрица) 

Решения 
Тип скважины 

С М Б 

x1 –70 50 100 

x2 0 0 0 
 

Вариант 13. Экспериментальные данные 

Тип скважины 
Структура грунта 

Всего 
открытая (О) замкнутая (З) 

С (сухая) n11=45 n12=15 60 

М (маломощная) n21=10 n22=25 35 

Б (богатая) n31=10 n32=15 25 

Всего 65 55 n=120 
 

Стоимость дополнительного эксперимента составляет 30 единиц. 

Вариант 14 

Вариант 14. Таблица прибылей (платёжная матрица) 

Решения 
Тип скважины 

С М Б 

x1 –60 60 200 

x2 0 0 0 
 

  



ТЕМА 7: Деревья решений 

 

122 

Вариант 14. Экспериментальные данные 

Тип скважины 
Структура грунта 

Всего 
открытая (О) замкнутая (З) 

С (сухая) n11=45 n12=15 60 

М (маломощная) n21=10 n22=25 35 

Б (богатая) n31=5 n32=20 25 

Всего 60 60 n=120 
 

Стоимость дополнительного эксперимента составляет 15 единиц. 

Вариант 15 

Вариант 15. Таблица прибылей (платёжная матрица) 

Решения 
Тип скважины 

С М Б 

x1 –70 50 150 

x2 0 0 0 
 

Вариант 15. Экспериментальные данные 

Тип скважины 
Структура грунта 

Всего 
открытая (О) замкнутая (З) 

С (сухая) n11=35 n12=15 50 

М (маломощная) n21=10 n22=20 30 

Б (богатая) n31=4 n32=16 20 

Всего 49 51 n=100 
 

Стоимость дополнительного эксперимента составляет 10 единиц. 

Вариант 16 

Вариант 16. Таблица прибылей (платёжная матрица) 

Решения 
Тип скважины 

С М Б 

x1 –70 50 200 

x2 0 0 0 
 

Вариант 16. Экспериментальные данные 

Тип скважины 
Структура грунта 

Всего 
открытая (О) замкнутая (З) 

С (сухая) n11=45 n12=5 50 

М (маломощная) n21=15 n22=15 30 

Б (богатая) n31=5 n32=15 20 

Всего 65 35 n=100 
 

Стоимость дополнительного эксперимента составляет 40 единиц. 
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Вариант 17 

Вариант 17. Таблица прибылей (платёжная матрица) 

Решения 
Тип скважины 

С М Б 

x1 –70 50 200 

x2 0 0 0 
 

Вариант 17. Экспериментальные данные 

Тип скважины 
Структура грунта 

Всего 
открытая (О) замкнутая (З) 

С (сухая) n11=45 n12=5 50 

М (маломощная) n21=10 n22=20 30 

Б (богатая) n31=10 n32=10 20 

Всего 65 35 n=100 
 

Стоимость дополнительного эксперимента составляет 10 единиц. 

Вариант 18 

Вариант 18. Таблица прибылей (платёжная матрица) 

Решения 
Тип скважины 

С М Б 

x1 –70 50 200 

x2 0 0 0 
 

Вариант 18. Экспериментальные данные 

Тип скважины 
Структура грунта 

Всего 
открытая (О) замкнутая (З) 

С (сухая) n11=40 n12=10 50 

М (маломощная) n21=10 n22=20 30 

Б (богатая) n31=10 n32=10 20 

Всего 60 40 n=100 
 

Стоимость дополнительного эксперимента составляет 15 единиц. 

Вариант 19 

Вариант 19. Таблица прибылей (платёжная матрица) 

Решения 
Тип скважины 

С М Б 

x1 –60 40 200 

x2 0 0 0 
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Вариант 19. Экспериментальные данные 

Тип скважины 
Структура грунта 

Всего 
открытая (О) замкнутая (З) 

С (сухая) n11=90 n12=10 100 

М (маломощная) n21=20 n22=40 60 

Б (богатая) n31=10 n32=30 40 

Всего 120 80 n=200 
 

Стоимость дополнительного эксперимента составляет 15 единиц. 

Вариант 20 

Вариант 20. Таблица прибылей (платёжная матрица) 

Решения 
Тип скважины 

С М Б 

x1 –50 60 100 

x2 0 0 0 
 

Вариант 20. Экспериментальные данные 

Тип скважины 
Структура грунта 

Всего 
открытая (О) замкнутая (З) 

С (сухая) n11=35 n12=15 50 

М (маломощная) n21=10 n22=20 30 

Б (богатая) n31=5 n32=15 20 

Всего 50 50 n=100 
 

Стоимость дополнительного эксперимента составляет 20 единиц. 

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ И ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ ЗАДАНИЯ 

7.1. Какой эксперимент называют идеальным? 
7.2. Приведите примеры из жизни, где проводят дополнительный 

эксперимент. 
7.3. Каким образом можно уменьшить неопределённость о состоя-

нии среды? 
7.4. Априорные вероятности (доопытные вероятности); апостери-

орные вероятности (послеопытные вероятности), гипотезы. Укажите, 
где эти понятия встречаются при решении задачи о бурении скважины. 

7.5. В чём заключается байесовский подход к принятию решений в 
условиях риска? 

7.6. Принятие решения в условиях определённости характеризует-
ся тем, что состояние среды… 

7.7. Принятие решения в условиях риска означает, что мы имеем 
информацию… 
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7.8. Принятие решений происходит в условиях неопределённости, 
если… 

7.9. Какой используется критерий для оценки позиции природы? 
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Список сокращений, встречающихся в тексте 

д. е. – денежная единица 
ЗВО – задача векторной оптимизации 
КК – компромиссная кривая 

ЛПР - лицо, принимающее решение 
МЗО - многокритериальная задача оптимизации 
ММ - математическая модель 
с. в. – случайная величина 
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