Лабораторная работа № 1
Тема: Решение матричной игры размером MxN в чистых стратегиях. 
Теоретические сведения
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Ai- стратегии игрока A, i= l,m 
Bj- стратегии игрока В, j = l,n
(i = min аij - наименьший выигрыш игрока А при выборе им стратегии Ai для всех возможных стратегий игрока В.

(= max (i = max  min aij - гарантированный выигрыш игрока А при

       i=1,…, m       i=1,...,m j=1,...,n       любой стратегии игрока В.

( - нижняя цена игры.
(j = max an - наибольший выигрыш игрока В при выборе им стратегии Bj
        i=1,…,m                            для всех возможных стратегии игрока А.

( = min (i =  min   max an - гарантированный выигрыш игрока В при

      j=1,…, n     j=1,...,n i=1 ,...,m            любой стратегии игрока А.
( - верхняя цена игры.

Если (= ( = ( - цена игры в чистых стратегиях.

Минимаксные стратегии, соответствующие цене игры, являются оптимальными стратегиями, а их совокупность - оптимальным решением игры. Пара чистых стратегий Ai и Bj даёт оптимальное решение игры тогда и только тогда, когда соответствующий элемент аij является одновременно наибольшим в своём столбце и наименьшим в своей строке. Такая ситуация называется седловой точкой (поверхность седла искривляется вверх в одном направлении и вниз - в другом направлении).
Задание: Дана платёжная матрица
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Найти оптимальное решение в чистых стратегиях:

- цена игры;

- стратегия 1-го игрока;

- стратегия 2-го игрока. Если оптимального решения нет (отсутствует седловая точка), найти нижнюю и верхнюю цены игры.

Для решения использовать приведённые выше формулы. Полученные результаты использовать для отладки приведённой ниже программы.
Лабораторная работа № 2

Тема: Приближенное решение матричной игры размером MxN в смешанных стратегиях итерационным методом Брауна-Робинсон.

Теоретические сведения

Если седловая точка отсутствует, то решение следует искать в смешанных стратегиях.

Смешанной стратегией SA игрока А называется применение чистых стратегий A1, A2, ..., Am с вероятностями р1, р2,…, рm.

Смешанной стратегией SB игрока В называется применение чистых стратегий B1, В2, ..., Вn с вероятностями q1, q2,..., qn.
Оптимальное решение игры: это пара оптимальных стратегий SA*,SB*,

обладающих следующим свойством - если один из игроков придерживается своей оптимальной стратегии, то другому не может быть выгодно отступать от своей. Выигрыш, соответствующий оптимальному решению, называется ценой игры. Цена игры удовлетворяет неравенству : ( < ( < (
Для игр 2х2, 2xN, Mx2 возможно графическое решение. Для решения игр размера MxN можно использовать итерационный метод - метод фиктивного разыгрывания Брауна-Робинсон. Его идея заключается в следующем. 
Разыгрывается „мысленно" эксперимент в котором противники А и В применяют друг против друга свои стратегии. Эксперимент состоит из последовательности партий (игр). Один из игроков, например А, выбирает произвольную стратегию - Ai. Игрок В отвечает той своей стратегией Bj, которая наименее выгодна для А, применяющего стратегию Ai. На это А отвечает своей стратегией Ak, которая наименее выгодна для В, применяющего стратегию Bj. Дальше снова очередь В. Он выбирает ту стратегию, которая наименее выгодна для А, если он будет применять половинную смесь стратегий Ai и Ak и т.д. В каждой партии, когда наступает его очередь выбирать стратегию, игрок отвечает своему противнику той своей чистой стратегией, которая является наихудшей для противника мерой против всех его предшествующих выборов. Эти предыдущие выборы рассматриваются как своеобразные „смешанные стратегии", где чистые стратегии смешаны в пропорциях, соответствующих частоте их применения в прошлом. Если такой процесс продолжать достаточно долго, то средний выигрыш, приходящийся на одну партию, будет стремиться к цене игры, а найденные частоты применения стратегий, будут стремиться к соответствующим вероятностям.

Сходимость метода довольно медленная, однако для практики решение получается довольно скоро.

Задание: Предприятие выпускает скоропортящуюся продукцию, которую можно отправить потребителю сразу (стратегия Ai), отправить на склад для хранения - А2 или подвергнуть дополнительной обработке для длительного хранения - Аз. Потребитель может приобрести продукцию: немедленно (стратегия B1), в течении небольшого времени - В2 или после длительного периода времени - Вз. В случае выбора стратегий А2 и Аз предприятие несёт дополнительные затраты на хранение и обработку продукции, которые не требуются для стратегии A1, однако при выборе A1 следует учесть возможные убытки из-за порчи продукции, если потребитель выберет стратегии В2 или Вз. Определить оптимальные пропорции продукции для применения стратегий A1, А2 , A3, используя итерационный метод при следующей матрице затрат:
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Лабораторная работа № 3

Тема: Точное решение матричной игры размером NxN в смешанных стратегиях.

Теоретические сведения

Имеем антагонистическую игру 2-х лиц А и В. Каждый из них имеет N стратегий. Седловая точка отсутствует. Решение ищется в смешанных стратегиях на основании свойства оптимальной стратегии: Если А будет применять свою оптимальную стратегию, то его выигрыш останется неизменным, как бы ни поступала сторона В, если только она на выйдет за пределы своих активных стратегий. Активной является та стратегия которая входит в решение игры.

1. Пусть N=2 и имеем платежную матрицу
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Как можно найти SA* - оптимальную стратегию А? При N=2 обе стратегии игрока В являются активными (иначе игра имела бы седловую точку). Значит, если А будет пользоваться своей стратегией SA*, то В может выбрать любую из своих стратегий, не меняя выигрыша. Средний выигрыш (, если А будет использовать стратегию SA*, а В - чистую стратегию B1 равен:

a11 p1 + a21 р2 = (   (1)

Аналогично, если В будет использовать стратегию В2, средний выигрыш А также будет равен (:

a12 + а22р2= (   (2)
 Естественно,   p1 + р2 = 1           (3)

Решая систему линейных алгебраических уравнений (1-3), находят p1, р2, т.е. SA*  и (. Аналогично, можно найти SB* .

2. Пусть N>2 и имеем платежную матрицу Р размером NxN.                                         Всегда имеет смысл проверить, не является ли такая игра полностью усреднённой (т.е. все N стратегий игроков А и В являются активными).

Для этого надо решить следующую систему линейных алгебраических уравнений N+1 порядка :
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Если эта система имеет осмысленное решение (вероятности   не отрицательны и не превышают 1), то точное решение игры найдено. В противном случае, не все стратегии активные и можно найти только приближённое решение итерационным методом.

Задание: Предприниматель располагает тремя видами товаров A1, A2, Аз, которые он стремиться реализовать на рынке, где возможна продажа конкурентом аналогичных товаров B1,   B2, B3 соответственно. Предпринимателю неизвестно, какой вид товаров преимущественно конкурент будет продавать на рынке, а конкуренту не известно, какие товары предпринимателя на рынке появятся. Предприниматель располагает данными о том, какова вероятность продать тот или иной товар при наличии на рынке товаров конкурента. Эти данные образуют матрицу игры:
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Необходимо дать предпринимателю рекомендации по рациональному выбору вида товаров для продвижения их на рынок в условиях конкуренции, при котором обеспечивается получение наилучшего возможного результата -наибольшей вероятности продаж, что бы не предпринимал конкурент.
Лабораторная работа № 4
Тема: Ситуация равновесия по Нэшу в биматричных играх. 
Теоретические сведения

Для биматричной игры 2-х лиц размером MxN пара (ai*, (j*) будет ситуацией равновесия по Нэшу, если:
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Из определения ситуации по Нэшу следует, что ни один из игроков не заинтересован в отклонении от этой ситуации, т.к. выигрыш отклонившегося от этой ситуации игрока лишь уменьшится, если другой будет придерживаться этой ситуации.

Задание: Найти ситуации равновесия в биматричной игре с платёжными матрицами
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для игроков А и В соответственно в чистых стратегиях.

Провести вычисления по приведённым выше формулам, полученные результаты использовать для отладки следующей программы

Если ситуаций равновесия в чистых стратегиях нет, их ищут в смешанных стратегиях. Для случая, когда все стратегии являются активными, ситуации равновесия по Нэшу в играх размером NxN можно искать путём решения системы линейных алгебраических уравнений, подобно тому, как это делалось для матричных игр.

Задание: Найти ситуации равновесия в следующей биматричной игре в смешанных стратегиях
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Записать две системы линейных алгебраических уравнений 3-го порядка для нахождения ситуаций равновесия, решить их.  Полученные результаты использовать для отладки программы

Лабораторная работа № 5
Тема: Оптимальность по Парето в биматричных играх. 
Теоретические сведения

В безкоалиционных играх существуют другие принципы оптимальности, которые приводят с ситуациям более выгодным всем участникам, чем в случае равновесных ситуаций. Таким принципом оптимальности является оптимальность по Парето.

Ситуация х в безкоалиционной игре называется оптимальной по Парето, если не существует ситуации х, для которой имеют место неравенства:

[image: image10.png]
здесь Нi (х) - функция выигрыша i- го игрока
Таким образом, отсюда следует, что не существует другой ситуации х, которая была бы предпочтительней ситуации х для всех игроков.

Задание: Найти оптимальную ситуацию по Парето в чистых стратегиях для следующей биматричной игры:
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Провести вычисления, полученные результаты использовать для отладки программы.
Лабораторная работа № 6
Тема: Нахождение наилучших гарантированных результатов и оптимальных стратегий стороны - лидера по принципу Штакельберга.

Теоретические сведения

Анализ поведения стороны-лидера можно строить на основе принципа равновесия по Штакельбергу. Его суть состоит в следующем.

Сторона-лидер, зная функции выигрыша свою - F(x,y) и другой стороны -G(x, у), использует эту информацию для предсказания реакции другой стороны (ведомой) на сообщённую ей свою стратегию действия х. Ведомая сторона, получив такую информацию, действует в своих интересах согласно максимуму своего выигрыша G(x, у), а значит, для стороны-лидера становится известным множество наилучших действий ведомой стороны, т.е. известны значения j:

j(Y(x) = Arg max G(x,y) - номера столбцов, где находится max G(x,y)

       для каждой строки i - стратегии лидера х . 
Далее, сторона-лидер находит свою оптимальную стратегию путём максимизации своей функции выигрыша с учётом множества Y(x), т.е. с учётом max min F(x,y).

      Здесь х - стратегии стороны-лидера, выбираются по значениям строк

                      функции (матрицы) выигрыша i = 1,...,m.

                 у - стратегии ведомой стороны, выбираются по значениям столбцов функции 
                      (матрицы) выигрыша j = 1,...,n.

Задание: Определить наилучшие гарантированные результаты и оптимальные стратегии стороны-лидера по принципу Штакельберга для следующей биматричной игры размера 3х3: [image: image12.png]
Провести вычисления по приведённым выше формулам, полученные результаты использовать для отладки программы, реализующей этот алгоритм.
