Экономико-математическое моделирование
1. Моделирование как метод научного познания
Моделирование в научных исследованиях стало применяться еще в   глубокой древности и постепенно захватывало все новые области научных знаний: техническое конструирование, строительство и архитектуру,          астрономию, физику, химию, биологию и, наконец, общественные науки. Большие успехи и признание практически во всех отраслях современной науки принес методу моделирования ХХ в. Однако методология                 моделирования долгое время развивалась независимо отдельными науками.              Отсутствовала единая система понятий, единая терминология. Лишь          постепенно стала осознаваться роль моделирования как универсального    метода научного познания. 
Термин "модель" широко используется в различных сферах человеческой деятельности и имеет множество смысловых значений. Рассмотрим только такие "модели", которые являются инструментами получения знаний. 

Модель – это такой материальный или мысленно представляемый      объект, который в процессе исследования замещает объект-оригинал так, что его непосредственное изучение дает новые знания об объекте-оригинале. Под моделирование понимается процесс построения, изучения и применения моделей. Оно тесно связано с такими категориями, как абстракция, аналогия, гипотеза и др. Процесс моделирования обязательно включает и построение абстракций, и умозаключения по аналогии, и конструирование научных     гипотез. 

Главная особенность моделирования в том, что это метод                     опосредованного познания с помощью объектов-заместителей. Модель     выступает как своеобразный инструмент познания, который исследователь ставит между собой и объектом и с помощью которого изучает                    интересующий его объект. Именно эта особенность метода моделирования определяет специфические формы использования абстракций, аналогий,    гипотез, других категорий и методов познания. 

Необходимость использования метода моделирования определяется тем, что многие объекты (или проблемы, относящиеся к этим объектам)             непосредственно исследовать или вовсе невозможно, или же это                  исследование требует много времени и средств. 

Процесс моделирования включает три элемента: 

1) субъект (исследователь), 

2) объект исследования, 

3) модель, опосредствующую отношения познающего субъекта и                познаваемого объекта. 

Пусть имеется или необходимо создать некоторый объект А. Мы         конструируем (материально или мысленно) или находим в реальном мире другой объект В – модель объекта А. Этап построения модели предполагает наличие некоторых знаний об объекте-оригинале. Познавательные            возможности модели обуславливаются тем, что модель отражает какие-либо  существенные черты объекта-оригинала. Вопрос о необходимости и         достаточной мере сходства оригинала и модели требует конкретного         анализа. Очевидно, модель утрачивает свой смысл как в случае тождества с оригиналом (тогда она перестает быть оригиналом), так и в случае            чрезмерного во всех существенных отношениях отличия от оригинала. 

Таким образом, изучение одних сторон моделируемого объекта          осуществляется ценой отказа от отражения других сторон. Поэтому любая модель замещает оригинал лишь в строго ограниченном смысле. Из этого следует, что для одного объекта может быть построено несколько            "специализированных" моделей, концентрирующих внимание на                 определенных сторонах исследуемого объекта или же характеризующих объект с разной степенью детализации. 

На втором этапе процесса моделирования модель выступает как           самостоятельный объект исследования. Одной из форм такого исследования является проведение "модельных" экспериментов, при которых сознательно изменяются условия функционирования модели и систематизируются      данные о ее "поведении". Конечным результатом этого этапа является            множество знаний о модели R. 

На третьем этапе осуществляется перенос знаний с модели на оригинал формирование множества знаний S об объекте. Этот процесс переноса      знаний проводится по определенным правилам. Знания о модели должны быть скорректированы с учетом тех свойств объекта-оригинала, которые не нашли отражения или были изменены при построении модели. Мы можем с достаточным основанием переносить какой-либо результат с модели на    оригинал, если этот результат необходимо связан с признаками сходства оригинала и модели. Если же определенный результат модельного              исследования связан с отличием модели от оригинала, то этот результат     переносить неправомерно. 

Четвертый этап практическая проверка получаемых с помощью моделей знаний и их использование для построения обобщающей теории объекта, его преобразования или управления им. 

Для понимания сущности моделирования важно не упускать из виду, что моделирование – не единственный источник знаний об объекте. Процесс моделирования "погружен" в более общий процесс познания. Это                обстоятельство учитывается не только на этапе построения модели, но и на завершающей стадии, когда происходит объединение и обобщение             результатов исследования, получаемых на основе многообразных средств познания. 

Моделирование циклический процесс. Это означает, что за первым     четырехэтапным циклом может последовать второй, третий и т.д. При этом знания об исследуемом объекте расширяются и уточняются, а исходная     модель постепенно совершенствуется. Недостатки, обнаруженные после первого цикла моделирования, обусловленные малым знанием объекта и ошибками в построении модели, можно исправить в последующих циклах. В методологии моделирования, таким образом, заложены большие                возможности саморазвития. 

2. Особенности применения метода математического моделирования в экономике
Проникновение математики в экономическую науку связано с             преодолением значительных трудностей. В этом отчасти была "повинна"   математика, развивающаяся на протяжении нескольких веков в основном в связи с потребностями физики и техники. Но главные причины лежат все же в природе экономических процессов, в специфике экономической науки. 

Большинство объектов, изучаемых экономической наукой, может быть охарактеризовано кибернетическим понятием сложная система. 

Наиболее распространено понимание системы как совокупности         элементов, находящихся во взаимодействии и образующих некоторую       целостность, единство. Важным качеством любой системы является     эмерджентность – наличие таких свойств, которые не присущи ни одному из элементов, входящих в систему. Поэтому при изучении систем                недостаточно пользоваться методом их расчленения на элементы с             последующим изучением этих элементов в отдельности. Одна из трудностей экономических исследований – в том, что почти не существует                  экономических объектов, которые можно было бы рассматривать как         отдельные (внесистемные) элементы. 

Сложность системы определяется количеством входящих в нее            элементов, связями между этими элементами, а также взаимоотношениями между системой и средой. Экономика страны обладает всеми признаками очень сложной системы. Она объединяет огромное число элементов,           отличается многообразием внутренних связей и связей с другими системами (природная среда, экономика других стран и т. д.). В народном хозяйстве взаимодействуют природные, технологические, социальные процессы,     объективные и субъективные факторы. 

Сложность экономики иногда рассматривалась как обоснование          невозможности ее моделирования, изучения средствами математики. Но    такая точка зрения в принципе неверна. Моделировать можно объект любой природы и любой сложности. И как раз сложные объекты представляют    наибольший интерес для моделирования; именно здесь моделирование       может дать результаты, которые нельзя получить другими способами          исследования. 

Потенциальная возможность математического моделирования любых экономических объектов и процессов не означает, разумеется, ее успешной осуществимости при данном уровне экономических и математических      знаний, имеющейся конкретной информации и вычислительной технике. И хотя нельзя указать абсолютные границы математической формализуемости экономических проблем, всегда будут существовать еще                               неформализованные проблемы, а также ситуации, где математическое       моделирование недостаточно эффективно. 

3. Особенности экономических наблюдений и измерений
Уже длительное время главным тормозом практического применения   математического моделирования в экономике является наполнение            разработанных моделей конкретной и качественной информацией. Точность и полнота первичной информации, реальные возможности ее сбора и          обработки во многом определяют выбор типов прикладных моделей.      С другой стороны, исследования по моделированию экономики выдвигают   новые требования к системе информации. 

В зависимости от моделируемых объектов и назначения моделей          используемая в них исходная информация имеет существенно различный  характер и происхождение. Она может быть разделена на две категории: о прошлом развитии и современном состоянии объектов (экономические      наблюдения и их обработка) и о будущем развитии объектов, включающую данные об ожидаемых изменениях их внутренних параметров и внешних   условий (прогнозы). Вторая категория информации является результатом   самостоятельных исследований, которые также могут выполняться             посредством моделирования. 

Методы экономических наблюдений и использования результатов этих наблюдений разрабатываются экономической статистикой. Поэтому стоит отметить только специфические проблемы экономических наблюдений,    связанные с моделированием экономических процессов. 

В экономике многие процессы являются массовыми; они                       характеризуются закономерностями, которые не обнаруживаются на основании лишь одного или нескольких наблюдений. Поэтому моделирование в экономике должно опираться на массовые наблюдения. 

Другая проблема порождается динамичностью экономических            процессов, изменчивостью их параметров и структурных отношений.    Вследствие этого экономические процессы приходится постоянно держать под наблюдением, необходимо иметь устойчивый поток новых данных.    Поскольку наблюдения за экономическими процессами и обработка                эмпирических данных обычно занимают довольно много времени, то при  построении математических моделей экономики требуется корректировать исходную информацию с учетом ее запаздывания. 

Познание количественных отношений экономических процессов и      явлений опирается на экономические измерения. Точность измерений в    значительной степени предопределяет и точность конечных результатов    количественного анализа посредством моделирования. Поэтому                  необходимым условием эффектного использования математического         моделирования является совершенствование экономических измерителей. Применение математического моделирования заострило проблему измерений и количественных сопоставлений различных аспектов и явлений          социально-экономического развития, достоверности и полноты получаемых данных, их защиты от намеренных и технических искажений. 

В процессе моделирования возникает взаимодействие "первичных" и "вторичных" экономических измерителей. Любая модель народного           хозяйства опирается на определенную систему экономических измерителей (продукции, ресурсов, элементов и т. д.). В то же время одним из важных   результатов народнохозяйственного моделирования является получение    новых (вторичных) экономических измерителей – экономически               обоснованных цен на продукцию различных отраслей, оценок                     эффективности разнокачественных природных ресурсов, измерителей        общественной полезности продукции. Однако эти измерители могут           испытывать влияние недостаточно обоснованных первичных измерителей, что вынуждает разрабатывать особую методику корректировки первичных измерителей для хозяйственных моделей. 

С точки зрения "интересов" моделирования экономики в настоящее   время наиболее актуальными проблемами совершенствования                    экономических измерителей являются: оценка результатов интеллектуальной деятельности (особенно в сфере научно-технических разработок, индустрии информатики), построение обобщающих показателей социально-экономического развития, измерение эффектов обратных связей (влияние хозяйственных и социальных механизмов на эффективность производства). 

4. Случайность и неопределенность в экономическом развитии
Для методологии планирования экономики большое значение имеет      понятие неопределенности экономического развития. В исследованиях по экономическому прогнозированию и планированию различают два типа     неопределенности: "истинную", обусловленную свойствами экономических процессов, и "информационную", связанную с неполнотой и неточностью имеющейся информации об этих процессах. Истинную неопределенность нельзя смешивать с объективным существованием различных вариантов экономического развития и возможностью сознательного выбора среди них эффективных вариантов. Речь идет о принципиальной невозможности      точного выбора единственного (оптимального) варианта. 

В развитии экономики неопределенность вызывается двумя основными причинами. Во-первых, ход планируемых и управляемых процессов, а также внешние воздействия на эти процессы не могут быть точно предсказуемы из-за действия случайных факторов и ограниченности человеческого познания в каждый момент. Особенно характерно это для прогнозирования научно-технического прогресса, потребностей общества, экономического поведения. Во-вторых, общегосударственное планирование и управление не только не всеобъемлющи, но и не всесильны, а наличие множества самостоятельных экономических субъектов с особыми интересами не позволяет точно      предвидеть результаты их взаимодействий. Неполнота и неточность           информации об объективных процессах и экономическом поведении        усиливают истинную неопределенность. 

На первых этапах исследований по моделированию экономики          применялись в основном модели детерминистского типа. В этих моделях все параметры предполагаются точно известными. Однако детерминистские   модели неправильно понимать в механическом духе и отождествлять их с моделями, которые лишены всех "степеней выбора" (возможностей выбора) и имеют единственное допустимое решение. Классическим представителем жестко детерминистских моделей является оптимизационная модель          народного хозяйства, применяемая для определения наилучшего варианта экономического развития среди множества допустимых вариантов. 

В результате накопления опыта использования жестко детерминистских моделей были созданы реальные возможности успешного применения более совершенной методологии моделирования экономических процессов,      учитывающих стохастику и неопределенность. Здесь можно выделить два основных направления исследований. Во-первых, усовершенствуется         методика использования моделей жестко детерминистского типа:               проведение многовариантных расчетов и модельных экспериментов с         вариацией конструкции модели и ее исходных данных; изучение                 устойчивости и надежности получаемых решений, выделение зоны             неопределенности; включение в модель резервов, применение приемов,     повышающих приспособляемость экономических решений к вероятным и непредвидимым ситуациям. Во-вторых, получают распространение модели, непосредственно отражающие стохастику и неопределенность                   экономических процессов и использующие соответствующий                      математический аппарат: теорию вероятностей и математическую               статистику, теорию игр и статистических решений, теорию массового        обслуживания, теорию случайных процессов. 
5. Проверка адекватности моделей

 Сложность экономических процессов и явлений и другие отмеченные выше особенности экономических систем затрудняют не только построение математических моделей, но и проверку их адекватности, истинности        получаемых результатов. 

В естественных науках достаточным условием истинности результатов моделирования и любых других форм познания является совпадение          результатов исследования с наблюдаемыми фактами. Категория "практика" совпадает здесь с категорией "действительность". В экономике и других    общественных науках понимаемые таким образом принцип "практика –     критерий истины" в большей степени применим к простым дескриптивным моделям, используемым для пассивного описания и объяснения                 действительности (анализа прошлого развития, краткосрочного                 прогнозирования неуправляемых экономических процессов и т. п.). 

Однако главная задача экономической науки конструктивна: разработка научных методов планирования и управления экономикой. Поэтому          распространенный тип математических моделей экономики – это модели управляемых и регулируемых экономических процессов, используемые для преобразования экономической действительности. Такие модели называются нормативными. Если ориентировать нормативные модели только на подтверждение действительности, то они не смогут служить инструментом     решения качественно новых социально-экономических задач. 

Специфика верификации нормативных моделей экономики состоит в том, что они, как правило, "конкурируют" с другими, уже нашедшими     практическое применение методами планирования и управления. При этом далеко не всегда можно поставить чистый эксперимент по верификации    модели, устранив влияние других воздействий на моделируемый объект. 

Ситуация еще более усложняется, когда ставится вопрос о верификации моделей долгосрочного прогнозирования и планирования (как                       дескриптивных, так и нормативных). Ведь нельзя же 10-15 лет и более       пассивно       ожидать наступления событий, чтобы проверить правильность предпосылок модели. 

Несмотря на отмеченные усложняющие обстоятельства, соответствие модели фактам и тенденциям реальной экономической жизни остается     важнейшим критерием, определяющим направления совершенствования   моделей. Всесторонний анализ выявляемых расхождений между                действительностью и моделью, сопоставление результатов по модели с      результатами, полученными иначе, помогают выработать пути коррекции моделей. 

Значительная роль в проверке моделей принадлежит логическому      анализу, в том числе средствами самого математического моделирования. Такие формализованные приемы верификации моделей, как доказательство существования решения в модели, проверка истинности статистических     гипотез о связях между параметрами и переменными модели, сопоставления размерности величин и т.д., позволяют сузить класс потенциально            "правильных" моделей. 

Внутренняя непротиворечивость предпосылок модели проверяется    также путем сравнения друг с другом получаемых с ее помощью следствий, а также со следствиями "конкурирующих" моделей. 

Оценивая современное состояние проблемы адекватности                      математических моделей экономике, следует признать, что создание         конструктивной комплексной методики верификации моделей,                  учитывающей как объективные особенности моделируемых объектов, так и особенности их познания, по-прежнему является одной из наиболее            актуальных задач экономико-математических исследований. 

6. Классификация экономико-математических моделей 

Математические модели экономических процессов и явлений более   кратко можно назвать экономико-математическими моделями. Для          классификации этих моделей используются разные основания. 

По целевому назначению экономико-математические модели делятся на теоретико-аналитические, используемые в исследованиях общих свойств и закономерностей экономических процессов, и прикладные, применяемые в решении конкретных экономических задач (модели экономического анализа, прогнозирования, управления). 

Экономико-математические модели могут предназначаться для            исследования разных сторон народного хозяйства (в частности, его           производственно-технологической, социальной, территориальной структур) и его отдельных частей. При классификации моделей по исследуемым       экономическим процессам и содержательной проблематике можно           выделить модели народного хозяйства в целом и его подсистем – отраслей, регионов и т.д., комплексы моделей производства, потребления,                формирования и распределения доходов, трудовых ресурсов,                       ценообразования, финансовых связей и т.д. 

Остановимся более подробно на характеристике таких классов           экономико-математических моделей, с которыми связаны наибольшие     особенности методологии и техники моделирования. 

В соответствии с общей классификацией математических моделей они подразделяются на функциональные и структурные, а также включают    промежуточные формы (структурно-функциональные). В исследованиях на народнохозяйственном уровне чаще применяются структурные модели,     поскольку для планирования и управления большое значение имеют        взаимосвязи подсистем. Типичными структурными моделями являются     модели межотраслевых связей. Функциональные модели широко              применяются в экономическом регулировании, когда на поведение объекта ("выход") воздействуют путем изменения "входа". Примером может служить модель поведения потребителей в условиях товарно-денежных отношений. Один и тот же объект может описываться одновременно и структурой, и функциональной моделью. Так, например, для планирования отдельной     отраслевой системы используется структурная модель, а на                          народнохозяйственном уровне каждая отрасль может быть представлена функциональной моделью. 

Выше уже показывались различия между моделями дескриптивными и нормативными. Дискриптивные модели отвечают на вопрос: как это          происходит? или как это вероятнее всего может дальше развиваться?, т. е. они только объясняют наблюдаемые факты или дают вероятный прогноз. Нормативные модели отвечают на вопрос: как это должно быть?, т. е.      предполагают целенаправленную деятельность. Типичным примером       нормативных моделей являются модели оптимального планирования,      формализующие тем или иным способом цели экономического развития, возможности и средства их достижения. 

Применение дескриптивного подхода в моделировании экономики    объясняется необходимостью эмпирического выявления различных            зависимостей в экономике, установления статистических закономерностей экономического поведения социальных групп, изучения вероятных путей развития каких-либо процессов при неизменяющихся условиях или          протекающих без внешних воздействий. Примерами дескриптивных моделей являются производственные функции и функции покупательского спроса, построенные на основе обработки статистических данных. 

Является ли экономико-математическая модель дескриптивной или нормативной, зависит не только от ее математической структуры, но от      характера использования этой модели. Например, модель межотраслевого баланса дескриптивна, если она используется для анализа пропорций       прошлого периода. Но эта же математическая модель становится               нормативной, когда она применяется для расчетов сбалансированных         вариантов развития народного хозяйства, удовлетворяющих конечные       потребности общества при плановых нормативах производственных затрат. 

Многие экономико-математические модели сочетают признаки            дескриптивных и нормативных моделей. Типична ситуация, когда              нормативная модель сложной структуры объединяет отдельные блоки,       которые являются частными дескриптивными моделями. Например,        межотраслевая модель может включать функции покупательского спроса, описывающие поведение потребителей при изменении доходов. Подобные примеры характеризуют тенденцию эффективного сочетания                        дескриптивного и нормативного подходов к моделированию экономических процессов. Дескриптивный подход широко применяется в имитационном моделировании. 
По характеру отражения причинно-следственных связей различают модели жестко детерминистские и модели, учитывающие случайность и    неопределенность. Необходимо различать неопределенность, описываемую вероятностными законами, и неопределенность, для описания которой       законы теории вероятностей неприменимы. Второй тип неопределенности гораздо более сложен для моделирования. 

По способам отражения фактора времени экономико-математические модели делятся на статические и динамические. В статических моделях все зависимости относятся к одному моменту или периоду времени.                 Динамические модели характеризуют изменения экономических процессов во времени. По длительности рассматриваемого периода времени              различаются модели краткосрочного (до года) , среднесрочного (до 5 лет),           долгосрочного (10-15 и более лет) прогнозирования и планирования. Само время в экономико-математических моделях может изменяться либо           непрерывно, либо дискретно. 

Модели экономических процессов чрезвычайно разнообразны по форме математических зависимостей. Особенно важно выделить класс линейных моделей, наиболее удобных для анализа и вычислений и получивших     вследствие этого большое распространение. Различия между линейными и нелинейными моделями существенны не только с математической точки зрения, но и в теоретико-экономическом отношении, поскольку многие      зависимости в экономике носят принципиально нелинейный характер:       эффективность использования ресурсов при увеличении производства,       изменение спроса и потребления населения при увеличении производства, изменение спроса и потребления населения при росте доходов и т.п. Теория "линейной экономики" существенно отличается от теории "нелинейной    экономики". От того, предполагаются ли множества производственных     возможностей подсистем (отраслей, предприятий) выпуклыми или же        невыпуклыми, существенно зависят выводы о возможности сочетания     централизованного планирования и хозяйственной самостоятельности      экономических подсистем. 
По соотношению экзогенных и эндогенных переменных, включаемых в модель, они могут разделяться на открытые и закрытые. Полностью            открытых моделей не существует; модель должна содержать хотя бы одну эндогенную переменную. Полностью закрытые экономико-математические модели, т.е. не включающие экзогенных переменных, исключительно редки; их построение требует полного абстрагирования от "среды", т.е. серьезного огрубления реальных экономических систем, всегда имеющих внешние    связи. Подавляющее большинство экономико-математических моделей      занимает промежуточное положение и различаются по степени открытости (закрытости). 

Для моделей народнохозяйственного уровня важно деление на             агрегированные и детализированные. 
В зависимости от того, включают ли народнохозяйственные модели   пространственные факторы и условия или не включают, различают модели пространственные и точечные. 

Таким образом, общая классификация экономико-математических       моделей включает более десяти основных признаков. С развитием             экономико-математических исследований проблема классификации          применяемых моделей усложняется. Наряду с появлением новых типов      моделей (особенно смешанных типов) и новых признаков их классификации осуществляется процесс интеграции моделей разных типов в более сложные модельные конструкции.
7. Этапы экономико-математического моделирования 

Основные этапы процесса моделирования уже рассматривались выше. В различных отраслях знаний, в том числе и в экономике, они приобретают свои специфические черты. Проанализируем последовательность и             содержание этапов одного цикла экономико-математического                      моделирования. 
1. Постановка экономической проблемы и ее качественный анализ. Главное здесь – четко сформулировать сущность проблемы, принимаемые допущения и те вопросы, на которые требуется получить ответы. Этот этап включает выделение важнейших черт и свойств моделируемого объекта и абстрагирование от второстепенных; изучение структуры объекта и            основных зависимостей, связывающих его элементы; формулирование        гипотез (хотя бы предварительных), объясняющих поведение и развитие объекта. 
2. Построение математической модели. Это – этап формализации    экономической проблемы, выражения ее в виде конкретных математических зависимостей и отношений (функций, уравнений, неравенств и т.д.). Обычно сначала определяется основная конструкция (тип) математической модели, а затем уточняются детали этой конструкции (конкретный перечень              переменных и параметров, форма связей). Таким образом, построение       модели     подразделяется в свою очередь на несколько стадий. 

Неправильно полагать, что чем больше фактов учитывает модель, тем она лучше "работает" и дает лучшие результаты. То же можно сказать о     таких характеристиках сложности модели, как используемые формы          математических зависимостей (линейные и нелинейные), учет факторов    случайности и неопределенности и т.д. Излишняя сложность и громоздкость модели затрудняют процесс исследования. Нужно учитывать не только      реальные возможности информационного и математического обеспечения, но и сопоставлять затраты на моделирование с получаемым эффектом (при возрастании сложности модели прирост затрат может превысить прирост эффекта). 

Одна из важных особенностей математических моделей – потенциальная возможность их использования для решения разнокачественных проблем. Поэтому, даже сталкиваясь с новой экономической задачей, не нужно      стремиться "изобретать" модель; вначале необходимо попытаться применить для решения этой задачи уже известные модели. 

В процессе построения модели осуществляется взаимосопоставление двух систем научных знаний – экономических и математических.                Естественно стремиться к тому, чтобы получить модель, принадлежащую хорошо изученному классу математических задач. Часто это удается сделать путем некоторого упрощения исходных предпосылок модели, не                  искажающих существенных черт моделируемого объекта. Однако возможна и такая ситуация, когда формализация экономической проблемы приводит к неизвестной ранее математической структуре. Потребности экономической науки и практики в середине ХХ в. способствовали развитию                       математического программирования, теории игр, функционального анализа, вычислительной математики. Вполне вероятно, что в будущем развитие    экономической науки станет важным стимулом для создания новых разделов математики.
3. Математический анализ модели. Целью этого этапа является         выяснение общих свойств модели. Здесь применяются чисто чисто             математические приемы исследования. Наиболее важный момент –             доказательство существования решений в сформулированной модели      (теорема существования). Если удастся доказать, что математическая задача не имеет решения, то необходимость в последующей работе по                    первоначальному варианту модели отпадает; следует скорректировать либо постановку экономической задачи, либо способы ее математической         формализации. При аналитическом исследовании модели выясняются такие вопросы, как, например, единственно ли решение, какие переменные          (неизвестные) могут входить в решение, каковы будут соотношения между ними, в каких пределах и в зависимости от каких исходных условий они    изменяются, каковы тенденции их изменения и т.д. Аналитической             исследование модели по сравнению с эмпирическим (численным) имеет то преимущество, что получаемые выводы сохраняют свою силу при различных конкретных значениях внешних и внутренних параметров модели. 

Знание общих свойств модели имеет столь важное значение, часто ради доказательства подобных свойств исследователи сознательно идут на     идеализацию первоначальной модели. И все же модели сложных                экономических объектов с большим трудом поддаются аналитическому     исследованию. В тех случаях, когда аналитическими методами не удается выяснить общих свойств модели, а упрощения модели приводят к               недопустимым результатам, переходят к численным методам исследования. 
4. Подготовка исходной информации. Моделирование предъявляет    жесткие требования к системе информации. В то же время реальные         возможности получения информации ограничивают выбор моделей,         предназначаемых для практического использования. При этом принимается во внимание не только принципиальная возможность подготовки                информации (за определенные сроки), но и затраты на подготовку               соответствующих информационных массивов. Эти затраты не должны     превышать эффект от использования дополнительной информации. 

В процессе подготовки информации широко используются методы      теории вероятностей, теоретической и математической статистики. При   системном экономико-математическом моделировании исходная                 информация, используемая в одних моделях, является результатом          функционирования других моделей. 

5. Численное решение. Этот этап включает разработку алгоритмов для численного решения задачи, составления программ на ЭВМ и                       непосредственное проведение расчетов. Трудности этого этапа обусловлены прежде всего большой размерностью экономических задач, необходимостью обработки значительных массивов информации. 

Обычно расчеты по экономико-математической модели носят            многовариантный характер. Благодаря высокому быстродействию               современных ЭВМ удается проводить многочисленные "модельные"         эксперименты, изучая "поведение" модели при различных изменениях       некоторых условий. Исследование, проводимое численными методами,     может существенно дополнить результаты аналитического исследования, а для многих моделей оно является единственно осуществимым. Класс        экономических задач, которые можно решать численными методами,        значительно шире, чем класс задач, доступных аналитическому                   исследованию. 

6. Анализ численных результатов и их применение. На этом                  заключительном этапе цикла встает вопрос о правильности и полноте         результатов моделирования, о степени практической применимости            последних. 

Математические методы проверки могут выявлять некорректные          построения модели и тем самым сужать класс потенциально правильных    моделей. Неформальный анализ теоретических выводов и численных         результатов, получаемых посредством модели, сопоставление их с         имеющимися знаниями и фактами действительности также позволяют обнаруживать недостатки постановки экономической задачи, сконструированной математической модели, ее информационного и математического            обеспечения. 

Уже на этапе построения модели может выясниться, что постановка    задачи противоречива или приводит к слишком сложной математической модели. В соответствии с этим исходная постановка задачи корректируется. Далее математический анализ модели (этап 3) может показать, что              небольшая модификация постановки задачи или ее формализации дает      интересный аналитический результат. 

Наиболее часто необходимость возврата к предшествующим этапам    моделирования возникает при подготовке исходной информации (этап 4). Может обнаружиться, что необходимая информация отсутствует или же     затраты на ее подготовку слишком велики. Тогда приходится возвращаться к постановке задачи и ее формализации, изменяя их так, чтобы                     приспособиться к имеющейся информации. 

Поскольку экономико-математические задачи могут быть сложны по своей структуре, иметь большую размерность, то часто случается, что        известные алгоритмы и программы для ЭВМ не позволяют решить задачу в первоначальном виде. Если невозможно в короткий срок разработать новые алгоритмы и программы, исходную постановку задачи и модель упрощают: снимают и объединяют условия, уменьшают число факторов, нелинейные соотношения заменяют линейными, усиливают детерминизм модели и т. д. 

Недостатки, которые не удается исправить на промежуточных этапах моделирования, устраняются в последующих циклах. Но результаты каждого цикла имеют и вполне самостоятельное значение. Начав исследование с    построения простой модели, можно быстро получить полезные результаты, а затем перейти к созданию более совершенной модели, дополняемой новыми условиями, включающей уточненные математические зависимости. 

По мере развития и усложнения экономико-математического               моделирования его отдельные этапы обособляются в специализированные области исследований, усиливаются различия между теоретико-аналитическими и прикладными моделями, происходит дифференциация моделей по уровням абстракции и идеализации. 

Теория математического анализа моделей экономики развилась в       особую ветвь современной математики – математическую экономику.       Модели, изучаемые в рамках математической экономики, теряют                непосредственную связь с экономической реальностью; они имеют дело с     исключительно идеализированными экономическими объектами и              ситуациями. При построении таких моделей главным принципом является не столько приближение к реальности, сколько получение возможно большего числа аналитических результатов посредством математических                    доказательств. Ценность этих моделей для экономической теории и практики состоит в том, что они служат теоретической базой для моделей прикладного типа. 

Довольно самостоятельными областями исследований становятся      подготовка и обработка экономической информации и разработка                математического обеспечения экономических задач (создание баз данных и банков информации, программ автоматизированного построения моделей и программного сервиса для экономистов-пользователей). На этапе            практического использования моделей ведущую роль должны играть        специалисты в соответствующей области экономического анализа,            планирования, управления. Главным участком работы экономистов-математиков остается постановка и формализация экономических задач и синтез процесса экономико-математического моделирования. 

8. Роль прикладных экономико-математических исследований
Можно выделить, по крайней мере, четыре аспекта применения           математических методов в решении практических проблем. 

1. Совершенствование системы экономической информации.                      Математические методы позволяют упорядочить систему экономической информации, выявлять недостатки в имеющейся информации и                   вырабатывать требования для подготовки новой информации или ее         корректировки. Разработка и применение экономико-математических        моделей указывают пути совершенствования экономической информации, ориентированной на решение определенной системы задач планирования и управления. Прогресс в информационном обеспечении планирования и управления опирается на бурно развивающиеся технические и программные средства информатики.
2.  Интенсификация и повышение точности экономических расчетов.     Формализация экономических задач и применение ЭВМ многократно         ускоряют типовые, массовые расчеты, повышают точность и сокращают   трудоемкость, позволяют проводить многовариантные экономические     обоснования сложных мероприятий, недоступные при господстве "ручной" технологии. 
3. Углубление количественного анализа экономических проблем. Благодаря применению метода моделирования значительно усиливаются возможности конкретного количественного анализа; изучение многих факторов,            оказывающих влияние на экономические процессы, количественная оценка последствий изменения условий развития экономических объектов и т.  п. 
4. Решение принципиально новых экономических задач. Посредством          математического моделирования удается решать такие экономические        задачи, которые иными средствами решить практически невозможно,         например: нахождение оптимального варианта народнохозяйственного     плана, имитация народнохозяйственных мероприятий, автоматизация        контроля за функционированием сложных экономических объектов. 

Сфера практического применения метода моделирования                      ограничивается возможностями и эффективностью формализации              экономических проблем и ситуаций, а также состоянием информационного, математического,            технического обеспечения используемых моделей. Стремление во что бы то ни стало применить математическую модель может не дать хороших  результатов из-за отсутствия хотя бы некоторых               необходимых условий. 

В соответствии с современными научными представлениями системы        разработки и принятия хозяйственных решений должны сочетать             формальные и неформальные методы, взаимоусиливающие и                    взаимодополняющие друг друга. Формальные методы являются прежде    всего средством научно обоснованной подготовки материала для действий человека в процессах управления. Это позволяет продуктивно использовать опыт и интуицию человека, его способности решать плохо формализуемые задачи. 
Линейные балансовые модели в экономике

Балансовая модель производства является одной из наиболее простых математических моделей. Она записывается в виде системы уравнений,      каждое из которых выражает требование равенства (баланса) между           количеством продукции, производимой отдельным экономическим           объектом, и совокупной потребностью в этом продукте. Под экономическим объектом обычно понимают так называемую «чистую прибыль». 

Например, чтобы правильно отразить взаимосвязи между                   машиностроением и металлургией, необходимо исключить продукцию       металлургической  и других отраслей из продукции машиностроения, а в продукции металлургической промышленности не учитывать произведенные на металлургических заводах продукты машиностроения и других отраслей.

Таким образом, продукция «чистой отрасли» складывается из           продукции специализированных предприятий, очищенной от непрофильных ее видов, и продукции, соответствующей профилю данной отрасли, но       произведенной на предприятиях, относящихся к другим отраслям
I. Межотраслевой баланс
Балансовые модели основываются на понятии межотраслевого          баланса, который представляет собой таблицу, характеризую​щую связи      между отраслями (экономическими объектами) эконо​мической         системы.

Предположим, что экономическая система состоит из n                 взаи​мосвязанных отраслей P1, Р2, ..., Рn. Валовой продукт
i-й отрасли обозначим через Xi (X1 – валовой продукт P1
Х2 – валовой продукт Р2, ..., Хn – валовой продукт Рn). Конечный продукт каждой отрасли обозначим буквой Y с ин​дексом, соответствующим ее      номеру (Yi - конечный продукт Pi). Отрасли взаимосвязаны, т. е. каждая из них использу​ет продукцию других отраслей в качестве сырья,                      полуфабрика​тов и т. п.

Пусть Xij – затраты продукции i-й отрасли на производство             продукции Рj. Условно чистую продукцию i-й отрасли обозна​чим Vi.

Если перечисленные показатели представлены в межотрасле​вом        балансе в тоннах, литрах, километрах, штуках и т. д., то говорят о             межотраслевом балансе в натуральном, выражений. Мы же договоримся, что под Xi, Уj, Vj и Xij будем понимать выраженную в некоторых                  фиксированных ценах стоимость         со​ответствующей продукции. Такой баланс называется            стои​мостным.

Всю информацию об экономической системе сведем в    табли​цу – межотраслевой баланс.

Таблица

Анализ общей структуры межотраслевого баланса

	Отрасли
	P1
	P2
	…
	Pi
	…
	Pn
	Итого
	Конечный

продукт
	Валовой продукт

	P1
	X11
	X12
	…
	X1i
	…
	X1n
	ΣX1j
	Y1
	 X1

	P2
	X21
	X22
	…
	X2i
	…
	X2n
	ΣX2j
	Y2
	 X2

	…
	…
	…
	…
	I квадрант
	…
	II квадрант

	Pi
	Xi1
	Xi2
	…
	Xii
	…
	Xin
	ΣXij
	Yi
	Xi

	…


	
	
	
	
	
	
	
	
	

	Pn
	Xn1
	Xn2
	…
	Xni
	…
	Xnn
	ΣXnj
	Y1
	X1

	Итого
	ΣXk1
	ΣXk2
	…
	ΣXki
	…
	ΣXkn
	ΣΣXkj
	ΣYk
	ΣXk

	Условно чистая продук​ция
	V1
	V2
	…
	Vi
	…
	Vn
	ΣVj
	IV квадрант



	
	
	
	III квадрант
	
	

	Валовой продукт
	X1
	X2
	…
	Xi
	…
	Xn
	ΣXj
	


Первый квадрант. В таблице каждая отрасль пред​ставлена двояким     образом. Как элемент строки, она выступает в роли поставщика                производимой ею продукции, а как элемент столбца –  в роли потребителя продукции других отраслей экономической системы.

Если Р1 – производство электроэнергии, а P2 – угольная                   промышленность, то Х12 – годовые затраты электроэнергии на производство угля, а Х21 – аналогичные затраты угля на производство электроэнергии. Р1 выступает как поставщик элек​троэнергии и как потребитель угля. Отрасль Р1 является также потребителем собственной продукции. Электроэнергия стоимо​стью Х11 денежных единиц используется внутри отрасли на         обеспечение работы электротехники, на освещение производствен​ных       помещений и т. д. Аналогичный смысл имеет X22 и все Xii. В общем случае, Хi1, Хi2, ..., Хii, ..., Хin – объемы поставок продукции i-й отрасли отраслям, входящим в экономическую систему. Сумма этих поставок

Xi1 + Xi2 +…+ Xin = Σ Xij
выражает суммарное производственное   потребление   продукции Рi и записывается в i-й строке (n + 1)-го столбца таблицы.

 В нашем примере

X11 + X12 +…+ X1n = Σ X1j
есть суммарное производственное потребление электроэнергии, а

X21 + X22 +…+ X2n = Σ X2j
– суммарные затраты угля на производственные нужды отрас​лей, входящих в экономическую систему.

Посмотрим теперь на Pi как на элемент столбца. В столбце с номером i    расположены объемы текущих производственных за​трат продукции           отраслей, входящих в экономическую систему, на производство продукции i-й отрасли. В (n + 1)-й строке указан​ного столбца записана сумма текущих производственных затрат Рi за год:
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Просуммировав первые n элементов (n + 1)-й строки, получим           величину текущих производственных затрат всех отраслей:
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Сумма первых n элементов (n + 1)-го столбца
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есть стоимость продукции всех отраслей, которая была использо​вана на текущее производственное потребление.

Нетрудно убедиться в том, что суммы (1) и (2) состоят из одних и тех же слагаемых (всех Xkj) и поэтому равны между собой:
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Равенство (3) означает, что текущие производственные       затра​ты всех  отраслей равны   их  текущему  производственному  потреблению. Число 
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есть так называемый промежуточный продукт экономической      системы.

Элементы, стоящие на пересечении первых (n + 1) строк и первых     (n + 1) столбцов, образуют первый квадрант (четверть). Это важнейшая часть межотраслевого баланса, поскольку имен​но в ней содержится            информация о межотраслевых связях.

Второй квадрант расположен в таблице справа от первого. Он состоит из двух столбцов. Первый из них – столбец конечного потребления           продукции отраслей. Под конечным по​треблением понимают личное и       общественное потребление, не идущее на текущие производственные       нужды. Сюда включаются накопление и возмещение выбытия основных фондов, прирост запасов, личное потребление населения, расходы на          содержание государственного аппарата и оборону, затраты по обслуживанию населения (здравоохранение, просвещение и т. д.), сальдо экспор​та и         импорта продукции. Во втором столбце представлены объемы валовой     продукции отраслей. Суммарный (валовой) вы​пуск i-й отрасли определяется как
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Равенство (4) означает, что вся произведенная i-й отраслью продукция потребляется. Часть ее, в форме суммарного произ​водственного потребления продукции Pi идет на производствен​ные нужды отраслей, входящих в      экономическую систему. Дру​гая часть потребляется в форме конечного    продукта.

Так, часть продукции угольной промышленности, как мы уже отмечали, используется внутри экономической системы, а дру​гая –  в качестве сырья, топлива – будет потреблена отрасля​ми, не вошедшими в состав                  экономической системы, и составит часть экспорта страны, пойдет на       отопление жилищ и т. п.

Квадранты I и II отражают баланс между производством и                    потреблением.

Ко второму квадранту относится также и та часть (n+1)-й строки, в     которой расположены суммарный конечный продукт 
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и суммарный валовой продукт
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Третий квадрант расположен в таблице под первым. Он состоит из двух строк. Одна из них содержит объем валового продукта по отраслям, а другая – условно чистую продукцию отраслей V1, V2 ,..., Vn. В состав       условно чистой продукции входят амортизационные отчисления, идущие на возмещение выбытия основных фондов, заработная плата, прибыль и т.д.

Она определяется как разность между валовым продуктом отрасли и суммой ее текущих производственных затрат. Так, для Рi имеет место        равенство 
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Первый и третий квадранты отражают стоимостную струк​туру       продукции каждой отрасли. Так, равенство (5) показывает, что стоимость   валового продукта Xi i-й отрасли складывается из стоимости той части     продукции отраслей системы, которая была использована для производства Хi, из амортизационных отчисле​ний, затрат на оплату труда, из чистого      дохода отрасли, из стоимости ресурсов, не производящихся внутри           экономической системы, и т.д.

Используя равенства (4) и (5), подсчитаем суммарный валовой продукт.
Из (4) следует, что
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(6)

а из (5) получаем:
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Вторые слагаемые в правых частях равенств (6) и (7) выра​жают одну и ту же величину –  промежуточный продукт. Отсюда и из равенства левых частей (6) и (7) делаем вывод о равенстве первых слагаемых:
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Итак, суммарный конечный продукт равен суммарной ус​ловно чистой продукции.

Четвертый квадрант непосредственного отношения к сфере                производства не имеет, поэтому мы его заполнять не будем.

В IV квадранте показывается, как полученные в сфере мате​риального производства первичные доходы населения (заработ​ная плата, личные      доходы членов кооперативов, денежное до​вольствие военнослужащих и т. д.), государства (налоги, прибыль с производства государственного сектора и т. д.), кооперативных и других предприятий перераспределяются через различные ка​налы (финансово-кредитную систему, сферу обслуживания, обще​ственно-политические организации и т. д.), в результате чего             образуются конечные доходы населения, государства и т. д.

Выводы:

1.  Межотраслевой  баланс – это таблица,  характеризующая
связи между экономическими объектами, входящими в                                экономи​ческую систему.

2.  Различают межотраслевой баланс в натуральном и       стоимо​стном выражении.

3.  Межотраслевой   баланс   состоит   из   четырех   квадрантов. I      квадрант – его важнейшая часть. В нем содержится информа​ция о             межотраслевых связях.

4.  Вся произведенная внутри экономической системы       продук​ция    потребляется. Часть ее в форме суммарного производственного потребления идет на производственные нужды отраслей, входящих в экономическую   систему. Другая часть потребляется в форме конечного продукта.

5.  I и II квадранты отражают баланс между производством и
потреблением.

6.  I  и  III   квадранты отражают стоимостную структуру        про​дукции каждой отрасли.

7.  Суммарный   конечный   продукт   равен   суммарной   условно     чистой продукции.

8.  Межотраслевой баланс был построен по данным отчетного
периода (например, истекшего года),

9.  С   построением   балансовой  таблицы   завершается   первый этап  решения задачи  методом  математического моделирования: выявлены      объекты   изучения,   установлены   существенные связи между ними,         собрана статистическая информация.

Основные соотношения

1. 
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– баланс между производством  и потреблением.
2. 
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–  стоимостная структура продукции i-ой отрасли
3. 
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– равенство суммарного конечного продукта и суммарной условно 
чистой продукции.

4. 
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 – промежуточный продукт экономической системы. 

Пример.
Завершим составление баланса, располагая следующими дан​ными об экономической системе, состоящей из трех   экономических объектов       (например, Р1 – промышленность, Р2 –  сельское хозяйство, Р3 –         транспорт). Прочерки в таблице означают, что X22= X31=0.

	Отрасли
	P1
	P2
	P3
	Σ
	Y
	X

	P1
	20
	50
	
	
	200
	300

	P2
	10
	-
	40
	
	
	500

	P3
	-
	
	
	
	240
	

	Σ
	
	
	
	310

	V
	
	390
	

	X
	
	
	


Решение.

Используем  баланс  между производством  и потреблением продукции Р1, для отыскания 
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1. Аналогично, используя баланс между производством и              по​треблением продукции Р2, найдем  V2, предварительно подсчитав 
[image: image29.wmf]450
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2. Значения   X1   и   Х2   запишем   на   первых   двух   местах   в     последней строке таблицы (строка X). Таблица принимает вид:
	Отрасли
	P1
	P2
	P3
	Σ
	Y
	X

	P1
	20
	50
	30
	100
	200
	300

	P2
	10
	-
	40
	50
	450
	500

	P3
	-
	
	
	
	240
	

	Σ
	
	
	
	310

	V
	
	390
	

	X
	300
	500
	


3. Найдем теперь       
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(использовали соотношение между элементами столбца Σ)

4. 
[image: image31.wmf]400
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(использован баланс между производством и потреблением про​дукции P3).
5. Теперь запишем величину X3 в столбец X и строку X.

6. Суммарные затраты  всех трех отраслей  на   производство

продукции первой отрасли 
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 запишем на первом месте в строке Σ. 
7. Теперь  можно  найти  условно  чистую  продукцию   Vl  как         разность  между  валовым   выпуском  
[image: image33.wmf]300
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 и  суммарными затратами   
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Таблица принимает вид:

	Отрасли
	P1
	P2
	P3
	Σ
	Y
	X

	P1
	20
	50
	30
	100
	200
	300

	P2
	10
	-
	40
	50
	450
	500

	P3
	-
	
	
	160
	240
	400

	Σ
	30
	
	
	310

	V
	270
	390
	

	X
	300
	500
	400


8. Из   равенства   между   суммарным   конечным   продуктом   и    суммарной условно чистой продукцией 
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получаем величину 
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9. Теперь, когда строки  V и X полностью заполнены, можно              определить суммарные затраты на производство продукции вто​рой и третьей отраслей: 
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10. Завершит составление баланса вычисление затрат продукции     третьей отрасли на производство продукции Р2 и на собственные              производственные нужды P3:

[image: image39.wmf].
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Окончательно получаем:

	Отрасли
	P1
	P2
	P3
	Σ
	Y
	X

	P1
	20
	50
	30
	100
	200
	300

	P2
	10
	-
	40
	50
	450
	500

	P3
	-
	60
	100
	160
	240
	400

	Σ
	30
	110
	170
	310

	V
	270
	390
	230

	X
	300
	500
	400


II. Межотраслевая балансовая модель и ее свойства

Как известно, при построении математической модели кон​кретного объекта или процесса невозможно учесть все многооб​разие его свойств,  связей, особенностей. В первую очередь все сказанное относится к           экономико-математическому моделирова​нию. Это связано со сложностью, многогранностью изучаемого объекта, с большим количеством самых      разнообразных зависимо​стей между его отдельными элементами. Поэтому построению математической модели предшествует этап выделения главных, существенных связей, которые и будут в дальнейшем изучаться. Здесь же формулируется цель построения модели.

Основные предположения о свойствах экономической системы

1. Экономическая система состоит из экономических объектов.          Количество выпускаемой каждым объектом продукции может быть          охарактеризовано одним числом.

Мы договорились под экономическими объектами понимать чистые   отрасли. Поэтому в качестве такого числа разумно использовать валовой выпуск отрасли в натуральном или стоимо​стном выражении. В силу         принятого выше условия будем в дальнейшем считать, что все                     характеристики, в том числе и валовой выпуск, представлены в стоимостном выражении (т. е. в рублях, тыс. руб., млн. руб. и т. п.).

Итак, в качестве характеристики выпускаемой каждым эконо​мическим объектом продукции выбираем ее валовой выпуск:

P1→X1
P2→X2…Pn→Xn
2. Комплектность потребления: для выпуска данного коли​чества       продукции Xi экономический объект Рi должен получить строго                определенное количество продукции других объектов:                                                                                                                           
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Вспомним, что под Xki мы понимаем стоимость той части продукции  k-й отрасли Pk, которую должна использовать Рi в качестве сырья,           полуфабрикатов, топлива и т.д., чтобы обеспе​чить выпуск своей продукции в объеме Xi.
3. Линейность: увеличение выпуска продукции в некоторое чис​ло раз k требует увеличения потребления экономическим объек​том всех указанных в п. 2 продуктов также в k раз. Другими словами, нормы производственных затрат не зависят от объема выпускаемой продукции. Для того чтобы Рi   выпустила валовой продукции стоимостью в одну денежную единицу, она должна получить от отраслей системы продукции на а1i, а2i, ..., аni          денежных единиц, а для обеспечения всего валового выпуска i-й отрасли   потребуется соответственно
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продукции отраслей системы.

Аналогичные соотношения имеют место для всех отраслей:
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Функции вида (2) – однофакторные производственные функ​ции,             представленные как функции затрат.

Все n2 указанных функций линейны относительно объема выпускаемой продукции. Поэтому мы и говорим о линейных балансовых моделях.

Коэффициенты пропорциональности аij называют технологи​ческими коэффициентами или коэффициентами прямых внут​рипроизводственных затрат.

4. Выпускаемая каждым экономическим объектом продукция частично потребляется другими объектами системы в качестве сырья, полуфабрикатов и т.п. (внутрипроизводственное потребле​ние), а часть идет на личное и    производственное потребление вне данной экономической системы          (внепроизводственное потребление в форме конечного продукта):
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       (3)
Построение балансовой  модели

Используя предположения 1–4, производственные функции (2) и         балансовые уравнения (3), приходим к линейной балансо​вой модели:

[image: image428.png]
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            (4)

Как мы видим, система (4) содержит n2 + 2n величин: n2               технологических коэффициентов аij, n конечных продуктов Yi и n валовых продуктов Xj.Система линейна как относительно Xj, так и относительно Yi.
III. Задачи, решаемые с помощью балансовой модели

Эта математическая модель имеет вид системы n линей​ных уравнений с 2n неизвестными. Первая группа неизвестных X1, X2,…, Xn представляет объемы валовой продукции экономических объектов P1, P2,…, Pn,          которую   предстоит   произвести   в   планируемом периоде. Вторую группу Y1, Y2,…, Yn составляют конечные продукты P1, P2,…, Pn, т. е. та часть ва​ловой (или суммарной) продукции, которая в будущем пойдет на личное потребление, а также на производственное потребление за пределами       изучаемой экономической системы (в других отраслях, регионах, странах).

Технологические коэффициенты аij считаем известными. А имен​но предполагаем, что они имеют те же значения, что и в от​четном периоде.

Если в системе (4) задать любые n из 2n неизвестных, то получим     систему n линейных уравнений относительно оставшихся n = 2n – n      неизвестных.

В связи с этим возникают следующие три основные задачи:

1. По данному вектору-столбцу X,  который  будем  называть            вектором-столбцом объемов производ​ства, найти вектор-столбец конечной продукции Y.
2. Обратная задача: по заданному вектору Y  найти вектор X.

3. Смешанная  задача:   зная   значения   части   Xi  и   Yj,   найти       соответствующие Yi и Xj.

Получения значений коэффициентов прямых                      внутрипроизводственных затрат

Технологические коэффициенты, или, как их еще называют,                коэффициенты прямых внутрипроизводственных затрат аij пока​зывают,   какое количество продукта i-й отрасли надо затра​тить на производство    единицы валового продукта j-й отрас​ли. Коэффициенты прямых затрат   считаются постоянными вели​чинами в статических межотраслевых           моделях.

Прежде всего возникает вопрос о том, каким образом можно получить значения коэффициентов аij.
Есть два основных пути.

1. Статистический. Коэффициенты аij определяются на основе      анализа отчетных балансов за прошлые годы. Неизменность во времени     коэффициентов прямых затрат в этом случае достигает​ся подходящим      выбором отраслей межотраслевого баланса. Как показывает практика,   при правильном выборе достаточно круп​ных отраслей коэффициенты аij         оказываются достаточно устойчи​выми.
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где Xij и Xj взяты из отчетного баланса.
2. Нормативный. Строится модель отрасли межотраслевого          баланса. В этой модели отрасль рассматривается как совокуп​ность       отдельных производств, для каждого из которых уже разработаны       нормативы затрат. Если заранее знать, какую продукцию будут            выпускать производства отрасли, то по норма​тивам затрат можно       рассчитать среднеотраслевые коэффициенты прямых затрат.

3. Определив коэффициенты аij, можно использовать систему (4) для решения сформулированных выше задач 1 – 3.

4. Технологические коэффициенты аij обладают следующими   свойствами:
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Пример. Используя отчетный баланс:

1. Найдите аij.
2. Построй​те систему балансовых уравнений.

3.  По вектору Y = (10, 20) найдите вектор X.

4.  Найдите вектор Y , если X=(50,100).
	
	P1
	P2
	Σ
	Y
	X

	P1
	5
	12
	17
	23
	40

	P2
	6
	12
	18
	32
	50


Решение.

1. 
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2. 
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3. При Y = (10, 20) система из п.2 принимает вид:


[image: image50.wmf].

20

760

.

0

150

.

0

,

10

240

.

0

875

.

0

2

1

2

1

=

+

-

=

-

X

X

X

X


Решая эту систему, получим:
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4. Если  X=(50,100), то из системы в п.2 получим:
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IV. Решение системы балансовых уравнений в матричной форме
Систему (4) заменим матричным уравнением:

Y = (E-A)X,               (5)

где
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Система (5) позволяет по данному вектору-столбцу объемов                производства найти вектор-столбец конечной продукции. Для решения      обратной задачи надо решить следующую систему:
X = (E-A)-1Y,           (6)

где (E-A)-1 – матрица, обратная матрице (E-A).

Матрица А называется продуктивной, если существует                          неотрицательный вектор X0, такой, что X0 > A X0. Другими словами, если матрица А продуктивна, то для выпуска продукта каждой отрасли требуется затрат меньше, чем стоит сам продукт.

Матрица А продуктивна тогда и только тогда, когда матрица                   B =(E-A)-1неотрицательна. 
Матрицу В = ||bij|| называют матрицей коэффициентов полных                внутренних затрат. Коэффициент bij выражает стоимость той части           валового продукта Pi, которая необходима Pi для выпуска ею единицы       конечной продукции.

До сих пор мы говорили о затратах, распределении и потреблении      продукции, произведенной экономическими объектами, входящими в        данную экономическую систему. Однако, если экономическая система не охватывает всю экономику страны, то не исключена возможность того, что в процессе производства в качестве сырья, полуфабрикатов и т. д. будут        использоваться продукты, произведенные за ее пределами.

Особая роль принадлежит трудовым ресурсам и капиталовложениям. Эти два фактора производства всегда являются внешними по отношению к любой экономической системе. Тем не менее с помощью метода              межотраслевого баланса можно определить затраты труда, капитала и других ресурсов, не производящихся внутри нее.
Статическая модель межотраслевого баланса. Коэффициенты прямых материальных затрат. Достаточное условие продуктивности матрицы коэффициентов прямых материальных затрат. Структурная форма линейной модели баланса межотраслевых материально-вещественных связей. 
Межотраслевой баланс (МОБ) представляет собой таблицу, в которой отражен процесс формирования и использования совокупного общественного продукта в отраслевом разрезе.

Балансы бывают отчетные и плановые. Отчетные фиксируют сложив​шиеся пропорции, а плановые отражают некоторое желательное состояние и получаются в результате расчета по моделям, о которых и пойдет речь в этой главе.

В зависимости от того, в каких единицах измеряются межотраслевые потоки, различают балансы натуральные и стоимостные. Далее мы будем иметь в виду в основном стоимостные балансы.

Предположим, что народное хозяйство представлено совокупностью п отраслей. Будем считать, что каждая отрасль производит только один про​дукт и каждый продукт производится только одной отраслью, т. е. между от​раслями и продукцией существует взаимно однозначное соответствие. В действительности это не так, поэтому в МОБ фигурируют не реальные, а так называемые "чистые", или "технологические", отрасли.

Общий вид межотраслевого баланса представлен в таблице. Она состоит из четырех разделов. Первый раздел образуется перечнем "чистых" отраслей. Каждая отрасль представлена в МОБ дважды: как производящая и как пот​ребляющая. Отрасли как производителю соответствует строка таблицы, от​расли как потребителю соответствует столбец. На пересечении i-й строки и j-го столбца находится величина xij - количество продукции i-й отрасли (в денежном выражении), израсходованной на производственные нужды j-й отрасли. Таким образом, первый раздел характеризует межотраслевые по​токи сырья, материалов, энергии и т. д., обусловленные производственной деятельностью отраслей.
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Второй раздел МОБ состоит из двух столбцов. Столбец Y - это конечная продукция отраслей. Конечная продукция включает в себя непроизводствен​ное потребление (личное и общественное), возмещение выбытия основных фондов и накопление. Столбец Х содержит величины валового производст​ва отраслей.

Третий раздел представлен двумя нижними строками. Строка Х содер​жит те же самые величины, что и соответствующий столбец второго раздела. Строка V содержит величины условно-чистой продукции отраслей. Условно-чистая продукция включает в себя амортизационные отчисления и вновь созданную стоимость (заработную плату и прибыль).

Четвертый раздел МОБ не имеет непосредственного отношения к ана​лизу межотраслевых связей. Он характеризует перераспределительные отно​шения в народном хозяйстве и здесь рассматриваться не будет.

Строки показывают распределение продукции. Для любой i-й строки первого раздела справедливо соотношение
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т.е. вся произведенная i-й отраслью продукция хi (валовая продукция в де​нежном выражении) делится на промежуточную и конечную. Промежуточ​ная продукция - это та часть валовой продукции i-й отрасли, которая расхо​дуется другими отраслями в процессе осуществления ими собственных производственных функций.

Столбцы МОБ показывают структуру затрат. Для любого j-го столбца можно записать:
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т.е. стоимость всей произведенной j-й отраслью продукции хj состоит из те​кущих производственных затрат и условно-чистой продукции vj.
Суммарный конечный продукт равен суммарной условно-чистой про​дукции. Действительно,
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Сравнивая правые части этих соотношений, видим, что
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Зная суммарный конечный продукт или, что то же, суммарную условно-чистую продукцию, можно определить национальный доход. Он равен разности суммарного конечного продукта и амортизационных отчислений, направляемых на возмещение выбытия основных фондов.

Рассмотренная таблица МОБ всего лишь форма представления статистической информации о взаимосвязи отраслей. Перейдем теперь к построе​нию математической модели. Для этого введем понятие коэффициентов прямых материальных затрат:
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                                  (1)

Коэффициент aij показывает, какое количество i-го продукта затрачивается на производство единицы j-го продукта.

Поскольку продукция измеряется в стоимостных единицах, коэффици​енты прямых затрат являются величинами безразмерными. Кроме того, из (1) следует, что 
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                                 (2)

Считая коэффициенты прямых материальных затрат постоянными, запишем систему балансовых соотношений 

[image: image66.png]



следующим образом:
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Перенося yi в правую часть, а xi в левую и меняя знаки на противопо​ложные, получаем
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В матричной форме эта система уравнений выглядит следующим обра​зом:

X - AX = Y  или  (E - A) X = Y,
где Е - единичная матрица n-го порядка; 

[image: image69.png]A=lay)



 - матрица коэффициентов прямых материальных затрат.

Итак, мы получили систему уравнений межотраслевого баланса, кото​рую называют моделью Леонтьева. Используя эту модель, можно ответить на основной вопрос межотраслевого анализа – каким должно быть валовое производство каждой отрасли для того, чтобы экономическая система в целом произвела заданное количество конечной продукции?

Следует отметить одно важное свойство матрицы А – сумма элементов любого ее столбца меньше единицы:
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                                 (3)

Для доказательства разделим обе части балансового соотношения
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на хj и, выполнив простейшие преобразования, полу​чим

[image: image73.png]



где vj / xj= [image: image74.png]


- доля условно-чистой продукции в единице валового выпуска. 

Очевидно, что [image: image75.png]


>0, так как в процессе производства не может не создавать​ся новой стоимости. Из этого следует справедливость соотношения (3).

Свойства (2) и (3) матрицы А играют ключевую роль в доказательстве ее продуктивности, т. е. в доказательстве того, что при любом неотрицатель​ном Y система

X - AX = Y  или  (E - A) X = Y,
имеет единственное и неотрицательное решение Х=(Е-А)-1Y. Матрицу (Е-А)-1 обозначают через В и называют матрицей коэффициентов полных материальных затрат, или обратной матрицей Леонтьева. Коэф​фициент bij этой матрицы показывает, каким должен быть валовой выпуск i-й отрасли для того, чтобы обеспечить производство единицы конечного продукта j-й отрасли. Используя матрицу В, можем записать

Х = ВY
или в развернутом виде
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Преимущество такой формы записи балансовой модели состоит в том, что, вычислив матрицу В лишь однажды, мы можем многократно использовать ее для вычисления Х прямым счетом, т.е. умножением В на Y. Это гораздо проще, чем каждый раз решать систему линейных уравнений.

Обратную матрицу В можно вычислить, используя метод обращения с применением формулы разложения ее в матричный ряд:

В=Е+А+А2+...+Аk+...                                             (4)

Число членов ряда, необходимое для получения достаточно точного приближения, зависит от матрицы А, но в любом случае приемлемый результат достигается при k³ ≈30.

Формула (4) имеет строгое математическое доказательство. Но мы ограничимся тем, что попытаемся осмыслить ее, рассматривая Х как результат некоторого гипотетического процесса последовательного уточне​ния промежуточной продукции, необходимой для создания заданного конечного продукта.

Итак, вектор конечной продукции, которую должна произвести эконо​мическая система, равен Y. Будем считать, что это и есть первоначальное задание отраслям, т. е. Х0 =Y. Для выполнения собственного задания каждая отрасль нуждается в продукции других отраслей. Если бы все отрасли подсчитали потребности и подали заявки в некоторый центр, то оказалось бы, что суммарная потребность составляет X1 =АХ0=АY. Вектор X1 можно рассматривать как промежуточную продукцию, необходимую для производства Х0. Но под обеспечение производства X1 тоже нужна проме​жуточная продукция: X2 =АХ1 =А2Y. Рассуждая так и далее, мы приходим к выводу, что

Х=Х0+Х1+Х2+...+Хk+... = Y+АY+А2Y+...+AkY+... =

= (е+а+а2+…+аk+...)Y.
Полные затраты можно разложить на прямую и косвенную составля​ющие. Прямые затраты осуществляются непосредственно при производстве данного продукта, а косвенные А2+А3+…+Аk+... относятся к предшествую​щим стадиям производства. Они осуществляются не прямо, а через посред​ство других ингредиентов, входящих в данный продукт. Элементы матрицы А2 представляют собой косвенные затраты первого порядка, элементы матрицы А3 - косвенные затраты второго порядка и т. д.

Статическая модель межотраслевого баланса, расширенная балансом труда. Коэффициенты полных затрат труда. Коэффициенты фондоёмкости отраслей. Баланс основных производственных фондов. Статическая модель межотраслевого баланса, расширенная балансом основных производственных фондов.
Показатели использования трудовых ресурсов и основных производст​венных фондов также могут быть исследованы в межотраслевом контексте.

Пусть L - среднегодовая численность работников i-й отрасли. По ана​логии с коэффициентами прямых материальных затрат вводятся коэффи​циенты прямых затрат труда:
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Зная эти коэффициенты, можем вычислить суммарную потребность в трудовых ресурсах при заданном объеме валового производства:
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Валовое производство можно выразить через конечную продукцию по формуле
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Воспользуемся этой формулой и запишем предыдущее соот​ношение так:
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Величина [image: image81.png]


показывает, какое количество трудовых ресурсов i-й отрас​ли необходимо для того, чтобы обеспечить i-й продукцией выпуск единицы j-го конечного продукта. Суммируя по всем отраслям, получаем

[image: image82.png]



или в векторной форме:

Т=ВTt.
Тj - коэффициент полных затрат труда (полная трудоемкость). Он по​казывает, какое количество трудовых ресурсов всех отраслей необходимо для производства единицы j-го конечного продукта.

Таким образом, суммарная потребность в трудовых ресурсах может быть вычислена двумя способами:
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                                         (1)

Аналогично определяются коэффициенты прямой и полной фондоемкости. Пусть Fi - среднегодовое количество используемых основных фон​дов. Тогда коэффициент прямой фондоемкости
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Коэффициент полной фондоемкости
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То же в векторной форме: 

Ф = ВTt.
Коэффициент Фj показывает, какое количество основных фондов всех отраслей необходимо для производства единицы j-го конечного продукта.

По аналогии с (1) суммарная потребность в основных фондах вычис​ляется так:
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Коэффициенты полной трудоемкости и фондоемкости можно подобно коэффициентам полных материальных затрат рассматривать как сумму прямой и косвенной составляющих. Например, для полной фондоемкости:

Ф=(Е+А+А2+...+Ак+...)Т,  f=f+(А+А2+...+Аk+...)Тf.
Косвенная составляющая полной фондоемкости (так же, как и полной трудоемкости) сравнительно невелика в сырьевых отраслях и возрастает в "завершающих" отраслях до 90¸95%.
Пример. Вычислить общую потребность в трудовых ресурсах, если известны коэффициенты прямых материальных затрат, коэффициенты прямых затрат труда и задан вектор конечного продукта:
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Для решения этой задачи нужно воспользоваться формулой 

[image: image88.png]=1




Как видим, возможны два способа: 1) вычислить Х = ВY, а затем приме​нить формулу L=(t,x); 2) вычислить коэффициенты полных затрат труда Т =BTt и далее L=(Т,Y). Но в обоих случаях необходимо сначала вычислить

матрицу В.
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Первый способ:
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Второй способ:
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 Важнейшую часть национального богатства составляют  основные производственные фонды, представляющие собой материально-техническую базу народного хозяйства. Основные производственные фонды – это средства труда, функционирующие во всех отраслях материального производства. К основным производственным фондам относят только продукты общественного труда, начавшие функционирование в производстве. 

Основные производственные фонды весьма различны по своему вещественно-материальному составу и назначению. Одни создают условия для осуществления производственного процесса, другие выполняют транспортные функции, при помощи третьих осуществляется производственный процесс и т.д. В настоящее время в практике нашей статистики принята следующая единая типовая классификация основных производственных фондов по всему народному хозяйству.

· Здания. 

· Сооружения.

· Передаточные устройства.

· Машины и оборудование, в том числе: силовые машины и оборудование, из них автоматические, рабочие машины и оборудование, из них автоматические, измерительные и регулирующие приборы и устройства и лабораторное оборудование, из них автоматические, вычислительная техника, в том числе автоматическая, прочие машины, из них автоматические.

· Транспортные средства.

· Инструменты.

· Производственный инвентарь и принадлежности.

· Хозяйственный инвентарь.

· Рабочий и продуктивный скот.

· Многолетние насаждения

· Капитальные затраты по улучшению земель.

· Прочие основные фонды.

По отдельным отраслям материального производства эта типовая классификация конкретизируется с учетом особенностей отрасли.

Основные фонды занимают, как правило, основной удельный вес в общей сумме основного капитала предприятия. От их количества, стоимости, технического уровня, эффективности использования во многом зависят конечные результаты деятельности предприятия: выпуск продукции, ее себестоимость, прибыль, рентабельность, устойчивость финансового состояния.

Для обобщающей характеристики эффективности использования основных средств служат показатели рентабельности (отношение прибыли к среднегодовой стоимости основных производственных фондов), фондоотдачи (отношение стоимости произведенной или реализованной продукции после вычета НДС, акцизов к среднегодовой стоимости основных производственных фондов), фондоемкости (обратный показатель фондоотдачи), удельных капитальных вложений на один рубль прироста продукци
Динамическая модель межотраслевого баланса. Открытая и замкнутая динамические модели. Сбалансированная траектория развития экономики в линейной модели с продуктивной матрицей коэффициентов прямых материальных затрат. 
Следующим представителем класса линейных моделей экономики является модель, построенная в середине 1930-х годов австрийским математиком Джоном фон Нейманом. По сравнению с моделью Леонтьева, которую можно использовать для планирования производства на одном плановом периоде в целом (год, пятилетка и т.д.), модель Неймана отслеживает производственный процесс внутри планового периода, т.е. затраты и выпуск, осуществляемые в каждый период времени (от квартала в квартал, от года в год и т.д.). Поэтому она обобщает модель Леонтьева в двух аспектах: в динамическом плане и в плане многопродуктовых отраслей. В модели Неймана предполагается, что экономика функционирует эффективным образом сколь угодно долго. Логическим следствием такой предпосылки является рост производственных возможностей во времени с нарастающими темпами. Поэтому модель Неймана описывает "расширяющуюся" экономику. 

Для вывода этой схемы рассмотрим функционирование экономики на некотором конечном периоде времени [0,T] . Отрезок [0,T] разобьем точками [image: image94.png]


, k=0,1,...,T, так, чтобы получилась возрастающая последовательность моментов времени 
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Тогда получаем последовательность полуинтервалов [image: image96.png][tistier)



длины [image: image97.png]tier ~ g



, покрывающих весь отрезок [0,T] . Момент [image: image98.png]th =0



будем трактовать как начальный момент планирования производства товаров, а момент [image: image99.png]


- как плановый горизонт. В дальнейшем во всех отношениях удобно полагать [image: image100.png]tyep —tg =1



и трактовать моменты [image: image101.png]


как годы. При этих обозначениях мы будем писать [image: image102.png]


. 

В этом параграфе, как и в модели Леонтьева, будем предполагать, что экономика состоит из n чистых отраслей с постоянными технологиями, описываемыми матрицей A. Планирование опять будем понимать по схеме затраты-выпуск при известном спросе на товары, но теперь уже с учетом фактора времени. 

Под планом производства на отрезке времени [0,T] будем понимать совокупность 
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Здесь каждая строка соответствует плану [image: image104.png]o'
e



в год t ; [image: image105.png]


- вектор запасов товаров, [image: image106.png]


- вектор валового выпуска. Каждая компонента [image: image107.png]&



считается максимально возможным при существующих основных фондах выпуском отрасли j. Валовый выпуск отрасли может быть увеличен путем дополнительных вложений, и этот показатель также включается в план. Вектор [image: image108.png]t
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обозначает планируемое в год t увеличение (приращение) валового выпуска. Наконец, число lt показывает общее количество нанятых во всех отраслях рабочих в год t. 

Труд, как вид товара, не рассматривался в исходной модели Леонтьева. Особенность данного товара заключается в том, что он, во-первых, являясь воспроизводимым ресурсом, в то же время не является продуктом какой-либо отрасли, во-вторых, как фактор в производственном процессе, занимает промежуточное положение между материальными ресурсами и готовой продукцией. Никакое производство не может обходиться без трудовых затрат. Единицей ее измерения является рабочая сила. Необходимое для отрасли количество рабочей силы определяется трудовыми затратами, вложенными в выпуск одной единицы продукции. Данный параметр для отрасли j обозначим [image: image109.png]


. Тогда число рабочих в отрасли j в год t равно [image: image110.png]£
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. Вектор [image: image111.png]


называется вектором трудовых затрат. 

Обозначим через [image: image112.png]


, j=1,...,n, объемы материальных затрат, необходимых для приращения на одну единицу выпуска товара i. Тогда материальные затраты на одновременное приращение выпусков всех отраслей на величины [image: image113.png]


будут исчисляться как [image: image114.png]


, где [image: image115.png]


- технологическая матрица приращения производства. 

Наглядную картину межотраслевых связей во времени при плане производства [image: image116.png](.6.1.0)



, плане конечного потребления на одного работающего на весь плановый период [image: image117.png](.6.1.0)



и при постоянных технологиях производства и его приращения показывает схема динамического межотраслевого баланса (рис. 6.2). Эта схема составляется для каждого года [image: image118.png]


, причем при [image: image119.png]t=0 &



есть валовый выпуск отрасли j к началу планового периода. 
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Балансовый характер этой схемы заключается в том, что ее элементы должны удовлетворять следующим (балансовым) соотношениям: 
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Здесь [image: image122.png]Ay



- производственные затраты, [image: image123.png]


- дополнительные затраты, соответствующие приращению производства на вектор [image: image124.png]


, а [image: image125.png]


- конечное потребление в год t. Поэтому условие (6.3.1) требует, чтобы весь годичный запас товаров покрывал все годичные затраты ежегодно. Неравенство (6.3.2) задает условие на необходимый объем трудовых ресурсов, неравенство (6.3.3) говорит о том, что запасы на данный год не могут превышать результатов производства предыдущего года, и, наконец, уравнение (6.3.4) описывает динамику роста валового выпуска из года в год. 

Если сравнить систему (6.3.1)-(6.3.5) с моделью Леонтьева (6.2.1), то можно заметить, что последняя получается из (6.3.1) при отсутствии приращения производства, т.е. когда [image: image126.png]


. Дополнительные условия (6.3.2)-(6.3.4) вызваны необходимостью учета трудовых ресурсов и динамического характера развития производства. Как и модель Леонтьева, данная схема может быть обобщена и детализирована по ряду параметров. В приведенном здесь виде наиболее нереальным является условие (6.3.4), которое предполагает (при [image: image127.png]#0



) получение результатов от затрат, осуществляемых в начале периода [image: image128.png][t-1%)



, уже к концу этого периода. Условие (6.3.4) можно переписать так: 

[image: image129.png]



В этом равенстве последнее слагаемое имеет смысл приращения производства за первые t лет по сравнению с начальным объемом выпуска. Доля такого приращения, приходящаяся на одну единицу начального валового выпуска, есть 

[image: image429.jpg]




Введем величину [image: image130.png]


. Тогда уравнение (6.3.4) можно написать в виде 

[image: image131.png]



Представление динамики производства в подобном виде будет использовано нами в следующем параграфе. Здесь заметим только, что более адекватным описанием динамики производства, чем (6.3.4), представляется равенство 

[image: image132.png]



где [image: image133.png]


- отнесенный к моменту t временной лаг, [image: image134.png]


([image: image135.png]


). 

Обозначим [image: image136.png]


и составим матрицы 
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с помощью которых систему (6.3.1)-(6.3.5) перепишем в виде 

[image: image138.png]6.3.6)





В математической экономике магистралью называется траектория экономического роста, на которой пропорции производственных показателей (такие как темп роста производства, темп снижения цен) неизменны, а сами показатели (такие как интенсивность производства, валовый выпуск) растут с постоянным максимально возможным темпом. Таким образом, магистраль - это траектория или луч максимального сбалансированного роста. Ее часто сравнивают со скоростной автострадой. Так, например, для того чтобы добраться из Кемерово в Киселевск как можно быстрее, наиболее целесообразно сначала проехать по автостраде Кемерово-Новокузнецк, а затем уже съехать на ответвляющуюся от нее дорогу в районе Киселевска. Так мы потеряем на дорогу меньше времени и доедем до конечного пункта с большим комфортом, чем если бы мы ехали по обычному шоссе через Ленинск-Кузнецкий и Белово. 

Поскольку "оптимальное" или "эффективное" развитие экономики в любом смысле так или иначе связано и должно сопровождаться экономическим ростом, то для достижения любой конечной цели следует поступать аналогичным образом: сначала вывести производство на магистральный путь, т.е. на траекторию (или луч) Неймана, характеризующуюся максимальным темпом роста [image: image139.png]


и минимальной нормой процента [image: image140.png]


(см. (6.4.14)), а по истечении определенного срока времени вывести ее к задуманной цели. Такими целями могут быть максимизация прибыли, минимизация затрат, максимизация полезности от потребления товаров, достижение конкурентного равновесия при наиболее благоприятных условиях, т.е. на более высоком уровне благосостояния населения, и т.д. 

Итак, с одной стороны мы имеем магистральные модели, а с другой - оптимизационные или еще шире – нормативные модели экономики. Изучение этих двух моделей во взаимосвязи, т.е. изучение связи между магистральными и оптимальными (в том или ином смысле) траекториями и является предметом магистральной теории. Можно говорить, что магистральная теория является одним из средств качественного анализа оптимальных траекторий. Основной целью этой теории является исследование условий так называемых "слабой" и "сильной" теорем о магистралях. Слабая теорема утверждает, что за исключением некоторого малого периода [image: image141.png][£.t"1c[0,T]



(или некоторого числа дискретных моментов из [image: image142.png][0,7]



), не зависящего от продолжительности T планового периода, все оптимальные траектории сосредотачиваются в относительной близости к магистральной траектории. Сильная теорема говорит о том, что те небольшие промежутки времени [image: image143.png]


, на которых оптимальные траектории удалены от магистральной, если они существуют, то разве лишь в начале периода [image: image144.png][0,7]



, т.е. [image: image145.png]


, или в конце периода [image: image146.png][0,7]



, т.е. [image: image147.png]


; а в середине периода оптимальные траектории расположены в относительной близости к магистральной. 

Однофакторные производственные функции

Функцию, выражающую зависимость между стоимостью выпускаемой продукции и стоимостью суммарных затрат на ее производство, называют однофакторной производственной функцией. Все виды затрат объединены в единый фактор производства – суммарную стоимость затрат, а все             разнообразие выпускаемой продукции описано с помощью одной величины – суммарной стоимости выпуска. 
В функции выпуска независимая переменная – затраты, а зависимая – выпуск.
В функции затрат, наоборот, независимая переменная – выпуск, а       зависимая – затраты.

Пример 1. Затраты y на производство  продукции можно представить в виде линейной функции:

y = a1x + a0 (a1>0, a0>0, x≥0),            (1)

где   a1x – условно-переменные затраты прямо пропорциональные     объему производства x,  a0 – условно-постоянные затраты.
[image: image430.jpg]



Пример 2. С помощью однофакторных                 производственных функций описывается также             зависимость объема выпускаемой продукции от            трудовых ресурсов, основных                                          производственных фондов, объема капиталовложений, различных видов сырья.

Так,  с помощью функции вида

y = a0  + a1x – a2x2 (a0>0, a1>0, a2>0, x≥0),     (2)

можно охарактеризовать зависимость урожайности y   некоторой              сельскохозяйственной культуры от               количества  x внесенных        удобрений.
[image: image431.jpg]



Пример 3. Гиперболическая зависимость     
[image: image148.wmf])
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Применяется, например, для моделирования    зависимости затрат  y  на единицу выпускаемой продукции  от объема производства  x.

[image: image432.jpg]


Пример 4. Экспоненциальная производственная   функция
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Применяется, например, для исследования динамики изменения объема производства  y  с течением     времени  x.
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Пример 5. Показательная функция   
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может моделировать влияние затрат переменного ресурса R на выпуск y продукции, если уровень выпуска не может быть больше некоторой       предельной величины a0 .

[image: image434.jpg]


. Пример 6. Кроме перечисленных функций при моделировании экономики используется также степенная производственная функция
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Она обычно описывает ситуации, в которых рост затрат x некоторого   ресурса R ведет к неограниченному увеличению выпуска y.

На практике обычно используются как сами функции (1)-(6), так и      различные их комбинации.

Пусть производственная функция (функция затрат) описывает              зависимость издержек производства K от объема x  выпускаемой продукции

K = f(x)
Экономический смысл  производной 
[image: image152.wmf]dx

dK

  в данной точке – предельные издержки производства при данном его объеме.

Как производные соответствующих функций, вычисляются и многие другие экономические показатели. К ним относятся, например, предельный спрос, предельная выручка, предельная производительность ресурса.

Пример 7. Цементный завод производит x т цемента в день. По           договору он должен поставлять строительной фирме не менее 20 т цемента. Производственные мощности завода таковы, что выпуск цемента не может превышать 90 т в день.

Определить, при каком объеме производства удельные затраты будут наибольшими (наименьшими), если функция затрат имеет вид:
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Решение. Удельные затраты – это средние затраты на 1 т цемента. При объеме производства в x т удельные затраты составят:


[image: image154.wmf].

200

98

2

+

+

-

=

x

x

x

K


Задача сводится к отысканию наибольшего и наименьшего значения этой функции на промежутке [20,90].

Найдем производную: 
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При x = 49 производная равна 0 – это критическая точка. Вычислим    значение удельных затрат в концах промежутка и в критической точке.
f(20) = 1760, 
 max = f(49) = 2601

min = f(90) = 320.
Предельная производительность ресурса и скорость его изменения
Пусть зависимость выпуска продукции x от  ресурса r ( например, r –  затраты труда) имеет вид x = f(r). Скорость изменения этой функции   выражается ее производной и называется предельной производительностью ресурса – 
[image: image156.wmf]).
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Естественно возникает вопрос: какова скорость изменения V? Она  равна 
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 Скорость изменения предельной производительностью ресурса называется темпом изменения выпуска при изменении затрат этого ресурса.

Задание. Опишите динамику темпа изменения для каждой из основных производственных функций (1)-(6). 

Решение. Надо построить графики функций 
[image: image158.wmf]x
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Многофакторные производственные функции
Функция n независимых переменных, устанавливающая зависимость между затратами n производственных ресурсов и объемом выпускаемой продукции, называется n –факторной производственной функцией         (функцией выпуска).
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Не нарушая общности рассуждений, в дальнейшем будем рассматривать лишь функции двух независимых переменных.

При моделировании экономики страны в целом в качестве основных   ресурсов используют затраты труда L  и объем производственных фондов K. Национальный доход Y выступает в роли результата деятельности             экономики.

Тогда имеем 2-х факторную производственную функцию

Y = F(K,L).

Конкретный вид производственной функции зависит от особенностей функционирования экономики и базируется на четырех предположениях о свойствах этой функции, следующих из общеэкономических соображений (свойства производственной функции):

1. При отсутствии хотя бы одного производственного ресурса           производство невозможно, т. е. F(0,L) = F(K,0) = 0.

2. При пропорциональном росте количества используемых ресурсов производства объем производства увеличивается в такое же число раз

F(λK,λL) = λF(K,L), λ>0,
т. е. производственная функция является монотонно возрастающей по        каждому из аргументов.

3. Производственная функция является непрерывной и                        дифференцируемой во всех точках.

4. Производственная функция является строго квазивогнутой.

Степенная производственная функция 
(функция Кобба-Дугласа)
Эта функция отвечает всем перечисленным выше предположениям,    поэтому именно она наиболее часто используется в экономическом анализе:
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Эта функция в макроэкономических исследованиях впервые была     применена К. Коббом и П. Дугласом в 20-х годах XX в. Для изучения связей между национальным доходом и двумя важнейшимифакторами                производства – рабочей силой и производственными фондами. 
Степенные функции находят широкое применение в моделях             долгосрочного планирования.

Функция с постоянными пропорциями
Эта функция задается с помощью формулы:
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Например,  если Y0 =10, K0 = 5, L0 = 8, K = 20, L = 24, то Y=30.

Параметры Y0 , K0  и  L0 имеют явный экономический смысл: если затраты ресурсов составляют соответственно Y0 и K0  единиц, то национальный доход (или объем выпуска в микроэкономических моделях) Y= Y0 .

Эта функция  так же удовлетворяет всем свойствам производственных функций. Ее выбирают тогда, когда один из ресурсов резко дефицитен, а второй избыточен. В задачах планирования такие функции получают        значительное превосходство над другими.
На основе какой информации можно построить производственные функции?
Чтобы построить функцию затрат (рассчитать ее параметры) для станка, участка, цеха или предприятия, используют технологические характеристики этих объектов (см. балансовые модели).

В других случаях основой построения производственной функции       является обработка статистических данных об экономических показателях моделируемых объектов.

Другим подходом является метод «черного ящика».  Не нужно знать внутреннюю структуру объекта, а только надо сравнивать внешние           воздействия на объект и реакцию объекта на эти воздействия. При              построении производственной функции входами считают затраты ресурсов, в выходами – произведенную продукцию. Сопоставляя входы и выходы за несколько лет, находят такие параметры производственной функции, при  которых значения этой функции при заданных размерах затрат с заданной степенью точности отличаются от фактических объемов выпуска.
Линии постоянного уровня
 (изокванты)
Пусть процесс производства описывается с помощью 2-х факторной производственной функции
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Имеем                                            
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Возникает вопрос: можно ли достичь уровня выпуска z0  при других объемах затрат этих ресурсов? На математическом языке это означает      следующее. Существуют ли другие, отличные от 
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 пары значений (x1, x2) для которых
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Уравнение 
[image: image166.wmf]0
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 задает на координатной плоскости x10 x2       множество точек (линия уровня), каждой из которых функция 
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принимает одно и то же значение z0.

Линии уровня производственных функций называют линиями              постоянного выпуска или изоквантами.
Пример 1. Исследуем форму изоквант производственной функции с   постоянными пропорциями
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[image: image435.jpg]Flx, x,) = &
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При 
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 имеем Y=Y0 . Если при данном 
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 будем              увеличивать затраты второго ресурса, то выпуск Y останется на прежнем уровне Y0 . Аналогично увеличение затрат первого ресурса  при постоянном 
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 не изменит выпуска. Изокванта Y=Y0 представляет собой прямой угол с вершиной в точке 
[image: image172.wmf])
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 сторонами параллельными координатным осям. Такую же форму имеют все остальные изокванты.

 Вершины прямых углов характеризуют       минимальные затраты ресурсов, обеспечивающие соответствующие объемы производства. Все точки изоквант, не лежащие на прямой АВ,                представляют неэффективные комбинации         ресурсов при любых разумных критериях           эффективности. Отсюда следует, что уменьшение затрат одного ресурса нельзя компенсировать     увеличением объема другого. Каждый ресурс     абсолютно необходим в процессе производства.

      Изокванты

Пример 2. Исследуем форму изоквант          проиводственной функции    Кобба-Дугласа
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Зафиксируем значение функции. Пусть Y=Yc. Тогда уравнение              соответствующей       изокванты примет вид
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Выразим L через  K.  Получим 
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Найдем  
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 Производная отрицательна при всех       допустимых значениях K. Поэтому данная функция убывает. При этом L→0, если K→+∞. Аналогично L→+∞, если K→0. Оси координат являются     асимптотами графика функции.

Найдем 
[image: image177.wmf].
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 Вторая производная принимает                   положительные значения для всех K>0.    Функция L вогнута, L убывает все быстрее  с возрастанием K
В процессе производства, описываемой этой производственной        функцией, ресурсы взаимозаменяемы. Причем с ростом затрат одного        ресурса высвобождается большее количество другого.

Перечислим свойства изоквант:
1. Никакие две изокванты не пересекаются.

2. Если оба ресурса абсолютно необходимы для производства, то изокванты не имеют общих точек с осями координат.

3. Чем дальше удалена изокванта от начала координат, тем больше  соответствующий ей выпуск продукции.
Моделирование производственных процессов. Факторы производства. Неоклассическая производственная       функция, и её свойства. Предельные и средние продукты факторов производства. Эластичность выпуска по         факторам производства. Изокванты. Предельные нормы и эластичность замещения факторов производства.            Основные виды ПФ выпуска. 

Под производством понимается процесс взаимодействия экономических факторов, завершаемый выпуском какой-либо продукции. Правила, предписывающие определенный порядок взаимодействия экономических факторов, составляют способ производства или, иначе говоря, технологию производства. Производство – основная область деятельности фирмы (или предприятия). Фирма – это организация, производящая затраты экономических ресурсов для изготовления продукции и услуг, которые она продает потребителям, в том числе, другим фирмам. Производственными единицами являются не только заводы и фабрики, но и отдельные лица - фермеры, ремесленники и др.

Производство можно представить как систему "затраты-выпуск", в которой выпуском является то, что фактически произведено, а затратами - то, что потребляется с целью выпуска (капитал, труд, энергия, сырье). Поэтому формально можно сказать, что производство - это функция, которая каждому набору затрат и конкретной технологии ставит в соответствие определенный выпуск. Именно такое упрощенное понимание производства как "черного ящика" заложено в математической модели производства. Во "вход" этого черного ящика подаются затраты, а на "выходе" получаем выпуск (произведенную продукцию).

Подобное описание производства на первый взгляд кажется сильно абстрактным, так как в нем не отражены технологические процессы, происходящие внутри черного ящика. В математической модели технология производства учитывается обычно посредством задания соотношений между затратами и выпуском т.е. нормой затрат каждого из ресурсов, необходимых для получения одной единицы выпускаемой продукции. Такой подход объясняется тем, что математическая экономика изучает суть экономических процессов, а сугубо технические операции как таковые (а не их экономические следствия) остаются за рамками этой науки.

Задача фирмы, как производственной единицы, сложна и многогранна - начиная от организации производства и кончая благотворительной деятельностью. Естественно, математической моделью нельзя охватить весь спектр деятельности фирмы и отразить все преследуемые цели. Поэтому при формализации задачи рационального функционирования фирмы учитываются лишь основные конечные цели.

Конечной целью фирмы является получение наибольшей прибыли от реализации своей продукции. Напомним в этой связи, что прибыль понимается как разность двух величин: выручки от реализации продукции (дохода) и издержек производства. Издержки производства равны общим выплатам за все виды затрат, иначе говоря, издержки - это денежный эквивалент материальных затрат. В общем случае издержки состоят из двух слагаемых: постоянных издержек и переменных издержек. Постоянные издержки (расходы на закупку и ремонт оборудования, содержание фирмы, страховку и пр.) фирма несет независимо от объема выпуска. Переменные издержки (расходы на заработную плату, сырье и пр.) касаются использования уже имеющихся в распоряжении фирмы ресурсов, производственных мощностей и меняются вместе с объемом выпуска.

Согласно с поставленной целью, задача фирмы сводится к поиску такого способа производства (сочетания затрат и выпуска), который обеспечивает ей наибольшую прибыль с учетом и в рамках имеющихся у нее ограниченных ресурсов. Данная трактовка цели фирмы и наилучшего способа производства не является единственно возможной. Речь идет о некоторой гипотезе относительно предпочтений производителя, а не о логической необходимости. В действительности же мотивы принимаемых руководителями фирм решений могут быть продиктованы другими соображениями, например, гуманного или социально-политического характера. Поэтому в отличие от математической теории потребления, где существовала единственная, логически оправданная оптимизационная модель потребителя, здесь нецелесообразно говорить об "оптимизационной модели фирмы" как таковой. Задачи фирмы могут существенно отличаться как преследуемой целью, так и временным периодом ее решения.

Обсужденную выше задачу будем называть задачей фирмы на максимизацию прибыли. Двойственной к ней (в некотором смысле) является задача фирмы на минимизацию издержек при фиксированном уровне планируемого выпуска (дохода). Именно такая формализация цели производства в последнее время становится более популярной в связи с глобальной проблемой "устойчивого развития" общества, так как она созвучна с задачами рационального использования природных ресурсов.

Предположим, что фирма производит n видов продуктов. Виды продуктов будем обозначать индексом j, а их количества - через [image: image178.png]


. Технология производства каждого вида продукта требует использования ряда ресурсов в некоторых количествах. Двойными индексами [image: image179.png]


обозначим виды ресурсов, используемых для выпуска продукта вида j. Пусть [image: image180.png]


. . Обозначим через [image: image181.png]


- количества этих ресурсов, [image: image182.png]


. Следовательно, имеется всего [image: image183.png]


видов ресурсов. 

Использование такой двойной индексации привлекательно с точки зрения информативности (видно, какой ресурс относится к какому продукту), но неудобно чисто технически. Во-первых, усложняется запись формул; во-вторых, увеличивается размерность задачи (т.к. среди [image: image184.png]iy, g




могут быть одни и те же наименования) и, в-третьих, такие операции как сложение, вычитание затрат в векторной форме, а также составление уравнений становятся невозможными без дополнительных преобразований индексов (идентификация, упорядочение и т.д.). 

Поэтому в дальнейшем виды ресурсов будем обозначать одинарными индексами k, их количества - [image: image185.png]


, где [image: image186.png]


. Здесь m - достаточно большое число (равное сумме [image: image187.png]


, где каждый ресурс считается только один раз). Теперь можно говорить, что для производства n видов продуктов фирма использует m видов затрат. Это не приводит к недоразумениям, так как в случае неиспользования k-го ресурса для выпуска данного продукта полагаем [image: image188.png]


. 

Введем в рассмотрение два вида векторов: [image: image189.png]X = (g peens Xy )



- вектор затрат и [image: image190.png]Y= (rren¥n)



- вектор выпуска. Положительный ортант 

[image: image191.png]R :{xeR’”‘xk 20,k =1,..,




называется пространством затрат. Аналогично определяется пространство выпуска:

[image: image192.png]



Для отражения реальных возможностей фирмы в математических моделях часто применяются более узкие множества [image: image193.png]XCRI « YCR!



. 

Технологическая связь между затратами и выпуском описывается с помощью производственной функции. 

Определение 4.1. Любая функция [image: image194.png]fiRU S RY



, ставящая в соответствие каждому вектору затрат x вектор [image: image195.png]y=F(x)



максимального выпуска, который может быть получен при этих затратах, называется производственной функцией. 

Это есть определение производственной функции для многопродуктовой фирмы, т.е. векторной производственной функции. Если фирма выпускает только один вид продукта, то производственная функция является скалярной: [image: image196.png]FiRP SR



или 

[image: image197.png]¥ = [ (X1500s%y) @21)




В общем случае производственную функцию можно записать в неявной форме: [image: image198.png]F(x,y,4A)=0



, где A - [image: image199.png]nxm



-матрица параметров (технологическая матрица). В некоторых моделях применяется следующее выражение для производственной функции: [image: image200.png]F(2)y0enzy , A




, где переменные [image: image201.png]


со знаком "-" обозначают затраты, а со знаком "+" - выпуски. 

Если в качестве независимых переменных (аргументов) выступают затраты (см. (4.2.1) ), то производственную функцию иногда называют функцией выпуска, если же фиксирована величина выпуска (y), то производственная функция является функцией затрат ([image: image202.png]x= )



 ). Таким образом, функция выпуска и функция затрат являются взаимно обратными друг другу функциями. 

Применение производственных функций не ограничивается выявлением зависимости затраты-выпуск. Различные приемы математического аппарата позволяют использовать их для вычисления численных характеристик производства, анализа эффективности изменения масштаба производства и технологического прогресса, исследования эластичности производственных факторов, рационального ведения хозяйства, оптимального планирования и прогнозирования вариантов развития фирмы и др. 

Поэтому очень важно, чтобы производственная функция объективно отражала моделируемую действительность, т.е. чтобы она удовлетворяла содержательно-логическим и экономическим требованиям. Основные из них следующие: 

· в число аргументов производственной функции должны быть включены все существенные для данного процесса факторы; 

· все величины должны иметь отчетливый экономический смысл; 

· все экономические величины, входящие в производственную функцию, должны быть измеримы; 

· выпуск продукции без затрат невозможен; 

· если величина какого-либо ресурса ограничена, то выпуск не может расти бесконечно; 

· увеличение затрат не может привести к уменьшению выпуска.
Вопрос об адекватном описании экономической реальности на языке производственных функций тесно связан с их математическими свойствами. Ради простоты эти свойства приведем для однопродуктового производства, т.е. для производственной функции вида (4.2.1) . 

1. Монотонность: из [image: image203.png]xx*eR?



и [image: image204.png]


следует [image: image205.png]FGhH
> f(x)



. 

2. Вогнутость: для любых [image: image206.png]xx*eR?



и [image: image207.png]0<a <l



справедливо неравенство [image: image208.png]fed +@-a)) 2arh+ L-a)f (1)



.

3. Поведение в начале координат: [image: image209.png]flo=0



. 

4. Однородность: [image: image210.png]SAx) =A% f(x)



, где [image: image211.png]


- масштабное число, [image: image212.png]


- степень однородности.

Если производственная функция дифференцируема по всем аргументам, то свойства 1 и2 соответственно могут быть заменены следующими неравенствами: [image: image213.png]3
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Частные производные [image: image214.png]af [y



называются предельными продуктами. Условие (4.2.2) , как и свойство 1, означает, что увеличение любого вида затрат не приводит к уменьшению выпуска. Условие (4.2.3) показывает, что увеличение затрат одного вида ресурса (при постоянном уровне затрат других ресурсов) приводит ко все меньшему приросту выпуска. Это свойство в экономической теории называется законом убывающей доходности (отдачи). 

Свойство 3 является отражением бездеятельности, так как без затрат нет и выпуска. Свойство 4 описывает реакцию производства на изменение затрат. Параметр [image: image215.png]


показывает масштаб изменения производства (расширения производства - если [image: image216.png]


, сужения производства - если [image: image217.png]


), а [image: image218.png]


- эффект от изменения масштабов производства. Если [image: image219.png]a>l



, то одновременное увеличение всех факторов в [image: image220.png]


раз приводит к возрастанию объема выпуска больше, чем в [image: image221.png]


раз ([image: image222.png]A%> A



), т.е. эффект от расширения масштаба производства положителен. При [image: image223.png]


получаем: [image: image224.png]J{Ax)

Af(x)



- выпуск возрастает в той же пропорции, что и затраты. Такие функции называются линейно-однородными (или однородными в первой степени). 

Если 

[image: image225.png]JAX) = A7 (x) (f{Ax) < A7 (x))




то говорят о возрастающем (убывающем) доходе от расширения масштаба производства. Заметим, что свойство 4 определено в точке, тогда как свойства 1 и 2 - во всем пространстве затрат. 

Как мы видим, перечисленные (желательные) свойства производственной функции вполне согласуются с ее определением, так как они касаются только соотношения затраты-выпуск. Действительно, здесь нет никаких требований на бесперебойную работу станков, нормирования движения конвейера и т.д. Поэтому производственная функция, как отображение количественной связи между затратами и выпуском, представляет собой регрессионную модель. Следовательно, она может быть построена на основе статистических данных и с применением методов математической статистики. Оставляя подробное обсуждение, сейчас мы приведем примеры наиболее удачно построенных и потому часто применяемых на практике производственных функций. При этом для простоты будем рассматривать двухфакторную однопродуктовую производственную функцию вида 

[image: image226.png]y=flx,x)




Средним продуктом по k-му виду затрат называется объем выпуска, приходящийся на единицу затрат k-го вида при фиксированном уровне затрат других видов: 

[image: image227.png]JG,%)
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Сначала остановимся на понятии эластичности производства. Уже знакомое нам из свойство однородности производственной функции оценивает технологию производства в различных точках пространства затрат. А именно, производственная функция в одних точках этого пространства может характеризоваться постоянным доходом от расширения масштаба производства, а в других - его увеличением или, наоборот, уменьшением. Локальным показателем измерения дохода от расширения масштаба производства и служит эластичность производства. Ее мы будем обозначать символом [image: image228.png]&5 (f(x)



("эластичность f по [image: image229.png]


в точке x"). Формально  мы можем написать: 

[image: image230.png]4 () - [ ¥ W)]- i gt 2
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Однако это соотношение не отражает изменение масштаба производства в точке x. Поэтому вычислительная формула эластичности производства выглядит так: 

[image: image231.png]gy 2

s =lim 0o
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или, что то же самое, 

[image: image232.png]Fn 2
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В случае постоянства дохода при расширении масштаба производства (т.е. для линейно-однородной производственной функции) эластичность производства равна единице.

Эластичность производства, описываемого дифференцируемой линейно-однородной функцией, в любой точке пространства затрат равна сумме эластичностей выпуска по всем видам затрат.

На практике по разным причинам часто возникает необходимость замены одних ресурсов другими. Например, при расширении производства фирма должна решить: либо полностью автоматизировать производство за счет дорогостоящего оборудования и сократить количество рабочих мест (сократить фонд заработной платы), либо использовать предназначенные для этого средства для частичной модернизации технологии и увеличения фонда заработной платы. Что выгодно для фирмы? Для получения ответа на этот вопрос вводят понятия предельной нормы замещения одних ресурсов другими и эластичности замещения одних ресурсов другими. 

Возможности замещения характеризуют производственную функцию с точки зрения различных комбинаций затрат, порождающих одинаковые уровни выпуска. Предположим, что двухфакторное производство описывается производственной функцией [image: image233.png]Y=F(K,L)



, где Y - выпуск, K - капитал (основные фонды), L - трудовые ресурсы. Предположим, часть рабочих ([image: image234.png]AL



) уволилась. На какую величину [image: image235.png]AK



следует увеличить основные фонды, чтобы выпуск остался на прежнем уровне, т.е. чтобы имело место равенство [image: image236.png]F(K+AK,L-AL)= F(K,I)



? 
 Получаем, что количество основных фондов надо увеличить на величину

[image: image237.png]dK _ oFfoL
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Число [image: image238.png]Six



называется предельной нормой замещения трудовых ресурсов основными фондами.

Итак, предельная норма замещения показывает величину ресурса одного вида, которой производитель готов пожертвовать ради одной единицы ресурса другого вида. Поставим теперь "обратный" вопрос: как изменится величина [image: image239.png]Xy /%



при изменении предельной нормы замещения [image: image240.png]e



на 1%? Согласно определения эластичности, это есть "эластичность [image: image241.png]Xy /%



по [image: image242.png]e



". По формуле вычисления эластичности  имеем: 

[image: image243.png]J b fn ) S A/ ) e ) 3
o5, b fry )= E R = ST @34




Эта величина называется эластичностью предельной нормы замещения (или просто эластичностью замещения). Введем более простое обозначение [image: image244.png]o = 55, (0 /%)



. известной 

Определим производственную деятельность как процесс, в ходе которого предприятия затрачивают различные ресурсы – вещественные блага и услуги (факторы производства) и в результате выпускают разнообразную, ориентированную на рынок продукцию (продукты производства). Отправной точкой микроэкономической теории производства является идея о том, что технологически эффективная производственная деятельность предприятия, в ходе которой для выпуска, например, для одного вида продукции Y затрачивается два вида ресурсов X1, X2 может быть описана с помощью производственной функции Y=F(X1,X2). Если для фиксированного выпуска Y изобразить на плоскости (X1, X2) все возможные сочетания необходимых ресурсов (X1, X2), мы получим кривую, называемую изоквантой. Можно выделить по крайней мере четыре типа производственных функций и изоквант:

1. Функции с полным взаимозамещением ресурсов, например, 

Y=a1* X1+a2* X2.

2. Неоклассическая производственная функция, например, 

Y=X1a1* X2a2; a1+a2Ј1.

3. Функции с полным взаимодополнением ресурсов, например, 

Y = min(X1/a1, X2/a2).

4. Функции смешанного типа, например, 

Y = y1+y2: Xiіai*y1+bi*y2, i=1,2.
Производственная функция Кобба-Дугласа – самая известная из всех производственных функций неоклассического типа – была открыта в 20-х годах нашего века экономистом Дугласом в сотрудничестве с математиком Коббом и получила широкое применение в эмпирических исследованиях. В нашу программу включена производственная функция, оцененная Дугласом на основе данных по обрабатывающей промышленности США. Y — индекс производства, X1 и X2 – соответственно индексы наемной рабочей силы и капитального оборудования.

Производственная функция Кобба-Дугласа
Первый успешный опыт построения производственной функции, как уравнения регрессии на базе статистических данных, был получен американскими учеными - математиком Д. Коббом и экономистом П. Дугласом в 1928 году. Предложенная ими функция изначально имела вид: 

[image: image245.png]v =k 21 (F(xyaxq) = ax; Sy %) @24




где Y - объем выпуска, K - величина производственных фондов (капитал), L - затраты труда, [image: image246.png]a>0, a>0



- числовые параметры (масштабное число и показатель эластичности). Благодаря своей простоте и рациональности, эта функция широко применяется до сих пор и получила дальнейшие обобщения в различных направлениях. Функцию Кобба-Дугласа иногда мы будем записывать в виде 

[image: image247.png]SOxy) = a1, a4 ay =




Легко проверить, что [image: image248.png]¥(0,0)=0



и 
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Кроме того, функция (4.2.4) линейно-однородна:

[image: image250.png]V(AK,AL) = a(AK)H(AL) ™ = AeK “I 7 = AV(K,I)



.

Таким образом, функция Кобба-Дугласа (4.2.4) обладает всеми вышеуказанными свойствами. 

Для многофакторного производства функция Кобба-Дугласа имеет вид: 

[image: image251.png]



Для учета технического прогресса в функцию Кобба-Дугласа вводят специальный множитель (технического прогресса)[image: image252.png]


 , где t - параметр времени, [image: image253.png]


- постоянное число, характеризующее темп развития. В результате функция принимает "динамический" вид: 

[image: image254.png]() = e T,




где не обязательно [image: image255.png]a+ f=1



. Как будет показано в следующем параграфе, показатели степени в функции (4.2.4) имеют смысл эластичности выпуска по капиталу и труду. 
Производственная функция CES (с постоянной эластичностью замещения)
Функция имеет вид:

[image: image256.png]Flyaxy)=a|dq 4 - Iy “25)




где [image: image257.png]a=0



- коэффициент шкалы, [image: image258.png]


- коэффициент распределения, [image: image259.png]


- коэффициент замещения, [image: image260.png]


- степень однородности. Если выполнены условия 

[image: image261.png]0<y=l,p>-1



, то функция (4.2.5) удовлетворяет неравенствам (4.2.2) и (4.2.3) (проверьте это самостоятельно). С учетом технического прогресса функция CES записывается: 

[image: image262.png]FOyx)=ad| &7+ (- Ax,




Название данной функции следует из того факта, что для нее эластичность замещения постоянна. 
Производственная функция с фиксированными пропорциями
Эта функция получается из (4.2.5) при [image: image263.png]Viamdd



и имеет вид: 

[image: image264.png]£y xy) = min e, ¥, b, ¥ 4.26)




Производственная функция затрат-выпуска (функция Леонтьева)
 Эта функция получается из (4.2.6) при [image: image265.png]


: 

[image: image266.png]S (xp,x7) = min dax; ,bx; |




Содержательно эта функция задает пропорцию, с помощью которой определяется количество затрат каждого вида, необходимое для производства одной единицы выпускаемой продукции. Поэтому в литературе часто встречаются другие формы записи: 

[image: image267.png]Fa,x) = mln{z‘ XZ} @27

' Cy




или 

[image: image268.png]X 2 CpY,




Здесь [image: image269.png]


- количество затрат вида k, необходимое для производства одной единицы продукции, а y - выпуск. 
Производственная функция анализа способов производственной деятельности
 Данная функция обобщает производственную функцию затрат-выпуска на случай, когда существует некоторое число (r) базовых процессов (способов производственной деятельности), каждый из которых может протекать с любой неотрицательной интенсивностью. Она имеет вид "оптимизационной задачи" 

[image: image270.png]fea,m)= Td;ry,me Txigyy <3 k=12 28)
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Здесь [image: image271.png]


- выпуск продукции при единичной интенсивности j-го базового процесса,        [image: image272.png]


- уровень интенсивности, [image: image273.png]


- количество затрат вида k, необходимых при единичной интенсивности способа j. Как видно из (4.2.8) , если выпуск, произведенный при единичной интенсивности и затраты, необходимые на единицу интенсивности, известны, то общий выпуск и общие затраты находятся путем сложения выпуска и затрат соответственно для каждого базового процесса при выбранных интенсивностях. Заметим, что задача максимизации функции f по [image: image274.png]


в (4.2.8) при заданных ограничениях-неравенствах является моделью анализа производственной деятельности (максимизация выпуска при ограниченных ресурсах). 
Линейная производственная функция (функция с взаимозамещением ресурсов)
Данная функция применяется при наличии линейной зависимости выпуска от затрат: 

[image: image275.png]Flxyuxg) =apy + agxg @29)




где [image: image276.png]


- норма затрат k-го вида для производства единицы продукции (предельный физический продукт затрат). 
Три этапа построения производственной функции.                 Спецификация ПФ, идентификация параметров.                         Проверка на адекватность.
По существу, производственная функция f есть совокупность "правил", с помощью которых для каждого набора затрат определяется соответствующий выпуск. Поэтому построение производственной функции означает нахождение математической формулы, отражающей эти правила или, иначе говоря, закономерности превращения набора ресурсов в конечный продукт. 
Образно говоря, происходит "смешивание" ресурсов [image: image277.png]


в определенных "пропорциях" таким образом, чтобы получился требуемый продукт. Эти "пропорции" определяются спецификой производства и математически выражаются с помощью различных коэффициентов и показателей степени для величин [image: image278.png]


. "Смешивание" их математически выражается с помощью разных формальных операций между ними (суммирования, произведения, логарифмирования и т.д.), вид и сочетание которых также определяется спецификой моделируемого производства. Так что вопрос построения производственной функции в каждом конкретном случае сводится к нахождению этих "пропорций" и к определению характера их "смешивания". 

Из сказанного выше следует, что для построения производственных функций нужно знать технологию производства, ее структуру и организацию, а также принципы работы сложных машин и оборудования, т.е. надо быть одновременно и технологом, и инженером, и математиком. Оказывается, что знание всего этого сложного производственного механизма не требуется, если владеть подходящими математическими приемами. Речь идет об использовании методов регрессионного анализа  на основе статистических (опытных, экспертных) данных о затратах и выпуске. Не умаляя достоинства других математических и иных методов построения производственных функций, можно сказать, что именно методы регрессионного анализа наилучшим образом оправдали себя на практике и потому являются наиболее популярными. Вопросы построения производственных функций на основе экспериментальных данных являются предметом изучения специального раздела – эконометрики. . Здесь же мы коснемся лишь содержательной стороны построения конкретных видов производственных функций. 

Идею применения статистических данных для построения производственной функции можно объяснить так: Имеются известные величины (реальные результаты производства) и одно неизвестное выражение f, их связующее. Наблюдая в течение достаточно большого периода времени функционирования производства за различными значениями затрат [image: image279.png]


и соответствующими им значениями выпуска y, можно выявить закономерность f : [image: image280.png]Cipprnnr ) —y




Кратко остановимся на этапах построения производственной функции. Пусть нам известны виды ресурсов ([image: image281.png]


), используемых для выпуска данной продукции, и имеется необходимое количество статистических данных по объемам затрат [image: image282.png]


и выпуска y. Требуется установить зависимость [image: image283.wmf] 

, т.е. найти аналитический вид производственной функции f. 
Эта задача распадается на два этапа: 

1. Спецификация функции f, т.е. выявление общего вида функции f от аргументов [image: image284.png]


с неопределенными параметрами (коэфф. и показ. степеней при [image: image285.png]


и свободным членом); 

2. Оценка параметров –определение конкретных числовых значений неизвестных параметров.

Картина "расположения" статистических данных в пространстве затраты-выпуск может подсказать линейный или нелинейный характер зависимости функции f от аргументов [image: image286.png]


. Например, в случае линейной производственной функции результатом спецификации будет гипотеза о линейной зависимости вида 

[image: image287.png]Fe)=ax +amx; + @41)





в случае производственной функции Кобба-Дугласа - в виде мультипликативной функции 

[image: image288.png]s =ef T
i @42)




в случае производственной функции CES - в виде степенного многочлена 

[image: image289.png]@43)





и т.д. Здесь [image: image290.png]a, ay, b, by, el



являются неизвестными параметрами, подлежащими определению (оценке). 

Чаще остальных на практике применяется аппроксимация вида (4.4.1) , называемая линейной регрессией. Для определения ее параметров используется (линейный) метод наименьших квадратов. В некоторых случаях к линейной аппроксимации удается свести и нелинейные относительно ресурсов производственные функции. Например, логарифмируя функцию (4.4.2) , получим:

[image: image291.png]In () =lnb+ Sh,lnx,
&




Далее, вводя обозначения 

[image: image292.png]z=Ilnf(x), f=Inb,z;=lnx,,




приходим к линейной регрессии вида (4.4.1) : 

[image: image293.png]z=f+ Pz +ot Bz,




Применяя такой способ на основе статистических данных упомянутого выше периода, Кобб и Дуглас получили следующую оценку параметров для своей функции: 

[image: image294.png]an101, ¢ ~027, a; »073,




и, следовательно, их производственная функция выглядела так:

[image: image295.png]v=101-£%7 . [%7




Дальнейший анализ показал, что за исключением некоторых случаев (например, учета технического прогресса), имеет место соотношение [image: image296.png]a +ay 81



. Так как величина [image: image297.png]a +ay



показывает эластичность производства, равенство [image: image298.png]a ta; =1



является признаком линейной однородности производственной функции. Этот факт позволяет записывать функцию Кобба-Дугласа в виде [image: image299.png]


, где [image: image300.png]


. 

В отличие от функции Кобба-Дугласа, функция (4.4.3) даже после логарифмирования остается нелинейной. Поэтому для оценки параметров функции CES применяется более сложный нелинейный метод наименьших квадратов. 

При спецификации производственной функции, т.е. при решении вопроса о ее принадлежности к тому или иному классу известных функций, может быть полезным знание тех или иных числовых характеристик этих классов функций (отношение средних и предельных показателей, предельная норма замещения, эластичность и др.). Например, при моделировании двухфакторного производства ([image: image301.png]Y=F(K,L)



) на основе имеющейся статистики [image: image302.png]ot kI,



можно составить дискретный (разностный) аналог показателя эластичности по капиталу 

[image: image303.png]v-r' &
X _x




Если эта величина приблизительно равна постоянному числу для всех t и [image: image304.png]


, для которых разность [image: image305.png]£t
KT



достаточно мала, то искомая функция может принадлежать классу функций Кобба-Дугласа. Точно так же, дискретный аналог эластичности замещения может внести ясность относительно принадлежности искомой функции к классу функций CES.

Выделение существенных видов ресурсов (факторов производства) и выбор аналитической формы ПФ называется спецификацией ПФ.

Преобразование реальных и экспертных данных в модельную информацию, т.е. расчет численных значений параметров ПФ на базе статистических данных с помощью регрессионного и корреляционного анализа, называется параметризацией ПФ.

Проверка истинности (адекватности) ПФ называется ее верификацией.

Спецификация определяется, прежде всего, теоретическими соображениями, которые учитывают макро и микроэкономические особенности объекта исследования, параметризация также использует для сглаживания результатов ряда лет методы наименьших квадратов.
Что дает менеджеру знание показателя эластичности?

Изучение различных экономических вопросов, таких, как определение динамики спроса населения на данный товар при изменении его цены или при изменении доходов населения, определение эффективности тех или иных затрат, прогнозирование изменения прибыли фирмы под воздействием различных факторов и решение многих-многих проблем, приводит к необходимости выяснения, на сколько процентов изменится одна величина, если другая увеличилась на 1%.

Характеристика, дающая ответ на поставленный вопрос, называется эластичностью соответствующей функции.
Способность спроса и предложения адаптироваться к изменившимся рыночным условиям называется эластичностью.

В математике эластичность – отношение относительного прироста функции (зависимая переменная) к относительному приросту аргумента (независимая переменная). Может изменяться в пределах от нуля до бесконечности.
Теория эластичности используется  при  определении экономической политики фирм и правительства (налоговая политика государства).
Пусть аргумент x функции f(x) получил приращение ∆x.Тогда значение функции изменится на величину
∆y = f(x+∆x)-f(x)

Приращения ∆x и ∆y называют абсолютными приращениями аргумента и функции соответственно. Составим относительные приращения переменных
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  и выразим их в процентах.

Величина 
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. 100% указывает, на сколько процентов изменилось значение аргумента, а 
[image: image308.wmf]y
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. 100% дает соответствующее процентное изменение значения функции.
Отношение  A = 
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 показывает, на сколько процентов в среднем меняется (увеличивается или уменьшается) значение функции, когда значение аргумента возрастает на 1% (увеличивается от  x до x+0.01 x).

Это отношение будет характеризовать поведение функции y=f(x) в данной точке тем точнее, чем меньше ∆x. Вычислим предел указанного отношения при условии, что ∆x→0.
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Если функция y=f(x) дифференцируема в точке x, то 


[image: image311.wmf]().
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 – эластичность функции y=f(x) по переменной x.

Эластичность показывает, на сколько процентов изменится значение функции при увеличении независимой переменной x на 1% (с  x до x+0.01 x).

Последнюю формулу можно переписать в виде


[image: image312.wmf]():
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Это означает, что для функции y=f(x) эластичность равна отношению предельной производительности ресурса к его средней производительности.

Пример 1.   f(x)=3x+4.

Эластичность данной функции вычисляется по формуле


[image: image313.wmf]4

3

3

3

4

3

))

(

(

+

=

×

+

=

x

x

x

x

x

f

E

x


При  x=2 показатель эластичности равен 0.6. Это означает, что при увеличении x c 2 до 2.02 значение функции возрастет примерно на 0.6%.
Эластичность спроса относительно цены - nice elasticity of demand
 (прямая эластичность)
Эластичность спроса относительно цены показывает относительное изменение объема спроса под влиянием изменения цены на один процент.

Пусть изучается зависимость спроса d  на товар от цены  p на него.

Предположим, что цены на аналогичные товары, доходы потребителей и структура их потребностей – постоянные величины. Тогда зависимость спроса от цены можно описать с помощью функции

d=d(p)
Во многих экономических исследованиях необходимо установить не величину спроса при каждом конкретном уровне цены, а характер изменения спроса при определенном изменении цены. В этом случае находят эластичность спроса относительно цены.

В наших обозначениях
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Так как в большинстве случаев спрос является убывающей функцией цены, то чтобы избежать отрицательных чисел, при изучении эластичности спроса принимают
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Знак «-» показывает, что спрос уменьшается при увеличении цены.

Спрос эластичный (>1), когда он растет или падает быстрее цены.
Спрос неэластичный (жесткий, <1), когда спрос растет или падает медленнее, чем изменяются цены. В свое время цена коробка спичек выросла с 1 коп. до 5 коп.( в 5 раз!), но это не вызвало сокращения спроса.

Пример 2. Если функция спроса линейная:  d = 5 - 0.5p, то 
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. Это означает, что при увеличении цены на 1% спрос падает на 0.25%. Если 
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где

 

,

, то показатель эластичности равен единице при любом уровне цены.

Определение 1. Говорят, что спрос эластичен, если повышению цены на 1% соответствует снижение спроса более чем на 1%, т. е. Ep(d)>1; спрос нейтрален, если Ep(d)=1; спрос неэластичен,  если 0<Ep(d)<1.

Исследуем динамику выручки при различных видах спроса.

Общие расходы населения на данный товар (выручка от его продажи) при цене p составляют 
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Предельная выручка равна
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Если спрос эластичен, то  
[image: image321.wmf]dt
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< 0 и повышением цены выручка от продажи товара снижается. При нейтральном спросе 
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= 0 и выручка практически не зависит от цены. В этом случае 
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 При неэластичном спросе выручка увеличивается с ростом цены, т. к.  
[image: image325.wmf]dt
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Таким образом, видно, что знание эластичности спроса на данный товар позволяет прогнозировать направление изменения суммы выручки под влиянием роста или снижения цены.  Очевидно, каждой фирме выгодно, чтобы спрос на ее продукцию был как можно более неэластичным.

Эластичность предложения 

(Количество предлагаемого на рынке находится в определенной зависимости  от многих переменных, и, прежде всего, от рыночной цены товара.)

определяется аналогично эластичности спроса:
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Для дифференцируемой функции s = s(p) формула (2) принимает вид
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В отличие от формулы (1), выражающую эластичность спроса, в (3) отсутствует знак «-». Это связано с тем, что с ростом рыночной цены на товар предложение этого товара обычно растет. Поэтому s = s(p) – возрастающая функция и 
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Определение 2. Предложение называется эластичным, если Ep(s)>1, неэластичным, если 0<Ep(s)<1, и нейтральным, если Ep(s)=1.

Пример 3. Пусть зависимость предложения s от цены p описывается формулой s = 0.05 p2 +p. 
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 т .е. s есть возрастающая функция цены.
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функция вогнутая, темп изменения предложения постоянный.
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 Предложение эластично по цене.

Определение 3. Цена, при которой величина спроса равняется величине предложения, называется равновесной (или ценой равновесия).

Задания
1. Определите, на сколько процентов приблизительно изменится выручка от реализации товара, если эластичность спроса равна α, а цена на товар увеличена на β%.

a) α=0.2, β=20%;

b) α=4, β=5%;

c) α=1, β=10%;
2. Используя свойства эластичности, найдите Ex(f(x)), если:

a) f(x)=x2ex;
b) f(x)=3x ln x;
c) f(x)=2+3x-x2;
d) f(x)=2x ln x.
3. Спрос d и предложение s изменяются по следующим законам:
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Найдите цену, при которой спрос совпадает с предложением. Рассчитайте эластичность спроса при этой цене. Постройте графики спроса и предложения.
Предельная норма замещения
Уравнение изокванты производственной функции 
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. Для точек, принадлежащих изокванте, дифференциал функции равен нулю. 
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Отсюда
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Она показывает, какое количество одного ресурса может быть высвобождено при увеличении затрат другого на единицу.
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 Это объясняется тем, что при  уменьшении использования одного из ресурсов затраты другого надо увеличить, чтобы сохранить объем производства на прежнем уровне.
Пример 1. Для функции Кобба-Дугласа   
[image: image340.wmf]1.

0

 

,

1

0

<

<

=

-

a

a

a

L

K

Y

Y



[image: image341.wmf]Y

L

L

Y

Y

K

K

Y

a

a

-

=

¶

¶

=

¶

¶

1

,


Отсюда                           
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Показатель 
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 прямо пропорционален фондовооруженности труда. Коэффициент пропорциональности зависит от величины показателя степени α. Показатель 
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прямо пропорционален трудоемкости 
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 с коэффициентом пропорциональности 
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Пример 2. В производственной функции с постоянными пропорциями 
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ресурсы незаменяемы и 
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Это вызвано тем, что при движении вдоль изокванты меняется величина только одного из ресурсов.
Показатели эластичности
Показатели эластичности для функции двух переменных вычисляются аналогично эластичности функции одной независимой переменной.

Для  дифференцируемой 
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Отсюда следует, что показатель эластичности Ei равен отношению предельной производительности соответствующего ресурса к его средней производительности.
Пример 1. Для функции Кобба-Дугласа 
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Сумма коэффициентов эластичности равна единице.
Пример 2. Коэффициенты эластичности линейной функции
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вычисляются по формулам
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Пример 3. Для функции с постоянными пропорциями 
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Наряду с понятием эластичности выпуска по затратам ресурсов в экономическом анализе применяется понятие эластичности взаимозаменяемости ресурсов 
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Он показывает, на сколько процентов должно измениться отношение затрат ресурсов, чтобы предельная норма замещения ресурсов увеличилась на 1%.
Для функции Кобба-Дугласа 
[image: image361.wmf]1
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, т. е. при увеличении отношения ресурсов на 1% предельная норма их заменяемости также увеличивается на 1% независимо от объема используемых ресурсов.
Для функции с постоянными пропорциями 
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, т. е. ресурсы абсолютно назаменяемы.

Линейная производственная функция имеет 
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, т.е. ресурсы могут полностью заменять друг друга.
Моделирование сферы потребления. Потребительские предпочтения. Кривые безразличия. Предельная норма    замещения благ. Функция полезности и её свойства.     Бюджетное ограничение. Равновесие потребителя. Реакция потребителя на изменение цен и дохода. Уравнение     Слуцкого. Эффекты дохода и замены. Классификация благ. Индивидуальный и рыночный спрос. Эластичность спроса по ценам и доходу потребителя. Построение функции       спроса по опытным данным. 
В условиях рыночной системы управления производст​венной и сбытовой деятельностью предприятий и фирм в основе принятия хозяйственных решений лежит рыночная информация, а обоснованность решений проверяется рын​ком в ходе реализации товаров и услуг. При таком подходе основой предпринимательской дея​тельности становится изучение потребительского спроса.

Рассмотрим некоторые вопросы моделирования спроса и по​требления.

Уровень потребления об​щества можно выразить целевой функцией потребления U = U(Y), где Y [image: image364.png]


О - вектор переменных разнообразных товаров и услуг. Ряд свойств этой функции удобно изучать, используя геометри​ческую интерпретацию уравнений U(Y) = С, где С - ме​няющийся параметр, характеризующий значение (уровень) целевой функции потребления (например, доход или уровень материального благосостояния).

В совокупности потребительских благ каждому уравнению U(Y) = С соответствует определенная поверхность равноцен​ных, или безразличных, наборов благ, которая называется поверхностью безразличия. Для наглядности рассмотрим пространство двух благ, например, в виде двух агрегирован​ных групп товаров: продукты питания (y1) и непродовольст​венные товары, включая услуги (у2 ). Тогда уровни целевой функции потребления можно изобразить на плоскости в ви​де кривых безразличия, соответствующих различным значе​ниям С (рис. 8.1, где С1 < С2 < Сз).
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Рис. 8.1. График кривых безразличия

 Из основных свойств це​левой функции потребления можно отметит следующие:

1. Функция U(Y) явля​ется возрастающей функ​цией всех своих аргументов, т.е. увеличение потребления любого блага при неизмен​ном уровне потребления всех других благ увеличивает зна​чение данной функции.
2. Кривые безразличия не могут пересекаться, т.е. через одну точку совокупности благ (товаров, услуг) можно провести только одну поверхность безразличия;
3. Кривые безразличия имеют отрицательный наклон к каждой оси координат, при этом абсолютный наклон кривых уменьшается при движении в положительном направ​лении по каждой оси, т.е. кривые безразличия являются выпуклыми кривыми.
Методы построения целевой функции потребления осно​ваны на обобщении опыта поведения потребителей и тен​денций покупательского спроса в зависимости от уровня благосостояния. 

Рассмотрим моделирование поведения потреби​телей в условиях товарно-денежных отношений на базе це​левой функции потребления. В основе модели поведения потребителей лежит гипотеза, что потребители, осуществляя выбор товаров при установленных ценах и имеющемся доходе, стремятся максимизировать уровень удовлетворения своих потребностей.

Пусть в совокупности п видов товаров исследуется пове​дение потребителей. Обозначим спрос потре​бителей через вектор Y = (y1, у2,...,yn), а цены на различ​ные товары - через вектор Р = (р1, р2,…,pп).  Пусть D - величина дохода. Тогда потребители могут выбирать только такие комби​нации товаров, которые удовлетворяют ограничению    [image: image366.png]Zp,y, <D



, называемому бюджетным ограничением. 

Пусть U(Y) целевая функция потребления. Тогда простейшая модель по​ведения потребителей в векторной форме можно записать в виде:

[image: image367.png]UfY )— max; PY<D; Y20



                      (8.1)

Геометрическая интерпретация модели (8.1) для двух аг​регированных групп товаров представлена на рис. 8.2.

Линия АВ (в других вариантах А1В1, А2В2) соответствует бюджетному ограничению  и называется бюджетной линией. Выбор потребителей ограничен треугольником АОВ   (A1OB1, A2OB2).
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Рис. 8.2. График простейшей модели поведения потребителя

 Набор товаров М, соответствующий точке касания прямой АВ с наиболее отдаленной кривой безразличия, является оп​тимальным решением (в других вариантах это точки К и L). Легко заметить, что линии АВ и A1B1 соответствуют одному и тому же размеру дохода и разным ценам на товары y1 и у2;  линия A2B2 соответствует большему размеру дохода.

На основе теории нелинейного про​граммирования, можно определить математические условия оптимальности решений для модели (8.1). С задачей нели​нейного программирования связывается так называемая функция Лагранжа, которая для задачи (8.1) имеет вид

L(Y, l,) = U(Y) + l(D - PY),
где множитель Лагранжа l является оптимальной оценкой дохода. [image: image369.png]au(y)
o,





Обозначим частные производные функции U(Y) через Ui: 

Они представляют собой предельные полезные эффекты (предельные полезности) соответствующих потребительских благ и показывает на сколько единиц увеличивается целевая функция потребления при  увеличении использования i-гоблага (товара) на некоторую условную «малую единицу».

Необходимыми условиями того что вектор Y0 будет оптимальным решением, является условия Куна-Таккера:
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при этом[image: image371.png]
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   (товар приобретается)
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   (товар не приобретается)                  (8.2)
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  Последнее из соотношений (8.2) соответствует полному использованию дохода, и для этого случая очевидно неравенство  [image: image375.png]>0



. 

Из условий оптимальности (8.2) следует, что 

[image: image376.png]



Это означает, что потребители должны выбрать товары таким образом, чтобы отношение предельной полезности к цене товара было одинаковым для всех приобретаемых товаров, т.е. в оптимальном наборе предельные полезности выбираемых товаров должны быть пропорциональны ценам.

Функциями спроса называются функции, отражающие зависимость объема спроса на отдельные товары и услуг от совокупности факторов, влияющих на него. Рассмотрим построение функций спроса в зависимости от двух факторов – дохода и цен.

Пусть в модели (8.1) цены и доход рассматриваются как меняющиеся параметры. Переменную дохода будем обозначать Z. Тогда решением оптимизационной задачи (8.1) будет векторная функция [image: image377.png]


 компонентами  которой являются функции спроса на определенный товар от цен и дохода:

[image: image378.png]
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Рассмотрим частный случай, когда вектор цен является неизменным, а доход изменяется. Для двух товаров этот случай представлен на рис. 8.3. Если по оси абсцисс отложить  количество единиц товара y1, которое можно приобрести на имеющий доход Z (точка В), а по оси ординат – то же самое для товара y2 (точка А), то прямая линия АВ, называемой бюджетной линией, показывает любую комбинацию количеств этих двух товаров, которую можно купить за сумму денег Z. При увеличении дохода бюджетные линии перемещаются параллельно самим себе, удаляясь от начала координат. Вместе с ними перемещаются соответствующие кривые безразличия. Точками оптимума спроса потребителей для соответствующих размеров дохода будут в данном случае точки M1, M2, M3. При нулевом доходе спрос на оба товара нулевой. Кривая, соединяющая точки 0, M1, M2, M3, является графическим отображением векторной функции спроса и дохода при заданном векторе цен.
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Рис. 8.3. График функции спроса и дохода (для двух товаров у1 и у2)

 Однофакторные функции спроса от дохода широко при​меняются при анализе покупательского спроса. Соответст​вующие этим функциям кривые [image: image381.png]¥ = £(Z)



 называются кри​выми Энгеля (по имени немецкого экономиста). Формы этих кривых для различных товаров могут быть раз​личны. Если спрос на данный товар возрастает примерно пропорционально доходу, то функция будет линейной (рис. 8.4а). Если по мере роста дохода спрос на данную группу товаров возрастает все более высокими темпами, то кривая Энгеля будет выпуклой (рис. 8.4б).  Если рост значений спроса, начиная с определенного мо​мента, по мере насыщения спроса отстает от роста дохода, то кривая Энгеля имеет вид вогнутой кривой (рис. 8.4в). 

Важным показателем функции спроса является коэффициент эластичности. Ко​эффициент эластичности спроса от дохода показывает на сколько процентов, изменится спрос, если доход увеличится на 1% (при про​чих не изменяющихся факторах), и вычисляется по формуле:

[image: image382.png]



где [image: image383.png]


 - коэффициент эластичности для i-го товара (группы товаров) по доходу Z;yi - спрос на i-й товар, являющийся функцией дохода: [image: image384.png]¥ = f(Z)



.
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Рис. 8.4. Кривые Энгеля

 Аналогичный принцип разграничения групп товаров по типам функций спроса от дохода использовал шведский эконо​мист Л. Торнквист, который предложил специальные виды функции спроса (функции Торнквиста) для трех групп то​варов: первой необходимости, второй необходимости, пред​метов роскоши.

Коэффициенты эластичности спроса от дохода различны по величине для разных товаров, вплоть до отрицательных значений, когда с ростом доходов потребление уменьшается. Принято выделять четыре группы товаров в зависимости от коэффициента эластичности спроса на них от дохода:

· малоценные товары ([image: image386.png]EE <0



);

· товары с малой эластичностью ([image: image387.png]0<EZ <1



);

· товары со средней эластичностью ([image: image388.png]


 близки к единице);

· товары с высокой эластичностью ([image: image389.png]EE>1



).

К малоценным товарам (с отрицательной эластичностью спроса от дохода) относятся хлеб, а также низкосортные товары. По результатам обследований, коэффи​циенты эластичности для основных продуктов питания нахо​дятся в интервале от 0,4 до 0,8, по одежде, тканям, обуви - в интервале от 1,1 до 1,3 и т.д. По мере увеличения дохода спрос перемещается с товаров первой и второй групп на това​ры третьей и четвертой групп, при этом потребление товаров первой группы по абсолютным размерам сокращается.

Перейдем к рассмотрению и анализу функций покупа​тельского спроса от цен на товары. Из модели поведения по​требителей (8.1) следует, что спрос на каждый товар в об​щем случае зависит от цен на все товары (вектора Р), одна​ко построить функции общего вида [image: image390.png]¥ =@ (P)



очень сложно. Поэтому в практических исследованиях ограничиваются по​строением и анализом функций спроса для отдельных товаров в зависимости от изменения цен на этот же товар или группу взаимозаменяемых товаров: [image: image391.png]¥ =@ (py)



.

Для большинства товаров действует зависимость: чем вы​ше цена, тем ниже спрос, и наоборот. Относительное из​менение объема спроса при изменении цены данного товара или цен других связанных с ним товаров характеризует коэффициент эластич​ности спроса от цен. Этот коэффициент эла​стичности удобно трак​товать как величину изменения спроса в процентах при изменении цены на 1%.

Для спроса yi на i-й товар относительно его собственной цены pi коэффициент эластичности исчисляется по формуле:

[image: image392.png]


                            (8.4)

Значения коэффициентов эластичности спроса от цен прак​тически всегда отрицательны. Однако по абсолютным значе​ниям этих коэффициентов товары могут существенно разли​чаться друг от друга. Их можно разделить на три группы:

- товары с неэластичным спросом в отношении цены [image: image393.png](El>-1)



;

- товары со средней эластичностью спроса от цены ([image: image394.png]


близки к -1);

- товар с высокой эластичностью спроса [image: image395.png](El<-1)



.

В товарах эластичного спроса повышение цены на 1% приводит к снижению спроса более чем на 1% и, наоборот, понижение цены на 1% приводит к росту покупок больше чем на 1%. Если повышение цены на 1% влечет за собой понижение спроса менее чем на 1%, то говорят, что этот товар неэластичного спроса.

Рассмотрим влияние на спрос на какой-либо товар изме​нения цен на другие товары. Коэффициент, показывающий, на сколько процентов изменится спрос на данный товар при изменении на 1% цены на другой товар при условии, что другие цены и доходы покупателей остаются прежними, на​зывается перекрестным коэффициентом эластичности. Для спроса уi на i-й товар относительно цены pj на j-й то​вар ([image: image396.png]i#j



) перекрестный коэффициент эластичности рассчи​тывается по формуле:
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                            (8.5)

По знаку перекрестных коэффициентов эластичности то​вары можно разделить на взаимозаменяемые и взаимодопол​няемые. Если [image: image398.png]4
EZ >0



, это означает, что i-й товар заменяет в потреблении товар j, т.е. на товар i переключается спрос при увеличении цены на товар j. Примером взаимозаменяемых товаров могут служить многие продукты питания.

Если [image: image399.png]4
EZ <0



, это служит признаком того, что i-й товар в процессе потребления дополняет товар j, т.е. увеличение цены на товар j приводит к уменьшению спроса на товар i. В ка​честве примера можно привести такие взаимодополняемые товары, как автомобили и бензин, чай и сахар.

Спрос во многом определяет стратегию и тактику организации производства и сбыта товаров и услуг. Учет спроса, обоснованное прогнозирование его на кратко​срочную и долгосрочную перспективу – одна из важнейших задач различных организаций и фирм.

Состав и уровень спроса на тот или иной товар зависят от многих факторов, как экономических, так и естественных. К экономическим факторам относятся уровень производст​ва (предложения) товаров и услуг (обозначим этот фактор в общем виде П), уровень денежных доходов отдельных групп населения (D), уровень и соотношение цен (Р). К естествен​ным факторам относятся демографический состав населе​ния, в первую очередь размер и состав семьи (S), а также привычки и традиции, уровень культуры, природно-климатические условия и т.д.

Экономические факторы очень мобильны, особенно рас​пределение населения по уровню денежных доходов. Естест​венные же факторы меняются сравнительно медленно и в течение небольшого периода (до 3-5 лет) не оказывают за​метного влияния на спрос. Исключение составляет демогра​фический состав населения. Поэтому в текущих и перспек​тивных прогнозах спроса все естественные факторы, кроме демографических, целесообразно учитывать сообща, введя фактор времени (t).
Общем виде спрос определяется в виде функции перечисленных выше факторов:

у = f(П,D,P, S,t).                   (8.6)

Поскольку наибольшее влияние на спрос оказывает фак​тор дохода, многие расчеты спроса и потребления осуществляют​ся в виде функции от душевого денежного дохода: у = f(D).
Наиболее простой подход к прогнозированию спроса на небольшой период времени связан с использованием так называемых структурных моделей спроса. При построении модели исходят из того, что для каждой экономической группы населения по статистическим бюджетным данным может быть рассчитана присущая ей структура потребле​ния. При этом предполагается, что на изучаемом отрезке времени заметные изменения претерпевает лишь доход, а цены, размер семьи и прочие факторы принимаются неиз​менными. Изменение дохода, например его рост, можно рас​сматривать как перемещение определенного количества семей из низших доходных групп в высшие. Другими словами, из​меняются частоты в различных интервалах дохода: они уменьшаются в нижних и увеличиваются в верхних интер​валах. Семьи, которые попадают в новый интервал, будут иметь ту же структуру потребления и спроса, какая сложи​лась у семей с таким же доходом к настоящему времени.

Таким образом, структурные модели рассматривают спрос как функцию только распределения потребителей по уровню дохода. Имея соответствующие структуры спроса, рассчитанные по данным статистики бюджетов, и частоты распределения потребителей по уровню дохода, можно рас​считать общую структуру спроса. Если обозначить структу​ру спроса в группе семей со средним доходом Di через r(Di), а частоты семей с доходом Di через [image: image400.png]


, то общая структура спроса R может быть рассчитана по формуле:
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                                    (8.7)

где п -  количество интервалов дохода семей.

Структурные модели спроса – один из основных видов экономико-математических моделей планирования и про​гнозирования спроса и потребления. В частности, широко распространены так называемые компаративные (сравни​тельные) структурные модели, в которых сопоставляются структуры спроса данного исследуемого объекта и некоторо​го аналогового объекта. Аналогом обычно считаются регион или группа населения с оптимальными потребительскими характеристиками.

Наряду со структурными моделями в планировании и прогнозировании спроса используются конструктивные мо​дели спроса. В основе их лежат уравнения бюджета населе​ния, т.е. такие уравнения, которые выражают очевидное равенство общего денежного расхода (другими словами, объ​ема потребления) и суммы произведений количества каждого потребленного товара на его цену. Если Z - объем потреб​ления, т - количество разных видов благ, qi - размер по​требления i-го блага, pi - цена i-го блага, то конструктивная модель спроса может быть записана следующим образом:

[image: image402.png]z=S4n
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Эти модели, называемые также моделями бюджетов потре​бителей, играют важную роль в планировании потребления. Одной из таких моделей является, например, всем извест​ный прожиточный минимум. К таким моделям относятся также рациональные бюджеты, основанные на научных нор​мах потребления, прежде всего продуктов питания, перспек​тивные бюджеты (например, так называемый бюджет дос​татка) и др.
Моделирование НТП. Автономный, управляемый,                    материализованный (овеществленный),  индуцированный,     нейтральный виды НТП.

Различают автономный, материализованный, нейтральный и не нейтральный технический прогресс.

Автономный (экзогенный) технический прогресс представлен производственной функцией, описывающей изменение технологии во времени независимо от изменений переменных состояния экономики (капитала, земли, труда, времени). Речь здесь идет об изменениях в специализации, кооперации, управлении и т.д.

Материализованный (овеществленный) технический прогресс характеризуется переменными, которые принимают активное участие в изменении производственной функции (капитала, земли, труда, времени).

Нейтральный технический прогресс определяется такими техническими изменениями (автономного или материального вида), которые не нарушают равновесия, то есть экономически и социально «безопасны» для общества.

Общепризнанным следует считать тот факт, что с течением времени на предприятии, сохраняющем фиксированную численность работников и постоянный объем основных фондов, выпуск продукции увеличивается. Это означает, что помимо обычных производственных факторов, связанных с затратами ресурсов, существует фактор, который обычно называют научно-техническим прогрессом (НТП) . Этот фактор можно рассматривать как синтетическую характеристику, отражающую совместное влияние на экономический рост многих существенных явлений, среди которых нужно отметить следующие: 

а) улучшение со временем качества рабочей силы вследствие повышения квалификации работников и освоения ими методов использования более совершенной техники; 

б) улучшение качества машин и оборудования приводит к тому, что определенная сумма капитальных вложений (в неизменных ценах) позволяет по прошествии времени приобрести более эффективную машину; 

в) улучшение многих сторон организации производства, в том числе снабжения и сбыта, банковских операций и других взаимных расчетов, развитие информационной базы, образование различного рода объединений, развитие международной специализации и торговли и т.п. 

В связи с этим термин научно-технический прогресс можно интерпретировать как совокупность всех явлений, которые при фиксированных количествах затрачиваемых производственных факторов дают возможность увеличить выпуск качественной, конкурентоспособной продукции. 
Остановимся на способах учета НТП путем преобразования производственной функции (ПФ), причем за основу примем двухфакторную ПФ: 

[image: image403.png]y =LK, L),




где в качестве производственных факторов выступают капитал ( К ) и труд ( L ). Модифицированная ПФ в общем случае имеет вид 
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причем выполняется условие          [image: image405.png]¥
0




которое и отражает факт роста производства во времени при фиксированных затратах труда и капитала. При разработке конкретных модифицированных ПФ обычно стремятся отразить характер НТП в наблюдаемой ситуации. При этом различают четыре случая: 

а) существенное улучшение со временем качества рабочей силы позволяет добиться прежних результатов с меньшим количеством занятых; подобный вид НТП часто называют трудосберегающим. Модифицированная ПФ имеет вид 
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где монотонная функция l  ( t  ) характеризует рост производительности труда;

б) преимущественное улучшение качества машин и оборудования повышает фондоотдачу, имеет место капиталосберегающий НТП и соответствующая ПФ: 

[image: image407.png]y = fle(DK, L),




где возрастающая функция k ( t  ) отражает изменение фондоотдачи; 

в) если имеет место значительное влияние обоих упомянутых явлений, то используется ПФ в форме                         [image: image408.png]¥ = fR(DK, IHLY,




г) если же нет возможности выявить влияние НТП на производственные факторы, то применяется ПФ в виде            [image: image409.png]y=al® f(K, L),




где a ( t  )  возрастающая функция, выражающая рост продукции при неизменных значениях затрат факторов. Для исследования свойств и особенностей НТП используются некоторые соотношения между результатами производства и затратами факторов. К их числу относятся: 

а) средняя производительность труда    [image: image410.png]I~




б) средняя фондоотдача                           [image: image411.png]m[




в) коэффициент фондовооруженности работника      [image: image412.png]e




г) равенство между уровнем оплаты труда и предельной (маргинальной) производительности труда           [image: image413.png]He




д) равенство между предельной фондоотдачей и нормой банковского процента 

[image: image414.png]&




Говорят, что НТП является нейтральным, если он не изменяет с течением времени определенных связей между приведенными величинами. 

Рассмотрим далее три случая: 

1) прогресс называется нейтральным по Хиксу, если в течение времени остается неизменным соотношение между фондовооруженностью ( x  ) и предельной нормой замены факторов ( w / r  ). В частности, если w / r  = const, то замена труда на капитал и наоборот не принесет никакой выгоды и фондовооруженность x  =  K / L также останется постоянной. Можно показать, что в этом случае модифицированная ПФ имеет вид 
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,

и нейтральность по Хиксу эквивалентна рассмотренному выше влиянию НТП непосредственно на выпуск продукции. В рассматриваемой ситуации изокванта с течением времени смещается налево вниз путем преобразования подобия, т.е. остается в точности той же формы, что и в исходном положении; 

2) прогресс называется нейтральным по Харроду, если в течение рассматриваемого периода времени норма банковского процента ( r  ) зависит лишь от фондоотдачи ( k  ), т.е. на нее не влияет НТП. Это означает, что предельная фондоотдача установлена на уровне нормы процента и дальнейшее увеличение капитала нецелесообразно. Можно показать, что такой тип НТП соответствует производственной функции 

[image: image416.png]¥ = fK, IO,




т.е. технический прогресс является трудосберегающим; 

3) прогресс является нейтральным по Солоу, если сохраняется неизменным равенство между уровнем оплаты труда ( w  ) и предельной производительностью труда и дальнейшее увеличение затрат труда невыгодно. Можно показать, что в этом случае ПФ имеет вид 
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т.е. НТП оказывается фондосберегающим

Однако в долгосрочном плане НТП является и результатом развития, и, в значительной мере, его причиной. Поскольку именно экономическое развитие позволяет богатым обществам финансировать создание новых образцов техники, а затем уже пожинать плоды научно-технической революции. Поэтому вполне правомерен подход к НТП как эндогенному явлению, вызванному (индуцированному) экономическим ростом. 

Здесь выделяются два основных направления моделирования НТП: 

1) модель индуцированного прогресса основана на формуле 
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причем предполагается, что общество может распределять предназначенные для НТП инвестиции между его различными направлениями. Например, между ростом фондоотдачи ( k ( t  )) (улучшение качества машин) и ростом производительности труда ( l ( t  )) (повышение квалификации работников) или выбором наилучшего (оптимального) направления технического развития при данном объеме выделенных капитальных вложений; 

2) модель процесса обучения в ходе производства, предложенная К. Эрроу, основана на наблюдаемом факте взаимного влияния роста производительности труда и количества новых изобретений. В ходе производства работники приобретают опыт и время на изготовление изделия уменьшается, т.е. производительность труда и сам трудовой вклад зависят от объема производства 
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В свою очередь, рост трудового фактора, согласно производственной функции 
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приводит к росту производства. В простейшем варианте модели используются формулы: 
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(производственная функция КоббаДугласа). 

Отсюда имеем соотношение 
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которое при заданных функциях K (  t  ) и L 0 (  t  ) показывает более быстрый рост y , обусловленный отмеченным выше взаимным влиянием НТП и экономического развития
Модели экономического роста
1. Понятие и факторы экономического роста.
Экономический рост можно рассматривать как долгосрочный     аспект динамики совокупного предложения или, что более точно,     потенциального объёма выпуска. Анализ его факторов и                    закономерностей является одним из централь​ных вопросов              макроэкономической теории.

Под экономическим ростом обычно понимают увеличение реального дохода в экономике (ВНП, ВВП или НД), а также рост реального выпуска в расчете на душу населения.  Соот​ветственно, для измерения                  экономического роста   используют​ся показатели абсолютного        прироста или темпов прироста ре​ального объёма выпуска в целом или на душу населения. 

На​пример:

ΔY=Yt-Yt-1   или   yt=ΔYt/ Yt-1   , где t – индекс цен.

Экономический рост называется экстенсивным, если он           осуществляется за счет привлечения дополнительных ресурсов и не меняет среднюю производительность труда в обществе.                   Интенсивный рост связан с применением более совершенных        факторов производства и технологии, т.е. осуществляется не за счет увеличения объемов затрат ресурсов, а за счет роста их отдачи.       Интенсивный рост может служить основой повыше​ния                    благосостояния населения. Обычно говорят о преимуще​ственно       интенсивном или экстенсивном типе экономического роста в            зависимости от удельного веса тех или иных факторов, вызвавших этот рост.

Факторы экономического роста часто группируют в соот​ветствии с типами экономического роста. К экстенсивным факторам относят рост затрат капитала, труда (в некоторых случаях выделяются земля или природные ресурсы, но считается, что для промышленно          развитых стран они не являются особенно важными факторами экономического роста), к интенсив​ным – технологический прогресс, экономию на масштабах, рост образовательного и профессионального уровня работни​ков, повышение мобильности и улучшение                распределения ре​сурсов, совершенствование управления                  производством, соот​ветствующее улучшение законодательства и т. д., т. е. всё, что позволяет качественно усовершенствовать как сами     факторы производства, так и процесс их использования. Иногда в      виде самостоятельного фактора экономического роста выделяют       совокупный спрос как главный катализатор процесса расши​рения    производства.

В качестве причин, сдерживающих экономический рост, часто     называют ресурсные и экологические ограничения, ши​рокий спектр социальных издержек, связанных с ростом про​изводства, а также     неэффективную экономическую политику правительства.

2. Кейнсианские модели экономического роста (модели        Харрода-Домара)
Рассмотрим основные современные модели экономического роста. Как и любые модели, модели роста представляют собой абстрактное, упрощенное выражение реального экономического процесса в форме уравнений или графиков. Целый ряд допуще​ний, предваряющих      каждую модель, уже изначально отодвигает результат от реальных процессов, но, тем не менее, дает возмож​ность проанализировать     отдельные стороны и закономерности такого сложного явления, как экономический рост.

Большинство моделей роста исходит из того, что увеличение      реального объема выпуска происходит прежде всего под влияни​ем роста основных факторов производства — труда (L) и капитала (К). Фактор "труд" обычно слабо поддаётся воздействию извне, тогда как величина капитала может быть скорректирована опре​деленной инвестиционной политикой. Как известно, запас капи​тала в экономике со временем сокращается на величину выбытия (амортизации) и          увеличивается за счет роста чистых инвестиций. Вполне очевидно, что экономический рост ценен не сам по себе, а в качестве основы   повышения благосостояния населения, по​этому качественная оценка роста часто дается через оценку ди​намики потребления.

Анализ со стороны спроса необходимо соединить с факторами, опреде​ляющими динамику предложения, и выяснить условия           дина​мического равновесия спроса и предложения в экономике.     Стратегической переменной, с помощью которой можно управлять экономическим ростом, являются инвестиции.

Наиболее простой кейнсианской моделью роста являет​ся модель Е.Домара, предложенная в конце 40-х годов. Технология                 производства представлена в ней производст​венной функцией         Леонтьева с постоянной предельной про​изводительностью капитала (при условии, что труд не явля​ется дефицитным ресурсом). Модель Домара исходит из того, что на рынке труда существует избыточное предложе​ние, что обусловливает постоянство уровня цен. Выбытие капитала отсутствует, отношение К/У и норма сбережений –              постоянны. Выпуск зависит фактически от одного ресур​са – капитала. Для простоты можно принять также инве​стиционный лаг равным    нулю.

Фактором увеличения спроса и предложения в экономике служит прирост инвестиций. Если в данном периоде инвести​ции выросли на, то, и соответствии с эффектом мультипли​катора, совокупный спрос возрастет на ΔI , то в соответствии с эффектом мультипликатора,     совокупный спрос возрастет на 

ΔYAD=ΔIm=ΔI(l/l-b)=ΔI(l/S),

где 

m – мультипликатор расходов,  

b – предельная склонность к потреблению, 

S – предельная склонность к сбережению.

Увеличение 
совокупного
предложения
составит 
ΔYAS=aΔK,
где а – предельная производительность ка​питала (по      условию постоянна). Прирост капитала ΔK обес​печивается                               соответствующим объемом инвестиций I, потому можно записать:   

ΔYAS=aI.

Равновесный экономический рост будет достигнут при условии       равенства спроса и предложения: ΔI/S= aI  или ΔI/I= as  т. е. темп     прироста инвестиций должен быть равен произведению предельной производительности капитала и предельной склонности к                 сбережению. Величина "а" задается технологией производства и,    в соответствии с принятыми предпосылками, постоянна, а значит      увеличить темпы при​роста инвестиций, может лишь рост нормы     сбережений s (но для рассматриваемого периода она берется            постоянной).

Поскольку в условиях равновесия инвестиции равны сбе​режениям, I=S, а S=sY при,  s=const, уровень дохода является величиной,        пропорциональной уровню инвестиций, и тогда ΔY/Y=ΔI/I=as.

Таким образом, согласно теории Е. Домара, существует             равновесный темп прироста реального дохода в экономике, при      котором полностью используются имеющиеся производствен​ные мощности. Он прямо пропорционален норме сбережений и             предельной производительности капитала, или приростной               капиталоотдаче, (ΔY/ΔK). Инвестиции и доход растут с одинаковым постоянным во времени темпом.

Такое динамическое равновесие может оказаться неустой​чивым, как только темп роста плановых инвестиций частного сектора          отклоняется от уровня, заданного моделью.

Модель Е. Домара не претендовала на роль теории роста. Это была попытка расширить условия краткосрочного кейнсианского              равновесия на более длительный период и выяс​нить, какими будут эти условия для развивающейся системы.

Р.Ф. Харрод построил специальную модель экономиче​ского роста (1939г.), включив в неё экзогенную функцию ин​вестиций (в отличие от экзогенно заданных инвестиций у Домара) на основе принципа    акселератора и ожиданий предпри​нимателей (предпосылки модели Харрода остаются теми же, что и в модели Домара).

Согласно   принципу   акселератора,   любой   рост (сокращение)      дохода вызывает рост (сокращение) капитало​вложений,                         пропорциональный изменению дохода:

It=v(Yt-Yt-1), где v — акселератор.

Предприниматели планируют объем собственного произ​водства,     исходя из ситуации, сложившейся в экономике в предшествующий        период: если их прошлые прогнозы относи​тельно спроса оказались      верными и спрос полностью уравно​весил предложение, то в данном      периоде предприниматели оставят темпы роста объема выпуска             неизменными; если спрос в экономике был выше предложения, они     увеличат тем​пы расширения производства; если предложение               превышало спрос в предшествующем периоде, они снизят темпы          роста. Формализовать это можно следующим образом
(Yt-Yt-1)/ Yt-1=а(Yt-1-Yt-2)/ Yt-2

где а=1,  если спрос в предшествующем периоде (t-1) был ра​вен               предложению; а>1, если спрос превысил предложение и а<1, если спрос был ниже предложения. Отсюда получим объ​ём предложения в экономике:

Yt =Yt-1 {а (Yt-1-Yt-2)/ Yt-2+1}

Для определения совокупного спроса используется модель           акселератора (а также условие равенства I=S):

Yt=It/s= v(Yt-Yt-1)/s.

Равновесный экономический рост предлагает равенство совокупного спроса и предложения:

v(Yt-Yt-1)/s= Yt-1{а (Yt-1-Yt-2)/ Yt-2+1}.

После небольшого преобразования получим:

v/s {(Yt-Yt-1) /(Yt-1)} =а{(Yt-1-Yt-2)/ Yt-2}+1.

Предположим, что в предшествующем периоде спрос был равен   предложению, т.е. а=1. Тогда, в соответствии с приня​тыми условиями  поведения, предприниматели и в текущем периоде сохранят темпы роста производства такими же, как и в предшествующем периоде, т. е.

(Yt-Yt-1) /Yt-1=(Yt-1-Yt-2)/ Yt-2=ΔYt/ Yt-1.

Тогда предыдущее выражение можно представить сле​дующим         образом: v/s (ΔYt/ Yt-1)= (ΔYt/ Yt-1) +1, отсюда равновесный темп       прироста объёма выпуска составит: ΔY/ Yt-1=s/(v-s).  Харрод назвал выражение s/(v-s) «гарантированным» темпом роста: поддерживая его,           предприниматели будут полностью удовле​творены своими                решениями, поскольку спрос будет равен предложению и их          ожидания будут сбываться. Такой темп рос​та обеспечивает полное использование производственных мощностей (капитала), но полная занятость при этом не все​гда достигается.

Анализ соотношений между гарантированным и фактиче​ским темпами роста позволил сделать следующий вывод: если фактически запланированный предпринимателями темп роста предложения         отличается от гарантированного темпа роста (превышает или не      достигает его), то система постепенно от​даляется от состояния        равновесия.

Помимо гарантированного темпа роста Харрод вводит по​нятие "естественного" темпа роста. Это максимальный темп, допускаемый ростом активного населения и техническим прогрессом.

При таком темпе достигается полная занятость факторов труда и капитала.

Если гарантированный темп роста, удовлетворяющий              предпринимателей, выше естественного, то вследствие недостатка трудовых ресурсов фактический темп окажется ниже                          гарантированного: производители будут разочаровываться в своих ожиданиях, снизят объём выпуска и инвестиции, в результате чего система будет находиться в состоянии депрессии.

Если гарантированный темп роста меньше естественного, то    фактический темп может превысить гарантированный, поскольку    существующий избыток трудовых ресурсов даёт возможность        увеличить инвестиции. Экономическая система будет переживать бум. Фактический темп роста может быть также равен                        гарантированному, и тогда экономика будет развиваться в условиях динамического равновесия, вполне удовлетворяющих                    предпринимателей, но при наличии вынужденной безработицы.

Идеальное развитие экономической системы достигается при      равенстве гарантированного, естественного и фактического темпов роста в условиях полной занятости ресурсов.

Но поскольку всякое отклонение инвестиций от условий              гарантированного темпа роста, как известно, выводит систему из    равновесия и сопровождается все более увеличивающимся              расхождением между спросом и предложением, динамическое        равновесие в модели Харрода также оказывается неустойчивым.

Часто обе модели объединяют в одну модель Харрода-Домара. Обе модели приводят к выводу, что при данных технических условиях производства темп экономического роста определяется величиной предельной склонности к сбережению, а динамическое равновесие может существовать в условиях неполной занятости.

Ограниченность данных моделей задана уже предпосылками их анализа. Например, используемая в них производственная функция Леонтьева характеризуется отсутствием взаимозаменяемости          факторов производства – труда и капитала, что в современных          условиях не всегда соответствует действительности.

Модели Домара и Харрода неплохо описывали реальные процессы экономического роста 1920-1950-х гг., но для более поздних             наблюдений (50-е - 70-е гг.) наиболее успешно использовалась         неоклассическая модель Р. Солоу. 
3. Неоклассическая модель роста Р. Солоу
Неоклассические модели роста преодолевали ряд ограни​чений кейнсианских моделей и позволяли более точно описать особенности макроэкономических процессов. Р.Солоу показал, что нестабильность динамического рав​новесия в кейнсианских моделях была следствием невзаимозаменяемости факторов производства. Вместо функции     Леонтьева он использовал в своей модели производственную функ​цию Кобба—Дугласа, в которой труд и капитал являются                суб​ститутами. Другими предпосылками анализа в модели Солоу      являются: убывающая предельная производительность капита​ла,     постоянная отдача от масштаба, постоянная норма выбы​тия,             отсутствие инвестиционных лагов.

Взаимозаменяемость факторов (изменение                                     капиталово​оруженности) объясняется не только технологическими усло​виями, но и неоклассической предпосылкой о совершенной     конкуренции на рынках факторов.

Необходимым условием равновесия экономической сис​темы      является равенство совокупного спроса и предложения. Предложение описывается производственной функцией с по​стоянной отдачей от масштаба: Y=F(K,L) и для любого поло​жительного z верно:      zF(K,L)= F(zK, zL). Тогда если z=1/L, тоY/L=F(K/L,1). Обозначим (Y/L) через у, а (K/L)  через к и перепишем исходную функцию в форме взаимосвязи между производительностью  и фондовооруженностью                     (капиталовооруженностью): у=ƒ(k) (см. рис. 1). Тангенс угла наклона данной производственной функции соответствует предельному       продукту капитала (МРК), который убывает по мере роста              фондовооруженности (k).
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                                                     Рис.1

Совокупный спрос в модели Солоу определяется инвестициями и  потреблением: у=i+с, где i и с – инвестиции и потребление в расчете на одного занятого. Доход делится между потреблением и             сбережениями в соответствии с нормой сбережения, так что            потребление можно представить как с=(1-s)y, где s – норма            сбережения (накопления), тогда у=с+i=(1-s)y+i, 

откуда i=sy. В условиях равновесия инвестиции равны сбережениям и пропорциональны доходу.

Условия равенства спроса и предложения могут быть представлены как  ƒ(k)= с+i  или  ƒ(k)= i/s. Производственная функция определяет предложение на рынке товаров, а накопление капитала – спрос на произведенный продукт.

Динамика объёма выпуска зависит от объёма капитала (в нашем случае – капитала в расчете на одного занятого, или                         капиталовооруженности). Объём капитала меняется под                воздействием инвестиций и выбытия: инвестиции увеличивают      запас капитала, выбытие – уменьшает.

Инвестиции зависят от фондовооруженности и нормы                 накопления, что следует из условия равенства спроса и предложения в экономике: i=sƒ(k). Норма накопления определяет деление         продукта на инвестиции и потребление при любом значении  k    (рис. 1): у=ƒ(k),   i=sƒ(k),  с=(1-s)ƒ(k).

Амортизация учитывается следующим образом: если при​ять, что ежегодно вследствие износа капитала выбывает его фиксированная часть d (норма выбытия), то величина выбытия будет                     пропорциональна объёму капитала и равна dk. На графике эта связь отражается прямой, выходящей из точки начала координат, с          угловым коэффициентом d (рис. 2).
Влияние инвестиций и выбытия на динамику запасов капитала можно представить уравнением: Δk=i-dk, или, используя    равенство    инвестиций    и    сбережений, Δk=sƒ(k)-dk. Запас капитала (k) будет увеличиваться (Δk>0) до уровня, при котором инвестиции будут   равны величине выбытия, т. е. sƒ(k)=dk. После этого запас капитала на одного занятого  не будет меняться во    времени, поскольку две действующие на него силы уравновесят друг друга (Δk=0). Уровень запаса капитала, при котором инвестиции   равны   выбытию,   называется  равновесным (устойчивым)     уровнем фондовооруженности труда и обозначается k*. При достижении k* экономика находится в состоянии долгосрочного равновесия.
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Рис. 2.

Равновесие является устойчивым, поскольку независимо от       исходного значения к экономика будет стремиться к равно​весному состоянию, т. е. к k*. Если начальное k1 ниже k*, то валовые     инвестиции (sƒ(k) будут больше выбытия (dk) и запас капитала будет   возрастать на величину чистых инвестиций. Если k2>k*, это означает, что инвестиции меньше, чем износ, а значит запас капитала будет сокращаться, приближаясь к уровню k* (см. рис. 2).
Норма накопления (сбережения) непосредственно влияет на     устойчивый уровень фондовооруженности. Рост нормы сбережения с s1  до s2  сдвигает кривую инвестиций вверх из положения s1ƒ(k) до s2(k) (см. рис. 3).
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     Рис.3

В исходном состоянии экономика имела устойчивый запас        ка​питала k1*, при котором инвестиции равнялись выбытию. После повышения нормы сбережения инвестиции выросли на(i′1-i1) , а запас капитала (k1*) и выбытие (dk1) остались прежними. В этих условиях инвестиции начинают превышать выбытие, что вызывает рост запаса капитала до уровня нового равновесия k2*, которое характеризуется более высокими зна​ниями                               фондовооруженности и производительности труда (выпуск на одного     занятого, у).

Таким   образом,   чем   выше   норма   сбережения (накопления), тем   высокий уровень выпуска и запаса капитала может быть достигнут в           состоянии устойчивого равновесия. Однако повышение нормы накопления ведёт к ускорению экономического роста в      краткосрочном периоде, до тех пор, пока экономика не достигнет точки нового устойчивого равновесия.

Очевидно, что ни сам процесс накопления, ни увеличение нормы      сбережения не могут объяснить механизм непрерывного                                   экономического роста. Они показывают лишь переход от одного    состояния равновесия к другому.

Для дальнейшего развития модели Солоу поочередно снимаются две предпосылки: неизменность численности населения и его занятой части (их динамика предполагается одинаковой) и отсутствие технического прогресса.

Предположим, население растёт с постоянным темпом n. Это   новый фактор, влияющий вместе с инвестициями и выбытием на                          фондовооруженность. Теперь уравнение, показывающее изменение запаса капитала на одного работника, будет выглядеть как:                 
∆k=i-dk-nk  или  ∆k=i-(d+n)k.
Рост населения аналогично выбытию снижает                                        фондовооруженность, хотя и по-другому – не через уменьшение                  наличного запаса капитала, а путем распределения его между        возросшим числом занятых. В данных условиях необходим такой объем инвестиций,   который не только бы покрыл выбытие капитала, но и позволил бы          обеспечить капиталом новых рабочих в прежнем объёме. Произведение nk показывает, сколько требуется    дополнительного капитала в         расчете на одного занятого,    чтобы       капиталовооруженность новых рабочих была на том же уровне, что и старых.
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        Рис. 4
             Рис. 5

Условие устойчивого равновесия в экономике при неиз​менной 

фондовооруженности  k* можно будет записать теперь так:

∆k=sƒ(k)-(d+n)k=0  или sƒ(k)=(d+n)k
Данное состояние характеризуется полной занятостью ре​сурсов (рис.4).

В устойчивом состоянии экономики капитал и выпуск на одного занятого, т.е. фондовооруженность (k) и производи​тельность (у) труда остаются
неизменными. Но, чтобы фондо​вооруженность оставалась постоянной и при росте населения, капитал должен возрастать с тем же темпом, что и население, т.е.:

                                      ∆Y/Y=∆L/L=∆K/K=n.

Таким образом, рост населения становится одной из причин непрерывного экономического роста в условиях равновесия.

Отметим, что с увеличением темпа роста населения возрастает угловой коэффициент кривой (d+n)k , что приводит к уменьшению равновесного уровня фондовооруженности (k′*), следовательно, к падению у.
Учет в модели Солоу технологического прогресса видоизменяет       исходную производственную функцию. Предполагается трудосберегающая форма технологического прогресса, Производственная функция будет представлена как Y=F(K,LE), где E – эффективность труда, а LE – численность условных единиц труда с постоянной эффективностью Е. Чем выше Е, тем больше   продукции может быть произведено данным числом работников.             Предлагается, что технологический прогресс осуществляется путем роста эффективности труда Е с постоянным темпом g. Рост эффективности труда в данном случае аналогичен по результатам росту численности занятых: если технологический прогресс имеет темп g=2%, то, например, 100 рабочих    могут произвести столько же продукции, сколько ра​нее производили 102    рабочих. Если теперь численность заня​тых (L) растет с темпом n, а Е растет с темпом g, то (LЕ) бу​дет увеличиваться с темпом (n+g).
Включение технологического прогресса несколько меняет и анализ       состояния устойчивого равновесия, хотя ход рассуж​дений сохраняется. Если определить k' как количество капита​ла в расчете на единицу труда с           постоянной эффективностью, т.е. k'=K/LE, а y'=Y/LE, то результаты роста эффективных единиц труда аналогичны росту численности занятых          (увеличение количества единиц труда с постоянной эффектив​ностью      снижает величину капитала, приходящегося на одну такую единицу).            В состоянии устойчивого равновесия (рис. 5) уровень фондовооруженности k'* уравновешивает, с од​ной стороны, влияние инвестиций, повышающих фондовооруженность, а, с другой стороны, воздействие выбытия, роста     числа занятых и технологического прогресса, снижающих уро​вень капитала в расчете на эффективную единицу труда: sƒ(k′)=(d+n+g)k′.

В устойчивом состоянии (k′*) при наличии технологиче​ского прогресса общий объём капитала (К) и выпуска (У), бу​дут расти с темпом (n+g). Но в отличие от случая роста насе​ления, теперь будут расти с темпом g            фондовооруженность  (K/L) и выпуск (Y/L) в расчете на одного занятого;   последнее может служить основой для повышения благосостояния              насе​ления. Технологический прогресс в модели Солоу является, следовательно, единственным условием непрерывного роста уровня жизни,            поскольку лишь при его наличии наблюдается устойчивый рост выпуска на душу населения (у).
Таким образом в модели Солоу найдено объяснение меха​низма              непрерывного экономического роста в режиме равнове​сия при полной        занятости ресурсов.
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