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 ГЛАВА 1. ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ МНОЖЕСТВ

1.1. Понятие множеств. Операции над множествами

1.1.1. Определения

В математике встречаются самые разнообразные множества. Понятие множества настолько общее, что трудно дать ему какое-либо определение, которое не сводилось бы просто к замене слова “множество” его синонимами: совокупность, собрание элементов и т.д.

Обозначения. Множества обозначают прописными буквами А, В, (, М, (, Х, (, их элементы – малыми a, b, (, x, ( .

Элемент а принадлежит (не принадлежит) А: 
[image: image1.wmf]aA
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Если все элементы множества А входят и в множество В (случай 
[image: image4.wmf]AB

=

 не исключается), то А называем подмножеством В и обозначаем 
[image: image5.wmf]AB
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. Пример: целые числа образуют подмножество в множестве всех действительных чисел. 

Если множество не содержит ни одного элемента – это пустое множество – 
[image: image6.wmf]Æ

. Любое множество содержит 
[image: image7.wmf]Æ

 в качестве подмножества.

1.1.2. Операции над множествами

Пусть А и В – произвольные множества; их суммой или объединением 
[image: image8.wmf]CAB
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 называется множество, состоящее из всех элементов, принадлежащих хотя бы одному из множеств А и В. Если 
[image: image9.wmf]A
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 – произвольные множества, то их сумма (( – конечное число или нет) есть совокупность элементов, каждый из которых принадлежит хотя бы одному из 
[image: image10.wmf]A
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. Обозначение 
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Пересечением множеств А и В называется множество 
[image: image12.wmf]CAB

=

I

, состоящее из всех элементов, принадлежащих как А так и В).

Операции сложения и пересечения множеств по своему определению коммутативны и ассоциативны:
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Они взаимно дистрибутивны
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Разность множеств А и В это множество 
[image: image15.wmf]\
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 – совокупность элементов А, которые не содержатся в В (не предполагается, что 
[image: image16.wmf])
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. Иногда пишут 
[image: image17.wmf]AB
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. Симметрическая разность более точно отражает взаимное расположение множеств.

Часто приходится рассматривать некоторый запас множеств, являющихся подмножествами основного множества S. В этом случае разность 
[image: image18.wmf]\
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 называют дополнением множества А. Обозначают: СА или 
[image: image19.wmf]A

¢

. Например: различные множества точек на числовой оси.

1.2. Эквивалентность множеств. Понятие мощности множества

Множества могут иметь конечное или бесконечное число элементов (точек). Два конечных множества можно сравнить по числу элементов (можно пересчитать). Можно ли сравнить бесконечные множества?

Конечные множества можно сравнить также путем установления между элементами множеств взаимно однозначное соответствие – биекцию. Этот способ пригоден и для сравнения бесконечных множеств.

1.2.1. Счетные множества

Простейшее среди бесконечных множеств – множество натуральных чисел. Назовем счетным множеством всякое множество, элементы которого можно биективно сопоставить со всеми натуральными числами (т.е. элементы счетного множества можно занумеровать в бесконечную последовательность: 
[image: image20.wmf]12
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). Два множества M и N называются эквивалентными, 
[image: image21.wmf](~)
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, если между их элементами можно установить взаимно однозначное соответствие.

Свойства счетных множеств:
1. Всякое подмножество счетного множества конечно или счетно.

2. Сумма любого конечного или счетного множества счетных множеств есть снова счетное множество.

3. Всякое бесконечное множество содержит счетное подмножество.

Счетное множества это множество эквивалентное множеству натуральных чисел.

1.2.2. Несчетность множества действительных чисел

Теорема 1. Множество действительных чисел, заключенных между нулем и единицей, несчетно.

Доказательство. Предположим, что дано какое-то счетное множество (всех или только некоторых) действительных чисел (, лежащих на отрезке [0,1]:
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(1.1)

Здесь 
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 – k-я десятичная цифра числа 
[image: image24.wmf]i

a

. Построим дробь
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диагональной процедурой Кантора, а именно: за 
[image: image26.wmf]1
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 примем произвольную цифру, не совпадающую с 
[image: image27.wmf]11
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, за 
[image: image28.wmf]2
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 – произвольную цифру, не совпадающую с 
[image: image29.wmf]22
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 и т.д., вообще, за 
[image: image30.wmf]n
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 примем произвольную цифру, не совпадающую с 
[image: image31.wmf]nn
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. Эта десятичная дробь не может совпасть ни с одной дробью, содержащейся в перечне (1.1). Действительно, от 
[image: image32.wmf]1
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 дробь ( отличается по крайней мере первой цифрой, от 
[image: image33.wmf]2
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 – второй цифрой и так далее, вообще, так как 
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 для всех n, то дробь ( отлична от любой из дробей 
[image: image35.wmf]i
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, входящих в перечень (1.1). Таким образом, никакое счетное множество действительных чисел, лежащих на отрезке [0,1], не исчерпывает этого отрезка.

Итак, отрезок [0,1] дает пример несчетного множества. Приведем некоторые примеры множеств, эквивалентных отрезку [0,1].

1. Множество всех точек любого отрезка 
[image: image36.wmf][,]
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 или интервала 
[image: image37.wmf](,)
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.

2. Множество всех точек на прямой.

3. Множество всех точек плоскости, пространства, поверхности сферы, точек, лежащих внутри сферы и так далее.

4. Множество всех прямых на плоскости.

5. Множество всех непрерывных функций одного или нескольких переменных.

1.2.3. Понятие мощности множества

Если эквивалентны два ко​нечных множества, то они состоят из одного и того же числа эле​ментов. Если же эквивалентные между собой множества М и N про​извольны, то говорят, что М и N имеют одинаковую мощность. Таким образом, мощность – это то общее, что есть у всех эквива​лентных между собой множеств. Для конечных множеств понятие мощности совпадает с привычным понятием числа элементов мно​жества. Мощность множества натуральных чисел (т.е. любого счет​ного множества) обозначается символом 
[image: image38.wmf]0
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, (читается: «алеф нуль»). Можно показать, что 
[image: image39.wmf]0
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- наименьшая мощность бесконечного множества.

Про множества, эквивалентные множеству всех действительных чи​сел отрезка [0, 1], говорят, что они имеют мощность континуума. Эта мощность обозначается символом с (или символом ().

Бесконечные множества, встречающиеся в анализе, или счетны, или имеют мощность континуума.

Для мощностей конечных множеств, т.е. для натуральных чисел, кроме понятия равенства, имеются также понятия «больше» и «меньше». Покажем, как распространить эти понятия на бес​конечные мощности.

Пусть А и В – два произвольных множества, а т (А) и т (В) – их мощности.

Тогда логически возможны следующие случаи:

1. А эквивалентно некоторой части множества В, а В эквива​лентно некоторой части множества А.

2. А содержит некоторую часть, эквивалентную В, но в В нет
части, эквивалентной А.

3. В содержит некоторую часть, эквивалентную А, но в А нет
части, эквивалентной В.

4. Ни в одном из этих двух множеств нет части, эквивалентной
другому.

В первом случае множества А и В в силу теоремы Кантора – Бернштейна эквивалентны между собой, т.е.
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Во втором случае естественно считать, что 
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Наконец, в четвертом случае нам пришлось бы считать, что мощ​ности множеств А и В несравнимы между собой. Но на самом деле этот случай невозможен! Это следует из теоремы Цермело [1]. Итак, любые два множества А и В либо эквивалентны между собой (и тогда 
[image: image43.wmf]()()
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), либо удовлетворяют одному из двух соотношений:
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1.2.4. Теорема Кантора-Бернштейна

Теорема Кантора-Бернштейна является одной из основных в теории множеств. Однако прежде чем сформулировать теорему введем понятие отображения. Отображения. Пусть М и N – два произвольных множества. Говорят, что на М определена функция f, принимающая значения из N, если каждому элементу 
[image: image46.wmf]xM
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 поставлен в соответствие один и только один элемент 
[image: image47.wmf]yN
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. Вместо термина “функция” пользуются термином “отображения” одного множества на другое. При этом само действие может носить название “оператор”, “функционал” и так далее.

Обозначения: 
[image: image48.wmf]:
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, А – оператор.

Теорема 2 (Кантор-Бернштейн). Пусть А и В – два произвольных множества. Если существуют взаимно однозначное ото​бражение f множества А на подмножество 
[image: image50.wmf]1
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 множества В и вза​имно однозначное отображение g множества В на подмножество 
[image: image51.wmf]1
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 множества А, то А и В эквивалентны.

Доказательство. Не ограничивая общности,, можно счи​тать, что А и В не пересекаются. Разобьем элементы множеств А и В на классы следующим образом. Элемент х из А (из В) назы​вается предшественником элемента у из А (соответственно из В) в том и только том случае, если у можно получить из х последо​вательным, однократным или многократным, применением отобра​жений f и g (соответственно g и f). Разобьем теперь А на три множества: 
[image: image52.wmf]E
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, состоящие из элементов, общее число предшествен​ников каждого из которых четно, 
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 – множество элементов с нечет​ным числом предшественников и 
[image: image54.wmf]1
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 – множество всех элементов, имеющих «бесконечный хвост» предшественников). Разбив аналогич​ным образом множество В, заметим, что f отображает 
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 на 
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, a 
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 отображает 
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 на 
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. Итак, взаимно однозначное отображение (, совпадающее с f на 
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, есть взаимно однозначное отображение всего А на все В.

ГЛАВА 2. МЕТРИЧЕСКИЕ ПРОСТРАНСТВА

2.1. Определение метрического пространства

В математическом анализе одной из важнейших операций является предельный переход. Здесь мы встречаемся с различными видами сходимости:

а) в множестве действительных чисел ( 
[image: image65.wmf]1
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, предел последовательности 
[image: image66.wmf]{}
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б) в множестве комплексных чисел ( К,

в) в множестве непрерывных на отрезке 
[image: image67.wmf][,]
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 функций равномерная сходимость последовательности функций 
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 к функции 
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В основе этой операции лежит понятие меры “близости” между точками – расстояние. Обобщая это понятие на произвольной множество, состоящее из элементов какой угодно природы мы приходим к определению (понятию) метрического пространства.

Определение. Множество М называется метрическим пространством, если каждой паре его элементов х, у поставлено в соответствие неотрицательное действительное число 
[image: image70.wmf](,)
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, называемое расстоянием между элементами х и у, и удовлетворяющее следующим условиям (аксиомам метрики):

1. 
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 (аксиома тождества: тогда и только тогда, когда 
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2. 
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 (аксиома симметрии);

3. 
[image: image74.wmf](,)(,)(,)
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 (аксиома треугольника).
Элементы метрического пространства, как это принято, будем называть точками этого пространства. Полное обозначение метрического пространства, т.е. пары 
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Чтобы доказать является ли пространство метрическим часто используют известные неравенства, которые находят широкое применение как в функциональном анализе, так и в других областях математики

2.2. Неравенство Коши-Буняковского

Для последовательностей 
[image: image77.wmf]{},{}
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 неравенство Коши-Буняковского имеет вид:
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Для трехмерных векторов а и b это очевидно, так как (2.1) можно представить 
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Это неравенство следует из тождества
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Проверим тождество, раскрывая левую часть:
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В последних слагаемых 
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Для непрерывных действительных функций неравенство Коши-Буняковского имеет интегральный вид:
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и следует из тождества:
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2.3. Примеры метрических пространств

1. Множество действительных чисел с расстоянием
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(2.5)
является метрическим пространством. 

Справедливость аксиом 1) и 2) очевидна. Аксиома 3) следует из неравенства
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Это пространство обозначается 
[image: image88.wmf]1
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2. Множество упорядоченных групп из n действительных чисел 
[image: image89.wmf]12
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 с расстоянием



[image: image90.wmf]2

1

(,)()

n

kk

k

xyyx

=

=-

å

r
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называется n-мерным евклидовым пространством 
[image: image91.wmf]n
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. 
[image: image92.wmf]()
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 – множество n-мерных векторов евклидового пространства.

Справедливость аксиом 1) и 2) очевидна. Покажем выполнимость аксиомы треугольника. Пусть 
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, тогда аксиома треугольника примет вид:
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Для удобства введем новые обозначения: 
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Применяя к (2.9) неравенство Коши-Буняковского, получим:
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Таким образом, неравенство (2.9) а, следовательно, и (2.8) доказано



[image: image102.wmf]222

111

()

nnn

kkkk

kkk

abab

===

+£+

ååå

.

3. Пусть 
[image: image103.wmf][,]
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 – множество всех непрерывных действительных функций, определенных на отрезке 
[image: image104.wmf][,]
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 с расстоянием (метрикой)
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Это метрическое пространство.

Справедливость аксиом 1 и 2 очевидна. Действительно, 
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Проверим выполнение аксиомы. Для любого 
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Следовательно, это выполняется и для максимального значения с правой стороны
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Пространство 
[image: image112.wmf][,]

Cab

 с метрикой (2.10) называется пространством непрерывных функций. Расстояние в 
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 есть максимальное отклонение одной функции от другой.

4. Найдем, например, расстояние 
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 (рис. 1).

По определению
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Следовательно, надо найти наибольшее значение функции
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На концах отрезка 
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 значения 
[image: image123.wmf]()

ft

 равны нулю. Находя производную 
[image: image124.wmf]()

ft

¢

 и приравнивая ее нулю, получим 
[image: image125.wmf]1/2

t

=

. Это – точки максимума функции 
[image: image126.wmf]()

ft

, причем 
[image: image127.wmf](1/2)1/4

f

=

. Значит, 
[image: image128.wmf]1

(,)

4

xy

=

r

.

[image: image129.png]~Y




Рис. 1. 

5. Рассмотрим множество всех непрерывных действительных функций с метрикой:
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Выполнение аксиом 1и 2 метрического пространства очевидна.

Аксиома треугольника следует из интегрального неравенства Коши-Буняковского.

В данном случае аксиома приводит к неравенству
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Положим 
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Используя неравенство Коши-Буняковского из (2.13) получим:
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Извлекая, квадратный корень из правой и левой частей, получим окончательный результат:
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Это пространство обозначается 
[image: image136.wmf]2
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 и называется пространство непрерывных функций с квадратичной метрикой.

Опуская доказательство, приведем также примеры метрических пространств, элементами которых являются конечные и сходящиеся бесконечные последовательности действительных чисел.

6. Множество упорядоченных групп по n действительных чисел 
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где р – любое фиксированное число ( 1, представляет собой метрическое пространство, которое мы обозначим 
[image: image139.wmf]n
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7. Метрическое пространство, элементами которого являются всевозможные последовательности
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действительных чисел, удовлетворяющие условию
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а расстояние определяется формулой
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Обозначим через 
[image: image143.wmf]2
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8. Укажем еще один интересный пример метрического пространства. Его элементами являются всевозможные последовательности действительных чисел
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где 
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 – некоторое фиксированное число, а расстояние определяется формулой
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Это метрическое пространство мы обозначим 
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2.4. Непрерывные отображения метрических пространств. Изометрия

Пусть 
[image: image149.wmf]X

 и 
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 – два метрических пространства и f – отображение пространства 
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Это отображение называется непрерывным в точке 
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Здесь ( – метрика в 
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 – метрика в 
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Если 
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– числовые множества, т.е. f – числовая функция, то определение непрерывности отображения переходит в известное из анализа определение непрерывности функции.

Если отображение 
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 непрерывны, то f называется гомеоморфным отображением или гомеоморфизмом, а пространства 
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Примером гомеоморфных метрических пространств может служить вся числовая прямая 
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Изометрия. Важным случаем гомеоморфизма является изометрическое отображение: Говорят, что биекция f между метрическими пространствами 
[image: image177.wmf](,)

RX

=

r

 и 
[image: image178.wmf](,)

R

У

¢¢

=

r

 является изометрией, если



[image: image179.wmf]1210

(,)((),())

xxfxfx

=

rr


для любых 
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Изометрия пространств 
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 означает, что метрические связи между их элементами одни и те же. Различной может быть лишь природа их элементов. В дальнейшем изометрические пространства будем рассматривать как тождественные.

Пример. Пространство прямых на плоскости. Зададим множество М всех прямых на плоскости уравнением прямых
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Покажем, что это метрическое пространство.

Если 
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3) Так как 
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Если рассматривать тройки чисел 
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2.5. Сходимость в метрическом пространстве

Определение 1. Назовем открытым шаром 
[image: image201.wmf]0
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 (соответственно замкнутым шаром 
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 и радиусом r совокупность всех точек метрического пространства М, удовлетворяющих неравенству 
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Определение 2. Множество в метрическом пространстве назовем ограниченным, если существует некоторый шар конечного радиуса из этого пространства, содержащий все точки данного множества.

Определение 3. Бесконечная последовательность 
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 элементов метрического пространства Х имеет предел х в Х, если 
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Это означает, что по любому заданному числу 
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 является сходящейся к элементу х.

Свойства.

1. Сходящаяся последовательность 
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 метрического пространства 
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Положим, что 
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но правая часть в силу предположения при больших n может быть сколь угодно малой. Это означает, что и 
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2. Сходящаяся в метрическом пространстве последовательность является ограниченной, т.е. существует шар конечного радиуса из данного пространства, содержащий все точки данной последовательности.

2.6. Полнота метрического пространства

Определение 1. Последовательность 
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Теорема. Если последовательность 
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Действительно, пусть 
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Отсюда (по аксиоме треугольника)
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как только 
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. Т.е. последовательность фундаментальная.

Однако не всякая фундаментальная последовательность в метрическом пространстве имеет предел (в этом пространстве).

Пример: Х – множество рациональных чисел с метрикой. 
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а). Рассмотрим последовательность 
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б). Рассмотрим последовательность с общим членом. 
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 – это последовательность сходится в себе, но не имеет предела в пространстве Х, так как 
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 не является рациональным числом.

Определение 2. Если в метрическом пространстве Х каждая фундаментальная последовательность сходится к некоторому пределу, являющемуся элементом того же пространства, то пространство Х называется полным.

2.7. Теорема о вложенных шарах

Теорема. Для того, чтобы метрическое пространство 
[image: image242.wmf]X

r

 было полным необходимо и достаточно, чтобы в нем всякая последовательность вложенных друг в друга замкнутых шаров, радиусы которых стремятся к нулю, имела непустое пересечение.

Доказательство. Необходимость. Пусть пространство полно и пусть 
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 – последовательности вложенных друг в друга замкнутых шаров (
[image: image244.wmf]12
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 – радиус, а 
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 – центр шара 
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 (по условию) полно, то существует элемент 
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Тогда 
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. Действительно, шару 
[image: image259.wmf]k
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 принадлежат все точки 
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[image: image261.wmf]{}
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 – замкнуто). То есть, эта точка принадлежит всем замкнутым шарам и является их пересечением.

Замкнутое множество содержит все свои предельные точки. Точка эта единственная, так как последовательность в метрическом пространстве не может иметь два предела.

Достаточность. Пусть 
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 этой последовательности, что 
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[image: image290.wmf]xX
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 Но если фундаментальная последовательность содержит сходящуюся к х подпоследовательность, то она сама сходится к этому же пределу. Таким образом 
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Теорема доказана.

2.8. Пополнение метрического пространства

Пополнение пространства. Если метрическое пространство R не полно, то его всегда можно включить некоторым (и по существу единственным) способом в полное пространство. При этом метрика должна сохраняться. В частности, множество вещественных чисел является пополнением множества рациональных чисел (пример в параграфе 2.6). Полнота вещественной прямой следует из признака сходимости Больцано-Коши. Поэтому встает вопрос об аналогичном пополнении и других неполных метрических пространств. Для ответа на этот вопрос введем дополнительные определения.

Определение 1. Точка 
[image: image293.wmf]xR
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 называется предельной точкой множества 
[image: image294.wmf]MR
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, если любая ее окрестность содержит бесконечное много точек из М. Предельная точка 
[image: image295.wmf]x

может как принадлежать множеству 
[image: image296.wmf]R

, так и не принадлежать.

 Из определения предельной точки следует, что конечные множества не могут иметь предельных точек. В общем, множество может не иметь предельных точек, иметь конечное или бесконечное множество предельных точек

Примеры предельных точек:

1. Множество рациональных чисел вида 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image299.wmf]1,2,3,...

n

=

, имеет предельную точку 0, не принадлежащую этому множеству.

2. Множество целых чисел 
[image: image300.wmf]{
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предельных точек не имеет.

3. Множество рациональных чисел (точек) 
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 имеет в качестве предельных все точки промежутка. При этом рациональные точки принадлежат множеству 
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Определение 2. Замыканием множества М, обозначаемое 
[image: image304.wmf]M

 (или 
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) называется объединение множества М с множеством А всех его предельных точек, т.е. 
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Определение 3. Плотные множества. Пусть А и В два множества в метрическом пространстве R. Множество А называется плотным в В, если его замыкание 
[image: image307.wmf]A

 содержит В, т.е. 
[image: image308.wmf]AB
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В частности А называется всюду плотным (в пространстве R), если его замыкание 
[image: image309.wmf]A

 совпадает со всем пространством R.

Определение 4. Пространства, в которых имеется счетное всюду плотное множество называют сепарабельным.

Пополнение. Пусть R – метрическое пространство. Полное метрическое пространство 
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 называется пополнением пространства R, если:

1. R является подпространством пространства 
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2. R всюду плотно в 
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, т.е 
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Примеры.

1. Показать, что n-мерное пространство 
[image: image314.wmf]n

E

 с метрикой 
[image: image315.wmf]2

1

(,))

n

vv

v

xyxy

=

=-

å

r

 является полным пространством.

Решение. Пусть 
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Отсюда следует, что для любого 
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 справедливы неравенства
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Это означает, что последовательности вещественных чисел 
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 являются фундаментальными и в силу критерия Коши существуют пределы
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которые принадлежат 
[image: image326.wmf]n
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. Обозначим последовательность этих предельных значений через 
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и имеем равенство
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Из соотношений (2.17) заключаем, что 
[image: image330.wmf](
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2. Доказать, что пространство 
[image: image333.wmf][,]
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 полно.

Решение. Действительно, пусть
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– фундаментальная последовательность, т.е. такая, что
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Но условие (2.18) является условием равномерной сходимости последовательности непрерывных функций 
[image: image338.wmf]{()}
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, предел которой, функция 
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3. Доказать полноту пространства 
[image: image344.wmf]c
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Решение. Пусть 
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Тогда из определения метрики в с следуют неравенства
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а потому и неравенства
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Из этих оценок выводим существование предела по каждой координате, т.е. существование чисел
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Таким образом, имеем последовательность 
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Из того, что 
[image: image361.wmf]n

a

 есть предел последовательности 
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Далее, так как 
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В результате, для 
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и в силу критерия Коши 
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 (т.е. ( – равномерно сходящаяся последовательность). Наконец из соотношения (2.19) следует, что
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что и доказывает полноту пространства с.

4. Пространство 
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5. Полными является и пространство 
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 Это пространство всех функций 
[image: image378.wmf](
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2.9. Принцип сжатых отображений. Теорема (С. Банаха)

Пусть в полном метрическом пространстве Х дан оператор (отображение) А, переводящий элементы пространства Х снова в элементы этого пространства, т.е.
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Пусть, кроме того, для всех х, у из Х
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где 
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Тогда существует одна и только одна точка 
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 такая, что


[image: image386.wmf]00

Axx

=

.

Оператор, обладающий свойством (2.20), называют оператором сжатия, а точку 
[image: image387.wmf]0
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 такую, что 
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, называют неподвижной точкой оператора А.
Вообще оператор А может и не иметь неподвижных точек, например – оператор сдвига: 
[image: image389.wmf],0
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В условиях теоремы Банаха неподвижная точка существует, и притом только одна.

Доказательство. Возьмем произвольный фиксированный элемент 
[image: image390.wmf]xX

Î

 и положим
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Покажем, что последовательность 
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Далее следует оценка:
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Так как 
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Отсюда следует, что 
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В силу полноты пространства Х существует элемент 
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Докажем, что 
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Действительно, 
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Так как 
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Следовательно, 
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что доказывает теорему.

Докажем единственность неподвижной точки у оператора сжатия.

Пусть существуют два элемента 
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 (по первой аксиоме).
Переходя в формуле (13) к пределу 
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Одновременно (2.22) служит оценкой скорости сходимости.

Примеры: 1. Оператор А n-мерного пространства векторов (множества упорядоченных групп действительных чисел 
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Если А оператор сжатия, то можно применить метод последовательных приближений для решения уравнения 
[image: image425.wmf]xAx
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Определить при каких условиях оператор А является сжатием при выборе различной метрики в пространстве векторов. Рассмотрим три случая:
а). Пространство векторов – пространство 
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Выберем два элемента этого пространства
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и применим теорему С. Банаха. Получим
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Согласно теореме С. Банаха условие сжатости в данном случае имеет вид:
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б). Пространство 
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Проводя действия, аналогичные проведенным в примере а), получим:
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Отсюда следует условие сжатости оператора 
[image: image435.wmf]A
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В данном примере наряду с действиями, аналогичными проведенными выше, здесь используем неравенство Коши-Буняковского 
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. В результате имеем:
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В данном случае условие сжатости оператора 
[image: image442.wmf]A

записывается в следующем виде:
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2.10. Применение принципа сжатых отображений для решения функциональных уравнений

Принцип сжатых отображений находит широкое применение при построении итерационных процессов для решения функциональных и дифференциальных уравнений.

Пусть функция f, определенная на промежутке 
[image: image444.wmf][,]
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, удовлетворяет условию Липшица
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с константой 
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 и отображает промежуток в себя. Тогда f есть сжатое (сжимающее) отображение и, согласно теореме С. Банаха, последовательность 
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 сходится к единственному корню уравнения



[image: image448.wmf]()

xfx

=

.

В частности, условие сжатости выполнено, если функция имеет на промежутке 
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Ниже приведем способы решений двух типов задач:

1. Найти решение уравнения 
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, то оператор f – оператор сжатия. Это следует из неравенства:
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По теореме С. Банаха существует единственное решение уравнения 
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, которое можно найти методом итераций. Этот итерационный процесс представлен на рис. 2.
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Рис. 2.Схема итерационного процесса
2. Найти решение уравнения 
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Введем функцию 
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 и будем искать решение уравнения 
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 и нетрудно подобрать число ( так, чтобы выполнялось 
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 и можно было применить метод последовательных приближений.
3. ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ

3.1. Основные классы интегральных уравнений

Интегральными уравнениями принято называть уравнения, в которых неизвестная функция входит под знак интеграла.

3.1.1. Линейные интегральные уравнения

Уравнение Фредгольма.
Это один из наиболее важных классов линейных интегральных уравнений. Различают интегральные уравнения Фредгольма 1-го и 2-го рода. В простейшем случае линейное интегральное уравнение Фредгольма 2-го рода имеет вид
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где 
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 – неизвестная искомая функция, 
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 – известные функции, ( – параметр. Функция 
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ядром интегрального уравнения (3.1), функция 
[image: image482.wmf]()
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, 
[image: image483.wmf]atb
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, называется свободным членом.

Пределы интегрирования а, b могут и быть как конечными, так и бесконечными.
Считаем, что переменная t меняется в том же промежутке 
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, по которому совершается интегрирование.

В уравнениях Фредгольма ядро 
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 и свободный член 
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 либо непрерывны: ядро – в квадрате 
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Ядра, удовлетворяющие условию (3.2), носят название – фредгольмовы.
Уравнение (3.1) является неоднородным уравнением Фредгольма 2-го рода. Если 
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 всюду в 
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, то интегральное уравнение (3.1) называется однородным.

Отметим, что (3.1) представляет собой не одно уравнение, а семейство уравнений, зависящее от числового параметра (.

Уравнение Фредгольма 1-го рода отличается тем, что неизвестная функция здесь содержится только под знаком интеграла. Это уравнение вида:
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Ядро 
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 и функция 
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 удовлетворяют указанным выше условиям.

Уравнение Вольтерра.
Линейным интегральным уравнением Вольтерра 2-го рода называется уравнение вида
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где 
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 – неизвестная функция, 
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 – ядро и свободный член, 
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 – известные функции, ( – числовой параметр. 
При 
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 уравнение (3.5) принимает вид
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Это однородное уравнение Вольтерра 2-го рода.

Уравнение Вольтерра 2-го рода не содержит искомую функцию вне интеграла – это уравнение вида
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Заметим, что уравнение Вольтерра можно при некоторых ограничениях рассматривать как частный случай уравнения Фредгольма. Ядро в (3.5) по смыслу задачи определено при 
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Тогда уравнение (3.5) можно рассматривать как частный случай уравнения Фредгольма с ядром 
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 вида
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В заштрихованной половине квадрата (рис. 3) ядро 
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Рис. 3. Область определения ядра 
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При таком определении ядра уравнение Фредгольма
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тождественно с уравнением Вольтерра (3.5).

Это замечание позволяет переносить многие результаты, полученные для уравнений Фредгольма на уравнения Вольтерра.

Однако, следует отметить, что уравнения Вольтерра обладают некоторыми только им присущими свойствами.

3.1.2. Нелинейные уравнения
Из-за разнообразия нелинейных интегральных уравнений классификация этих уравнений затруднительна. Укажем уравнения, имеющие наибольшее теоретическое и прикладное значения.
Уравнения Урысона.
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Функция 
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[image: image516.wmf],

atsb

££

; 
[image: image517.wmf],0

MMM

j

-££>

 – достаточно большая постоянная.

Уравнение Гаммерштейна (частный случай уравнения Урысона).
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где 
[image: image519.wmf](,)
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 – фредгольмово ядро.

Уравнение Ляпунова-Лихтенштейна. Содержит существенно нелинейные операторы. Например:
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Нелинейное уравнение Вольтерра.
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где 
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 – непрерывная функция по совокупности аргументов t, s, (; 
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3.2. Задачи, приводящие к интегральным уравнениям

3.2.1. Задача обращения интеграла
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то есть нахождение функции [image: image526.wmf]()
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 по данной функции 
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Решение ее получил Фурье в 1811 году в виде
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Формулы (3.14) и (3.15) называются формулами обращения Фурье.

3.2.2. Интегральные уравнения вида 
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К интегральным уравнениям вида 
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 приводит задача Коши для обыкновенных дифференциальных уравнений
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Действительно, пусть 
[image: image533.wmf]()
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 есть решение уравнения (3.16), удовлетворяющее начальному условию. Подставляя это решение в (3.16), получим тождество, интегрируя которое от а до t будем иметь
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то есть 
[image: image535.wmf]()
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 – удовлетворяет интегральному уравнению (3.17).

Можно показать, обратно, если 
[image: image536.wmf]()
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 – решение интегрального уравнения (3.17), то оно является также и решением дифференциального уравнения (3.16). Таким образом, решение интегрального уравнения (3.17) эквивалентно решению задачи Коши.

3.2.3. Применение принципа сжатых отображений к интегральным уравнениям
3.2.3.1. Интегральное уравнение Фредгольма 2-го рода

Применим принцип сжатых отображений для доказательства существования и единственности решения интегрального уравнения Фредгольма 2-го рода
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Предположим, что 
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Решение уравнения (3.18) будем искать также в классе непрерывных функций. Таким образом, решением интегрального уравнения (3.18) будем называть всякую функцию 
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Очевидно, что при 
[image: image547.wmf]0
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, уравнения (3.18) имеет единственное непрерывное решение 
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Покажем, что уравнение (3.18) однозначно разрешимо и при всех (, достаточно малых по абсолютной величине. Для этого рассмотрим правую часть уравнения (3.18) как оператор 
[image: image549.wmf]A

j

 в пространстве непрерывных функций 
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Всякую функцию 
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 оператор А переводит в некоторую, вообще другую, функцию 
[image: image553.wmf]()[,]

tCab

j

Î

%

 (принадлежащей этому же пространству). Покажем, что это действительно так, то есть, если 
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Пусть t произвольная точка отрезка 
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По условию 
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Пусть далее 
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при 
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Возьмем 
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. Тем самым вопрос о существовании решения интегрального уравнения (3.18) сводится к вопросу о наличии неподвижной точки у оператора А, то есть такой функции 
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Из выше приведенных условий имеем
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(3.22)

Сравнивая (3.22) с (2.20), получим, что при выполнении условия
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оператор А – есть оператор сжатия. Отсюда заключаем, учитывая полноту 
[image: image584.wmf][,]

Cab

, что уравнение Фредгольма (3.18) имеет единственное непрерывное решение для всякого 
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где 
[image: image586.wmf]max(,),,

MKtsatbasb

=££££

.

Последовательные приближения 
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где в качестве 
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 можно взять любую непрерывную функцию.

Пример. Методом последовательных приближений решить интегральное уравнение
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Решение. В данном случае 
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В приведенной задаче 
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и условие (3.25), обеспечивающее сжатость отображения выполняется: 
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Отсюда, переходя к пределу, получим решение:
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3.2.3.2. Нелинейные интегральные уравнения 
Принцип сжатых отображений можно применить к решению некоторых нелинейных интегральных уравнений. Мы покажем это на примере уравнений вида:
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(3.27)

где 
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 удовлетворяет условию Липшица по функциональному аргументу z:
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где 
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 – некоторая постоянная, не зависящая от выбора 
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Покажем при каких условиях оператор 
[image: image613.wmf]A

j

,заданный формулой
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и отображающий полное пространство 
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 в себя, имеет все признаки оператора сжатия.

Пусть 
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Эта оценка справедлива для любого 
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, значит
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Следовательно, при
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оператор А, определенный формулой (3.29) является оператором сжатия.

Согласно теореме С.Банаха интегральное уравнение (3.27) при 
[image: image623.wmf]l

, удовлетворяющему неравенству (3.30) имеет единственное непрерывное решение. Последовательные приближения, которые приводят к этому решению имеют вид:
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Замечание
Если функция 
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)

,;

Ktsz

 имеет ограниченную частную производную по 
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то такая функция удовлетворяет условию Липшица. При этом из (3.28) можно записать
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и в качестве 
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Пример. Методом последовательных приближений решить интегральное уравнение
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Решение. В данном случае 
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 непрерывная функция всех своих аргументов. Ее производная по переменной 
[image: image636.wmf]z

 ограничена:
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следовательно условие Липшица по 
[image: image638.wmf]z

 удовлетворяется. 

Далее по формуле (3.30) проверяем применим ли к данному уравнению принцип сжатых отображений. Полагая 
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значит, уравнение имеет единственное непрерывное решение. Будем его искать методом последовательных приближений по формуле (3.31). Положим 
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Из формулы (3.31) следует, что 
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Непосредственной проверкой убеждаемся, что функция 
[image: image648.wmf]()1
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 есть решение данного интегрального уравнения.

3.2.3.3. Применение ПСО в более широком интервале (
Вернемся к интегральному уравнению Фредгольма второго рода
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и пусть ядро 
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Покажем, пользуясь метрикой 
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что этот результат справедлив в более широком интервале значений (.

Лемма. При любом 
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Доказательство. Возьмем любую точку 
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для любого 
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Поэтому можно записать
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В силу произвольности 
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 вытекает непрерывность функции 
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Из леммы следует непрерывность правой части уравнения (3.32) при любой 
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Будем рассматривать оператор 
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положим 
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(3.34)
и покажем, что при 
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Используя неравенство Коши-Буняковского в интегральной форме, из выражения (3.35) получим следующее неравенство
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Интегрируя обе части неравенства по t от а до b найдем:
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или
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Отсюда А – есть оператор сжатия, если
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При этом интегральное уравнение (3.32) имеет единственное непрерывное решение. 
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Однако, если 
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Пример. Методом последовательных приближений решить интегральное уравнение
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Решение. В данном случае 
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 непрерывны. Вначале проверим выполнение условия сжатости отображения (3.24). Учитывая 
[image: image697.wmf]2,

l

=

 
[image: image698.wmf](

)

,1,

Kts

£

 
[image: image699.wmf]1

ba

-=
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Условие сжатости отображения (3.24) для уравнения (3.37) не выполняется.

Далее проверим выполнение расширенного условия сжатости отображения (3.36). Для этого вычислим по формуле (3.34) величину 
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Видно, что условие сжатости отображения (3.36) здесь выполняется, так как 
[image: image703.wmf]1
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, значит, уравнение имеет единственное непрерывное решение.

Будем его искать методом последовательных приближений. Положим 
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далее,
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Окончательное решение получим виде: 
[image: image709.wmf](
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Непосредственной проверкой убеждаемся, что функция 
[image: image710.wmf]2
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 есть решение данного интегрального уравнения.

3.2.3.4. Интегральное уравнение Вольтерра
     Рассмотрим интегральное уравнение Вольтерра второго рода
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Это уравнение можно рассматривать как уравнение Фредгольма, доопределив ядро значением 
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Однако в отличие от уравнения Фредгольма принцип сжатых отображений применим при всех (, то есть уравнение Вольтерра имеет единственное решение при любом (.

Это решение можно найти методом последовательных приближений по следующей схеме:
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где в качестве 
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Пример. Методом последовательных приближений решить интегральное уравнение
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Решение. В данном случае 
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 непрерывны и, значит, уравнение имеет единственное непрерывное решение.

Будем его искать методом последовательных приближений. Положим 
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Далее,
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Ясно, что
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Непосредственной проверкой убеждаемся, что функция 
[image: image727.wmf]()sin
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 есть решение данного интегрального уравнения.

ГЛАВА 4. ЛИНЕЙНЫЕ ОПЕРАТОРЫ
4.1. Линейные нормированные пространства

4.1.1. Линейное пространство

Определение. Пусть множество элементов, удовлетворяющее следующим аксиомам:

1) Е – абелева группа относительно групповой операции сложения. Это значит, что определена сумма 
[image: image728.wmf]xy
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 любых двух элементов 
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, являющаяся элементом того же множества, причем операция сложения удовлетворяет условиям:

а) 
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б) 
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в) существует однозначно определенный элемент ( такой, что 
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, для любого 
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г) Для любого 
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 существует однозначно определенный элемент 
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Элемент ( называется нулевым элементом или нулем группы.

Элемент 
[image: image737.wmf]()
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 – элементом противоположным х.

2) Определено умножение элементов х, у, z … множества Е на вещественные (комплексные) числа (, (, (, …, причем 
[image: image738.wmf]x
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, ( снова являются элементами у множества Е и выполняются условия:

а) 
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б) 
[image: image740.wmf]()
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в) 
[image: image741.wmf]()
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Множество Е, удовлетворяющее аксиомам 1), 2) называется линейным (векторным) пространством.
В зависимости от того на какие числа (вещественные или комплексные) допускаются умножение элементов множества Е, различают вещественное или комплексное линейное пространство.

Примеры.

1. Совокупность всех векторов плоскости с обычными операциями сложения и умножения их на действительное число.

2. Совокупность пространства 
[image: image742.wmf][,]
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 с обычными операциями сложения функций и умножения их на действительное число.

3. Класс всех монотонных на 
[image: image743.wmf][,]
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 функций не является линейным пространством. Так функции
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монотонны на 
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[image: image748.wmf][,]

pp

-

.

4.1.2. Линейное нормированное пространство

Определение. Множество Е называется линейным нормированным пространством, если:

1)     Е – линейное пространство;
2) каждому элементу 
[image: image749.wmf]xE

Î

 поставлено в соответствие действительное число, которое называется нормой этого элемента, обозначается 
[image: image750.wmf]x

 и удовлетворяет следующим условиям (аксиомам нормы):
а) 
[image: image751.wmf]0,00
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 (аксиома треугольника);

с) 
[image: image753.wmf]||
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 (однородность нормы).

Эти свойства – есть перенесение свойств нормы (длины) вектора в обычном 3-мерном пространстве на элементы любой природы.

В линейном нормированном пространстве можно ввести метрику посредством равенства
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Так как 
[image: image755.wmf]xx
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Введя метрику, можно определить сходимость последовательности элементов 
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Определенная таким образом сходимость в линейном нормированном пространстве называется сходимостью по норме.

Если линейное нормированное пространство является полным в смысле сходимости по норме, то оно называется пространством Банаха или пространством В типа.

Примеры.

1. n-мерное векторное пространство с обычными операциями сложения векторов и умножения их на число и нормой
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[image: image763.wmf]n
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 – пространство типа В.
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2. 
[image: image765.wmf][,]
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 – пространство типа В. Сложение функций и умножение их на число определяется обычным способом.

Положим норму:
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это совпадает с ранее введенной метрикой 
[image: image768.wmf][,]
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, а с этой метрикой пространство 
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 – полно и, следовательно, это пространство Банахово.

3. Аналогично доказывается, что 
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4.2. Линейные операторы
4.2.1. Линейность

Пусть Е и 
[image: image772.wmf]E
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 – линейные пространства. Оператор А, действующий из Е в 
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, называется линейным, если он:
1) аддитивен, то есть



[image: image774.wmf]()

AxyAxAy

+=+

;
2) однороден
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для любого 
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Следствие. Из определения линейного оператора следует 
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нулевой элемент пространства
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Примеры.
1. Оператор О, переводящий каждый элемент
[image: image785.wmf]xE
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 в нулевой элемент пространства 
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2. Оператор I, переводящий каждый 
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 в себя, линеен. 
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. I – единичный оператор (тождественный оператор).

3. Оператор А –оператор подобия [
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4.2.2. Непрерывность

Пусть Е и 
[image: image795.wmf]E
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 – линейные нормированные пространства.
Определение. Оператор 
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Здесь 
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 нормы в пространствах Е и 
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Часто бывает удобно следующее (равносильное) определение непрерывности оператора.
Оператора А непрерывен в точке 
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 по норме пространства Е, соответствующая последовательность 
[image: image811.wmf]{}

n

Ax

 сходится к элементу 
[image: image812.wmf]0

Ax

 по норме пространства 
[image: image813.wmf]E

%

, то есть



[image: image814.wmf]0

lim

n

n

AxAx

®¥

=

.

Теорема 1. Линейный оператор 
[image: image815.wmf]yAx
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, определенный на линейном нормированном пространстве Е и отображающий Е в линейное нормированное пространство 
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Доказательство. Пусть х любая точка из Е и 
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Определение 1. Линейный оператор А, действующий из Е в 
[image: image824.wmf]E
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, называется ограниченным, если он определен на всем Е и существует такая постоянная 
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где х – любое из Е. Здесь 
[image: image827.wmf]Ax

 – норма в пространстве 
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, 
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 – норма в пространстве Е.
Согласно этому определению, ограниченный оператор переводит каждое ограниченное множество элементов 
[image: image830.wmf]{}
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Между ограниченностью и непрерывностью линейных операторов существует тесная связь, которая выражается следующей теоремой.

Теорема 2. Для того, чтобы линейный оператор А был непрерывен, необходимо и достаточно, чтобы он был ограничен.

Иногда удобнее пользоваться другим равносильным определением ограниченного оператора.

Определение 2. Оператор А называется ограниченным, если он ограничен в единичном шаре 
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 такое, что
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для всех х таких, что 
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Покажем эквивалентность определений (4.2) и (4.3). Пусть оператор А ограничен в смысле (4.3). Положим 
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Если теперь 
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Из последнего неравенства следует 
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4.2.3. Норма оператора

Определение. Число 
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, определяемое равенством 
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(4.4)
называется нормой оператора А и обозначается 
[image: image846.wmf]A

.

Таким образом, для любого 
[image: image847.wmf]xE
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Утверждение. 
[image: image849.wmf]0
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 – есть наименьшая из констант, участвующих в ограничении (4.2) оператора А.

В самом деле, если бы это было не так, то нашлось бы число 
[image: image850.wmf]10
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 такое, что 
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Тогда для 
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откуда
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что невозможно.

Поэтому норму 
[image: image857.wmf]A

 оператора А можно определить как нижнюю грань всех чисел М, при которых имеет место неравенство (4.2):
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Примеры.

1. Рассмотрим в пространстве 
[image: image859.wmf][,]
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 оператор
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называемый оператором умножения на независимую переменную.

Решение. Очевидно,
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Для простоты будем считать, что 
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Для любой функции 
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Отсюда из определения нормы оператора (4.4) следует:
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Если взять функцию 
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и поэтому 
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 не может быть меньше b, то есть
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Отсюда вытекает, что 
[image: image871.wmf]Ab
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2. Оценить сверху норму оператора Фредгольма.

Решение. Пусть в пространстве 
[image: image872.wmf][,]

Cab

 при 
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 задан интегральный оператор Фредгольма
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с непрерывным ядром 
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Имеем для ограниченного оператора:
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В результате получим оценку нормы оператора Фредгольма сверху
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Полученная оценка используется довольно часто, хотя является достаточно грубой. Нетрудно заметить, что справедлива более точная оценка
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Более того, можно показать, что в данном случае 
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4.3. Пространство операторов

Зафиксируем два линейных нормированных пространства Е и и рассмотрим все возможные линейные операторы А, В, …, действующие из Е в 
[image: image884.wmf]E
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.
а) Два оператора А и В равны 
[image: image885.wmf]AB
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, если они совпадают на всем Е, то есть
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б) Сумма операторов:
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в) Умножение оператора на число
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Это снова будут операторы, действующие из Е в 
[image: image890.wmf]E
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. Множество всех линейных операторов с введенными операциями образуют линейное нормированное пространство. Нулем этого пространства будет нулевой оператор, определяемый равенством
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Действительно, норма оператора введена 
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Проверим выполнимость аксиомы треугольника
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Итак, совокупность всех линейных операторов, действующих из Е в 
[image: image895.wmf]E
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, есть линейное нормированное пространство. Будем его обозначать символом 
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Утверждение. Если 
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 – полное пространство, то пространство линейных операторов 
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Это означает: что, если имеем последовательность операторов 
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Эту сходимость по норме называют равномерной сходимостью последовательности операторов.

Пусть Е линейное пространство. Рассмотрим множество линейных операторов 
[image: image904.wmf]()
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, определенных на Е с областью значений в том же пространстве. Это линейное пространство.

Определим произведение операторов А, В из 
[image: image905.wmf]()
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 формулой
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Легко видеть, что АВ снова линейный оператор. В самом деле, 
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Нетрудно проверить, что
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Проверим, например, сочетательный закон. В соответ​ствии с принятым нами определением равенства операторов мы должны
для любого вектора 
[image: image910.wmf]xR
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 доказать равенство
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Но по самому определению произведения операторов
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откуда и вытекает требуемое равенство.

Справедливость всех остальных законов проверяется аналогично.

Выполнение сочетательного закона позволяет определить степень оператора по правилам
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При этом имеет место формула
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которую легко доказать по индукции. 

Ещё положим по определению
[image: image916.wmf]0
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 единичный оператор I, определяемый равенством
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и покажем, что формула (4.7) остаётся справедливой и в том случае, когда один из показателей обращается в нуль. Действительно, если В – любой оператор, то
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так что
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Полагая 
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, получаем:
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что и требуется.

Подчеркнём, что произведение операторов, вообще говоря, не коммутативно: 
[image: image922.wmf]ABBA
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.

Определение. Назовем кольцом R множество элементов х, у, z, … с двумя операциями, называемыми сложением и умножением, которые записываются соответ​ственно как сумма и произведение, и удовлетворяющих следующим условиям:

1) Относительно сложения R – абелева группа.

2) Умножение ассоциативно: 
[image: image923.wmf]()()
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3) для любых ху, 
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 (дистрибутивность).

а) Кольцо R называется коммутативным, если в нем тождественно
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Таким образом, множество 
[image: image927.wmf]()
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 линейных операторов образует кольцо с единицей I. (Множество четных чисел с обычными операциями сложения и умножения образует кольцо без единицы.)

б) Кольцо операторов некоммутативно, так как, вообще говоря,
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что видно хотя бы на примере матричных операторов.

4.4. Обратные операторы

Введем понятие обратного оператора. Согласно общему определению обратного элемента кольца с единицей, оператор В называется левым обратным для линейного оператора А, если
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С – правый обратный для оператора А, если
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Если оператор имеет левый обратный В и правый обратный С, то они равны
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В этом случае говорят, что оператор А имеет обратный оператор 
[image: image932.wmf]1
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. Если это так, то
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С понятием обратного оператора связаны вопросы существования и единственности решения операторных уравнений вида
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,
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где f – известный элемент пространства Е, х – искомый элемент того же пространства.

Если А имеет обратный оператор, то решение уравнения (4.9) можно записать в виде
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Это решение единственное.
Замечание. Если линейный оператор А имеет обратный оператор 
[image: image936.wmf]1
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, то оператор 
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 также линеен.
Утверждение. Рассмотрим два линейных ограниченных оператора А и В, отображающих линейное нормированное пространство Е в себя. Тогда имеет смысл произведение АВ операторов. Покажем, что
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Действительно, для любого 
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Следовательно,
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что и доказывает утверждение.

Теорема 3. Пусть линейный ограниченный оператор А отображает банахово пространство Е в себя и 
[image: image942.wmf]1
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. Тогда оператор 
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, где I – единичный оператор, имеет обратный линейный ограниченный оператор.

Доказательство. Пусть
[image: image944.wmf]A

 линейный ограниченный оператор, отображающий пространство
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Так как 
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(4.12)
но 
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 и значит правая часть (4.12) ( 0 при 
[image: image953.wmf]n

®¥

 для любого 
[image: image954.wmf]0

p

>
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 сходится в себе, а в силу полноты пространства операторов, она сходится к некоторому пределу из этого пространства. Таким образом, (4.11) сходится. Пусть S-оператор – сумма ряда (4.11). Имеем 
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Аналогично можно показать, что
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Следовательно
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Так как 
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 ограничен:
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Таким образом оператор 
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 – является линейным ограниченным оператором. При этом
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4.5. Приложение обратного оператора к линейным интегральным уравнениям
4.5.1. Уравнение Фредгольма 2-го рода

Рассмотрим уравнение Фредгольма 2-го рода
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с непрерывным ядром 
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Тогда уравнение (4.16) в новом обозначении перепишется в виде:
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Из теоремы 3 следует, что при 
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 уравнение (4.16) имеет единственное решение, которое определяется следующим выражением
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Соотношение (4.18) называется рядом Неймана.

Проанализируем это решение. Для этого вначале выясним каким образом записываются степени оператора А через известные функции. Пусть 
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Известно, что (смотрите пример 2 п. 4.2.3.)
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Поэтому условие 
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Рассмотрим оператор 
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Введем обозначения: 
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Отсюда можно записать 
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Ядро 
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Для оператора 
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 получим аналогичное выражение
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Это третья итерация ядра 
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В общем случае, для оператора 
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имеем:
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где 
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определяется выражением:
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Применяя формулу (4.7) к оператору 
[image: image995.wmf]npnppn

AAAAA

+

==

, получим рекуррентную формулу для определения любого повторного (итерированного) ядра
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Все повторные ядра непрерывного ядра 
[image: image997.wmf](,)
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 непрерывны в прямоугольнике 
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С помощью интегрированный ядер решение интегрального уравнения (4.16) записывается в в виде:
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(4.25)

Ряд в правой части (4.25) при 
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 сходится равномерно. Покажем это. Для этого отдельно рассмотрим ряд:
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и будем считать, что выполнено условие 
[image: image1002.wmf]||1/||
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. Затем поведем оценку итерированных ядер
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Отсюда, проводя оценку 
[image: image1006.wmf]n

-го члена ряда (4.26), получим 
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В результате мы показали, что члены ряда (4.26) по абсолютному значению меньше членов сходящегося числового ряда
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Это и доказывает равномерную сходимость ряда (4.26).Преобразуем решение интегрального уравнения к более удобному виду. Для этого вернемся к ряду:
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Так как этот ряд сходится равномерно, то его сумма
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есть непрерывная функция по 
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Умножая  правую и левую части (4.28) на
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 и интегрируя ряд почленно, получим:
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Сравнивая это выражение с решением (4.25), можно записать
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Функция 
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, и получить формулу (4.29). Поэтому границей применимости формулы (4.29) будем считать неравенство
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Некоторые уравнения Фредгольма содержат ядра, для которых ряд Неймана (4.18) сходится при любых значениях 
[image: image1023.wmf]l

. В этом случае и формула (4.29) дает решение интегрального уравнения при любом значении (. Таков случай ядра ортогонального самому себе.

Два ядра 
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 называются ортогональными, если они удовлетворяют двум условиям:
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Ядра называются полуортогональными, если выполняется одно из этих условий. В случае ядра, ортогонального самому себе имеет место тождество 
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Примеры ортогональных ядер. 

1. Пусть
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Ясно, что все 
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[image: image1035.wmf](,;)(,)

RtsKts

l

=

.
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В этом случае ядро является ортогональным самому себе и резольвента равна ядру интегрального уравнения 
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Упражнение 1. Показать, что ядро
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где ряд 
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 сходится, ортогонально самому себе.

Упражнение 2. Показать, что для ядра 
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на отрезке 
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 резольвента 
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4.5.2.Уравнение Вольтерра
Рассмотрим уравнение Вольтерра 2-го рода
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с оператором 
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Как было показано в п.2.1.1, его можно рассматривать как частный случай уравнения Фредгольма с треугольным ядром 
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Поэтому к этому уравнению применима развитая выше теория приложения обратного оператора к линейным интегральным уравнениям.

Однако, учитывая особенности ядра, для итерированных ядер получим следующие выражения.
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Для повторных ядер, заменяя порядок интегрирования по области определения ядра (рис. 3) имеем
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Отсюда
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и в общем случае устанавливаем
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Пусть ядро 
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Рассмотрим ряд:
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и проведем оценку сверху его членов 
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и так далее
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Отсюда следует, что ряд (4.34) сходится равномерно при любом значении параметра ( и его сумма является непрерывной функцией по переменным 
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есть резольвента ядра 
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 или разрешающее ядро.

В результате по аналогии с (4.29) решение уравнения Вольтерра запишется в виде 
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В заключение следует отметить, что резольвента уравнения Вольтерра и повторные ядра не зависят от нижнего предела.

Примеры на применение обратного оператора к решению интегральных уравнений

 1. С помощью резольвенты решить интегральное уравнение 
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Решение. В приведенном примере 
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Согласно (4.28) имеем
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Из формулы (4.29) получим
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Из полученного выражения следует, что решение данного уравнения существует и единственно при всех значениях 
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 обеспечивает сходимость ряда для резольвенты и гарантирует единственность решения при для всех 
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2. С помощью резольвенты решить интегральное уравнение Вольтерра


[image: image1083.wmf]2

0

()()3

t

tst

tesdse

jj

-

=+

ò

.
(4.38)

Решение. В приведенном примере 
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Применяя формулу (3),  находим итерированные ядра 
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Согласно (4.34) имеем
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Из формулы (4.36) получим решение уравнения (4.38) в виде
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Замечание. Резольвента удовлетворяет следующему функциональному уравнению
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ГЛАВА 5. ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ С ВЫРОЖДЕННЫМ ЯДРОМ

Рассмотрим частный вид интегральных уравнений Фредгольма второго рода – уравнения с вырожденным ядром.
Определение. Ядро 
[image: image1095.wmf](,)
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 интегрального уравнения называется вырожденным, если его можно представить в виде конечной суммы произведений двух функций, из которых одна зависит только от t, а другая от s:
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Будем считать, что функции 
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5.1. Метод решения

Рассмотрим интегральное уравнение Фредгольма 2-го рода с ядром вида (5.1)
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(5.2)

где 
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 – непрерывная (известная) функция на промежутке 
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Здесь 
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 – решение уравнения (5.2). Из (5.2) следует:
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Таким образом, из (5.4) видно, что задача нахождения решения уравнения (5.2) свелась к определению постоянных 
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Заменим в (5.4) индекс суммирования 
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Введем обозначения: 
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В результате получим систему линейных алгебраических уравнений для коэффициентов 
[image: image1117.wmf]i
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Если система уравнений (5.6) неразрешима, то интегральное уравнение (5.2) не имеет решения.

Пусть система (5.6) имеет решение 
[image: image1119.wmf]12
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. Подставив значения 
[image: image1120.wmf]i
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 в (5.4), получим функцию 
[image: image1121.wmf]()
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 – решение уравнения (5.2). В этом можно убедиться непосредственной подстановкой.

Таким образом, интегральное уравнение (5.2) и система линейных алгебраических уравнений (5.6) эквивалентны в том смысле, что разрешимость системы (5.6) влечет за собой разрешимость уравнения (5.2) и наоборот.

Определитель системы (5.6) 
[image: image1122.wmf]()
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Определитель
[image: image1124.wmf](
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является многочленом относительно 
[image: image1125.wmf]l

 степени не выше 
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, причем отличный от тождественного нуля. Действительно, полагая 
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Из этого следует, что 
[image: image1129.wmf]()
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 имеет не более n различных корней. Нули 
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, то есть корни уравнения 
[image: image1131.wmf]()0
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[image: image1132.wmf](,)

Kts

 или уравнения (5.2). 
[image: image1133.wmf]()

D

l

называется определителем Фредгольма интегрального уравнения (5.2).
Если ( не совпадает ни с одним из нулей 
[image: image1134.wmf]()
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, то есть 
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, то система линейных уравнений (5.6) однозначно разрешима при любых правых частях 
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. Этот вывод и составляет содержание первой теоремы Фредгольма.
Первая теорема Фредгольма. Если ( не является характеристическим числом, то интегральное уравнение (5.2) имеет единственное решение 
[image: image1137.wmf]()
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, определяемое формулой (5.4) при любом свободном члене 
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5.2. Однородное уравнение Фредгольма с вырожденными ядрами

Рассмотрим различные возможные случаи.

1) В случае 
[image: image1139.wmf]()0
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 соответствующее однородное уравнение Фредгольма
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имеет только тривиальное решение 
[image: image1141.wmf]()0
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 равны нулю и система (5.6)будет однородной с определителем, отличным от нуля. Такая система уравнений, как известно из линейной алгебры, имеет только нулевое решение: 
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, что и приводит к нулевому решению уравнения (5.9). На основе этого вывода можно дать другую эквивалентную формулировку теоремы Фредгольма.
Другая формулировка 1-ой теоремы Фредгольма. Для того, чтобы уравнение (5.2) имело единственное решение при любой функции 
[image: image1146.wmf]()
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, необходимо и достаточно, чтобы соответствующее однородное уравнение имело только тривиальное реше
2) Пусть ( совпадает с одним из нулей определителя Фредгольма 
[image: image1147.wmf]()
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, то есть является характеристическим числом ядра 
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. Тогда определитель системы (5.6) будет равен нулю. Соответствующая однородная система
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имеет при этом некоторое число р 
[image: image1150.wmf](1)
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 линейно независимых ненулевых векторов (решений) 
[image: image1151.wmf]{
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Функции
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будут нетривиальными решениями соответствующего однородного интегрального уравнения (5.9).

Эти нетривиальные решения называются собственными или фундаментальными функциями этого уравнения (или ядра 
[image: image1153.wmf](,)
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), отвечающими данному характеристическому числу.

Число линейно независимых функций, соответствующее данному характеристическому числу, называется его рангом или кратностью.

Нетрудно видеть, что если 
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 также является собственной функцией того же характеристического числа (. Кроме того, если 
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 будет собственной функцией ядра 
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 (( – любая постоянная).

Таким образом, собственные функции 
[image: image1160.wmf]()
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 образуют линейное пространство, размерность которого равна р.

Общим решением однородного уравнения (5.9), отвечающему данному характеристическому числу будет функция
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где 
[image: image1162.wmf]l
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 – произвольные постоянные.

5.3. Сопряженное уравнение Фредгольма

Пусть дано уравнение Фредгольма второго рода


[image: image1163.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

,

b

a

tftKtssds

jlj

=+

ò

.
(5.13)

с ядром 
[image: image1164.wmf](
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Введем понятия сопряженного ядра и сопряженного интегрального уравнения
Определение 1. Ядро 
[image: image1165.wmf](
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 получаемое из 
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 путём перестановки аргументов 
[image: image1167.wmf],
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 и заменой полученного выражения на комплексно сопряженное, называется сопряженным с данным ядром
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Пример.
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тогда ядро, сопряженное данному ядру запишется в виде
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Если ядро вещественное, то:
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Остановимся на рассмотрении вещественных уравнений.

Определение 2. Уравнение
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где 
[image: image1173.wmf](
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 любая квадратично интегрируемая функция, называется сопряженным с данным уравнением (5.13).

Для интегрального уравнения (5.2) с вырожденным ядром сопряженное с ним уравнение имеет вид:
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Применяя метод, изложенный в п. 5.1, к уравнению (5.16), получим:
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где:
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Для соответсвующего однородного интегрального уравнения 
[image: image1177.wmf](
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 в этом случае имеем следующую систему линейных алгебраических уравнений
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Таким образом, мы получили систему уравнений (5.19), сопряженную с системой (5.10) (матрица 
[image: image1179.wmf]{
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Пусть 
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 – квадратная матрица порядка 
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Если дана система линейных алгебраических уравнений 
[image: image1186.wmf]AXF
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, то сопряженная система 
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AXG

=




[image: image1188.wmf]11

22

;.

nn

XF

XF

XF

XF

æöæö

ç÷ç÷

ç÷ç÷

==

ç÷ç÷

ç÷ç÷

èøèø

LL


 Из линейной алгебры известно:
Теорема 1. Если определитель системы линейных уравнений равен нулю, то однородная система 
[image: image1189.wmf]0
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 и сопряженная 
[image: image1190.wmf]*

0

AX

=

 имеют каждая 
[image: image1191.wmf](
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 линейно независимых решений.

Таким образом, система (5.10) и (5.19) имеют одинаковое число линейно независимых вектор решений.

Если 
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 ненулевые решения, то функции:
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будут собственными функциями однородного уравнения
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сопряженного с уравнением (5.9). Эти выводы отражаются во второй теореме Фредгольма.
Вторая теорема Фредгольма.

Если 
[image: image1195.wmf]l

 – есть характеристическое число ядра 
[image: image1196.wmf](
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, то однородное интегральное уравнение (5.9) и сопряженное с ним уравнение (5.21) имеют одно и то же конечное число линейно независимых собственных функций.

5.4. Неоднородное интегральное уравнение с вырожденным ядром, когда ( – характеристическое число

Вернемся к неоднородному интегральному уравнению Фредгольма
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Разрешимость этого уравнения эквивалентна разрешимости системы линейных алгебраических уравнений.
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где
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Приведем без доказательства теорему о разрешимости системы уравнений (5.23).
Теорема 2. Для того, чтобы неоднородная система линейных уравнений была разрешима, необходимо и достаточно, чтобы вектор свободных членов этой системы был ортогонален ко всем вектор-решениям сопряженной однородной системы.

Согласно этой теореме, неоднородная система (5.23) будет разрешима тогда и только тогда, когда вектор 
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или
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где 
[image: image1206.wmf](
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 – собственная функция однородного сопряженного уравнения для характеристического числа 
[image: image1207.wmf]l
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Отсюда следует: неоднородное интегральное уравнение (5.22) с вырожденным ядром при 
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 – характеристическим числом будет разрешимо тогда и только тогда, когда свободный член 
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 будет ортогонален ко всем решениям сопряженного однородного интегрального уравнения – это третья теорема Фредгольма.
Таким образом, вопрос о разрешимости уравнения (5.22) при 
[image: image1210.wmf]l

 – характеристическом числе требует проверки конечного числа 
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 условий
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Очевидно, что условия (5.25) будут заведомо выполнены, если
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Если эти условия выполнены (5.22) имеет бесконечное множество решений в виде:
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 – общее решение однородного уравнения; 
[image: image1216.wmf]н

j

 – какое-либо решение неоднородного уравнения.

Пример. Решить интегральное уравнение
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где 
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Перепишем уравнение в виде
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В результате уравнение (5.27) преобразуется к виду:
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Далее поэтапно умножая равенство (5.28) на 
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(5.29)

Определитель системы уравнений (5.29) равен:
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Если 
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, то система (5.29) имеет единственное решение и уравнение (5.27) разрешимо при любой функции
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Пусть 
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будет иметь ненулевое решение 
[image: image1242.wmf]3
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, где 
[image: image1243.wmf]c

 – любое число. Отсюда однородное интегральное уравнение
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при 
[image: image1245.wmf]15
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 имеет ненулевое решение
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Ядро 
[image: image1247.wmf](,)
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 симметрично, то есть 
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, поэтому сопряженное уравнение совпадает с уравнением (5.27) и соответственно решение сопряженного уравнения имеет вид:
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Неоднородная система алгебраических уравнений (5.29) при 
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 перепишется в виде:
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(5.34)

Из третьей теоремы Фредгольма следует, что эта система уравнений будет разрешима, если только
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или, что то же самое
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то есть, когда 
[image: image1254.wmf]()
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 будет ортогональна любому решению сопряженному однородному уравнению.

В частности, из (5.35) видно, что если 
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 то условие (5.35) не выполняется и уравнение (5.27) не имеет решения.

Если положить 
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В результате уравнение (5.27) имеет бесконечное множество решений
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Здесь 
[image: image1261.wmf]c

 произвольная постоянная.

Аналогичный анализ решения уравнения (5.27) можно провести, если характеристическим числом ядра этого уравнения будет корень определителя Фредгольма 
[image: image1262.wmf]15
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Как обобщение доказанных теорем можно сформулировать следующую теорему:
Теорема об альтернативе. Если однородное интегральное уравнение Фредгольма с вырожденным ядром имеет только тривиальное решение, то соответствующее неоднородное уравнение всегда имеет одно и только одно решение. Если же однородное уравнение имеет нетривиальное решение, то неоднородное интегральное уравнение в зависимости от свободного члена 
[image: image1263.wmf](
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, либо вовсе не имеет решений, либо имеет бесконечное число решений.
5.5. Приведение интегральных уравнений с произвольным непрерывным ядром к уравнению с вырожденным ядром

Пусть имеем интегральное уравнение Фредгольма второго рода
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с невырожденным непрерывным ядром 
[image: image1265.wmf](,)
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 в прямоугольнике 
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на промежутке
[image: image1268.wmf][

]

,

ab

.

Можно показать, что если построить вырожденное ядро 
[image: image1269.wmf](,)

Hts

 достаточно близкое к 
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, то решение уравнения с ядром с той же правой частью 
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 будет достаточно близко к решению исходного уравнения (1).

Более того, если построить последовательность 
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 исходного уравнения с ядром 
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. Способы построения вырожденных ядер близких к 
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 могут быть самыми различными. В частности, это может быть представление 
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 степенными или тригонометрическими рядами.

Пример. Решить интегральное уравнение Фредгольма второго рода, приведя его к уравнению с вырожденным ядром
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Ядро уравнения 
[image: image1281.wmf](,)(1)
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 аппроксимируем суммой первых 3-х членов разложения в ряд Тейлора:
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В результате имеем уравнение с вырожденным ядром
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Его решение ищем в виде
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Используя (5.3), получим
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После проведения интегрирования окончательно будем иметь приближенное решение:
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Для сравнения получим точное решение уравнения (5.37). Используем метод последовательных приближений. В качестве первого приближения положим
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Подставляя это значение в уравнение (5.37), получим
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Не трудно заметить, что все последующие приближения приводят к точному решению 
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Для полученного приближенного решения при 
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имеем: 
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. В результате отклонение приближенного решения от точного составляет 0,008.

ГЛАВА 6. ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

Пусть функция 
[image: image1295.wmf]()
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 задана в интервале
[image: image1296.wmf](
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, конечном или бесконечном.
Определение. Интегральным преобразованием функции 
[image: image1297.wmf]()
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 называется функция
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где 
[image: image1299.wmf](
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 фиксированная для данного преобразования функция, называемая ядром преобразования

6.1. Интегралы Фурье

6.1.1. Определение. Условие разложимости функции в интеграл Фурье 

Пусть функция 
[image: image1300.wmf]()
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 определена на всей числовой оси и не является периодической.

Если функция 
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 абсолютно интегрируема на всей числовой оси, т.е. ее интеграл 
[image: image1302.wmf]|()|
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 сходится, и если она удовлетворяет условиям Дерихле на любом конечном интервале, то ее можно представить интегралом Фурье 
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где
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Интеграл Фурье функции 
[image: image1306.wmf]()
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 сходится к этой функции всюду, кроме, быть может, точек разрыва первого рода 
[image: image1307.wmf]k
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, где (как и ряд Фурье) он дает значение, равное
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В формуле (6.1) мы имеем разложение функции 
[image: image1309.wmf]()
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 в бесконечном интервале 
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 на гармонические колебания, частоты которых непрерывно меняются от 0 до (.

Когда функция периодическая, ее разложение в ряд Фурье состоит из отдельных гармоник с дискретно меняющейся частотой 
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. Каждая такая гармоника имеет определенную амплитуду (коэффициент Фурье). Зависимость амплитуды от частоты называется амплитудным спектром функции. Говорят, периодическая функция имеет дискретный спектр. Аналогично говорят, что непериодическая функция имеет непрерывный спектр, частоты образующих ее гармоник меняются непрерывно. При этом функции 
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 дают закон распределения амплитуд и начальных фаз в зависимости от частоты. Заметим что интеграл Фурье (6.1) можно получить с помощью предельного перехода из ряда Фурье при 
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Подставляя значения 
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 (6.2) и 
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 (6.3) в формулу (6.1), получим несколько иную часто употребляемую форму интеграла Фурье:
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6.1.2. Особенности разложения функций в интеграл Фурье

Для четных и нечетных функций интеграл Фурье упрощается.
1. Разложение четных функций. Если 
[image: image1318.wmf]()
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 – четная функция, т.е. 
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 в (6.3) будет нечетной и функция 
[image: image1321.wmf](

)

B

w

, как интеграл от нечетной функций по симметричному интервалу, равна нулю. Следовательно, четная функция представляется интегралом Фурье в виде:
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2.Разложение нечетных функций. Если 
[image: image1323.wmf]()

fx

 – нечетная функция, т.е. 
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 в (6.2) будет нечетной и функция 
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, как интеграл от нечетной функции по симметричному интервалу, равна нулю. Следовательно, нечетная функция представляется интегралом Фурье в виде:
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 3. Разложение функций, заданных на половине интервала. 
Если функция 
[image: image1328.wmf]()
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 задана только в интервале 
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, то по разному продолжая ее в соседний интервал 
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, можно затем представить ее различными интегралами Фурье.

 Целесообразно функцию 
[image: image1331.wmf]()
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доопределить так, чтобы ее можно было представить интегралами Фурье вида (6.5) или (6.6). Интегралом Фурье (6.5) – при четном продолжении функции, а интегралом Фурье (6.6) – при нечетном продолжении функции.

6.1.3. Интеграл Фурье в комплексной форме. Интегральные преобразования Фурье

1. Интеграл Фурье в комплексной форме. С помощью формул Эйлера 
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из (6.1), получается удобная и легко запоминающаяся комплексная форма интеграла Фурье
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где
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Или, объединяя (6.7), (6.8), получим
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Комплексная функция 
[image: image1336.wmf]()
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 называется преобразованием Фурье функции 
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. При этом модуль 
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 называют амплитудной характеристикой функции (или амплитудным спектром), а – 
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 – фазовым спектром. 
2. Интегральные преобразования Фурье. С формулами (6.5) – (6.9) 

связаны интегральные преобразования Фурье, которые записываются в соответствующем виде:

а) Преобразование Фурье общего вида:
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 (прямое преобразование), 
(6.10)



[image: image1341.wmf]1

()()

2

it

fteFd

w

ww

p

+¥

-

-¥

=

ò

 (обратное преобразование). 
(6.11)

б) Косинус – преобразование Фурье (для четных функций):
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с) Синус – преобразование Фурье (для нечетных функций):
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(6.15)

Синус и косинус – преобразования Фурье могут применяться к функциям, заданным лишь на положительной полуоси 
[image: image1346.wmf]0
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, если эти функции абсолютно интегрируемы вдоль этой полуоси и удовлетворяют на любом ее конечном отрезке условиям Дерихле. При этом косинус – преобразование продолжает функцию 
[image: image1347.wmf]()
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 на отрицательную полуось четным образом, а синус – преобразование – нечетным.

Примечание. В интегральных формах Фурье все интегралы вида 
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 понимаются в смысле главного значения, т.е.
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Примеры.

1. Представить в виде интеграла Фурье функцию
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Решение. Данная функция нечетная (рис. 4). Поэтому согласно формуле (6.6)
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Рис. 4. График функции 
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Внутренний интеграл 
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 вычисляем отдельно, используя метод интегрирования по частям: 
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Еще раз применяем интегрирование по частям 
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Отсюда, приводя подобные члены, содержащие I, находим
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Следовательно,
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Здесь 
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2. Пусть функция 
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Найти ее косинус и синус -преобразования (рис. 5.)
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Рис. 5. График функции 
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Решение. Находим косинус-преобразование данной функции:
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Найдем теперь синус-преобразование:
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Отсюда получаем
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3. Представить в виде интеграла Фурье функцию 
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Решение. Данная функция определена только в интервале 
[image: image1378.wmf](0,)
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 (рис. 6). Поэтому ее можно представить различными интегралами Фурье (в зависимости от способа продолжения на интервал 
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Рис. 6. График функции 
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При четном продолжении данной функции в интервал 
[image: image1382.wmf](,0)
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 по формуле (6.5) получим:
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При нечетном продолжении данной функции в интервал 
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Оба полученных интеграла Фурье представляют данную функцию во всей области ее определения, включая и точку 
[image: image1386.wmf]3
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, в которой функция имеет разрыв первого рода. В этой точке значение каждого из полученных интегралов
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и значение данной функции 
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 – одинаковы.

4. Представить в виде интеграла Фурье функцию 
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Решение. Применяем формулу (6.1), вычисляем коэффициенты А и В по формулам (6.2) и (6.3) соответственно. Имеем:
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Подставляя в формулу (6.1), получим
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Это равенство справедливо, т.е. полученный интеграл сходится к функции 
[image: image1393.wmf]()
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Решение будет короче, если воспользоваться комплексной формой (6.7) интеграла Фурье:
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Разумеется, это представление данной функции интегралом Фурье в комплексной форме и полученное выше представление ее интегралом Фурье в обычной форме отличаются только по форме и могут быть преобразованы одно в другое с помощью формул Эйлера.

5. Найти преобразование Фурье функции
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Решение. Используя формулу (6.10), получим
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Следовательно
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6.1.4. Теорема о свертке

Важную роль в применении преобразования Фурье для решения интегральных уравнений играет теорема о свертке. 
Пусть 
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Причем двойной интеграл справа сходится абсолютно.

Сделаем замену переменной 
[image: image1408.wmf]tt
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и поменяем порядок интегрирования. В результате преобразований выражение (6.16) примет вид:
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Функция
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(6.18)
называется сверткой функций 
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Перепишем формулу (6.17) в новом обозначении. Имеем:
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Теорема: преобразование Фурье свертки функций
[image: image1415.wmf]1

()

ft

 и 
[image: image1416.wmf]2

()

ft

 равно умноженному на 
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 произведению преобразований Фурье свертываемых функций:
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Символ “
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(6.21)
6.1.5. Интегральное уравнение Фредгольма типа свертки

Рассмотрим уравнение Фредгольма второго рода на оси 
[image: image1424.wmf]t
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 с ядром, зависящем от разности аргументов:
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Если все функции удовлетворяют условиям преобразования Фурье, применим преобразование Фурье. Используя теорему о свертке, получим:
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Где 
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Отсюда решение уравнения (6.22) запишется виде интеграла:
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Если (
[image: image1436.wmf]12()
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) имеет нули при вещественном (, то уравнение (6.22), вообще говоря, не имеет абсолютно интегрируемого на всей оси t решений.
Преобразование Фурье можно применить и к решению уравнений Фредгольма 1-го рода.
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Здесь 
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 известная функция, 
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 – искомая функция. Применим к общим частям (6.26) преобразование Фурье и теорему о свертке. Получим
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Отсюда для изображения функции 
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И окончательно имеем следующее решение уравнения (6.26)
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Замечание. Чтобы функция 
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, определяемая интегралом (6.28), действительно была решением уравнения (6.26), 
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Именно: пусть 
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6.2. Элементы операционного исчисления. Преобразование Лапласа

6.2.1. Основные определения

Пусть функция действительного аргумента
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б) Функция 
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 имеет ограниченный рост, возрастает по модулю не быстрее показательной функции, т.е. 
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Величина 
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Такие функции в операционном исчислении называются оригиналами. Совокупность всех оригиналов называется пространством оригиналов.
В частности для любой ограниченной функции, являющейся оригиналом, можно принять 
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Изображением функции 
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Это – интеграл Лапласа (или преобразование Лапласа).

Обозначение
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За значение оригинала в точках разрыва 1-го рода 
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принимают полусумму его предельных значений слева и справа от этой точки.
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При 
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Область существования функции (6.29) определяется областью сходимости интеграла Лапласа. Для анализа этого интеграла полезно следующее утверждение.

Утверждение. Если функция 
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В общем случае оригинал по изображению находится с помощью обратного преобразования Лапласа по формуле обращения
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где путь интегрирования – любая прямая 
[image: image1485.wmf]Re
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, параллельная мнимой оси и лежащая правее прямой 
[image: image1486.wmf]0
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 (рис. 7).
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Рис. 7. Контур интегрирования при обратном преобразовании Лапласса
Непосредственное применения формулы обращения (6.32) часто затруднительно. Поэтому на практике пользуются специальными более простыми методами.

Нахождение изображений по формуле (6.29).

Примеры.

1. Изображение единичной функции Хевисайда
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По формуле (6.29)
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2. Изображение 
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Показателем роста можно считать 
[image: image1494.wmf](
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6.2.2. Свойства преобразований Лапласа
1. Соответствие между оригиналом и изображением взаимно однозначно.

2. Линейность. Любой линейной комбинации конечного множества оригиналов в качестве изображения отвечает соответствующая комбинация их изображений, т.е. если 
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Справедливо и обратное. Если 
[image: image1497.wmf](
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следует из свойства определенных интегралов.

Пример 3.

Найти изображение 
[image: image1499.wmf](
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Из примеров (1) и (2) при 
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Пример 4.

Найти изображения оригиналов: а) 
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Решение.
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Используя формулу (6.34),получим:
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Затем по второму свойству преобразования Лапласа имеем:



[image: image1505.wmf](

)

(

)

(

)

2

11

cos

221

p

Lt

pipip

=+=

-++

.
(6.36)
б)
[image: image1506.wmf](
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Проводя аналогичные рассуждения, что и выше получим:
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Теоремы.

1. Теорема подобия. Для любого 
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Действительно,
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Выполняется и обратно
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Пример 5. Найти изображение оригинала, применяя теорему подобия:
[image: image1513.wmf]()cos
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.
Решение. Воспользуемся формулами (6.36) и (6.37) и применим теорему подобия. Имеем:
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Аналогично по теореме подобия получим:
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2. Теорема смещения. При любом комплексном а при 
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то есть умножение оригинала на 
[image: image1518.wmf]exp()
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 соответствует смещению изображения на величину а.

Действительно,
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Пример 6. Найти изображение оригинала, применяя теорему смещения :
[image: image1521.wmf]()cos
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ftet
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Решение. Используя (6.40) и применяя теорему смещения, получим:


[image: image1522.wmf]22

[cos]

()

at

pa

Let

pa

b

b

-

=

-+

.
(6.43)
3. Теорема запаздывания. 
Для любого 
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где 
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то есть запаздыванию оригинала на 
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Рис. 8. 
Пример 7. Найти изображение оригинала, применяя теорему запаздывания: 
[image: image1532.wmf]()cos(3),30
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Решение. Используем (6.36) и теорему запаздывания. В результате имеем:
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4. Дифференцирования изображения.
Если 
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 – оригинал и 
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Пример 8. Найти изображения оригиналов, используя теорему дифференцирования изображения.
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Решение.

Из формулы (6.33) следует, что 
[image: image1538.wmf]1

[()]()

LstFp

p

==

. Согласно (6.46) при 
[image: image1539.wmf]1

n

=

 получаем 
[image: image1540.wmf]2

1

[]()

LtFp

p

¢

-==-

 или по свойству линейности 
[image: image1541.wmf]2

1

[]

Lt

p

=

. При 
[image: image1542.wmf]2

n

=

 имеем 
[image: image1543.wmf]2

3

2

[]()

LtFp

p

¢¢

==

. При 
[image: image1544.wmf]3

n

=

 имеем 
[image: image1545.wmf]3

4

123

[]

Lt

t

××

-=-

. Окончательно получим общую формулу:



[image: image1546.wmf]1

!

[]

n

n

n

Lt

p

+

=

.
(6.47)

5. Интегрирование изображения. Если функция 
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Пример 9. Найти изображение функции 
[image: image1550.wmf]sin

t

t

, используя теорему интегрирования изображения.

Решение.

Функция 
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6. Дифференцирование оригинала. Пусть оригинал 
[image: image1556.wmf]()
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 дифференцируем n раз и его производные до n-го порядка являются оригиналами. В этом случае справедлива теорема дифференцирования оригинала: если 
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В дальнейшем знак плюс перед нулем будем опускать.
Пример 11. Найти изображения первой и второй производных оригинала 
[image: image1559.wmf]()
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.
Решение. По формуле (6.50) получим:
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7. Интегрирования оригинала. Если функция 
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Пример 12. Найти изображение интеграла 
[image: image1565.wmf](
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Решение. Из формулы (6.36) имеем 
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6.2.3. Изображение свертки функций 

Свертка двух функций Если функции 
[image: image1569.wmf]1
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если интеграл (6.52) существует. Отметим свойства свертки. 
а). Операция свертки коммутативна:
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б). Для функций – оригиналов 
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в) Свертка функций – оригиналов является функцией – оригиналом. 

Теорема о свертке (теорема умножения изображений – теорема Бореля).
Если 
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т.е. изображение свертки 2-х оригиналов равно произведению их изображений.
Эта теорема играет большую роль не только при нахождении оригиналов по изображению, но и в приложениях преобразования Лапласа к интегральным уравнениям.
Пример 10. Пусть 
[image: image1583.wmf]1

()

ftt

=

 и 
[image: image1584.wmf]2

()cos

ftt

a

=

, найти изображение их свертки.
Решение. Из формул (6.8) и (6.14) имеем 
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6.2.4. Отыскание оригинала по изображению

При отыскании оригинала по изображению по общей формуле (6.32)затруднительно. Поэтому часто проще использовать таблицу изображений основных элементарных функций и приведенные выше теоремы, а также теоремы разложения.

1-ая теорема разложения.

Если изображение искомой функции может быть разложено в степенной ряд по степеням 
[image: image1588.wmf]1
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то оригинал находится по формуле:
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Причем этот ряд сходится для всех значений t.

2-ая теорема разложения. 

2-ая теорема разложения позволяет найти оригинал для изображения, являющегося дробно-рациональной функцией от р, то есть



[image: image1592.wmf]()

()

()

m

n

Up

Fp

Vp

=

,


[image: image1593.wmf]()

m

Up

 и 
[image: image1594.wmf]()

n

Vp

 – многочлены от р соответственно степени m и n, 
[image: image1595.wmf]mn

<

, не имеющие общих корней

В этом случае 
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Если все полюсы 
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Здесь учтено, что



[image: image1600.wmf]()()

Re

()

()

k

k

pt

pt

mmk

p

n

nk

UpUp

see

Vp

Vp

=

¢

.

6.2.5. Применение преобразования Лапласа для решения интегральных и дифференциальных уравнений

6.2.5.1. Интегральное уравнение Волтерра второго рода типа свертки

Рассмотрим линейное интегральное уравнение Волтерра 2-го рода
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Пусть 
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При любом ( уравнение (6.57) имеет единственное непрерывное решение. Для решения 
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Таким образом, решение 
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Пусть
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Применяя к обеим частям (6.57) преобразование Лапласа и пользуясь теоремой о свертке, имеем:
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Откуда:
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Для отыскания оригинала-решения 
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 можно использовать приведенные выше теоремы, стандартные таблицы или общую формулу обращения.
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Замечание. Рассмотренный выше метод применим и для решения уравнения Вольтерра 1-го рода типа свертки.

Пример. Решить интегральное уравнение Вольтерра:
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Решение. Это уравнение Вольтерра 2-го рода типа свертки. Применяем теорему о свертке.
Учитывая, что
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получим



[image: image1620.wmf](

)

2

2224224

2

11111111

1

1

1

p

Фp

ppppppp

p

+

===+=+

-

+

;
(6.63)

Определяя по изображению (6.63) оригинал находим искомую функцию – решение уравнения (6.62)
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6.2.5.2. Нелинейные интегральные уравнения Вольтерра типа свертки

Рассмотрим нелинейное интегральное уравнение вида:
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Пусть 
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, используя теорему о свертке, получим:
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Отсюда
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Пример. Решить интегральное уравнение:
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Это нелинейное уравнение. Для его решения можно применить теорему о свертке. Имеем уравнение, определяющее изображение искомой функции:
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Из решения этого уравнения следует:
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Из условия 
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Этому изображению соответствует оригинал 
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6.2.4.3. Применение преобразования Лапласа для решения дифференциальных уравнений

Пусть требуется решить линейное дифференциальное уравнение n-го порядка с постоянными коэффициентами
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правая часть которого 
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 является оригиналом, то есть 
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Из уравнения мы определяем изображение 
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Уравнения для изображений имеет вид:
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Для изображения имеем следующее выражение:
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По изображению (6.71) находим оригинал – решение уравнения (6.68)
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6.3. Преобразование Меллина и его применение

6.3.1. Преобразование Меллина 

Пусть 
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Преобразованием Меллина функции 
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Формула обращения преобразования Меллина имеет вид:
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где интеграл берется вдоль прямой 
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 (рис. 9), параллельной мнимой оси плоскости 
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 и понимается в смысле главного значения.
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Рис. 9. Контур интерирования интеграла (6.73)
Формулы (6.72), (6.73) называют формулами обращения Меллина.

Частный случай их хорошо известен
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[image: image1667.wmf](
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 – гамма-функция Эйлера.

Преобразование Меллина тесно связано с преобразованиями Фурье и Лапласа. Многие теоремы, относящиеся к преобразованию Меллина, могут быть получены из соответствующих теорем преобразований Фурье и Лапласа путем замены переменных.

Пусть 
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сходится хотя бы на одной прямой 
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Проводя замену переменных:



[image: image1677.wmf];ln;;0;

t

tt

du

ueutdtuu

u

-

=+¥=-¥

==-=-==¥

,

получим
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где 
[image: image1679.wmf](

)

Fp

 является преобразованием Меллина функции 
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Полученное соотношение позволяет выводить формулы преобразования Меллина из формул преобразований Лапласа. Например,формула свертки для преобразования Меллина имеет вид:
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6.3.2. Применение преобразования Меллина для решения интегральных уравнений

Преобразование Меллина удобно применять для интегральных уравнений вида:
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Действительно, если 
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то, применяя преобразование Меллина, получим:
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и соотвнтственно:
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Это изображение решения уравнения (6.77).По формуле (6.73), используя (6.78), получим решение уравнения (6.77) в виде:
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Пример. Рассмотрим интегральное уравнение
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Имеем
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так что области аналитичности 
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 совпадают. Уравнение для изображения, отвечающее уравнению (6.80), будет иметь вид
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По формуле обращения (6.73) находим
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Для вычисления интеграла этого применим теорему Коши о вычетах. При 
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 в контур интегрирования включаем полуокружность, лежащую в правой полплоскости. В этом случае единственная особенность подынтегральной фунции находится в точке 
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Это приводит к решению в виде:
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где 
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Окончательно решение уравнения (6.80) имеет вид
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