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Глава 1. ЭЛЕМЕНТЫ ЛИНЕЙНОЙ АЛГЕБРЫ 
Главная задача при изучении материала данного раздела – научить-

ся решать системы линейных уравнений. В связи с этим нам понадобит-
ся изучить свойства таких математических объектов как матрицы и оп-
ределители. Определители используются при решении систем линейных 
уравнений по правилу Крамера, а матрицы – по методу Гаусса.  

Изучение матриц необходимо ещё и потому, что матричный язык, 
матричные обозначения и вычисления широко используются в совре-
менной математике и ее приложениях:  в линейной алгебре, математи-
ческом анализе, теории вероятностей, механике, теоретической электро-
технике, квантовой механике и др. 

1.1. Матрицы. Определения и классификация 
Определение  1.1. Прямоугольная  таблица ,  состав-

ленная  из  каких-либо  элементов ,  имеющая  m строк  и  n 
столбцов ,  называется  матрицей  размера  m ×  n.  
Приняты следующие обозначения матриц: 
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где aij называются элементами  матрицы;  это могут быть числа, 
функции, векторы и т. д. Первый индекс i – номер строки 
(i = 1, 2, …, m), второй  j – номер столбца (j = 1, 2, …, n). 

Пример  1.  Укажите размерность матриц:  
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Решение .  1.1. Матрица имеет 3 строки и 4 столбца, значит, − это 
матрица размерности (3×4), элементами которой являются действитель-
ные числа. 

1.2. Матрица имеет 2 строки и 2 столбца, значит, − это матрица 
размерности (2×2), элементами которой являются функции. 

Рассмотрим некоторые виды матриц: 
1. Если m = n (т. е. число строк матрицы равно числу столбцов), то 
матрица А называется квадратной  порядка n: 
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Элементы aij, i = j, а именно nnaaa ,,, 2211 K , образуют так назы-
ваемую главную диагональ матрицы. 

2. Если в квадратной матрице все недиагональные элементы равны 
нулю (т. е. aij = 0 при i ≠ j ), то такая матрица называется диаго-
нальной: 
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3. Диагональная матрица, у которой 
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единичной и обозначается Е (на множестве матриц играет роль 
единицы): 
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4. Квадратная матрица называется треугольной, если все её эле-
менты, стоящие по одну сторону от главной диагонали, равны 
нулю: 
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 – верхняя треугольная матрица, 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

nnnnn aaaa

aaa
aa

a

C

L
LLLLL

L
L
L

321

333231
2221

11

0
00
000

 – нижняя треугольная матрица. 

5. Матрица, у которой только один столбец, называется столбцовой 
(матрица-столбец): 
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6. Матрица, у которой только одна строка, называется строчной 
(матрица-строка): 

( ) njn aaaa 1111211 )(=L . 

7. Матрица, все элементы которой равны 0, называется нулевой (на 
множестве матриц играет роль нуля). 

 

1.2. Линейные операции над матрицами 
К линейным операциям над матрицами относятся: сложение, вычи-

тание матриц и умножение матрицы на число. 
Определение  1.2.  Суммой (разностью) двух матриц А и 

В одинакового размера (т × п) называется матрица С того же 
размера, элементы которой cij равны сумме (разности) соответ-
ствующих элементов матриц А и В: 

( ) ( ) .
nmjijinmji bac

××
±=  

Определение  1.3.  Произведением матрицы А на число α 
называется матрица В, которая получается из матрицы А ум-

ножением на α всех её элементов, т. е. В = ,Aα  где jiji ab α= . 
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Определение  1.4.  Матрицы А и В одного размера т ×  п 
называются равными (А = В), если каждый элемент aij матри-
цы А равен соответствующему элементу матрицы В (aij = bij, 

mi ,,3,2,1 K= , nj ,,3,2,1 K= ). 
Свойства  суммы  матриц  

1. Переместительный  закон 
ABBA +=+ ,  

если А и В – матрицы одного размера m × n. 
2. Сочетательный  

)()( CBACBA ++=++ . 

3. Добавление нулевой матрицы  не меняет матрицы А: 
AA =+ 0 . 

4. Существует  единственная  матрица  ( 1) A A− ⋅ = −  такая, 
что   

0)( =−+ AA . 

5. При умножении матрицы на  константу , равную ну-
лю, получим  нулевую матрицу  

0=⋅β A , если 0=β . 

6. Произведение  суммы матриц на  число  равняется 
сумме произведений  каждой матрицы  на  это  число: 

BABA β+β=+β )( ,  const=β . 

Пример  2. Найти матрицу Q = 2А − 3В + 5, если  
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Решение . На множестве матриц роль единицы играет единичная 
матрица, следовательно, Q = 2А − 3В + 5 = 2А − 3В + 5E: 
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1.3. Произведение матриц 

Определение  1.5.  Если матрица А имеет размеры (т × р) 
и матрица В имеет размеры (р × п), то произведением матри-
цы А на матрицу В называется матрица С(т × п), элементы ко-
торой 

,
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2211 ∑
=

=+++=
p

k
kjikpjipjijiij babababac L  

где i = 1, 2, …, m, j = 1, 2, …, n. Обозначается: .nppmnm BAC ××× ⋅=  
Таким образом, чтобы получить элемент сij матрицы С, необходимо 

найти сумму произведений элементов i-той строки матрицы А на соот-
ветствующие элементы j–го столбца матрицы В, т. е. умножение матриц 
возможно тогда, и только тогда, когда число столбцов матрицы А равно 
числу строк матрицы В. 

Пример  3 . Найти произведение А ⋅ В, если 

,
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⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=A   .
0120
4231
3112
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−

−−
=B  

Решение . Проверяем размерность матриц: 32 ×A , 43×B  ⇒ можно 
перемножать. Умножаем элементы первой строки матрицы А на эле-
менты первого столбца матрицы В, сложив результаты, получаем эле-
мент с11 = 2 ⋅ 2 + 3 ⋅ 1 + 1 ⋅ 0 = 7.  

Затем снова первую строку матрицы А умножаем на следующий 
(второй) столбец матрицы В поэлементно, вычисляем 

с12 = 2 ⋅ 1 + 3 ⋅ 3 + 1 ⋅ 2 = 13. 
Снова первую строку матрицы А умножаем на третий столбец мат-

рицы В: с13 = 2(−1) +3(−2) + 1⋅ 1 = −7. 
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Наконец, чтобы получить с14, находим сумму произведений эле-
ментов той же, первой, строки матрицы А на элементы четвёртого 
столбца матрицы В: с14 = 2(−3) +3 ⋅ 4 + 1⋅ 0 = 6. 

Таким же образом вычисляем элементы второй строки матрицы С, 
а именно, перемножая элементы второй строки матрицы А поочерёдно 
на элементы столбцов матрицы В, пока не переберём все столбцы мат-
рицы В: 

С21 = −1 ⋅ 2 + 0 ⋅ 1 + 1 ⋅ 0 = −2, 

С22 = −1 ⋅ 1 + 0 ⋅ 3 + 1 ⋅ 2 = 1, 

С23 = −1 ⋅ (−1) +0 ⋅ (−2) + 1⋅ 1 = 2, 

С24 = −1 ⋅ (−3) +0 ⋅ 4 + 1⋅ 0 = 3. 
Итак,  

.
3212
67137
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=⋅= BAC  

Размерность матрицы С – (2 × 4). 
Обратите внимание: для запоминания правила проверки размерно-

стей перемножаемых матриц и результирующей рекомендуем записать 
эти размерности рядом таким образом: 2 × 3 ⋅ 3 × 4, тогда внутренние 
цифры, если они равны, доказывают возможность перемножения, а 
внешние (2 × 4) – дают размер результирующей матрицы. 

Из определения действия умножения видно, что в общем случае А ⋅ 
В ≠ В ⋅ А. Как в приведённом примере из существования произведения А 
⋅ В совершенно не следует существование произведения В ⋅ А. Если же 
окажется, что АВ = ВА, то матрицы А, В называются перестановочными. 
Например: 

;
cossin
sincos

⎟⎟
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⎞
⎜⎜
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⎛
αα
α−α

=A   ;
cossin
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( ) ( )
( ) ( ) .

cossin
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⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
β+αβ+α
β+α−β+α

== BAAB  

Основные  свойства  произведения  матриц  
1. Произведение матрицы на нулевую есть нулевая матрица:  

 А ⋅ 0 = 0. 
2. Произведение матрицы А на единичную не меняет матрицы 
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 А:  А ⋅ Е = Е ⋅ А = А. 
3. Действие умножения подчиняется распределительному и сочета-

тельному законам:  
•  дистрибутивность   

(А + В) ⋅ С = А ⋅ С + В ⋅ С,     А(В + С) = А ⋅ В + А ⋅ С; 

•  ассоциативность   

(А ⋅ В) ⋅ С = А ⋅ (В ⋅ С). 
Определение  1.6.  Транспонированием  матрицы  

называется  операция  замены  строк  матрицы  её  
столбцами .  Матрица ,  полученная  таким  образом  из  
матрицы  А ,  называется  транспонированной  по  от-
ношению  к  исходной  матрице  и  обозначается  АТ ,  

причём  если  ( ) ,nmijaA
×

=  то  ( ) mn
T
ij

T aA
×

= ,  где  .ji
T
ij aa =  

Например, если ,
65
43
21

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=A  то .

642
531
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=TA  

Операция транспонирования обладает следующими свойствами: 
1. Транспонированная матрица от суммы матриц равняется сумме 
транспонированных матриц: 

( ) TTT BABA +=+ . 

2. Действия умножения матриц на число и транспонирование мат-
рицы перестановочны: 

( ) TT AA α=α . 

3. Транспонированная матрица от произведения матриц А на В рав-
няется произведению транспонированных матриц ВТ на АТ: 

( ) TTT ABAB ⋅= . 

Определение  1.7. Степень  квадратной  матрицы .  
Так  как  две  любые  квадратные  матрицы  одного  раз-
мера  можно  перемножать ,  то  всякую  квадратную  
матрицу  можно  умножить  саму  на  себя ,  т .  е  найти  
её  степень: А ⋅ А = А2 – эта матрица называется квадратом 
матрицы А; А2 ⋅ А = А3 – эта матрица называется кубом 
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матрицы А; А(n−1) ⋅ А = Аn – эта матрица называется n-й 
степенью матрицы А. 
Исходная матрица А называется первой степенью матрицы  А1 = А. 

Нулевая степень матрицы является единичной матрицей: А0 = Е. 
Отрицательную степень определим позже, т. к. А−1 называется об-

ратной матрицей и ( ) ( ) 11 −−−− =⇒= nnnn AAAA . 

Свойства  операции  возведения  матрицы  в  степень  
• Возведение матрицы А в степень k + m равносильно произведению 

матриц Аk и Ат, т. е. 
mkmk AAA +=⋅ , 

где k, m  – целые положительные числа. 
• Возведение матрицы А в степень km равносильно возведению в сте-

пень m  матрицы Аk 

( ) kmmk AA = . 

Пример  4.  Найти куб матрицы .
13
21
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=A  

Решение .  Последовательно находим 
( )
( ) ,

70
07

11233113
12213211

13
21

13
212

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⋅−⋅⋅−⋅
−+⋅⋅+⋅

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=⋅= AAA  

( )
( ) =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+⋅⋅+⋅
−+⋅⋅+⋅

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⋅=

17203710
10273017

13
21

70
0723 AAA .

721
147
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

 

Пример  5. Найти преобразование, выражающее 321 ,, xxx ′′′′′′  через 

321 ,, xxx . 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++−=′
−+=′
+−=′

;53
,52
,43

3213

3212

3211

xxxx
xxxx
xxxx

 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

′+′=′′
′−′−′=′′

′−′+′=′′

.47
,

,354

313

3212

3211

xxx
xxxx

xxxx
 

Решение . Перейдём к матричной записи данных систем: 
,AXX =′   .XBX ′=′′  

Подставив первое равенство во второе, получаем искомое решение  
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,XABX ⋅⋅=′′  

где ,
407
111
354

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−−
−

=B   .
153
512
431

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
=A  

Вычисляем: 

( )
( )
( )

,
145047541037342017
115141511131312111
135544531534332514

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⋅+⋅−⋅⋅+⋅+−⋅−⋅+⋅
⋅−⋅+⋅⋅−⋅−−⋅+⋅−⋅
⋅−⋅−⋅⋅−⋅+−⋅⋅+⋅+⋅

=⋅ AB  

 

,
3215

892
122223

3

2

1

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
⋅
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−

−−
=⋅⋅=′′

x
x
x

XABX   
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+−−=′′
+−=′′
−−=′′

.325
,892

,122223

3213

3212

3211

xxxx
xxxx

xxxx
 

Искомое преобразование найдено. 
 

1.4. Определители квадратных матриц, их свойства и 
вычисление 

1.4.1. Минор и алгебраическое дополнение 
Рассмотрим квадратную матрицу п-го порядка 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

A

L

LLLL

L

L

21

22221

11211

. 

Сопоставим этой матрице А определённое число, которое назовём 
определителем этой матрицы и обозначим его одним из символов: 

nnnn

n

n

A

aaa

aaa
aaa

DAA

L

LLLL

L

L

21

22221

11211

det ===Δ= . 
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Определение  1.8. Определителем, или детерминантом, 
п-го порядка называется число, полученное из элементов мат-
рицы Ап×п по следующему правилу: 
1. определитель п-го порядка равен алгебраической сумме п! сла-
гаемых1; 

2. каждое слагаемое есть произведение n элементов, взятых по од-
ному из каждой строки и каждого столбца матрицы А; 

3. • слагаемое берётся со знаком плюс, если перестановки, образо-
ванные первыми и вторыми индексами элементов аij, входящими 
в произведение, одинаковой чётности (либо обе чётные, либо обе 
нечётные) и со знаком минус – в противном случае. 
Определение  1.9.  Перестановкой п чисел 1, 2, …, п на-

зывается любое расположение этих чисел в определённом по-
рядке. Число всевозможных перестановок из п чисел равно п! 

Определение  1.10. Два числа в перестановке образуют 
инверсию, если большее из них стоит впереди меньшего. Число 
пар в перестановке, образующих инверсию, называется числом 
инверсий. 
Перестановка называется чётной, если число её инверсий – чётное, 

и нечётной, если число её инверсий – нечётное. 
Пример  6. Выяснить характер перестановки 5, 2, 3, 1, 6, 4. 
Решение . Считаем число инверсий: 
5, 2; 5, 3; 5, 1; 5, 4;  ⇒ 4, 
2, 1    ⇒ 1, 
3, 1    ⇒ 1, 
6, 4    ⇒ 1. 
Итого: 7 инверсий, следовательно, перестановка – нечётная.  
Пример  7. Классифицировать произведения элементов: 

7.1. 5412352143 aaaaa ; 7.2. 43341231 aaaa . 

Решение .  
7.1. Данное произведение входит в состав определителя пятого по-

рядка. Проверяем количество инверсий первых индексов: 
4, 2; 4, 3; 4, 1; 2, 1;  3, 1. Итого 5 инверсий. 
Количество инверсий из вторых индексов: 
3, 1; 3, 2; 5, 2; 5, 4 ⇒ 4 инверсии. 

                                           
1 п! = 1 ⋅ 2 ⋅ 3 ⋅ 4 ⋅ … ⋅ п. Читается: п факториал. 
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Инверсии разной чётности, следовательно, данное слагаемое вхо-
дит в состав определителя со знаком минус. 

7.2. Данное произведение не входит в состав какого-либо опреде-
лителя, т. к. индексы 31 и 34 обозначают, что из третьей строки взяты 
сразу два элемента. 

Как Вы видели на примерах 6 и 7, пользоваться определением для 
вычисления определителя не совсем удобно. На практике существуют 
методы вычисления определителей разных порядков, позволяющие бы-
стро находить величину определителя, и, меняя методы, выполнять 
проверку вычислений. 
Вычисление  определителей  

1. Определитель второго  порядка   равен разности произведений 
элементов главной диагонали и правой диагонали: 

.12212211
2221

1211 aaaa
aa
aa

−==Δ  

Пример  8.  Вычислить определители: 

8.1. 26818)2(463
64
23

=+=−−⋅=
−

; 

8.2. ( ) aaaaaa
aa

a 211
=+=⋅−−⋅=

− . 

2. Определитель третьего  порядка  можно вычислить несколь-
кими способами (методами), один из которых − метод треуголь-
ника (звездочки): 

−−++==Δ 132231312312133221332211

333231

232221

131211
aaaaaaaaaaaa

aaa
aaa
aaa

 

112332331221 aaaaaa −− , 

где первое слагаемое – это произведение элементов главной диагонали, 
второе и третье – произведения элементов, стоящих в вершинах тре-
угольников, с основаниями, параллельными главной диагонали 
(рис. 1.1), последние три слагаемых берём с противоположными знака-
ми, составляем произведения из трёх элементов, но теперь – относи-
тельно правой диагонали (рис. 1.2). 
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Правило  Саррюса  вычисления  определителей  третьего  
порядка  

Вариант  1.  Дописываем к определителю первые 2 строки, отме-
чаем главную диагональ и параллельные ей (содержащие 3 элемента). 
Сумму произведений их элементов берём со знаком плюс. Произведе-
ние элементов правой диагонали и ей параллельных берём со знаком 
минус (рис. 1.3): 

−
−
−

+
+
+

232221

131211

333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa
aaa
aaa

 

Рис. 1.3 
.331221233211132231231231133221332211 aaaaaaaaaaaaaaaaaa −−−++=Δ  

Вариант  2.  Дописываем к определителю два первых столбца. 
Составляем сумму произведений элементов главной диагонали и ей па-
раллельных (по 3 элемента), все произведения элементов правой диаго-
нали и ей параллельных берём со знаком минус (рис. 1.4): 

3231333231

2221232221

1211131211

aaaaa
aaaaa
aaaaa
−−−+++

 

Рис. 1.4  
.122133112332132231322113312312332211 aaaaaaaaaaaaaaaaaa −−−++=Δ  

+
Рис. 1.1 Рис. 1.2 

–
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Вычисление определителей высших порядков рассмотрим позже. 

Пример  9.  Вычислить определитель 
112

121
173

−−
. 

Решение. Применим метод треугольника: 

( ) ( ) ( ) .13)171311122(217111123
112
121
173

=−⋅⋅+⋅⋅−⋅⋅−⋅⋅+⋅−⋅+−⋅⋅=
−−

 

Проверим результат, вычислив определитель методом Саррюса: 

.137341146
12112
21121
73173

=++−−+−=

+++
−−−

−−−

 

Определение  1.11. Минором Mij элемента aij опреде-
лителя п-го порядка называется определитель (п − 1)-го поряд-
ка, полученный из данного определителя путём вычёркивания 
элементов i-той строки и j-того столбца. 

Определение  1.12.   Алгебраическим дополнением Aij 
элемента aij определителя Δ называется число Aij = 
(−1)i + jMij. 
Таким образом алгебраическое дополнение Aij элемента aij – это со-

ответствующий минор Mij, умноженный на ji+− )1( . 
Пример 10. Найти алгебраические дополнения A31, A32 для опреде-

лителя 
214
320
173

−

−
=Δ . 

Решение. Найдём сначала минор M31, вычеркнув в определителе 
третью строку и первый столбец, а затем минор M32, вычеркнув в ис-
ходном определителе третью строку и второй столбец: 

23221
32
17

31 =+==
−М , 9019

30
13

32 =⋅+==
−М .  

Вычислим соответствующие им алгебраические дополнения 

23)1( 31
13

31 =−= + MА ,  9)1( 32
23

32 −=−= + MA . 
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В общем виде для 

333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

=Δ  выполненные действия вы-

глядят так: 

22132312
2322

1312

2322

131213
31 )1( aaaa

aa
aa

aa
aa

А −==−= + ; 

23111321
2321

1311

2321

131123
32 )1( aaaa

aa
aa

aa
aa

А −=−=−= + . 

Основные  свойства  определителей .  
Свойство  1 . Определитель равен сумме произведений элементов 

какой-либо i-строки на их алгебраические дополнения 

∑
=

=Δ
n

j
jijin Aa

1
)( . 

Говорят: разложить определитель по элементам i–ой строки. Это 
свойство даёт ещё один метод вычисления определителя, причём любо-
го порядка, – метод понижения порядка. 

Обратимся к частным случаям, разложив каждый из определителей 
по элементам первой строки: 

• п = 2, 

( ) ∑
=

=Δ
2

1
112 ,

j
jj Aa  

( ) 12121111
2221

1211
2 АaАa

aa
aa

+==Δ . 

Из определения алгебраического дополнения следует: 

2222
11

11 )( 1 aaА =−= + ,   2121
21

12 )( 1 aaА −=−= + . 

 

В итоге ( ) 21122211
2221

1211
2 aaaa

aa
aa

−==Δ ; 

• n = 3, 
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( ) ∑
=

=Δ
3

1
113 ,

j
jj Aa  

( ) =+−==Δ
3231

2221
13

3331

2321
12

3332

2322
11

333231

232221

131211

3 aa
aa

a
aa
aa

a
aa
aa

a
aaa
aaa
aaa

  

( ) ( ) ( ).223132211333212331122332332211 aaaaaaaaaaaaaaa −+−+−=  

Вычисление определителя третьего порядка свелось к вычислению 
трёх определителей второго порядка. 

• • п = 4, 

( ) ∑
=

=Δ
4

1
114 ,

j
jj Aa  

( )

44434241

34333231

24232221

14131211

4

aaaa
aaaa
aaaa
aaaa

=Δ ( ) 11
11 1 +−= a

444342

343332

242322

aaa
aaa
aaa

+ 

+ 21
12 )1( +−a

444341

343331

242321

aaa
aaa
aaa

+ 31
13 )1( +−a

444241

343231

242221

aaa
aaa
aaa

+ 

+ 41
14 )1( +−a

434241

333231

232221

aaa
aaa
aaa

. 

Вычисление определителя 4-го порядка свелось к вычислению оп-
ределителей третьего порядка.  

Совершенно аналогично вычисляются определители 5-го порядка. 
Они сводятся к вычислению определителей 4-го порядка, а вычисление 
определителя п-го порядка – к вычислению определителей (п − 1)-го по-
рядка. 

Свойство  2 . Сумма произведений элементов i–той строки на ал-
гебраические дополнения любой другой строки равняется нулю. 

Свойство  3.  Если в определителе элементы какой-то строки за-
писаны в виде суммы двух слагаемых, определитель можно представить 
в виде суммы двух определителей, отличающихся только одной стро-
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кой; в первом из них в указанной строке записаны первые слагаемые, во 
втором определителе данная строка содержит вторые слагаемые: 

=+=
+++

= 21
333232131

232221
131211

DD
bababa

aaa
aaa

D  

.
321
232221
131211

333231
232221
131211

bbb
aaa
aaa

aaa
aaa
aaa

+=  

Свойство  4.  Величина определителя не изменится, если его стро-
ки и столбцы поменять местами, т. е. 

332313
322212
312111

333231
232221
131211

aaa
aaa
aaa

aaa
aaa
aaa

= . 

Это свойство называется транспонированием  определителя и 
читается так: транспонирование определителя не меняет  его  
величины.  

Следствие . Правила (свойства), сформулированные для строк, 
верны и для столбцов (и наоборот). 

Свойство  5.  Перестановка двух строк (или двух столбцов) опре-
делителя равносильна умножению его на (−1) . 

Например, 
333132
232122
131112

333231
232221
131211

aaa
aaa
aaa

aaa
aaa
aaa

−= .  

Свойство  6.  Умножение всех элементов одного столбца (или од-
ной строки) определителя на любое число λ равносильно умножению 
определителя на это число λ.  Иначе, если все элементы какого-либо 
столбца содержат общий множитель, его можно вынести за знак опре-
делителя. 

Например, 
333231
232221
131211

333231
232221
131211

aaa
aaa
aaa

aaa
aaa
aaa

λ=
λ
λ
λ

.  

Свойство  7 . Если к элементам некоторого столбца (строки) оп-
ределителя прибавить соответствующие элементы другого столбца 
(строки), умноженные на любой общий множитель λ, то величина опре-
делителя не изменится. 



1.4. Определители квадратных матриц, их свойства и вычисление 
 

19 

Например, 
333231
232221
131211

33323231
23222221
13121211

aaa
aaa
aaa

aaaa
aaaa
aaaa

=
λ+
λ+
λ+

.  

Свойство  8.  Если определитель имеет два одинаковых столбца 
(или две одинаковых строки), то он равен нулю. 

Свойство  9.  Если все элементы некоторого столбца (или некото-
рой строки) определителя равны нулю, то и сам определитель равен ну-
лю. 

Свойство  10. Если элементы двух столбцов (или двух строк) оп-
ределителя пропорциональны, то определитель равен нулю. 

Доказывается с помощью свойств 6 и 8. 

Например, 02
333
011
122

363
021
142

=⋅=
−−

, т. к. первый и второй 

столбец определителя пропорциональны. 
Свойство  11. Если в определителе какой-либо столбец (строка) 

является линейной комбинацией других столбцов (строк), такой опре-
делитель равен нулю: 

0

32313231

22212221

12111211
=

β+λ
β+λ
β+λ

aaaa
aaaa
aaaa

. 

Доказывается с помощью свойств 3 и 6. 
Пример  11. Вычислить определитель  

.

4531
2332
4321
2753

−−
−−−−

=Δ  

Решение .  
Вариант  1 . Вынесем из четвёртого столбца общий множитель 2 и 

разложим определитель по элементам первой строки (см. свойства 1, 6): 

==
−−

−−−−
=Δ ∑

=
j

j
j Aa 1

4

1
12

2531
1332
2321
1753

2  
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( ) ( ) +−
−−−

−+
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

−−−
−⋅= ++

251
132
231

15
253
133
232

132 2111  

( ) ( ) .
531
332
321

1
231
132
221

17 4131

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤
−−

−−−
−+−−

−−−
−+ ++  

Каждый из определителей найдем методом треугольника: 
( ) ( )[ +−++−+−−−++−+−=Δ 1256320651810189301232  

( ) ( )]=−+−−+−−+−−++ 20996181583621267 ( ) .7073550572 =−+−  

Теперь вычислим определитель также с помощью свойств 1 и 6, но 
предварительно преобразуем его. 

Вариант 2. Вынесем общий множитель 2 из последнего столбца и 
воспользуемся свойством 7, чтобы получить нули в первом столбце: 

1,2,3,2
2531
1332
2321
1753

4531
2332
4321
2753

−⋅==Δ −−
−−−−

−−
−−−− . 

 
Цифры и стрелки справа от определителя обозначают следующие 

преобразования: вторую строку умножим на 3 и прибавим к первой 
строке (результат запишем на месте первой строки). Затем вторую стро-
ку, умножив на (−2), прибавим к третьей (результат запишем на месте 
третьей строки) и, наконец, вторую строку прибавим к четвёртой. Полу-
чаем 

.22 1
4

1
1

0210
5910
2321
5210

j
j

j Aa∑
=

==Δ −−−−
−−−

 

Теперь воспользуемся свойством 1, разложим определитель по 
элементам первого столбца: 

[ ] ( ) =−−=⋅+⋅+⋅−⋅=Δ
−−−

+

021
591
521

12
41312111 1200102 AAAA  
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=== ∑
=

−−−

j
j

j Aa 2
3

1
222

021
070
521

 

( ) .70
01
51

720702 232221 =
−−

⋅⋅=⋅++⋅= AAA  

Очевидно, второй вариант более компактный, т. к вычисление оп-
ределителя четвёртого порядка свелось к вычислению только одного 
определителя третьего порядка, который также преобразовали, приба-
вив первую строку ко второй, а затем разложили по элементам второй 
строки. 

Определение  1.13. Если определитель D квадратной 
матрицы А отличен от нуля, то матрица А называется невы-
рожденной. 
Замечание .  Если квадратные матрицы А, В – одного порядка, то 

( ) .detdetdet BAAB ⋅=  
Упражнения .  Доказать справедливость равенств, пользуясь пе-

речисленными выше свойствами определителей. 

1. ;0
933

1522
1711

=  2. ;0
2coscossin
2coscossin
2coscossin

22

22

22

=
γγγ
βββ
ααα

 

 

3. ;
1154
232
723

354
232
123

−−=−   4. .
283
132
001

723
512
321

−
−−=−−

−
 

 

1.5. Ранг матрицы. Основные методы вычисления ранга 
Рассмотрим прямоугольную матрицу А (т × п): 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

A

L

LLLL

L

L

21

22221

11211

. 
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Пусть в матрице А выбраны произвольно k-строк и k-столбцов 
)),(min( nmk ≤ . Элементы, стоящие на пересечении выбранных строк и 

столбцов, образуют квадратную матрицу порядка k, определитель кото-
рой называется минором k-порядка матрицы А. 

Определение  1.14.  Рангом матрицы А называется по-
рядок наибольшего минора этой матрицы, отличного от нуля. 
Ранг обозначают:  

rang A = k, если 0≠kM , 01 =+kM , 02 =+kM , … . 

Метод  окаймляющих  миноров  
Пусть в матрице А найден минор М k-го порядка, отличный от ну-

ля. Рассмотрим лишь те миноры (k + 1)-го порядка, которые содержат в 
себе (окаймляют) минор Мk; если все они равны нулю, то ранг матрицы 
равен k. В противном случае среди окаймляющих миноров найдётся не-
нулевой минор (k + 1)-го порядка, и вся процедура повторится. 

Пример  12. Найти ранг матрицы
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

−−
−

−−
−

54474
13110
24121
01342

A . 

Фиксируем минор второго порядка, отличный от нуля: 

012
34

2 ≠−
−=M , следовательно, rangA ≥ 2. 

Вычисляем минор третьего порядка, окаймляющий М2, например,  

1420304
110
121
342

3 =−−−++=
−

−
−

=М . 

Минор M3 также отличен от нуля, значит, rangA ≥ 3. Однако оба 
минора 4-го порядка, окаймляющие M3, равны нулю: 

0

4474
3110
4121
1342

=

−−
−

−−
−

,   0

5474
1110
2121
0342

=

−
−

−
−

, 

поэтому ранг матрицы равен 3: rangA = 3. 
Замечание. Нахождение ранга матриц методом окаймляющих ми-

норов требует вычисления определителей. Поэтому этим методом удоб-
ней пользоваться для вычисления ранга матриц небольшого размера. 
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Для вычисления ранга матрицы, у которой число строк и столбцов 
больше трёх, рациональней использовать метод элементарных преобра-
зований. 
Метод  элементарных  преобразований  

Определение  1.15. Элементарными преобразованиями 
матрицы называют: 

• Перестановку строк (столбцов). 
• Умножение строки (столбца) на число, отличное от нуля. 
• Прибавление к элементам строки (столбца) соответствую-

щих элементов другой строки (столбца), предварительно 
умноженных на некоторое число. 

• Вычёркивание строки (столбца), все элементы которой рав-
ны нулю. 

Замечание . Элементарные преобразования не меняют ранга мат-
рицы. 

Матрицы, полученные одна из другой путём элементарных преоб-
разований, называются эквивалентными (обозначаются A~ В). 

Чтобы вычислить ранг матрицы А, путём элементарных преобразо-
ваний сводим её к ступенчатому виду (в частности, к треугольному), 
выделяя наибольший минор, отличный от нуля: 

 

A~ 1,0,0

0000

0000
00

22220
111211

≥=≠⇒

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

= + rMMB rkkknbkkb

nbkbb
nbkbbb

LL

LLLLLL

LL

LL

LLLLLL

LL

LL

, 

rang A = rang B = k. 

Пример  13. Найти ранг матрицы 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−−
−

=

032
1050

713
541
420

А . 

Решение .  С помощью элементарных преобразований приведём 
матрицу к ступенчатому виду. 
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3. Запишем матрицу, эквивалентную данной, поменяв местами ее 
строки, чтобы элемент а11 ≠ 0 (лучше на это место выбрать 1 или 
(−1)):  

А ~ 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−−

420
1050

713
032
541

. 

4. Получим нули в первом столбце под элементом а11 = −1, первую 
строку умножим на 2 и сложим со второй, первую строку умно-
жим на 3 и сложим с третьей, из последних двух строк вынесем 
общие множители 5 и 2 соответственно:  

А ∼ 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
−
−−

210
210

22110
1050

541

. 

5. Сократим вторую строку на 5, а третью сократим на −11. Затем 
вторую строку прибавим к трём последним. Получив нулевые 
строки, вычеркнем их:  

А ~ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−−

210
541 . 

Ранг последней матрицы, а значит и исходной, равен двум: rang A = 
2. 

Кратко вышеизложенные действия над матрицей можно символи-
чески записать следующим образом: 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−−

420
1050
713
032
541 3,2

∼ 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
−
−−

210
210

22110
1050

541

 ∼ 
1,1,1

210
210
210
210
541

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
−

−
−−

∼ 

∼
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

−
−−

210
541

.   
Пример  14. Найти ранг матрицы  
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⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
−

−−
=

28112
71524
42312

A
a
∼

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−

−−

28112
15100
42312

∼ 

б
∼

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−

−−

210200
15100
42312 в

∼
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
−−

−−

00000
15100
42312

∼ 

д
∼ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−−
−−

15100
42312 , rang A = 2. 

Над матрицей А были проведены следующие преобразования: 
6. первая строка матрицы А умножается на (−2) и прибавляется ко 
второй; 

7. первая строка матрицы А умножается на (−1) и прибавляется к 
последней; 

8. вторая строка матрицы А умножается на (−2) и прибавляется к 
третьей; 

9. нулевая строка вычёркивается. 
Оставшаяся матрица содержит миноры второго порядка, отличные 

от нуля. Строки такой матрицы называются линейно независимыми, их 
число равно рангу матрицы. 
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1.6. Решение систем линейных уравнений  

1.6.1. Метод Крамера (метод определителей) 
Рассмотрим метод Крамера на примере системы трёх уравнений с тре-

мя неизвестными 

 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++
=++

.
,

,

3333232131

2323222121

1313212111

dxaxaxa
dxaxaxa

dxaxaxa
 (1.1) 

Здесь x1, x2, x3  – неизвестные, aij, di – действительные числа, d1, d2, d3 –
 свободные члены. 

Определение  1.16. Решением системы (1.1) называется со-
вокупность чисел x1 = α, x2 = β, x3 = γ, которые обращают в то-
ждество каждое из уравнений системы. 

Определение  1.17. Система (1.1) называется совместной, 
если она имеет хотя бы одно решение, в противном случае она на-
зывается несовместной. 
Совместная система может иметь одно решение, может иметь беско-

нечное множество решений. В первом случае говорят, что система опреде-
лена, во втором – не определена. 

Определение  1.18. Матрица, составленная из коэффици-
ентов при неизвестных, называется матрицей системы (1.1), или 
основной матрицей: 

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
=

333231
232221
131211

aaa
aaa
aaa

A . 

Если к основной матрице присоединить столбец свободных членов, то 
получим расширенную матрицу системы (1.1), которая обозначается 

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
=

3333231
2232221
1131211~

daaa
daaa
daaa

A . 

Теорема  1.1. Система уравнений (1.1) имеет единственное 
решение тогда, и только тогда, когда определитель основной 
матрицы системы  отличен от нуля, т. е. основная матрица − не-
вырожденная. 
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В этом случае решение находят по правилу Крамера: 

 
A

A
x x

Δ

Δ
= 1

1 , 
A

A
x x

Δ

Δ
= 2

2 , 
A

A
x x

Δ

Δ
= 3

3 , (1.2) 

где матрицы 1xА , 2xА , 3xА  равны соответственно 

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
=

33323
23222
13121

1
aad
aad
aad

Ax , 
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
=

33331
23221
13111

2
ada
ada
ada

Ax , 
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
=

33231
22221
11211

3
daa
daa
daa

Ax , 

т. е. эти матрицы получаются из основной матрицы А сис-
темы заменой соответственно первого, второго, третьего 
столбцов столбцом свободных членов. 

Пример  15.  Решить систему уравнений 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−
=+
=+

.105
,163

,52

zy
zx
yx

 

Решение .  Выпишем для данной системы уравнений матрицы А, 1xА , 

2xА , 3xА :  

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

−150
301
012

A , ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

−1510
3016
015

xA , ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

−1100
3161
052

yA , ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

1050
1601
512

zA . 

Вычислим их определители, например, методом треугольника: 

−⋅⋅−⋅⋅−⋅⋅+⋅⋅+−⋅⋅==Δ
−

235000051031)1(02
150
301
012

A   

−1 ⋅ 1⋅ (−1) = 1 − 30 = −29, 

−⋅⋅−⋅⋅−⋅⋅+⋅⋅+−⋅⋅==Δ
−

535001005161031)1(05
1510
3016
015

xA   

−16 ⋅ (−1) ⋅ 1 = 30 − 75 + 16 = 46 − 75 = −29,  

−⋅⋅−⋅⋅−⋅⋅+⋅⋅+−⋅⋅Δ ==
−

231001600110035)1(162
1100

3161
052

yA   

=−⋅⋅− )1(51 8756032 −=+−− , 
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−⋅⋅−⋅⋅−⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅==Δ 162550055101611002
1050
1601
512

zA   

−1 ⋅ 1 ⋅ 10 = 25 − 10 − 160 = −145.  
Тогда по формулам (1.2) имеем  

1
29
29 ==

−
−x , 3

29
87 ==

−
−y , 5

29
145 ==
−
−z . 

Делаем проверку, подставив найденное решение в каждое уравнение 
системы: 

2 ⋅ 1 + 3 = 5,  1 + 3 ⋅ 5 = 16, 5 ⋅ 3 – 5 = 10. 

В случаях, когда ΔA = 0, система уравнений (1.1) может либо вовсе не 
иметь решений (когда хотя бы один из определителей Ax, Ay, Az не равен ну-
лю), либо может иметь множество решений (когда Ax = Ay = Az = 0). 

Пример 16. Решить систему уравнений 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++

=++

.4334
,1223

,2

zyx
zyx

zyx
 

Решение. Так как 0
334
223
111
==ΔA  (проверьте самостоятельно), а 

01
344
213
121

≠==Δ yA , то данная система не имеет решений, т. е. является 

несовместной. 
В случае, когда система не определена или число уравнений системы 

больше трёх, решение можно найти методом Гаусса. 
 

1.6.2. Метод Гаусса (метод исключения неизвестных) 
Рассмотрим систему т линейных уравнений с п неизвестными общего 

вида: 

 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=++++

=++++
=++++

.
,

,
,

332211

22323222121

11313212111

mnmnmmm

nn

nn

dxaxaxaxa

dxaxaxaxa
dxaxaxaxa

K

LLLLLLLLLLLLLLLL

K

K

 (1.3) 

Для решения такой системы уравнений необходимо: 
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1. Определить, является система совместной (имеет решение) или не-
совместной (не имеет решения). 

2.  Если система совместна, то выяснить, является ли она определённой 
(т. е. имеет единственное решение) или неопределённой (т. е. имеет 
множество решений). 

3. Если совместная система определена, то требуется найти её единст-
венное решение. 

4. Если совместная система не определена, то надо найти общее реше-
ние, а  затем частное, если требуется по условию задачи. 

На первый вопрос ответ даёт следующая теорема. 
Теорема  1.2. (Кронекера-Капелли). Система линейных урав-

нений (1.3) совместна тогда, и только тогда, когда ранг основной 
матрицы этой системы равен рангу её расширенной матрицы. 
Метод Гаусса позволяет исследовать систему уравнений и одновре-

менно искать её решение. Он является наиболее удобным для практическо-
го решения любых систем и заключается в последовательном исключении 
неизвестных. С помощью элементарных преобразований, проводимых над 
строками  расширенной матрицы, приводим матрицу к ступенчатому 
(треугольному) виду, после чего получим один из следующих результатов: 

Система совместна и определена. Матрица приняла вид 
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Знак (*) означает, что здесь и далее элементы матрицы пересчитаны 

путём элементарных преобразований; 011 ≠
∗a . 

В этом случае nAA == ~ rang rang  (т. е. ранг основной матрицы равен 
рангу расширенной и равен числу неизвестных) и система (1.3) будет иметь 
единственное решение. По матрице A* необходимо восстановить систему 
уравнений и из последнего найти xn, из предпоследнего xn−1  и т. д. И, нако-
нец, из первого уравнения системы находят х1, подставив в него найденные 
ранее значения неизвестных  x2, x3, …, xn. 

Система несовместна: 
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где k ≤ n. 
В этом случае ранг основной матрицы не равен рангу расширенной 

матрицы и система уравнений (1.3) является несовместной, т. е. не имеет 
решений. 

Система совместна и не определена: 
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В этом случае ранг основной матрицы равен рангу расширенной и ра-
вен r (r < n). Cистема (1.3) будет иметь множество решений. Для того чтобы 
их найти, необходимо выбрать минор порядка r, отличный от нуля, который 
называется базисным. Неизвестные, соответствующие столбцам базисного 
минора, называются базисными , остальные – свободными . Уравнения, 
соответствующие строкам базисного минора, называем базисными  урав-
нениями .  Оставляем базисные уравнения системы, остальные отбрасыва-
ем. В итоге получается система r уравнений с r неизвестными. Решая её, 
находим общее  решение системы, в котором r неизвестных выражаются 
через (n−r) свободных неизвестных.  

Придавая свободным неизвестным произвольные числовые значения, 
вычисляем соответствующие значения базисных неизвестных. В результате 
получаем множество решений, которые называются частными решениями. 

Пример  17. Найти общее и одно частное решения системы 

⎪
⎩

⎪
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⎧

=−−−++
=−+−−+
=+−−+−

=−−−++

.84453
,03
,23

,6223

654321
654321
654321

654321

xxxxxx
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Решение .  Поскольку число уравнений меньше числа неизвестных, 
система может быть либо совместной и неопределённой, либо несовмест-
ной. Составим  расширенную матрицу системы 
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Приведём матрицу к ступенчатому виду. Cначала получим нули в пер-
вом столбце, для чего умножим первую строку на (−1) и сложим со второй 
и третьей, умножим на (−3) и сложим с четвёртой. Получим 
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Умножим вторую строку на (−1) и сложим с последней, при этом пер-
вые три переписываем без изменения: 

.
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Последняя строка одинакова с предыдущей, её отбрасываем, т.к. если 
третью строку умножить на (−1) и прибавить к четвёртой, на месте четвёр-
той строки получим нулевую. Остаётся три линейно независимых строки. 
Ранг матрицы, а значит и системы, равен 3, при этом 3~ rang rang == AA . 
Следовательно, система совместна и имеет множество решений. 

В качестве базисного выбираем минор в первых трёх столбцах и тогда 
x1, x2, x3 – базисные неизвестные, x4, x5, x6 –свободные неизвестные. 

Так как элементы матрицы являются коэффициентами при неизвест-
ных, выписываем систему, эквивалентную исходной, оставляя базисные не-
известные слева, а свободные неизвестные перенося в правую часть (меняя 
знаки коэффициентов при них на противоположные): 
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Ищем решение системы, начиная с нижнего уравнения, подставляя 
найденные неизвестные в вышестоящие уравнения: 
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Мы нашли общее решение системы (выразили базисные неизвестные 
через свободные). 

Найдём какое-либо частное решение, придавая свободным неизвест-
ным числовые значения. Пусть 14 −=x , 25 =x , 46 =x . Тогда частное ре-
шение будет 

.

4
2
1
3
6
6

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−=C  

Сделаем проверку, подставив найденное частное решение в каждое 
уравнение исходной системы  

6 + 6 + 3 + 3 − 4 − 8 ≡ 6, 

6 − 6 + 3 + 1 − 6 + 4 ≡ 2, 

6 + 6 − 3 + 1 + 2 − 12 ≡ 0, 

18 + 6 + 3 + 5 − 8 − 16 ≡ 8. 
Следовательно, система решена верно. 

1.7. Вопросы для самоконтроля 
1. Как вычисляются определители второго, третьего порядков? Как вы-

числить определитель высшего порядка? 
2. Что такое минор и алгебраическое дополнение элемента определите-

ля? 
3. Чем матрица отличается от определителя? 
4. Когда можно применять метод Крамера для решения системы? Запи-

шите формулы для нахождения неизвестных. Что такое основной оп-
ределитель системы? 

5. Когда система линейных уравнений:   
6. имеет единственное решение?  
7. имеет множество решений?  
8. несовместна?   
9. не определена?
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Глава 2. ВЕКТОРНАЯ АЛГЕБРА 

2.1. Векторы 
При изучении естественных наук (физики, механики, астрономии и 

т.д.) мы встречаемся с величинами двух родов. С одной стороны, такие ве-
личины, как температура, время, масса, площадь, объём и т.д., вполне ха-
рактеризуются одним числовым значением и называются скалярными. Дру-
гие величины, такие, как сила, скорость, ускорение, характеризуются чис-
лом и направлением и называются векторными. Для геометрического изо-
бражения физических векторных величин служат векторы. 

2.1.1. Основные определения 

Определение  2.1.  Вектором назовём направленный отре-
зок, т.е. отрезок прямой, ограниченный двумя точками, одна из 
которых называется начальной, а другая конечной.  
Обозначение векторной величины отличается от скалярной наличием 

черты или стрелки над величиной. 
В геометрическом изображении при конечной точке вектора ставится 

стрелка (рис 2.1). 

                                        
                                    В 
 
 
  А            вектор АВ 

    

                                    
                 а                  
 
 
            вектор а     

                                    
                 b                  

 
 
              вектор b 

 

Рис. 2.1 
Определение  2.2.  Модуль вектора есть положительное 

число, равное длине вектора, т. е. расстоянию между его началь-
ной и конечной точками.  

Обозначение модуля: AB , a , b . 

Вектор, у которого конечная точка совпадает с начальной, 
называется нуль-вектор и обозначается 0 . Направление нулевого 
вектора не определено. 

Определение  2.3.  Векторы равны, если они одинаково на-
правлены и длины их равны. 

Определение  2.4. Вектор, длина которого равна единице, 
называют единичным вектором. 
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Определение  2.5.  Векторы называются коллинеарными, 
если они расположены на одной или на параллельных прямых. 

Два коллинеарных вектора называются одинаково направлен-
ными, если их концы В и D лежат по одну сторону от прямой АС, 
содержащей их начала (см. рис. 2.2). В противном случае они назы-
ваются противоположно направленными. 

Два вектора, противоположно направленные, но имеющие 
одинаковые длины, называются противоположными. 

Так, в параллелограмме AВСD (рис. 2.3) векторы AD  и CB  противо-
положные, а векторы DC  и AB  – равные: DC = AB . 

Если у вектора поменять местами начальную и конечную точки, полу-
чим вектор, противоположный исходному.   Так,  на  рис. 2.3  векторы  
AD = BC , или DA= .CB  

 

    
 А                      В 
 
 
   С      D 

Рис. 2.2 

      D                     C
 
 
 
 A                      B 

Рис. 2.3  

Определение  2.6.  Векторы, лежащие в одной плоскости 
(или в параллельных плоскостях), называются компланарными. 
Из определения равных векторов следует, что каков бы ни был вектор 

a  и точка А в пространстве, всегда можно построить путём параллельного 
переноса единственный вектор AB = a  (говорят: перенести вектор a  в точ-
ку А).  

Вектор, точка приложения которого может быть выбрана 
произвольно, называют свободным. 
В дальнейшем мы будем преимущественно рассматривать свободные 

векторы. 
Если же точка приложения вектора фиксирована, вектор называют 

связанным . 
Примером является радиус-вектор (связывающий начало координат и 

точку в системе координат). 
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2.1.2. Линейные операции над векторами 
К линейным операциям относятся операции умножения вектора на 

число, сложения и вычитания векторов. 
Умножение  вектора  на  число .  Произведением вектора 

a  на число λ называется вектор c , коллинеарный вектору a , 
имеющий длину ac λ= , одинаково направленный с вектором a  
при λ  > 0 и противоположно направленный при λ < 0. 
Таким образом, векторы a , c  коллинеарны  тогда, и только тогда, ко-

гда .ac λ=  

Сложение  векторов .  Отложим вектор ABa =  от неко-
торой точки А (рис. 2.4), затем от точки В отложим вектор 
b = BC .  

Вектор AC , соединяющий начало первого вектора и конец 
второго, называется суммой и обозначается a +b . Эту же сумму 
можно получить другим способом.  Пусть точка  А – общее нача-
ло векторов, AB = a   и bАC = . Построим на этих векторах как на 
сторонах  параллелограмм  (рис. 2.5). 
 

                                             b 
         a                      B                    C  
                                 
                        a 
   b                  A       a + b 
                

Рис. 2.4    

                   B                 D 
                           
          a              
                     
   A                     C 
               b 

 Рис. 2.5  
 

 
Диагональ  параллелограмма – вектор  

 baAD +=
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+

+
=

CDAC

BDAB ,
  

является суммой векторов a  и b , т. к. вектор в пространст-
ве можно переносить параллельно самому себе и, значит, 

.abba +=+  
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Замечание .  Операция сложения векторов распространяется на лю-
бое конечное число слагаемых векторов. Чтобы сложить три вектора a , b  и 
c  (рис. 2.6), расположим их так, чтобы конец первого служил началом вто-
рого, а конец второго – началом третьего, т. е. ABa = , BCb = ,   CDc = .  
Суммой векторов a , b  и c  является вектор AD , соединяющий начало пер-
вого и конец последнего вектора (метод замыкающей) .cbaAD ++=  

Вычитание  векторов .  Разностью двух векторов a  и 
b называется третий вектор  ,bac −=  равный сумме векторов a  
и ( )b− , если cba +=  (см. рис 2.7). 

Если на векторах a  и b , отложенных из общей точки А, построить па-
раллелограмм AВСD, то вектор, соединяющий концы векторов a , b , сов-
падающий с диагональю DB , равен их разности, т. е. baDB −=  и, наобо-
рот, abBD −=  (рис. 2.8) 

2.1.3. Свойства линейных операций над векторами 
1. Переместительный закон (коммутативности): 

 .abba +=+   

2.  
2. Сочетательный закон (ассоциативности): 

 ( ) ( ).cbacba ++=++   
3. Нулевой вектор играет роль нуля на множестве векторов: 

 
 a                        a             c
    
           b                   b 

 
Рис. 2.7 

           B                                  C
                              
    a                    a − b 
             
A                b            D 

Рис. 2.8 

               b            C 
      B 
                                    c 
 a    
                                  D 
A  

Рис. 2.6 
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 .0 aa =+   
4. Сумма противоположных векторов равна нуль-вектору: 

 ( ) .0=−+ aa   

3. Если каждый из векторов умножить  на число α, то и сумма этих векто-
ров умножится на число α: 

 ( ) .baba α+α=+α   

4. Модуль суммы векторов не больше суммы модулей этих векторов: 

 .baba +≤+   

5. Модуль суммы векторов не меньше разности модулей этих векторов: 

 .baba −≥+   

 

2.2. Линейная зависимость векторов. Аффинный базис 
Определение  2.8.  Система векторов 1 2, , , ka a aK  называ-

ется линейно зависимой, если существуют числа 1 2, , , kα α αK , не 
все равные нулю, для которых справедливо равенство  

 02211 =α++α+α kk aaa L . (2.1) 
При этом левая часть равенства (2.1) называется линейной 

комбинацией векторов 1 2, , , ka a aK . 
Векторы kaaa ,,, 21 K  называются линейно независимыми, ес-

ли равенство (2.1) выполняется только при 021 =α==α=α kL . 
 
Теорема  1.4.  Если система векторов линейно зависима, то 

хотя бы один из векторов всегда можно представить в виде ли-
нейной комбинации остальных. 
Действительно, пусть в равенстве (2.1) 01 ≠α . Тогда  

 k
k aaa
1

2
1
2

1 α

α

α

α
−−−= L   

или, обозначив i
i β=

α

α
−

1
,  
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 =β++β+β= kk aaaa L33221 ∑
=
β

k

i
iia

2
. (2.2) 

Справедливо и обратное утверждение: если один из векторов пред-
ставлен в виде линейной комбинации остальных, то эта система векторов 
линейно зависима. 

Следствие .  Коллинеарные векторы a  и b  линейно зависи-
мы, поскольку  

 .ab λ=   (2.3) 

Справедливо и обратное утверждение: два линейно зависимых вектора 
коллинеарны. 

Теорема  1.5. Всякие три вектора a , b  и c , принадлежа-
щие одной плоскости, линейно зависимы. 
Доказательство .  Векторы линейно зависимы, поэтому (см. теорему 

4) один из них является линейной комбинацией других. Рассмотрим два 
случая. 

1. Среди векторов два, например, a  и b  коллинеарны, т. е. ba α= , то-
гда cba ⋅+α= 0 ,  векторы линейно зависимы. 

2. Среди векторов a , b , c  коллинеар-
ных нет. Поместим начала всех векторов в 
одну точку (рис. 2.9). Через точку С (конец 
вектора a ) проведём прямые, параллельные 
векторам b  и c . Построим параллелограмм 

AВСD, у которого cAB 1α= , bAD 2α= .  
По правилу сложения векторов 

ADABa += , т. е. bca 21 α+α= , следова-
тельно, векторы a , b  и c  линейно зависи-
мы. 

Следствие .  Для того чтобы три вектора в трёхмерном пространстве 
были компланарны, необходимо и достаточно, чтобы они были линейно за-
висимы. Если три вектора не компланарны, то они линейно независимы. 

Пример  1.  Даны точки А, В, С. Показать, что вектор 
BACBABm 2++=  коллинеарен вектору ACp 2= . 

 

              B 
                                          
C 
                      a 
    c 
A 

       b                   D 
 

Рис. 2.9 
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Решение .  Преобразуем сумму: 
BACBAB 2++ = )()( CBBABAAB +++ = 

 = ,CACAO =+    ( ) ACCA 22
1 ⋅= − , pm 2

1−= , 

следовательно, векторы pm ,  коллинеарны. 

Пояснения  
OBAAB =+ , 
=+CBBA  

= САBACB =+ . 

 

Пример  2. В параллелограмме АВСD (рис. 2.10) aAB = , bAD = , 
точка О – точка пересечения диагоналей. Разложить векторы AO ,  CD ,  
BD ,  OB  по векторам a  и b . 

Решение . По определению операции сложения двух векторов: 
• baADABAC +=+= , как известно, диагонали параллелограмма, пере-

секаясь, делятся пополам, значит, 

baACAO 2
1

2
1

2
1 +== ; 

• векторы AB  и CD  коллинеарны, они расположены на параллельных 
прямых AB и CD, противоположно направлены, модули их равны, следо-
вательно, AB  CD−= , aCD −= ; 

• по определению операции вычитания векторов 

BD  ab −= ; 

• вектор OB  противоположно направлен вектору BD , BDOB 2
1= , следо-

вательно, BDOB 2
1−= ;  baOB 2

1
2
1 −= . 

Определение  2.9.  Базисом на плоскости (в двухмерном про-
странстве, которое будем обозначать Е2) называются любые два 
линейно независимых вектора. 
Пусть a – любой вектор на плоскости, b  и c – базис. По теореме 5 сле-

дует: cba 21 α+α= . Говорят, что вектор a  разложен по базису b , c ; числа 
1α и 2α  называются аффинными координатами вектора a  на плоскости 

(или в пространстве Е2): },{ 21 αα=a . 

           B                               C
 
   a                     O  
                      b 

A                                  D 

Рис. 2.10 
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Определение  2.10.  В трёхмерном пространстве (будем 
обозначать Е3) базисом называются любые три линейно независи-
мых вектора, т. е. всякие три некомпланарных вектора. 

Пусть a , b ,c – базис. Тогда любой четвёртый вектор можно предста-
вить в виде их линейной комбинации (см. формулу 2.2) 

cbad 321 α+α+α= ,   или   },,{ 321 ααα=d , 

где 321 ,, ααα –  координаты вектора d  в базисе a , b ,c . 
Если векторы a , b , c , d  имеют общее начало в точке О и точка М яв-

ляется концом вектора d , то вектор 

d  = cbaOM 321 α+α+α=  

называется радиус-вектором точки М в базисе a ,b ,c , при этом числа 
321 ,, ααα  называются аффинными координатами точки М. 

2.2.1. Проекция вектора на ось 
Возьмём на плоскости ось l и произвольный вектор AB  (см. рис. 2.9).  
Из точек А и В опустим перпендикуляры на ось l. Точки x1 и x2 пересе-

чения перпендикуляров с осью – это координаты начала А и конца В векто-
ра.  

Определение  2.11. Разность x2 – x1  называется проекцией 
вектора AB  на ось l.  

При этом: 
если угол ϕ между осью и вектором – острый, то x1 <  x2 и 

проекция положительна (рис. 2.11); 
если угол ϕ между осью и вектором  – тупой, то x1 > x2  и 

проекция отрицательна (рис. 2.12); 
если угол ϕ = 90°, то x1 = x2 и проекция равна нулю (рис. 2.13). 

                               B 
 
            A           
  
       ϕ 
            x1                  x2       l

Рис. 2.11 

B 
 
                      A           
    
                                    ϕ 
x2                   x1                    
l 

Рис. 2.12 

              B 
 
                 A           
    
       
               x1 = x2           l

Рис.  2.13  
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Проекция вектора AB  на ось l обозначается символом ABlпр . Приве-
дём без доказательства три теоремы, полезные для практического примене-
ния. 

Теорема  2.1.  Проекция вектора a  на ось l равна произведе-
нию модуля вектора a  на косинус угла ϕ между вектором и осью: 

alпр ),cos(cos
∧

=ϕ= laaa . 

Теорема  2.2.  Проекция суммы двух векторов на ось равна 
сумме проекций слагаемых векторов на ту же ось: 

)(рп bal + = alрп + blрп . 

Следствие .  )(рп bal − = alрп − blрп . 

Теорема  2.3.  Если вектор a  умножить на число λ > 0, то 
его проекция на ось l увеличится в λ раз: 

)(рп al λ  = alрпλ . 

2.2.2. Прямоугольный декартов базис 
Рассмотрим прямоугольную систему координат в пространстве Е3, об-

разованную тремя взаимно перпендикулярными осями с общим началом в 
точке О (рис. 2.14). Одну из осей называют осью абс-
цисс и обозначают Ох, вторую – осью ординат и обо-
значают Оу, третью – осью аппликат и обозначают Оz. 
На каждой из осей выберем единичный вектор, на-
правление которого совпадает с положительным на-
правлением оси:  

xOi ∈ , yOj∈ , zOk ∈ ; 1=== kji . 

Эти векторы называются ортами. Так как орты 
некомпланарны, то они образуют базис, который называется декартовым 
ортогональным базисом. Орты можно записывать i, j, k, ввиду их единст-
венности, без черты. 

Рассмотрим вектор a  в пространстве Е3. Перенесём его параллельно са-
мому себе в точку О (см. рис. 2.15). 

           z 
 
 
         k 
         O     
       i          j            y 
  
    x 

Рис. 2.14 
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             M3    z 
          
 
                               М 
                k 
             i    O    j             М2      y 
   M1                  
                                            P 
   x       

Рис. 2.15 
 

Получим OMa =  – радиус-вектор точки М. Спроектируем точку М на 
плоскость хОу: МР ⊥ хОу и проведём xOPM ⊥1 , OyPM ⊥2 , OzMM ⊥3 , 
где М1 – проекция точки М на ось Ох, М2 – проекция точки М на ось Оу, М3 
– проекция точки М на ось Оz.  Обозначим отрезки: xaOM =1 , yaOM =2 , 

zaOM =3 ; ОР – диагональ прямоугольника 21PMOM . По определению 
операции сложения векторов 21 OMOMOP += , или jaiaOP yx += . В пря-

моугольнике MPOM3  ОМ – диагональ, OPOMOMa +== 3 . Итак, 
kajaiaa zyx ++= , или },,{ zyx aaaa = , где числа zyx aaa ,, – проекции 

вектора a  на координатные оси; kajaia zyx ,,  – составляющие или компо-
ненты вектора a . 

Зная представление вектора через его проекции на координатные оси, 
можно найти длину вектора как длину диагонали параллелепипеда 
(рис. 2.15):  

2
3

2
2

2
1

22 OMOMOMOMa ++== , 

или, учитывая, что  

xaOM =1 ,     yaOM =2 ,     zaOM =3 , 

 222
zyx aaaa ++= . (2.4) 

Читается: модуль вектора равен корню квадратному из суммы квад-
ратов его проекций на оси координат. 

Пусть вектор AB  имеет начальную точку ),,( 111 zyxA  и конечную 
),,( 222 zyxB . Найдём его длину. 

Из определения проекции вектора на ось 
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12пр xxABOx −= ,  12пр yyABOy −= ,  12пр zzABOz −= , 

т. е. 12 xxax −= , 12 yyay −= , 12 zzaz −= ; 

kzzjyyixxAB )()()( 121212 −+−+−=  и по формуле (2.4)  

 2
12

2
12

2
12 )()()( zzyyxxAB −+−+−= . (2.5) 

Формула (2.5) позволяет найти длину вектора AB  или, что то же са-
мое, расстояние между точками А и В. 

1.  На плоскости (т. е. в пространстве E2) имеем две оси Ох и Оу с ортами 
i и j, следовательно, jaiaa yx += . 

Если же заданы точки А(х1, у1), В(х2, у2) – со-
ответственно начало и конец вектора AB , то 
проекции вектора на оси  ах = х2 – х1, ау = у2 – у1     
(рис. 2.16); вектор ( )1212 , yyxxAB −−=  

Найдём длину вектора, используя теорему 
Пифагора (квадрат гипотенузы в прямоугольном 
треугольнике равен сумме квадратов катетов).  

 
Отсюда искомая формула  

 ( ) ( )212
2

12 yyxxAB −+−=  (2.6) 

или  

 .22
yx aaa +=   (2.7) 

2. Если известны разложения векторов по осям координат, то линей-
ным операциям над векторами соответствуют арифметические операции 
над их проекциями (см. теоремы 2 и 3). 

Пусть даны два вектора  

,kajaiaa zyx ++=   ,kbjbibb zyx ++=  

тогда: 
5. два вектора равны, если равны их одноимённые проекции 

,xx ba =  ,yy ba =  ;zz ba =  

6. чтобы умножить вектор на число, достаточно умножить каждую его 
проекцию на это число:  

      y                       B 

  ay {  
      j        A 

       0    i            ax        x 

Рис. 2.16 
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kajaiaa zyx α+α+α=α , 

где α = const; 
• чтобы найти сумму (разность) двух векторов, надо сложить (вычесть) 

их одноимённые проекции: 

kbajbaibaba zzyyxx )()()( ±+±+±=± . 

Теорема  2.6. Для того чтобы векторы a  и b  были коллине-
арны, необходимо и достаточно, чтобы их проекции были пропор-
циональны. 
Доказательство . Пусть векторы kajaiaa zyx ++=  и 

kbjbibb zyx ++=  коллинеарны, тогда ba α= . Так как при умножении  
вектора  на  число его проекции на координатные оси также умножаются на 
это число, то xx ba α= , yy ba α= , zz ba α= . Исключая α, получим условие  
коллинеарности  двух векторов, записанное через координаты векторов 

 =
x
x

b
a

=
y

y
b
a

=
z
z

b
a

α. (2.8) 

Пусть теперь выполняется условие (2.8), т. е. координаты векторов 
пропорциональны, можно записать следующие линейные зависимости: 

xx ba α= , yy ba α= , zz ba α= , т. е. ba α= . Последнее равенство и означает, 

что векторы a ,b  коллинеарны. 
Пример  3. Даны точки А(5, 0) и В(2, 4) на плоскости. Найти длину 

вектора  AB . 
Решение . Используем формулу (2.7), для этого найдём координаты 

вектора AB : 

AB  = {2 – 5, 4 – 0} = {–3, 4}, 

тогда ( ) .543 22 =+−=AB  
Пример  4.  Даны три последовательные вершины параллелограмма 

А(1, −2, 3), В(3, 2, 1), С(6, 4, 4). Найти его четвёртую вершину D.  
Решение . Сделаем схематический чертёж (рис. 2.17). Рассмотрим 

векторы BC  и AD , которые  одинаково направлены, параллельны и одина-
ковой длины как противоположные стороны параллелограмма. По опреде-
лению 3 такие векторы равны: BC = AD . У равных векторов соответствую-
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щие координаты равны. Найдём их, обозначив координаты точки D(xD, yD, 
zD): 

 
{ } { },3,2,314,24,36 =−−−=BC    

{ }.3,2,1 −+−= DDD zyxAD  
Приравняем соответствующие координаты 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−
=+
=−

,33
,22

,31

D

D

D

z
y
x

 

откуда xD = 4, yD = 0, zD = 6. 
Ответ: D(4, 0, 6). 

Проверка . Сравним длины противоположных сторон параллело-
грамма, которые должны быть равными по определению параллелограмма 

.CDAB =  Считаем по формуле (2.5) 

( ) ( ) ( ) ,244164312213 222 =++=−+++−=AB  

( ) ( ) ( ) .244164464064 222 =++=−+−+−=CD  

Точка D найдена верно. 

2.2.3.  Направляющие косинусы вектора 
Направление вектора в пространстве определяется углами α, β и γ ме-

жду вектором и положительным направлением соответствующих осей ко-
ординат ОХ, ОУ, ОZ;  cos α, cos β и cos γ называются направляющими коси-
нусами вектора. Выведем формулы для вычисления направляющих косину-
сов.  

Возьмём вектор kajaiaa zyx ++= , где zyx aaa ,, – проекции вектора 
на оси. По теореме 1 проекции вектора на оси найдутся как 

,cos

cos

cos

cos

a
a

aa

aa

aa
x

z

y

x

=α⇒

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

γ=

β=

α=

a
ay=βcos , 

a
az=γcos . 

По формуле (2.4) найдём длину вектора 222
zyx aaaa ++= . 

Окончательно запишем 

        B                     C 
 
 
 
 A                      D 

Рис. 2.17 
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222
cos

zyx

x

aaa

a

++
=α , 

222
cos

zyx

y

aaa

a

++
=β , 

222
cos

zyx

z

aaa

a

++
=γ . (2.9) 

Получим ещё одно важное соотношение. 
Возведём в квадрат равенства (2.9) и сложим  

 1coscoscos 222 =γ+β+α . (2.10) 

Читается: сумма квадратов направляющих косинусов любого вектора 
равна единице. 

Введём единичный вектор  0a  по направлению a , тогда 

0aaa = , 

где 10 =a , 

==
a
aa0  i

a
ax + j

a
ay + k

a
az , 

 γ+β+α= coscoscos0 kjia , (2.11) 

т. е. проекции единичного вектора по направлению вектора a  совпадают с 
его направляющими косинусами. 

Пример  5. Найти единичный вектор по направлению вектора AB , ес-
ли известны точки А(2, −2, 3), В(0, 2, 5). 

Решение . Найдём сначала вектор AB  и его длину. Тогда единичный 
вектор по данному направлению будет играть роль масштабной единицы: 

{ },cos,cos,cos1
0 γβα=⋅= AB

AB
a  

{ } { }2,4,2,35,22,20 −=−+−=AB , 

.6224242 222 ==++=AB  

Вычислим направляющие косинусы по формулам (2.9) 

,
6

1
62

2cos −=−=α    ,
6

2
62

4cos ==β   .
6

1
62

2cos ==γ  

Проверим выполнение равенства (2.10) 

.1coscoscos
2

6
12

6
22

6
1222 ≡⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛=γ+β+α −  
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Единичный вектор данного направления найден верно. Записываем его ко-

ординаты по формуле (2.11): { }
6

1
,

6
2

,
6

1
0 −a . 

2.2.4. Деление отрезка в данном отношении 
Разделить отрезок 21MM  в данном отношении λ > 0 − значит найти 

такую точку М, что  

 λ=
2

1
MM

MM
, или 21 MMMM λ= . (2.12) 

Пусть координаты точек 1M  и 2M  известны:  

),,( 1111 zyxM , ),,( 2222 zyxM . 

Соединим все точки с началом координат, построив их радиусы-
векторы (рис. 2.18): 

 
{ }1111 ,, zyxr  – радиус-вектор точки М1, 
{ }2222 ,, zyxr  – радиус-вектор точки М2, 
{ }zyxr ,,  – радиус-вектор точки М. 

Тогда  ,11 rrMM −=  rrMM −= 22  и согласно 
равенству (2.12)  

( )rrrr −λ=− 21 ,  или ( ) .1 12 rrr +λ=λ+  

Отсюда получаем искомую формулу 
 
 

 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

λ+
λ
λ+
λ
λ+
λ

=

⇒
λ+
λ+

=

+
=

+
=

+

,

,

,

1

1

1

1
21

21

21

21

zzz

yyy

xxx

rrr

M

M

M

 (2.13) 

где хМ, уМ, zM – координаты точки деления отрезка М1М2 в отношении λ.  
Если точка М(х, у, z) – середина отрезка М1М2, т. е. λ = 1, тогда фор-

мулы деления отрезка пополам примут вид 

 ⇒
+

=
2

21 rrr
2

21 xxx +
= , 

2
21 yyy +

= , 
2

21 zzz +
= . (2.14) 

                              M2 

                   M 

                                            r2 
                      r 
         
M1              r1 

                         O 
 

Рис. 2.18 
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2.3. Скалярное произведение 
Определение  2.12.  Скалярным произведением двух векто-

ров a  и b  называется скаляр – число, равное произведению моду-
лей этих векторов на косинус угла между ними. 
Скалярное произведение обозначается 

 =⋅= baba ),( ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ ∧
⋅⋅ baba ,cos , (2.17) 

или ϕ⋅⋅=⋅ cosbaba , где ϕ – угол между векторами. 
Свойства  скалярного  произведения .  

1. Коммутативность: ( ) ( ), ,a b b a= . 

Доказательство .  Пусть ϕ – угол между векторами a  и b  
(рис. 2.19): 

 ),( ba ϕ⋅⋅= cosba ),()2cos( abab =ϕ−π⋅= , 

т. к. )2cos(cos ϕ−π=ϕ . 
2. Скалярный множитель можно выносить за знак скалярного произве-

дения: 

),(),(),( bababa λ=λ=⋅λ . 

3. Скалярное произведение подчиняется сочетательному закону: 

( ) cbcacba ⋅+⋅=⋅+ . 

4. Если скалярное произведение двух векторов равно нулю, то либо 

один из векторов равен нулю, либо равен нулю косинус угла между 
ними, т. е. векторы перпендикулярны. Обратно: если ba ⊥ , то 

0cos =ϕ  и 0),( =ba . 
5. Скалярный квадрат вектора равен квадрату его модуля: 

                 b
                        ϕ 
                                   a
 2π−ϕ      

Рис.2.19 
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20cos),( aaaaa =⋅= ,    2aa = . 

Равенство 2aa =  используется для отыскания длины вектора в аф-
финной системе координат. 

Группируя в формуле (2.17) первый и третий множители (или второй с 
третьим), получим формулу для вычисления проекции вектора на вектор  

( ) ,прпр, baabba ab ⋅=⋅=  

( ) ,,пр
b
baab =   или ( ).,пр

a
baba =  

Пример  10.  Найти длину вектора ,32 bac −=  если ,3=a  ,1=b   

.
3

2, π
=⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ ∧
ba  

Решение .   По свойству 5 скалярного произведения имеем 

( ) ,2912242322 bbaabacc +⋅−=−==  

.73639
2
1363619

3
2cos131294 ==+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛−−=⋅+π⋅⋅⋅−⋅=c  

Можно придать скалярному произведению физический смысл. Пусть 
материальная точка  М  движется по прямой от точки С  к точке В под дей-
ствием силы F , постоянной по величине и направлению (рис. 2.20).  

Пусть 
∧

=α ),( CBF – угол между направлением движения и силой F . 
Тогда работу А, совершаемую на участке СВ  можно посчитать: 

α⋅⋅= cosCBFA , .CBFA ⋅=  

Работа постоянной силы на прямолинейном участке пути равна ска-
лярному произведению силы на вектор перемещения. 

Получим формулу для вычисления скалярного произведения векторов 
{ }zyx aaaa ,,  и { }zyx bbbb ,,  в декартовой системе координат. Предвари-

тельно рассмотрим скалярные произведения единичных векторов: 

,10cos2 ==⋅ iii   ,1=⋅ jj   ,1=⋅ kk  
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,0
2

cos =π⋅=⋅ jiji   ,0=⋅ ki   .0=⋅ kj  

Теперь вычислим скалярное произведение, воспользовавшись его  
свойствами: 

=⋅ ba )( kajaia zyx ++ =++⋅ )( kbjbib zyx
+⋅+⋅+⋅ kibajibaiiba zxyxxx  

+⋅+⋅+⋅+ kjbajjbaijba zyyyxy .kkbajkbaikba zzyzxz ⋅+⋅+⋅  

Все слагаемые, кроме подчёркнутых, обращаются в ноль, окончательно 
получаем 

 zzyyxx babababa ++=⋅ . (2.18) 

Формула (2.18) для вычисления скалярного произведения двух векто-
ров в декартовой системе координат читается так: cкалярное произведение 
двух векторов равно сумме произведений их одноимённых проекций. 

Используя эту формулу, запишем ещё две (как следствие определения 
скалярного произведения): 

,cosϕ⋅⋅=⋅ baba где ,, ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=ϕ

∧
ba  

 ,cos
222222
zyxzyx

zzyyxx

bbbaaa

bababa

ba
ba

++++

++
=

⋅
⋅

=ϕ  (2.19) 

 
222

пр
zyx

zzyyxx
b

bbb

bababa

b
baa

++

++
=

⋅
= . (2.20) 

Пример  11. Найти внутренний угол при вершине С треугольника 
АВС, если А(−2, 3, 1), С(−2, −4, 0) В(−2, −1, 4). 

F

С B 

Рис. 2.20
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Решение . Обозначим ∠АСВ = ϕ (рис. 2.21). Чтобы воспользоваться 
формулой (2.19), найдём векторы, исходящие из одной точки, CB  и CА : 

kjkjiCA +=−++++−= 7)01()43()22( ,  

или },1,7,0{CA kjkjiCB 43)04()41()22( +=−++−++−= ,  
или 

}4,3,0{CB , 

 

=
⋅

⋅
=ϕ

CBCA
CBCAcos =

++

⋅+⋅

169149
4137

=
⋅

+

2550
421

=
225

25
2

1 , 

2
1cos =ϕ , следовательно, 

4
πϕ= . 

Пример  12.  Построить и 
найти величину равнодействующей 
сил ,21 iF −=  ,32 jF =  .453 jiF +=  

Решение .  Построим все силы 
в декартовой системе координат 
(рис. 2.22). Как известно, равнодей-
ствующая равна сумме сил 

.
3

1
∑=
=i

iFR   

Построим сначала сумму пер-
вых двух сил  

,32211 jiFFR +−=+=  
а затем равнодействующую 

всех сил как диагональ параллело-
грамма 

                  y 
                                               R 
 
 
 
                                                        F3 
     R1       F2 
 
 
     F1 
        -2        0              2                 5        x

 
Рис. 2. 22 

          B 
 
 
             ϕ 
 A                   C

Рис. 2.21 
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,31
3

1
FRFR

i
i +=∑=

=
…, .734532 jijijiR +=+++−=  

Величину равнодействующей вычисляем по формуле (2.7)  

.5873 22 =+=R  

Пример  13.  Даны точки А(3, 2, −1), В(1, 4, 5), С(0, −2, 2). Вычислить 
скалярное произведение векторов AB  и AC . Найти проекцию вектора AC  
на вектор AB . Точки и векторы изобразить в системе координат. 

Решение .  Составим векторы 

( ) ( ) ( ) ,622152431 kjikjiAB ++−=++−+−=  

( ) ( ) ( ) .343122230 kjikjiAC +−−=++−−+−=  

Векторы заданы декартовыми координатами (рис. 2.23). Поэтому мож-
но воспользоваться формулой (2.18) и вычислить скалярное произведение 

( ) .161886632423 =+−=⋅+⋅−−⋅−=⋅ ABAC  

Используя формулу (2.20), определяем проекцию 

.пр
AB

ABACACAB
⋅

=  

Числитель дроби уже найден, вычис-
ляем длину вектора 

( ) .1129112622 222 =++=++−=AB
 Окончательно  

.
11

118
11
8

112
16пр ===ACAB  

 
Чтобы построить точки А, В в системе координат, строим сначала про-

екцию каждой точки на плоскость ху, а именно: А1 – проекция точки А на 
плоскость ху, В1 – проекция точки В на плоскость ху. Затем из точки А1 
опускаем перпендикуляр А1А длиной, равной аппликате точки А, парал-
лельно оси z. Строим перпендикуляр В1В длиной 5 ед. параллельно и по на-

             z                 B(1,4,5) 
 
 
   C 
 
                             K 
                                      B1     y 
                          A1 
                        A(3,2,−1) 
  x 

Рис. 2.23 
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правлению оси z. Точка С расположена в плоскости уz. Отрезок АK – про-
екция вектора AC  на вектор AB . 

 

2.4. Векторное произведение 
Определение  2.13.  Векторным произведением вектора a  

на вектор b  называется вектор c , который подчиняется следую-
щим условиям: 

• вектор c  перпендикулярен плоскости 
перемножаемых векторов (рис. 2.24), т. е. 

,ac ⊥  ;bc ⊥  
• вектор c  направлен так, что если 

смотреть c его конца вдоль вектора, то по-
ворот от a  к b  совершается против часо-
вой стрелки (т. е. ориентирован так же, 
как вектор k относительно векторов i  и 
j ); 

• модуль вектора c  численно равен площади параллелограмма, 
построенного на перемножаемых векторах a  и b  как на его сто-
ронах:  

 .,sinр.параллелог ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ ∧
⋅== babacS  (2.21) 

Обозначается векторное произведение символами  

a × b  или [ a , b ]. 
Основные  свойства  векторного  произведения  

1. При перемене мест сомножителей векторное произведение 
меняет знак на противоположный: 

],[],[ abba −= . 

2. Константу можно выносить за знак векторного произведе-
ния, т. е. векторное произведение подчиняется сочетательному 
закону относительно числового множителя: 

],[],[],[ bababa λ=λ=λ . 

3. Векторное произведение подчиняется распределительному 
закону: 

     
              c  
 
 
        a                       b 
 
           
            -c  

Рис.  2.24 
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.)( cbcacba ×+×=×+  

4. Если векторное произведение двух векторов равно нулю, то 
либо один из векторов равен 0 , либо 0sin =ϕ , т. е. векторы колли-
неарны. В частности, 

.00sin =⋅⋅=× aaaa  

Таким образом, для того чтобы два ненулевых вектора a  и b  были 
коллинеарны, необходимо и достаточно, чтобы их векторное произведение 
равнялось нуль-вектору 0],[ =ba . 

Найдём выражение векторного произведения через проекции векторов 
сомножителей в декартовой системе координат. Пусть даны два вектора 

kajaiaa zyx ++= ,  kbjbibb zyx ++= . 

Из определения 12 следует, что векторные произведения единичных 
векторов (рис. 2.25) будут соответственно  

[i , i] = [j , j] = [k , k] = 0, 
но [i , j] = k, т. к. этот вектор отвечает всем требова-
ниям определения векторного произведения:  

ik ⊥  и jk ⊥  и .1
2

sin =π⋅⋅=×= jijik  

Аналогично  
ikj =],[ , ijk −=],[ , jik =],[ , jki −=],[ , kij −=],[ . 

Учитывая данные равенства и используя свой-
ства векторного произведения, найдём 

ba × )( kajaia zyx ++= =++× )( kbjbib zyx ++ ],[],[ ijbaiiba xyxx  

+ ++++ ],[],[],[],[ jkbajjbajibaikba yzyyyxxz  +++ ],[],[ kjbakiba zyzx  

[ , ]z za b k k+ =  =−+−−− kbabajbabaibaba xyyxxzzxyzzy )()()(  

kbb
aa

jbb
aaibb

aa
yx
yx

zx
zx

zy
zy +−=

 
(данная запись представляет собой разложение определителя третьего по-
рядка по элементам первой строки).   

Итак, 

 
            k 
 
 
 
     i                               j 
 
                  

Рис.  2.25 
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 [ a  , b ] 
zyx
zyx

bbb
aaa
kji

= . (2.22) 

Используя формулу (2.22), легко доказать свойства векторного произ-
ведения, например, свойство 1: 

],[],[ abba −= . 

Действительно, если в определителе поменять местами две строки, оп-
ределитель изменит знак на противоположный. 

Далее проверим выполнение свойства 2: 

],[],[],[ bababa λ=λ=λ . 

На самом деле, если в определителе все элементы какой-либо строки 
умножить на число λ, то определитель так же умножится на λ. 

С помощью определения векторного произведения можно решать за-
дачу о вычислении площади треугольника, построенного на векторах как на 
сторонах (рис 2.26). 

По определению модуль векторного произведения равен площади па-
раллелограмма, построенного на этих векторах как на сторонах: 

Sпараллелогр. = ⏐a  × b ⏐=⏐a ⏐⋅⏐b ⏐sinϕ, 

где ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

∧
ba ,ϕ . 

Из школьной программы известна теорема 
синусов, по которой площадь треугольника 
АСВ вычисляется по формуле ϕ⋅⋅=Δ sin2

1 baS , 

следовательно, 
 
 

 Δ=× Sba
2
1 . (2.23) 

Площадь треугольника равна половине модуля векторного произведе-
ния. 

Пример  14.  Даны точки А(1, −1, 2);  В(2, 1, −3); С(1, 2, −1). 
Найти площадь и высоту треугольника АВС, опущенную на сторону 

АС. 

             B 
 
      b 
                 ϕ 

  A            a               C   
Рис. 2.26  
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Решение .  Для вычисления площади треугольника и его высоты, ис-
пользуем формулы 

,
2
1

ABACS ×=
Δ

  ,
2
1 AChS =

Δ
 

где h – высота, АС – основание (рис. 2.27). 
Приравнивая правые части равенств, получим формулу для определе-

ния высоты   

,
2
1

2
1

AChABAC =×     .
AC

ABAC
h

×
=  

Сначала составим векторы 

kjikjiAB 52)23()11()12( −+=−−+++−= , 

kjikjiAC 330)21()12()11( −+=−−+++−= . 

Вычислим векторное произведение 

=+
−
−

−
−
−

=
−
−=× kji
kji

ACAB
30
21

30
51

33
52

330
521  

kjikji 339)03()03()156( ++=−+−−−+−= . 

Найдём величину векторного произведения и площадь треугольника, 
построенного на векторах AB  и AC : 

1139981 =++=× ACAB , 11
2
3=

Δ
S . 

Вычисляем длину основания треугольника 

.23330 22 =++=AC  

Теперь находим высоту 

.
2
22

23
113

==h  

Пример  15.  Даны векторы ,32 pma +−=  ,47 pmb −=  где ,2=m  

,3=p  .30, °=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ∧

pm  Найти площадь параллелограмма, построенного на 

векторах ., ba  

                 B 
 
 
                   h 
 

  A                                C 
Рис. 2. 27 
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Решение. Констатируем: векторы ba , , на которых построен паралле-
лограмм, заданы в аффинном базисе ., pm  По определению 12 площадь 
этого параллелограмма равна модулю векторного произведения векторов 

ba , : 

.baS ×=  

Мы не можем непосредственно воспользоваться формулой (2.21), т. к. не 
знаем угла между векторами ., ba  Для вычисления площади применим оп-
ределение и свойства векторного произведения, учитывая, что ,0=×mm   

 

,0=× pp  mppm ×−=× , 

( ) ( ) =−×+−=×= pmpmbaS 4732  

=×−×+×+×−= ppmppmmm 1221814  

=°⋅=×=×−×= 30sin1313218 pmpmpmpm = .).кв.ед(39
2
1

3213 =⋅⋅⋅  

Ответ: 39кв. ед. 

2.5. Смешанное произведение трёх векторов 
Определение 2.14. Смешанным произведением трёх векторов 

cba ,,  называется число, равное скалярному произведению век-
тора a на векторное произведение векторов [ ]cb , . 

Обозначается оно так: [ ]=⋅ cba , ( )cba . 
Замечание .  Смешанное произведение (ещё называется векторно-

скалярным) обозначается чаще cba , т. е. знаки умножения между вектора-
ми опускаются. 

Найдём выражение смешанного произведения через проекции векто-
ров в прямоугольной системе координат. 

Пусть даны векторы 

kajaiaa zyx ++= ,   kbjbibb zyx ++= ,  kcjcicc zyx ++= . 

Найдём [ ] ., cba ⋅  
Вычислим предварительно векторное произведение 
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=+−== kbb
aa

jbb
aaibb

aa

bbb
aaa
kji

ba
yx
yx

zx
zx

zy
zy

zyx
zyx],[ kdjdid zyx ++ , 

где ],[ bad = . 
Теперь вычислим скалярное произведение 

zzyyxx cdcdcdcd ++=),( . 

Окончательно смешанное произведение равно 

.),,( z
yx
yx

y
zx
zx

x
zy
zy cbb

aa
cbb

aacbb
aa

cba +−=  

Последнее равенство можно интерпретировать как разложение определите-
ля третьего порядка по элементам третьей строки  

∑
=

=Δ
3

1
333

j
jj Aa .  

Тогда 

 ( ) .,,
zyx
zyx
zyx

ccc
bbb
aaa

cba =  (2.24) 

Выясним геометрический смысл смешанного произведения. Пусть век-
торы a ,b  и c  не компланарны. Перенесём векторы так, чтобы начала их 
находились в одной точке О. 

Построим на этих векторах как на рёбрах параллелепипед (рис. 2.28). 

 
  d        c 
        ϕ       
                   h 
                                   b 
    O                                          B 
          a 
                      A                                          E 

Рис 2.28 
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Найдём вектор bad ×= , модуль которого равен площади параллелограм-
ма ОВЕА: 

d  = Sba =],[ . 

Далее, умножив скалярно ,cd ⋅  вычислим смешанное произведение 
векторов  

,coscos ϕϕ cbacdcdcba ⋅×=⋅⋅=⋅=  

где ϕ – угол  между  векторами d  и c , 

( ) hcc =−⋅=⋅ ϕϕ 90sincos , 

где – h высота параллелепипеда.  
Итак, мы вычислили объём параллелепипеда, построенного на векто-

рах cba ,, : 

.оснпар cbahSV ±=⋅=  

• Если угол ,2
π<ϕ  то  ,0cos >ϕ⋅c  .Vcba =  

• Если угол ,2
π>ϕ  то  ,0cos <ϕ⋅c  .Vcba −=  

Итак, вывод: модуль смешанного произведения трёх векторов равен 
объёму параллелепипеда, построенного на этих векторах как на рёбрах. 

Замечание .  Объём пирамиды, построенной на векторах  a ,b и c , ра-
вен шестой части объёма параллелепипеда, следовательно,  cbaV

6
1

пир. = . 

Свойства  смешанного  произведения  
1. • При перемене мест двух сомножителей смешанное произведение 
меняет знак на противоположный: 

.cabcba −=  
5. • Циклическая перестановка векторов не меняет знака смешанного 
произведения: 

.bacacbcba ==  
6. • Операции векторного умножения и скалярного переставимы: 

=⋅× cba cba ×⋅ . 
Все свойства смешанного произведения доказываются с помощью 

свойств определителя. 
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Теорема  2.6. Чтобы векторы cba ,,  были компланарны, не-
обходимо и достаточно, чтобы их смешанное произведение равня-
лось нулю. 
Доказательство .   
Необходимость .  Пусть смешанное произведение 0=cba . Надо до-

казать, что векторы компланарны. Предположим противное, но тогда на 
трёх векторах, не лежащих в одной плоскости, можно построить параллеле-
пипед и вычислить его объём 

,0пир. ≠= cbaV  

т.е. наше предположение неверно. 
Достаточность .  Пусть векторы cba  компланарны. Не нарушая 

общности, можно считать, что они лежат в одной плоскости. Тогда, пере-
множив два вектора, например ba , , векторно, получим третий вектор 

bad ×= , который перпендикулярен плоскости перемножаемых векторов, а 
следовательно и вектору :c  ,0=⋅⇒⊥ cdcd  т. к. скалярное произведение 
перпендикулярных векторов равно нулю. Но это и обозначает, что выпол-
няется равенство .0=⋅× cba  Теорема доказана. 

Пример  16.  Вершины пирамиды находятся в точках А(2, 3, 1), 
В(4, 1,−2), С(6, 3, 7), D(−5, −4, 8). Найти длину h − высоты, опущенной из 
вершины D на грань АВС (рис. 2.29). 

Решение .  Воспользуемся формулой из элементарной геометрии  

S
VhhSV 3

3
1

.осн.пир =⇒= . 

С другой стороны, 

ACABADV ,,
6
1

.пир = , ACABS ABC ×=
2
1 . 

Найдём векторы ABAD,  и AC : 

           D 
 
             h  
                   B 
           
 A                          C 

Рис. 2.29 
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kjiAD )18()34()25( −+−−+−−= kji 777 +−−= , 

kjiAB )12()31()24( −−+−+−= kji 322 −−= , 

kjiAC )17()33()26( −+−+−= ki 64 += . 

Вычислим смешанное произведение 

( ) 3082214
302
322
111

27
604
322
777

,, =⋅=−−
−−

⋅=−−
−−

=ACABAD

. 
Подсчитаем объём пирамиды 

3
154

6
308

.пир ==V . 

Далее, чтобы найти высоту, необходимо знать площадь основания, т. е. 
треугольника АВС. Найдём её с помощью векторного произведения по 
формуле (2.22)          

kji
kji

ACAB 82412
604
322 +−−=−−=× , 

14784
2
18)24()12(

2
1 222 ==+−+−=ABCS ,        11

14
154 ==h . 

Пример  17.  Даны векторы { },1,3,2a  { },2,4,5b  { },2,7,3c  { }5,20,7d  
в некотором базисе. Показать, что векторы cba ,,  образуют базис, найти 
координаты вектора d  в этом базисе. 

Решение .  Базис в трёхмерном пространстве образуют любые три не-
компланарных (линейно независимых) вектора. Смешанное произведение 
таких векторов отлично от нуля. Проверим это условие, составив определи-
тель третьего порядка из координат  векторов cba ,, , причём координаты 
можно записать либо в строки, либо в столбцы (см. свойство транспониро-
вания): 

2

.0112
11

001
123
112

221
743
352 3

1
33

−

≠−=−
−==−

−
==Δ ∑

=j
jj Aa
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Определитель отличен от нуля, значит, векторы cba ,,  некомпланарны 
и их можно рассматривать в качестве базиса, тогда любой четвёртый вектор 
можно разложить по этому базису, иначе вектор d  можно представить как 
линейную комбинацию 

.cbad γ+β+α=  

Запишем это равенство через компоненты векторов 

( ) ( ) ( ).273245325207 kjikjikjikji ++γ+++β+++α=++  
 
Два вектора равны , когда равны их одноимённые проекции. Прирав-

нивая коэффициенты при одинаковых ортах в правой и левой частях равен-
ства, получаем систему уравнений, решая которую, найдём неизвестные  α, 
β, γ: 

Решим методом Гаусса, предварительно поменяв местами уравнения: 

3,2

20743
7352
5221

−−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

M

M

M

∼ 2
5120
3110
5221

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−

M

M

M

∼ .
1100
3110
5221

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−

M

M

M

 

Последняя матрица соответствует системе уравнений 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=α
−=β

=γ
⇒

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=γ
−=γ−β

=γ+β+α

;7
,2

,1

1
,3

,522
 

cbad +−= 27  − разложение вектора d  в базисе cba ,, . 
Проверим ответ: 

2 ⋅ 7 − 2 ⋅ 5 + 3 ≡ 7, 

3 ⋅ 7 − 2 ⋅ 4 + 7 ≡ 20, 

7 − 2 ⋅ 2 + 2 ≡ 5. 
Решение верно. 
 

 i  
j  
k  

,7352 =γ+β+α  
,20743 =γ+β+α  

.522 =γ+β+α  
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2.6. Полярная система координат 
До сих пор положение точки на плоскости, а следовательно, уравнения 

прямой и кривых мы рассматривали в прямоугольной декартовой системе 
координат, основными постоянными элементами в кото-
рой являются две взаимно перпендикулярные прямые –
 две оси координат: ось Ох (ось абсцисс) и ось Оу (ось 
ординат), точка О – начало координат.  

В полярной системе координат основными посто-
янными элементами, по отношению к которым опреде-
ляется положение точки на плоскости, являются точка 
О – полюс и ось р, называемая полярной осью (рис. 2.30). 

Итак, из произвольной точки О на плоскости про-
ведём полупрямую р. Положение любой точки М на плоскости, не совпа-
дающей с полюсом О, определим заданием двух чисел:  

ρ – расстояние  от  точки  до  полюса ,  выраженное  в  единицах  
масштаба , 

ϕ – угол, на который нужно повернуть полярную ось против часовой 
стрелки, чтобы она совпала с лучом ОМ. 

Числа ρ и ϕ называются полярными координатами точки М; ρ –
 полярный радиус (или радиус-вектор),  ϕ – полярный угол. 

Полярный радиус ρ – величина всегда положительная (ρ ≥ 0), т. к. под 
ρ понимается расстояние, т. е. длина. Полярный угол ϕ считается положи-
тельным, если он отсчитывается от полярной оси против часовой стрелки, и 
отрицательным, если отсчёт ведётся по часовой стрелке. 

Однако на практике удобнее пользоваться системой, в которой радиус 
ρ может принимать и отрицательные значения. Такая система называется 
обобщённой системой полярных координат. 

Найдём связь между декартовой и полярной 
системами координат. Для этого поместим полюс в 
начало прямоугольной системы координат, а поляр-
ную ось совместим  с  положительной полуосью  Ох, 
ось  Оу  перпендикулярна полярной оси и составляет 
с ней угол 

2
π=ϕ . 

Из точки М опустим на полярную ось (ось Ох) 
перпендикуляр 1MM  (рис. 2.31). Из треугольника 

1OMM  по известным полярным координатам ρ и ϕ найдём её декартовы 
координаты х и у (соотношения в прямоугольном треугольнике): 

 х = ρ cosϕ,       y = ρ sinϕ.     (2.15) 

                           М
                  
           ρ 
                  ϕ     
 
      О                     р
 

Рис. 2.30 

 y 
                        M 
          ρ 
               ϕ 
 O             M1       x 

Рис. 2.31 
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Если же известны прямоугольные координаты х и у точки М, то её по-
лярные координаты определяются по формулам 

22 yx +=ρ , 
22

sin
yx

y

+
=ϕ ,  

22
cos

yx

x

+
=ϕ , 

x
y

=ϕtg . (2.16) 

Чтобы по известным прямоугольным координатам точки М определить 
её полярные координаты, нужно сначала найти её полярный радиус ρ, затем 
установить четверть, в которой находится угол ϕ (по значениям х и у), и за-
тем вычислить значение угла ϕ. 

Пример  6. Построить в полярной системе координат точку )
4

3,2( πM  

и найти её декартовы координаты. 
Решение .  Проведём через полюс О луч 

ОР под углом 
4

3π=ϕ  к полярной оси и отло-

жим на нём отрезок ОМ, равный двум едини-
цам масштаба (рис. 2.32). Конец М этого от-
резка – искомая точка. Для определения де-
картовых координат воспользуемся формула-
ми (2.15) 

2
2
22

4
3cos2cos −=−=π=ϕρ=x , 

22
224

3sin2sin ==π=ϕρ=y . 

Итак, точке )
4

3,2( πM  в полярной системе координат соответствует 

точка )2,2(−M  в декартовой системе координат. 

Пример  7. Записать уравнение окружности 222 Ryx =+  в полярной 
системе координат. 

Решение .  Воспользуемся формулами (2.15), подставив их в уравне-
ние окружности 

( ) ( ) ,sincos 222 R=ϕρ+ϕρ    ( ) .sincos 222222 RR =ρ⇒=ϕ+ϕρ  

       P   
                  
   M 
                   ϕ                    
 
                    O               p 

Рис. 2.32  
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Окончательно уравнение окружности в полярной системе координат примет 
вид 

ρ = R, 
что выражает сущность определения этой линии: геометрическое место то-
чек, равноудалённых от одной, называемой центром. 

Пример  8.  Построить в полярной системе координат график функ-
ции, заданной уравнением ρ = 2ϕ. 

Решение . Чтобы построить линию, угол ϕ будем задавать в радиан-
ной мере, т. к. отрезок ρ выражается через этот угол. За единицу масштаба 
принимаем произвольный отрезок. Составляем таблицу, считая значение π 
= 3, 14. 

ϕ 0 
6
π

 3
π

 2
π

 π 2
3π

 2π 2
5π

 3π 

ρ 0 1,05 2,09 3, 14 6,28 9,42 12,56 15,7 18.84 

Построенная кривая (см. рис. 2.33) называется спиралью Архимеда. Из 
уравнения видно, что с возрастанием угла полярный радиус ρ тоже растёт. 

Пример 9. Построить в полярной системе координат линию ρ = 3(1 − 
sin ϕ), записать её уравнение в декартовых координатах. 

Решение .  Чтобы построить линию, составим таблицу значений (шаг 
таблицы выбираем произвольно): 

ϕ 0 
6
π

 2
π

 6
5π

 π 6
7π

 2
3π

 2π 

ρ 3 
2
3  0 

2
3  3 

2
9

 6 3 

Строим точки в полярной системе координат, затем соединяем их 
плавной линией (см. рис. 2.34). Полученная кривая называется кардиоидой. 
Переведём уравнение линии в декартову систему координат с помощью 
формул (2.16): 
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                              π
                              2              
                                                             
                                                                
5π                                            π 
 6                                             6 
 
 
π                                                                                         ρ 
 
                                             3          7 
 
 
 
  7π                                                          
   6                                                              
                                       3π                        
                                        2 

 
 
 

Рис. 2.33 
 

 
 

,22 yx +=ρ   ,sin
22 yx

y

+
=ϕ  

,13
22

22
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

+
−=+

yx

yyx        ,
3

22

22
22

yx

yyx
yx

+

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −+

=+  

                            π
                            2              
                                                             
                                                               
5π                                    π 
 6                                     6 
 
 
π                                                          ρ
 
                                             3      
 
 
   7π                                                        
     6 
                                                               
                                     3π                       
                                      2 

 
Рис. 2.34  
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.33 2222 yxyyx +=++  

Возведём в квадрат обе части равенства: 

( ) ( ).93 22222 yxyyx +=++  

Как видим, в декартовых координатах уравнение кривой записывается 
более громоздко и для построения непригодно (слишком сложно подсчиты-
вать точки таблицы). 

2.7. Вопросы для самоконтроля 
10. Какие векторы называются равными, коллинеарными, компланарны-

ми? 
11. Как найти координаты вектора АB  и его длину, если известны коор-

динаты точек А и В? 
12. Сформулируйте признак коллинеарности двух векторов, используя: а) 

понятие линейной зависимости векторов, б) векторное произведение.  
13. Запишите формулы деления отрезка пополам. 
14. Дайте определение скалярного произведения двух векторов. 
15. Сформулируйте условие перпендикулярности двух векторов. Как это 

условие запишется через координаты векторов? 
16. Дайте определение векторного произведения двух векторов.  
17. Каков геометрический смысл модуля векторного произведения двух 

векторов? 
18. Сформулируйте определение смешанного произведения трёх векторов 

и правило его вычисления в декартовых координатах. 
7. Запишите формулу для вычисления векторного произведения ba ×  
в декартовой системе координат 

8. Запишите формулу для вычисления объёма пирамиды, построенной 
на трёх векторах как на рёбрах, если известны декартовы координа-
ты векторов. 
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Глава 3. АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ 

3.1. Прямая на плоскости и в пространстве 
Задача  1  (общее уравнение прямой на плоскости). Даны: точка 

),( 000 yxM  и вектор },{ BAN . Требуется найти  уравнение прямой α, про-
ходящей через точку M0 и перпендикулярной вектору N . 

Решение .  Построим схематический чертёж (рис. 3.1), на котором α − 
искомая прямая. Введём в рассмотрение любую 
(текущую) точку М(х, у) прямой α и радиусы-
векторы  

{ },, 0000 yxrOM ==  { }., yxrOM ==  
Составляем вектор 

{ },, 0000 yyxxrrMM −−=−=  
он коллинеарен прямой и, следовательно, пер-
пендикулярен вектору N , который назовём 

нормальным  для прямой α. Кратко можно записать 

,0 α⊂MM  .0 NMM ⊥  

Скалярное произведение перпендикулярных векторов равно нулю:  

( ) 0,0 =NMM , или ( ) 0,0 =− Nrr . 

Последнее равенство представляет собой уравнение прямой в вектор-
ной форме. 

Вычисляя скалярное произведение, получаем 

 0)()( 00 =−+− yyBxxA . (3.1) 
Выражение (3.1) – уравнение прямой, содержащей точку 0 0( , )x y  и пер-

пендикулярной вектору { , }N A B  (координатная форма). 
Воспользовавшись свойствами скалярного произведения, можно запи-

сать ещё один вид уравнения прямой 
( ) 0,0 =− Nrr , ( ) ( ) 0,, 0 =− NrNr , или ( ) .0, =+CNr  

Подставляя координаты векторов, получаем общее  уравнение  пря-
мой 

 Ах + Ву + С = 0,  (3.2) 

где ( ) .const,000 =−=−−= NrByAxC  

  y                          N 
            α          
                 M0 
                                      M  
                                      
       O                                  x 
                   Рис. 3.1            
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Преобразуя уравнение (3.2), можем получить ещё один вид уравнения 
прямой в Е2. Разделив на (−С ), имеем 

 1=
−

+
− B

C
A
C

yx , или 1=+
b
y

a
x . (3.3) 

Выражение (3.3) – уравнение прямой в отрезках,  
где A

Ca −=  – отрезок, отсекаемый прямой по оси Ох (рис. 3.2), 

B
Cb −=  – отрезок, отсекаемый прямой по оси Оу. 
Легко строить прямую, приведённую к виду (3.3). 
Пример  1.  Дано: точка K(−5, 4), вектор { }.5,2N  Записать уравнение 

прямой, проходящей через точку K и перпендикулярной вектору N . Найти 
отрезки, отсекаемые прямой на осях координат. Сделать чертёж. 

Решение .  Найдём сначала уравнение прямой в виде (3.1), подставляя 
начальные условия: 

2(х + 5) + 5(у − 4) = 0,  или   2х + 5у − 10 = 0. 
Теперь преобразуем найденное уравнение к виду (3.3). 
Перенесём свободный член вправо и разделим на него всё уравнение: 

2х + 5у = 10 ⇒ 1
25
=+

yx . 

Откладывая по Ох отрезок а = 5, по Оу − отрезок b = 2, проводим пря-
мую через две точки М (5,0) и Т (0,2) (рис. 3.2). Очевидно, что точка K при-
надлежит этой прямой: 

.1
2
4

5
5

≡+−  

Продолжая преобразование формулы (3.2), найдём следующий вид 
уравнения прямой в двухмерном пространстве. Уединим  у, оставив его в 
левой части и поделив всё уравнение на коэффициент В:  

                                       y 
            
                K 
                                      2       T 
                                            b   
                                                                         M 
           -5                        O                 a           5        x 

Рис. 3.2 
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 bkxy
B
Cx

B
Ay +=⇔−−= . (3.4) 

Выражение (3.4) – уравнение прямой с угловым коэффициентом, 
где tgA

Bk φ= − =  – угловой коэффициент, ϕ – угол между Ох и прямой, 
C
Bb = −  – отрезок, отсекаемый прямой по оси Оу. 
Пример  2.  Построить прямую 01=+− yx . Найти угол наклона этой 

прямой к оси х.  
Решение .  Перепишем уравнение прямой в виде (3.4), выделив угло-

вой коэффициент 
1+= xy . 

Делаем вывод: 1,451tg =°=ϕ⇒==ϕ bk . 
Отложив на оси у отрезок b, получаем точку (0, 1). Теперь строим пря-

мую через эту точку под углом 45° к оси х (рис. 3.3). 
Пример  3.  Найти уравнение прямой, проходящей через начало коор-

динат под углом 60° к оси Ох. 
Решение .  Воспользуемся уравнением (3.4), в котором параметр b = 0, 

т.к. прямая содержит точку О(0, 0), и значит, искомая прямая будет иметь 
вид у = kx. Остаётся вычислить угловой коэффициент k = tgϕ = tg60° = .3  
Итак, уравнение прямой .3xy =  

Задача  2.  Дано: точка ( )0000 ,, zyxM  и вектор l {m, n, p}. Най-
ти уравнение прямой α ∋ M0 и α || l . 

Решение. Делаем схематический чертёж (рис. 3.4).  Пусть α – искомая 
прямая и М(х, у, z) – её любая (текущая) точка; rr ,0 – радиусы-векторы со-
ответствующих точек. По условию  MM 0 || l  (вектор l  назовём направ-
ляющим). По теореме 4 гл. 2 коллинеарные векторы линейно зависимы, 
т.е. MM 0 = lt , где t = const (параметр); ltrr =− 0 – уравнение искомой 
прямой. Найдём его координатную запись в Е3  

       y 
 
         1 
               ϕ          

O                  x

 Рис. 3.3 
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 ⇒+= 0rltr
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=
+=
+=

.
,
,

0

0

0

ztpz
ytny
xtmx

 (3.5) 

                                   
                                l 
                  M0 
                                M  
     r0                                 
                   r                       α
    O                                        
                   Рис. 3.4  

Равенства (3.5) – параметрические уравнения прямой в трёхмерном 
пространстве, 

Исключив параметр t из уравнений (3.5), получим канонические урав-
нения прямой 

 
p
zz

n
yy

m
xx

t 000 −
=

−
=

−
= . (3.6) 

Здесь m, n, p – координаты направляющего вектора прямой, x0, y0, z0 – 
координаты фиксированной точки М0, принадлежащей прямой α. 

Если одна из координат вектора равна нулю, то прямая (как и вектор) 
перпендикулярна соответствующей оси. 

Замечание .  В двухмерном пространстве Е2 задача 2 имеет решением 
прямую 

 
⎩
⎨
⎧

+=
+=

.0

0 ,
ytny
xtmx

    (3.7) 

Выражение (3.7) – параметрическое уравнение прямой в двухмерном 
пространстве (т.е. на плоскости); 

 
n

yy
m

xx
t 00 −

=
−

= .     (3.8) 

Выражение (3.8) – каноническое уравнение прямой в двухмерном про-
странстве. 

В формулах (3.7) и (3.8) { } lnm =,  – направляющий вектор прямой, 
( )00 , yx  – координаты фиксированной точки, принадлежащей прямой, 
(х, у) – координаты любой точки прямой. 
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Пример  4.  Найти канонические уравнения прямой α1, проходящей 
через точку Т(7, 8, 9), 

9. параллельно прямой 
4

3
3
2

2
1

:
−

=
−
−

=
−

α
zyx

, 

10. параллельно вектору 21MM , M1(3, −1, −2), M2(−3, 2, −2). 
Решение.  
1. Из уравнения α находим направляющий вектор l {2,−3,4}, этот век-

тор по условию коллинеарен искомой прямой. Используя формулу (3.6), за-

пишем ответ: 
4

9
3
8

2
7 −

=
−
−

=
− zyx . 

2. Составим вектор 21MM  = {−6, 3, 0}, он является направляющим для 
искомой прямой; подставляя координаты этого вектора и точки Т в формулу 

(3.6), записываем ответ: 
0

9
3

8
6
7 −

=
−

=
−
− zyx . Эта прямая перпендикулярна 

оси Oz. 
Задача  3.   Найти уравнение прямой α, проходящей через две точки 

),,( 1111 zyxM , ),,( 2222 zyxM . 
Решение .  Делаем схематический чертёж (см. рис. 3.5): точка О –

 начало координат, α – искомая прямая, М – её текущая точка.  

Тогда векторы  21MM  и MM1  коллинеарны, значит, линейно зависи-
мы. Обозначив 21MMl = 12 rr −= , сводим нашу задачу к предыдущей. Со-
гласно построению (рис. 3.5)  

1rr − MM1= || ⇒21MM ltrr =− 1 .  

Исключая параметр t и подставляя координаты точек, получаем иско-
мое уравнение прямой 1rr − ( )12 rrt −= . Координаты  коллинеарных векто-
ров пропорциональны: 

 
12

1

12

1

12

1
zz

zz
yy

yy
xx

xx
−
−

=
−
−

=
−
−

,   (3.9) 

             M1                                
                       M2 
                                     M  
     r1         r2                           α
                        r                 
  O                                            
                   Рис. 3.5                 
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12

1

12

1
yy

yy
xx

xx
−
−

=
−
−

.   (3.10) 

Выражение (3.9) – уравнение прямой, проходящей через две фиксиро-
ванные точки М1(х1, у1, z1), М2(х2, у2, z2), в трёхмерном пространстве.  

Выражение (3.10) – уравнение прямой, проходящей через две фиксиро-
ванные точки М1(х1, у1), М2(х2, у2), в двухмерном пространстве.  

Из формулы (3.10) можно получить ещё один вид уравнения прямой на 
плоскости – уравнение пучка  

 ( )11 xxkyy −=− ,   (3.11) 

где 
12

12
xx
yy

k
−
−

= – угловой коэффициент прямой. 

Меняя угловой коэффициент k в уравнении (3.11), получаем множество 
прямых, проходящих через точку М1(х1, у1), т.е. пучок прямых. С другой 
стороны, меняя координаты точки M1, а коэффициент k оставляя неизмен-
ным, получаем множество параллельных прямых с одинаковым углом на-
клона к оси Ох. 

 

3.2. Нормальное уравнение прямой 
Вернёмся к выводу уравнений прямой (3.1) и (3.2), а именно к их век-

торной записи 

( ) 0,0 =− Nrr , или ( ) ( ) .0,, 0 =− NrNr  

Разделим последнее равенство на длину вектора N  (говорят, нормиру-
ем): 

 ( ) ( )
0

,, 0 =−
N

Nr
N
Nr ,   или  ,0

2222
=

+
+

+

+

BA

C

BA

ByAx    (3.12) 

где ,cos
22

α=
+ BA

A  β=
+

cos
22 BA

B  − направляющие косинусы векто-

ра { },, BAN  ( ).,0 NrC −=  
Выражение (3.12) и есть нормальное уравнение прямой. 
Обозначив последнее слагаемое уравнения (3.12) 

 ,
22

000 p
BA

ByAx
N

Nr
=

+

+
=

⋅
 (3.13) 

получаем ещё одну запись нормального уравнения прямой 
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 хcosα + ycosβ − p = 0.   (3.14) 
Выясним смысл слагаемого р в уравнении (3.14). По свойству скаляр-

ного произведения (см. формулу 2.20) 

,пр
b

baab
⋅

=  т. е. ,пр 0
0 p

N
Nr

rN =
⋅

=  

где 0r  – радиус-вектор точки М0, принадлежащей прямой α, N  – нормаль-
ный вектор прямой (см. рис. 3.1).  

Значит, по формуле (3.13),  prN =0пр  или ( )αρ= ,0p  есть расстояние 
прямой α до начала координат. Далее уравнение (3.14) можно использовать 
при решении задачи о вычислении расстояния какой-либо точки K(x1, y1) до 
прямой α. 

Теорема  3.1.  Расстояние от точки K(x1, y1) до прямой α с 
уравнением Ах + Ву + С= 0 равно  

 ( ) .
22

11,
BA

CByAx
dK

+

++
==αρ    (3.15) 

Доказательство .  Пусть точка K(x1, y1) не принадлежит прямой α и 
точка М0 – проекция K на прямую α (рис. 3.6), ,00 rOM =  1rOK =  – радиус-
векторы точек М0 и K. По правилу сложения векторов 

,прпрпр 001 rKMr NNN +=  

где dKMN =0пр  – расстояние точки K до прямой α, 

N
Nr

N pr ⋅== 0
0пр  – расстояние точки O до прямой α, 

         y                 N 
 
                           Q       
                                     r1        K    
                  p                         d     
                                 
                            r0    M0        
         O                               α        x
              Рис.3.6     
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.пр
22
111

1
BA

ByAx
N

Nr
rN

+

+
=

⋅
=  

Выражая явно искомую величину d и учитывая обозначения, введён-
ные в (3.2) и (3.13), ( )NrC ,0−= , имеем 

,прпрпр 010 rrdKM NNN −==  

N
CNr

d
+⋅

= 1 ,   или   .
22

11

BA

CByAx
d

+

++
=  

Теорема доказана. 
Заметим, что расстояние (или отклонение) точки от прямой α получаем 

со знаком плюс, если точка и начало координат лежат по разные стороны от 
прямой, и со знаком минус, если они расположены по одну сторону от пря-
мой. Поэтому, если знак отклонения нас не интересует, берём результат вы-
числения по модулю 

22
11

BA

CByAx
d

+

++
= , или .coscos 11 pyxd −β+α=  

Сформулируем правило:  чтобы найти расстояние точки K(x1, y1) до 
прямой Ах + Ву + С= 0, надо нормировать уравнение, разделив его на 

22 BA + , и подставить в полученное уравнение координаты х1, у1. 
Пример  5.  Найти расстояние точки K(−7, 3) до прямой  

4x + 3y − 11 =0. 
Решение .  Нормируем уравнение прямой 

.0
34

1134
22

=
+

−+ yx  

Подставляем координаты точки K в нормальное уравнение прямой 

.6
5

30
5

113374
−=−=

−⋅+⋅−
=d  

Отрицательный знак для d указывает на то, что точка K и начало коор-
динат расположены по одну сторону от прямой. Искомое расстояние .6=d  

Все выведенные уравнения прямой внесены в табл. 1, которая находит-
ся в конце главы (стр. 122−123). В ней вы можете быстро найти уравнения, 
необходимые для решения задач. 
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3.3. Уравнение плоскости 
Задача  4.  Дано: точка ( )0000 ,, zyxM  и вектор N {A, B, C}. Найти 

уравнение плоскости, содержащей точку M0 и перпендикулярной N . 
Решение .  Сделаем схематический чертёж (рис. 3.7). Пусть р –

 искомая плоскость. Возьмём любую её точку M(x, y, z), тогда векторы 
MM 0  и N  перпендикулярны по теореме геометрии: если прямая перпен-

дикулярна плоскости, то она перпендикулярна любой прямой, лежащей в 
этой плоскости. Скалярное произведение перпендикулярных векторов рав-
но нулю, т. е.  

MM 0 ⊥N ⇒ ( MM0 , N ) = 0, 

MM 0 0rr −=  ⇒ ( 0rr − , N ) = 0. 

Последнее равенство представляет собой векторное уравнение плоско-
сти (сравните с задачей 1). Зная координаты векторов N {A, B, C} и 

0rr − kzzjyyixx )()()( 000 −+−+−= , можно вычислить их скалярное 
произведение 

 0)()()( 000 =−+−+− zzCyyBxxA .  (3.16) 

Выражение (3.16) – уравнение плоскости, содержащей точку 0M  и 
перпендикулярной вектору N . 

Отделим переменную часть уравнения и сгруппируем все константы, 
тогда 

 Ах + By + Cz +D  = 0.  (3.17) 
Выражение (3.17) – общее уравнение плоскости, где А, В, С –

 координаты вектора нормали N , 000 CzByAxD −−−= . 
Исследуем ,  как влияют коэффициенты уравнения (3.17) на располо-

жение плоскости в системе координат: 

         z                           N 
 
                            M0         p 
                                   
               r0                              M 
                                       r           
                               
                                                     y
 x                   Рис.3.7    
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19. Пусть в уравнении плоскости Ах + By + Cz + D  = 0 все коэффициенты 
отличны от нуля: А ≠ 0, В ≠ 0, С ≠ 0, D ≠ 0. Разделим всё уравнение на 
(−D) и обозначим 

A
Da −= , 

B
Db −= , 

C
Dc −= . 

Тогда 

 1=++
c
z

b
y

a
x  (3.18) 

Выражение (3.18) – уравнение плоскости в отрезках (сравните с задачей 1, 
уравнение (3.3)) (см. рис. 3.8);   

20. А ≠ 0, В ≠ 0, С ≠ 0, D = 0 ⇒ Ах + By + Cz = 0 . Точка О(0, 0, 0) удовле-
творяет уравнению, т.е. плоскость содержит начало координат 
(рис. 3.9);  

21. А ≠ 0, В ≠ 0, С = 0, D ≠ 0 ⇒  Ах + By +D = 0 – плоскость параллельна 
оси Oz (р || Oz) и уравнение принимает вид (сравните с формулой 

(3.18)): 1=+
b
y

a
x , (рис. 3.10);  

22. А ≠ 0, В = 0, С ≠ 0, D ≠ 0 ⇒  Ах + Cz + D = 0, р || Oу ⇒ 1=+
c
z

a
x  

(рис. 3.11); 
 

         z 
               M(0,0,c)  
 
 
                   T(0,b,0) 
            O                  y
         K(a,0,0) 
    x 

Рис.3.8 

         z 
 
 
 
 
            O                 y
 
    x 

Рис.3.9 

          z 
 
 
 
 
            О           b    y 
 
x     a 
         Рис.3.10 

         z 
 
         c 
 
 
             O                y
 a 
    x 

Рис.3.11 
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23. А = 0, В ≠ 0, С ≠ 0, D ≠ 0 ⇒  By + Cz + D = 0,  р || Oх, 

1=+
c
z

b
y (рис. 3.12); 

24. А ≠ 0, В ≠ 0, С = 0 = D ⇒ Ах + By = 0 ⇒ p ⊃ Oz (рис. 3.13); 
25. А ≠ 0, В = 0, С ≠ 0, D = 0 ⇒ Ах + Cz = 0 ⇒ p ⊃ Oy (рис. 3.14); 
26. А = 0, В ≠ 0, С ≠ 0, D = 0 ⇒  By + Cz = 0 ⇒ p ⊃ Ox (рис. 3.15); 

         z 
                c 
 
 
 
             O             b    y
 
   x 

Рис.3.12 

          z 
 
 
 
 
            O                 y
 
    x 

Рис. 3.13 
 

          z 
 
 
 
 
            O                 y 
 
    x 

Рис. 3.14 
 

          z 
 
 
 
 
             O                y
 
    x 

Рис. 3.15 
 

 
27. А = B = 0, С ≠ 0, D ≠ 0 ⇒  z = const = c ⇒ p || xOy (см. рис. 3.16); 
28. А = C = 0, В ≠ 0, D ≠ 0 ⇒ y = const = b ⇒ p || xOz (см. рис. 3.17); 
29. А ≠ 0, В = C = 0, D ≠ 0 ⇒ x = const = a ⇒ p || yOz (рис. 3.18); 
30. А ≠ 0, В = C = D = 0 ⇒ x = 0, координатная плоскость yOz (рис. 3.19); 
31. В ≠ 0, A = С = D = 0 ⇒ y = 0, координатная плоскость xOz (рис. 3.19); 
32.  С ≠ 0, A = B = D = 0 ⇒ z = 0, координатная плоскость xOy (рис. 3.19). 
Пример  6.  Найдите уравнение плоскости, параллельной оси Оу и со-

держащей точки Т(1; −8, 4), K(−2; 0,3). 
Решение .  Плоскость параллельна оси Оу, значит, в общем уравнении 

Ах + Ву + Cz + D = 0 коэффициент В = 0. Запишем оставшееся уравнение, 
разделив его на свободный член D: 

Ах + Cz + D = 0,    .01=++ z
D
C

x
D
A
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Обозначив ,q
D
A
=  ,pD

C =  получим уравнение, в котором неизвестны 

два коэффициента 
qx + pz + 1 = 0. 

          z 
          c 
 
                  
                                   
                                   
y                     
      
   x                               

Рис. 3.16 

          z 
 
 
 
 
             O        b         y
                      
    x 

Рис. 3.17 

          z 
 
 
 
 
              O                  y 
 a                  
     x      

Рис. 3.18 

          z 
 
                      12 
     13 
                     x = 0    
    y=0  O                   
y 
            z = 0 14 
   x 

Рис. 3.19 
 

Из условия известны две точки, принадлежащие плоскости. Подставив 
их координаты в уравнение, получим систему уравнений, решив которую, 
найдём коэффициенты q, p: 

⎩
⎨
⎧

=++−
=++

.0132
,014

pq
pq

 

Решим, например, методом Гаусса 

2
132
141~
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

−−
−=

M
MA ∼ ,

3110
141
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

M

M
 

11р = −3, ,
11
3

−=p  .
11
1

=q  

Записываем уравнение плоскости 

01
11
3

11
1

=+− zx ,   или    х − 3z + 11 = 0. 
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3.4. Нормальное уравнение плоскости 
Для получения уравнения используем алгоритм, применённый для вы-

вода нормального уравнения прямой в двухмерном пространстве. Распро-
страним этот алгоритм на трёхмерное пространство. Не делая подробных 
выкладок, по аналогии с уравнениями (3.12) и (3.14), запишем нормальное 
уравнение плоскости 

 ,0
222

=
++

+++

CBA

DCzByAx  (3.19) 

или 

 хcosα + ycosβ + zcosγ − q = 0,  (3.20) 

где А, В, С – координаты нормального вектора ,N  

222
1

CBA ++
– нормирующий множитель, 

,cos
N
A

=α  ,cos
N
B

=β  ,cos
N
C

=γ  ,222 CBAN ++=  

( )pq ,0ρ=  – расстояние начала координат до плоскости р. 
Чтобы найти расстояние от  точки М1(х1, у1, z1) до плоскости Ах + 

Ву + Cz + D = 0, надо подставить координаты х1, у1, z1 в нормальное уравне-
ние плоскости. Результат взять по абсолютной величине 

222
111

CBA

DCzByAx
d

++

+++
= , 

или 

d = ⎢х1cosα + y1cosβ + z1cosγ − q⎢. 

Если величина d = х1cosα + y1cosβ + z1cosγ − q окажется отрицательной, 
то начало координат и точка М1 находятся по одну сторону от плоскости; 
если d > 0, то начало координат и точка М1 находятся по разные стороны от 
плоскости. 

Пример  7.  Найти расстояние точки K(3, 1, 1) до плоскости 5x − 6y + 
8z = 2. 

Решение .  Из уравнения плоскости выписываем координаты нор-
мального вектора { }8,6,5 −N  и находим его длину 
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( ) .125865 222 =+−+=N  

Нормируем  уравнение 

.0
55

2865
=

−+− zyx  

Подставляя в нормальное уравнение плоскости координаты точки K, 
вычисляем расстояние точки до плоскости 

.
5

53
55

15
55

2181635
==

−⋅+⋅−⋅
=d  

Задача  5.  Даны точки ),,( iiii zyxM , i = 1, 2, 3, не лежащие на одной 
прямой.  Найти уравнение плоскости р, содержащей эти точки.  

Решение .  Сделаем схематический чертёж (рис. 3.20). Пусть р –
 искомая плоскость, содержащая точки M1, M2, M3. Введём в рассмотрение 
произвольную точку M(x, y, z) этой плоскости, построим радиусы-векторы 
точек. Найдём координаты векторов, лежащих в плоскости р: 

},,,{ 1212121221 zzyyxxrrMM −−−=−=  

},,,{ 1313131331 zzyyxxrrMM −−−=−=  
}.,,{ 11111 zzyyxxrrMM −−−=−=  

Три вектора компланарны, а значит, их смешанное произведение  об-
ращается в ноль (см. п. 2.11, теорема 2.6). Запишем векторную и коорди-
натную формы уравнения плоскости р: 

( ) ,0,, 13121 =−−− rrrrrr  

 0
131313
121212

111
=

−−−
−−−
−−−

zzyyxx
zzyyxx
zzyyxx

.  (3.21) 

     p 
      M1                  M2 
               
    r1    r2  r3            M3 
                                         M  
   O            r    

Рис. 3.20 



3.4. Нормальное уравнение плоскости 
 

 83

Выражение (3.21) – уравнение плоскости, содержащей три фиксиро-
ванные точки. 

Пример  8.  Даны точки А1(2, 1, −1), А2(4, 2, −3), А3(−1, 4, 3). Составьте 
уравнение плоскости р, содержащей точки Аi , i = 1, 2, 3, и уравнение пря-
мой, перпендикулярной плоскости р и проходящей через точку А3. 

Решение .  Введя в рассмотрение произвольную точку плоскости 
М(х, у, z), сделаем схематический чертёж (см. рис. 3.21) и, повторяя рассуж-
дения, приведённые в задаче 5, запишем условие компланарности трёх век-
торов, которое равносильно равенству нулю смешанного произведения этих 
векторов. Найдём координаты этих векторов, взяв за их начало точку 1A : 

{ },1,1,21 +−−= zyxMA  

{ },2,1,221 −=AA  { }.4,3,331 −=AA  

Записываем уравнение плоскости по формуле (3.21) 

.0
433
212
112
=

−
−
+−− zyx

 

Вычисляя определитель, получаем  

10х − 2у + 9z − 9 = 0. 
Это и есть уравнение плоскости р. 

Её вектор нормали { }9,2,10 −=N  параллелен прямой α, которая по ус-
ловию перпендикулярна плоскости р. Записываем канонические уравнения 
прямой, содержащей точку А3 и параллельной вектору N : 

.
9

3
2
4

10
1 −

=
−
−

=
+ zyx  

            N                                  α 
                             A2 
 
           A1                 M(x,y,z) 
 
                      p               A3 
 
 

Рис. 3.21 
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3.5. Взаимное расположение прямых и плоскостей 
Задача  6.  На плоскости заданы всевозможными способами две пря-

мые α1 и α2: 

00),(: 111111 =++⇔=+α CyBxACNr , 

11 ltrr += ⇒
⎩
⎨
⎧

+=
+=

⇒
11

11 ,
ntyy
mtxx

1

1

1

1
n

yy
m

xx −
=

−
, 11 bxky += ; 

00),(: 222222 =++⇔=+α CyBxACNr , 

22 ltrr += ⇒
⎩
⎨
⎧

+=
+=

⇒
22

22
ntyy
mtxx

2

2

2

2
n

yy
m

xx −
=

−
,  22 bxky += , 

где },{ iii nml  – направляющий вектор прямой αi при i = 1, 2; { }iii BAN ,  – 
нормальный вектор прямой αi при i = 1, 2. 

Найти:  1) угол ϕ между α1, α2; 2) условие α1 || α2; 3) условие  α1 ⊥ α2; 
4) точку пересечения прямых α1, α2, если они не параллельны.  

Решение .  Векторы 1l  и 2l  расположим соответственно на прямых α1, 
α2 для компактности чертежа (см. рис. 3.22).  

1. Рассмотрим угол между прямыми как угол между векторами, а 
именно:  

∧∧∧
==αα=ϕ )(),(, 212121 NNll . 

Используем определение и свойства скалярного произведения (см. 
формулу (2.19)): 

21

21

21

21cos
NN
NN

ll
ll ⋅

=
⋅

=ϕ , 

    y                  
              N2              l1 
 l2                       ϕ 
              M0                   N1 
                     ϕ1      ϕ2 
   O                                   x

Рис. 3.22 
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 =
++

+
=ϕ

2
2

2
2

2
1

2
1

2121cos
nmnm

nnmm
2

2
2

2
2

1
2

1

2121

BABA

BBAA

++

+
.        (3.22) 

Если же прямые заданы через угловой коэффициент, используем из-
вестную тригонометрическую формулу 

 =ϕ−ϕ=ϕ )(tgtg 12
21

12

21

12
1tgtg1

tgtg
kk
kk

+
−

=
ϕϕ+
ϕ−ϕ

, (3.23) 

где 11tg k=ϕ , 22tg k=ϕ – угловые коэффициенты прямых α1 и α2. 
Формулы (3.22), (3.23) позволяют найти угол между прямыми при лю-

бом известном способе их записи. 
2. Далее из выражений (3.22) и (3.23) находим ответ на вопрос об усло-

вии параллельности прямых α1 и α2: 

α1 || α2 1l⇔ || 12 Nl ⇔ || 2N , 

коллинеарные векторы линейно зависимы: 

tll 12 =  и 12 NN λ= , 

а значит, их координаты пропорциональны: 

1

2

1

2

12

12 ,
n
n

m
m

tnn
tmm

=⇒
⎩
⎨
⎧

=
=

  и  
1

2

1

2

12

12
B
B

A
A

BB
AA

=⇒
⎩
⎨
⎧

λ=
λ=

. 

При  этом угловые коэффициенты параллельных  прямых равны: k1 = k2. 
Докажите  t = λ. 
3. Из выражения (3.22) следует ответ на вопрос об условии перпенди-

кулярности прямых α1 и α2: 

α1⊥ α2 1l⇔ ⊥ 12 Nl ⇔ ⊥ 2N . 

Векторы перпендикулярны, следовательно, их скалярное произведение 
равно нулю: 

,00),( 212112 =+⇔= nnmmll  

00),( 212121 =+⇔= BBAANN . 

Из выражения (3.23) находим зависимость между угловыми коэффици-
ентами перпендикулярных прямых (знаменатель дроби при этом условии 
обращается в ноль): 

1
2

1
k

k −= , 
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что читается:  угловые коэффициенты перпендикулярных прямых об-
ратно пропорциональны и противоположны по знаку. 

4. Так как прямые α1 и α2 не параллельны, то 1l  ⎪⎪ 2l  и 1N ⎪⎪ 2N  
и система 

⎩
⎨
⎧

=++
=++

0
,0

222

111
CyBxA

CyBxA
 

имеет единственное решение, его можно найти, например, методом Краме-
ра, т. к. 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=
222

111~
CBA
CBA

A , 2~ rangrang == AA  или 0det
22

11 ≠=
BA
BA

; 

найденные х, у и есть координаты точки пересечения (см. п. 1.4, формулы 
1.2) 

Задача  7 (о взаимном расположении прямых в трёхмерном про-
странстве). Дано: уравнения двух прямых  

tlrr 111 : +=α , },,{ 1111 pnml = , 

tlrr 222 : +=α , },,{ 2222 pnml = . 

Найти:   1) угол ϕ между α1, α2;  
2) расстояние между прямыми ),( 21 ααρ ; 
3) условие пересечения; 
4) условие перпендикулярности (α1⊥α2);  
5) условие параллельности (α1|| α2).  
Решение .  1. Нахождение угла между двумя прямыми сводится к вы-

числению угла между их направляющими векторами 

),(, 2121
∧∧

=αα=ϕ ll . 

Используем определение и свойства скалярного произведения 

=
⋅

=ϕ
21

21cos
ll
ll

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121

pnmpnm

ppnnmm

++++

++
. 

2. Пусть вектор 1l  направлен по прямой α1 и вектор 2l  – по прямой α2. 
На каждой из прямых произвольно выберем точки ( ) 11111 ,, α∈zyxM , 

( ) 22222 ,, α∈zyxM .  
Построим параллелепипед на векторах 21MM , 1l , 2l  (рис. 3.23).  
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        l1  
              α1 
   M1                          
     r1                             α2   l2 
                         M2 
        O      r2      

Рис. 3.23 

Пусть точка О – начало координат, обозначим 
радиусы-векторы точек 

11 rOM = , ,22 rOM =  

тогда 21MM  = =− 12 rr },,{ 121212 zzyyxx −−− . 
Пусть 1l || 2l  (прямые не параллельны), тогда 

их векторное произведение 021 ≠× ll . Ищем рас-
стояние ),( 21 ααρ , равное высоте построенного 

параллелепипеда. 
Используем определения смешанного произведения трёх векторов и 

векторного произведения двух векторов: 

 ),( 21 ααρ ===
основания

ипедапараллелеп
S

V
h

21

2112 ,,

ll

llrr

×

−
. (3.24) 

3. Чтобы две прямые пересеклись, необходимо и достаточно, чтобы 
расстояние между ними равнялось нулю, т. е. ρ(α1, α2) = 0, а значит, числи-
тель дроби формулы (3.24) равен нулю:  

 0),,( 2112 =− llrr . (3.25) 

Таким образом, найдено условие пересечения двух прямых в трёхмер-
ном пространстве. 

Подставив координаты векторов в выражение (3.25), вычислим это 
смешанное произведение: 

 0

222

111

121212
=

−−−

pnm
pnm

zzyyxx
.  (3.26) 

Выражение (3.26) – условие  пересечения  прямых  (в  координат-
ной  форме), или  уравнение  плоскости ,  содержащей  эти  две  пря-
мые . 

Поясним последнее утверждение. Пусть прямые  α1 и α2 расположены в 
плоскости р, 1l  и 2l  – их направляющие векторы (см. рис. 3.24). Составим 

ещё один вектор MM1 , где M1(x1, y1, z1) – какая-то точка прямой α1, M(x, y ,z) –
 произвольная точка плоскости р, векторы 1l , 2l , MM1  – компланарны, 
следовательно, их смешанное произведение равно нулю:  

0),,( 211 =− llrr . 
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Мы получили векторную запись уравнения плоскости, содержащей две пе-
ресекающиеся прямые. 

Вычисляя смешанное произведение по формуле (2.24), запишем урав-
нение той же плоскости в координатной форме: 

 .0

222

111

111
=

−−−

pnm
pnm

zzyyxx
 (3.27) 

4. Условие перпендикулярности прямых эквивалентно условию пер-
пендикулярности направляющих векторов этих прямых: 

α1⊥α2 ⇒ 21 ll ⊥ ⇒ 
2

cos π  = ,0,cos 21 =⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
αα
∧

 

значит, скалярное произведение направляющих векторов равно нулю:  
0212121 =++ ppnnmm . 

5. Условие параллельности прямых равносильно условию параллель-
ности направляющих векторов этих прямых: 

α1||α2 ⇒ [ ]21, ll  = 0, 

или 

2

1

2

1

2

1
p
p

n
n

m
m

== , 

т. е, если прямые параллельны, координаты направляющих векторов про-
порциональны. 

Задача  8 (о взаимном расположении плоскостей). Даны уравнения 
двух плоскостей 

00),(: 1111111 =+++⇒=+ DzCyBxADNrp , 

00),(: 2222222 =+++⇒=+ DzCyBxADNrp , 

 

         M 
                          l1 
   α2                                             l2 
             M1                           P 
    α1 

Рис. 3.24 
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где },,{ 1111 CBAN , },,{ 2222 CBAN  – векторы нормалей к плоскостям p1 и 
p2. 

Найти:   

1) угол ϕ=
∧

),( 21 pp  между p1 и p2 ; 
2) условие p1 || p2;  
3) условие p1 ⊥ p2; 
4) условие пересечения двух плоскостей  p1I p2. 
Решение .  
1. Угол между плоскостями (см. рис. 3.25) найдём как угол между их 

нормальными векторами, для чего используем скалярное произведение (см. 
формулу (2.19)) 

⇒==ϕ
∧∧

),(),( 2121 NNpp  

1 2 1 2 1 2 1 2
2 2 2 2 2 2

1 2 1 1 1 2 2 2

cos N N A A B B C C
N N A B C A B C

ϕ ⋅ + +
= =

+ + + +
. 

2. Если плоскости  параллельны, их нормальные векторы также парал-
лельны, а значит их векторное произведение равно нулю, координаты нор-
мальных векторов пропорциональны: 

p1 || p2 ⇒ 1N || 2N ⇒ 021 =× NN ⇒
2

1

2

1

2

1
C
C

B
B

A
A

== ; 

3. Если плоскости перпендикулярны, их нормальные векторы также 
перпендикулярны, скалярное произведение таких векторов равно нулю: 

21 pp ⊥  ⇒ ⇒=⇒⊥ 0),( 2121 NNNN  

0212121 =++ CCBBAA . 

4. Чтобы выяснить условия пересечения двух плоскостей, исследуем 
систему уравнений  

 
    l                p1 
 

 
  M0 
                 p2 

      α 

Рис. 3.25 
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⎩
⎨
⎧

=+++
=+++

.0
,0

2222

1111
DzCyBxA

DzCyBxA
    (3.28) 

Составим матрицу из коэффициентов при неизвестных 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

222

111
CBA
CBA

A . 

Если плоскости параллельны, их нормальные векторы также парал-
лельны и строчки матрицы пропорциональны или равны.  

Если плоскости не параллельны (p1 p2), то 1N 2N  и матрица А сис-
темы имеет ранг 2=Ar , т. е. какой-то минор второго порядка отличен от 
нуля.  

Пусть 0
22

11
2 ≠=

BA
BA

M . Перепишем систему в виде 

⎩
⎨
⎧

−=+
−=+

zCDyBxA
zCDyBxA

2222

1111 ,
 

и найдём решение по формулам Крамера или методом Гаусса, выразив ба-
зисные неизвестные х, у через свободное неизвестное z. В этом случае сис-
тема (3.28) геометрически представляет прямую с направляющим вектором 
(рис. 3.25) 

[ ]21, NNtl = , 

где t – любая константа, т. е. l  коллинеарен вектору [ ],, 21 NN  и уравнение 
прямой можно записать в параметрическом виде (см. задачу 2)   

 ],[ 210 NNtrr += ,  (3.29)  

где 00 OMr = , ),,( 0000 zyxM –  фиксированная точка прямой. 
Чтобы найти какую-либо точку прямой, задаём произвольно z0, а x0, y0 

найдём из системы.  
Здесь выражение (3.28) – уравнение прямой в общем виде (как пересе-

чение двух плоскостей).  
Выражение (3.29) – уравнение прямой в параметрической форме (см. 

задачу 2), направляющий вектор которой равен 
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[ ]21, NNtl = ,  

222

11121
CBA
CBA
kji

NN =× . 

Пример  9.  Представить в каноническом виде уравнение прямой  

⎩
⎨
⎧

=−+−
=+−+

α
.032
,013

:
zyx
zyx

 

Решение .  Из уравнения каждой плоскости найдём векторы нормалей 
}1,3,1{1 −N , }1,1,2{2 −N  и подсчитаем координаты направляющего вектора 

прямой α 

[ ],, 21 NNl λ=  где kji
kji

NN 732
112
13121 −−=

−
−=× , 0const ≠=λ . 

Теперь найдём какую-либо точку на данной прямой, зафиксировав лю-
бую из координат. Положив х = 0, получаем систему 

⎩
⎨
⎧

=−+−
=+−

.03
,013

zy
zy

 

Решая эту систему, вычисляем координаты у = 1, z = 4, в результате 
получаем точку М0(0, 1, 4). Зная фиксированную точку и направляющий 
вектор, записываем канонические уравнения данной прямой α, выбрав λ = 1: 

.
7
4

3
1

2 −
−

=
−
−

=
zyx  

Пример  10. Составить уравнение плоскости, проходящей через точ-
ки М1(1, 2, −3), М2(3, 1, −5), перпендикулярно плоскости 

.02:1 =+−− zyxp  
Решение .  Сделаем схематический чертёж, построив две перпендику-

лярные плоскости (см. рис. 3.26). Пусть р –искомая плоскость, на ней – две 
данные точки M1, M2.  

 
                                             N1 
       p1        
                                        M                p             

                             
              M1                M2 

 

Рис. 3.26 
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Введём текущую точку М и составим три вектора: MM1 , 21MM , 1N , 
которые компланарны.  Первые два вектора лежат в плоскости, а 1N  колли-
неарен плоскости р, поскольку является нормальным вектором плоскости 
р1. Значит, смешанное произведение этих векторов равно нулю. Находим 
координаты векторов и вычисляем их смешанное произведение: 

MM1 = },,{ 111 zzyyxx −−− , 21MM = },,{ 121212 zzyyxx −−− , 

1N {A, B, C} = {1, –1, –1}, 

( MM1 , 21MM , 1N ) = 0 ⇒ 
111

352113
321

−−
+−−−
+−− zyx

 = 0. 

Определитель можно вычислить, разложив его по элементам первой 
строки 

( ) ( ) ( ) ,0
11
12

3
11
22

2
11
21

1 =
−
−

++
−
−

−−
−−
−−

− zyx  

x + z + 2 = 0 – искомая плоскость (р). 
Проверка .  Поскольку плоскости перпендикулярны, то перпендику-

лярны их нормальные векторы, скалярное произведение которых равно ну-
лю, т. е. 

р ⊥p1⇒ 0),( 11 =⇒⊥ NNNN . 

Проверим последнее равенство, зная нормальные векторы обеих плос-
костей, т. е. N {1,0,1}, 1N {1,−1,−1}:    

1 + 0 −1 ≡ 0 – условие перпендикулярности векторов выполняется. 
Можно проверить принадлежность найденной плоскости каждой из 

точек M1, M2, подставив в уравнение плоскости координаты точек:  

M1(1, 2, −3) ⇒ 1 − 3 + 2  ≡ 0;   М2 (3,1,– 5) ⇒ 3 – 5 + 2 ≡ 0. 
Условие выполняется,  задача решена верно. 

Пример  11. Найти уравнение прямой, проходящей через точку А(2,7) 
и а) параллельно прямой α; б) перпендикулярно прямой α, если прямая α 
задана уравнением 0653 =+− yx . 

Решение .  а) Поскольку искомая прямая параллельна данной, то к 
этим двум прямым можно построить один вектор нормали (см. рис. 3.27). 
Найдём его из уравнения прямой α.  
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Координатами этого вектора являются коэффициенты при неизвестных 
в уравнении прямой, значит, N {3, −5}. Используя уравнение (3.1), записы-
ваем ответ: 

029530)7(5)2(3 =+−⇒=−−− yxyx . 

 
                               N 
                                       α1
                                       α 

Рис. 3.27 
 

б) Прямые перпендикулярны и, следовательно, их угловые коэффици-
енты подчиняются условию 11 −=⋅ kk  (см. задачу 6). Приведём уравнение 

α к виду 
5
6

5
3 +=⇒+= xybxky . Значит, угловой коэффициент искомой 

прямой 
3
5

1 −=k . Используя уравнение пучка (3.11), записываем ответ: 

03135)2(
3
57)( 00 =−+⇒−−=−⇒−=− yxxyxxkyy . 

Задача  9 (о взаиморасположении прямой и плоскости). Дано: в Е3 
плоскость 00),(: =+++⇒=+ DCzByAxDNrp , прямая  

q
zz

n
yy

m
xx

ltrr 000
0:

−
=

−
=

−
⇒+=α , 

где N  = {A, B, C,} – вектор нормали плоскости р, },,{ qnml =  – направ-
ляющий вектор прямой α, ),,( 0000 zyxM – фиксированная точка прямой.   

Найти:  

1) угол
∧

α=ϕ )p,( , 
2) условия параллельности (α || р) и перпендикулярности (α ⊥ р), 
3) условия принадлежности прямой плоскости (α ⊂ р), 
4) условие пересечения ( pIα ). 

Решение .  1. Найдём угол 
∧

α=ϕ ),( p  как угол между прямой и 
её проекцией на плоскость (рис. 3.28). 

 Рассмотрим дополнительный угол ),(
∧

=θ Nl  между нормалью плоско-
сти и направляющим вектором прямой (пусть он расположен вдоль прямой) 
ϕ + θ = 90 ⇒ θ = 90 − ϕ.  
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Используя формулу (2.19), находим 

ϕ=ϕ−=θ=
∧

sin)90cos(cos),cos( lN ⇒ 

==θ=ϕ⇒
lN
lN ),(cossin  

222222 qnmCBA

CqBnAm

++++

++ . 

2. Условие параллельности прямой и плоскости сводится к условию 
перпендикулярности векторов l  и ,N  т. е. α || р ⇒ Nl ⊥  
⇔ Nl ⋅  = 0 ⇔ Am + Bn + Cq = 0 – условие параллельности прямой и плос-
кости (рис. 3.29).  

Условие перпендикулярности прямой и плоскости сводится к условию 
параллельности векторов l  и ,N  т. е. α ⊥ р ⇒ l ||N  ⇒ 

q
C

n
B

m
A ==  –

 условие перпендикулярности прямой и плоскости (рис. 3.30). 
              N  
                                              l 
                                             α 
                                        p 
 
 

 
Рис. 3.29 

    

              N  
                                    l 
                                 
                                         p 
 
 

   α 
Рис. 3.30  

3. Прямая принадлежит плоскости, значит, любая её точка, например 
M0, находится в плоскости и векторы l  и N  перпендикулярны:  

⎩
⎨
⎧

=++
=+++

.0
,0000

qCnBmA
DzCyBxA

 

4. Чтобы найти точку  пересечения  прямой  и плоскости , надо ре-
шить систему их уравнений  

           N   
 
                   θ        l          
                            ϕ 

       p                      прpα
             α 

Рис.3.28 
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⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
−

=
−

=
−

=+++

.

,0

000 t
q

zz
n

yy
m

xx
DCzByAx

 

Записав уравнения прямой в параметрической форме, решаем систему 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

+=
+=
+=

=+++

.
,
,

,0

0

0

0

zqtz
ynty
xmtx

DCzByAx

 

Подставляя последние три равенства системы в уравнение плоскости, 
получаем линейное уравнение относительно параметра t 

( ) ( ) ( ) 0000 =++++++ DzqtCyntBxmtA . 
Подсчитав значение параметра t = t0, находим координаты точки 

.,, 000000 zqtzyntyxmtx +=+=+=  

Пример  12. Найти точку пересечения прямой 
4

2
7

2
2

1 +
=

−
=

− zyx  и 

плоскости 3x + y − 5z − 1 = 0. 
Решение .  Записываем уравнения прямой в параметрическом виде и 

решаем систему уравнений 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=
+=
+=

=−−+

24
,27

,12
,0153

tz
ty
tx

zyx

 ⇒  
.2

,01)24(527)12(3
=

=−−−+++
t

ttt
 

Подставляя t = 2 в последние три уравнения системы, вычисляем коор-
динаты точки пересечения Q(5, 16, 6). 

Пример 13. Дано: точка А (−1, 2, −8) и прямая 
1

4
32

3: −
==

−
α

zyx . 

Найти: а) точку, симметричную А относительно прямой α; б) расстояние 
точки А до прямой α. 

Решение .  Сделаем схематический чертёж (рис. 3.31); направим век-
тор l {2, 3, 1} вдоль прямой α так, чтобы плоскость и прямая были перпен-
дикулярны, т. е. р⊥α,  р ⊥ l . Плоскость содержит данную точку А. Восполь-
зуемся уравнением (3.16) и запишем уравнение плоскости р, для которой 
вектор l  является нормальным: 
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2(x + 1) + 3(y − 2) + z + 8 = 0 ⇒ 
2x + 3y + z + 4 = 0. 

Чтобы ответить на первый вопрос задачи, надо найти сначала точку 
пересечения Q прямой α  и плоскости р. По условию симметрии точка Q 
является серединой отрезка  АВ⊥α. Используя формулы деления отрезка 

пополам, найдём точку В. Ответом на второй вопрос будет длина отрезка 
AQAQ = , т. к. мы строили плоскость р, перпендикулярную прямой, а зна-

чит, α⊥AQ . 
1. Решаем систему уравнений (см. задачу 9 и пример 12): 

)3,3,1(
1

4
32

3
0432

−⇒
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−
==

−
=+++

Qzyx
zyx

. 

Проверьте. 
2. Используем формулы (2.14) деления отрезка пополам  

⇒−=⇒
+

= AQB
B

Q rrr
rAr

r 2
2

)14,8,3(

2

,2

,2

−⇒

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=

−=

−=

B

zzz

yyy

xxx

AQB

AQB

AQB

, 

где В – точка, симметричная А относительно α. 
3. Ищем расстояние от точки А до прямой α  как длину вектора 

}11,5,2{ −=AQ : 

65150121254),( ==++=αρ= AAQ . 

Последний ответ можно проверить, найдя расстояние методами век-
торной алгебры, (рис. 3.32). Предварительно возьмём на прямой любую 

                        
                 p 
          A        
                                  l 
               Q                   α
        B 
       

Рис. 3.31 
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фиксированную точку M0. Для этого достаточно параметр t в параметриче-
ских уравнениях прямой приравнять какому-то числу. Пусть  

t = 0 ⇒ 
1

4
32

3 −
==

− zyx = 0 ⇒ M0(3, 0, 4). 

Опустим перпендикуляр из точки А на прямую. Тогда 

ϕ⋅=αρ= sin),( 0AMAAC , }12,2,4{0 −=AM . 

Вспоминая определение векторного произведения, найдём искомую 
величину 

lAM

lAM
lAMlAM

⋅

×
=ϕ⇒ϕ⋅=×

0

0
00 sinsin ⇒ 

l

lAM
A

×
=αρ

0
),( , 

},8,10,19{2162038
132

12240 −=++−=−=× kji
kji

lAM

65150
194

641003612
),( ==

++

++
==αρ CAA . 

Как видим, ответы совпали. 
Все уравнения прямых, плоскостей и условия их взаиморасположения вне-
сены в табл. 1. Она поможет быстрее ориентироваться в выборе нужной 
формулы или уравнения для решения задач. 

3.6. Преобразование системы координат. 
Параллельный  перенос  осей  

Задача преобразования системы координат состоит в том, чтобы, зная 
координаты точки в одной системе координат, найти её координаты в дру-
гой системе. 

      A 
                         l 
                             α
     ϕ         C 

 M0 

Рис. 3.32 
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  y           Y
 
  T     T1                         M 
 
         O1                        P1           X 
 
  O     K                 P       x 
 

Рис. 3.33 

Рассмотрим случай, когда новая система координат отличается от 
прежней только местонахождением начала координат, направление же осей 
остаётся неизменным. 

Пусть имеем две прямоугольные системы хОу и ХО1Y, где О(0, 0), 
О1(х0, у0) (рис. 3.33). Возьмём произвольную точку плоскости. Её координа-
ты (х, у) – в старой системе координат, (Х, Y) – в новой системе координат.  

Найдём связь между этими числами, спроектировав точку М на каж-
дую из осей: 

ОР = х,  ОK = x0,  O1P1 = X,  x = x0 + X; 
OT = y,   O1T1 = Y,  KO1 = y0,  y = y0 + Y. 

Итак, координаты точки М в новой системе координат выражаются че-
рез координаты старой системы по формулам 

 
⎩
⎨
⎧

−=
−=

,
,

0

0
yyY
xxX

 (3.30) 

где х0, у0 – координаты начала новой системы, 
х, у – координаты точки в старой системе координат. 

Поворот  системы  координат  
Пусть теперь две системы координат имеют общее начало О(0, 0), но 

система ХОY повёрнута на угол ϕ относительно системы хОу (рис. 3.34). 
Найдём связь координат точки М в системах хОу и ХОY, если ОР = х, РМ = 
у, ОР1 = Х, МР1 = Y. 

Рассмотрим подобные треугольники с взаимно 
перпендикулярными сторонами (ΔОР1В ∼ ΔСМР1): 

∠ СМР1 = ∠ Р1ОВ = ϕ, 

OP = OB – BP = OB − CP1= OP1cosϕ – 

− MP1sinϕ = Xcosϕ – Ysinϕ, 

MP = PC + CM = P1B + CM = OP1sinϕ + 

          y               M         
Y                
                                          ϕ           X 
                       C          P1  
                         
                     ϕ 
          O              P     B     x 
 

Рис. 3.34 
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+ MP1cosϕ = Xsinϕ + Ycosϕ. 
Мы получили формулы 

 
⎩
⎨
⎧

ϕ+ϕ=
ϕ−ϕ=

,cossin
,sincos

YXy
YXx

 (3.31) 

которые и дают связь между координатами точки М в двух системах 
координат. 

Пример  14. Выполнить поворот осей на (−45°) и найти уравнение ли-
нии х2 − у2 = а2 в новой системе координат. 

Решение . Используем формулы (3.31), подставив в них ϕ = −45°: 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

π
+

π
−=

π
+

π
=

,
4

cos
4

sin

,
4

sin
4

cos

YXy

YXx
    или      

( )

( )
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=

+=

.
2

1

,
2

1

XYy

YXx
 

Подставляем последние два равенства в уравнение кривой 

( ) ( ) ,
2
1

2
1 222 aXYYX =−−+       2XY = a2, 

2

2aXY =  − уравнение гиперболы в 

новой системе координат, оси которой яв-
ляются её асимптотами.  

Гипербола, данная в условии задачи, 
называется равносторонней, отнесённой к 
осям симметрии (рис. 3.35). 
Общий  случай   

Рассмотрим теперь две прямоуголь-
ные системы координат с разными направ-
лениями осей и разными началами.  

Обозначим в старой системе коорди-
нат начало новой системы О1(х0, у0) и угол 

                        y                          Y
 
                      
                        a 
 
 
               -a    O             a               x
                      -a 
                     

 
                                                     X

Рис. 3.35 

    y      Y          M        
                                         X 
                                  
                                 P1 
                              O1             
            ϕ 
          O              P   B       x 
 

Рис. 3.36 
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поворота через ϕ (рис. 3.36). Используя опыт, полученный при выводе фор-
мул (3.30) и (3.31), запишем формулы перехода от системы хОу к системе 
ХО1Y  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+ϕ+ϕ=

+ϕ−ϕ=

,0cossin

,0sincos

yYXy

xYXx
 

где х, у и Х, Y являются координатами произвольной точки плоскости соот-
ветственно в старой и новой системах координат. 
 

3.7. Кривые второго порядка 
Определение  3.1.  Линией на плоскости, т. е. в простран-

стве Е2, назовём множество точек (х, у), удовлетворяющих урав-
нению  

F(x, y) = 0. 
Мы изучаем два частных случая:  
1. Линейное уравнение F(x, y) = Ax + By + C, где А, В, С – константы. 

Это уравнение прямой (см. п. 3.1); 
2. уравнение второго порядка  

 F(x, y) = 00020112
2

22
2

11 ayaxayxayaxa +++++ ,    (3.32) 

которое является уравнением кривой второго порядка. 
Рассмотрим некоторые из них. 

Окружность  
Определение  3.2. Окружность – это множество точек 

(х, у), равноудалённых от одной, называемой центром. 
Пусть С(x0, y0) – центр окружности, R – радиус окружности, М(х, у) –

 текущая (любая) точка окружности.  
По определению  

22 CMRCMR =⇒= . 

2
0

2
0

2 )()( yyxxR −+−= – каноническое уравнение окружности радиуса R 
с центром в точке С(x0, y0) (рис. 3.37). В частности, если центром является 
начало координат, уравнение упрощается: 222 Ryx =+ .  
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Общее уравнение окружности типа (3.32) не содержит произведения 
координат (в отличие от уравнений эллипса, гиперболы, параболы):  

022 =++++ KyDxCyBxA , 
где А = В.  

Из него легко можно получить канонический вид методом выделения 
полного квадрата, воспользовавшись алгебраическими формулами 

222 2)( axaxax ++=+ , 222 2)( bbyyby ++=+ ; 

⇒=++++ 022 KyDxCyAxA 022 =++++
A
Ky

A
Dx

A
Cyx .  

Здесь 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=⇒=

=⇒=⇒=

.
2

2

,
2

22

A
Dbbyy

A
D

A
Caa

A
Caxx

A
C

 

Добавляем недостающие a2, b2 (столько же вычитаем, чтобы уравнение 
не изменилось): 

( ) ( ) ( ) ( ) 0
2

2
2

2
2

2
22

2
2

2
=+−−+++++ A

K
A

D
A

C
A

D
A

C
A

D
A
C yyxx , 

( ) ( ) 22
2

2
2 Ryx A

D
A

C =+++ .  

Здесь  

( ) ( ) A
K

A
D

A
CR −+=

2
2

2
2

2 . 

Если в правой части получили число отрицательное, то окружность 
мнимая; если это число равно нулю, окружность вырожденная, т.е. 

( ) ( ) 0
2

2
2

2 =+++ A
D

A
C yx  – это точка с координатами  

  y 
                         M(x,y) 
            C 
 
  O                             x 

Рис. 3.37 
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A
Cx 2−= , A

Dy 2−= . 

Пример  15. Построить окружность 

018633 22 =−+−+ yxyx . 

Решение .  Выделяем полный квадрат для х и у, предварительно разде-
лив всё уравнение на первый коэффициент 

⇒=−⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛−⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛+++−+− 0

3
1

3
4

3
4

3
8112

2222 yyxx ( )
9
28

3
41

22 =⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++− yx . 

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −

3
4,11O  – центр окружности, 9

282 =R , 3
28=R ≈ 1,76 – радиус окружно-

сти.  
Выполним параллельный перенос системы координат в точку О1 и по-

строим окружность радиуса R  (рис. 3.38).  
В системе XO1Y уравнение окружности примет вид  

.
9
2822 =+ YX  

Эллипс  
Определение  3.3.   Эллипс – это множество точек (х, у), 

сумма расстояний каждой из которых до двух данных точек, на-
зываемых фокусами, есть величина постоянная, равная 2а. 
Чтобы получить уравнение эллипса, воспользуемся чертежом 

(рис. 3.39), расположив фокусы эллипса F2(−c, 0), F1(c, 0) на оси ох сим-
метрично относительно начала координат.  

     y       Y 
 
 
          O       1                   x
   −1 

O1                            
X

 
 

 
Рис. 3.38 
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Введём произвольную точку искомой линии М(х, у) и составим векто-
ры  

{ },,11 ycxMFr −== { }.,22 ycxMFr +==  

По формуле (2.6) вычислим их длины: 

( ) ,22
11 ycxMFr +−==  ( ) .22

22 ycxMFr ++==  

По определению 3 выполняется равенство  
 ,221 arr =+  (3.33) 

где а > c.  
Подставив длины радиусов, получим эквивалентное равенство 

( ) ( ) .22222 aycxycx =++++−  

Это и есть уравнение эллипса в выбранной системе координат. Преоб-
разуем его: 

( ) ( ) .2 2222 ycxaycx +−−=++  

Возводим обе части равенства в квадрат: 

( ) ,4242 222222222 ycxaycxcxaycxcx +−−++−+=+++  

или ( ) .222 xcaycxa −=+−  
Ещё раз возводим в квадрат, предварительно разделив на а обе части 

равенства: 

( ) ,22
a
c

xaycx −=+−  ,22
2

2
22222

a

cxxcaycxcx +−=++−  

откуда следует 

                   y 
                             M(x,y) 
                
 
     F2(−c,0)              F1(c,0)          x

Рис. 3.39 
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,1 222
2

2
2 cay

a

cx −=+⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−  1

22

2

2

2
=

−
+

ca

y

a

x . 

Поскольку а > c, обозначим а2 − с2 = b2 и запишем каноническое урав-
нение эллипса 

1
2

2

2

2
=+

b

y

a

x . 

Теперь можно построить эллипс по его уравнению (рис. 3.40). Найдём 
точки, называемые вершинами эллипса, пересечения линии с осями коор-
динат: 

если у = 0, то х = ± а,  

если х = 0, то у = ± b. 

Приняты  названия:  
• 2а – большая ось эллипса, на ней расположены фокусы; 
• 2b – малая ось эллипса, b < a; 
• )0,(1 cF  , )0,(2 cF − – фокусы эллипса; 
• 2c – расстояние между фокусами, с < a,  с2 = а2 − b2; 
• MFr 22 = , MFr 11 =  – фокальные радиусы-векторы (по определению 

r1 + r2 = 2a); 
• ε=

a
c  называется эксцентриситетом, 1<

a
c . 

Для фокальных радиусов можно найти ещё одну зависимость, рассмот-
рев разность 

( ) ( ) ,
2

22
2

222
1

2
2 ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +−−⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++=− ycxycxrr  

                     y 
                     b       M(x,y) 
                    r2        r1               
 
   -a        F2            F1       a     a/ε   
x 

 
                  − b 

Рис. 3.40 
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( ) ( ) ,22222
1

2
2 ycxycxrr −−−++=−     ( )( ) .41212 cxrrrr =+−  

Учитывая равенство (3.33), находим ,2
12 x

a
crr =−  где .ε=

a
c  

Решая систему 
⎩
⎨
⎧

ε=−
=+

,2
,2

12

12
xrr

arr
 получаем ,1 xar ε−=  .2 xar ε+=  

Прямые 
ε

±= ax , указанные на рис. 3.40, называются директрисами эл-

липса и которые находятся на расстоянии 
ε
a

 от центра эллипса. Они обла-

дают следующим свойством: отношение расстояний любой точки эллипса 
до фокуса и соответствующей директрисы есть величина постоянная, рав-
ная ε. 

Подставляя в уравнение директрисы значение ,ε=
a
c  получаем 

.
2

c
ax ±=  

33. Если центр эллипса смещён в точку ( 00 , yx ), его уравнение таково:  

1
)()(

2

2
0

2

2
0 =

−
+

−

b

yy

a

xx
. 

34. Фокусы эллипса всегда расположены на большой оси, поэтому если b 

> a, то 22 abc −= . 

Пример  16.  Найти эксцентриситет и директрисы эллипса .1
34

22
=+

yx  

Решение. Из уравнения находим а2 = 4, b2 = 3, a = 2, .3=b  Вычислим 
фокусное расстояние 

.13422 =−=−= bac  

Находим эксцентриситет .
2
1

==ε
a
c

 

Уравнения директрис: .4
2

±=±=
c

a
x  

Пример  17.  Построить 091664 22 =+−++ yxyx . Найти координа-
ты фокусов. 
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Решение .  В уравнении отсутствует произведение координат, поэтому 
достаточно выполнить параллельный перенос. Методом выделения полного 
квадрата приводим уравнение к каноническому виду 

( ) ( ) ,01644496 22 =−+−+++ yyxx  

.1
4

)2(
16

)3(16)2(4)3(
22

22 =
−

+
+

⇒=−++
yxyx  

Строим основную систему хОу. Выполняем параллельный перенос 

осей в точку О1(−3, 2) и строим в системе ХО1Y эллипс 1
4

2

16

2
=+

YX  с полу-

осями а = 4, b = 2 (рис. 3.41). 
Вычисляем фокусное расстояние 

5,33212416 ≈==−=c . 

Так как  b < a, фокусы расположены на оси ОX в точках ( )0,32±  в 
системе ХО1Y. В старой системе хОу правый фокус находится в точке 

( )2,3231 +−F , левый фокус находится в точке ( )2,3232 −−F . 
Пример  18. Найти фокусы и построить 

018623 22 =−−++ yxyx . 

Решение .  Методом выделения полного квадрата приводим уравнение 
к каноническому виду 

01)444(2)112(3 22 =−−+−+−++ yyxx , 

.1
6

)2(
4

)1(12)2(2)1(3
22

22 =
−

+
+

⇒=−++
yxyx  

                  Y            y    
                    
                                 
      F2                     F1 
                O1                                X
                  
                                O                  x 

Рис. 3.41 
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Выполняем параллельный перенос системы хОу в точку О1(−1, 2) (рис. 3.42)  

и строим в системе ХО1Y эллипс 1
64

22
=+

YX , где а = 2, 6=b , 

.24622 =−=−= abc   
Фокусы F1, F2 расположены на оси O1Y в точках ( )2,0 ± . В системе 

хОу фокусы имеют координаты ),22,1(1 +−F  )22,1(2 −−F . 

Гипербола  
Определение  3.4.  Гипербола – это множество точек, раз-

ность расстояний каждой из которых от двух данных точек –
фокусов есть величина постоянная, равная 2а, т. е.    

122 rra −= , 

где MFr 11 = ,   MFr 22 =  − фокальные радиусы-векторы. 
Вывод уравнения гиперболы аналогичен выводу уравнения эллипса. 

Каноническое  уравнение  гиперболы   

1
2

2

2

2
=−

b

y

a

x , 

где  
а – действительная полуось, b – мнимая полуось,  

)0,(1 cF , )0,(2 cF −  – фокусы,  
222 bac += , 1>ε=

a
c − эксцентриситет,  

            Y    y     
                    
        F1 
                                
                O1             X 
        F2  
                    O            x

Рис. 3.42 
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ε
±= ax – уравнения директрис (на рис. 3.43 одна из них обозначена симво-

лом d),  
x

a
by ±=  – асимптоты гиперболы.  

Для построения гиперболы используем прямоугольник со сторонами 2а, 2b,  
 
продолжая его диагонали “до бесконечности”.  

Строим гиперболу с вершинами в точках (а, 0), (−а, 0), приближая её 

ветви к асимптотам по мере удаления точки от начала координат (см. 
рис. 3.43). 

1. Гипербола  

1
2

2

2

2
=+−

b

y

a

x ,  

где а – мнимая полуось, b – действительная полуось, называется сопряжён-
ной по отношению к предыдущей.  

Её фокусы расположены на оси Оу (рис. 3.44).  
2. Если центр кривой смещён в точку (x0, y0), то уравнение принимает 

вид 

1
)()(

2

2
0

2

2
0 =

−
−

−

b

yy

a

xx
. 

При раскрытии скобок получаем уравнение вида 

                                      y 
 
 
 
                                                                      M(x, y) 
                                           b 
 
 
                   F2                O               a   F1              x 
 
                                                  d 
                                   
 
 

Рис. 3.43
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0000201
2

22
2

11 =++++ ayaxayaxa ,  

где a11, a22 разных знаков. 
 

Пример  20.  Построить 056522 =−++− yxyx . 
Решение .  Чтобы найти параметры кривой, выделим полный квадрат 

для каждой переменной: 

( ) ( ) 05)996(2
5

2
55 2222 =−−+−−−++ yyxx , 

,
4
9)3(

2
5 22

=−−⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ + yx  

запишем уравнение в каноническом виде 

( )
1)3(2

5

4
9

2

4
9

2

=
−

−
+ yx

; 

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛− 3,

2
5  – центр гиперболы,  

2
3== ba – полуоси гиперболы. 

Такая гипербола называется равнобочной (рис. 3.45). 
Выполняем параллельный перенос системы координат в точку 

О1 ( )3,
2
5−  и строим квадрат со стороной 3 ед., диагонали квадрата продол-

жаем за его пределы. Теперь можно строить гиперболу в системе ХО1Y. 

                                     y 
 
                                            F1 
                                               
                                            b 
 
 
                                        O             a                  x 
 
 
                                  F2                                
 
                       

 
 

Рис. 3.44 
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Пример  21.  Выполнить поворот системы координат. Классифициро-
вать кривую ху + 2х − 2у − 4 = 0. 

Решение .  Подставляем формулы (3.31) в уравнение линии 
( )( ) ( ) −ϕ−ϕ+ϕ+ϕϕ−ϕ sincos2cossinsincos YXYXYX  

( ) ,04cossin2 =−ϕ+ϕ− YX  

( ) ( ) ( ) −ϕ−ϕ+ϕ−ϕ+ϕϕ− sincos2sincossincos 2222 XXYYX  
( ) .4sincos2 =ϕ+ϕ− Y  

Приравниваем нулю коэффициент при произведении 

,0sincos 22 =ϕ−ϕ  .1tg ±=ϕ  

Возьмём ϕ = 45°, ,
2
2

sincos =ϕ=ϕ ( ) .422
2
122 =−− YYX  

Выделим полный квадрат для переменной Y: 

( ) ,8882422 =+++− YYX  ( ) .022 22 =+− YX  

Выполнив параллельный перенос системы в точку ( )22,01 −O , полу-
чим уравнение  

,02
1

2
1 =−YX  ( )( ) ,01111 =+− YXYX  

которое определяет пару пересекающихся прямых. 

                         Y               y 
 
 
 
 
 
                                                  3 
                               O1                            X
                                             
 
 
                 −4                 −1  O                 x
 

Рис.  3.45 
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Определение  3.5 . Парабола – это множество точек, рав-
ноудалённых от данной точки – фокуса и от прямой, называемой 
директрисой. 
Сделаем схематический чертёж (рис. 3.46), выбрав прямоугольную 

систему координат, расположив на оси ох фокус F и директрису симмет-
рично начала координат на расстоянии р друг от друга. Тогда любая точка 
М(х, у) параболы подчиняется условию 

КМ = МF. 
По формуле расстояния между двумя точками запишем 

( ) ( ) .0 22

2
22

2 yxyyx pp −+⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −=−+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +  

Возводя в квадрат обе части равенства, имеем 

2
4

2
2

4

2
2 yppxxppxx ++−=++ ,   или   у2 = 2рх. 

Это и есть каноническое уравнение параболы с фокусом ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 0,

2
pF  и 

директрисой 
2
px −= ,  О(0,0) – вершина параболы, 

2р – длина главного диаметра TL, проведённого через фокус, перпен-
дикулярно оси, т. е. параметр р задаёт раствор параболы. 

                 y 
 
         K 
                                       M(x,y)
                      L  
 
 
     –p/2   O        F(p/2, 0)       x
 
                     T 
                                                 
 
 

Рис. 3.46 
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1. Парабола  ypx 22 =  (рис. 3.47) называется сопряжённой по отноше-
нию к предыдущей, изображённой на рис. 3.48. Её ось симметрии – ось Oу, 

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

2,0 pF  – фокус параболы, 
2
p

y −= – директриса параболы. 

2. Если вершина параболы смещена относительно начала координат в 
точку (x0, y0), уравнение примет вид 

)(2)( 0
2

0 xxpyy −=−  

или 

)(2)( 0
2

0 yypxx −=− . 

Раскрывая скобки, получим общее уравнение такой параболы: 

0000201
2

22 =+++ ayaxaya ,   

или    

0000201
2

11 =+++ ayaxaxa , 

т. е. общее уравнение параболы содержит квадрат только одной из пере-
менных. 

Пример  23. Построить 05432 =−−+ yxy . 
Решение .  В уравнении отсутствует произведение координат, поэтому 

достаточно выполнить параллельный перенос осей. 
Выделим полный квадрат для переменной у:  

0534442 =−+−+− xyy . 

                       y 
 
             
                                         
                              p/2     
 
              −p   O              p         x 
                            –p/2 
                                                 

Рис. 3.47 
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Запишем уравнение в каноническом виде 

)3(3)2( 2 −−=− xy . 

Тогда O1(3, 2) – вершина параболы,    

2р = −3,  2
3−=p ,   

4
3−=c  – фокусное расстояние. 
Перенесём начало системы в точку O1(3, 2), построим параболу в но-

вой системе координат XY. (TL –главный диаметр) (рис. 3.48).  
Проверим правильность наших преобразований, непосредственно вос-

пользовавшись формулами (3.30): 
х = Х + х0,   у = Y + y0, 

( ) ( ) ( ) ,0543 00
2

0 =−+−+++ yYxXyY  

( ) .543423 2
00

2
00 YyxyyYX −=−−++−+  

Положим   

⎩
⎨
⎧

=−+−
=−

.0534
,042

00
2
0

0
xyy

y
   

Найдём у0 = 2, х0 = 3. 
Следовательно, в новой системе координат XО1Y уравнение параболы 

имеет вид  

Y2 = −3X. 
В старой системе хОу ему соответствует уравнение 

( ) ( )332 2 −−=− xy . 

 

    y             Y 
                       
               L 
     2               O1     X 
 
     1        T                x
    O                 3  
                                  

Рис. 3.48 
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3.8. Кривые в полярной системе координат 
Понятие полярной системы введено в главе 2. В отличие от декартовой 

системы координат здесь только одна ось – полярная, на которой указываем 
масштаб. Чтобы построить точку с координатами (ϕ, ρ), сначала строим луч 
под углом ϕ (можно с помощью транспортира), затем на этом луче откла-
дываем длину радиуса-вектора ρ.  

Уравнение кривой обычно задаётся в виде функции ρ = ρ (ϕ), чаще все-
го это комбинации синуса и косинуса. Чтобы построить такую кривую, сна-
чала выбирается шаг таблицы, он может быть постоянным или перемен-
ным, при этом аргумент должен принять значения ϕ ∈ [0, 2π]. 

Пример  26.  Построить кривую  ρ = 2sin2ϕ. Записать уравнение в де-
картовых координатах. 

Решение .  Подсчитываем таблицу значений, выбрав постоянный шаг 

4
π=h , из расчёта 42212sin ππ =ϕ⇒=ϕ⇒=ϕ .  

ϕ 0 4
π

 2
π

 4
3π

 π 4
5π

 4
6π

 4
7π

 
2π 

ρ 0 2 0 −2 0 2 0 −2 0 

Строим лучи согласно верхней строчке таблицы и на каждом отклады-
ваем соответствующее значение радиуса. Отрицательные значения ρ откла-
дываются по указанному лучу, но в противоположную сторону от начала 
координат (см. рис. 3.49). 

Кривая называется четырёхлепестковой розой. 
Получим уравнение этой кривой в декартовых координатах, подставив 

формулы (2.16) 

222 ρ=+ yx ,  
22

cos
yx

xx

+
=

ρ
=ϕ , 

22
sin

yx

yy

+
=

ρ
=ϕ . 

Чтобы воспользоваться этими формулами, необходимо предварительно 
преобразовать уравнение 

.cossin222sin2 ϕϕ⋅=ϕ=ρ  

Теперь можно подставлять формулы перехода 

=+ 22 yx
2222

4

yxyx

yx

++

⋅
⇒ ( )2322 yx + = 4ху. 
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Как видим, в декартовой системе эту кривую построить очень сложно. 
 

Пример  27.  Построить кривую ρ = 2sinϕ. Записать уравнение в де-
картовых координатах. 

Решение .  Для кривой ρ = 2sinϕ можно взять максимальный шаг 

2
π=h , из расчёта ,

2
1sin π=ϕ⇒=ϕ  но, чтобы уточнить линию, удобнее вве-

сти переменный шаг, см. таблицу. 

ϕ 0 6
π

 2
π

 6
5π

 
π 6

7π
 2

3π
 6

11π
 

2π 

ρ 0 1 2 1 0 −1 −2 −1 0 

Строим лучи согласно верхней строчке таблицы и на каждом отклады-
ваем соответствующее значение радиуса.  

Отрицательные значения ρ откладываются по указанному лучу, но в 
противоположную сторону от начала координат (рис. 3.50). 

Получим уравнение этой кривой в декартовых координатах, подставив 
формулы перехода:  

222 ρ=+ yx , 

22
sin

yx

yy

+
=

ρ
=ϕ

 

                        π/2  

3π/4                                                                               π/4
 
 
 
 
 
  π                                                          ρ 
 
 
 
  5π/4                      3π/4                                        7π/4
 

Рис.  3.49 
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ρ = 2sinϕ ⇒  2 2

2 2

2yx y
x y

+ =
+

   

или  
2 2 2x y y+ =  

– это уравнение окружности, смещённой по оси Оу, с центром в точке (0, 1) 
и радиусом R = 1 (см. рис. 3.50);  1)1( 22 =−+ yx – её каноническое уравне-
ние. 

Пример  28 . Построить кривую ρ = 2cos3ϕ. Записать уравнение в де-
картовых координатах. 

Решение .  Подсчитываем таблицу значений, выбрав постоянный шаг 

6
π  из расчёта 

62
303cos π=ϕ⇒π=ϕ⇒=ϕ . 

ϕ 0 6
π

 3
π

 2
π

 3
2π

 6
5π

 
π 6

7π
 3

4π
 2

3π
 3

5π
 6

11π
 

2π

ρ 2 0 −2 0 2 0 −2 0 2 0 −2 0 2 
 
Строим лучи согласно верхней строчке таблицы и на каждом отклады-

ваем соответствующее значение радиуса. Отрицательные значения ρ откла-
дываются по указанному лучу, но в противоположную сторону от начала 
координат (рис. 3.51). 

                          π/2  
       

 
 5π/6                                                                              π/6
 
 
 
 
  π                                                            ρ
 
 
7π/6                                                             11π/6 
                                      3π/2                        

Рис.  3.50 
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                         π/2 
              2π/3                                                    π/3 

 5π/6                                                                            π/6
 
 
 
 
  π                                                           ρ 
 
 
  7π/6                                                                11π/6  
               4π/3                           3π/2        5π/3              

 
Рис.  3.51  

Чтобы воспользоваться формулами (2.14), необходимо преобразовать 
уравнение ρ = 2cos3ϕ = 2(4cos3ϕ − 3 cosϕ). 

Теперь можно подставлять формулы перехода 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

++
=+ 342

22

2

22
22

yx

x

yx

xyx ,  

или  

( ) ( ).32 22222 yxxyx −=+  

 

3.9. Параметрическое задание кривых 
Начнём с канонического уравнения окружности радиуса R с центром в 

начале координат 
x2 + y2 = R2. 

Выберем в качестве параметра угол наклона радиуса вектора произ-
вольной точки М(х, у) линии к оси ох (рис. 3.52). Тогда 

⎩
⎨
⎧

=
=

.sin
,cos

tRy
tRx

 

Это и есть параметрические уравнения окружности. Пусть теперь ок-
ружность радиуса r катится по прямой без скольжения.  
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Примем за ось Ох (рис. 3.53) прямую, по которой катится окружность 
радиуса r. 

 Пусть началом О координат будет та точка оси Ох, с которой совпада-
ла текущая точка М в начальный момент движения окружности. Составить 
сразу декартово уравнение циклоиды, связывающее между собой текущие 
координаты х и у её текущей точки М, трудно.  

        y 
 
 
 
           M              C 
                     t      N 
 
         O  K        Q                                                                            x 

Рис. 3.53  
Применять полярные координаты оказывается нецелесообразным. По-

пробуем составить параметрические уравнения циклоиды. За параметр 
примем угол t, образуемый радиусом МС катящейся окружности с перпен-
дикуляром СQ, опущенным из центра C круга на ось Ох. Определим коор-
динаты х и у точки М: 

x = OK = OQ − KQ, 

y = KM = QC − NC. 
Сразу видно, что 

MC = r,   KQ = r sint,   QC = r,   NC = r cost. 
Отрезок OQ найти сложнее. Мы говорили, что в начальном положении 

круга точка М совпадала с началом координат.  
Это значит, что если покатить круг влево, то, когда он пройдёт по оси 

Ох путь OQ, точка М совместится с точкой О. Таким образом, этот путь OQ 

          y 
                      M(x,y) 
            
                 t 
         O               R     
x 

 
 

Рис. 3.52 
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будет равен дуге МQ круга. Итак, OQ = ∪ МQ. Но дуга круга МQ равна rt. 
Следовательно, OQ = rt. Подставляя полученные значения отрезков в вы-
ражения для х и у, находим: 

( )
( )⎩

⎨
⎧

−=
−=

.cos1
,sin

try
ttrx

 

Это и есть параметрические уравнения циклоиды. Заставляя параметр t 
принимать различные значения, мы заставляем точку М описывать циклои-
ду. При желании можно построить циклоиду, составив таблицу значений 
координат х и у её текущей точки М в зависимости от значений параметра t. 
Исключение параметра t приводит к декартову уравнению циклоиды. Из 
второго уравнения имеем 

,arccos
r

yr
t

−
=  

откуда получаем 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−
−

=
r

yr
r

yr
rx arccossinarccos , 

или окончательно 

.1arccos
2

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−−
−

=
r

yr
r

yr
rx  

Пусть имеем две окружности разных радиусов. Точка М окружности, 
катящейся без скольжения по внешней стороне другой окружности описы-
вает эпициклоиду (“эпи” значит “на”) (см. рис. 3.57), уравнения которой в 
параметрической форме имеют вид 

( ) ,coscos t
r

rRrtrRx +
−+=  

( ) ,sinsin t
r

rRrtrRx +
−+=  

где R – радиус неподвижного круга, r – радиус катящегося круга, r < R; t – 
угол между прямой, соединяющей центры окружностей, и осью х. 
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Пусть окружность радиуса r катится по внутренней стороне окружно-
сти радиуса R, где r < R. Кривая, описываемая точкой М, опишет гипоцик-
лоиду (“гипо” значит “под”) (см. рис. 3.54). Чтобы записать её урвнения, 
надо в уравнениях эпициклоиды заменить r на − r. 

Примечательна сама по себе история кривой, называемой циклоидой, 
сыгравшей исключительную роль в развитии математики на заре становле-
ния анализа бесконечно малых. На циклоиде в числе других кривых испы-
тывался аппарат нового исчисления. Эта кривая описывается любой фикси-
рованной точкой окружности, катящейся без скольжения по прямой. Можно 
сразу же сказать, что таких кривых мы в жизни наблюдаем бесконечное 
множество: где есть катящееся колесо (а оно сейчас есть почти всюду), там 
и циклоиды. Удивляться приходится, почему весьма наблюдательные и 
пытливые древние математики не открыли циклоиду. 

Циклоиду открыл, назвал и начал изучать Галилей: он пытался опреде-

лить взвешиванием площадь между аркой циклоиды и прямой, по которой 
катится образующая циклоиду окружность. 

                          y 
 
                                    R 
                                             r  
                                    R            M 
                                      t 
                             O                             x
 
 
 

Рис. 3.57 

                          y 
 
                                  
                                           
                         R                 r       
                                        t            M 
                          O                               x
 
 

 
Рис. 3.54 
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Хр. Гюйгенс изобрёл циклоидальный маятник и применил его в часах. 
Идею использования маятника для регулирования хода часов в 1641 г. вы-
двинул Галилей, но реализовать не смог ввиду наступившей потери зрения. 
Гюйгенсу удалось доказать, что период колебаний маятника не зависит от 
амплитуды (такой маятник называется изохронным), когда маятник будет 
описывать циклоиду. Для этого требуется, чтобы регулирующие пластинки 
были также циклоидальной формы. Так, в связи с решением практических 
задач в математике возник раздел об эволютах и эвольвентах2. С этими по-
нятиями вы встретитесь при дальнейшем обучении. 

3.10.  Вопросы для самоконтроля 
1. Какой геометрический смысл имеет система двух уравнений  

⎩
⎨
⎧

=+++
=+++

?0
,0

2222

1111
DzCyBxA

DzCyBxA
 

2. Какой геометрический смысл имеют коэффициенты при неизвест-
ных в уравнении прямой на плоскости Ax + By + C = 0? 

3. Каково положение плоскости в системе координат, если в уравнении 
плоскости отсутствует: 1) свободный член, 2) одна переменная, 3) две пе-
ременных, 4) одна переменная и свободный член? Приведите примеры, по-
стройте эти плоскости в системе координат. 

4. Запишите уравнение прямой, проходящей через две точки:  
а) в двухмерном,  б) в трёхмерном пространствах.  
5. Как найти угол между прямой и плоскостью? Объясните с геометри-

ческой точки зрения и приведите формулу, проиллюстрируйте её примене-

ние для прямой 
3

1
1
5

4
+

=
−
−

=
zyx  и плоскости 085 =+− yx . 

6. Сформулируйте условия параллельности и перпендикулярности двух 
прямых на плоскости. 

7. Сформулируйте условия перпендикулярности прямой и плоскости. 
8. Запишите каноническое уравнение гиперболы. Объясните геометри-

ческий смысл его параметров. Запишите уравнения асимптот. Найдите ко-
ординаты фокусов. Запишите уравнение сопряжённой гиперболы. 

 

                                           
2 Эволюта – геометрическое место центров кривизны данной кривой.  
Эвольвента – кривая по отношению к эволюте. 
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Глава 4. ВВЕДЕНИЕ В МАТЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ 

4.1. Множества и операции над ними 
Под «множеством» понимают семейство, совокупность, набор конеч-

ного или бесконечного числа объектов произвольной природы: 
1. множество всех натуральных чисел; 
2. множество звёзд созвездия Большой Медведицы; 
3. множество всех векторов, ортогональных данной плоскости; 
4. множество картин Третьяковской галереи; 
5. множество студентов в данной аудитории. 
Объекты, из которых состоят множества, называют их элементами и 

обозначают малыми латинскими буквами. Сами множества обозначают 
большими латинскими буквами. Чаще всего множества задают следующи-
ми способами: 

2. перечислением всех его элементов 
{ };,,, 21 naaaA K=  

3. как совокупность тех, и только тех элементов некоторого множества 
Т, которые обладают общим свойством α: 

( ){ }xTxA α∈= . 

Символ α(х) означает, что элемент х обладает свойством α. 
Например, числовое множество – интервал (a, b) = А, содержащий точ-

ки оси, исключая сами точки х = а, х = b: 

(a, b) = А= {x ∈ T⏐a < x < b}. 
К основным операциям над множествами относятся: объединение 

множеств, пересечение множеств, разность множеств. 
Объединением множеств А и В называется множество, состоящее из 

тех, и только тех элементов, которые принадлежат хотя бы одному из мно-
жеств А, В (см. рис. 4.1) 

{ }.  или BxAxxBA ∈∈=U  

Пересечением множеств А и В называется множество, состоящее из 
тех и только тех элементов, которые принадлежат  и множеству А, и мно-
жеству В (см. рис. 4.2): 

{ }BxAxxBA ∈∈=   иI . 

Разностью множеств В и А называется множество всех элементов 
множества В, которые не принадлежат множеству А (см. рис. 4.3): 
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{ }AxBxxAB ∉∈=   и\ . 

 
 
A 
                                     B 

Рис. 4.1   

 
A 
                                    B 

Рис. 4.2   

 
A 
                                    B 

Рис. 4.3  
 

4.2. Функция. Основные определения, способы задания и 
классификация 

Пусть даны два множества Х и Y.  
Определение  4.1. Если каждому элементу х из множества 

Х  по определённому правилу или закону f ставится в соответствие 
один элемент у из множества Y, то говорят, что на множестве Х 
задана функция f и пишут 

YfX ⎯→⎯ , или у = f(x). 
При этом величина х называется аргументом функции f, а множество Х 

– областью определения функции f. Величина х называется также незави-
симой переменной, а величина у – зависимой переменной. Множество Y на-
зывается областью значений функции f. Область определения функции f 
обозначается через D(f), а область значений – через E(f). 

Функция, соответствующая определению 1, называется однозначной. 
Если же одному значению аргумента соответствует не одно, а несколько 
значений функции, в этом случае функция называется многозначной. 

К простейшим областям определения функции относятся отрезок, ин-

тервал. Например, для функции 24 xy −=  областью определения являет-

ся отрезок [−2, 2], областью её значений – отрезок [0, 2]. Функция 
x

y
−

=
2

1
  

определена для всех х из интервалов (−∞, 2) ∪ (2, ∞); областью её значений 
будут интервалы (−∞, 0) ∪ (0, ∞). 

Задать функцию – значит указать область её определения и правило, по 
которому по данному значению независимой переменной можно найти со-
ответствующее ему значение функции. 

Существует три основных способа задания функции:  
4. аналитический, 
5. табличный, 
6. графический. 
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Аналитический способ заключается в том, что зависимость между пе-
ременными величинами задаётся с помощью формулы, указывающей, какие 
действия надо выполнить над аргументом, чтобы получить соответствую-
щее ему значение функции.  

При этом функция может быть задана как одной формулой, например 
24)( xxf −= , так и несколькими формулами, например 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>−
=
<−

=
.0  если,1
,0  если,0
,0  если,1

)(

2

x
x

xx
xg  

Табличный способ заключается в том, что зависимость между пере-
менными задают с помощью таблицы. Хорошо известны, например, табли-
цы логарифмов, тригонометрических функций. 

Графический способ состоит в том, что соответствие между перемен-
ными х и у задаётся с помощью графика функции. Графиком функции y = 
f(x) называется множество всех точек (х, у) плоскости XOY, координаты ко-
торых связаны соотношением y = f(x). Так, графики вышеназванных функ-
ций: f(x) (рис. 4.4) g(x) (рис. 4.5). 

               y                                               y 
                      2                                                1 
    
                                                                        0                x 
                                                                 
    −2             0        2       x 
               Рис. 4.4                                   Рис. 4.5  

Прежде чем перейти к классификации функций, приведём несколько 
определений. 

Определение  4.2 . Пусть функция z = g(x) определена на 
множестве Х, а функция y = f(z) определена на множестве Z, при-
чём область значений функции g содержится в области определе-
ния функции f. Функция y = f(g(x)) называется сложной функцией, 
или функцией от функции, или суперпозицией функций z = g(x) и 
y = f(z). Переменная х называется независимой переменной функ-
ции у, а функция z = g(x) – зависимой переменной, или промежу-
точным аргументом функции y = f(x). 
Различаются элементарные и неэлементарные функции. К основным 

элементарным функциям относятся: 
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7. степенная функция у = хп, n ∈ R; 
8. показательная функция у = ах, а > 0, a ≠ 1; 
9. логарифмическая функция y = logax, а > 0, a ≠ 1; 
10. тригонометрические функции y = sinx, y = cosx, y = tgx, y = ctgx, y = 

secx, y = cosecx; 
11. обратные тригонометрические функции y = arcsinx, y = arccosx, y = 

arctgx, y = arcctgx. 
Элементарными функциями называются функции, полученные из ос-

новных элементарных функций и констант с помощью четырёх арифмети-
ческих действий и операций формирования функции от функции, приме-
нённых конечное число раз. 

Примеры элементарных функций:  

( )xy cosln= , ( )xxy tgcos2 += . 

Примером неэлементарной функции является модуль действительного 
числа 

( )
⎩
⎨
⎧

<−
≥

==
.0  если,

,0  если,
xx

xx
xxf  

График этой функции − две полупрямые (рис. 4.6).  

             y 
                 2 
 
            
 
     −2         0          2     x 

Рис. 4.6  

Определение  4.3 . Функция у = f(x) называется чётной, если 
f(−x) = f(x) для всех х из области определения функции. 
График чётной функции расположен симметрично относительно оси 

Оу. Например, функции 24)( xxf −=  (см. рис. 4.4) и  ( ) xxf =  (рис. 4.6) 
являются чётными. Функция у = cosx является чётной, поскольку выполня-
ется равенство cos(−x) = cosx (рис. 4.7). 

Определение  4.4. Функция у = f(x) называется нечётной, 
если f(−x) = −f(x) для всех х из области определения функции. 
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График нечётной функции расположен симметрично относительно на-
чала координат. Например, функция у = sinx – нечётная, т. к. справедливо 
равенство sin(−x) = −sinx (рис. 4.8). 

                              y 
 
                              1 
 
           −π    −π/2      0      π/2       π   3π/2    x
 

Рис. 4.7 

                               y 
 
                               1 
 
          −π      −π/2        0      π/2     π     3π/2  x
 

Рис. 4.8  

Определение  4.5.  Функция у = f(x) называется периодиче-
ской, если существует число Т, отличное от нуля, такое, что вы-
полняется равенство f(x ± Т) = f(x) для всех х из области определе-
ния функции. При этом наименьшее из положительных Т является 
периодом функции f(x). 
Например, функция у = sinx имеет период Т = 2π, т.е. 

 у(х + 2πn) = y(x), где n = 0, ±1, ±2, … (рис. 4.8). 

4.3. Предел числовой последовательности 
Определение  4.6.  Числовой последовательностью (или по-

следовательностью) называется функция хn = f(n), определённая 
на множестве натуральных чисел, т. е. функция дискретного ар-
гумента. Каждое значение xn(n = 1, 2, 3,…) называется элементом 
(членом) последовательности, а число n – его номером. 
Существует два способа задания последовательности:  
12. перечислением её элементов;  
13. формулой общего члена. 
Примеры последовательностей: 
14. { } { };,,,3,2,1 KK nn =  

15. 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

LL ,
1

,,
3
1

,
2
1

,1
1

nn
; 

16. ( ){ } { };,1,1,1,11 K−−=− n  

17. ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −−=

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ − +

L,
16
1

,
9
1

,
4
1

,11
2

1

n

n
; 
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18. { };,0,1,0,1,0,1,0,1
2

sin K−−=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ π

n  

19. { } { }.,1,1,1,1cos K−−=πn  
Последовательность можно изобразить геометрически, построив на чи-

словой оси точки, соответствующие членам последовательности или на 
плоскости в прямоугольной системе координат. 

Пример  1.  Изобразить геометрически последовательность 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

L,
4
1

,
3
1

,
2
1

,1
1
n

. 

Решение .  Наносим члены последовательности как точки оси 
(рис. 4.9). 

                                                                  1/3
                    
                                0            1/4             1/2                           1                 x 

Рис. 4.9  

Пример  2.  Изобразить геометрически последовательность 

( ) .,
5
1,

4
1,

3
1,

2
1,11

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −−−=

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ −

L
n

n
 

Решение .  Наносим члены последовательности как точки оси  
(рис. 4.10). 
                                                                 −1/5

                            1/4
                    
 −1                                         −1/3                  0        1/6                1/2                          1   x 

Рис. 4.10  

Пример  3.  Изобразить геометрически последовательность 

( ){ } { }K,1,1,1,11 −−=− n , или ( ) ( ) .1 nnf −=  

Решение .  Наносим члены последовательности как точки плоскости 
(рис. 4.11). 

Пример  4.  Изобразить геометрически последовательность 

{ }K,0,1,0,1,0,1,0,12sin −−=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ πn , или ( ) .2sin π=nf  
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Решение .  Наносим члены последовательности как точки плоскости 
(рис. 4.12). 

   f 
 
 
  1       
 
  0             2                                                n 
 

Рис. 4.11 
  

  f 
 
 
  1 
 
  0        1                                                     n 
  

Рис. 4.12 
 

Вместо слов «найдётся», «существует» будем использовать логи-
ческий символ ∃, носящий название квантор существования, вместо слов 
«для любого», «для каждого», «для всякого» – символ ∀, носящий название 
квантор общности, вместо слова «принадлежит» – символ ∈, множество на-
туральных чисел обозначается N. 

Определение  4.7. Последовательность {xn} называется ог-
раниченной, если существует число М > 0 такое, что для любого 
номера n выполняется неравенство Mnx ≤ , иначе, последова-
тельность {xn} называется ограниченной, если все её члены при-
надлежат некоторому замкнутому промежутку [a, b]: ∀n,   
xn ∈ [a, b]. 

Определение  4.8.  Последовательность {xn} называется ог-
раниченной сверху, если существует число М такое, что для любо-
го номера n выполняется неравенство xn ≤ М (или последователь-
ность {xn} называется ограниченной сверху, если ∃М, ∀n ∈ N ⇒ xn 
≤ М). 
Здесь N – множество натуральных чисел. 

Определение  4.9.  Последовательность {xn} называется ог-
раниченной снизу, если существует число т такое, что для любого 
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номера n выполняется неравенство xn≥т (или последовательность 
{xn} называется ограниченной снизу, если ∃т, ∀n ⇒ xn≥т). 

         xn = ϕ(n) 
 
  1 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
ε 
 
  0      1                                                   n 
−ε 

Рис. 4.13  

Например, последовательность { }
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧=

nnx 1  ограничена, т. к. ∀n ∈ N 

справедливо 

10 ≤< nx , где 
n

xn
1

=  

На рис. 4.13 видно, что все точки плоскости, изображающие члены 
этой последовательности, находятся внутри полосы 0 < ϕ ≤ 1, где  ϕ(n) = xn. 

Определение  4.10. Число а называется пределом последо-
вательности {xn}, если для всякого как угодно малого ε > 0 сущест-
вует такое число N, что для всех n > N выполняется неравенство 
⎜a − xn⎜ < ε. При этом пишут 

axn
n

=
∞→

lim ,  или   хп → а при п → ∞. 

Краткая запись определения 10 в математических символах выглядит 
так: 

axn
n

=
∞→

lim , если ∀ε > 0 ∃N,   ∀n > N ⇒ ⎜a − xn⎜ < ε. 
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Неравенство ⎜a − xn⎜ < ε можно записать в виде 

− ε < xn − а < ε, а − ε < xn < а + ε. 

Определение  4.11. Интервал (а − ε, а + ε) называется ε- 
окрестностью точки а. 

Определение  4.12. Число а называется пределом последо-
вательности {xn}, если, какова бы ни была окрестность точки а, 
начиная с некоторого номера N, все члены последовательности 
{xn} попадут в эту окрестность. 
Определение предела последовательности имеет следующий геометри-

ческий смысл: число а называется пределом последовательности {xn}, если 
в любой ε-окрестности числа а содержатся почти все члены последователь-
ности {xn}, т. е. вне её находится лишь конечное число членов данной по-
следовательности, поэтому такую точку х = а часто называют точкой сгу-
щения  (см. рис. 4.14). 

                  x3   xN−1        xN+2                               xN+1       xN    x5       x4 
             •  •   • • •  (   •   ••••••••••••••••   •   )    •   •••    •    •                 
               x1              a − ε                     a           xN+3   a + ε                     x2             x 
 

Рис. 4.14  

Определение  4.13.  Последовательность, имеющая предел, 
называется сходящейся, а последовательность, предел которой не 
существует или равен бесконечности, − расходящейся. 

Пример  5.  Доказать, что последовательность 
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

n
1  является сходя-

щейся.  

Решение .  Докажем, что предел 
nn

1
lim

∞→
 существует и равен нулю. 

Действительно, возьмём произвольное положительное число ε и определим 
соответствующий номер N так, чтобы при n > N выполнялось неравенство  

,0 1 ε<−
n

 

т. е. чтобы ε<
n
1 . Это неравенство выполняется при 

ε
>

1n , поэтому в каче-

стве N можно взять целую часть числа 
ε
1 . Тогда для любого номера n > N 

будет выполняться неравенство  
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,0 1 ε<−
n

 

а это и означает, что предел последовательности { }
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

= nnx
1  равен нулю, т. е. 

0lim 1 =
∞→ nn

.  

Зададим произвольное ε > 0,  например, 1,01 =ε . Нужно, пользуясь оп-
ределением предела последовательности, указать такой номер N1, что при 

1Nn >∀  будет выполняться неравенство 

1,001
1 =ε<−

n
. 

Из рис.  4.13 видно, что при 110 Nn =>  все элементы последовательности 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

n
1  попадают в полосу  )0,0( 11 ε+ε− . Таким образом,  для заданного 

1,01 =ε  мы нашли число N1 = 10. 
Положив, например, ε = 0,001, найдём N = 1000, т. е.  

с 1001-го номера все члены последовательности попадут в ε- окрестность 
точки а. 

Пример  6.  Доказать, что последовательность {xn} расходится: 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−

+
=

чётно.  если,
1

2

,нечётно  если,
1

1

n
n

n
nxn  

Решение .  Действительно, последовательность не имеет предела. 
Введём обозначения: ( ) ,11

n
n +=ϕ  если п нечётно; ( )

n
n 12 −=ψ . Используя 

результаты исследования примера 5, делаем вывод, что последовательность 
ϕ(п) → 1, а последовательность ψ(п) → 2 при п → ∞. При этом ни одно из 
чисел 1 и 2 не является пределом последовательности, т. к., какую бы дос-
таточно малую окрестность точки 1 (или точки 2) ни взять, вне её содер-
жится бесчисленное множество членов последовательности. 
Теоремы  о  пределе  последовательности  

Теорема  4.1. Если последовательность имеет предел, то 
этот предел единственный. 
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Доказательство .  Предположим противное: пусть существуют ко-
нечные пределы ,lim axn

n
=

∞→
 ,lim bxn
n

=
→∞

 где a ≠ b. Фиксируем число ε > 0. 

Из того, что хп→ а, следует, что 
2
ε

<− nxa  при n > N1. Из того, что хп → b, 

следует, что 
2
ε

<− nxb  при n > N2. 

Тогда для n > N, где N – большее из чисел N1 и N2, выполняются оба 
неравенства. Оценим разность 

( ) ( ) .
22

ε=
ε

+
ε

<−+−≤−+−=− bxxabxxaba nnnn  

Таким образом, разность между числами a и b по абсолютной величине 
меньше любого положительного числа, следовательно, остаётся принять a = 
b. Теорема доказана. 

Теорема  4.2. Если последовательность {xn} сходится, то 
она ограничена.  
Доказательство .  Последовательность сходится, значит, существует 

конечный предел. Пусть .lim axn
n

=
∞→

 Положим, ε = 1,  тогда найдётся номер 

N такой, что ∀n > N имеет место неравенство ⎜a − xn⎜ < 1. 
Следовательно, 

 ⎜xn⎜ = ⎜(xn − a) + a⎜ ≤ ⎜xn − a⎜ + ⎜a⎜ < 1 + ⎜a⎜. 
Итак,  

⎜xn⎜ < ⎜a⎜ + 1 ∀n > N. 

Обозначим через М наибольшее из чисел ⎜x1⎜, ⎜x2⎜, …, ⎜xN⎜, ⎜a⎜ + 1. То-
гда для любого номера п будет иметь место ⎜xn⎜ ≤ M. 

Это означает, что последовательность {xn} ограничена. Теорема дока-
зана. 

Заметим, что обратная теорема не верна. Из ограниченности последо-
вательности не следует её сходимость.  

Последовательность из примера 6 является ограниченной: ∀n ∈ N ⇒ 
⎜xn⎜ ≤ 2, но предела не имеет. Ограниченная последовательность 

{ }
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ π

=
2

sin nxn , принимающая значения 1, 0, −1, 0, 1, 0, −1, 0, …, тоже не 

имеет предела (см. рис. 4.12). 
Определение  4.14. Последовательность {xn} называется:  



4.3. Предел числовой последовательносьи 
 

133 

20. возрастающей, если x1 < x2 < … < xn < xn+1 < …; 
21. неубывающей, если x1 ≤ x2 ≤ … ≤ xn ≤ xn+1 ≤ …; 
22. убывающей, если x1 > x2 > … > xn > xn+1 > …; 
23. невозрастающей, если x1 ≥ x2 ≥ … ≥ xn ≥ xn+1 ≥ …. 

Все такие последовательности называются монотонными. 
Теорема  4.3. Всякая ограниченная сверху монотонно воз-

растающая последовательность имеет предел. Всякая ограничен-
ная снизу монотонно убывающая последовательность имеет пре-
дел. 
Эта теорема во многих случаях позволяет установить существование 

предела последовательности.  
Применим эту теорему для доказательства сходимости последователь-

ности, имеющей различные применения, в частности, при вычислении пре-
делов. 

Рассмотрим важный пример. 
Теорема  4.4. Последовательность 

{ }n

n
x

n
=

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

11  

сходится, и её предел заключён между числами 2 и 3. 
Доказательство. Воспользуемся формулой, известной под названием 

бинома Ньютона,  

( ) ( ) ( )( )
++

−−
+

−
++=+ −−− L33221

!3
21

!2
1 xannnxannxnaaxa nnnnn  

( ) ( )( ) .
!

11 nkkn xxa
k

knnn
++

−−− −
+ L

K  

В частности, при а = 1 бином Ньютона примет вид 

( ) ( ) ( )( )
++

−−
+

−
++=+ L32

!3
21

!2
111 xnnnxnnnxx n  

 ( ) ( )( ) .
!

11 nk xx
k

knnn
++

−−−
+ L

K    (4.1) 

Положив nx 1= , запишем 

( ) ( ) ( )( )
2 3

1 1 21 1 1 1
2! 3!1 1

n n n n n n
nn n n n

− − −+ = + + + +L 
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( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1 1 1
! !

1 1 .
k n

n n n k n n n n
k n

n n
+

− − − − − −+ +L
K K

L  

Или, что то же самое, 

++⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −++=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ + L

nnn

n

n
2111 11!3

11!2
1111  

 ;111!
1111!

1 121121
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −⋅⋅⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −⋅⋅⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −+ −−

n
n

nnn
k

nn nk LL  (4.2) 

n
n

n
x=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ + 11 – п-ый член заданной последовательности. Докажем, что 

последовательность {xn} возрастает. Для этого запишем по формуле бинома 
Ньютона (п + 1)-й член этой последовательности хп+1: 

++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −++=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

+++

+

++ L
1

2
1

1
1

11

1
1

1 11!3
11!2

1111
nnn

n

nnx  

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

+
−

++ 1
1

1
2

1
1 111!

1
n
k

nnk L  

 
( )

( )( ) ( ).111!
1

11
2

1
1

1 ++++
−⋅⋅−−+

n
n

nnn
L    (4.3) 

Теперь сравним хп и хп+1 по величине. 
Каждое слагаемое в выражении (4.3) больше соответствующего сла-

гаемого в выражении (4.2) и, кроме того, в разложении хп+1 добавлено одно 
положительное слагаемое. Следовательно, хп+1 > xn для всех номеров n  и 
последовательность {xn} возрастает. 

Далее докажем, что последовательность {xn} ограничена сверху. В ра-
венстве (4.2) отбросим дробное слагаемое внутри каждой скобки, тем са-
мым увеличив правую часть: 

=+++++<+++++< nnnx
2

1
22

1
2
1

!
1

!3
1

!2
1 1111 LL  

(напомним формулу суммы п членов геометрической прогрессии 

,
1

1
1 q

nq
n bS

−
−

=  где q – знаменатель геометрической прогрессии, q ≠ 1, b1 – её 

первый член) 
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( )

.32111
1

1
1

2
1

2
1

2
1

1 =+=+<
−

−
+=

n

b  (4.4) 

Таким образом, последовательность {xn} монотонно возрастает и огра-
ничена сверху.  

Следовательно, по теореме 4 она имеет конечный предел. Из формулы 
(4.2) следует, что этот предел больше 2. Из неравенства (4.4) вытекает, что 
он меньше трёх, т. е.  

.31lim2 1 <⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +<

∞→

n

nn
 

Обычно этот предел называют вторым замечательным пределом и 
обозначают через е = 2,7182818284… : 

.1lim 1 e
n

nn
=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +

∞→
 

Якоб Бернулли3, решая задачу о сложных процентах, впервые ввёл 
функцию   

 
Он предвосхитил открытие показательной функции своим вопросом: 

пусть заимодавец платит кредитору некоторое число процентов от занятой 
суммы в год; сколько он должен уплатить за год на каждую единицу заня-
той суммы, если проценты нарастают непрерывно?  

Предположим, что выплачивается k процентов в год, и, положим, α = 
k/100. Если вычислить долг в конце года, то он составит первоначальную 
сумму, умноженную на 1 + α. Будем считать для простоты, что первона-
чальная сумма равна единице. Пусть теперь долг подсчитывается раз в пол-

года; тогда через полгода он равен ,1 2
α+  а через год, следовательно, 

                                           
3 Бернулли. Эта семья из Базеля (Швейцария) породила в течение трёх поколений ряд 
выдающихся математиков. Самыми знаменитыми из них были Якоб (1654 – 1705), его 
брат Иоганн (1667 – 1748) и сын Иоганна Даниэль (1700 – 1784). Два старших Бернулли 
были первыми учёными, понявшими, применившими и развившими дифференциальное 
и интегральное исчисление Лейбница. 
 

 n

n ⎟⎠
⎞⎜

⎝
⎛ + α1
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.
2

222 111 ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ + ααα  

Если долг подсчитывается раз в три месяца, то при каждом подсчёте он 

возрастает в 
4

1
α

+  раз, а к концу года – в 
4

4
1 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ α
+  раз.  

Ежемесячный подсчёт даёт .
12

1
12
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ α
+  В общем случае, если разбить 

год на п равных частей и вычислить долг в конце каждой части, то в тече-

ние года долг, равный 1, вырастет до .1
n

n ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ α
+  

Естественно считать, что при большом п число .1
n

n ⎟⎠
⎞⎜

⎝
⎛ + α  будет близко 

к истинному результату, т. е. к величине долга при непрерывном наращении 
процентов. 

Итак, ответ на вопрос Бернулли гласит:  

 .1lim αα

∞→
=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ + e

n

nn
    (4.5) 

Можно доказать, что формула второго замечательного предела верна и 
для непрерывного аргумента х: 

.1lim 1 e
x

xx
=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +

∞→
 

Выполнив замену t
x
=1 , где t → 0 при х → ∞, получим ещё одну запись 

второго замечательного предела  

 ( ) ( ) .)(1lim
1

0
ex x

x
=α+ α

→
  (4.6) 

И вообще: 
• если α(х) → 0 при х → а,  то  ( )( ) ( ) ;1lim 1 ex x

ax
=α+ α

→
  

• если α(х) → ∞ при х → а, то

 ( )

( )
.1lim 1 e

x

xax
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

α

α→
  (4.7) 
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4.4. Предел функции. Бесконечно малые и бесконечно боль-
шие функции 

Пусть функция y = f(x) определена в некотором интервале, содержащем 
точку а. В самой точке а функция может быть и не определена. 

Определение  4.15. Число А называется пределом функции 
f(x) при х → а, если для любого ε > 0 существует такое δ > 0, что 
для всех х, отвечающих условию ⎜x – a⎜ < δ выполняется неравен-
ство ⎜f(x) − A⎜ < ε. При этом пишут 

( ) ( ) .,0,0  если,lim ε<−⇒δ<−>δ∃>ε∀=
→

AxfaxAxf
ax

 

Краткая запись определения 15 в математических символах выглядит 
так: 

( ) ( ) .,0,0  если,lim ε<−⇒δ<−>δ∃>ε∀=
→

AxfaxAxf
ax

 

Условие ⎜x – a⎜ < δ можно записать так: 

–δ < x – a < δ,     а – δ < x <  a + δ. 

Интервал (а – δ, a + δ) называется δ-окрестностью числа а. 
Неравенство ⎜f(x) − A⎜ < ε равносильно следующим: 

− ε < f(x) − A < ε,     или    А − ε < f(x) < A + ε. 

        y                            y = f(x) 
  A+ε 
    f(x) 
       A 
  A−ε 
 
                             a−δ             a+δ   
        0                              a  x                  x 

Рис. 4.15 

 

Интервал (А − ε, A + ε) называют ε–окрестностью точки А (рис 4.15). 
Учитывая это, можно дать следующее определение предела функции в 

точке х = а: число А называют пределом функции y = f(x) в точке а, если 
для любой сколь угодно малой ε- окрестности точки А найдётся такая δ–
окрестность точки а, что если х ∈ (а − δ, а + δ), то f(x) ∈ (А − ε, A + ε) 
(рис. 4.15). Подчеркнём, что δ зависит от ε, т. е. δ = δ(ε). 
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Сформулируем теперь определение предела функции при стремлении 
аргумента к бесконечности. 

Определение  4.16. Число А называется пределом функции  
y = f(x)  при х → +∞, если для любого ε > 0 существует число М 
такое, что из условия х > М вытекает, что ⎜f(x) − A⎜ < ε.  Пишут: 

( ) Axf
x

=
+∞→

lim  (рис. 4.16). 

Краткая запись определения 16 математическими символами такова: 

( ) ( ) .,,0  если,lim ε<−⇒>∃>ε∀=
+∞→

AxfMxMAxf
x

 

Отметим, что предельное значение функции не следует смешивать со 
значением f(a) функции в точке а. 

 

        y                     
 
  A + ε                         y = f(x) 
       A                         
   
 A − ε 
 
 
        0                                                        x 

Рис. 4.16 
 

Возможные варианты:  
1) предельное значение А существует, тогда как функция в точке а не 

определена (см. рис. 4.17); 

 

  y                                                 f(x)     
                                                               
                   ε                                           
  A               ε                                         
                                                              
                          δ             δ                    
                                                                
               p                  a              b      x  

Рис.4.17   

2) предельного значения может и не быть, а f(a) существует 
(см. рис. 4.18);  
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   y 
                          f(x)         
                     
              
                     
           
                                         
                  p a     b       x

 
Рис. 4.18 

 

3)  нет ни предельного значения при х → а, ни значения  f(a) (см. 
рис. 4.19); 

4)  А = f(a) (см. рис. 4.20); 
5) существуют и значения функции f(a), и предел А, но не равные друг 

другу  f(a) ≠ А (см. рис. 4.21). 

  

   y 
                   f (x)               
                     
              
                     
           
                                            
           p        a           b     x

 
Рис.4.19 

 

         y                                               f(x) 
                  
                          ε 
        A               ε 
                    
                                 δ            δ 
                     
                     p                   a              b       x

Рис.4.20    

       y            f (a)                            f (x) 
                  
                         ε 
        A              ε 
                     
                                δ             δ 
                     
                     p                   a              b      x

Рис.4.21  

Пример  7.  Вычислить  
2
4lim

2

2 −
−

→ x
x

x
. 
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Решение .  Рассмотрим дробно-рациональную функцию ( ) 2
42

−
−= x

xxf . 

Она не определена в точке х = 2, во всех же других точках она совпадает с 
функцией ϕ(x) = x + 2, т. к. если х ≠ 2, то   

2
2

)2)(2(
2
42

+=
−

+−
=

−
− x

x
xx

x
x , ϕ(2) = 4. При вычислении предела нас инте-

ресует поведение функции только при х → 2 (но не в самой точке), поэтому, 
сокращая, вычисляем 

( )2lim
2
4lim

2

2

2
+=

−
−

→→
x

x
x

xx
= 4. 

Подчеркнём, что ( ) 2
42

−
−= x

xxf  и ϕ(x) = x + 2 – разные функции, они 

имеют разные области определения: первая из них определена для х ≠ 2, а 
вторая определена для всех ),( ∞−∞∈x , но ( ) ( ) ( )2limlim

22
ϕ=ϕ=

→→
xxf

xx
. 

Многие свойства пределов f(x) при х → а, где а –  конечное число или 
бесконечность, являются аналогичными. Поэтому в дальнейшем под а бу-
дем понимать или конечное число, или бесконечность. 

Определим теперь бесконечный предел функции f(x) при х → а, где а – 
число. 

Определение  4.17. Предел функции y = f(x) при х → а, где 
а – конечное число, равен +∞, если для любого числа М существует 
такое ε > 0, что из условия ⎜x – a⎜ < ε вытекает f(x) > М  
(рис. 4.22). Пишут ( ) .lim +∞=

→
xf

ax
 

Краткая запись определения 17 математическими символами такова: 

( ) ( ) .,0,  если,lim MxfaxMxf
ax

>⇒ε<−>ε∃∀+∞=
→

 

Аналогично определяется бесконечный предел функции ( ) −∞=
→

xf
ax

lim  

(рис. 4.23). 
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  y                                 
 
 
 
                              y = f(x) 
 
 
 
 
        a − ε        a    a + ε       x
               
                    

Рис. 4.22 
        

                                  y             
  a − ε       a           a + ε       x 
 
 
                                y = f(x) 
 
 
 
 
      
               
                   

Рис. 4.23 
 

Упражнение .  Сформулировать определения пределов: 
• ( ) ;lim −∞=

−∞→
xf

x
 • ( ) ;lim +∞=

−∞→
xf

x
 • ( ) ;lim −∞=

+∞→
xf

x
 

• ( ) ;lim +∞=
+∞→

xf
x

 • ( ) .lim ∞=
∞→

xf
x

 

4.4.1. Бесконечно большие и бесконечно малые функции  

Определение  4.18 . Функция y = f(x) называется бесконечно 
большой при х → а, где а – число или один из символов –∞, +∞, ∞, 
если ( ) ∞=

→
xf

ax
lim  (или ( ) ,lim −∞=

→
xf

ax
 или ( ) +∞=

→
xf

ax
lim ). 

Например, функция 
x

y
−

=
2

1  является бесконечно большой при х → 2 

(но она не является бесконечно большой, например, при х → 3) (см. 
рис. 4.24).  

Функция 
2

2xy =  является бесконечно большой при х → ∞ (но она не 

является бесконечно большой, например, при х → 2) (рис. 4.25). 
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      y 
 
 
 
 
       0        1        3                   x 

 
 
 

Рис. 4.24 

    y
 
 
 
 
       0       2          x 

 
 
 

Рис. 4.25 
 

Определение  4.19.   Функция y = f(x) (или последователь-
ность {xn}) называется бесконечно малой при х → а, где а – число 
или один из символов –∞, +∞, ∞, если ( ) 0lim =

→
xf

ax
 (или 

( ) 0lim =
∞→

nf
n

). 

Слова “функция”, “последовательность”, “величина” обычно в назва-
нии опускаются и говорят “бесконечно малая”. 

Например, функция у = х3 является бесконечно малой при х → 0, т. к. 
0lim 3

0
=

→
x

x
; функция у = sinх является бесконечно малой при х → π, т. к. 

.0sinlim =
π→

x
x

 

Связь между бесконечно малыми и бесконечно большими выражает 
следующая теорема. 

Теорема  4.5.  Если функция y = f(x) – бесконечно малая при 
х → а и f(x) ≠ 0 в некоторой окрестности точки а, то функция 

( )xf
y 1=

 – бесконечно большая при х → а. Если функция y = f(x) – 

бесконечно большая при х → а, то функция ( )xf
y 1=

 – бесконечно 
малая при х → а. 
Прежде чем перейти к рассмотрению свойств бесконечно малых функ-

ций, введём понятие ограниченной функции. 
Определение  4.20. Функция y = f(x) называется ограничен-

ной в данном интервале, если существует число М > 0 такое, что 
для любого х, принадлежащего этому интервалу, выполняется ус-
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ловие ⎜f(x)⎜ ≤ M. В противном случае функция y = f(x) называется 
неограниченной на интервале. 

Например, функция 
x

y
1

=  ограничена в интервале (1, +∞), т. к. 

∀х ∈ (1, +∞) имеет место ( ) 1
1
<=

x
xf   (рис. 4.26). Эта же функция не огра-

ничена в интервале (0, 1). Функция у = tgх ограничена в интервале ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

4,0  и 

не ограничена в интервале ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

2,0  (рис. 4. 27). 

Замечание. Всякая постоянная величина является ограниченной функ-
цией. 

 y 
 
 
 
 
 0        1    2     3       x 

Рис. 4.26 
       

                        y
 
 

    
2
π3

−      
2
π

−    0     
2
π        

2

3π
       x 

 
Рис. 4.27 

 
 

Свойства  бесконечно  малых  
Свойство  1.  Сумма двух бесконечно малых является бесконечно ма-

лой. 
Доказательство. Пусть α(х) → 0 при х → а, β(х) → 0 при х → а. Дока-

жем, что α(х) + β(х) → 0 при х → а. 

Пусть ε > 0. Поскольку α(х) → 0 при х → а, то для 
2
ε  найдётся такая δ1-

окрестность точки а, что для любого х из этой окрестности имеет место со-
отношение 

 ( ) ( ) .
2

0
ε

<α=−α xx   (4.8) 

Поскольку β(х) → 0 при х → а, то для 
2
ε  найдётся такая  

δ2-окрестность точки а, что для любого х из этой окрестности имеет место 
неравенство 
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 ( ) ( ) .
2

0 ε
<β=−β xx  (4.9) 

 Положим δ = min(δ1, δ2). Для х из δ-окрестности точки а выполняются 
оба неравенства (4.8) и (4.9). Поэтому для х из  
δ-окрестности точки а имеем 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .
22

0 ε=
ε

+
ε

<β+α≤β+α=−β+α xxxxxx  

Свойство доказано. 
Свойство  2.  Произведение бесконечно малой α(х) при х → а на 

функцию и(х), ограниченную вблизи а, есть бесконечно малая при х → а. 
Доказательство. Требуется доказать, что ( ) ( )[ ] .0lim =α⋅

→
xxu

ax
 

Поскольку функция и(х) ограничена вблизи а, то существует такая δ1-
окрестность точки а, что ⎜и(х)⎜ ≤ М для любого х из этой δ1-окрестности, где 
М – положительное число. 

Поскольку ( ) ,0lim =α
→

x
ax

 то существует такая δ2-окрестность точки а, 

что для любого х из этой окрестности имеет место 

( ) .
M

x ε
<α  

Положим δ = min(δ1, δ2). Тогда ∀х ∈ (а − δ, а + δ) выполняются оба не-
равенства и имеем 

( ) ( ) ( ) ( ) .0 ε=⋅
ε

<⋅α=−⋅α M
M

xuxxux  

Свойство доказано. 
Свойство 3. Произведение двух бесконечно малых есть бесконечно ма-

лая. 
Свойство 4. Произведение бесконечно малой функции на постоянную 

величину есть бесконечно малая функция. 
Свойства 3 и 4 являются непосредственными следствиями свойства 2 с 

учётом тех фактов, что бесконечно малая и постоянная являются ограни-
ченными функциями. 

Замечание. Свойства 1 и 3 справедливы для любого конечного числа 
бесконечно малых функций. 

4.5. Основные теоремы о пределах 
Поскольку числовая последовательность есть функция, определённая 

на множестве натуральных чисел, то все доказанные в этом пункте утвер-
ждения справедливы и для последовательностей. 
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Все предложения этого пункта доказываем, рассматривая функции ар-
гумента х и считая, что х → а, где а – число. Однако если а – один из сим-
волов ∞, −∞, +∞, то доказательства этих предложений могут быть проведе-
ны аналогично. 

Почти все основные теоремы о пределах легко вытекают из так назы-
ваемых прямой и обратной теорем и свойств бесконечно малых функций. 

Теорема  4.6. (прямая теорема). Если функция имеет предел, 
то её можно представить как сумму постоянной, равной этому 
пределу, и бесконечно малой функции. 
Доказательство . Пусть ( ) .lim Axf

ax
=

→
 Это означает, что для любого 

ε > 0 существует такое δ > 0, что из условия ⎜х − а⎜< δ вытекает выполнение 
неравенства ⎜f(x) − A⎜ < ε. Тогда величина f(x) − A → 0 при х → а, т. е. явля-
ется бесконечно малой при х → а. Обозначив её через α(х), получим 
α(х) = f(x) − A, откуда f(x) = А + α(х). Теорема доказана. 

Теорема  4.7.  (обратная теорема). Если функцию можно 
представить как сумму постоянной величины и бесконечно малой 
функции, то постоянное слагаемое есть предел функции. 
Доказательство . Пусть  f(x) = А + α(х), где А – постоянная, α(х) – 

бесконечно малая при х → а. Покажем, что ( ) .lim Axf
ax

=
→

 Пусть ε > 0. Так 

как α(х) – бесконечно малая при х → а, то для этого ε ∃δ > 0 такое, что из 
условия ⎜х − а⎜<δ вытекает ⎜α(х) ⎜< ε. Но α(х) = f(x) − A. Значит, ∀ε > 0 ∃δ > 
0 такое, что из условия ⎜х − а⎜< δ следует ⎜f(x) − A⎜ < ε. Это означает, что 

( ) .lim Axf
ax

=
→

 Теорема доказана. 

Теорема  4.8.  Функция у = f(x) не может иметь более одного 
предела при х → а. 
Непосредственно из определения предела вытекает следующая теоре-

ма. 
Теорема  4.9. Предел постоянной равен этой постоянной. 

Если функции f(x)  и g(x)  имеют конечные пределы при х → а, то спра-
ведливы следующие теоремы. 

Теорема  4.10. Предел суммы (разности) двух функций равен 
сумме (разности) пределов этих функций: 

( ) ( )( ) ( ) ( )xgxfxgxf
qxqx

limlimlim ±=±
→→

. 
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Доказательство . Пусть существуют конечные  пределы  
( ) ,lim Axf

ax
=

→
 ( ) .lim Bxg

ax
=

→
 Тогда согласно прямой теореме  

f(x) = А + α(х),   g(x) = B + β(x), 

где α(х), β(x) – бесконечно малые при х → а.  
Имеем 

f(x) + g(x) = А + α(х) + B + β(x) = (А + В) + (α(х) + β(x)). 

По свойству 1 сумма бесконечно малых (α(х) + β(x)) → 0 при х → а. 
Следовательно, по обратной теореме 

( ) ( )( ) ( ) ( )xgxfBAxgxf
axaxax →→→

+=+=+ limlimlim . 

Теорема доказана 
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Глава 5. Дифференцирование функции одной перемен-
ной 

5.1. Понятие производной. Механический и геометрический 
смысл производной 

Пусть функция у = f(x) определена в некоторой окрестности точки 0x , 
т. е. на множестве }:{)( 00 δ<−=δ xxxxO . Множество )( 0xOδ  называется 
δ-окрестностью точки 0x . Придадим фиксированному значению 0x  прира-
щение Δх (положительное или отрицательное), такое, что )( 00 xOxx δ∈Δ+ . 
Тогда приращение функции определяется выражением 

 )()()( 000 xfxxfxf −Δ+=Δ . (5.1.1) 

Определение  5.1.  Производной функции у = f(x) в произ-
вольной фиксированной точке 0x  называется предел (если он су-
ществует и конечен) отношения приращения функции к прираще-
нию аргумента при условии, что последнее стремится к нулю. 
Производная функции у = f(x) в точке 0x  обозначается следующим об-

разом: 

)( 0xy′ , )( 0xf ′ , 
dx

xdf )( 0 , 
0xxdx

dy

=
. 

Таким образом,  

 
x

xfxxf
x
xfxy

xx Δ
−Δ+

=
Δ

Δ
=′

→Δ→Δ

)()(lim)(lim)( 00
0

0
0

0 . (5.1.2) 

Производная функции у = f(x)  в произвольной точке х обозначается 
так: 

y′ , )(xf ′ , 
dx
dy , 

dy
xdf )( . 

При каждом конкретном числовом значении х производная (если она 
существует при данном х) функции у = f(x) представляет собой определён-
ное число. При переменном значении х производная функции у = f(x) явля-
ется функцией аргумента х. 

В дальнейшем под выражением «функция имеет производную» будем 
понимать существование конечной производной. 
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Определение  5.2. Если функция у = f(x) определена в лево-
сторонней окрестности точки 0x  и существует конечный или 
бесконечный предел этой функции 

 
x

xfxxf
xx Δ

−Δ+
−→Δ

)()(lim 00
00

 , (5.1.3) 

то он называется соответственно конечной или бесконечной 
производной слева  функции у = f(x)  в точке 0x  и обозначается 
так: 

)0( 0 −′ xf . 

Определение  5.3. Если функция у = f(x) определена в право-
сторонней окрестности точки 0x  и существует конечный или 
бесконечный предел этой функции 

 
x

xfxxf
xx Δ

−Δ+
+→Δ

)()(lim 00
00

, (5.1.4) 

то он называется соответственно конечной или бесконечной 
производной справа функции у = f(x)  в точке 0x  и обозначается 
так: 

)0( 0 +′ xf . 

Левую и правую производные называют односторонними производ-
ными. 

Определение  5.4. Функция, определённая в некоторой окре-
стности точки 0x  и имеющая в этой точке производную, называ-
ется дифференцируемой в точке 0x , причём 

 )0()0()( 000 +′=−′=′ xfxfxf . (5.1.5) 

Пример  1.  Пользуясь определением, найти производную данной 
функции (а – любое вещественное число): 

1.1. axy = ;  1.2. 56 −= xy ;  1.3. xy ln= .  

Решение .  Дадим аргументу х приращение Δх. Тогда и функция полу-
чит соответственное приращение Δу: 

1.1. ( ) ( ) ( ) ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−Δ+=−Δ+=−Δ+=Δ 11

aaaa
x
xxxxxxfxxfy . 
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Воспользовавшись таблицей эквивалентных бесконечно малых, полу-
чаем 

( )
ax

x
x

x
x

xx
yy a

a

x
a

xx
⋅=

Δ

−Δ+
⋅=

Δ
Δ=′ −

→Δ
−

→Δ→Δ
1

0
1

00

11
limlimlim . 

Итак, ( ) 1−⋅=
′ aa xax . 

1.2. 
( ) ( )==

Δ
−−−Δ+

=
Δ
Δ=′

→Δ→Δ 0
05656

limlim
00 x

xxx
x
yy

xx
   

( ) ( )
( )( ) =−+−Δ+Δ

−−−Δ+=
→Δ 5656

5656lim
0 xxxx

xxx
x

 

( )( ) =−+−Δ+Δ
Δ=

→Δ 5656
6lim

0 xxxx
x

x 56
3
−x

. 

1.3. ( ) ( )
x
x

x
xxxxxy Δ+=

Δ+
=−Δ+=Δ 1lnlnlnln ; 

( ) ( ) ( )==Δ+=
Δ

Δ+
=

Δ
Δ=′ ∞Δ

→Δ→Δ→Δ
11lnlim

1ln
limlim

1

000
x

xxx x
x

x
x
x

x
yy  

( )
x

ex
x x

x
x

x

x

1ln1limln
1

1

0
==

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
Δ+= Δ

→Δ
 

(см. [1] (второй замечательный предел)).  
Итак, ( ) xx 1ln =′ . 

Пример  2.  Исходя из определения производной, найти )0(f ′ : 

2.1. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

0;0,

;0,2sintg)(
23

x

x
x

xxxf  

2.2. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

=
0;0,

;0,
5
1cosarctg

)(
x

x
x

x
xf  
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2.3. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
≠−=

0.0,
;0,cos)(

2

x
xxexf

x
 

Решение .  Дадим аргументу х = 0 приращение Δх. Тогда функция по-
лучит соответствующее приращение Δу. 

2.1. =−Δ=Δ−Δ+=Δ )0()()()( fxfxfxxfy  

02sin)()(tg 23 −⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

Δ
⋅Δ+Δ=

x
xx ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

Δ
⋅Δ+Δ=

x
xx 2sin)()(tg 23 . 

Найдём по определению )0(y′ : 

=
Δ

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

Δ
⋅Δ+Δ

=
Δ
Δ

=′
→Δ→Δ x

x
xx

x
yy

xx

2sin)()(tg
limlim)0(

23

00
 

 

x
x

xx

x Δ
Δ

⋅Δ+Δ
=

→Δ

2sin)()(
lim

23

0
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

Δ
⋅Δ+Δ=

→Δ→Δ x
xx

xx

2sinlim)(lim
0

2
0

= 

02sinlim0
0

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

Δ
⋅Δ+=

→Δ x
x

x
, 

т. к. произведение бесконечно малой на ограниченную функцию есть 
величина бесконечно малая. 

Итак, )0(y′ = 0. 

2.2. =−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

Δ
Δ=−Δ=−Δ+=Δ 0

5
1cosarctg)0()()()(

x
xfxfxfxxfy  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

Δ
Δ=

x
x

5
1cosarctg . 

По формуле (5.1.2) имеем 

=
Δ

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

Δ
⋅Δ

=
Δ
Δ

=′
→Δ→Δ x

x
x

x
yy

xx

5
1cosarctg

limlim)0(
00

 

xx
x

x

xx Δ
=

Δ
Δ

⋅Δ
=

→Δ→Δ 5
1coslim5

1cos
lim

00
. 
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Таким образом, производная функции в точке х = 0 не существует, т. к. 

xx Δ→Δ 5
1coslim

0
 не существует. 

2.3. =−Δ=−Δ+=Δ )0()()()( fxfxfxxfy  

xexe xx Δ−=−Δ−= ΔΔ cos0cos
22 )()( . 

По определению проверим, существует ли в точке х = 0 производная 
данной функции: 

=
Δ

Δ−+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=
Δ

Δ−
=

Δ
Δ

=′

Δ

→Δ

Δ

→Δ→Δ x

xe

x
xe

x
yy

x

x

x

xx

)cos1(1
limcoslimlim)0(

2
2 )(

0

)(

00
 

0lim
2
32

)()(
lim

0

2
2

0
=Δ=

Δ

Δ
+Δ

=
→Δ→Δ

x
x

xx

xx
. 

Следовательно, 0)0( =′y . 
При вычислении предела применили таблицу эквивалентных беско-

нечно малых: 

1
2)( −Δxe  ∼ 2)( xΔ  при Δх → 0; 

1 – cosΔx ∼ 
2
)( 2xΔ  при Δх → 0. 

5.1.1. Механический смысл производной 
Рассмотрим функцию у = f(x), определённую и непрерывную в некото-

рой окрестности точки 0x . Придавая аргументу 0x  приращение Δх (поло-
жительное или отрицательное), такое, что )( 00 xOxx δ∈Δ+ , получим соот-
ветствующее приращение функции 

)()()( 00 xfxxfxf −Δ+=Δ . 

Тогда средняя скорость изменения функции определяется следующим 
соотношением: 

x
xfv

Δ
Δ

=
)( 0

ср. . 

Выполняя предельный переход при Δх → 0, получим мгновенную ско-
рость изменения функции 
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)()(lim 0
0

0
xf

x
xfv

x
′=

Δ
Δ

=
→Δ

. 

Таким образом, производная функции есть математическая модель 
мгновенной скорости процесса, описываемого функцией у = f(x). В этом и 
состоит механический смысл производной. 

5.1.2. Геометрический смысл производной 
Рассмотрим задачу о проведении касательной к произвольной плоской 

кривой. Пусть L есть дуга плоской кривой, М – точка этой кривой, 1MM  –
 секущая (см. рис. 5.1). 

Если точка 1M  движется по кривой к точке М, то секущая поворачива-
ется вокруг точки М и стремится к некоторому предельному положению 
MQ. 

Определение  5.5.  Касательной к кривой L в точке 
),( 00 yxM  называется прямая MQ, которая представляет собой 

предельное положение секущей MM1  при стремлении по кривой 
точки 1M  к точке М (см. рис. 5.1). 

Пусть кривая L задана уравнением у = f(x). На кривой возьмём точки 
),( 00 yxM  и ),( 001 yyxxM Δ+Δ+ . Предположим, что касательная к кривой в 

точке М существует. Тогда угловой коэффициент секущей MM1  находится 
следующим образом: 

x
y

MT
TMk

Δ
Δ

==α= 1
11 tg , 

где )()()()( 001 xfxxfMfMfy −Δ+=−=Δ . 
При Δх → 0 точка 1M  движется по кривой к точке М и секущая MM1  

стремится к предельному положению MQ. Переходя к пределу, получаем 

)(limtglimtg 0
0

1
1

xf
x
yk

xMM
′=

Δ
Δ

=α=α=
→Δ→ . 
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                        y                    Q 
                                                    M1                      L 
                                                             y = f(x) 
                               M         α1 
                                                        T  
 
                        α 
                         O     x0              x0 + Δx      x 

 
 

Рис. 5.1  
Таким образом, геометрический смысл производной следующий: про-

изводная от функции у = f(x) в точке 0x  равна угловому коэффициенту ка-
сательной к графику функции в точке с абсциссой 0x , а именно 

 )(tg 0xfk ′=α= . (5.1.6) 

Замечание .  Если предельного положения секущей не существует, то 
говорят, что в точке М провести касательную нельзя. Это бывает в случае, 
когда точка М является точкой излома или заострения кривой (см. рис. 5.2, 
5.3, 5.4). 

 
    y 
                      M  
                     
 
                            
 
  O                x0             x

 
Рис. 5.2   

  y
                      M  
                     
 
                            
 
  O               x0             x  

 
Рис. 5.3   

  y
                        
                     
 
                      M     
 
  O               x0             x  

 
Рис. 5.4  

5.1.3. Уравнение касательной и нормали 
Уравнение касательной найдём, используя уравнение прямой, прохо-

дящей через точку ),( 000 yxM  с угловым коэффициентом k: 

)( 00 xxkyy −=− , 

где )( 0xfk ′= . 
Тогда  

 ))(( 000 xxxfyy −′=− . (5.1.7) 
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Уравнение (5.1.7) есть уравнение касательной к графику функции 
у = f(x)  в точке ),( 000 yxM . 

Так как угловые коэффициенты касательной и нормали связаны соот-

ношением 
кас.

норм.
1

k
k −= , то уравнение нормали в точке ),( 000 yxM  имеет 

вид 

 )(
)(

1
0

0
0 xx

xf
yy −

′
−=− . (5.1.8) 

Пример  3.  Написать уравнения касательной и нормали к графику 
функции 56 −= xy  в точке с абсциссой 10 =x . 

Решение .  Воспользуемся формулами (5.1.7) и (5.1.8). Для этого: 
• вычислим значение функции в точке 10 =x : 

( ) 151610 =−⋅== yy ; 

• найдём угловой коэффициент касательной (производная уже получе-
на в примере 1.2)  

( ) 3
56

3

1
01 =

−
=′=

=xx
xyk , 

угловой коэффициент нормали   

3
11

1
2 −=−= kk  ; 

• записываем уравнение касательной по формуле (5.1.7) 

у − 1 = 3(х − 1), или 3х − у − 2 = 0, 
и уравнение нормали по формуле (5.1.8) 

( )13
11 −−=− xy , или х + 3у − 4 = 0 

.

5.2. Дифференцируемость функции 
Пусть функция у = f(x) определена в некоторой окрестности точки 0x . 

Определение  5.6.  Функция называется дифференцируемой 
в точке 0x , если её приращение в этой точке может быть пред-
ставлено в виде 
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 xxxAxfxxfy Δ⋅Δα+Δ=+Δ+=Δ )()()( 00 , (5.1.9) 

где А есть некоторое действительное число, 
α(Δх) есть бесконечно малая более высокого порядка малости, чем Δх, при  
Δх → 0. 

Теорема  5.1. Для того чтобы функция у = f(x) была диффе-
ренцируема в точке 0x , необходимо и достаточно, чтобы в точке 

0x  существовала конечная производная Axf =′ )( 0 . 

Доказательство .   
Необходимость .  Пусть функция у = f(x) дифференцируема в данной 

точке 0x , т. е. её приращение представимо в виде 

xxxAy Δ⋅Δα+Δ=Δ )( , 

где 0)(lim
0

=Δα
→Δ

x
x

. 

Предположим, что Δх ≠ 0. Тогда, разделив Δy на Δх, получим 

)( xA
x
y

Δα+=
Δ
Δ . 

Переходя к пределу при Δх → 0, имеем 

)())((limlim 0
00

xfAxA
x
y

xx
′==Δα+=

Δ
Δ

→Δ→Δ
. 

Следовательно, в точке 0x  существует производная функции у = f(x). 
Достаточность .  Пусть существует в точке 0x  производная функ-

ции, т. е. 

)(lim 0
0

xf
x
y

x
′=

Δ
Δ

→Δ
. 

Пусть Axf =′ )( 0 . Тогда функция A
x
yx −

Δ
Δ

=Δα )(  является бесконечно 

малой при Δх → 0. Из последнего равенства получаем 
xxxAy Δ⋅Δα+Δ=Δ )( , 

где 0)(lim
0

=Δα
→Δ

x
x

. 

Тогда по определению 6 функция у = f(x) дифференцируема в точке 0x . 
Теорема доказана. 
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Связь между непрерывностью и дифференцируемостью устанавливает 
следующая теорема. 

Теорема  5.2. Если функция у = f(x) дифференцируема в не-
которой точке, то она и непрерывна в этой точке. 
Доказательство .  Пусть функция у = f(x) дифференцируема в неко-

торой точке, тогда по формуле (5.1.9) её приращение в этой точке предста-
вимо в виде  

xxxAy Δ⋅Δα+Δ=Δ )(  при Δх → 0. 

Тогда 
0))((limlim))((limlim

0000
=Δ⋅Δα+Δ=Δ⋅Δα+Δ=Δ

→Δ→Δ→Δ→Δ
xxxAxxxAy

xxxx
. 

Следовательно, функция у = f(x)  непрерывна в точке х. 
Заметим ,  что обратное утверждение теоремы «всякая непрерывная 

функция дифференцируема» неверно. Проиллюстрируем это на следующих 
примерах. 

Пример 4. Доказать, что функция  

⎩
⎨
⎧

>
≤=
1если   ,1

;1если ,
 

 2

x
xxy  

не дифференцируема в точке х = 1 (рис. 5.5). 
1. Исследуем функцию на непрерывность в точке 10 =x , для чего про-

верим выполнение условий непрерывности функции в точке 0x : 

( ) ( ) ( )000 00 xfxfxf =+=−  

( ) 1lim01 2
01

==−
−→

xf
x

,   ( ) 11lim01
01
==+

+→x
f ,   ( ) 11

1
2 ==

=x
xf . 

            у 
 
            1 
 
 
           O            1       х 

 
Рис. 5.5 
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Все три значения равны между собой, значит, функция в точке х = 1 
непрерывна. 

2. Исследуем поведение производной в точке х = 1: 
а) слева: 

( ) xx
xxx

x
xxxxxy

xx
2)(2lim)(lim)(

2

0

22

0
2 =

Δ
Δ+Δ=

Δ
−Δ+=

′
=′

−→Δ−→Δ
. 

Тогда 2)01( =−′y ; 
б) справа: 

( ) ( ) 011limlim1
00

=
Δ
−=

Δ
Δ=′=′

+→Δ+→Δ xx
yxy

xx
, т. е. ( ) 001 =+′y . 

Так как )01()01( +′≠−′ yy , то в точке 10 =x  производная функции 
у = f(x)  не существует, хотя в этой точке функция непрерывна. 

Пример  5.  Доказать, что функция xy =  в точке 00 =x  не имеет 
производной. 

Решение .  По определению модуля х имеем 
⎩
⎨
⎧

<−
≥== .0,

;0,
xx
xxxy  

Вычисляем производную справа и слева в точке 00 =x : 

1lim)00(
0

=
Δ
Δ

=+′
+→Δ x

yf
x

,   1lim)00(
0

−=
Δ
Δ

=−′
−→Δ x

yf
x

. 

Так как )00()00( −′≠+′ ff , то не существует производной функции 
у = f(x) в точке 00 =x . Следовательно, в этой точке функция недифферен-
цируема (см. рис. 5.6). 

Замечание .  Если функция дифференцируема в любой точке 
х ∈ [a, b], то говорят, что она дифференцируема на отрезке [a, b]. 

          y
                        
                              y =⎜x⎜ 
 
                            
             O                    x      

 
Рис. 5.6  
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5.3. Основные правила дифференцирования 
Теорема  5.3. Если функции u = u(x) и v = v(x) дифференци-

руемы в точке х, то сумма, разность, произведение и частное этих 
функций (частное при условии, что v(x) ≠ 0) также дифференци-
руемы в этой точке и имеют место следующие формулы: 

1) vuvu ′±′=′± )( ,  2) uvvuvu ′+′=′⋅ )( ,  3) 2v
uvvu

v
u ′−′

=
′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ . 

Доказательство .  Для вывода этих формул воспользуемся опреде-
лением производной. 

1. Запишем приращение функции у = и(х) ± v(x) и преобразуем его: 

Δи = [u(x + Δx) ± v(x + Δx)] – [u(x) ± v(x)] =  

= [u(x + Δx) – u(x)] ± [v(x + Δ x) – v(x)] = Δu ± Δv. 
Воспользуемся формулой (5.1.2) и найдём производную данной функ-

ции: 

vu
x
v

x
u

x
vu

x
yvu

xxxx
′±′=

Δ
Δ

±
Δ
Δ

=
Δ
Δ±Δ

=
Δ
Δ

=′±
→Δ→Δ→Δ→Δ 0000

limlimlimlim)( . 

2. Запишем приращение функции y = u(x) ⋅ v(x) и преобразуем его: 

Δу = (u + Δи) (v + Δv) – uv = uv + uΔv + vΔu + Δu ⋅ Δv – uv = 

= u ⋅ Δv + vΔ u + Δu ⋅ Δv. 
Применяя формулу (5.1.2) и теоремы о пределах, найдём производную 

функции y = u(x) ⋅ v(x): 

=
Δ

Δ⋅Δ+Δ+Δ
=

Δ
Δ

=′⋅
→Δ→Δ x

vuuvvu
x
yvu

xx 00
limlim)(

 

=Δ⋅
Δ
Δ

+
Δ
Δ

+
Δ
Δ

=
→Δ→Δ→Δ→Δ

v
x
u

x
uv

x
vu

xxxx 0000
limlimlimlim  

uvvuuuvvu ′+′=⋅′+′⋅+′⋅= 0 . 

3. Найдём приращение функции 
v
uy = , где и = и(х), v = v(x) есть диф-

ференцируемые функции, v(x) ≠ 0: 

)()()(
)()(

vvv
vuuv

vvv
vuuvuvuv

vvv
vvuuuv

v
u

vv
uuy

Δ+
Δ−Δ

=
Δ+

Δ−−Δ+
=

Δ+
Δ+−Δ+

=−
Δ+
Δ+

=Δ . 
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Применяя формулу (5.1.2) и учитывая, что 0lim
0

=Δ
→Δ

v
x

, получим 

=
Δ+
Δ
Δ

−
Δ
Δ

=
ΔΔ+
Δ−Δ

=
Δ
Δ

=
′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

→Δ→Δ→Δ )(
lim

)(
limlim

000 vvv
x
vu

x
uv

xvvv
vuuv

x
y

v
u

xxx
 

2
0

00
)(lim

limlim

v
uvvu

vvv
x
vu

x
uv

x

xx ′−′
=

Δ+
Δ
Δ

−
Δ
Δ

=

→Δ

→Δ→Δ . 

Теорема доказана. 
Следствие  1.  Пусть функция и(х) имеет производную в 

точке х. Тогда функция у = с ⋅ и(х) также имеет в этой точке 
производную, причём имеет место формула ucy ′⋅=′ , где с = const. 

Следствие  2.  Пусть функции )(1 xu , )(2 xu , …, )(xun  имеют 
производные в точке х. Тогда линейная комбинация этих функций 
равна линейной комбинации соответствующих производных, т. е.  

если )()()( 2211 xucxucxucy nn+++= L ,  
то )()()( 2211 xucxucxucy nn ′++′+′=′ L . 

5.3.1. Производная сложной функции 

Теорема  5.4. Если функция и = и(х)  имеет производную в 
точке 0x , а функция y = f(x) имеет производную в соответствую-
щей точке )( 00 xuu = , то сложная функция f [u(x)] имеет произ-
водную в точке 0x  и имеет место следующая формула: 

)()( xuufy u ′⋅′=′ . (5.1.10) 

Доказательство .  Придадим фиксированному значению х прираще-
ние Δх. Тогда функция и(х) получит соответствующее приращение Δи, ко-
торому, в свою очередь, соответствует приращение Δу функции y = f(x) в 
точке х. 

Запишем приращение функции y = f(x): 
)()( 0ufufy −=Δ . 

Составим соотношение 

x
u

u
y

xx
uu

uu
ufuf

xx
ufuf

x
ufuf

x
y

Δ
Δ
⋅

Δ
Δ

=
−
−

⋅
−
−

=
−
−

=
Δ
−

=
Δ
Δ

0

0

0

0

0

00 )()()()()()( . 
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При Δх → 0 приращения Δи, Δу, в силу дифференцируемости соответ-
ствующих функций, стремятся к нулю. 

Переходя к пределу в последнем выражении при Δх → 0, получим 

)()(limlimlimlim
0000

xuuf
x
u

u
y

x
u

u
y

x
y

u
xuxx

′⋅′=
Δ
Δ

⋅
Δ
Δ

=
Δ
Δ
⋅

Δ
Δ

=
Δ
Δ

→Δ→Δ→Δ→Δ
. 

Теорема доказана. 
Функцию и = и(х) называют промежуточным аргументом, а функцию х 

называют основным аргументом. 
Сформулируем следующее правило. 

Правило  дифференцирования  сложной  функции .  
Производная сложной функции равна произведению производной 
этой функции по промежуточному аргументу и производной про-
межуточного аргумента по основному аргументу. 

5.3.2. Производные основных элементарных функций 
Производная  постоянной  функции .  Производная функции 

у = с, где с – постоянное число, равна нулю, т. е. 

0=′y . 

Доказательство .  Для любых х и Δх имеем  

Δу = f(x + Δx) – f(x) = c – c = 0. 

Тогда отношение 0=
Δ
Δ

x
y  при любых Δх ≠ 0.  

Откуда 0lim
0

=
Δ
Δ

=′
→Δ x

yy
x

. 

Производные  тригонометрических  функций .   
1. Производная функции у = sinx выражается формулой 

xy cos=′ . 

Доказательство .  Пусть у = sinx. Придадим фиксированному значе-
нию х приращение Δх. Тогда у получит приращение  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Δ

+
Δ

=−Δ+=Δ
2

cos
2

sin2sin)sin( xxxxxxy . 

Cогласно определению производной получим 
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( )
=

Δ

Δ+Δ
=

Δ
Δ=′

→Δ→Δ x

xxx

x
yy

xx
2cos22sin

limlim
00

 

( ) xxxx

x

xx
cos2coslim

2

2sin
lim

00
=Δ+⋅

Δ

Δ
=

→Δ→Δ
. 

Здесь воспользовались формулой первого замечательного предела и 
непрерывностью функции cosx: 

1

2

2sin
lim

0
=

Δ

Δ

→Δ x

x

x
,      ( ) xxx

x
cos2coslim

0
=Δ+

→Δ
. 

Итак, xxy cos)(sin =′=′ . 
2. Производная функции у = cosx выражается формулой  

xy sin−=′ . 

Имеем   ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Δ

+
Δ

−=−Δ+=Δ
2

sin
2

sin2coscos xxxxxxy . 

Согласно определению производной и в силу непрерывности функции 
sinx получим 

( )
=

Δ

Δ+Δ−
=

Δ
Δ=′

→Δ→Δ x

xxx

x
yy

xx
2sin2sin2

limlim
00

 

( ) xxxx

x

xx
sin2sinlim

2

2sin
lim

00
−=Δ+⋅

Δ

Δ
−=

→Δ→Δ
. 

Замечание .  Воспользуемся формулой приведения 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
π

== xxy
2

sincos . По формуле (5.1.10) найдём производную функции 

uy sin= , где xu −
π

=
2

: 

xxuxuuuuy sin
2

coscos
2

coscos)(sin −=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
π

−=−=
′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
π

=′⋅=′=′ . 

Итак, ( ) xxy sincos −=′=′ . 
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Производная функции у = tgx выражается формулой  

x
y 2cos

1
=′ , 

где nx π+
π

≠
2

, п ∈ Z. 

Доказательство .  Воспользуемся формулой 
x
xx

cos
sintg =  и теоремой 

3. 
Тогда  

=
+

=
⋅+⋅

=
′−′

=′
x

xx
x

xxxx
x

xxxxy 2

22

22 cos
sincos

cos
sinsincoscos

cos
sin)(coscos)(sin  

x2cos
1

= . 

Следовательно, 
x

y 2cos
1

=′ . 

Производная функции у = сtgx выражается формулой  

x
y 2sin

1
−=′ ,  

где nx π≠ , п ∈ Z. 

Доказательство .  Воспользуемся формулой 
x
xx

sin
cosctg =  и теоремой 

3. 

Тогда =
⋅−⋅−

=
′−′

=′
x

xxxx
x

xxxxy 22 sin
coscossinsin

sin
cos)(sinsin)(cos  

xx
xx

22

22

sin
1

sin
cossin

−=
+

−= . 

Следовательно, 
x

y 2sin
1

−=′ . 

Производная  логарифмической  функции .  Производная 
функции xy alog= , где а > 0, a ≠ 1, х > 0, выражается формулой 
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ax
y

ln
1

=′ . 

Доказательство .  Придадим фиксированному значению х ∈ D(y) 
приращение Δх. Тогда 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Δ
+=

Δ+
=−Δ+=Δ

x
x

x
xxxxxy aaaa 1logloglog)(log . 

Найдём по определению y′ : 

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Δ
+=

Δ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Δ
+

=
Δ
Δ

=′ Δ

→Δ→Δ→Δ

x
x

a
x

a

xx x
x

xx
x
x

x
yy 1loglim1

1log
limlim

000
 

ax
e

xx
x

x a
x

x

x
a ln

1log11limlog1
0

==⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Δ
+= Δ

→Δ
. 

Здесь мы воспользовались вторым замечательным пределом 

( ) ex x
x

=+
→

1

0
1lim  и формулой 

a
xx

b

b
a log

loglog = . 

Таким образом, 
ax

y
ln
1

=′ . 

Замечание .  В частности, при а = е, производная функции у = lnx на-

ходится по формуле 
x

y 1
=′ . 

Производная  степенной  функции .  Производная функции 
α= xy , где α ∈ R, выражается формулой  

1−αα=′ xy . 

Доказательство .  Пусть х > 0. Прологарифмируем обе части равен-
ства α= xy по основанию е: 

α= xy lnln , или xy lnln α= . 

Продифференцируем полученное равенство почленно по правилу 
дифференцирования сложной функции, считая у функцией от х (см. форму-
лу 5.1.10): 
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1)ln()(ln −α
α

α=⇒
α

=′⇒
α

=′⇒
α

=
′

⇒′α=′ xy
x
xy

x
yy

xy
yxy . 

Производная  показательной  функции .  Производная функции 
xay = , где а > 0, a ≠ 1, выражается формулой  

aay x ln=′ . 

Доказательство .  Имеем ( )1−=−=−=Δ ΔΔΔ+ xxxxxxxx aaaaaaay . 
Таким образом,  

=
Δ

Δ
=

Δ
−

=
Δ

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −Δ

=
Δ
Δ

=′
→Δ

Δ

→Δ→Δ→Δ x
axa

x
aax

xaa

x
yy

x
x

x

x
x

x

xx

lnlim1lim
1

limlim
0000

 

aa x ln⋅= . 
При вычислении предела воспользовались эквивалентностью беско-

нечно малых: 

1−Δxa  ∼ Δхlna при Δх → 0. 

В частности, при а = е производная функции xey =  выражается фор-

мулой xey =′ . 
Приведём ещё один вывод данной формулы. Прологарифмируем вы-

ражение xay =  по основанию е: 

axyay x lnlnlnln =⇒= . 

Дифференцируем левую и правую часть полученного равенства по 
правилу дифференцирования сложной функции, считая у функцией от х. 

Тогда  aayayya
y
y x lnlnln =′⇒=′⇒=
′

. 

Окончательно aaa xx ln)( =′ . 
Пример  6.  Найти производные следующих функций: 
6.1. xxxxf sin5cos34)( 3 +−= ;  6.2. xxxf lnlog)( 2 += ; 

6.3. 
x

exf
x

=)( ; 6.4. xxxf ctg)( 2 ⋅= ; 
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6.5. 
1
1)( 2

2

+

−
=

x
xxf ; 6.6. 3

3
1)( x
x

xf += ; 

6.7. 
x

xxf
sin21

cos)(
+

= ; 6.8. 153)( 3 −++= xxxf x . 

Решение. 6.1. Применяя правило дифференцирования суммы, получа-
ем 

=′+′−′=′+−=′ )sin5()cos3()4()sin5cos34()( 33 xxxxxxxf  

xxx cos5sin312 2 ++= . 
6.2. Применяя правило дифференцирования суммы, получаем 

2ln
2ln11

2ln
1)(ln)(log)( 2 xxx

xxxf +
=+=′+′=′ . 

6.3. Применяя правило дифференцирования частного функций, получа-
ем 

222
)1()()(

x
xe

x
exe

x
exxe

x
exf

xxxxxx −
=

−⋅
=

⋅′−⋅′
=
′

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=′ . 

6.4. По правилу дифференцирования произведения получаем 

=⋅−=′+′=′⋅=′ 2
2

222

sin
1ctg2)ctg(ctg)()ctg()( x

x
xxxxxxxxxf  

x
xxx

x
xxxx

x
x

x
xx 222 sin

)2(sin
sin

sincos2
sinsin

cos2 −
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= . 

6.5. По правилу дифференцирования частного получаем 

=
+

−′+−+′−
=
′

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+

−
=′

22

2222

2

2

)1(
)1()1()1()1(

1
1)(

x
xxxx

x
xxf  

2222

33

22

22

)1(
4

)1(
2222

)1(
)1(2)1(2

+
=

+

+−+
=

+

−−+
=

x
x

x
xxxx

x
xxxx . 

6.6. Преобразуем функцию и применим правило дифференцирования 
суммы: 
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2
3

3
1

3
3
1)( xxx
x

xf +=+=
−

, 

x
x

xxxf
2
3

3

1
2
3

3
1)(

3 4
2
1

3
4

+−=+−=′
−

. 

6.7. По правилу дифференцирования частного получаем 

=
+

′+−+′
=
′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
+

=′
2)sin21(

cos)sin21()sin21()(cos
sin21

cos)(
x

xxxx
x

xxf  

=
+

−−−
=

+

⋅−+−
= 2

22

2 )sin21(
cos2sin2sin

)sin21(
coscos2)sin21(sin

x
xxx

x
xxxx  

22

22

)sin21(
2sin

)sin21(
)cos(sin2sin

x
x

x
xxx

+

+
−=

+

++
−= . 

6.8. По правилу дифференцирования суммы получаем 

533ln3)1()5()()3()( 23 ++=′−′+′+′=′ xxxxf xx . 

5.3.3. Производная обратной функции. Производные об-
ратных тригонометрических функций 

Теорема  5.5 (о непрерывности обратной функции). Пусть 
функция у = f(x) определена, строго монотонна и непрерывна на 
некотором отрезке [a, b]. Тогда существует обратная функция 
х = ϕ(у), которая является однозначной, непрерывной и монотон-
ной на отрезке [α, β]. 

Теорема  5.6 (о производной обратной функции). Если 
функция у = f(x) монотонна на отрезке [a, b] и имеет во всех точ-
ках интервала (а, b) ненулевую производную )(xfy ′=′ , то обрат-
ная функция х = ϕ(у) дифференцируема во всех точках интервала 
(f(a), f(b)), причём для любого у ∈ (f(a), f(b)) справедлива формула 

 
)(

1)(
xf

y
′

=ϕ′ . (5.1.11) 

Доказательство .  Дадим фиксированному значению у обратной 
функции х = ϕ(у) некоторое приращение Δу ≠ 0. Функция х = ϕ(у) получит 
приращение Δх, причём в силу её монотонности Δх ≠ 0. 
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Найдём производную обратной функции. По определению производ-
ной имеем   

)(
1

lim

11limlim)()(

0
00 xf

x
y

x
yy

xyyx

x
xy ′

=

Δ
Δ

=

Δ
Δ

=
Δ
Δ

=ϕ′=′

→Δ
→Δ→Δ

. 

Таким образом, получаем 
)(

1)(
xf

y
′

=ϕ′ . 

Теорема доказана. 
Теорема 5.6 имеет следующий геометрический смысл. 

      y                          
                          y = f(x)                                                                 
                                                     
                         
     у0                            M0               
  
 
           β      α 
   O                        x0            x  

Рис. 5.7 
 

Рассмотрим в некоторой окрестности точки 0M  график функции 
у = f(x) (рис. 5.7). Производная )( 0xf ′  равна тангенсу угла α наклона каса-
тельной, проходящей через точку ))(,( 00 xfxM  к оси Ох. Производная об-
ратной функции )( 0yϕ′  равна тангенсу угла β наклона этой касательной к 
оси Оу. 

Производные  обратных  тригонометрических  функций  
С помощью формулы (5.1.11) найдём производные обратных тригоно-

метрических функций. 
1. Производная функции у = arcsinx выражается формулой 

21

1)(
x

xy
−

=′ , 

где 1<x . 
Доказательство .  Рассмотрим обратную функцию х = sinу для 

функции у = arcsinx. Так как yyx cos)( =′ , то по теореме о производной об-
ратной функции получаем 
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22 1

1

sin1

1
cos

1
)(

1)(
xyyyx

xy
−

=
−

==
′

=′ , 

где 1<x . 

В равенстве yy 2sin1cos −=  перед корнем берём знак плюс, т. к. 

функция у = arcsinx принимает значения на отрезке 
22
π

≤≤
π

− y , следова-

тельно cosy ≥ 0. 
2. Производная функции у = arcсоsx выражается формулой 

21

1)(
x

xy
−

−=′ , 

где 1<x . 
Доказательство  аналогично предыдущему.  
3. Производная функции у = arctgx выражается формулой 

21
1)(
x

xy
+

=′ . 

Доказательство . Функция у = arctgx является обратной для функ-

ции х = tgу. Так как 
y

yx 2cos
1)( =′ , то имеем 

22
2

1
1

tg1
1cos

)(
1)(

xy
y

yx
xy

+
=

+
==′=′ . 

Следовательно, 21
1)(
x

xy
+

=′ . 

Здесь воспользовались формулой y
y

2
2 tg1

cos
1

+= . 

4. Производная функции у = arcctgx выражается формулой 

21
1)(
x

xy
+

−=′ . 

Доказательство  аналогично предыдущему. 
Пример  7.  Найти производные функций: 

7.1. у = arcsinx + 5arccosx;  7.2. y = xarccosx;  7.3. 
x

xy
arctg

= ;  
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7.4. 
x
xy

arccos
arcsin

= ; 7.5. x
x

xy arctg
1 2 −
+

= ;    7.6. xxxy arctgsin= . 

Решение .  7.1. Применяя правило дифференцирования суммы, полу-
чаем 

222 1

4

1

5

1

1)arccos5()(arcsin
xxx

xxy
−

−=
−

−
−

=′+′=′ . 

7.2. Применяя правило дифференцирования произведения, получаем 

2

2

2 1

arccos1

1
arccos)(arccosarccos

x

xxx

x

xxxxxxy
−

−−
=

−
−=′⋅+′=′ . 

7.3. Применяя правило дифференцирования частного, получаем 

xx
xxx

x

x
x

x

x
xxxx

x
xy 22

2

2
2

2 arctg)1(
arctg)1(

arctg
1

1arctg

arctg
)arctg(arctg

arctg +

−+
=

⋅
+

−
=

′−′
=
′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=′ . 

7.4. Применяя правило дифференцирования частного, получаем 

=
′−′

=′ 2)(arccos
arcsin)(arccosarccos)(arcsin

x
xxxxy  

=
⋅−

+
=

⋅
−

+⋅
−=

xx

xx
x

x
x

x
x

222

22

arccos1

arcsinarccos
)(arccos

arcsin
1

1arccos
1

1

 

xx 22 arccos12 ⋅−

π
= . 

7.5. Применяя правило дифференцирования разности и частного, полу-
чаем 

=′−
′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
=
′

⎟⎟
⎠
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1 22 x
x

xx
x

xy  
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+
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+
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=
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= 222
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222
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1
1

1

21
1

1

1

11
xx

xx
xx

xxxx  
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( )
( )

( ) ( )22

2

22

22

222

2

1

2

1

11
1

1

1

1

x

x

x

xx
xx

x

+

−
=

+

+−−
=

+
−

+

−
= . 

7.6. Применяя правило дифференцирования, получаем 

( ) ( ) ( ) =⋅′+′=′=′ xxxxxxxxxy sinarctgarctgsinarctgsin  

( ) =⋅′+⋅⋅′+′= xxxxxxxx sin)arctg(arctg)(sinsin  

=⋅
+

+⋅+⋅= xx
x

xxxx sin
1

1arctg)cossin1( 2  

21
sinarctgcosarctgsin

x
xxxxxxx

+
+⋅⋅+⋅= . 

Для удобства при решении примеров объединим полученные результа-
ты в таблицы: 

• в табл. 1 приведены основные правила дифференцирования, где u(x), 
v(x), f(x) – дифференцируемые функции, с = const; 

• в табл. 2 собраны найденные производные основных элементарных 
функций в п. 5.1.4, 5.1.5; 

• в табл. 3 обобщены результаты табл. 2, используя правило диффе-
ренцирования сложной функции.  

 
Таблица  1 . Основные правила дифференцирования 

1 ucuc ′⋅=′⋅ )(  4 ( ) 2v
uvvu

v
u ′−⋅′

=
′

 
2 ( ) uvvuvu ′+′=′⋅  

 
5

[ ] ( ) )()()( xuxufxuf ux ′⋅′=′   

3 ( ) vuvu ′±′=′±  
  

Таблица  2 . Производные элементарных функций 
№ Функция у(x) y′ (x) № Функция y′ (x) 
1 с(с = const) 0 8 lnx 

x
1  

2 nx , где 
п = const 

1−nnx  9 xa , где 
a > 0, a ≠ 1

xa  lna 

3 cosx −sinx 10 ex ex  
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4 sinx cosx 11 arcsinx 
21

1

x−
, 1<x  

5 tgx 
x2cos

1  12 arccosx 
−

21

1

x−
, 1<x  

6 ctgx 
−

x2sin
1  13 arctgx 

21
1
x+

 

7 ( )0log >xxa ; 
a > 0, a ≠ 1 axln

1  14 arcctgx 
− 21

1
x+
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Таблица  3 . Производные сложных функций 
№ Функция 

u = u(x) 
Производная № Функция  

u = u(x) 
Производная 

1 c(с = const) 0 9 ( )0log >uua
a > 0, a ≠ 1 xu

au
′⋅

ln
1  

2 ип 

x
n uun ′⋅⋅ −1  10 lnu, 0>u  

xu
u

′⋅
1  

3 u , 0≥u  
xu

u
′⋅

2
1  11 ua  

a > 0, a ≠ 1 
x

u uaa ′⋅ln  

4 
u
1 , 0≠u  xu

u
′⋅− 2

1  12 eu 

x
u ue ′⋅  

5 cosu xuu ′⋅− sin  13 arcsinu 
xu

u
′⋅

− 21

1 , 1<u  

6 sinu xuu ′⋅cos  14 arccosu 
xu

u
′⋅

−
−

21

1 , 1<u  

7 tgu 
xu

u
′⋅2cos

1  15 arctgu 
xu

u
′⋅

+ 21
1  

8 ctgu 
xu

u
′⋅− 2sin

1  16 arcctgu 
xu

u
′⋅

+
− 21

1  

Пример  8.  Используя правила дифференцирования, найти производ-
ные следующих функций: 

8.1. 
x5sin

1 ;  8.2. ( )5sincostg xxx −+ . 

Решение . 8.1. Представим 55sin −− == uxy , где xu sin= , xux cos=′ ; 

( )
x
xuuuuy xxux 6

65

sin
cos55 −

=′⋅−=′⋅
′

=′ −− . 

8.2. Запишем функцию  

у = ( ) 2
5

2
5

sincostg uxxx =−+ ,  

где и = tgx + cosx – sinx,  
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xx
x

ux cossin
cos

1
2 −−=′ ,  xx

u
x uuuuy ′⋅=′⋅

′

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=′ 2

3
2
5

2
5 . 

Тогда 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−−+⋅=′ xx

x
xxxyx cossin

cos
1sincostg2

5
22

3
,  

или 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−⋅−+⋅=′ xx

x
xxxyx cossin

cos
1sincostg2

5
2

3 . 

Пример  9. Найти производные следующих функций: 

9.1. 4 3 1+= xy ;  9.2. )13(cos5 += xy ;   

9.3. )1(sin
1

xy
−

= ;  9.4. )1(tg 5 += xy ;   

9.5. )21ln( xy −= ;  9.6. )1(ln 2
10 +⋅= xxy ; 

9.7. 2
1arcsin
x

y = ;  9.8. x
g

ey
12arct

= ;  

9.9. ))15(ln(log3
2 += xy ; 9.10. 3 2 )(ctg xey = . 

Решение . 9.1. Воспользуемся формулой 2 табл. 3 и формулой 2 табл. 
2: 

( ) ( ) ( ) =⋅+=
′

+⋅+=

′

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
+=′

−
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛− 24

3
331

4
1

34
1

3 31
4
111

4
11 xxxxxy

4 33

2

)1(4

3

+x

x . 

9.2. Воспользуемся формулами 2 и 5 табл. 3: 

( ) =′+⋅+=
′

+=′ − ))13(cos()13(cos5)13(cos 155 xxxy  

=′+⋅+−⋅+= )13())13sin(()13(cos5 4 xxx  

3)13sin()13(cos5 4 ⋅+⋅+−= xx )13sin()13(cos15 4 +⋅+−= xx . 

9.3. Воспользуемся формулами 4 и 6 табл. 3: 
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=′−⋅
−

−=
′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
=′ ))1(sin(

)1(sin
1

)1(sin
1

2 x
xxy  

)1(sin
)1(cos)1()1cos(

)1(2sin

1
2 x

xxx
x −

−
=′−⋅−⋅

−
−= . 

9.4. Воспользуемся формулами 3 и 7 табл. 3: 

( ) =′+⋅
+

=
′
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +=′ )1(tg

)1(tg2

1)1(tg 5
5

5 x
x

xy  

4
525

5
525

5
)1(cos

1

)1(tg2

1)1(
)1(cos

1

)1(tg2

1 x
xx

x
xx

⋅
+

⋅
+

=′+⋅
+

⋅
+

= . 

9.5. Воспользуемся формулой 10 табл. 3:  

( )
12

2
21
2)21(21

1)21ln(
−

=
−
−

=′−
−

=′−=′
xxxxxy . 

9.6. Воспользуемся формулами 10 и 11 табл. 3 и правилом 2 табл. 1:  

( ) =′+⋅⋅=
′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=′ +⋅+⋅ )1ln(10ln1010 2)1(ln)1(ln 22

xxy xxxx  

( )=+′⋅++⋅′⋅= +⋅ )1(nl)1ln(10ln10 22)1(ln 2
xxxxxx  

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
′+

+
⋅++⋅⋅= +⋅ )1(

1
1)1ln(110ln10 2

2
2)1(ln 2

x
x

xxxx  

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⋅

+
⋅++⋅= +⋅ x

x
xxxx 2

1
1)1ln(10ln10 2

2)1(ln 2
 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
++⋅= +⋅

1
2)1ln(10ln10 2

2
2)1(ln 2

x
xxxx . 

9.7. Воспользуемся формулой 13 табл. 3 и формулой 2 табл. 2: 

( ) ( )=−⋅
−

=
′

⋅

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=′ −− 3

4

2
2

2

2 2
11

1

11

11arcsin x

x

x

x

x
y  
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1

21

1

2
434

2

−
−=⋅

−

⋅
−=

xxxx

x

. 
9.8. Воспользуемся формулами 12, 2, 15 табл. 3 и формулой 2 табл. 2:  

=
′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅=

′

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=′

x
eey xx

gg 1arctg2arctarct 1212

 

 =
′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅= −

xx
e x

g 1arctg1arctg2 12arct 12

 

=
′

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⋅

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

⋅⋅=
−

2
112

2
arct

11

11arctg2 x

x

x
e x

g
 

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−⋅

+
⋅⋅=

−
2
312

2
1

11

11arctg2
arct

x

x
x

e x
g

 

xxx
e

xx
x

x
e xx

gg

)1(
11arctg1

1
1arctg

1212 arct

3

arct

+
⋅⋅−=⋅

+
⋅⋅−= . 

9.9. Воспользуемся формулами 2, 9, 10 табл. 3:  

[ ] [ ] =′+⋅+=
′

+=′ − ))15(ln(log))15(ln(log3))15(ln(log 2
13

2
3
2 xxxy  

= =′+⋅
⋅+

⋅+ ))15(ln(
2ln)15(ln

1))15(ln(log3 2
2 x

x
x  

)15(2ln)15ln(
))15((lnlog15

)15(
)15(

1
2ln)15ln(

))15((lnlog3 2
2

2
2

+⋅⋅+

+⋅
=′+⋅

+
⋅

+

+
=

xx
x

x
xx

x
. 

9.10. Воспользуемся формулами 2, 8, 12 табл.3: 

( )( ) [ ] ( ) =′⋅=

′

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
=′

−
)(ctg)(ctg

3
1ctg 21

3
1

23
1

2 xxx eeey  
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( ) =′⋅⋅−=
′

⋅⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
⋅=

−
)2(

)(sin
1

)(ctg3

1
)(sin

1)(ctg
3
1 2

223 22
2

22
23

2

xe
ee

e
e

e x
xx

x
x

x  

)(sin)(ctg3

2
223 22

2

xx

x

ee

e

⋅
−= . 

 

5.4. Дифференциал 

5.4.1. Определение  
Пусть функция у = f(x) дифференцируема в точке 0x . Тогда прираще-

ние функции можно представить в виде суммы двух слагаемых 
(см. формулу (5.1.9)): 

xxxAy Δ⋅Δα+Δ=Δ )( , 

где 0)(lim
0

=Δα
→Δ

x
x

. 

Первое слагаемое АΔх является, при Δх → 0, бесконечно малой одного 
порядка с Δх. Покажем это. Пусть А ≠ 0. Вычислим следующий предел: 

1)(1lim)(limlim
000

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Δα
+=

Δ
Δ⋅Δα+Δ

=
Δ
Δ

→Δ→Δ→Δ A
x

xA
xxxA

xA
y

xxx
. 

Следовательно, при Δх → 0 приращение функции Δу и выражение АΔх 
являются эквивалентными бесконечно малыми функциями. 

Таким образом, первое слагаемое АΔх является главной частью прира-
щения функции у = f(x). 

Дифференциалом функции у = f(x) в точке 0x  называется 
главная, линейная относительно Δх, часть приращения функции:  

 dy = AΔx. (5.1.12) 

Учитывая теорему 1 и равенство Axf =′ )( 0 , формулу (5.1.12) можно 
записать в виде 

 xxfdy Δ′= )( 0 . (5.1.13) 

Дифференциалом независимой переменной х назовём приращение этой 
переменной 

 dx = Δx. (5.1.14) 
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Тогда соотношение (1.5.13) примет вид 

 dxxfdy )( 0′= . (5.1.15) 

Откуда  

dx
dyxf =′ )( 0 , 

т. е. производную функции у = f(x) в точке 0x  можно вычислить как отно-
шение дифференциала функции к дифференциалу независимой переменной 
х. 

5.4.2. Геометрический смысл 
Построим касательную МС к графику функции у = f(x) в выбранной 

точке ),( 00 yxM  (рис. 5.8).  
Пусть точка ))(,( 001 xxfxxM Δ+Δ+  также принадлежит графику 

функции. Пусть  
24. МТ ⎢⎢Ох, TM1 ⎢⎢Оу; 
25. точка Q – точка пересечения касательной МС с прямой TM1 .Тогда   
26. MT = Δx – приращение аргумента; 
27. М1Т = Δу – приращение функции; 
Из прямоугольного треугольника MTQ получаем 

dyxxfxQT =Δ′=α⋅Δ= )(tg 0 , т. е. дифференциал функции dy равен величи-
не отрезка QT. 

Таким образом, дифференциал dy функции у = f(x) в точке 0x  равен 
приращению ординаты касательной МС к графику функции в точке 

                        y                     M1  
                                                              С   
                                                 Q                
                                                       Δy      
                               М          dy       
                                                       T 
                                         Δx                
                
                α    
                         O    x0             x0 + Δx       x  

Рис. 5.8 
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М ),( 00 yx , а приращение функции Δу есть приращение ординаты самой 
функции у = f(x) в точке 0x , соответствующее приращению аргумента, рав-
ному Δх. 

5.4.3. Инвариантность формы дифференциала 
Покажем, что формула (5.1.15) сохраняет свой вид и в том случае, ко-

гда переменная х становится зависимой. 
Пусть x = x(t) и y = f(x) = f[x(t)] = ϕ(t).  
Тогда по формуле (5.1.15) dttdy )(ϕ′=  при условии, что существуют 

производные )(tx′  и )(xy′ . 
Продифференцируем функцию у как сложную функцию аргумента t по 

формуле (5.1.10): 

( ) )()()( txtxft x ′⋅′=ϕ′ . 

Заметим, что dttxdx )(′= .  Тогда dxxfdttxtxfdy x )()())(( ′=′⋅′= . 
Таким образом, мы получили прежнюю форму дифференциала. 

Это свойство дифференциала сохранять свою форму называется инва-
риантностью  формы  дифференциала .  

5.4.4. Приближённые вычисления с помощью дифферен-
циала 

Из определения дифференциала следует, что, при малом приращении 
независимой переменной, дифференциальная функция и её приращение бу-
дут отличаться на бесконечно малую более высокого порядка, чем прира-
щение независимой переменной, т. е. справедливо приближённое равенство  

Δy ≈ dy, 

где Δу = f( 0x  + Δx) − f( 0x ). 
Заменяя в последнем выражении приращение Δу дифференциалом 

функции, найденным по формуле (5.1.13), приходим к приближённому ра-
венству dyxfxxf +≈Δ+ )()( 00 , или  

 ( ) xxfxfxxf Δ′+≈Δ+ 000 )()( . (5.1.16) 

Мы получили формулу для приближённого вычисления значения 
функции в произвольной точке с помощью дифференциала, вычисленного в 
начальной точке. 
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Правило решения задачи приближённого вычисления 

 
1. Если в условии отсутствует запись функции, составить функцию по 

виду числа. 
2. Выбрать начальное условие 0x , максимально близкое к заданному 
х, при этом функция должна вычисляться точно, чтобы не увеличить 

погрешность вычисления. 
3. Найти все составляющие формулы (5.1.16), а именно вычислить: 

а) Δх = х − 0x ; 
б) начальное значение функции )( 0xf ; 

в) значение производной ( )0xf ′ . 
4. Вычислить значение функции f(x) с требуемой точностью 

 
Если точность вычисления не указана, ответ записывают с тем количе-

ством знаков, с которым  заданы условия задачи (промежуточные вычисле-
ния производить с количеством знаков, на один превышающим заданную 
точность). Ответ округлить.  

Пример  10. Вычислить приближённо: 

10.1.  ( )5 4996,0 ; 10.2. arctg 1,02. 
Решение  10.1. Запишем функцию и зададим начальные условия: 

5 4xy = , 996,0=x , тогда 10 =x , 004,00 −=−=Δ xxx . 
Найдём все составляющие формулы (5.1.16): 

( ) 1
1

5 4
0

0

==
=x

xxf ,        ( ) 8,05
4

5
4

1

5
1

5
4

0
0

===
′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=′

=

−

x
xxxf . 

Применим формулу ( ) ( ) ( ) xxfxfxf Δ′+≈ 00  и вычислим (с той сте-

пенью точности, с которой заданы условия задачи – три верных 

знака после запятой) приближённо ( )5 4996,0 : 

( ) ( ) 997,09968,00032,01004,08,01996,05 4 ≈=−=−+≈ . 

10.2. Составим функцию по виду числа у = arctgх. Выберем начальное 
условие: х = 1,02, тогда 0x  = 1, Δх = х − 0x  = 0,02. 
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Найдём все составляющие формулы (5.1.16): 

785,04
1416,3

41arctg)1()( 0 =≈
π

=== fxf ; 

21
1)(
x

xf
+

=′ ,      5,02
1)1()( 0 ==′=′ fxf . 

Вычислим значение функции с требуемой точностью: 

arctg 1,02 ≈ 0,785 + 0,5 ⋅ 0,02 = 0,795. 
Пример  11. Вычислить приближённо значение функции в указанной 

точке: 
11.1. 3 cos3 xxy += , х = 0,01;  11.2. 11xy = , х = 1,021. 
Решение . 11.1. Зададим начальные условия 00 =x , 01,00 =−=Δ xxx . 

Найдём все составляющие формулы (5.1.16): 

10cos0)0( 3 =+=y , 

3 2
3
2

3
1

)cos3(3

sin3)cos3()cos3(
3
1)cos3(

xx

xxxxxxxy
+

−
=′++=

′

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+=′

−
; 

1
13

3

)0cos0(3

0sin3)0(
3 2

=
⋅

=
+

−
=′y . 

Вычислим приближённо значение функции в указанной точке: 

001,101,01101,0cos03,03 =⋅+≈+ . 

11.2. Зададим начальные условия 10 =x , 021,01021,10 =−=−=Δ xxx . 
Найдём все составляющие формулы (5.1.16): 

11)1( 11 ==y , 1011 xy ⋅=′ , 11)1( =′y . 

Получаем  

231,1231,01021,0111)021,1( 11 =+=⋅+≈ . 



5.4. Дифференциал 

181 

 
Таблица  4 Дифференциалы основных элементарных функций 
1 dxxnxd nn 1)( −⋅=  6

x
xdxd =)ln(  

2 xdxxd sin)cos( −=   
7 21

)arcsin(
x

dxxd
−

=  

3 xdxxd cos)sin( =   
8 21

)arctg(
x

dxxd
+

=  

4 ( ) adxaad xx ln=   
9 x

dxxd 2cos
)tg( =  

5 dxeed xx =)(   
10 x

dxxd 2sin
)ctg( −=  

Логарифмическое  дифференцирование .  Производная показа-
тельно – степенной функции 

1.  Пусть функция )(xfy =  дифференцируема на отрезке [a, b] и 
0)( >xf  ],[ bax∈∀ . 

Прологарифмируем обе части равенства )(xfy =  по основанию е. То-
гда lny = lnf(x), где у = f(х). 

Применяя правило дифференцирования сложной функции, имеем 

))((ln)(ln ′=′ xfy , 

откуда  

))((ln1 ′=′⋅ xfy
y

, 

или 
))((ln ′=′ xfyy . 

Производную от логарифма функции называют логарифмической про-
изводной. 

Логарифмическое дифференцирование удобно применять, если требу-
ется найти производную большого числа сомножителей. 

Пример  12. Найти производные функций: 

12.1. ( )
( )

x
x
xy ⋅

−

+
= 3

5

4

5
1 ;  12.2. 

( )
4

315

65

2tg1
sin

xx
exy

x

⋅+

⋅
= . 
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Решение . Применим метод логарифмического дифференцирования. 
Прежде чем дифференцировать, прологарифмируем функцию по основа-
нию е и преобразуем. 

12.1. ( )
( ) ⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
⋅

−

+
= x

x
xy 3

5

4

5
1lnln ,   ( )

( ) ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
⋅

−

+
= x

x

xy
3

5
3

4

5

1lnln ; 

3
5

3
4

)5ln(ln)1ln(ln xxxy −−++= ; 

)5ln(3
5ln)1ln(3

4ln xxxy −−++= ; 

xxxyy −
⋅++

+
⋅=′⋅ 5

1
3
51

1
1

3
41 ; 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
++

+
=′ xxx

yy 5
53

1
4

3 ,    ( )
( )

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

+
+⋅

−

+
=′ x

x
x

x
x
xy 5

5
1
43

5
1

3
1

3
5

4
. 

Здесь воспользовались следующими свойствами логарифмов: xcxc lnln ⋅= , 

yxyx lnln)ln( +=⋅ , yxy
x lnlnln −= , lne = 1. 

12.2. 
( )

4
315

65

2tg1
sinlnln

xx
exy

x

⋅+

⋅
= ,   

( )
4
1

315

65

2tg1
sinlnln ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

⋅+

⋅
=

xx
exy

x
; 

( ) xx
exy

x

2tg1
sinln4

1ln 315

65

⋅+

⋅
= ; 

( )[ ]xxexy x 2tg)1(ln)ln(sin4
1ln 31565 ⋅+−⋅= ; 

[ ]xxexy x 2tgln)1ln(lnsinln4
1ln 31565 −+−+= ; 

[ ]xxexxy 2tgln3)1ln(15ln6sinln54
1ln −+−⋅+= ; 

[ ]xxxxy 2tgln3)1ln(156sinln54
1ln −+−+= ; 
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⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

⋅
−

+
−+=′⋅

xxxx
xyy 2cos2tg

6
1
156sin

cos5
4
11

2 ; 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+
−+⋅=′ xxxyy 4sin

12
1
156ctg54

1 ; 

( )
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+
−+

+

⋅
⋅=′ xxx

xx
exy

x

4sin
12

1
156ctg5

12tg
sin

4
1 4

153

65
. 

2. Пусть )()]([ xvxuy = , где и(х) > 0, а и(х) и v(x) есть дифференцируе-
мые функции. Логарифмируя показательнo-степенную функцию, имеем 

)()](ln[ln xvxuy = , 

или 
)(ln)(ln xuxvy ⋅= . 

Дифференцируя последнее равенство и учитывая, что функции lnу и 
lnu(x) являются сложными функциями аргумента х, получаем 

)(
)()()(ln)(

xu
xuxvxuxv

y
y ′

⋅+′=
′

, 

откуда  

 )()]([)()()(ln)]([ 1)()( xuxuxvxvxuxuy xvxv ′⋅⋅+′⋅=′ − . (5.1.17) 

Пример  13. Найти производные функций: 

13.1. ( ) xxy 2cos27 += ;  13.2. ( ) x
xy 12 += ; 

13.3. x xy 2arctg= ;  13.4. xxy ln)3(cos= . 
Решение . Применим метод логарифмического дифференцирования. 

Прежде чем дифференцировать, прологарифмируем функцию по основа-
нию е. 

13.1. Первый  способ .   
xxy 2cos)27ln(ln +=  ,  lny = cos2x ⋅ ln(7 + 2x);  

( )′+⋅++′=′⋅ )27ln(2cos)27ln()2(cos1 xxxxyy ; 
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( ) xxxxy
y

27
22cos27ln22sin
+

++⋅⋅−=
′

; 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−+−=′ x

xxxyy 27
2cos)27ln(2sin2 ; 

( ) ( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

+
−++−=′ x

xxxxy x
27
2cos27lnsin2272 2cos . 

Второй способ. Применяя формулу (5.1.17), получаем 

=′+⋅++′⋅++=′ − )27()27(2cos)2(cos)27ln()27( 12cos2cos xxxxxxy xx  

=⋅+⋅++−⋅++= − 2)27()27(2cos)2sin2()27ln()27( 12cos2cos xxxxxx xx

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +−

+
+= )27ln(2sin

27
2cos)27(2 2cos xx

x
xx x . 

Получили такой же результат. 

13.2. Первый способ. ( ) x
xy 1lnln 2 += ,  )1ln(ln 2 +⋅= xxy ;  

x
x

xx
x

yy 2
1

1)1ln(
2

11
2

2 ⋅
+

⋅++=′⋅ , ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
++=′

1
2)1ln(

2
1

2
2

x
xxx

x
yy ; 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
+++=′

1
2)1ln(

2
1)1( 2

22

x
xxx

x
xy x . 

Второй способ. Применяя формулу (5.1.17), получаем 

=′+⋅++′⋅++=′ − )1()1()()1ln()1( 21222 xxxxxxy xx  

=⋅+⋅++⋅++= − xxxx
x

xx xx 2)1()1(
2

1)1ln()1( 12222  

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+
+

+
+=

1
2

2
)1ln()1( 2

2
2

x
xx

x
xx x . 

Получили такой же результат. 
13.3. Применяя формулу (5.1.17), получаем 
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=

′

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=′ xxy

1

)2arctg(  

( ) ( ) =′⋅+
′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅=

−

)2arctg(2arctg11)2arctgln(2arctg
111

xx
xx

xx
xx

 

( ) ( ) =
+

⋅+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⋅=

−

2

11

2

1

41
22arctg11)2arctgln(2arctg

x
x

xx
xx

xx
 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+
+−=

)41(2arctg
2)2arctgln(2arctg

2xxx
x

x
xx

. 

13.4. Применяя формулу (5.1.17), получаем 

=′⋅⋅+′⋅=′ − )3(cos)3(cosln)(ln)3ln(cos)3(cos 1lnln xxxxxxy xx   

=⋅−⋅⋅⋅+⋅ − 3)3sin()3(cos)3(cosln1)3ln(cos)3(cos 1lnln xxxx
x

xx xx

 

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅

−=
x

xx
x

xx x
3cos

3sinln3)3ln(cos)3(cos ln  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅−= xx

x
xx x 3tgln3)3ln(cos)3(cos ln . 

 

5.5. Производные и дифференциалы высших порядков 
Если функция у = f(x) имеет производную ( )xfy ′=′  на некотором ин-

тервале (а, b), такую, что функция ( )xy ϕ=′  также имеет производную ( )xϕ′  
на этом интервале, то последнюю называют производной второго порядка 
функции у = f(x) и обозначают  

( )′′=′′ yy , или ( )xf ′′ 2

2)(
dx

yd
dx
yd

=
′

= . 

Аналогично если функция у = f(x) имеет производную второго порядка 
( ) ( )xxy ψ=′′  в каждой точке интервала, так, что функция ψ(х) имеет произ-
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водную ( )xψ′  на (а, b), то её называют производной третьего порядка для 
функции у = f(x) и обозначают 

( )xy ′′′ , ( )xf ′′′ , 3

3

dx
yd , … и т. д. 

Производной  п-го  порядка  функции у = f(x) называют 
производную от производной (п − 1)-го порядка 

( ) ( )( ) n

n
nn

dx
ydyy =

′
= −1 . 

Пример  14. Найти производную указанного порядка: 

14.1. 44 36 +−= xxy , ?=′′y ;  14.2. ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++= 1ln 2xxy , ?=′′y ; 

14.3. 
x

y
−

=
1

1 , ?=Vy ; 14.4. xy 2cos= , ?=′′′y . 

Решение . 14.1. Найдём y′ : 

( ) 2536 12644 xxxxy −=
′

+−=′ . 

Тогда  

( ) ( ) xxxxyy 2430126 425 −=
′

−=′′=′′ . 

14.2. Найдём y′  и преобразуем полученное выражение: 

=
′
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++⋅

++
=
′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++=′ 1

1

11ln 2
2

2 xx
xx

xxy  

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
+⋅

++
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
+⋅

++
=

1
1

1

1

12

21
1

1
2222 x

x

xxx

x

xx
 

1

1

1

1

1

1
22

2

2 +
=

+

++
⋅

++
=

xx

xx

xx
. 

Дифференцируя полученную функцию, найдём y ′′ : 

( ) =

′

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
+=

′

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
=′′

−
2
1

2
2

1
1

1 x
x

y  



5.5. Производные и дифференциалы высших порядков 

187 

( ) ( ) ( ) xxxx 21
2
111

2
1 2

3
222

3
2 ⋅+−=

′
+⋅+−=

−−

( )32 1+
−=

x

x . 

14.3. Дифференцируя последовательно функцию пять раз, найдём Vy : 

[ ] 221 )1()1()1()1(
1

1 −−− −=′−⋅−−=
′

−=
′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
−

=′ xxxx
x

y ; 

[ ] 332 )1(2)1()1(2)1( −−− −=′−⋅−−=
′

−=′′ xxxxy ; 

[ ] 443 )1(6)1()1(6)1(2 −−− −=′−⋅−−=
′

−=′′′ xxxxy ; 

[ ] 554 )1(24)1()1(24)1(6 −−− −=′−⋅−−=
′

−= xxxxy IV ; 

[ ] 665 )1(120)1()1(120)1(24 −−− −=′−⋅−−=
′

−= xxxxyV . 

Окончательно  

6)1(
120

x
yV

−
= . 

14.4. Найдём y′ : 

( ) xxxxxxy 2sin)sin(cos2)(coscos2cos2 −=−=′=
′

=′ . 

Тогда  

( ) xxxxyy 2cos2)2(2cos)2sin( −=′⋅−=′−=′′=′′ , 

( ) xxxxyy 2sin4)2()2sin(2)2cos2( =′⋅−⋅−=′−=′′′=′′′ . 

Пример  15. Найти п-ю производную функции: 
15.1. )65ln( 2 +−= xxy ; 15.2. xey 2−= . 
Решение . 15.1. Упростим функцию: найдём корни квадратного трёх-

члена 21 =x , 32 =x  и воспользуемся свойством логарифма: 

y = ln(x − 2)(x − 3) = ln(x − 2) + ln(x − 3). 

Ищем столько производных y′ , y ′′ , … , сколько необходимо для запи-
си закона, по которому можно найти производную любого порядка, приме-
няя метод математической индукции: 
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( ) ( ) 3
1

2
133

122
1

−
+

−
=′−

−
+′−

−
=′ xxxxxxy ; 

( ) ( ) ( ) ( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
+

−
−=

−

−
+

−

−
=′′ 2222 3

1
2

1
3
1

2
1

xxxx
y ; 

( ) ( ) ( ) ( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
+

−
=

−

⋅
+

−

⋅
=′′′ 3333 3

1
2

1!2
3
21

2
21

xxxx
y ; 

( ) ( ) ( ) ( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
+

−
−=

−

⋅⋅−
+

−

⋅⋅−
= 4444 3

1
2

1!3
3

321
2

321
xxxx

y IV . 

Уже понятно, что: 
6. в числителе каждой дроби имеем произведение натуральных чисел 

по порядку, т. е. факториал; 
7. знак чередуется; 
8. степень множителя в знаменателе каждой дроби равна номеру про-

изводной. 

Итак, ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
+

−
−−= −

nn
nn

xx
ny

3
1

2
1!11 1 .  

Проверим правильность этой формулы, вычислив сначала (п + 1)-ю 
производную согласно найденному закону, заменив в последней формуле  п 
на (п + 1): 

( ) ( )
( ) ( ) ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
+

−
⋅−=

++
+

11
1

3
1

2
1!1 nn

nn

xx
ny . 

Теперь вычислим (п + 1)-ю производную, применив определение, т. е. 
найдём первую производную от п-й производной, пользуясь правилами 
дифференцирования: 

( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−

−
+

−

−
−−=

′
=

++
−+

11
11

32
!11 nn

nnn

x
n

x
nnyy = 

( )
( ) ( ) ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
+

−
⋅−=

++ 11 3
1

2
1!1 nn

n

xx
n . 

Таким образом, убеждаемся в правильности формулы нахождения п-й 
производной функции )65ln( 2 +−= xxy . 
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15.2. Вычислим несколько производных для записи формулы произ-
водной любого порядка: 

xey 22 −−=′ , xey 222 −=′′ , xey 232 −−=′′′ , xey IV 242 −= , xeyV 252 −−= . 

Заметим, что: 
9. порядок производной и показатель степени числа 2 совпадают; 
10. знак чередуется, по мере увеличения порядка производные нечётно-

го порядка получаем со знаком минус, а производные чётного по-
рядка – со знаком плюс; 

11. множитель xe 2−  содержится в каждой производной. 
Тогда xnnn ey 2)( 2)1( −⋅⋅−= . 
Проверьте самостоятельно правильность найденного закона согласно 

методу математической индукции. 
Дифференциалы высших порядков определяются аналогично со-

ответствующим производным. 

Дифференциалом второго порядка (или вторым дифференциа-
лом) функции у = f(x) в некоторой точке х называется дифферен-
циал от первого дифференциала: 

( ) ( ) 22 dxydxyddydyd ′′=′== . 

Дифференциалом п-го порядка функции у = f(x) называется 
первый дифференциал от её (п − 1)-го дифференциала: 

( ) ( ) nnnn dxyyddyd == −1 . 

1. При вычислении дифференциалов высших порядков необходимо 
помнить, что дифференциал dx не зависит от х и рассматривается как по-
стоянное число. 

2. ndxdxdx ,,, 32 K  обозначают степень дифференциала:  
ndxdxdx )(,,)(,)( 32 K . 

Дифференциалы высших порядков не обладают свойством инвариант-
ности, как это было показано для первого дифференциала. Можете убедить-
ся в этом самостоятельно, рассмотрев сложную функцию, например  

у = f(x), где х = х(t). 
Функции, зависящие от параметра, и их производные 
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При решении некоторых задач уравнение линии удобнее представлять 
не в традиционной форме F(х, у) = 0, а с помощью новой переменной (па-
раметра) t: 

 

( )
( )⎩

⎨
⎧

ψ=
ϕ=

.
;

ty
tx

 (5.1.18) 
При этом подразумевается изменение параметра t таковым, что, под-

ставив какое-то его значение 0t  в формулы (5.1.18), мы получим точку 
),( 00 yx  данной линии, где )( 00 txx = , )( 00 tyy = . 

Пример  16. Найти параметрические уравнения линий: 

16.1. 
222 Ryx =+ ;  16.2. 

12

2

2

2
=+

b
y

a
x

. 
Решение . 16.1. Пусть М(х, у) – произвольная точка окружности и  t –

 угол наклона радиуса-вектора OM  к оси Oх (рис. 5.9).  
               y 
                R               
                y            M(x, y) 

                        t 

  R           O         x    R   x 
 

 
 

Рис. 5.9  
Тогда уравнения х = R cost, у = R sint и есть параметрические уравне-

ния данной окружности. 
Проверим правильность этих формул, подставив их в исходное урав-

нение:  
222 )sin()cos( RtRtR =+ ; 

222222 )sin(cos RRRttR ≡⇒=+ . 
Значит, уравнения х = R cost, у = R sint действительно задают окруж-

ность с центром в начале координат и  радиусом R. 
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               y   
                           M1 
                           M                                                   t    
  a           O              a   x 
                b 

 
Рис. 5.10 

 
16.2. Построим эллипс с полуосями а, b (рис. 5.10). Выберем на нём 

точку М(х, у). Построим окружность радиуса а. Пусть её точка 1M  имеет ту 

же абсциссу х, что и точка М, и пусть t – угол между радиус-вектором 1OM  
и осью Oх. Тогда (по аналогии с примером 16.1) х = aсоst. Подставив эту 
формулу в уравнение эллипса, найдём вторую переменную 

taaa
bxaa

by 22222 cos−±=−±=
= 

tbtbtaa
b sinsincos1 22 ±=±=−⋅±=

⇒ ⎩
⎨
⎧

=
=

.sin
;cos

tby
tax

 
Получили параметрические уравнения эллипса. Подстановка этих 

формул в уравнение эллипса доказывает их правильность: 

1sincossincos 22
2

22

2

22
≡+=+ tt

b
tb

a
ta

. 
Но не всегда переход к параметрическим уравнениям бывает так прост. 

Поэтому приведём ещё два примера без вывода этих уравнений. 
Пример  17. Пусть окружность радиуса а катится по прямой (оси Oх) 

без скольжения. Тогда её точка с начальными координатами (0, 0) будет 
описывать кривую, называемую циклоидой (рис. 5.11). Параметрические 
уравнения циклоиды – 

 

x = a(t − sin t); 
y = a(1 − cos t). 
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      y 
    2a 
 
  
     O            π a             2πa                        4πa                     6πa  x 

Рис. 5.11  

Пример  18. Пусть окружность радиуса 4
ar =

 катится по внутренней 
стороне другой окружности радиуса r = a (см. рис. 5.12). Тогда точка малой 
окружности с начальными координатами (а, 0) опишет кривую, называемую 
астроидой, параметрические уравнения которой – 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

.sin
;cos

3

3

tay
tax

 
 

                    y 
 
 
 
 
 
                   O                     a    x 
                                           
 
                      
                         a  

Рис. 5.12 
 

Исключим параметр t из уравнений астроиды. Для этого возведём в 

степень 3
2

 каждое из уравнений и сложим: 

3
2

3
2

3
2

ayx =+ . 
Получили уравнение астроиды в прямоугольных координатах. 
Заметим, что в случае циклоиды исключить параметр гораздо сложнее. 

Теорема  5.7.  Если функция аргумента х задана параметри-
чески:  х = ϕ(t), у = ψ(t), где ϕ(t), ψ(t) – дифференцируемые функ-
ции,  причём ( ) 0≠ϕ′ t , то производная этой функции по переменной 
х вычисляется по формуле  
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td
dx

td
dy

t
t

dx
dy =

ϕ′
ψ′

= , x = ϕ(t). (5.1.19) 

Пример  19. Найти производные функций: 

19.1.
2ln(1 );

arctg ;
x t
y t t

⎧ = +
⎨

= −⎩
 19.2. 2

cos3 ;
tg 3 .

x t
y t
=⎧

⎨
=⎩

 

Решение. 19.1. Находим производные функций )(txx =  и )(tyy =  по 
параметру t: 

21
2
t
txt

+
=′

,     
2

2

2

2

2 11
11

1
11

t
t

t
t

t
yt

+
=

+

−+
=

+
−=′

. 
Используя формулу (5.1.9), имеем 

22
1

11
2:

1

2

2

2

22

2 t
t
t

t
t

t
t

t
t

dt
dx
dt
dy

dx
yd

=
+

⋅
+

=
++

==

,  )1ln( 2tx += . 
19.2. Найдём производные функций x = x(t) и y = y(t) по параметру t: 

t
tyt

3cos
33tg2 2=′

,   

txt 3sin3−=′ . 
Тогда   

dx
dy

ttt
t

3cos
2

3sin3cos
3tg2

32
−

=
⋅−

=
t3sec2 3−= , x = cos3t. 

Пример  20. Найти уравнение касательной к графику функции  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=

+−=

4
;3

6

4

ty
ttx  в точке t = 1. 

Решение .  Используем стандартное уравнение касательной 

(см. формулу (5.1.7)):  ( )( )000 xxxyyy −′=− . 
Найдём координаты точки касания. Для этого подставим значение па-

раметра t = 1 в выражения для х и у: 
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3311)3(
1

4
0 =+−=+−=

=t
ttx

, 
341)4(

1
6

0 −=−=−=
=t

ty
. 

Для отыскания углового коэффициента воспользуемся формулой 
(5.1.19) 

dx
dy

( )
( ) 214

6
14

6

1
3

5
=

−
=

−
=′

′
=

=tt
t

tx
ty

. 
Теперь запишем уравнение касательной:  

y + 3 = 2(x − 3), или 2x − y − 9 = 0. 
По аналогии с п. 5.1.9 рассмотрим вопрос о производных высших по-

рядков для функции, заданной параметрически, х = ϕ(t), у = ψ(t), или, для 
простоты, х = х(t), у = у(t). 

 Используем формулу (5.1.19) первой производной. Покажем два спо-
соба отыскания второй производной. Очевидно, производные более высо-
ких порядков можно найти таким же образом. 

Первый  способ .  Поскольку xy′  – вновь функция аргумента t, т. е. 
вновь имеем параметрическое задание функции ( )tyx θ=′ , х = ϕ(t), то по оп-
ределению второй производной и формуле (5.1.19) имеем 

  ( )
( )

td
dx

td
yd

dt
d
dt
d

dx
yd

dx
yd

x
x

′

=
ϕ

θ

=
′

=2

2
.  (5.1.20) 

Второй  способ . Используем производную частного: 

( )
dx

xyd

dx
yd ′
=2

2

,    
Где 

( )
( )tx
tyyx ′
′

=′
. 

Вычислим отдельно дифференциалы: 

 
( ) ( ) ( )

( )
dt

x
txyxtydt

x
y

x
ydyd

t

tttt
tt

t

t

t
x 2′

′′′−′⋅′′
=⋅′⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′
′

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′
′

=′

,   dtxdx t′= . 
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Окончательно   

 =2

2

dx
yd

3)( t

tttttt
x

xyxy
′

′′′−′′′
. (5.1.21) 

Пример  21.  Найти 2

2

dx
yd  от функции 

⎩
⎨
⎧

−=
+=

.sinln
;cosln

tty
ttx  

Решение .  Найдём производные функций x = x(t) и y = y(t) по t:  

tt
txt tg1cos

sin1 −=−=′ ,   tt
tyt ctg1sin

cos1 −=−=′ . 

Записываем первую производную: 
cos11 ctg (sin cos )cos cossin ctg1 tg sin sin (cos sin ) sin1 cos

t
dy t t t t tt tt t t t t tdx

t

−− −= = = = − = −
− −−

. 

По формуле (5.1.20) найдём вторую производную: 
( )

( )
( ) ( ) ( )tt

t
t

t
ttt

tt

td
dx

td
xyd

dx
yd

tg1sin
1

cos
sin1

sin
1

cosln

ctg
2

2
2

2

−
=

−
=

′+

′−
=

′

= , ttx cosln+= . 

Проверим ответ, воспользовавшись формулой (5.1.21): 

2

2

dx
yd = =

−

−′−−−′−
3)tg1(

)ctg1()tg1()tg1()ctg1(
t

tttt  

=
( ) ( )

=
−

−+−

3
22

)tg1(

ctg1
cos

1tg1
sin

1

t

t
t

t
t

( )
=

−

⋅
−−

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

3

2

2

2

)tg1(

tgcos
sin1

sin
1tg1

t

tt
t

t
t

 

32

2

)tg1(sin
)tg1(

tt
t
−

−
=

( )tt tg1sin
1

2 −
= , ttx cosln+= . 

Как видно на данном примере, применение формулы (5.1.20) более ра-
ционально, если, конечно, первая производная представлена в компактной 
форме. 

Пример  22. Найти производные: 

22.1. 
⎩
⎨
⎧

=
=

;sin
;cos

tay
tax    ?=

dy
dx ;  22.2. 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

;
;

3

2

bty
atx    ?2

2
=

dy
xd  
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Решение . 22.1. Найдём производные функций х = х(t) и у = у(t) по па-
раметру t: 

( ) tataxt sincos −=′=′ ,    ( ) tatayt cossin =′=′ . 

Используя формулу 
t

t
y
x

dy
dx

′
′

= , получим 

t
ta
ta

dy
dx tg

cos
sin

−=
−

= , где tay sin= . 

22.2. Найдём производные функций х = х(t) и у = у(t) по параметру t: 

( ) atatxt 22 =
′

=′ ,    ( ) 23 3btbtyt =
′

=′ . 

Тогда 
bt
a

bt
at

y
x

dy
dx

t

t
3
2

3
2

2 ==
′
′

= . 

Вторую производную найдём по формуле (5.1.20) 

( ) 422
2

32

2

9
2

3
3
2

3
2)(

tb
a

bt
bt
a

bt

bt
a

dt
dy
dt
xd

dy
xd

t

t
y

−=
−

=′

′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

=

′

= , где 3bty = . 

Пример  23. Точка движется прямолинейно, причём 5
3
4 3 +−= tts . 

Найти ускорение а в конце второй секунды (s выражено в метрах, t – в се-
кундах). 

Решение . Найдём скорость движения 

[ ] 145
3
4)( 23 −=

′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=′= ttttsv . 

Ускорение находим по формуле 

[ ] ( ) tttsva 814)( 2 =
′

−=″=′= . 

При t = 2 получаем а = 8 ⋅ 2 = 16 2м/с . 
Пример  24 . Доказать, что функция )(xfy = , заданная параметриче-

скими уравнениями tey t cos= , tex t sin= , удовлетворяет соотношению  

)(2)( 2 yyxyxy −′=+′′ . 
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Решение . Найдём производные функций х = х(t) и у = у(t) по парамет-
ру t: 

( ) )cos(sincossinsin ttetetetex tttt
t +=⋅+⋅=

′
=′ ; 

( ) )sin(cos)sin(coscos ttetetetey tttt
t −=−⋅+⋅=

′
=′ . 

Запишем первую производную по формуле (5.1.19): 

tt
tt

tte
ttey t

t

sincos
sincos

)sin(cos
)sin(cos

+
−

=
+

−
=′ . 

По формуле (5.1.20) найдём вторую производную 

=
′

′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

=′′
t

t
x

tt
tt

y sincos
sincos

 

=
+⋅+

−+−−+−−
=

)sin(cos)sin(cos
)sin)(coscossin()sin)(coscossin(

2 ttett
tttttttt

t  

=
+

−++
−= 3

22

)sin(cos
)sin(cos)sin(cos

tte
tttt

t  

=
+

+−+++
−= 3

2222

)sin(cos
sinsincos2cossinsincos2cos

tte
tttttttt

t  

3)sin(cos
2

ttet +
−= . 

Подставим выражения для y′ , y ′′ , х и у в левую и правую части равен-
ства: 

( ) [ ]
=

+

+−
=+⋅

+
−=+′′

3

2
2

3
2

)sin(cos
)sin(cos2cossin

)sin(cos
2)(

tte
ttetete

tte
yxy t

t
tt

t  

tt
e

tte
tte t

t

t

sincos
2

)sin(cos
)sin(cos2
3

22

+
−

=
+

+
−= ; 

( ) =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+
−

⋅=−′ te
tt
ttteyyx tt cos

sincos
sincossin22  
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=
+

+−−
⋅=

tt
ttttttet

sincos
)sin(coscos)sin(cossin2  

tt
e

tt
tttttte tt

sincos
2

sincos
)sincoscossincos(sin2 22

+
−

=
+

−−−
= . 

Таким образом, 
tt

e
tt

e tt

sincos
2

sincos
2

+
−

≡
+

− . 
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5.6. Функция, заданная неявно 
Рассмотрим уравнение F(x, y) = 0. Геометрически – это кривая в плос-

кости хОу. Здесь функция у = у(х) не выражена явно.  

Как в этом случае найти производную dx
dy ? 

Начнём исследование этой процедуры с примера, а именно с уравнения 
окружности Ryx =+ 22 . В этом случае легко выразить у как функцию х: 

22 xRy −±= . 

Находим производную функции: 

( ) ( )
22

2222 2
1

2
1

xR

xxRxRy
−

−
±=

′
−−±=′

−
. 

Но можно найти производную dx
dy  и не выделяя явно функцию у = у(х), 

применив правило дифференцирования сложной функции F(x, y), помня 
только, что у – это функция переменной х, т. е. сама является промежуточ-
ным аргументом: 

( ) ( ) ( )xxx Ryx
′

=
′

+
′ 222 ⇒ 022 =′⋅+ xyyx   ⇒  y

x
dx
dy −= . 

Подставив в последнее равенство функцию 22 xRy −±= , убеждаем-
ся в равенстве найденных производных: 

dx
dy

22 xR

x

−

−
±= . 

Сформулируем правило  отыскания производной функции, заданной 
неявно: если функция у  = у(х) задана неявно уравнением F(x, y) = 0 , то 
для отыскания производной xy′  достаточно продифференцировать уравне-
ние по переменной х, считая, что у есть функция х. Затем выделить произ-
водную xy′  явно. 

Замечание . Доказательство правила дифференцирования неявной 
функции будет рассмотрено в главе “Функция нескольких переменных”. 

Пример 25. Найти dx
dy , если:  

25.1. 054233 =++−+ yxyx ; 25.2. xy yx = ; 
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25.3. y
xxy yx 25322 cos2 =+ − ; 25.4. 0=−+ xyxy eyexe ; 

25.5. ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=+

y
xxy cos222 ;  25.6. )2sin(tg

2
yx

y
x

−= . 

Решение . 25.1. Дифференцируем выражение, учитывая, что у = у(х): 

04233 22 =′+−′⋅+ yyyx . 

Собираем слагаемые, содержащие y′ , в левой стороне равенства, все 
остальные слагаемые переносим в правую часть равенства: 

22 32)43( xyy −=+′ . 

Выражая явно y′ , получим 
43

32
2

2

+

−
=′

y
xy . 

25.2. Прологарифмируем обе части равенства по основанию е:  
xy yx lnln =  ⇒ y ⋅ lnx = xlny. 

Затем дифференцируем уравнение по х, рассматривая у как функцию х: 

xx yxyxxyxy )(lnln)(lnln)( ′⋅+⋅′=′⋅+⋅′ ; 

yyxyx
yxy ′⋅⋅+⋅=+⋅′

1ln1ln . 

Собираем слагаемые, содержащие y′  в левой стороне равенства: 

x
yyy

xxy −=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −′ lnln . Отсюда найдём y′ : 

y
xx
x
yy

y
−

−
=′

ln

ln
⇒ 

)ln(
)ln(

xxyx
yyxyy

−
−

=′ . 

25.3. Дифференцируем выражение, учитывая, что у = у(х): 

=′−⋅⋅+′⋅+⋅′ −
x

yx
x yxxyxy )53(2ln2)()( 532222  

xy
x

y
x

y
x ′

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅⋅−= sincos2 ; 
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( ) 2
5322 2sin532ln222

y
yxy

y
xyxyxyy yx ′−
⋅−=′−⋅++⋅′⋅ − ; 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ ′⋅
−⋅−=′⋅⋅−⋅++⋅′⋅ −−

2
535322 12sin2ln522ln3222

y
yx

yy
xyxyxyy yxyx ; 

=′⋅⋅−⋅++′ −− yxyxyy yxyx 2ln522ln3222 535322  

y
x

y
yx

yy
x 2sin12sin 2 ⋅

′⋅
+⋅−= . 

Преобразуем полученное выражение, перенеся все слагаемые, содер-
жащие y′ , в правую сторону: 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−⋅+⋅′=⋅+⋅+ −− 253

2
532 22ln522sin12sin2ln322 yx

y
x

y
xyyy

xxy yxyx , 

откуда 
2ln3222sin

8ln22sin12

532
2

532

⋅+−

⋅++
=′

−

−

yx

yx

yxy
x

y
x

y
x

yxy
y . 

25.4. Дифференцируем выражение по х: 

( ) 0)()()()()()( =′⋅+′−′⋅+⋅′+′⋅+⋅′ x
xyxx

xx
yy yxyxeeyeyexex ; 

( ) 0=′+−⋅+⋅′+′⋅⋅+ yxyeeyeyyexe xyxxyy . 

Раскроем скобки и соберём все слагаемые, содержащие y′  в левой сто-
роне равенства, а остальные слагаемые перенесём в правую сторону: 

xyxyxyxy yeeyexeyeyyxe −−=′−′+′⋅ . 

Затем выразим явно y′ : 

xyxyxyxy yeeyexeexey −−=−+′ )( ,     
xeexe

yeeyey xyxy

xyxy

⋅−+

−−
=′ . 

25.5. Дифференцируем выражение, учитывая, что у = у(х):  

xx y
x

y
xxyy

′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅−=+′⋅ sin222 ;     
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2sin222
y

xyy
y
xxyy

′−
⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=+′⋅ . 

Преобразуем выражение и выделим явно y′ : 

y
x

y
xy

y
x

y
xyy sinsin1

2
′

+−=+′⋅ ; 

x
y
x

yy
x

y
xyyy −−=
′

−′⋅ sin1sin2 ; 

x
y
x

y
y

y
x

y
xy +=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−′ sin1sin2 ; 

y

yx
y
x

y

y
y
xx

y
+

=
−

⋅′
sinsin

2

3

. 

Тогда  

3sin

sin

y
y
xx

yx
y
xy

y
−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

=′ . 

25.6. Дифференцируем выражение, учитывая, что у = у(х):  

( )x
x

yx
y

x ′−=
′

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
)2sin(tg

2
; 

x
x

yxyx
y

x

y
x

)2()2cos(
cos

1 2

2
2

′−⋅−=
′

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⋅ ; 

)21()2cos(
2

12

cos

1
2

2
2

yyx
y

xy
y

yx

y
x

′−⋅−=

′⋅−
⋅ . 
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Преобразуем выражение, перенеся все слагаемые, содержащие y′ , в 
левую часть равенства: 

)21()2cos(
2

4

cos

1
3

2

2
2

yyx
y

xyxy

y
x

′−⋅−=
′−

⋅ ; 

)2cos(2)2cos(
2cos

12

cos

1
3

2

2
2

2
2

yxyyx
y

xy

y
xy

x

y
x

−′−−=
′

⋅−⋅ ; 

y
xy

xyx

y
xy

xyyxy 2
2

2
23

2

cos

2)2cos(
cos2

)2cos(2 −−=⋅′−−′ ; 

y
xy

xyx

y
xy

xyxy 2
2

2
23

2

cos

2)2cos(
cos2

)2cos(2 −−=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−⋅′ . 

Откуда  

y
xy

xyx

y
xy

xyx

y

2
23

2

2
2

cos2
)2cos(2

cos

2)2cos(

−−

−−

=′ ,  

или  

2
2

23

2
2

)2cos(cos4

2)2cos(cos2

xyx
y

xy

xyx
y

xyy

y
−−

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−−

=′ . 
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Пример  26. Составить уравнения касательной и нормали к окружно-
сти 034222 =−+−+ yxyx  в точке с абсциссой 10 −=x . 

Решение. Воспользуемся формулами (5.1.7) и (5.1.8): 

))(( 000 xxxyyy −′=− ,   )(
)(

1
0

0
0 xx

xy
yy −′−=− . 

Вычислим значение функции при 10 −=x : 

034)1(2)1( 22 =−+−−+− yy  ⇒ 042 =+ yy  ⇒ у(у + 4) = 0 ⇒ 

⇒ 01 =y ,   42 −=y . 
Получили точки А(–1, 0) и В(–1, –4), принадлежащие окружности. 

Найдём угловые коэффициенты касательных в каждой из этих точек  
А(–1, 0) и В(–1, –4). Дифференцируя по х уравнение окружности 

04222 =′+−′⋅+ yyyx , 

находим  производную  

xyy −=+′ 1)2( ,   2
1
+
−

=′ y
xy  

и вычисляем её значения в точках А и В:   

1)( =′ Ay , 1)( −=′ By . 

Подставляя в уравнения (5.1.7) и (5.1.8), запишем уравнения касатель-
ной и нормали для каждой из точек: 

• для точки А  
 у = х + 1,   или   х – у + 1 = 0 − уравнение  касательной;    
 у = – (х + 1), или х + у + 1 = 0 − уравнение нормали; 
• для точки В 

)1(4 +−=+ xy , или х + у + 5 = 0 − уравнение касательной; 
у + 4 = х + 1, или  х − у − 3 = 0 − уравнение нормали. 

Пример  27. Найти 2

2

dx
yd , если функция )(xfy =  задана неявно урав-

нением 222222 bayaxb =+ . 
Решение . Дифференцируем выражение, учитывая, что у = у(х): 

022 22 =′⋅+ yyaxb . 
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Выражая явно y′ , получим xbyya 22 22 −=′  ⇒ 
ya
xby 2

2
−=′ . 

Найдём y ′′ : 

22

2

2

2

y
xyy

a
b

ya
xby

′−
⋅−=

′

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=′′ . 

Подставляя во вторую производную выражение для y′ , получим 

32

4

32

22

2

2

32

2222

2

2

2

2

22

2

2

ya
b

ya
ba

a
b

ya
xbya

a
b

y
ya

xby

a
by −=⋅−=

+
⋅−=

+

⋅−=′′ . 

Учитывая, что 222222 baxbya =+ , имеем 32

4

ya
by −=′′ . 

5.7. Применение дифференциального исчисления для иссле-
дования функций 

Основные  теоремы  дифференциального  исчисления  
Теорема  5.8.  (Ролля4 ). Если функция f(х)  непрерывна на 

отрезке [а, b], дифференцируема во всех его внутренних точках, а 
на концах отрезка принимает равные значения f(а) = f(b), то меж-
ду а и b найдётся точка ξ, такая, что ( ) 0f ξ′ = . 

Доказательство . Пусть f(х) – тождественная константа на всём от-
резке [а, b], но в этом случае её производная всюду равна нулю, т. е. 

( ) 0=ξ′f  для любой точки ξ ∈ (а , b). 

Пусть ( )f x const≠ . Тогда, по теореме Вейерштрасса, функция, непре-
рывная на отрезке [а, b], достигает на нём свои наибольшее и наименьшее 
значения. Например М > m, а т. к. f(а) = f(b), то М и m не могут одновре-
менно быть значениями функции на концах отрезка, и хотя бы одно из них 
достигается в некоторой внутренней точке ξ отрезка [ а , b].  

Пусть это будет М = f(ξ ). 

                                           
4 Мишель Ролль (1652 – 1719) – французский математик. Теорему он сформулировал как правило, позво-
ляющее уточнить расположение корней многочлена. 
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Придадим аргументу ξ приращение Δх. Тогда и функция получит соот-
ветствующее приращение ( ) ( ) 0≤ξ−Δ+ξ=Δ fxfy  для любого  

⎩
⎨
⎧

>Δ
<Δ

.0
0;

x
x  

Тогда  
( ) ( )

0≥
Δ

ξ−Δ+ξ
=

Δ
Δ

x
fxf

x
y , если Δх < 0  

и 
( ) ( )

0≤
Δ

ξ−Δ+ξ
=

Δ
Δ

x
fxf

x
y , если Δх  > 0. 

Переходя к пределу при Δх → 0, получаем 

( )

( ) 00lim

0
0

≥−ξ′=
Δ
Δ

<Δ
−→Δ

fx
y

x
x

  и  

( )

( ) 00lim

0
0

≤+ξ′=
Δ
Δ

>Δ
+→Δ

fx
y

x
x

. 

Но по условию теоремы производная функции f(х) существует 
∀ х ∈ (а, b), а, значит, односторонние пределы в любой точке интервала 
должны совпадать между собой. В данном случае это возможно, если 

( ) 0=ξ′f . 
              y 
     M  
                                 f(a) = f(b)
 
  a    ξ   O                b           x 

Рис. 5.13  
Теорема доказана и геометрически обозначает, что если крайние орди-

наты кривой у = f(х) равны, то на кривой найдётся точка, где касательная 
параллельна оси Oх (рис. 5.13). 

Теорема  5.9. (Лагранжа5).  Если функция f(х) непрерывна 
на отрезке [а, b] и дифференцируема на интервале (а, b), то между 
а и b  найдётся такая точка ξ ∈ (а , b), для которой выполняется 
равенство  

                                           
5 Жозеф Луи Лагранж (1736 – 1813) был ведущим математиком XVIII столетия, работал во многих облас-
тях математики (вариационное исчисление, алгебра, теория чисел и др.), заложил основы аналитической 
механики. Ему ещё не было и 20 лет, когда он стал профессором математики Артиллерийской школы в 
своём родном городе Турине, с 1772 г. член Парижской АН.   
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( )ξ′=
−
− f

ab
afbf )()(

. 
Приведём «геометрическое» доказательство теоремы: составим урав-

нение хорды АВ, стягивающей концы дуги АВ (см. рис. 5.14). 
Используем уравнение прямой, проходящей через две точки: 

y
                 
                            B 
 
       A                  C 
    
 O     a     ξ         b    x 

Рис. 5.14 
 

12

1

12

1
yy

yy
xx

xx
−
−

=
−
− ,  ( )( )afaA , , ( )( )bfbB , ; 

)()(
)(
afbf

afy
ab
ax

−
−

=
−
−

⇒ 

⇒ ( ) ( )ax
ab

afbfafy −
−
−

+=
)()( . 

Составим вспомогательную функцию, равную разности ординат точек 
графика функции и хорды:  

( )ax
ab

afbfafxfyxfxF −
−
−

−−=−=
)()()()()()( . 

Убедимся, что эта функция удовлетворяет всем условиям теоремы 
Ролля: 

– F(х) непрерывна на отрезке [а, b] (как алгебраическая сумма непре-
рывных функций). 

– Существует производная −′=′ )()( xfxF
ab

afbf
−
− )()( . 

– F(а) = F(b) = 0. Проверьте самостоятельно. 
Следовательно, по теореме Ролля, найдётся точка ξ ( )ba,∈ , что 

( ) 0=ξ′F . 
Таким образом,  

( ) −ξ′f
ab

afbf
−
− )()(  = 0, или  

ab
afbf

−
− )()(  = ( )ξ′f , 
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что и требовалось доказать. 
Теорема Ролля является частным случаем теоремы Лагранжа (первые 

два условия в обеих теоремах сохраняются). 
Геометрический смысл  теоремы Лагранжа следующий: отношение 

ab
afbf

−
− )()(

AC
BC=

  
есть угловой коэффициент хорды АВ, а ( )ξ′f  есть угловой коэффициент ка-
сательной к кривой в точке с абсциссой х = ξ, т. е. если выполняются усло-
вия теоремы Лагранжа, то на дуге АВ обязательно найдётся точка, в кото-
рой касательная параллельна хорде АВ (рис. 5.14).  

Запишем формулу ( )ξ′=
−
− f

ab
afbf )()(  в виде   

 f(b) − f(а) = ( )ξ′f (b − а). (5.1.22) 
Эту формулу называют формулой Лагранжа, или формулой конечных 

приращений. 
Теорему Лагранжа иногда называют теоремой  о  конечных  прира-

щениях .  
Пример  28. Проверить справедливость теоремы Ролля для функции 

1074 23 −−+= xxxy  на отрезке [−1, 2]. 
Решение . Функция непрерывна на отрезке [−1, 2]. Вычислим значе-

ние функции на концах отрезка: 

у(−1) = −1 + 4 + 7 − 10 = 0; 

у(2) = 8 + 16 − 14 − 10 = 0. 

Следовательно, у(−1) = у(2). 
Найдём производную функции и решим уравнение 0=′y : 

783 2 −+=′ xxy , 0783 2 =−+ xx ;  

D = 64 − 4 ⋅ 3 ⋅ (−7) = 64 +84 = 148; 

3
374

6
3728

6
1488

2,1
±−

=
±−

=
±−

=x . 

Значение 
3

374
1

−−
=x  не принадлежит отрезку [−1, 2], а значение 

3
374

2
+−

=x  принадлежит отрезку [−1, 2]. Таким образом, по теореме 
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Ролля между точками а = −1 и b = 2 существует такая точка 
3

374 +−
=ξ , 

что 0
3

374
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +−′y . 

Пример  29. Проверить справедливость теоремы Лагранжа для функ-
ции y = lnx на отрезке [1, e]. 

Решение . Функция определена при всех значениях х ∈ (0, +∞), а сле-
довательно и на отрезке [1, e]. Функция дифференцируема на интервале (1, 
e). Найдём точку ξ ∈ (1, e), для которой выполняется равенство 

)()()(
ξ′=

−
− f

ab
afbf ,  

где а = 1, b = e. 
Вычислим значения функции на концах отрезка: 

1ln)()( === eefbf , 01ln)1()( === faf , 101)()( =−=− afbf , 

1−=− eab , 
x

xf 1)( =′ . 

Тогда 
xe
1

1
1

=
−

, откуда 1−= ex . 

Следовательно, 1−=ξ e  есть точка, принадлежащая интервалу (1, e), 
для которой выполняется данное равенство. 

Теорема  5.10.  (ПравилоЛопиталя6) . Пусть функции f(х) 
и h(х) определены на интервале (а,  b), за исключением, быть мо-
жет, точки ( )0 ,x a b∈ , причём ( ) 0h x ≠  и ( )( ) 0 ,h x x a b′ ≠ ∀ ∈ ; 

0

lim ( ) 0
x x

f x
→

= ; 
0

lim ( ) 0
x x

h x
→

= ; существует предел (конечный или беско-

нечный) отношения производных
0

( )lim
( )x x

f x A
h x→

′
=

′
. Тогда существует 

предел отношения функций 
0

( )lim
( )x x

f x
h x→

, причём 

A
xh
xf

xh
xf

xxxx
=

′
′

=
→→ )(

)(lim
)(
)(lim

00 . 

                                           
6 Гильом Франсуа де Лопиталь (1661 – 1704) – французский математик. Содержащееся в теореме правило 
впервые было опубликовано в книге Лопиталя “Анализ бесконечно малых”, вышедшей в свет в 1696 г. 
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Теорема  5.11. (Правило  Лопиталя) .  Пусть функции f(х) 
и h(х) определены на интервале (а,  b), за исключением, быть мо-
жет, точки ( )0 ,x a b∈ , причём ( ) 0h x ≠  и ( )( ) 0 ,h x x a b′ ≠ ∀ ∈ ; 

0 0

lim ( ) ; lim ( ) ;
x x x x

f x h x
→ →

= ∞ = ∞ ; существует предел (конечный или бес-

конечный) отношения производных 
0

( )lim
( )x x

f x A
h x→

′
=

′
. 

Тогда существует предел отношения функций 
0

( )lim
( )x x

f x
h x→

, причём 

A
xh
xf

xh
xf

xxxx
=

′
′

=
→→ )(

)(lim
)(
)(lim

00 .
∞=

→
)(lim

0

xf
xx  

Доказательство теорем 5.10, 5.11 опускаем, но подробно  посмотрим их 
применение для вычисления пределов. 
Примеры  неопределенностей  

Пример  30. Вычислить пределы:  

30.1. 
π−π→ x

x
x

tglim ;   30.2. 2lim
x
ex

x +∞→
; 

30.3. xx
xx

x 6coscos
5cos2coslim

0 −
−

→
; 30.4. 

354
12lim 2

2

++

−+
∞→ xx

xx
x

; 

30.5. 
xx

x

x cossin
tg1lim

4
−
−

π
→

;  30.6. 
1

lim
3

−+∞→ xx e
x . 

Решение . Подставив предельное значение аргумента x = π, получаем 

неопределённость 
( )
0
0

, т. к. tgπ = 0, π − π = 0. Функции f(x) = tgx, h(x) = x − π 
дифференцируемы. Предел отношения производных 

1
cos

1lim
)(

)tg(lim 2 ==
′π−

′

π→π→ xx
x

xx  существует. Все условия теоремы Лопиталя 
выполнены, поэтому  

( )==
π−π→ 0

0tglim
x

x
x

1
cos

1lim
)(

)tg(lim 2 ==
′π−

′

π→π→ xx
x

xx
. 

30.2. При х → + ∞ имеем неопределённость ( )
∞
∞ . Применяем правило 

Лопиталя: 
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( ) ( )
∞
∞==

′

′
=

∞
∞=

+∞→+∞→+∞→ x
e

x
e

x
e x

x

x

x

x

x 2
lim

)(
)(limlim 22 . 

Полученный предел вновь представляет неопределённость вида ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∞
∞ . 

Ещё раз применяем правило Лопиталя: 

 ∞==
′
′

+∞→∞→ 1lim2
1

)2(
)(lim

x

x

x

x
e

x
e . 

Окончательно ∞=
+∞→ 2lim

x
ex

x
. 

30.3. При х = 0 числитель и знаменатель дроби обращаются в нуль, 

имеем неопределённость вида 
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

0
0

. Для раскрытия этой неопределённости 
правило Лопиталя необходимо применить дважды: 

=
+−
+−

=′−
′−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

−
−

→→→ xx
xx

xx
xx

xx
xx

xxx 6sin6sin
5sin52sin2lim

)6cos(cos
)5cos2(coslim0

0
6coscos
5cos2coslim

000
 

=
+−
+−

=′+−
′+−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

→→ xx
xx

xx
xx

xx 6cos36cos
5cos252cos4lim

)6sin6sin(
)5sin52sin2(lim0

0
00

 

35
21

361
254

=
+−
+−

= . 

30.4. Здесь имеем неопределённость ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∞
∞ . Применяя дважды правило 

Лопиталя, находим предел: 

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∞
∞

=
+
+

=
′++

′−+
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∞
∞

=
++

−+
∞→∞→∞→ 58

22lim
)354(

)12(lim
354

12lim 2

2

2

2

x
x

xx
xx

xx
xx

xxx
 

4
1

8
2lim

)58(
)22(lim =′+
′+

=
∞→∞→

=
xx x

x . 

30.5. При 
4
π

→x  имеем неопределённость ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

0
0 . Применяем правило 

Лопиталя: 
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=
+

−
=
′−

′−
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

−
−

π
→

π
→

π
→ xx

x
xx

x
xx

x

xxx sincos
cos

1

lim
)cos(sin

)tg1(lim
0
0

cossin
tg1lim

2

444

 

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+
ππ

−=
+

−=
π

→
4

cos
4

sin
4

cos

1
)cos(sincos

1lim
22

4
xxxx

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

2
2

2
2

2
2

1
2 2

22
4

−=−= . 

30.6. При х → +∞ имеем неопределённость ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∞
∞ .  

Применяем правило Лопиталя три раза: 

1
lim

3

−+∞→ xx e
x = ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∞
∞ = ( )

( )
( )
( )

=′

′
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∞
∞

==′
−

′

+∞→+∞→+∞→ xxxxxx e

x
e
x

e

x 223 3lim3lim
1

lim  

( )
06lim)6(lim6lim ==′

′
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∞
∞

==
+∞→+∞→+∞→ xxxxxx ee

x
e

x . 

Следовательно, 
1

lim
3

−+∞→ xx e
x = 0. 

Другие виды неопределённостей: (∞ − ∞), (0 ⋅ ∞), )1( ∞
, )0( 0

, )( 0∞  не-

обходимо свести к виду 0
0

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 или ∞⎛ ⎞
⎜ ⎟∞⎝ ⎠

. 

Случаи )1( ∞
, )( 0∞ , )0( 0

 нахождения предела функции сводятся к виду 
0
0

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 или ∞⎛ ⎞
⎜ ⎟∞⎝ ⎠

 следующим путём: функция логарифмируется и сначала на-

ходится предел её логарифма, а затем по найденному пределу логарифма 
находится и предел самой функции. 

Пример 31. Найти пределы:  
31.1. xx

x
lnlim

0+→
;   31.2. ( )

xx
x

1ctglim
0

−
→

;  
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31.3. ( )xx
x

xe
3

5
0

lim +
→

; 31.4. x
x

x ln61
3

0
lim +
+→

; 

31.5. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∞→ x
ax

x
sinlim ;  31.6. ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −

−→ xx
x

x ln
1

1
lim

1
;  

31.7. 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

→

2
1

2
0

lim x
x

ex ;  31.8. π−
π

→

x

x
x 2

2

)tg(lim . 

Решение . 31.1. Подставив предельное значение аргумента, получаем 
неопределённость вида (0 ⋅ ∞).  Чтобы получить частное двух функций, 
опустим одну из них в знаменатель, используя отрицательную степень, по-
сле чего применим правило Лопиталя: 

xx
x

lnlim
0+→

 = (0 ⋅ ∞) = 10

lnlim
−+→ x
x

x
= ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∞
∞ =

)(
)(lnlim 10 ′

′
−+→ x
x

x
= =

−+→
2

0 1

1

lim

x

x
x

 

= 0lim
0

=−
+→

x
x

. 

31.2. Подставив предельное значение аргумента, получаем неопреде-
лённость вида (∞ − ∞), которая легко сводится к частному: 

( )
xx

x
1ctglim

0
−

→
= ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

→ xxx
1

tg
1lim

0
= xx

xx
x tg

tglim
0 ⋅

−
→

= ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

0
0 =

)tg(
)tg(lim

0 ′⋅
′−

→ xx
xx

x
=  

=

x
xx
x

x
2

2

0
cos

tg
cos

11
lim

+

−

→
=

xxx
x

x +⋅

−
→ tgcos

1coslim 2

2

0
= xxx

x
x +

−
→ cossin

sinlim
2

0
= ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

0
0 =  

= =′+⋅
′−

→ )cos(sinx
)sin(lim

2

0 xx
x

x 1sincos
cossin2lim 220 +−

⋅−
→ xx

xx
x

= 01cos2
sin2lim

0
=

+
−

→ x
x

x
. 

31.3. При подстановке предельного значения аргумента получается не-
определённость )1( ∞ .  

Применим основное логарифмическое тождество xa xa =log
 и свой-

ство xmx a
m

a loglog = , обозначив функцию 
vuy = .  

Тогда 
uvy eey lnln ⋅== ,     ( )

uv

x
xexy

lnlim

0
0lim
⋅

→
→= . 
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Остаётся вычислить предел ( ) )0(lnlim
0

∞⋅=⋅
→

uv
x

: 

( )xx
x

xe
3

5
0

lim +
→

=
( )xe x

xxe
+⋅

→

53

0
lnlim

,  

( )
x

xe x

x

+
→

5

0

ln3lim = ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

0
0 [ ]

)(
)ln(lim3

5

0 ′

′
+

=
→ x

xe x

x
= 18

1

15

lim3
5

5

0
=

+

+

→

xe
e

x

x

x
 ⇒  

18
0

lim ey
x

=⇒
→

. 

31.4. Здесь имеет место неопределённость )0( 0 . Обозначим данную 

функцию у = x
x

x ln61
3

0
lim +
+→

. Затем логарифмируем функцию и ищем предел 

её логарифма: 

=⋅
+

===
+→

+
+→

+
+→

x
x

xxy
x

x
x

x
x

ln
ln61

3limlnlimlimlnln
0

ln61
3

0
ln61

3

0
 

x
x

x ln61
lnlim3

0 +
=

+→
. 

Получили неопределённость ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∞
∞ . Применим правило Лопиталя: 

2
1

6
136:1lim3

)ln61(
)ln(lim3ln

00
=⋅=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

′+

′
=

+→+→ xxx
xy

xx
. 

Отсюда следует, что искомый предел eey == 2
1

. 
31.5. Подставив предельное значение аргумента, получаем неопреде-

лённость вида (∞ ⋅ 0). Чтобы получить частное двух функций, опустим одну 
из них в знаменатель, используя отрицательную степень, после чего приме-
ним правило Лопиталя: 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∞→ x
ax

x
sinlim = (∞ ⋅ 0) =  
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= =
−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⋅

=′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

∞→∞→∞→
2

2

1

cos
lim

1

sin
lim

0
0

1

sin
lim

x

x
a

x
a

x

x
a

x

x
a

xxx
 

a
x
aa

x
==

∞→
coslim . 

31.6. Подставив предельное значение, получаем неопределённость (∞ − 
∞). Преобразуем разность функций к частному и применим правило Лопи-
таля два раза: 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

−→ xx
x

x ln
1

1
lim

1
= (∞ − ∞) =

[ ]
=′−

′+−
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

−
+−

→→ xx
xxx

xx
xxx

xx ln)1(
)1ln(lim

0
0

ln)1(
1lnlim

11
 

=′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

′
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

−+
=

⋅−+

−+
=

→→→

x
x

x

x
x

x

x
xx

x
xxx 11ln

)(lnlim
0
0

11ln

lnlim1)1(ln

11lnlim
111

 

2
1

11

1

lim

2
1

=
+

=
→

xx

x
x

. 

31.7. Подставив предельное значение аргумента, получаем неопреде-
лённость (0 ⋅ ∞). Преобразуем функцию, представив произведение функции 
в виде частного функций, и применим правило Лопиталя: 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

→

2
1

2
0

lim x
x

ex = (0 ⋅ ∞) = 

= =
−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

′

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∞
∞

=
→→→

3

3

1

0

2

1

0
2

1

0 2

2

lim
1

lim1lim

2
2

2

x

x
e

x

e

x

e
x

x

x

x

x

x
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∞==
→

2
1

0
lim x
x

e . 

31.8. Здесь имеет место неопределённость ( )0∞ . Применим свойство 
логарифмов: 

)(ln)( xfexfy == , где π−= xxxf 2)tg()( . 

Тогда 

π−
π

→

x

x
x 2

2

)tg(lim

)tgln()2(lim
)tgln()2(

2

)tgln(

2

2
2

limlim

xx
xx

x

x

x

xx
eee

π−
π−

π
→

π
→

π
→π−

=== . 

Вычислим предел: 

( )
=′

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

π−

′
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∞
∞

=

π−

=∞⋅=π−
π

→
π

→
π

→
x

x

x

xxx
xxx

2
1

)tgln(lim

2
1

)tgln(lim)0()tgln()2(lim

222

 

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

π−
−=

⋅

π−−
=

π−
−

⋅
=

π
→

π
→

π
→ 0

0
2sin

)2(lim
cos

cos
sin2

)2(lim

)(2
2

cos
1

tg
1

lim
2

2
2

2

22

2

2
x

x

x
x
x
x

x

xx

xxx
 

( ) 0
2cos2

)2(4lim
)2(sin
)2(lim

2

2

2

=
π−

−=
′

′
π−

−=
π

→
π

→
x

x
x

x

xx
. 

Окончательно  

1)tg(lim 02

2

==π−
π

→
ex x

x
. 

Возрастание ,  убывание  функции .  Точки  экстремума  
Определение  5.7. Функция f(х) называется возрастающей 

на некотором отрезке [a, b], если для любых 21 xx <  этого отрезка 
)()( 21 xfxf <  (см. рис. 5.15). Функция называется убывающей, если 

для любых 21 xx <  выполняется неравенство )()( 21 xfxf >  
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(см. рис. 5.16). Функция возрастающая (убывающая) называется 
монотонной. 

       y                                               y 
                      f(x2)              
           f(x1)                                             f(x1)  
                                                                         f(x2)               
  a  O     x1         x2      b    x               a  O     x1        x2       b       x 

Рис. 5.15                                  Рис. 5.16  
Теорема  5.12  (условия монотонности). Если функция 

f(х) имеет конечную производную ( )xf ′  на (a, b), то, чтобы f(х) бы-
ла возрастающей (убывающей) на [а, b], необходимо и достаточно, 
чтобы )(xf ′  > 0, ( )(xf ′  < 0). 
Пример  32. Найти интервалы монотонности функции: 

 32.1. 23 xxy −= ; 32.2. xxy ln2 2 −= .  

Решение .  32.1.  Область определения функции D(f) = (− ∞, ∞), функ-
ция дифференцируема всюду в области определения, 

)(xf ′ )1(333 22 xx −=−= . 
Решим неравенство  

)(xf ′  > 0 , т. е. 0)1(3 2 >− x ,   

01 2 >− x  ⇒ 
2x  < 1 ⇒ ⎜х ⎜ < 1 ⇒ −1 < x < 1.  

Следовательно, функция возрастает на интервале (−1, 1). 
 
Неравенство 23(1 ) 0x− <  справедливо для всех 

( , 1) (1, )x∈ −∞ − +∞U . Следовательно,  функция убы-

вает на интервалах ),1()1,( ∞+−−∞ U . График функции 
см. на рис. 5.17. 

 
 
32.2. Функция определена на интервале (0, +∞). 

Находим производную функции: 

x
x

xxy 1414
2 −

=−=′ . 

             y  
            2  
            1                     
    2   1 O     1   2    x  
               
                  2 

Рис. 5.17 
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Решая неравенство 014 2
>

−
x

x  и учитывая, что x > 0, находим интерва-

лы возрастания: 

014 2
>

−
x

x  ⇒ 014 2 >−x  ⇒ 24x   > 1 ⇒ 2
1

>x  ⇒ 2
1,2

1
−<> xx .      

Итак, функция возрастает на интервале ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∞+,2

1 .  

Аналогично находим интервалы убывания, учитывая, что x > 0: 

014 2
<

−
x

x
⇒ 014 2 <−x  ⇒ 2

1
<x  ⇒ 2

1
2
1

<<− x  ⇒ 2
10 << x . 

Следовательно, функция убывает при ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∈ 2

1,0x . 

Определение  5.8.  Точка 0x  называется точкой локального 
максимума, если в некоторой её окрестности ( 0x  − δ, 0x + δ) вы-
полняется неравенство )()( 0xfxf < , для всех х этой окрестности. 
Точка 0x  называется точкой локального минимума, если 

)()( 0xfxf >  ∀ х ∈ ( 0x  − δ, 0x  +  δ).  
Значение функции в точке 0x  называется локальным максимумом (ми-

нимумом). Локальный максимум (минимум) называется локальным экстре-
мумом функции f(х). 

Теорема  5.13  (необходимое условие существования экстре-
мума). Если функция f(х) : 

• определена в окрестности точки 0x ; 
• дифференцируема в точке 0x ;   
• имеет в точке 0x  локальный экстремум,  
то её производная в этой точке равна нулю или не существует. 

Точки,  в которых производная )(xf ′  = 0 или не существует, называ-
ются критическими. 

1. В п. 5.1.1 дана геометрическая интерпретация производной как угло-
вого коэффициента касательной. Значит, в точке экстремума 
k = tg α = 0)( =′ xf  касательная к её графику параллельна оси абсцисс, если 
существует 0)( 0 =′ xf  (см. рис. 5.18). 
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2. Функция может иметь экстремум и в точках, где первая произ-
водная не существует. Например (рис. 5.19), 

⎩
⎨
⎧

<<−
≥

==
.10,ln

,1,ln
ln

xx
xx

xy   

Функция непрерывна в точке х = 1, но не дифференцируема, т. к.   

( ) 11lim)(lim
0101

−=−=′
−→−→ xxy

xx
, 11lim)(lim

0101
==′

+→+→ xxy
xx

.  

Односторонние пределы не равны, значит, )(xy′  не существует в точке 
0x  = 1, но функция тем не менее имеет в этой точке минимум. Такие точки 

называются угловыми. 
        y 
                   y = x3     
 
  1   O        1       x   
                         

Рис. 5.20  
3. Выполнение необходимого условия экстремума (равенство нулю 

или бесконечности производной) не говорит о наличии экстремума. 

Убедимся в этом на примере функции 
3xy = : 

23xy =′ , 0)0( =′y , где 
х = 0 – критическая точка, но не экстремальная (рис. 5.20). 

 
 y 
 
 
 
 O          x1              x2           x 

 Рис. 5.18 

 y 
 
 
 
 O          1                         x  

Рис. 5.19  
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Теорема  5.14.  (первый достаточный признак существова-
ния экстремума функции). Если функция f(х) непрерывна в точке 

0x  и дифференцируема в некоторой её окрестности ( 0x  − δ, 0x  +  
δ), причём производная функции в этой точке либо равна нулю ли-
бо не существует, а при переходе через точку 0x  производная ме-

няет знак, то 0x  – точка экстремума, причём если производная сле-
ва от 0x  отрицательна (функция убывает), а справа положительна 
(функция возрастает), то 0x  – точка минимума (рис. 5.21). Если 
слева от 0x  производная положительна (функция возрастает), а 
справа – отрицательна (функция убывает), то 0x  – точка максимума 
(рис. 5.22).  

Определение  5.9.  Промежутки между критическими точка-
ми, где производная сохраняет знак, называют промежутками мо-
нотонности. 

Теорема  5.15.  (второй достаточный признак существова-
ния экстремума функции). Если: в точке 0x  функция f(х) диффе-
ренцируема и )( 0xf ′  = 0; а в окрестности ( 0x  − δ, 0x  +  δ) сущест-
вует вторая производная 

0)( 0 ≠′′ xf ,  

то в точке 0x  при 0)( 0 >′′ xf   функция имеет минимум, а при 
0)( 0 <′′ xf  функция имеет  максимум. 

Пример  33. Исследовать на экстремум функции: 

33.1. Гиперболический косинус 
2

ch
xx eexy

−+
== ;  

33.2. Гиперболический синус 
2

sh
xx eexy

−−
== .  

Решение . 33.1. Функция у = chх определена на всей числовой оси. 

Находим её производную 
( )xx eexy −−==′ 2

1sh
. Решаем уравнение 

0=′y . Его единственный корень х = 0 – критическая точка.  

 
                        +                                 + 
 
               x0                  x                                        x0             x 

Рис. 5.21                                                 Рис. 5.22 
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Проверим достаточное условие экстремума с помощью второй 
производной:  

==′′ xy ch ( )xx ee −+2
1 ,  ( ) =′′ 0y ( ) 012

1 00 >=+ ee . 

Следовательно, х = 0 –  точка минимума,  ( ) 10ch0min === yy . 
Проверим достаточный признак с помощью первой производной:  
• пусть x = −с < 0,  

( ) ( ) 01
2
1sh <⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=−=−′ c

c e
e

ccy ; 

• пусть x = с  > 0, 

( ) ( ) 01
2
1sh >⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−==′

c
c

e
eccy . 

Производная поменяла знак с минуса на плюс. Значит, х = 0 есть точка 
минимума и (−∞, 0) есть интервал убывания (рис. 5.23), (0, ∞) –интервал 
возрастания. 

                   y 
                     y = chx 
 
                     1 

xey 2
1=                    xey −= 2

1  

                   O                           x 
                                        
 
       y = shx 

 

Рис. 5.23  
33.2. Область определения функции D(f) = (−∞, ∞). Первая производная 

( ) 02
1ch >+==′ −xx eexy

 всюду положительна, экстремумов нет, функция 
монотонно возрастает во всей области определения. 

Замечание . Графики гиперболических функций (синуса и косинуса) 
можно построить методом суперпозиций. На рис. 5.23 показаны пунктиром 
графики составляющих функций:  

xey 2
1

1 = ,   
xey −= 2

1
2 . 
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Складывая их ординаты в выбранных точках оси Oх, получим точки 
графика гиперболического косинуса 

 
xeyy 2

1
21 =+

+
xe−2

1
= сhх. 

Вычитая эти ординаты, получим точки графика гиперболического си-
нуса  

=− 21 yy
xe2

1
−

xe−2
1

= shх. 
Гиперболические функции сохраняют некоторые свойства своих три-

гонометрических аналогов.  
Так, например,  y = cosx – чётная функция и cos0 = 1, y = sinx – нечёт-

ная функция и sin0 = 0. 
Соответственно:  
• y = chх – чётная функция, ch0 = 1, график гиперболического косинуса 

симметричен относительно оси Oу (см. рис. 5.23); 
• sh0 = 0, y = shх – нечётная функция, график гиперболического синуса 

симметричен относительно начала координат. 
Но, по сравнению с тригонометрической единицей, 

1cossin 22 =+ xx , 
связь между гиперболическими функциями выражается другим тож-

деством: 

1shch 22 =− xx . 
Пример  34.  Исследовать на экстремум функции: 

34.1. ( )3 22 1 xxy −= ;  34.2. 
xxy ln1=

; 34.3. 
xexy −⋅= 2

. 
Решение .  34.1.  Область определения функции – вся ось Ох. Нахо-

дим производную функции и критические точки:  

=′y ( ) =
−

−− 3
23 2

1
1

3
212

x
xxx ( )[ ]=−−

−
xx

x
x 13

13
2

3  ( )
3 13

432
x
xx

−

− ; 

1) ,00 1 =⇒=′ xy  
4
3

2 =x , 2) 013 =−⇒∞=′ xy  ⇒ 13 =x . 

Нанесём найденные критические точки на ось Ох и проверим знак пер-
вой производной на полученных интервалах (рис. 5.24): 

 
                               +                                                            + 
               0                             3/4                                 1               x 

Рис. 5.24 
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• х < 0, при х = −1 имеем 
0

23
14)1( 3 <
⋅

−=−′y
, функция убывает;  

• 0 < х < 4
3

, при 2
1

=x
 имеем 

0
3
2

2
1 3

>=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛′y

, функция возрастает; 

• 4
3

 < x < 1, при 5
4

=x
 имеем 

0
75

58
5
4 3

<
−

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛′y

, функция убывает; 

• x > 1, при  х = 2 
03

20)2( >=′y
, функция возрастает. 

Значит, х = 0  и  х = 1 – точки  минимума, х = 4
3

 – точка максимума, 
у(0) = 0, у(1) = 0 – минимальные значения функции, 

у
( )
4
3

 = 
( ) ( ) 33 22

464
9

4
314

3 =−
 – максимальное значение функции. 

34.2.  Область определения функции D(f) = (0, ∞). Находим производ-
ную функции  

( )x
xxxx

x
y ln1111ln1

22 −=⋅+−=′
. 

Находим  критические  точки:  
• 0=′y , 1ln =x  ⇒ ex =1 . 

• 02 =⇒∞=′ xy  не принадлежит области определения функции.  
Значит, х = e есть единственная критическая точка. Проверим знак 

первой производной слева и справа от неё (рис. 5.25): 

• 0 < ex < , при ex 1
=

 имеем 

021

1ln1
1

1ln11 2

22

>=
−−

=
−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛′ e

e

e

e

e
ef

, 
функция возрастает; 

 
                       +                                                       
 
        0                                        e                         x 

Рис. 5.25 
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• ex > , при 
2ex =  имеем 

01ln1)( 22

2
2 <

−
=

−
=′

ee
eef

, функция убывает. 

Значит, х = е – точка максимума; 
( ) eeeey 1ln1 ==

 – максимальное зна-
чение функции. 

34.3. Функция определена на всей числовой оси, т. к. 0>−xe . Находим 
производную и критические точки: 

)2(2 2 xxexexey xxx −⋅=⋅−=′ −−−
; 

0=′y  ⇒ 
xe− ⋅ х(2 − х) = 0 ⇒ 2,0 21 == xx . 

Производная определена для всех значений х. 
Нанесём критические точки на ось Ох, и проверим знак первой произ-

водной на полученных интервалах (рис. 5.26): 

Статья I. • х < 0, при х = −1 имеем 03)1( <−=−′ ey , функция убывает; 

Статья II. • 0 < x < 2, при х = 1 имеем 
01)1( >=′

ey
, функция возрастает; 

Статья III. • х > 2, при х = 3 имеем 
03)3( 3 <−=′

e
y

, функция убывает. 

Следовательно, критическая точка 01 =x  есть точка минимума, где 
0)0(min == yy , а критическая точка 2x = 2 есть точка максимума,  

где  

2max
4)2(

e
yy ==

. 

Правило исследования функции на экстремум: 
 
1. Указать область определения функции D(f). 

2. Найти первую производную функции )(xfy ′=′ . 
3. Найти критические точки ix , решив уравнения 0=′y  и 
∞=′y , выбрать точки, принадлежащие области определения функ-

 
                                +                                                    
                  0                                    2                       x 

Рис. 5.26 
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ции. 
4. Проверить, меняет ли знак первая производная при переходе 

через точку ix  (или установить знак второй производной 
)( ixfy ′′=′′ ), классифицировать экстремум. 

5. Найти значения функции в экстремальных точках 
 

 
Наибольшее  и  наименьшее  значения  функции  на  отрезке  
Используем т еор ему  Вейерштрас са : если функция непрерывна 

на замкнутом промежутке  [а, b], то она достигает на нём свои наименьшее 
и наибольшее значения. 

Искать эти значения надо либо на концах промежутка, либо в экстре-
мальных (внутренних) точках. 

Правило отыскания наибольшего и наименьшего  
значений функции f(х) на отрезке  [а, b]: 
1. Найти первую производную и все критические точки ix , при-

надлежащие отрезку  [а, b]. 
2. Вычислить значения функции в критических точках. 
3. Вычислить значения функции на концах отрезка. 

4. Сравнить все полученные значения функции )( ixf , f(a), f(b) и вы-
брать среди них наибольшее и наименьшее значения 

 
Пример  35. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 

7123 +−= xxy  на отрезке [−3, 0]. 
Решение . Найдём критические точки, решая уравнение 0=′y : 

123 2 −=′ xy , 0)4(3 2 =−x . 
Корни уравнения х = ±2 являются критическими точками, но отрезку 

принадлежит только х = −2.  
Вычисляем значение функции в критической точке: у(−2) = 23. 
Вычисляем значения функции на концах отрезка: у(−3) = 16 и у(0) = 7.  
Среди всех значений функции у(−2) = 23 − наибольшее, у(0) = 7 − наи-

меньшее. 
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           y 
            4 
                        M(x, y) 
 

 
       
           O            2    x 

 Рис. 5.27  
Пример  36. Найти наибольшую площадь прямоугольника со сторо-

нами на осях координат, если одна из вершин лежит в начале координат, а 
противоположная  находится  на параболе 24 xy −=  (рис. 5.27). 

Решение . Пусть М(х, у) – произвольная точка параболы. Тогда пло-
щадь прямоугольника находится по формуле S = х · у (по условию x > 0, 
y > 0). Используя уравнение параболы, связывающее переменные х, у, све-
дём функцию S к одной переменной: 

32 4)4( xxxxxyS −=−== , где х ∈[0, 2].  

Найдём критические точки и классифицируем их с помощью второй 
производной: 

234)( xxS −=′ , 0340)( 2 =−⇒=′ xxS , 
3

2±=x , [ ]2,0
3

2
1 ∈=x ; 

0
3

126)(
1

<−=−=′′
xxxS . 

Значит, в точке 
3

2=x  функция S(х) имеет максимум и наибольшая 

площадь прямоугольника такова: 

 ( ) 1,3
33

16
3
44

3
2)4(

1

2 ≈=−=−=
x

xxS . 

Пример  37. Найти наибольший объём конуса, имеющий данную об-
разующую l. 

Решение . Пусть R – радиус конуса,  H – высота конуса. По условию l 
– образующая конуса (рис. 5.28). Объём конуса находится по формуле 

HRV 2
3
1
π= . Из прямоугольного треугольника ODK по теореме Пифагора 

имеем 222 HlR −= . 
Тогда  
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             D                       
 
 
             H             l        
                      
                        
             O      R           K  
                          

Рис. 5.28 
 

)(
3
1)( 32 HHlHV −π= , где 0 ≤ H ≤ l. 

Найдём критические точки и классифицируем их с помощью второй 
производной: 

)3(
3
1)( 22 HlHV −π=′ ; 0)3(

3
10)( 22 =−π⇒=′ HlHV ⇒ 

3
lH = , 

где ],0[ lH ∈ ; 

HHHV π−=−π=′′ 2)6(
3
1)( , 0

3
2

3
<π−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛′′ llV . 

Следовательно, в точке 
3
lH =  функция V(H) имеет максимум. Так 

как V(0) = 0 и V(l) = 0, то наибольший объём конуса при 
3
lH = . 

Следовательно, наибольший объём конуса, имеющий данную обра-
зующую l, таков: 

39
2

3333
1

3

33
2 lllllV π

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−⋅π=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ . 

 
Выпуклость и вогнутость кривой.Точки перегиба 
Пусть кривая задана функцией у = f(х). 
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   y 
                                            у = f(x)
 
 
 
  О        a             x0                b       x 

Рис. 5.29  
Определение  5.10. График дифференцируемой функции 

)(xfy =  называется выпуклым вверх (вниз) на интервале (а, b), ес-
ли все точки кривой находятся ниже (выше) любой касательной, 
проведённой к графику функции для любого х интервала  (а, b). 
На рис. 5.29 кривая выпукла вниз (или вогнута) на интервале ),( 0xa  и 

выпукла вверх (или выпукла) на ),( 0 bx .  

Определение  5.11. Точка ))(,( 000 xfxM , отделяющая во-
гнутую часть от выпуклой, называется точкой перегиба графика 
функции f(х). 

Касательная в точке перегиба пересекает график (переходит 
с одной стороны кривой на другую). Исследование функции на вы-
пуклость и вогнутость проводится с помощью второй производ-
ной. 

Теорема  5.16. Если функция у = f(х) дважды дифференцируе-
ма на некотором интервале (а, b), причём ( ) 0<′′ xf  для любого х ∈ 
(а, b), то на этом интервале график функции выпуклый; если 

( ) 0>′′ xf , то график этой функции на (а, b)  вогнутый. 

Из теоремы следует, что для нахождения промежутков выпуклости и 
вогнутости кривой надо найти вторую производную функции и определить 
промежутки, где она сохраняет знак, т. е. либо положительна, либо отрица-
тельна. 

Необходимым условием  существования точки перегиба является об-
ращение в нуль второй производной или её несуществование в точке 0x , 
т. е. условие ( ) 00 =′′ xf  или ( ) ∞=′′ 0xf . В случае выполнения одного из 
этих условий точка 0x  называется критической точкой второго рода. 

Достаточным условием того, чтобы точка ))(,( 000 xfxM  была точкой 
перегиба, является смена знака второй производной при переходе через 
критическую точку второго рода. 
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Правило нахождения интервалов выпуклости, вогнутости, 
и точки перегиба функции: 
1. Указать область определения функции D(f). 
2. Найти критические точки второго рода, принадлежащие об-

ласти определения функции. 
3. Определить знак второй производной в каждом интервале 

области определения между соседними критическими точками. 
4. По знаку второй производной установить интервалы выпук-

лости, вогнутости и по смене знака второй производной в окрестно-
сти точки определить наличие или отсутствие точки перегиба 

Пример  38. Найти точки перегиба и интервалы вогнутости и выпук-
лости графиков функций: 

38.1. 535 23 −+−= xxxy ; 38.2. 
2

sh
xx eexy

−−
== . 

Решение . 38.1. Область определения функции – вся ось Ох. Найдём 
точки, в которых вторая производная функции равна нулю или не сущест-
вует: 

3103 2 +−=′ xxy , 106 −=′′ xy , 0=′′y  ⇒ 6х – 10 = 0 ⇒ 
3
5

=x . 

Других точек нет, т. к. y ′′  существует всю-
ду. Исследуем найденную точку, определяя 
знак y ′′  слева и справа от неё (рис. 5.30): 

• 
3
5

<x , при х = 0 имеем 010)0( <−=′′y , 

кривая выпукла; 

• 
3
5

>x , при х = 2 имеем 021026)2( >=−⋅=′′y , кривая вогнута. 

Тогда 
27
250

3
5

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛y , т. е. точка ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

27
250,

3
5  есть точка перегиба. 

38.2. Находим первую и вторую производные функции:  
( )xx eexy −+==′ 2

1ch ,   xy sh=′′ . 

Решая уравнение 0=′′y , получаем 

00
2

0sh =⇒=
−

⇒=
−

xeex
xx

. 

 
                                     +         

                  3
5                      x 

Рис. 5.30 
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Получили единственную критическую точку второго рода, т. к. ∞≠′′y  
во всей области определения функции (−∞, ∞). 

Проверим знак второй производной слева и справа от точки х = 0:  
• 0<′′y , следовательно, кривая выпукла на интервале (−∞, 0); 
• 0>′′y , следовательно, кривая вогнута на интервале (0, ∞). 
Таким образом, начало координат – точка перегиба (см. рис. 5.23). 
Асимптоты 

Определение  5.12.  Асимптотой графика функции называ-
ется прямая, к которой неограниченно приближается график функ-
ции при х → ∞ или у → ∞. 
Различают вертикальные и наклонные асимптоты (в частности, гори-

зонтальные). 
Определение  5.13.  Прямая х = а называется вертикальной 

асимптотой, если хотя бы один из односторонних пределов 
f(а + 0), f(а − 0) равен бесконечности или не существует, т. е. в 
точке х = а функция терпит разрыв второго рода. 

Пример  39. Найти вертикальные асимптоты функции  
1

1
2 −

=
x

y . 

Решение . Знаменатель дроби равен нулю в точках х = −1, х = +1. Зна-
чит, функция в этих точках не определена. Классифицируем разрыв, вычис-
лив односторонние пределы. Учитывая чётность функции, исследуем толь-
ко одну из точек разрыва, например х = −1: 

                y 
 
 
 
 

    2    1    О      1      2     3  x
                        1 
                       
 

 
Рис. 5.31  

( ) +∞=
+−

=−−
−−→ )1)(1(

1lim01
01 xx

f
x

; 
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( ) −∞=
+−

=+−
+−→ )1)(1(

1lim01
01 xx

f
x

. 

Следовательно, прямые х = −1, х = 1 есть вертикальные асимптоты 
(рис. 5.31). 

Определение  5.14.  Прямая у = b называется горизонталь-
ной асимптотой, если выполняется условие ( ) bxf

x
=

∞→
lim . 

В частности, это полупрямая у = b  при х → +∞  или х → −∞. 

Так, в примере 39 функция 
1

1
2 −

=
x

y  имеет горизонтальную асимптоту у = 

0, т. к. 0
1

1limlim 2 =
−

=
±∞→±∞→ x

y
xx

 (см. рис. 5.31). 

Определение  5.15 .  Прямая у = kх + b называется наклонной 
асимптотой графика функции f(х)  при х → ± ∞, если эту функцию 
можно представить в виде  

f(х) = kх + b + α(х),  
где  

0)(lim =α
±∞→

x
x ,  

т.е. разность α(х)   между  ординатами точек кривой и асимптоты при  
х → +∞  (х → −∞) есть величина бесконечно малая. 

Теорема  5.17.  Для того чтобы график функции имел на-
клонную асимптоту bkxy += , необходимо и достаточно, чтобы 
существовали конечные пределы  

 x
xfk

x

)(lim
±∞→

=
,   

[ ]kxxfb
x

−=
±∞→

)(lim
, (5.1.23) 

причём при х → +∞ и при х → −∞ эти пределы могут быть не-
равными, т. е. кривая может иметь различные асимптоты при 
х → +∞  и х → −∞. 

Если  k = 0,   
)(lim xfb

x ±∞→
=

,  
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уравнение асимптоты принимает вид у = b, т. е. получаем 
уравнение горизонтальной асимптоты. 
Пример  40. Найти асимптоты графиков функций: 

40.1. 3
1

8 −= xy ; 40.2. 
x

xy
24

2

−
= ; 40.3. 2

3 1
x

xy +
= . 

Решение. 40.1. Функция не определена в точке х = 3 (знаменатель дро-
би равен нулю). Классифицируем разрыв с помощью односторонних преде-
лов:  

( ) ( ) 08888lim03 0
1

303
1

3
1

03
==

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
==− ∞−−−−−

−→
x

x
f ; 

( ) ( ) +∞==
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
==+ ∞++−+−

+→
8888lim03 0

1
303

1
3

1

03
x

x
f .  

Значит, функция в точке х = 3 терпит бесконечный разрыв и через эту 
точку проходит вертикальная асимптота х = 3. Найдём наклонную асимпто-
ту, используя соотношения (5.1.23): 

( ) 018limlim
3

1

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∞±
===

−

±∞→±∞→ xx
xfk

x

xx
; 

[ ] 188lim)(lim 03
1

===−= −
±∞→±∞→

x
xx

kxxfb . 

             y 
 
 
 

             2 
             1 
 
             О               3             6      x

Рис. 5.32  
Получили горизонтальную асимптоту у = 1. Строим схематично гра-

фик функции, подсчитав ориентировочную точку (6, 2)  (рис. 5.32). 

40.2. Функция 
x

xy
24

2

−
=  терпит разрыв в точке х = 2.  
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Вычисляем односторонние пределы: 

( ) +∞=
−

=−
−→ )2(2lim02

2

02 x
xf

x
;  ( ) −∞=

−
=+

+→ )2(2lim02
2

02 x
xf

x
. 

Значит, х = 2 – уравнение вертикальной асимптоты. Ищем уравнение 
наклонной асимптоты в виде у = kх + b, используя формулы (5.1.23): 

( )
2
1

122
lim)24(lim

2

22
−=

−
=

∞
∞=

−
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∞±→∞±→

xx
x

xx
xk

xx
; 

=
−
+−

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+

−
=

∞±→∞±→ )2(2
2lim2)2(2lim

222

x
xxxx

x
xb

xx
 

1
12

lim2lim −=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=
−

=
±∞→±∞→

xx

x
x

x
xx

. 

Уравнение наклонной асимптоты 12
1

−−= xy . 

Кривая изображена на рис. 5.33. 
                    y 
 
 
             
              2    О    1      3             x 
                    2 
                     
                    4             
 
 

Рис. 5.33 
 

Проверка . Согласно определению функцию можно представить в 

виде ( ) ( )xxxf α+−−= 12 . Проверим это, выделив целую часть дроби. Раз-

делим числитель на знаменатель: 



Глава 5. Дифференцирование функции одной переменной 

234 

4
42

2
12

12

42
2

2

−
−

−−−−
+−

x
x

xxx

xx

 

Итак, 

( ) x
x

x
xxf 24

41224

2

−
+−−=

−
= , 

где ( ) 024
4limlim =
−

α
±∞→±∞→

= xx
xx

. 

40.3. Функция не определена в точке х = 0. Вычислим односторонние 
пределы в этой точке: 

+∞=
+

=−
−→ 2

3

0

1lim)0(
x

xf
x

,   +∞=
+

=+
+→ 2

3

0

1lim)0(
x

xf
x

. 

Значит, функция в точке х = 0 имеет бесконечный разрыв и прямая х = 
0 (ось Oу) есть её вертикальная асимптота. Найдём наклонную асимптоту, 
используя формулы (5.1.23): 

111lim1lim)(lim 33

3
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

+
==

±∞→±∞→±∞→
=

xx
x

x
xfk

xxx
; 

2

33

2

3 1lim1lim))((lim
x

xxx
x

xkxxfb
xxx

−+
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

+
=−=

±∞→±∞→±∞→
01lim 2 ==

±∞→ xx
. 

               y 
 
 

           

          1       О              x 
                

Рис. 5.34  
Получили наклонную асимптоту у = х. График функции изображён на 

рис. 5.34. 
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5.8. Полное исследование функции 
Мы рассмотрели отдельные элементы исследования функции, теперь 

приведём схему полного исследования функции. 
Полное исследование функции с построением графика 
1. Найти область определения функции, исследовать её поведение 

на границах этой области. 
2. Найти точки разрыва и классифицировать их с помощью одно-

сторонних пределов. 
3. Исследовать периодичность, чётность (нечётность). 
4. Найти точки пересечения графика с осями координат и интер-

валы знакопостоянства функции. 
5. Найти асимптоты. 
6. Найти точки экстремума и интервалы монотонности. 
7. Найти точки перегиба и интервалы выпуклости и вогнутости. 
8. Построить график, используя полученные результаты 
Пример  41. Исследовать функцию  и построить её график: 

41.1. 
x

xy 12 +
= ;  41.2. 

1
1

2

2

+

−
=

x
xy ;  

41.3. y = x – ln(x + 1);   41.4. xexy ⋅= 2 ; 

41.5. 2

3 1
x

xy +
= ;  41.6. 21

4
x
xy

+
= . 

Решение . 41.1. Проведём полное исследование функции по схеме. 
1. Функция определена при х ∈ (−∞, 0) ∪ (0, ∞). 
2. Функция не определена в точке х = 0 (знаменатель дроби равен ну-

лю), и она имеет в этой точке бесконечный разрыв: 

−∞=
+

=−
−→ x

xf
x

1lim)0(
2

0
,   +∞=

+
=+

+→ x
xf

x

1lim)0(
2

0
. 

3. Функция является нечётной (график симметричен относительно на-

чала координат), т. к. )(1
)(

1)()(
22

xf
x

x
x

xxf −=
+

−=
−

+−
=− , и непериодичной. 

4. Находим точки пересечения графика с осями координат: 
• при у = 0 точек нет, т. к. 012 ≠+x ,  012 >+x ; 
• х ≠ 0 (см. область определения). 
Следовательно, график функции не пересекает координатные оси. Ин-

тервалы знакопостоянства: 
y < 0, если x ∈ (−∞, 0),    y > 0, если x ∈ (0, +∞). 
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5. Прямая х = 0 (ось Оу) является вертикальной асимптотой (см. опре-
деление 5.13). Уравнение наклонной асимптоты ищем в виде y = kx + b, где 
k и b находим по формулам (5.1.23): 

111lim1lim)(lim 22

2
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

+
==

±∞→±∞→±∞→ xx
x

x
xfk

xxx
; 

01lim1lim))((lim
2

==⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

+
=−=

±∞→±∞→±∞→ xx
x

xkxxfb
xxx

. 

Таким образом, прямая у = х есть наклонная асимптота. 
6. Исследуем функцию на экстремум: 

2

2

2

2

2

222 112)1()1(1
x

x
x

xxx
x

xxxx
x

xy −
=

−−⋅
=

+′−⋅′+
=
′

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ +
=′ . 

Приравнивая к нулю y′ , находим критические точки: 

⎩
⎨
⎧

≠
±=⇒

⎩
⎨
⎧

≠
=−⇒=

−
⇒=′ .0

;1
,0

;01010
2

2

2

x
x

x
x

x
xy  

Следовательно, 0=′y  в точках 11 −=x  и 12 =x , y′  не существует в 
точке х = 0, т. к. в ней функция не определена. 

Исследуем критические точки 11 −=x  и 12 =x  по знаку первой произ-
водной слева и справа от этих точек (рис. 5.35): 

• 04
3

4
14)2( >=

−
=−′y , функция возрастает, если х ∈ (−∞, −1); 

• 03

4
1

14
1

2
1

<−=
−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−′y , функция убывает, если х ∈ (−1, 0); 

• 03

4
1

14
1

2
1

<−=
−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛′y , функция убывает, если х ∈ (0, 1); 

• 04
3

4
14)2( >=
−

=′y , функция возрастает, если х ∈ (1, ∞); 

х = −1 – точка максимума, уmax (−1) = −2; 
х = 1 – точка минимума, уmin (1) = 2. 
7. Ищем точки, в которых 0=′′y  или не существует: 

  +                                                                                                 + 

                1                                 0                                  1                x 
Рис. 5.35 



5.8. Полное исследование функций 

237 

=
−−⋅

=
−′−⋅′−

=
′

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
=′′ 4

22

4

2222

2

2 )1(22)1()()1(1
x

xxxx
x

xxxx
x

xy  

34

22 2]1[2
xx

xxx
=

+−
= ; 

• 0≠′′y ;  
• ∞=′′y , если х = 0 (рис. 5.36). 
При х = 0  функция терпит раз-

рыв второго рода. Следовательно, то-
чек перегиба нет.  

              y 
 
              2 

           
            1О    1            x  
                     2 
 
 

 
Рис. 5.37  

По знаку второй производной находим интервалы выпуклости и вогну-
тости кривой: 

• 02)1( <−=−′′y , график выпуклый, если х ∈ (−∞, 0);  
• 02)1( >=′′y , график вогнутый, если х ∈ (0, ∞).  
8. Наносим на чертёж асимптоты и все найденные точки,  строим гра-

фик функции (рис. 5.37). Не имея точек перегиба, эта кривая меняет на-
правление выпуклости при переходе через точку разрыва х = 0. 

41.2. Проведём полное исследование функции по схеме. 
1. Функция определена на всей числовой оси Ох, т. к. знаменатель дро-

би всегда больше нуля.  
2. Вертикальных асимптот нет, т. к. функция непрерывна на всей чи-

словой оси. 
3. Функция является чётной (график симметричен относительно оси 

Oу), т. к. )(
1
1

1)(
1)()( 2

2

2

2
xf

x
x

x
xxf =

+

−
=

+−

−−
=− , и непериодической. 

4. Находим точки пересечения графика с осями координат: 

                                                 +        
               
                        0                             x 

Рис. 5.36 
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• при х = 0 ⇒ 1
10
10)0( 2

2
−=

+

−
=y , имеем точку А(0, −1); 

 

• при у = 0 ⇒ 0
1
1

2

2
=

+

−

x
x  ⇒ 012 =−x  ⇒ х = ±1, имеем  точки В(−1, 0) и 

С(1, 0). 
Интервалы знакопостоянства: 
• у ≥ 0, если х ∈ (−∞, −1] ∪ [1, +∞); 
• у < 0, если х ∈ (−1, 1). 
5. График функции не имеет вертикальных асимптот, поскольку она 

непрерывна на всей числовой оси. Ищем наклонные асимптоты: 

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∞
∞

=
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−
=
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−
==

±∞→±∞→±∞→ xx
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x
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⎜⎜
⎝

⎛
−

=
±∞→
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2
2
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x
x

x
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x
01lim ==

±∞→ xx
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1
11
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lim

1
1lim])([lim

2
2

2
2

2

2
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
+

−
=−=

±∞→±∞→±∞→

x
x

x
x

x
xkxxfb

xxx
. 

Подставляя найденные значения k и b в уравнение y = kx + b, получим 
уравнение горизонтальной асимптоты у = 1 (т. к. k = 0).  

6. Находим критические точки: 

=
+

+−+
=

+

−′+−+′−
=
′

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+

−
=′ 22

22

22

2222

2

2

)1(
)11(2

)1(
)1()1()1()1(

1
1

x
xxx

x
xxxx

x
xy  

22 )1(
4
+

=
x

x ; 

• 0
)1(

40 22 =
+

⇒=′
x

xy  ⇒ х = 0 – есть критическая точка; 

• ∞≠′y . 
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Исследуем критическую точку х = 0 по знаку первой производной, 
учитывая, что знаменатель дроби всюду положителен: 

• при х < 0 014
4)1( <−=

−
=−′y , функция убывает при значениях 

х ∈ (−∞, 0);  

• при х > 0 014
4)1( >==′y , функция возрастает при значениях х ∈ (0, 

+∞).  
Следовательно, х = 0 есть точка минимума, 1)0(min −== yy . 
7. Ищем точки, в которых 0=′′y  или не существует: 

[ ]
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x
xxxx ; 

0
)1(

)31(40 32

2
=

+

−
⇒=′′

x
xy ⇒ 1 – 3х2 = 0 ⇒ 3

12 =x ⇒ 
3

1
±=x ; 

• ∞≠′′y . 

Следовательно, y ′′  обращается в нуль при 
3

1
1 −=x  и 

3
1

2 =x . 

По знаку y ′′  находим интервалы выпуклости и вогнутости (рис. 5.38): 
 
 

• 01)1( <−=−′′y , график выпуклый, если ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −∞−∈

3
1,x ;  

• 04)0( >=′′y , график вогнутый, если ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−∈

3
1,

3
1x .  

• 01)1( <−=′′y , график выпуклый, если ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∞+∈ ,

3
1x . 

Заключаем, что график функции имеет две точки перегиба: 

3
1

±=x , 2
1

13
1

13
1

3
1

−=
+

−
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛±y ; ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −− 2

1,
3

1D  и ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − 2

1,
3

1E . 

8. Строим схематический график функции, предварительно нанеся 
асимптоты и все найденные точки (рис. 5.39).  
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41.3. Проведём полное исследование функции по схеме. 
1. Найдём область определения функции, для этого решим неравенст-

во х + 1 > 0 ⇒ x > −1, поскольку логарифмическая функция определена 
только при положительном значении аргумента. Следовательно, функция 
определена при х ∈ (−1, +∞). 

2. В точке  x = −1 функция имеет разрыв, она не определена в самой 
точке, но определена справа от неё: 

+∞=+−+−=+−=
+−→+−→

)0ln(01))1ln((limlim
0101

xxy
xx

. 

Здесь учли, что ln(+0) → −∞. Таким образом, в точке x = −1 функция 
терпит бесконечный разрыв. 

3. Функция является ни чётной, ни нечётной, являясь непериодической. 
4. График функции пересекает ось Ох и ось Оу в точке (0, 0): 
• при х = 0 ⇒ у(0) = 0 – ln1 = 0; 
• при y = 0 ⇒ x – ln(x + 1) = 0 ⇒ x = ln(x + 1), 
это уравнение можно решить графически, построив графики функции 

y = х и у = ln(x + 1), и убедиться в том, что они пересекаются в точке 
(0, 0). 

Интервалы знакопостоянства: у ≥ 0, если х ∈ (−1, +∞). 
5. Прямая х = 0 (ось Оу) является вертикальной асимптотой графика 

функции. Уравнение наклонной асимптоты ищем в виде y = kx + b: 
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⎛
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; 

[ ] −∞=+−=−+−=−=
+∞→+∞→+∞→

)1ln(lim)1ln(lim])([lim xxxxkxxfb
xxx

. 

Следовательно, график функции не имеет наклонных асимптот. 
6. Находим y′ : 

                            y 
                            1 
 
                        B          C 
                     1     О        1                    x 
                       D           E 
                           1   A 

 
Рис. 5.39 
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[ ]
11

11
1

11)1ln(
+

=
+
−+

=
+

−=′+−=′ x
x

x
x

xxxy . 

Находим критические точки: 

• 0010 =⇒=
+

⇒=′ xx
xy ;  

• 101 −=⇒=+⇒∞=′ xxy . 
Точка х = –1  не является 

критической, т. к. в ней функ-
ция не определена. Исследуем 
критическую точку х = 0 по 
знаку первой производной 
(рис. 5.40): 

• 012
1

<−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−′y , функция убывает, если х ∈ (−1, 0); 

• 02
1)1( >=′y , функция возрастает, если х ∈ (0, +∞). 

Таким образом, х = 0 – точка минимума, 0)0(min == yy .  
7. Ищем точки, в которых 0=′′y  или не существует: 

222 )1(
1

)1(
1

)1(
)1()1(

1 +
=

+

−+
=

+

⋅′+−+⋅′
=
′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
=′′

xx
xx

x
xxxx

x
xy ; 

• 0≠′′y ; 
• ∞=′′y , если х = −1. 
В точке х = −1 функция терпит разрыв и 

потому значение х = −1  не может быть точкой 
перегиба. Следовательно, график функции не 
имеет точек перегиба. Во всей области опре-
деления функции 0>′′y  (рис. 5.41), поэтому 
её график вогнутый. 

8. Дополнительно вычислим ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛− 2

1y , у(1) и у(3): 

19,069,05,02ln5,02
1ln2

1
2
1

=+−≈+−=−−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−y ; 

у(1) = 1 – ln2 ≈ 1 – 0,69 = 0,31; 
y(3) = 3 – ln4 = 3 – 2ln2 ≈ 3 – 1,38 = 1,62. 
Основываясь на полученных результатах исследования, строим гра-

фик функции (см. рис. 5.42). 

 
                                                         +             
 
            1                           0                         x 

Рис. 5.40 

 
                          +                
 
            1                         x 

Рис. 5.41 
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41.4. Проведём полное исследование функции по схеме. 
1. Функция определена на всей числовой оси: х ∈ (−∞, ∞). 
2. Вертикальных асимптот нет. 
3. Проверим функцию на чётность и нечётность: 

x
x

e
xexxf

2
2)()( =⋅−=− − . 

Функция является ни чётной, ни нечётной, являясь непериодической. 
4. Находим точки пересечения графика с осями координат: 

• при у = 0 ⇒ 02 =xex  ⇒ х = 0, т. к. 0>xe ; 
• при х = 0 ⇒ у(0) = 00 02 =⋅ e . 
Следовательно, график функции проходит через начало координат (0, 

0). Определяем интервалы знакопостоянства функции. Функция  всюду по-
ложительна, т. к. 02 ≥x , 0>xe . 

5. Уравнение наклонной асимптоты имеет вид y = kx + b. Найдём k и 
b: 

∞====
+∞→+∞→+∞→

x
x

x

xx
xe

x
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x
xfk limlim)(lim

2
1 ; 

01limlimlim)(lim
2

2 =
−

====
−−∞→−−∞→−∞→−∞→ xxxx

x

xx ee
x

x
ex

x
xfk ; 

=
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===−=
−−∞→−−∞→−∞→−∞→ xxxx

x
xx e

x
e
xexkxxfb 2limlimlim])([lim

2
2

2

02lim ==
−−∞→ xx e

. 

Таким образом, при х → +∞ угловой коэффициент не существует, 
вследствие чего при х → +∞ кривая не имеет асимптоты, а при х → −∞ кри-
вая имеет горизонтальную асимптоту у = 0 (левая полуось). Вертикальных 
асимптот нет. 

6. Находим y′ : 

( ) )2(2)()( 2222 xxeexxexeexexy xxxxxx +=⋅+=′+′=
′

=′ . 

Находим критические точки: 
• 0=′y  ⇒ 2,00)2( 21 −==⇒=+ xxxxex ; 
• ∞≠′y . 
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Исследуем критические точки 01 =x  и 22 −=x  по знаку первой произ-
водной (рис. 5.43): 

• 03)3( 3 >=−′
e

y , функция 

возрастает, если х ∈ (−∞, −2); 

• 01)1( <
−

=−′ ey , функция 

убывает, если х ∈ (−2, 0); 
• 03)1( >=′ ey , функция возрастает, если х ∈ (0, +∞). 
Следовательно, 01 =x  – точка минимума, где 0)0(min == yy , 22 −=x  – 

точка максимума, где 55,04)2( 2max ≈=−=
e

yy . 

7. Находим y ′′ : 

[ ] =′+++⋅′=
′

+=′′ )2()2()()2( 222 xxexxexxey xxx  

)24()22()2( 22 ++=+++= xxexexxe xxx . 
Ищем точки, в которых 0=′′y  или не существует: 

• 0=′′y ⇒ 0242 =++ xx  ⇒ 

⇒ 222
224

2
8164

2,1 ±−=
±−

=
−±−

=x ; 

• ∞≠′′y . 
Определяем знак y ′′  в какой-либо точке слева от точки 221 −−=x  

( 222 +−=x ) и в какой-либо точке справа от неё (рис. 5.44): 
 

• 07)22025(5
1)5( 5 >=+−=−′′

ee
y , график вогнутый, если 

))22(,( −−−∞∈x ; 

• 01)1( <−=−′′ ey , график выпуклый, если ))22(),22(( +−−−∈x ; 

• 02)0( >=′′y , график вогнутый, если )),22(( ∞++−∈x . 
Заключаем, что график функции имеет две точки перегиба: 
• 2,0)22( ≈+−y , где 69,022 −≈+− ; 

 
  +                                                      + 
                   2                         0                   x

Рис. 5.43 

 
  +                                               + 
            √2   2               2 + √2           x

Рис. 5.44 
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• 3,0)22( ≈−−y , где 4,322 −≈−− . 
8. Строим график функции 

(рис. 5.45). Дополнительно вы-
числим значение функции в точ-
ке  х = 2: 

у(2) = 24 e⋅  ≈ 29,16. 
 
 
 
 

41.5. Проведём полное исследование по схеме. 
1. Область определения функции ),0()0,()( ∞+−∞= UfD . 
2. Функция не определена в точке х = 0. Найдём односторонние преде-

лы функции в этой точке: 

+∞=
+

=−
−→ 2

3

0

1lim)0(
x

xf
x

, +∞=
+

=+
+→ 2

3

0

1lim)0(
x

xf
x

. 

Следовательно, точка х = 0 есть точка разрыва второго рода. 
3. Функция является ни чётной, ни нечётной, т. к. 

2

3

2

3 1
)(

1)()(
x
x

x
xxf +−

=
−

+−
=− . 

Функция также непериодична. 
4. Находим точки пересечения графика с осями координат: 
• при у = 0 ⇒ 013 =+x  ⇒ 1−=x  имеем точку А(−1, 0); 
• х ≠ 0 (см. область определения функции). 
Интервалы знакопостоянства: 
• у < 0, если х ∈ (−∞, −1); 
• у > 0, если х ∈ ),0()0,1( ∞+− U . 
5. Прямая х = 0 (ось Оу) является вертикальной асимптотой. Уравнение 

наклонной асимптоты ищем в виде y = kx + b, где k и  b находим по форму-
лам (5.1.23): 

111lim1lim)(lim 33

3
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

+
==

±∞→±∞→±∞→ xx
x

x
xfk

xxx
; 

                                                 y 
 
 
 
 
 

      3,4               2               0,6  О                    x
Рис. 5.45 
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01lim1lim))((lim 22

3
==⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

+
=−=

±∞→±∞→±∞→ x
x

x
xkxxfb

xxx
. 

Таким образом, прямая у = х есть наклонная асимптота. 
6. Исследуем функцию на экстремум: 

3

3

322

3 22111
x

x
xx

x
x

xy −
=−=

′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

′

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ +
=′ . 

Приравнивая к нулю y′ , находим критические точки: 

0=′y  ⇒ 02
2

3
=

−

x
x  ⇒ 

⎩
⎨
⎧

≠
=−

,0
;023

x
x  ⇒ 

⎩
⎨
⎧

≠
=

.0
;23

x
x  

Исследуем критическую точку 3 2=x  по знаку первой производной 
(рис. 5.46): 

• 03)1( >=−′y , функция возрастает, если )0,(−∞∈x ; 
• 01)1( <−=′y , функция убывает, если )2,0( 3∈x ; 

• 0
4
3)2( >=′y , функция возрастает, если ),2(3 ∞+∈x . 

Следовательно, ( ) 3
3

min
4

32 =y , т. е. ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
3

3
4

3,2B  есть точка минимума 

функции. 
7. Ищем точки, в которых 0=′′y  или не существует: 

43
621
xx

y =
′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=′′ ; 

• 0≠′′y ; 
• ∞=′′y  при х = 0. 

 
      +                                                                +           

                  0                                   3 2                    x 
Рис. 5.46 
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              y 
                
 
 
 
 
 

           

   2     1       О   1      2      3      x  
                

 
 

Рис. 5.47 
 

Так как 06
4 >=′′

x
y  для любого х из области определения функции, то 

функция вогнута при х ∈ ),0()0,( ∞+−∞ U . Точек перегиба нет. 
8. Наносим на чертёж асимптоты и все найденные точки и строим гра-

фик функции (рис. 5.47). 
41.6. Проведём полное исследование функции по схеме. 
1. Функция определена на всей числовой оси Ох, т. к. знаменатель дро-

би всегда больше нуля. 
2. Вертикальных асимптот нет, т. к. функция непрерывна на всей чи-

словой оси. 
3. Функция является нечётной (график симметричен относительно на-

чала координат) и непериодической:  

)(
1

4
)(1
)(4)( 22 xf

x
x

x
xxf −=

+
−=

−+

−
=− . 

4. Находим точки пересечения с осями координат: 
• при х = 0 ⇒ у(0) = 0 имеем точку А(0, 0); 

• при у = 0 ⇒ 0
1

4
2 =

+ x
x  ⇒ х = 0 получили снова точку А(0, 0). 

Интервалы знакопостоянства: 
• у ≥ 0 при х ∈ [0, +∞); 
• y < 0 при х ∈ ( −∞, 0). 
5. График функции не имеет вертикальных асимптот, поскольку функ-

ция непрерывна на всей числовой оси. 
Ищем наклонные асимптоты: 
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0
1

4lim
)1(

4lim)(lim 22 =
+

=
+

==
±∞→±∞→±∞→ xxx

x
x
xfk

xxx
; 

0
1

4lim))((lim 2 =
+

=−=
±∞→±∞→ x

xkxxfb
xx

. 

Подставляя найденные значения k и b в уравнение y = kx + b, получаем 
уравнение горизонтальной асимптоты у = 0 (ось Ох). 

6. Находим критические точки: 

( )
( ) ( )22

2

22

2

2
1

14
1

214
1

4

x

x

x

xxx
x
xy

+

−
=

+

⋅−+
=
′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
=′ ; 

• 0=′y  ⇒ 
( )

0
1

14 22

2
=

+

−

x

x  ⇒ х = ±1; 

• ∞≠′y . 
Исследуем критические точки 11 −=x  и 12 =x  по знаку первой произ-

водной (рис. 5.48): 

• 0
25
12)2( <−=−′y , функция убывает при х ∈ (−∞, −1); 

• 04)0( >=′y , функция возрастает при х ∈ (−1, 1); 

• 0
25
12)2( <−=′y , функция убывает при х ∈ (1, +∞). 

Следовательно:  
• х = −1 есть точка минимума, 2)1(min −=−y ; 
• х = 1 есть точка максимума, 2)1(max =y . 
Таким образом, точка В(−1, −2) есть точка минимума, С(1, 2) есть точ-

ка максимума. 
7. Ищем точки, в которых 0=′′y  или не существует: 

( )
=

+

−⋅+−+−
⋅=

′

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

+

−
⋅=′′ 42

2222

22

2

)1(
)1(2)1(2)1(24

1

14
x

xxxxx

x

xy  

 
                                      +                                              

                 −1                                   1                      x 
Рис. 5.48 
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32

2

42

222

)1(
)3(8

)1(
]221)[1(8

x
xx

x
xxxx

+

−−
=

+

−+++
−= ; 

• 0=′′y  ⇒ 0
)1(

)3(8
32

2
=

+

−−
=

x
xx  ⇒ 01 =x , 32 −=x , 33 =x ; 

• ∞≠′′y . 
По знаку второй производной находим интервалы выпуклости и вогну-

тости (см. рис. 5.49): 

• 0
125
16)2( <−=−′′y , график выпуклый, если ( )3, −∞−∈x ; 

• 02)1( >=−′′y , график вогнутый, если ( )0,3−∈x ; 
• 02)1( <−=′y , график выпуклый, если ( )3,0∈x ; 

• 0
125
16)2( >=′′y , график вогнутый, если ( )∞+∈ ,3x . 

График функции имеет три точки перегиба: 
• у(0) = 0 ⇒ А(0, 0); 
• ( ) 33 −=−=y  ⇒ ( )3,3 −−D ; 
• 3)3( =y  ⇒ ( )3,3E . 
8. Строим график функции (рис. 5.50). 

 
 
 

 
           −                               +                                                                      + 

                   3−                                  0                                   3                      x 
Рис. 5.49 

                                y 
                               
                               2 
 
                 
 
              3     1          О     1    3  2                         x 
 
                               2 

 
Рис. 5.50 
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5.9. Формула Тейлора 
Пусть функция у = f(x), определённая в окрестности точки х0, имеет в 

этой точке производные до (п + 1)-го порядка включительно. Найдём мно-
гочлен степени п такой, что  

f(x) = nP (x) + nR (x), 

где nR (x) – разность между данной функцией и многочленом 

( ) n
nn xxbxxbxxbbxP )()()( 0

2
02010 −++−+−+= L  

при условии, что  

)()( 00 xPxf n= , )()( 00 xPxf n′=′ , ..., )()( 0
)(

0
)( xPxf n

n
n = . 

Найдём коэффициенты многочлена 0b , 1b , ..., nb , используя последние 
равенства: 

( ) 12
321 32 −++++=′ n

nn xnbxbxbbxP L ; 

( ) ( ) 2
32 1232 −−++⋅+=′′ n

nn xbnnxbbxP L ; 

( ) ( )( ) 3
3 2123 −−−++⋅=′′′ n

nn xbnnnbxP L ; 

………………………………………………… 
( )( ) ( )( ) n
n

n bnnnxP ⋅⋅−−= 1221 K . 

Полагая х = 0x , находим значения всех коэффициентов: 

000 )()( bxPxf n == , 100 )()( bxPxf n =′=′ , 200 !2)()( bxPxf n =′′=′′ ,  

300 !3)()( bxPxf n =′′′=′′′ , ..., n
n

n
n bnxPxf !)()( 0

)(
0

)( == , 

откуда 

)( 00 xfb = , )( 01 xfb ′= , )(!2
1

02 xfb ′′= ,  

)(!3
1

03 xfb ′′′= , ..., )(!
1

0
)( xfnb n

n = . 

Подставляя найденные значения коэффициентов в выражение для 
nP (х), получаем многочлен вида 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ++−+−
′′

+−
′

+= L3
00

)3(
2

0000
0 !3!2!1 xxxfxxxfxxxfxfxPn  
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( )( )n
n

xxn
xf

00
)(

! −+ , (5.1.24) 

который называется многочленом Тейлора функции f(x). 
Учитывая, что f(x) = nP (x) + nR (x), получаем равенство 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ++−
′′

+−
′

+= L2
0000

0 !2!1 xxxfxxxfxfxf  

 
( )( ) )(00

)(

! xRn
n

nxxn
xf

+−+ . (5.1.25) 

    y                            y = f(x) 
                      
                                     Rn(x) 
                                     y = Pn(x)
 

     O           x0                 x            х 
 

Рис. 5.51 
 

Величина nR (x) называется остаточным членом формулы Тейлора 
(рис. 5.51). Для тех значений х, для которых остаточный член nR (x) мал, 
многочлен nP (x)  даёт приближённое представление функции f(x). 

Формулу (5.1.25) называют формулой Тейлора для функции f(x). 
Теорема 5.18. Если функция f(x)  имеет все производные до 

(п + 1)-го порядка в окрестности точки 0x , то остаточный член 
формулы Тейлора этой функции имеет вид 

 ( )( )ξ
+

−
= +

+
1

1
0

!)1(
)()( n
n

n fn
xxxR , (5.1.26) 

где 0x  < ξ < x. 
Формула (5.1.26) называется остаточным  членом  в  форме  Ла-

гранжа . Её иногда используют для оценки погрешности в приближённых 
вычислениях (хотя существуют и другие методы). Объединим выражения 
(5.1.25) и (5.1.26): 

( ) ( ) ( ) ( ) ++−
′′

+−
′

+= L2
0000

0 !2
)(

!1
)( xxxfxxxfxfxf
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  + ( )
( )( )
( ) ( ) 1

0

1

00
)(

!1!
)( +

+

−
+

ξ
+− n

n
n

n
xxn

f
xxn

xff . (5.1.27) 

Выражение (5.1.27) называется формулой Тейлора с остаточным чле-
ном в форме Лагранжа. 

Формула выглядит проще, если 0x  = 0: 

( ) ( ) ++
′′′

+
′′

+
′

+= L32
!3

)0(
!2

)0(
!1

)0(0 xfxfxffxf  

 + ( )
1

)1()(

!1
)(

!
)0( +

+

+
θ

+ n
n

n
n

xn
xfxn

f , (5.1.28) 

где 0 < θ < 1. 
Выражение (5.1.28) называют формулой Маклорена с остаточным чле-

ном в форме Лагранжа. 
Продемонстрируем применение последней формулы. Получим, напри-

мер, разложение функции y = xe  и подсчитаем приблизительно число е.  
Вычислим коэффициенты разложения, а затем подставим их в формулу 

(5.1.28): 

( ) 10
0
==

=x
xey ,  ( ) 10

0
==′

=x
xey ,  ( ) 10

0
==′′

=x
xey , …, 

( ) 10
0

)( ==
=x

xn ey ; 

x
nn

x en
x

n
xxxxxe θ

+

+
+++++++= !)1(!!4!3!21

1432
L . 

Подсчитаем число е, взяв, например, п = 6 и положив х = 1: 

nRe +
⋅⋅⋅⋅⋅

+
⋅⋅⋅⋅

+
⋅⋅⋅

+
⋅⋅

+++= 654321
1

54321
1

4321
1

321
1

2
111 . 

Оценим погрешность 

001,0
6801
1

7654321
3

7654321
1 <=

⋅⋅⋅⋅⋅⋅
<⋅

⋅⋅⋅⋅⋅⋅
= θeRn . 

Итого: 310−<nR . Это значит, что третий знак после запятой должен 
быть точным, следовательно, вычисления надо проводить с четырьмя зна-
ками после запятой, результат округлить до третьего знака. Чтобы не уве-
личивать погрешность, сначала выполним операцию сложения, а затем – 
деления: 
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718,22180,05,2072
1575,2072

1
012

1
24
1

6
15,2 ≈+≈+=++++≈e . 

Сравните с более точным результатом е = 2,718281828…  

5.10. Вопросы и задания для самоконтроля 
1. Для каких точек графика функции её дифференциал больше прира-

щения? Для каких точек он меньше приращения? 
2. Как используется дифференциал функции в приближённых вычис-

лениях? 
3. Покажите, что производная первого порядка от функции, заданной 

параметрически, есть снова параметрически заданная функция. Как найти 

производную 
2

2

dx
yd

 от такой функции? 
4. Сформулируйте правило Лопиталя. Обоснуйте его применение к вы-

числению предела xe
x

xx −−

−
→ 1

cos1lim
3

0 . Вычислите его. 
Ответ: 3. 
5. Дайте определение локального экстремума функции. 
6. Может ли функция иметь несколько локальных экстремумов? 
7. Может ли локальный максимум некоторой функции оказаться 

меньше какого-то локального максимума этой же функции? 
8. Сформулируйте теорему, выражающую необходимое условие ло-

кального экстремума. Покажите на примере, что это условие не является 
достаточным. 

9. Какие точки называются точками возможного экстремума? 
10. Сформулируйте теорему, выражающую достаточное условие ло-

кального экстремума. 
11. Дайте определение направления выпуклости графика функции. 
12. Сформулируйте теорему, с помощью которой решается вопрос о 

направлении выпуклости графика функции. 
13. Дайте определение точки перегиба графика функции. 
14. Сформулируйте необходимое условие точки перегиба графика 

функции. Покажите на примере, что это условие не является достаточным. 
15. Какие точки называются критическими? 
16. Сформулируйте достаточное условие точки перегиба графика 

функции. 
17. Дайте определение вертикальной, горизонтальной и наклонной 

асимптот. 
18. Приведите схему построения графика функции. 
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