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§2 Предел функции 

2.1 Предел числовой последовательности 

Определение 1. Бесконечной числовой последовательностью (или 

просто числовой последовательностью) называется функция ( )f f n , 

определенная на множестве всех натуральных чисел  1,2,3,..., ,...N n . 

Значения функции 
1 2, ,..., ,...nf f f называются ее членами. 

Последовательность ( )na f n  иногда обозначают так:  na . Это 

означает, что задана последовательность с общим членом na . По данно-

му общему члену всегда можно найти любой член последовательности 

ka , подставив в na  вместо n число k. Ниже приведены примеры после-

довательностей, причем сначала приведена форма записи  na , а затем 

записаны  несколько первых членов: 

1)  ( 1) ; 1,2, 3,...;n n      2)  3 1 ; 4,7,10,...;n   3)  2 ; 1,0, 1,...;n   

4) 
1 1 1

; 1, , ,...;
2 3n

 
 
 

 5) 
1 2

; , ,...
1 2 3

n

n

 
 

 
; 6) 

1 3 2
; 1, , ,...;

2 4 3

n

n

 
 
 

  

7) 
1 1

( 1) ; 1, ,...;
2

n

n

 
  

 
 

Для числовой последовательности, как и для любой функции, мож-

но построить график. Он не является линией, а состоит из отдельных 

точек, расположенных справа от оси Oy. 

Определение 2. Числовая последовательность  na  называется не-

возрастающей (неубывающей), если для любого номера n справедливо 

неравенство 1 1, ( )n n n na a a a   . 

Если 1 1, ( )n n n na a a a   , то последовательность  na  называется 

строго убывающая (строго возрастающая). Например, последователь-

ность  2 n  − убывающая, последовательность  3 1n   − возрастаю-

щая. 

Невозрастающие, неубывающие, возрастающие и убывающие по-

следовательности называются монотонными. 

Определение 3. Последовательность  na  называется ограничен-

ной сверху (снизу), если существует такое число М, что для любого но-

мера n выполняется неравенство , ( )n na M a M  . Последовательность 
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 2 n  ограничена сверху, например числом 1. Последовательности, 

одновременно ограниченные сверху и снизу, называются ограниченны-

ми. Последовательность 
1

n

 
 
 

 − ограниченная. 

Определение 4. Число a называется пределом числовой последова-

тельности  na , если для любого числа 0   существует такой номер 

( )N N  , зависящий от  , что для всех n N  выполняется неравенство 

na a   . Это записывается так: lim n
n

a a


  или 
na a  при n .  

Характер стремления последовательности к своему пределу разли-

чен. Последовательности 
1

n

 
 
 

 и 
1

2

n

n

 
 
 

 стремятся к своим пределам 

убывая; последовательность 
1

n

n

 
 

 
 стремится к единице возрастая; по-

следовательность 
1

( 1)n

n

 
 

 
 стремится к нулю так, что ее члены стано-

вятся поочередно то больше, то меньше нуля. 

Сформулируем важные свойства пределов числовых последова-

тельностей (без доказательства). 

1. Последовательность может иметь только один предел. 

2. Любая неубывающая (невозрастающая) последовательность, 

ограниченная сверху (снизу), имеет предел. 

2.2 Число e.  

Рассмотрим числовую последовательность  

1
1

n

n

   
  

   

. 

Эта последовательность как возрастающая и ограниченная сверху 

имеет предел. Этот предел принято обозначать буквой e (так называе-

мый второй замечательный предел): 

    
1

lim 1

n

n
e

n

 
  

 
.     (1) 

Число e является иррациональным и приблизительно равно 2,71828 

(е = 2,71828182...). 
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2.3 Предел функции.  

Выше рассмотрено понятие предела для частного вида функций − 

числовых последовательностей. Обобщим это определение на произ-

вольные функции. 

Пусть функция ( )f x  определена в некоторой окрестности точки 

x a , кроме, быть может, самой точки a : 

Определение 5. Число A называется пределом функции ( )f x  при 

стремлении x к a (или в точке a), если для любого числа 0   существу-

ет такое число 0  , что для всех x a , удовлетворяющих условию 

x a   , и ( )x D f , имеет место неравенство ( )f x A   . Обозна-

чают это так: 

lim ( )
x a

f x A


  или ( )f x A  при x a . 

Отсюда, если число A есть предел функции ( )f x  в точке x a , то 

для всех x, достаточно близких к числу a и отличных от него, соответ-

ствующие им значения функции ( )f x  оказываются сколь угодно близ-

кими к числу A (естественно в тех точках x, в которых функция ( )f x  

определена). 

Замечание. Если в формуле (1) положить 
1

x
n
 , то она примет вид  

     
1

0
lim 1 x

x
e x


  .             (2) 

При изучении свойств функции приходится рассматривать и пре-

дел функции при стремлении аргумента x к бесконечности. 

Определение 6. Число A называется пределом функции ( )f x  при 

стремлении x к  , если для любого числа 0   существует такое по-

ложительное число N, что для всех x, удовлетворяющих условию x N , 

имеет место неравенство ( )f x A   . При этом пишут lim ( )
x

A f x


 . 

Аналогично определяется предел функции ( )f x  при стремлении x 

к   

 
                 Рис. 
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§3 Бесконечно малые и бесконечно большие величины 

3.1 Бесконечно малые и их свойства 

При изучении свойств пределов функций особую роль играют 

функции, предел которых при стремлении аргумента к какой-либо точке 

равен нулю. Числовая последовательность  na  называется бесконечно 

малой, если ее предел равен нулю: lim 0n
n

a


 . Последовательности 
1

,
n

 
 
 

 

1
( 1)

n

 
  

 
 являются бесконечно малыми: их пределами является нуль. 

Понятие бесконечно малой последовательности можно перенести на 

произвольные функции. 

Определение 1. Функция ( )x  называется бесконечно малой при 

x a , если lim ( ) 0
x a

x

  , т.е. если для любого числа 0   существует 

такое число 0  , что для всех x, удовлетворяющих неравенству 

0 x a    , выполняется неравенство ( )x   . 

Бесконечно малую функцию ( )x  называют также бесконечно ма-

лой величиной или просто бесконечно малой. 

Пример. Показать, что функция 2 1y x   является бесконечно ма-

лой при 1x . Пусть   − произвольное положительное число. Найдем 

такое число 0  , что для всех x, удовлетворяющих неравенству 

0 1x    , выполняется неравенство 
2 1x    . Таким   является 

1 1      . Следовательно, функция 2 1y x   является бесконечно 

малой при 1x . 

В дальнейшем в этом параграфе при рассмотрении бесконечно ма-

лых будем иметь в виду, что они являются бесконечно малыми при 

x a . 

Остановимся на основных свойствах бесконечно малых функций. 

Эти свойства будут верны также и для бесконечно малых последова-

тельностей. 

1. Если функции 1( )x  и 2( )x  являются бесконечно малыми, то 

функция 1 2( ) ( )x x   также есть бесконечно малая. 

2.Произведение ограниченной при x a  функции на бесконечно 

малую есть функция бесконечно малая. 

Непосредственно из свойства 2 следуют свойства 3 и 4. 
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3. Произведение постоянной на бесконечно малую есть бесконечно 

малая. 

4. Произведение двух бесконечно малых есть бесконечно малая. 

Замечание. Свойство 4 распространяется на любое конечное число 

бесконечно малых. 

3.2 Бесконечно большие функции 

Определение 2. Числовая последовательность  na называется бес-

конечно большой, если для любого положительного числа M найдется 

такое натуральное число N, что для любого n N  выполняется неравен-

ство na M . В этом случае пишут lim n
n

a


 . 

Последовательности  ,n  2 ,n   ( 1)n n   являются бесконечно 

большими. 

Понятие бесконечно большой последовательности можно перене-

сти на произвольные функции. 

Определение 3. Функция ( )f x  называется бесконечно большой 

при x a , если для любого числа 0M   существует такое число 0  , 

что ( )f x M для всех x, удовлетворяющих неравенству 0 x a    . 

Обозначается это так: lim ( )
x a

f x


 . 

Если при этом ( )f x  положительна (отрицательна) в окрестности 

точки a, то пишут lim ( )
x a

f x


   ( lim ( )
x a

f x


  ). 

Замечания.  
1. Бесконечность ( ) не число, а символ, который употребляется, 

например, для того, чтобы указать, что соответствующая функция есть 

бесконечно большая. 

2. Бесконечно большая функция ( )f x  при x a  не имеет предела, 

так как предел переменной (если он существует) − некоторое число. То 

же в случае бесконечно большой числовой последовательности. 

В дальнейшем всегда под пределом последовательности (функции) 

будем понимать конечный предел, т.е. число, если не оговорено про-

тивное. 

Ниже рассматриваются бесконечно большие функции при x a . 

Как видно из следующих свойств, которые верны и для последователь-

ностей, бесконечно большие и бесконечно малые функции тесно связа-

ны между собой. 
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1. Если функция ( )f x  бесконечно большая, то 
1

( )f x
 бесконечно 

малая. 

2. Если функция ( )x  бесконечно малая и не обращается в нуль, то 

1

( )x
 − бесконечно большая. 

Замечание. В данном параграфе были рассмотрены функции аргу-

мента x для случая, когда x a . Однако все предложения, установлен-

ные здесь, остаются в силе и для случая, когда x  стремится к бесконеч-

ности. 

 

§4 Основные теоремы о пределах и их применение 

4.1 Основные теоремы о пределах 

Прежде сделаем следующее замечание. Ниже рассматриваются 

функции аргумента x, при этом x стремится к a или x стремится к беско-

нечности. Все устанавливаемые в этом пункте предложения о пределах 

имеют место в обоих случаях; они верны также и для последовательно-

стей.  

Теорема 1. Для того чтобы число A было пределом функции ( )f x  

при x a , необходимо и достаточно, чтобы эта функция была предста-

вима в виде ( ) ( )f x A x  , где ( )x  − бесконечно малая. 

Теорема 2. Предел постоянной величины равен самой постоянной. 

Это предложение непосредственно вытекает из определения преде-

ла. 

Теорема 3. Если функция ( ) 0 ( ( ) 0)f x f x   для всех x в некоторой 

окрестности точки a, кроме, быть может, самой точки a, и в точке a 

имеет предел, то lim ( ) 0
x a

f x


  ( lim ( ) 0
x a

f x


 ).  

Теорема 4. Если функции 
1( )f x  и 

2( )f x  имеют пределы при x a , 

то при x a  имеют пределы также их сумма 
1 2( ) ( )f x f x , произведе-

ние 
1 2( ) ( )f x f x  и при условии 

2lim ( ) 0
x a

f x


  частное 1

2

( )

( )

f x

f x
, причем  

 1 2 1 2lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( )
x a x a x a

f x f x f x f x
  

   ,         (1) 

 1 2 1 2lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( )
x a x a x a

f x f x f x f x
  

   ,       (2) 

  1 1

2 2

( ) ( )
lim lim

( ) ( )x a x a

f x f x

f x f x 
 .        (3) 
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Замечание. Формула (1) распространяется на случай алгебраиче-

ской суммы любого конечного числа слагаемых, а формула (2) − на слу-

чай любого конечного числа сомножителей. 

Следствие 1. Если функция ( )f x  имеет предел при x a , то 

 lim ( ) lim ( )
n

n

x a x a
f x f x

 

 
 

 

где n − натуральное число. 

Следствие 2. Постоянный множитель можно выносить за знак пре-

дела: 

lim ( ) lim ( )
x a x a

c f x c f x
 

  , 

c − const. 

Теорема 5. Если для функций 
1 2( ), ( ), ( )f x f x f x  в некоторой 

окрестности точки a выполняется неравенство 

1 2( ) ( ) ( )f x f x f x       (4) 

и 
1 2lim ( ) lim ( )

x a x a
f x f x A

 
  , тo lim ( )

x a
f x A


 . 

4.2 Примеры вычисления пределов. 

Пример 1. Найти  2

1
lim 2 1
x

x


  

Используя теоремы 4, 2, следствия 2, 1  последовательно, получаем  

       
22 2

1 1 1 1
lim 2 1 lim 2 lim 1 2lim 1 2 1 3
x x x x

x x x
   

        . 

Пример 2. Найти 
2

31

5 1
lim

1x

x x

x

 


.  

Применяя теоремы 4, 2, следствия 1, 2 , находим 

 
 

 
 

2 2
2

1 1 1 1

3 331

1 11

2

1 1

3

1

lim 5 1 lim lim5 lim15 1
lim

1 lim lim1lim 1

lim 5lim 1 1 5 1 3
.

1 1 2lim 1

x x x x

x

x xx

x x

x

x x x xx x

x xx

x x

x

   



 

 



    
  

 

   
   



 

Как показывают решения приведенных примеров, в простейших 

случаях нахождение предела сводится к подстановке в данное выраже-

ние предельного значения аргумента. Однако не всегда можно вычис-

лить предел с помощью формул (1), (2), (3). Так, формулы (1) и (2) 

утрачивают смысл, если хотя бы одна из функций 
1( )f x  или 

2( )f x  не 

имеет предела. Формула (3) неверна, если знаменатель дроби стремится 

к нулю. Рассмотрим здесь два случая. 
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а) Предел числителя не равен нулю. 

Пример 3. Найти 
2

21
lim

1x

x

x 
. 

Имеем  2

1
lim 1 0
x

x


  . Поэтому формулу (3) в этом примере ис-

пользовать нельзя. Так как 

2
2

1

2 21

1

lim(1 )1 0
lim 0

lim 1

x

x

x

xx

x x








   , то функция 

2

2

1
( )

x
f x

x


  бесконечно малая при 1x . Тогда функция 

2

1 2
( )

1

x
f x

x



 

бесконечно большая при 1x , т.е. 
2

1 21 1
lim ( ) lim

1x x

x
f x

x 
 


. 

Можно отметить, что, когда x приближается к 1 слева, т. е. остава-

ясь все время меньше 1 (что записывают 1 0x  ), функция 
2

1 2
( )

1

x
f x

x



 остается все время положительной. В этом случае записы-

вают  
2

1 21 0 1 0
lim ( ) lim

1x x

x
f x

x   
  


. 

Если же x приближается к 1 справа, т.е. оставаясь все время больше 

1 (что записывают 1 0x  ), эта функция остается все время отрица-

тельной. В этом случае записывают 
2

1 21 0 1 0
lim ( ) lim

1x x

x
f x

x   
  


. 

б) предел числителя равен нулю. 

Пример4. Найти 
2

20

3
lim
x

x x

x x




. 

Здесь 2

0
lim( 3 ) 0
x

x x


  , 2

0
lim( ) 0
x

x x


  . Говорят, что в этом случае 

имеем неопределенность вида 
0

0
. Однако предел 

2

20

3
lim
x

x x

x x




 существу-

ет, и его можно найти. Для его нахождения, т.е. раскрытия неопреде-

ленности вида 
0

0
, надо предварительно преобразовать дробь 

2

2

3x x

x x




, 

разделив числитель и знаменатель  на x, что возможно, так как до пере-

хода к предельному значению 0x  . Следовательно, получим 

 
 

2

20 0 0

33 3
lim lim lim .

1 1x x x

x xx x x

x x x x x  

 
 

  
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Но 
0

3
lim 3

1x

x

x





 (здесь формула (3) применима, так как 

 
0

lim 1 1 0
x

x


   ). 

В результате имеем 
2

20 0

3 3
lim lim 3

1x x

x x x

x x x 

 
 

 
. 

Пример 5. Найти 
0

4 4
lim
x

x x

x

  
. 

Так как  
0

lim 4 4 0
x

x x


    , 
0

lim 0
x

x


 ,то здесь также имеем не-

определенность вида 
0

0
. Для того чтобы раскрыть эту неопределен-

ность, преобразуем дробь, стоящую под знаком предела, умножив чис-

литель и знаменатель этой дроби на ( 4 4 )x x    и сделав после че-

го необходимые упрощения: 

  
 

 

   

 

0 0

0 0

0

4 4 4 44 4
lim lim

4 4

4 4 2
lim lim

4 4 4 4

1 1 1
2lim 2

2 2 24 4

x x

x x

x

x x x xx x

x x x x

x x x

x x x x x x

x x

 

 



       
 

  

   
  

     

      
  

 

Рассмотрим теперь примеры на вычисление пределов функций при 

x . 

Пример 6. Найти 
0

4
lim

3 2x x 
. 

Очевидно,  
0

lim 3 2
x

x


  . Поэтому функция 
4

3 2x 
 бесконечно 

малая при x , т.е. 
4

lim 0
3 2x x




. 

Пример 7. Найти 
3 5

lim
4 1x

x

x




. 
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Здесь  lim 3 5
x

x


  , lim(4 1)
x

x


  . Говорят, что в этом случае 

имеем неопределенность вида 



. Для ее раскрытия предварительно 

числитель и знаменатель дроби 
3 5

4 1

x

x




 почленно разделим на x.  

Получим 

5
3

3 5
lim lim

14 1
4

x x

x x

x

x

 









. Но 
1 5

lim 0, lim 0
x xx x 

  . 

В результате имеем 

3 5 3
lim

4 1 4x

x

x





. 

Аналогично устанавливается, что при x  дробно-рациональная 

функция стремится либо к нулю, либо к бесконечности, либо к конеч-

ному числу, отличному от нуля, в зависимости от того, будет ли степень 

числителя меньше степени знаменателя, больше ее или равна ей. 

4.3  Первый замечательный предел.  

Справедливо равенство 

0

sin
lim 1
x

x

x
 .         (5) 

Равенство (5) называется первым замечательным пределом. С его 

помощью можно вычислять пределы различных функций, содержащих 

тригонометрические функции и степени x. 

Пример 1. Найти 
0

sin3
lim
x

x

x
.  

Имеем  

0 0 0

sin3 3sin3 sin3
lim lim 3lim 3

3 3x x x

x x x

x x x  
   . 

Пример 2. Найти 
0

sin 2
lim

sin5x

x

x
. 

Имеем  

0 0 0

2sin 2 sin 2
sin 2 2 22 2lim lim lim

5sin5 sin5sin5 5 5

5 5

x x x

x x
x x x

x xx

x x

  
     

 



 11 

4.4 Сравнение бесконечно малых.  

Рассмотрим отношение двух бесконечно малых ( )x  и ( )x  при 

x a  (для компактности записи будем обозначать их просто   и  ). 

Выделим три случая. 

1. lim 0
x a





.  

В этом случае говорят, что   – бесконечно малая более высокого 

порядка, чем  . 

2. lim 0
x a

A



 


 (A – число). 

 В этом случае функции   и   называют бесконечно малыми од-

ного и того же порядка 

3. lim
x a


 


. 

В этом случае говорят, что   – бесконечно малая более низкого 

порядка, чем  . Можно сказать также, что   − бесконечно малая более 

высокого порядка, чем  . 

 

Пример 1. При 2x  функция 3( 2)x   бесконечно малая более вы-

сокого порядка, чем 2x  , так как 
3

2

( 2)
lim 0

2x

x

x





. 

Пример 2. При 0x функции 25x  и 2x  являются бесконечно ма-

лыми одного порядка, так как 
2

20

5
lim 5
x

x

x
 . 

 

 

Пример 3. При 1x  функция 1x   бесконечно малая более низ-

кого порядка, чем 2( 1)( 1)x x  , так как 

21

1
lim

( 1)( 1)x

x

x x




 
 

Определение. Если функции   и   бесконечно малые одного и 

того же порядка, причем lim 1
x a





, то они называются эквивалентными 

бесконечно малыми. Символически это записывают так:   . 
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Из определения, в частности, следует, что если lim 0
x a

A



 


, т.е. 

если   и   − бесконечно малые одного порядка, то   и A  будут яв-

ляться эквивалентными бесконечно малыми: A  . 

Пример 4. Как замечено в пункте 3, 
0

sin
lim 1
x

x

x
 , т. е. sin x  и x 

при 0x  являются эквивалентными бесконечно малыми. 

Пример 5. Так как  

0 0 0 0

tg sin 1 sin 1
lim lim lim lim 1

cos cosx x x x

x x x

x x x x x   

 
     

 
,  

то tg .x x  

Теорема 6. Если существует предел отношения двух бесконечно 

малых   и  , то он равен пределу отношения соответствующих им эк-

вивалентных бесконечно малых. 

Пример 6. 
0 0

sin5 5 5
lim lim

tg3 3 3x x

x x

x x 
  , так как sin5 5x x  и tg3 3x x  при 

0x . 

 

Применение первого и второго замечательных пределов позволяет 

доказать справедливость формул  приведенных в таблице эквивалент-

ных бесконечно малых функций при х   а. 

Таблица эквивалентных бесконечно малых функций. 

аx  х  при  0)(  

1  

)(sin x ~ )(x  

6 
))(1(log xa  ~

a

x

ln

)(  

2 )(xtg ~ )(x  6а ))(1ln( x ~ )(x  

3 )(arcsin x ~ )(x  7 1)( xa ~ ax ln)(  

4 )(xarctg ~ )(x  7а 1)( xe ~ )(x  

5 
)(cos1 x ~

2

))(( 2x  8 1))(1(   x ~ )(x  
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Например, вычислим 
)

2
(

2arcsin
lim

0 x
tg

x

x  . 

Так как при 0 arcsin2x x   ~ 2х, )
2

(
x

tg


 ~ 
2

x
,  

то имеет место 

 равенство:   

4

2

2
lim

)
2

(

2arcsin
lim

00


 x

x

x
tg

x

xx . 

 

Замечание. В случаях, когда аргумент α (х) функции в вычисляе-

мом пределе стремится не к нулю, а к отличному от нуля числу, напри-

мер,   α (х)   а, а 0,  вводят новую переменную  

 t = α(х) – а. 

Тогда, если α(х)   а, то t  0  (функция t(х) должна быть непре-

рывной функцией в окрестности точки t = 0).  

 Новая переменная t   0 (при α(х)   а),  и для нее легко можно 

использовать таблицу эквивалентных бесконечно малых функций. 

Например, вычислим предел 




































0
440

0

1ln

2

2

2

2

)ln(tg

cossin
lim

4

txtx
x

xx

x




 

Предварительно сделаем следующие преобразования: 

);sin(cos
2

2

4
sincos

4
cossin)

4
sin(sin tttttx 


 

);sin(cos
2

2

4
sinsin

4
coscos)

4
cos(cos tttttx 


 

;
tg1

tg2
1

tg1

tg2tg1

tg1

1tg

4
tgtg1

4
tgtg

)
4

tg(tg
t

t

t

tt

t

t

t

t

tx























 

0
tg1

tg2


 t

t
     при   0t  
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и воспользуемся результатами преобразований: 

.
2

2

1
2

2
lim

tg1

tg
2

sin2
lim

)
tg1

tg2
1ln(

)sin(cos
2

2
)cos(sin

2

2

lim
000


















t

t

t

t

t

t

t

t

tttt

ttt

 

 


