
ВАРИАНТ № 1 
 
Найти предел функции или доказать, что он не существует  

1) 22

22

0
0

52lim
yx
yx

y
x +

−

→
→

;    2) ( )
( )22

22

1
0 1

111lim
++

−+++

−→
→ yx

yx

y
x

. 

3) Найти все частные производные второго порядка от функции  ( )yx eeu += ln . 
 
Найти указанные частные производные сложной функции 

4) xyz arctg= , 
v

uy
v
ux

2

2 , == ; 
u
z

∂
∂  − ?     

v
z
∂
∂  − ?     2

2

u
z

∂
∂  − ?   

5) ,   ( )yxxyz += ln 12 += tx ,   2
1
t

y = ;      
dt
dz  − ?  

6) ( )xyyxfz ,22 += , 
yx

z
∂∂

∂2
 − ? 

 

7) Функция    задана неявно уравнением . Найти  ( )xyy = 222222 bayaxb =+
dx
dy . 

8) Функция    задана неявно уравнением . ( yxzz ,= ) 02222 =−+++ yxzyyxxz

Найти  
x
z
∂
∂   и  

y
z
∂
∂ . 

 
9) Для функции    найти: 13322 −−−= yxyyxz
а) производную в точке  М(2,1)  в направлении от точки  М  к точке  О(0,0); 
б) gradz  в точке  N(2,2). 

 
10) Записать уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 

 в точке М(1,2,1). Существует ли на поверхности точка, в которой 
нормаль к поверхности параллельна оси OZ ? 

12 222 =−− xzy

 
11) Исследовать на экстремум функцию . yxyxyxz −−++= 222

 
12) Записать формулу Тейлора до членов 3-го порядка малости для функции 

)2ln( yxz −=  в окрестности точки М(1,1) 
 
13) Исследовать функцию ( )yxyxz +−+=  на непрерывность и дифференцируе-
мость в точке М(0;0). 

 
14) Найти наибольшее и наименьшее значения функции    в круге  

. 

22 2yxz +=

422 ≤+ yx
15) Вычислить приближённо   ( )2003,2002,1 ⋅ . 



ВАРИАНТ № 2 
 
Найти предел функции или доказать, что он не существует  

1) 23

2

0
0

2lim
yx
xxy

y
x +

+

→
→

;    2) 
224

2lim
22

22

0
0 −−−

+

→
→ yx

yx

y
x

. 

3) Найти все частные производные второго порядка от функции   x
y

e
x

u 4

2

1 −
⋅= . 

 
Найти указанные частные производные сложной функции 

4) 1,, 2

2
22 −==

−
+

=
v
uyvux

yx
yxz ; 

u
z

∂
∂  − ?     

v
z
∂
∂  − ?     2

2

v
z

∂
∂  − ? 

5) 
1

,,32

+
==−= −

t

t
t

e
eytexxyyxz ;      

dt
dz  − ?   

6) , );( 32 xyyxfz −=
yx

z
∂∂

∂2
 − ? 

7) Функция    задана неявно уравнением . Найти ( )xyy = 9222 =++ yyx
dx
dy . 

 
8) Функция    задана неявно уравнением . ( yxzz ,= ) xyzxz 23 23 =+

Найти  
x
z
∂
∂   и  

y
z
∂
∂ . 

 
9) Для функции  xyzu =   найти: 
а) производную в точке  М(5,1,2)  в направлении от точки  М  к точке  N(0,1,1); 
б) gradu  в  точке  К(3,1,1). 

 
10) Записать уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 

 в точке М(1,1,2).  В какой точке поверхности нормаль к ней бу-
дет иметь направление вектора  

4222 =+− zyx
{ }1,1,1 −=q . 

 
11) Исследовать на экстремум функцию yxyxz +−+= 2

3

2
3

. 

12) Записать формулу Тейлора до членов 3-го порядка малости для функции 
)2sin( yxz −= π  в окрестности точки М(1,0) 

13) Исследовать функцию ( )22 yxxz +−=  на непрерывность и дифференцируе-
мость в точке М(0;0). 

14) Найти наибольшее и наименьшее значения функции  ( ) ( )3 222 1−⋅−= xyxz   в 

области, ограниченной кривыми  . 2,2 == xxy
15) Вычислить приближённо   . 01,001,3 e⋅



ВАРИАНТ № 3 
 
Найти предел функции или доказать, что он не существует 

1) 
( )222

22

0
0 2

lim
yxyx

yx

y
x −+→
→

;   2) 
yx

x

y
x x

+

→
∞→

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

23

0
2
11lim . 

3) Найти все частные производные второго порядка от функции  
( ) ( )22ln byaxu −+−= , (a, b − const). 

 
Найти указанные частные производные сложной функции  

4) 22,,arcsin vuyvux
y
xz +=+== ; 

u
z

∂
∂  − ?    

v
z
∂
∂  − ?    

vu
z
∂∂

∂2

 − ? 

5) tytxxxyz 2,log, 2 ==+= ;     
dt
dz  − ?  

6) )cos;sin( yxxyfz = , 
yx

z
∂∂

∂2
 − ? 

7) Функция    задана неявно уравнением . Найти ( )xyy = 125,05,0 22 =+ yx
dx
dy . 

8) Функция    задана неявно уравнением   

. Найти  

( yxzz ,= )

2222222 =−−+++++ yzxzzyxzyx
x
z
∂
∂    и   

y
z
∂
∂ . 

9) Для функции    найти: ( 3log1 xz y+= )
а) производную в точке  М(е,е)  в направлении от точки  М  к точке  N(3е,-2е); 
б) gradz  в точке  К(1,2). 

10) Найти касательные плоскости к поверхности 1
4621

222

=++
zyx , которые были бы 

параллельны плоскости  0322 =−+ zyx . 
 
11) Исследовать на экстремум функцию . 27933 +−+= xyyxz
 
12) Записать формулу Тейлора до членов 3-го порядка малости для функции 

)cos( yxz −=  в окрестности точки М(π,0). 

13) Исследовать функцию 22 yxxz +−=  на непрерывность и дифференцируе-
мость в точке М(0;0). 

14) Найти наибольшее и наименьшее значения функции 
862

22 xyyxxyz −−=  в облас-

ти, ограниченной прямыми 1
43

,0,0 =+==
yxyx . 

15) Вычислить приближённо значение функции 22 yx
xyz
−

=   в точке  М(1,98;1,01). 



ВАРИАНТ № 4 
 
Найти предел функции или доказать, что он не существует  

1) 22
0
0

2lim
yx

xy

y
x +
→
→

;     2) 
24

lim
22

22

0
0 −−−

+

→
→ yx

yx

y
x

. 

3) Найти все частные производные второго порядка от функции . xy yexeu +=
 
Найти указанные частные производные сложной функции 

4) vuy
vu

x
yx

z +=+=+= ,11,11 ;   
u
z

∂
∂  − ?     

v
z
∂
∂  − ?     2

2

u
z

∂
∂  − ? 

5) tyctgtx
x
y

y
xz cos,, ==+= ;     

dt
dz  − ? 

6) )cos;sin( yxxyfz ++= , 
yx

z
∂∂

∂2
 − ? 

7) Функция    задана неявно уравнением . Найти ( )xyy = 2233 3 yxxyyx −=+
dx
dy . 

8) Функция    задана неявно уравнением . ( yxzz ,= ) 0932 222 =−−+++ zxyzyx

Найти  
x
z
∂
∂   и  

y
z
∂
∂ . 

 
9) Для функции  ( )yxz += ln   найти: 
а) производную в точке  М(1,2)  в направлении от точки  М  к точке  N(-3,6); 
б) gradz  в точке  К(1,1). 

 
10) Записать  уравнения  касательной  плоскости и нормали к поверхности  

  в точке   М(1,-1,2).  В какой точке поверхности нормаль к ней 
будет иметь направление вектора  

83 222 =++ zyx
{ }1,1,0=q ? 

 
11) Исследовать на экстремум функцию . yxyyxyxz 3222 −−++=
 
12) Записать формулу Тейлора до членов 3-го порядка малости для функции 

 в окрестности точки М(1,0). yxez −=
2

 
13) Исследовать функцию 43 yxyz +−=  на непрерывность и дифференцируе-
мость в точке М(0;0). 

14) Найти наибольшее и наименьшее значения функции    в 
треугольнике, ограниченном прямыми  

435 22 +++= yxyxz
1−=x ,  1−=y ,  1=+ yx . 

15) Вычислить приближённо значение функции ( )22 2ln
2
1 xyz −=   в точке  

М(2,1;3,02). 



ВАРИАНТ № 5 
 
Найти предел функции или доказать, что он не существует  

1) ( )
( ) 2222

22

0
0

cos1lim
yxyx
yx

y
x +

+−

→
→

;    2) ( )
xy

yx
y
x

1sinlim 22

0
0

+
→
→

. 

3) Найти все частные производные второго порядка от функции  222 xay
yu
−

=   (a − 

const). 
 
Найти указанные частные производные сложной функции 

4) 2,, uyux
x
yz v === ; 

u
z

∂
∂  − ?     

v
z
∂
∂  − ?     2

2

v
z

∂
∂  − ? 

5) ( )
t

ytgtxyxz
sin

1,,ln 22 ==+= ;    
dt
dz  − ?   

6) )]cos();[sin( yxyxfz −+= , 
yx

z
∂∂

∂2
 − ? 

 

7) Функция    задана неявно уравнением ( )xyy = ayx =+ . Найти 
dx
dy . 

8) Функция    задана неявно уравнением ( yxzz ,= ) zyxxyz ++= . Найти  
x
z
∂
∂   и  

y
z
∂
∂ . 

9) Для функции  222 zyx
xu
++

=   найти: 

а) производную в точке  М(-3,1,0)  в направлении от точки  М  к точке  О(0,0,0); 
б) gradu  в точке  N(1,2,2). 

 
10) Записать уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности 

 в точке       М(0,-2,2).  В какой точке поверхности  нормаль к 
ней будет иметь направление вектора  

83 222 =++− zyx
{ }1,1,0=q . 

 
11) Исследовать на экстремум функцию  ( )0333 >−+= aaxyyxz . 

 
12) Записать формулу Тейлора до членов 3-го порядка малости для функции 

 в окрестности точки М(0,1). 
2yxez −=

 
13) Исследовать функцию 422 yxyxz +−−=  на непрерывность и 
дифференцируемость в точке М(0;0). 

14) Найти наибольшее и наименьшее значения функции    в 
круге  . 

yxyxz 161222 +−+=

2522 ≤+ yx
15) Вычислить приближённо  . 00 46tg59sin ⋅



ВАРИАНТ № 6 
 
Найти предел функции или доказать, что он не существует  

1) 23
0
0 3

5lim
yx

xy

y
x +
→
→

;      2) ( )
yx

yx
y
x

1sin1sinlim
0
0

⋅+
→
→

. 

3) Найти все частные производные второго порядка от функции   
y
xxu sin= . 

 
Найти указанные частные производные сложной функции 

4) ( ) uvyuvex
y
xz +=+== 1,ln,ln ; 

u
z

∂
∂  − ?     

v
z
∂
∂  − ?     

vu
z
∂∂

∂2

 − ? 

5) tytxz
x
y

ln,,
3
1

==⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ;    

dt
dz  − ?   

6) ];[ 22 yx
y
xfz −= , 

yx
z
∂∂

∂2
 − ? 

 
7) Функция  задана неявно уравнением  ( )xyy =

( ) ( ) ( ) 04281232 222 =−−++++ xyxyyx . Найти  
dx
dy . 

8) Функция    задана неявно уравнением . Найти  ( yxzz ,= ) 33 3 axyzz =−
x
z
∂
∂    и   

y
z
∂
∂ . 

 
9) Для функции  найти: 133 223 ++−= xyyxxz
а) производную в точке  )1;3(M   в направлении от точки  М  к точке  N(6,5); 
б) gradz  в точке  К(2,1). 

 
10) Записать уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности  

  в точке М(1,-1,2).  В какой точке поверхности нормаль к ней 
будет иметь направление оси  OZ ? 

1243 222 −=−+ zyx

11) Исследовать на экстремум функцию ( )yyxez x 222 ++= . 
12) Записать формулу Тейлора до членов 3-го порядка малости для функции 

yxz +=  в окрестности точки М(2,2). 

13) Исследовать функцию 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+

≠+
+=

0,0

0,2

42

42
42

yx

yx
yx

xy

z  на непрерывность и диффе-

ренцируемость в точке М(0;0). 
14)Найти наибольшее и наименьшее значения функции    в 
треугольнике, ограниченном прямыми  

xyxyxz 42 22 −−+=
3,0,1 ==+= xyxy . 

15) Вычислить приближённо  ( ) ( )22 96,32,5 + . 



ВАРИАНТ № 7 
 
Найти предел функции или доказать, что он не существует  

1) 
yx
yx

y
x 2

2lim
0
0 −

+

→
→

;     2) 
yxyxx

yx

y
x 6432

2lim 2
0
0 −+−

+

→
→

. 

3) Найти все частные производные второго порядка от функции   . 2cos xyu =
 
Найти указанные частные производные сложной функции 

4) ; ( ) vuyxyxtgz uv −==+= ,2,
u
z

∂
∂  − ?     

v
z
∂
∂  − ?     2

2

u
z

∂
∂  − ? 

5) ;    tytxxz y ln,arctg, ===
dt
dz  − ?   

6) , ];[ 32 xyyxfz +=
yx

z
∂∂

∂2
 − ? 

 

7) Функция    задана неявно уравнением ( )xyy = ( ) ( )yxyyxx −=+ 22 . Найти  
dx
dy . 

8) Функция  задана неявно уравнением . Найти ( yxzz ,= ) xyzzyx 3222 =++
x
z
∂
∂  и 

y
z
∂
∂ . 

9) Для функции    найти: 222 zyxxzyzxyu −−−++=
а) производную в точке  )3;2;1( −M   в направлении от точки  М  к точке    

N(3,3,-1); 
б) gradu  в точке  К(1,0,1). 

 
10) Записать уравнения касательной и нормали к поверхности    в 
точке  М(1,-2,-2). Существует ли на поверхности точка, в которой нормаль к по-
верхности параллельна оси  OY ? 

942 222 =+− zyx

 
11) Исследовать на экстремум функцию ( )0322 >++= aaxyxyxz . 
 

12) Записать формулу Тейлора до членов 3-го порядка малости для функции 
y
xz =  в 

окрестности точки М(1,1). 

13) Исследовать функцию 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+

≠+= +
−

0,0

0,
42

42

1
42

yx

yxez yx  на непрерывность и дифферен-

цируемость в точке М(0;0). 
 
14) Найти наибольшее и наименьшее значения функции  xyz =   в круге  . 422 ≤+ yx

15) Вычислить приближённо   ( ) ( )22 98,301,3 + . 



ВАРИАНТ № 8 
 
Найти предел функции или доказать, что он не существует  

1) 
yx
yx

y
x −

+

→
→

0
0

lim ;     2) 
x
yx

y
x

sinlim
2
0

→
→

. 

3) Найти все частные производные второго порядка от функции  . ( )xyxu += 2sin
 
Найти указанные частные производные сложной функции 

4) ; ( ) 2222 ,,32ln vuyvuxyxz −=+=+=
u
z

∂
∂  − ?     

v
z
∂
∂  − ?     2

2

v
z

∂
∂  − ? 

5) ;     32 ,sin, tytxez yx === −

dt
dz  − ?   

6) ];[ xyyxfz −= , 
yx

z
∂∂

∂2
 − ? 

 

7) Функция  задана неявно уравнением ( )xyy = 1ln =− yxy . Найти  
dx
dy . 

 
8) Функция    задана неявно уравнением . Найти  ( yxzz ,= ) 1coscoscos 222 =++ zyx

x
z
∂
∂    и   

y
z
∂
∂ . 

9) Для функции    найти: xyzzxyu −+= 32

а) производную в точке  )2;1;1(M   в направлении, образующим с осями коорди-
нат углы  600,  450  и  600 соответственно; 

б) gradu  в точке  N(2,1,1). 
 
10) Записать  уравнения  касательной  плоскости и нормали к поверхности  

  в точке  22 222 =−+ zyx )1;1;1(0 −−M .  Существует ли на поверхности точка, в 
которой нормаль к поверхности параллельна оси  OY? 

 
11) Исследовать на экстремум функцию . yxyxz 4222 +++=
 
12) Записать формулу Тейлора до членов 2-го порядка малости для функции yzxu =  
в окрестности точки М(1,1,0). 

13) Исследовать функцию 42 yxz +=  на непрерывность и дифференцируемость в 
точке М(0;0). 

14) Найти наибольшее и наименьшее значения функции    в области, ог-
раниченной кривыми . 

22 4yxz −=

6,22 =−= yyx

15) Вычислить приближённо  
3,1
2,0arcsin . 



ВАРИАНТ № 9 
 
Найти предел функции или доказать, что он не существует 

1) 44

44

0
0

4lim
yx
yx

y
x +

−

→
→

;     2) 
yxyxx

yx

y
x 2323
lim 2

22

0
0 −−+

−

→
→

. 

3) Найти все частные производные второго порядка от функции  
y
xxyu sin2 += . 

 
Найти указанные частные производные сложной функции 

4) uvyvuxz y
x

2,43,2 =−== ; 
u
z

∂
∂  − ?     

v
z
∂
∂  − ?     

vu
z
∂∂

∂2

 − ? 

5) ;     teytxxyz −=== ,,sin 2

dt
dz  − ?   

6) , ];[ 32 xyyxfz +=
yx

z
∂∂

∂2
 − ? 

7) Функция    задана неявно уравнением ( )xyy = ( ) 0cossin =−−− yxxy . Найти  
dx
dy . 

 
8) Функция    задана неявно уравнением . Найти  ( yxzz ,= ) 032 222 =+−+− yyzzyx

x
z
∂
∂    и   

y
z
∂
∂ . 

 
9) Для функции  )arctg(xyz =   найти: 
а) производную в точке  М(1,1)  в направлении биссектрисы первого координат-
ного угла; 

б) gradz  в точке  N(1,0). 
 
10) Записать уравнения касательной плоскости и нормали к поверхности  

  в точке  М(1,1,1).  Существует ли на поверхности точка,  в кото-
рой нормаль к поверхности параллельна оси  OZ? 

22 222 =−+ zyx

 
11) Исследовать на экстремум функцию . yxyxyxz 3222 −−++=
 
12) Записать формулу Тейлора до членов 2-го порядка малости для функции 

)ln( zyxu +−=  в окрестности точки М(1,0,1). 

13) Исследовать функцию 435 yxxz +−=  на непрерывность и дифференцируе-
мость в точке М(0;0). 

14) Найти наибольшее и наименьшее значения функции  2222 yxz −−=   в круге  
. 122 ≤+ yx

15) Вычислить приближённо   01,199,0 .



ВАРИАНТ № 10 
 
Найти предел функции или доказать, что он не существует  

1) 22

22

0
0

lim
yx
yx

y
x +

−

→
→

;     2) 
yx
yx

y
x −

−−+

→
→

24
lim

22

0
0

. 

3) Найти все частные производные второго порядка от функции  x
y

exu 2= . 
 
Найти указанные частные производные сложной функции 

4) ; ( ) vuyvuxyxz lnln,ln,2 2 +=+=−=
u
z

∂
∂  − ?     

v
z
∂
∂  − ?     2

2

u
z

∂
∂  − ? 

5) tytxyz x ln,13,1 =+=+= ;     
dt
dz  − ?   

6) ]);[sin( yxyxfz −+= , 
yx

z
∂∂

∂2
 − ? 

 
7) Функция  задана неявно уравнением ( )xyy = 0coscossin =+− xyyyx . Найти  

dx
dy . 

 
8) Функция    задана неявно уравнением ( yxzz ,= ) 1coscoscos =++ xzzyyx . 

Найти  
x
z
∂
∂    и   

y
z
∂
∂ . 

9) Для функции    найти: 343 yxyxz +−=
а) производную в точке  М(1,2)  в направлении, составляющем с осью  Ox  угол в  

600 ,  а с осью  Oy  – тупой угол; 
б) gradz  в точке  N(2,1). 

 
10) Записать  уравнения  касательной  плоскости и нормали к поверхности  

  в точке  М(-2,1,1).  Существует ли на поверхности точка, в ко-
торой нормаль к поверхности параллельна оси  OZ ? 

32 222 =+− xzy

 
11) Исследовать на экстремум функцию . 2223 52 yxxyxz +++=
 
12) Записать формулу Тейлора до членов 2-го порядка малости для функции 

 в окрестности точки М(1,0,1). zyxeu +−=
13) Исследовать функцию  на непрерывность и дифференцируемость 
в точке М(0;0). 

435 yxxz +−=

14) Найти наибольшее и наименьшее значения функции    в круге  
. 

xyxz 42 22 +−=

922 ≤+ yx



15) Вычислить приближённо  ( ) ( )32 97,102,1 + . 
 


