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Îáùèå ñâåäåíèÿ

Òåîðèÿ ïðîèçâîäèò òåì áîëüøåå âïå÷àòëåíèå, ÷åì ïðîùå å¼
ïðåäïîñûëêè, ÷åì ðàçíîîáðàçíåå ïðåäìåòû, êîòîðûå îíà ñâÿçû-
âàåò, è ÷åì øèðå îáëàñòü å¼ ïðèëîæåíèÿ

Àëüáåðò Ýéíøòåéí

Çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà � ýòî ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ
äèñöèïëèíà, áàçèðóþùàÿñÿ íà ïîíÿòèÿõ è ìåòîäàõ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé,
èìåþùàÿ, îäíàêî, ñâîè çàäà÷è è ìåòîäû.

Ïóñòü èññëåäóþòñÿ èñõîäû íåêîòîðîãî îïûòà, ïðè÷åì âåðîÿòíîñòè èñõîäîâ
èçâåñòíû. Çàäà÷à òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ñîñòîèò â ðàçðàáîòêå ìåòîäîâ íàõîæäå-
íèÿ âåðîÿòíîñòåé ðàçëè÷íûõ ñëîæíûõ ñîáûòèé, èñõîäÿ èç èçâåñòíûõ âåðîÿòíî-
ñòåé áîëåå ïðîñòûõ ñîáûòèé.

Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé, äðóãèìè ñëîâàìè, çàíèìàåòñÿ ðàçðàáîòêîé è èññëå-
äîâàíèåì âåðîÿòíîñòíûõ ìîäåëåé ñëó÷àéíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Íà ïðàêòèêå âåðîÿòíîñòè ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé (èëè çàêîíû ðàñïðåäåëå-
íèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí) ðåäêî áûâàþò èçâåñòíû. ×àñòî èçâåñòíî ëèøü òî, ÷òî
îïûò ìîæíî îïèñàòü â ðàìêàõ êàêîé-ëèáî âåðîÿòíîñòíî-ñòàòèñòè÷åñêîé
ìîäåëè, èìåþùåé íåêîòîðóþ íåîïðåäåëåííîñòü â çàäàíèè âåðîÿòíîñòè P ñîáû-
òèé èëè çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Çàäà÷à ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû óìåíüøèòü ýòó
íåîïðåäåëåííîñòü (âîññòàíîâèòü çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ èññëåäóåìîé ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû), èñïîëüçóÿ èíôîðìàöèþ, ïîëó÷åííóþ èç ýêñïåðèìåíòà (ñòàòèñòè-
÷åñêèå äàííûå).

Â îïðåäåëåííîì ñìûñëå, ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà ðåøàåò çàäà÷è, îá-
ðàòíûå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé : îíà óòî÷íÿåò ñòðóêòóðó ñòàòèñòè÷åñêèõ ìî-
äåëåé ïî ðåçóëüòàòàì ïðîâîäèìûõ íàáëþäåíèé.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà ÿâëÿåòñÿ òàêæå íàóêîé î ñòàòèñòè÷åñêèõ
âûâîäàõ : çà÷àñòóþ íà îñíîâàíèè ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ íàì ïðèõîäèòñÿ äå-
ëàòü âûáîð îäíîãî èç íåñêîëüêèõ, ïðîòèâîðå÷àùèõ äðóã äðóãó, ïðåäïîëîæåíèé
(ãèïîòåç) îòíîñèòåëüíî çàêîíîâ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí èëè î çíà-
÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèé.

Â ñèëó ñâîåãî ïðèêëàäíîãî õàðàêòåðà, ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà çàíèìà-
åòñÿ òàêæå ðàçðàáîòêîé ìåòîäîâ ïîëó÷åíèÿ, îïèñàíèÿ è îáðàáîòêè îïûò-
íûõ äàííûõ äëÿ èçó÷åíèÿ çàêîíîìåðíîñòåé ñëó÷àéíûõ ìàññîâûõ ÿâëåíèé.
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Îñîáåííîñòü èäåé è ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè � óíèâåðñàëü-
íîñòü, âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ â ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèÿõ.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå êîíêðåòíûå çàäà÷è, ðåøàåìûå ìàòåìàòè÷åñêîé ñòà-
òèñòèêîé.

� Îöåíêà íà îñíîâàíèè èçìåðåíèé íåèçâåñòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.

Äàíî: ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

X = xi, i = 1, . . . , n.

Íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X.

� Îöåíêà íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ.

Äàíî: ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ âèäà

F (x, ϑ1, ϑ2, . . . , ϑn),

ãäå ϑ1, ϑ2, . . . , ϑn � íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû.

Íàéòè îöåíêè ýòèõ ïàðàìåòðîâ.

� Ïðîâåðêà ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç.

Íàïðèìåð, ãèïîòåçà î âèäå ðàñïðåäåëåíèÿ:

Äàíî: Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
åñòü F (x). Èìååì äàííûå

X : x1,x2, . . . , xN .

Ñïðàøèâàåòñÿ: ñîâìåñòèìû ëè çíà÷åíèÿ X ñ ãèïîòåçîé î òîì, ÷òî ñëó-
÷àéíàÿ âåëè÷èíà èìååò ðàñïðåäåëåíèå F (x)?
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Ãëàâà 1.

Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ ìàòåìàòè÷å-

ñêîé ñòàòèñòèêè

1.1. Ïåðâè÷íûå äàííûå è èõ ïðåäñòàâëåíèå

Ïóñòü èññëåäóåòñÿ íåêîòîðàÿ ñîâîêóïíîñòü îáúåêòîâ, êàæäîìó èç êîòîðûõ
ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðàÿ ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X,
ðàñïðåäåëåííàÿ ïî íåêîòîðîìó íåèçâåñòíîìó çàêîíó L(ξ).Ìíîæåñòâî (êîíå÷íîå
èëè áåñêîíå÷íîå) âñåõ îáúåêòîâ (âñåõ çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X) íàçû-
âàþò ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòüþ.

Íà ïðàêòèêå ìû èìååì äåëî ñ êîíå÷íûì íàáîðîì äàííûõ, ïîëó÷åííûì
â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåíèÿ n èçìåðåíèé èëè íàáëþäåíèé. Ýòó êîíå÷íóþ ñîâîêóï-
íîñòü ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ

x : x1, x2, . . . , xn (1.1.)

íàçûâàþò âûáîðêîé îáúåìà n èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè.

Âûáîðêà ÿâëÿåòñÿ ïåðâè÷íîé ôîðìîé ïðåäñòàâëåíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîãî
ìàòåðèàëà.

Êàæäîé ðåàëèçàöèè x : x1, x2, . . . , xn ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå óïî-
ðÿäî÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 1

x(1) 6 x(2) 6 . . . 6 x(k), k 6 n (1.2.)

êîòîðóþ íàçûâàþò âàðèàöèîííûì ðÿäîì âûáîðêè.

x(i) � ïîðÿäêîâûå ñòàòèñòèêè, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå îíè ðàçëè÷íû.
2

x (1), x (k) � ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ âûáîðêè.

Åñëè â âûáîðêå åñòü ïîâòîðÿþùèåñÿ çíà÷åíèÿ (k < n), òî âûáîðêà ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñòàòèñòè÷åñêîãî ðÿäà� ýòî òàáëèöà, â êîòîðîé óêàçàíû âñå
ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ (âàðèàíòû) âàðèàöèîííîãî ðÿäà è ÷èñëà, ïîêàçûâàþùèå èõ
êîëè÷åñòâî â âûáîðêå.

1 Òî åñòü ìû ðàñïîëàãàåì çíà÷åíèÿ x âûáîðêè â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ.
2 Ñòàòèñòèêîé íàçûâàþò ëþáóþ ôóíêöèþ îò âûáîðêè íå ñîäåðæàùóþ íåèçâåñòíûõ ïàðàìåò-

ðîâ.
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Ãëàâà 1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè

xi x1 x2 . . . xk
mi m1 m2 . . . mk

Òàáëèöà 1.1. Ñòàòèñòè÷åñêèé ðÿä

Ïðåäñòàâëåíèå âûáîðêè â âèäå ñòàòèñòè÷åñêîãî ðÿäà åñòåñòâåííî äëÿ äèñ-
êðåòíûõ ðàñïðåäåëåíèÿ ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè. Åñëè ãåíåðàëüíàÿ ñîâîêóï-
íîñòü èìååò íåïðåðûâíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ, òî ïðåäñòàâëåíèå âûáîðîê â
âèäå ñòàòèñòè÷åñêîãî ðÿäà îáóñëîâëåíî äâóìÿ ïðè÷èíàìè:

� îêðóãëåíèåì ðåçóëüòàòîâ � îãðàíè÷åíèåì ÷èñëà âåðíûõ çíà÷àùèõ öèôð â
ïðåäñòàâëåíèè ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé, â ðåçóëüòàòå ÷åãî â âûáîðêå íåèç-
áåæíî ïîÿâëÿþòñÿ ïîâòîðÿþùèåñÿ çíà÷åíèÿ;

� áîëüøèì îáúåìîì âûáîðîê, ÷òî âûçûâàåò íåîáõîäèìîñòü ïðåäâàðèòåëüíîé
ãðóïïèðîâêè äàííûõ.

Ïðè ãðóïïèðîâêå äàííûõ îáëàñòü çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (â âû-
áîðêå) ðàçáèâàåòñÿ íà k íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ, íåîáÿçàòåëüíî ðàâíîé
äëèíû, ïîäñ÷èòûâàåòñÿ ÷èñëî ýëåìåíòîâ âûáîðêè, ïîïàâøèõ â êàæäûé èíòåð-
âàë. Â êà÷åñòâå çíà÷åíèÿ, ïðåäñòàâëÿþùåãî êàæäûé èíòåðâàë áåðåòñÿ ëèáî (÷à-
ùå âñåãî) ñåðåäèíà èíòåðâàëà, ëèáî ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå çíà÷åíèé òî÷åê,
ïðèíàäëåæàùèõ äàííîìó èíòåðâàëó. Êîëè÷åñòâî òî÷åê, ïîïàâøèõ â èíòåðâàë
ñëóæèò âåñîì ïðåäñòàâèòåëüñêîé òî÷êè â ïîëó÷åííîì òàêèì îáðàçîì ñòàòè-
ñòè÷åñêîì ðÿäå. Â òàáëèöå ãðóïïèðîâàííûõ äàííûõ ÷àñòî óêàçûâàþòñÿ íå
ñàìè ïðåäñòàâèòåëüíûå òî÷êè, à ãðàíèöû ñîîòâåòñòâóþùèõ èíòåðâàëîâ.

1.2. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü âûáîðêè. Ýìïèðè÷å-

ñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

Åñëè ìû ïîâòîðèì åùå ðàç ñåðèþ èç n ýêñïåðèìåíòîâ, òî ïîëó÷èì íîâûé
íàáîð ÷èñåë x

〈2〉
1 , x

〈2〉
2 , . . . , x

〈2〉
n . Ïîâòîðÿÿ ðàç çà ðàçîì ýòè ñåðèè ýêñïåðèìåíòîâ,

ìû âñÿêèé ðàç áóäåì ïîëó÷àòü íîâûå íàáîðû ÷èñåë {x〈k〉i }, ò.å. ¾ðåçóëüòàò i-ãî
èçìåðåíèÿ â k−é ñåðèè¿ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ðåàëèçàöèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
ñ òåì æå çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ, ÷òî è èñõîäíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà.

Òàêèì îáðàçîì, âûáîðêó (äî îïûòà!) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ñèñòå-
ìó n íåçàâèñèìûõ, îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñèñòåìû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí äëÿ íåïðåðûâíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ èìååò âèä:

L(X,Θ) =f(X1,Θ) · f(X2,Θ) · . . . · f(Xn,Θ) =

=
n∏
i=1

f(Xi,Θ).
(1.3.)

6



1.2. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü âûáîðêè

Çäåñü Θ � âåêòîð ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ.
Ïîñëå îïûòà âûáîðêà ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ðåàëèçàöèÿ ëèáî îäíîé ñëó-

÷àéíîé âåëè÷èíû, ëèáî � êàê ðåàëèçàöèþ ñëó÷àéíîãî âåêòîðàX = X1, X2, . . . , Xn,
ãäå X i� íåçàâèñèìûå, îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. 3

Îïðåäåëèì äëÿ êàæäîãî äåéñòâèòåëüíîãî x ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó µn(x),
ðàâíóþ ÷èñëó ýëåìåíòîâ âûáîðêè, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ìåíüøå x:

µn (x) =
n∑
i=1

I (xi < x), (1.4.)

ãäå I(A) � èíäèêàòîð ñîáûòèÿ A 4 .
Ïîëîæèì

Fn (x) =
µn (x)

n
. (1.5.)

Ôóíêöèÿ (1.5.) íàçûâàåòñÿ ýìïèðè÷åñêîé (îïûòíîé, ñòàòèñòè÷åñêîé) ôóíê-
öèåé ðàñïðåäåëåíèÿ (ÝÔÐ), ñîîòâåòñòâóþùåé âûáîðêå X.

Ïî ñâîåìó îïðåäåëåíèþ ÝÔÐ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ïðèíèìàþùàÿ äèñ-

êðåòíûå çíà÷åíèÿ 0,
1

n
,

2

n
, . . . ,

n− 1

n
, 1.

Ïîñêîëüêó

P

(
Fn (x) =

k

n

)
= P (µn (x) = k) ,

òî, êàê ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ µn(x ), îíà ïîä÷èíÿåòñÿ áèíîìèàëüíîìó ðàñïðå-
äåëåíèþ ñ ïàðàìåòðîì

p = P (ξ < x) = F (x) .

Èòàê, ÝÔÐ (êàê è âàðèàöèîííûé ðÿä) � íåêîòîðàÿ ñâîäíàÿ õàðàêòåðèñòè-
êà âûáîðêè. Äëÿ êàæäîé ðåàëèçàöèè x âûáîðêè X ôóíêöèÿ F n(x ) îäíîçíà÷íî
îïðåäåëåíà è îáëàäàåò âñåìè ñâîéñòâàìè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ: èçìåíÿåòñÿ
îò 0 äî 1, íå óáûâàåò è íåïðåðûâíà ñëåâà. Ïðè ýòîì îíà êóñî÷íî-ïîñòîÿííà
è âîçðàñòàåò òîëüêî â òî÷êàõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (1.5.). Åñëè â âàðèàöèîííîì
ðÿäó (1.5.) íåò îäèíàêîâûõ çíà÷åíèé, òî

Fn(x) =


0, ïðè x 6 x(1),
k/n ïðè x(k) < x 6 x(k+1), k = 1, . . . , n− 1,
1 ïðè x > xn

ò. å. â ýòîì ñëó÷àå âåëè÷èíà âñåõ ñêà÷êîâ ðàâíà 1/n è òèïè÷íûé ãðàôèê ôóíê-
öèè F n(x ) èìååò âèä, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 1.1.

3 Ïðåäïîëàãàåòñÿ. ÷òî ñóùåñòâóåò, ïî êðàéíåé ìåðå ãèïîòåòè÷åñêè, âîçìîæíîñòü íåîãðàíè-
÷åííîå ÷èñëî ðàç âîñïðîèçâîäèòü ñåðèè íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé.

4 I (A) ðàâåí åäèíèöå, åñëè ñîáûòèå A èìååò ìåñòî, è ðàâåí íóëþ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
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Ãëàâà 1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè

Ðèñ. 1.1.

Ñîãëàñíî òåîðåìå Áåðíóëëè, ÝÔÐ Fn(x) ïðè n → ∞ ñõîäèòñÿ ïî âåðî-
ÿòíîñòè ê òåîðåòè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F (x).

Çàìå÷àíèå. Ïðîöåäóðó ïîëó÷åíèÿ âûáîðêè ìîæíî ïðåäñòàâèòü
êàê âûáîð ñ âîçâðàùåíèåì èç óðíû (ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè)
øàðîâ (çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû). ×òîáû âûáîðêà ïðàâèëüíî
ïðåäñòàâëÿëà ðàñïðåäåëåíèå ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè, íåîáõîäèìî
îáåñïå÷èòü ñëó÷àéíîñòü âûáîðêè, ò.å., ÷òîáû âåðîÿòíîñòü âûáîðà ëþ-
áîãî ýëåìåíòà èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè áûëà îäèíàêîâà. Â ýòîì
ñëó÷àå ãîâîðÿò. ÷òî âûáîðêà äîëæíà áûòü ðåïðåçåíòàòèâíîé, ò.å.
ïðåäñòàâèòåëüíîé.

1.3. Ãèñòîãðàììà è ïîëèãîí

Êðîìå ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñóùåñòâóþò è äðóãèå ñïîñî-
áû íàãëÿäíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ. Òàê, åñëè íàáëþäàåìàÿ
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ïðèíèìàåò äèñêðåòíûå çíà÷åíèÿ a1, a2, . . . , òî áîëåå íà-
ãëÿäíîå ïðåäñòàâëåíèå î çàêîíå ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ äàäóò

÷àñòîòû
νr
n
, ãäå νr � ÷èñëî ýëåìåíòîâ âûáîðêè X = (X1, . . . , Xn) , ïðèíÿâøèõ

çíà÷åíèå ar: νr =
n∑
j=1

I (Xj = ar). Â ýòîì ñëó÷àå, ïî òåîðåìå Áåðíóëëè, ÷àñòîòû
νr
n

ñõîäÿòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê âåðîÿòíîñòÿì ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáûòèé P (ξ) = ar.
Åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà íåïðåðûâíà, òî äàííóþ ìåòîäèêó ïðèñïîñàáëè-

âàþò äëÿ îöåíèâàíèÿ íåèçâåñòíîé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì: îáëàñòü âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ξ ðàçáèâàåì òî÷êàìè íà k íåïåðåñåêàþùèõñÿ
èíòåðâàëîâ; ïîäñ÷èòûâàåì ÷èñëî òî÷åê mr, ïîïàâøèõ â êàæäûé r−é èíòåðâàë,
âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â íåêîòîðûé r−é èíòåðâàë îöåíèâàåì âåëè÷èíîé

mr

n
.
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1.3. Ãèñòîãðàììà è ïîëèãîí

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòó æå âåðîÿòíîñòü ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç èíòåãðàë îò
ïëîòíîñòè ïî äàííîìó èíòåðâàëó εr:

mr

n
≈
∫
εr

f (x) dx ≈ |εr| · f(xr),

ãäå xr � íåêîòîðàÿ âíóòðåííÿÿ òî÷êà èíòåðâàëà, 5 â êà÷åñòâå êîòîðîé ìîæíî
âçÿòü ñåðåäèíó èíòåðâàëà.

Îòñþäà ìû ïîëó÷àåì îöåíêó ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ:

fn (xr) =
mr

n · |εr|
. (1.6.)

Ãðàôèê êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé ôóíêöèè ((1.6.)) íàçûâàåòñÿ ãèñòîãðàììîé
(ñì. ðèñ. 1.2). Åñëè ñîåäèíèì òî÷êè M(x r, f n(x r)) îòðåçêàìè ïðÿìûõ ëèíèé, òî
ïîëó÷èì êóñî÷íî-ëèíåéíûé ãðàôèê, òàêæå ÿâëÿþùèéñÿ ñòàòèñòè÷åñêèì àíà-
ëîãîì ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ïîëèãîí ÷àñòîò.

Áîëåå ïëàâíóþ êðèâóþ ìîæíî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ ëîêàëüíóþ àïïðîê-
ñèìàöèþ êðèâîé ïîëèíîìàìè èëè ñãëàæèâàíèå ðåçóëüòàòîâ.

Ðèñ. 1.2. Ãèñòîãðàììà è ïîëèãîí ÷àñòîò

Çàìå÷àíèå. Ïðè ãðóïïèðîâêå äàííûõ ïðèõîäèòñÿ ó÷èòûâàòü äâà
âçàèìíî èñêëþ÷àþùèõ îáñòîÿòåëüñòâà. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ÷èñëî èí-
òåðâàëîâ ãðóïïèðîâêè äîëæíî áûòü äîñòàòî÷íî âåëèêî, ÷òîáû äå-
òàëüíî îïèñàòü ïîâåäåíèå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ, íî, ñ äðóãîé
ñòîðîíû, ÷èñëî òî÷åê, ïîïàäàþùèõ â èíòåðâàë, òàêæå äîëæíî áûòü
äîñòàòî÷íûì, ÷òîáû íàäåæíî ïðåäñòàâëÿòü äàííûé èíòåðâàë. Åñëè
èíòåðâàëîâ áóäåò ìíîãî. òî íåêîòîðûå èç íèõ ìîãóò îêàçàòüñÿ ïóñòû-
ìè, à ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ � èçðåçàííîé, ìíîãîëåïåñòêîâîé.

Â ëèòåðàòóðå èìååòñÿ ìíîãî ðåêîìåíäàöèé ïî âûáîðó îïòèìàëüíîãî
÷èñëà èíòåðâàëîâ ãðóïïèðîâêè. Ïðèâåäåì òîëüêî äâå ôîðìóëû:

5 Çäåñü ìû ïðèìåíèëè òåîðåìó î ñðåäíåì.
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Ãëàâà 1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè

Ôîðìóëà Ñòàðäæåñà:

K = 1 + blog2 nc, (1.7.)

ãäå bxc åñòü öåëàÿ ÷àñòü, íå ïðåâîñõîäÿùàÿ x.
Ôîðìóëà Áðóêñà è Êàððóçåðà: K = b

√
nc.

Ïðè ìàëûõ âûáîðêàõ (n ≤ 20) íåêîòîðûå èíòåðâàëû ìîãóò îêàçàòüñÿ ïó-
ñòûìè. Â òàêîì ñëó÷àå íàäî óìåíüøèòü èõ êîëè÷åñòâî. Ñ÷èòàåòñÿ ïðèåìëåìûì
âûáèðàòü ÷èñëî èíòåðâàëîâ òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü nj ≤ 5 (îïòèìèñòû äîïóñ-
êàþò nj ≤ 3) äëÿ êàæäîãî èíòåðâàëà.
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Ãëàâà 2.

Îöåíêà íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ

ðàñïðåäåëåíèé

2.1. Òî÷å÷íîå îöåíèâàíèå íåèçâåñòíûõ ïàðàìåò-

ðîâ

Íà ïðàêòèêå âèä ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòî áûâàåò èçâåñòåí ñ
òî÷íîñòüþ äî íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ F ξ(x ) = F (x, θ). Â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëå-
íèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñâîäèòñÿ ê îïðåäåëåíèþ íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ
θ.

Íàïðèìåð, åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ � ðåçóëüòàò ïðÿìûõ èçìåðåíèé
íåêîòîðîé ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû a, òî, ïðè îòñóòñòâèè ñèñòåìàòè÷åñêèõ îøè-
áîê, ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ áóäåò îïèñûâàòüñÿ íîð-
ìàëüíûì çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ ñ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè: ìàòåìàòè÷åñêèì îæè-
äàíèåìM [ξ] = a è äèñïåðñèåé D[ξ] = σ2, êîòîðûå íóæíî îöåíèòü ïî èìåþùåéñÿ
âûáîðêå.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ñòàòèñòèêîé íàçûâàþò ëþáóþ ôóíêöèþ îò âû-
áîðêè, íå ñîäåðæàùóþ íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ.

Âñÿêàÿ îöåíêà íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà ïî âûáîðêå (ñòàòèñòèêà) � ÿâ-
ëÿåòñÿ ôóíêöèåé âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé: θ̂ = θ̂ (x), ñëåäîâàòåëüíî, åñòü ñëó÷àé-
íàÿ âåëè÷èíà ñî ñâîèì çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ.

Îäèí è òîò æå ïàðàìåòð ìîæíî îöåíèâàòü ñ ïîìîùüþ ðàçëè÷íûõ ñòà-
òèñòèê. Ïîýòîìó âîçíèêàåò âîïðîñ î âûáîðå íàèëó÷øåé â íåêîòîðîì ñìûñëå
îöåíî÷íîé ôóíêöèè θ̂.

2.1.1. Òðåáîâàíèÿ ê îöåíêàì

Ïðèíöèï íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.

Î êà÷åñòâå îöåíîê íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ áóäåì ñóäèòü ïî òîìó, íàñêîëü-
êî õîðîøî âûïîëíÿåòñÿ ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî:

θ ≈ θ̂.
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Ãëàâà 2. Îöåíêà íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèé

Ðàññìîòðèì îøèáêó ∆, âîçíèêàþùåé ïðè çàìåíå íåèçâåñòíîãî òî÷íîãî çíà-
÷åíèÿ ïàðàìåòðà θ åãî ïðèáëèæåííûì çíà÷åíèåì θ̂ :

∆ = θ − θ̂ (2.1.)

Ââèäó ñëó÷àéíîñòè îöåíêè, îøèáêà ∆ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íîé ñî ñâîèì çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ. Íàéäåì ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè îøèá-
êè:

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå.

M [∆] = M [θ − θ̂] = θ −M [θ̂] = b (2.2.)

Äèñïåðñèÿ.
D[∆] = D[θ − θ̂] = D[θ̂] = M [(∆)2]− b2 (2.3.)

Âåëè÷èíà b (2.2.) � íàçûâàåòñÿ ñìåùåíèåì îöåíêè.1 Èç (2.3.) íàéäåì ñðåä-
íåå êâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå, êîòîðîå ïðèìåì çà ìåðó áëèçîñòè îöåíêè è îöå-
íèâàåìîãî ïàðàìåòðà:

δ2 = M [(∆)2] = D[θ̂] + b2 (2.4.)

Íàèëó÷øåé â ñâîåì êëàññå îöåíîê áóäåì ñ÷èòàòü òàêóþ îöåíêó, êîòîðàÿ
èìååò íàèìåíüøåå ñðåäíåå êâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå δ2 (2.4.).

Òàê êàê δ2 ñêëàäûâàåòñÿ èç äâóõ ÷àñòåé: êâàäðàòà ñìåùåíèÿ è äèñïåðñèè
îöåíêè, òî íàèëó÷øèìè îöåíêàìè ìû áóäåì ñ÷èòàòü îöåíêè ñ íóëåâûì ñìåùå-
íèåì è ìèíèìàëüíîé äèñïåðñèåé.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Íåñìåùåííûìè íàçûâàþò îöåíêè ñ íóëåâûì ñìå-
ùåíèåì, ò.å. ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå íåñìåùåííîé îöåíêè ðàâíî îöå-
íèâàåìîìó ïàðàìåòðó.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Åñëè íåñìåùåííàÿ îöåíêà îáëàäàåò ìèíèìàëüíîé
â ñâîåì êëàññå îöåíîê äèñïåðñèåé, òî îíà íàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíîé.

Åùå îäèí ïîäõîä ê àíàëèçó êà÷åñòâà îöåíîê ñâÿçàí ñ ïîâåäåíèåì îöåíîê ñ
ðîñòîì îáúåìà âûáîðêè: ÷åì áîëüøå îáúåì âûáîðêè, ÷åì òî÷íåå äîëæíà áûòü
îöåíêà.

Îïðåäåëåíèå 2.4. Îöåíêà ïàðàìåòðà íàçûâàåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé åñëè
îíà ïðè n →∞ ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê îöåíèâàåìîìó ïàðàìåòðó

Åñëè θ̂ � íåèçâåñòíàÿ ÷èñëîâàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàñïðåäåëåíèÿ, òî îöå-
íî÷íóþ ôóíêöèþ ìîæíî ñòðîèòü, íàïðèìåð, ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñòðîèì ïî
èìåþùåéñÿ âûáîðêå ñòàòèñòè÷åñêèé àíàëîã íóæíîé ÷èñëîâîé õàðàêòåðèñòèêè
è ïðèíèìàåì åãî çà îöåíêó íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà.

1 Â òåîðèè îøèáîê îíà êâàëèôèöèðóåòñÿ êàê ñèñòåìàòè÷åñêàÿ îøèáêà. Âåëè÷èíà ∆ − b
íàçûâàåòñÿ ñëó÷àéíîé îøèáêîé.
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2.1. Òî÷å÷íîå îöåíèâàíèå íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ

Îáîñíîâàíèåì äàííîãî ìåòîäà ñëóæèò àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ñòà-
òèñòè÷åñêèõ àíàëîãîâ ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèé � ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè
ê òåîðåòè÷åñêèì õàðàêòåðèñòèêàì.

Ïðè ýòîì ó÷èòûâàåì, ÷òî ìîäåëüþ âûáîðêè ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíàÿ ñëó÷àé-

íàÿ âåëè÷èíà, äëÿ êîòîðîé pi =
1

n
.

Îöåíêà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ

Îöåíêîé ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ÿâëÿåòñÿ âûáîðî÷íîå ñðåäíåå :

m̂x = x̄ =
n∑
i=1

pixi =
1

n

n∑
i=1

xi. (2.5.)

Îöåíêà äèñïåðñèè

Îöåíêîé äèñïåðñèè áóäåò âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ :

D̂x = S2 =
1

n

n∑
i=1

(xi − x̄)

2

. (2.6.)

Àíàëîãè÷íî ðàññ÷èòûâàþòñÿ îöåíêè è äëÿ äðóãèõ ÷èñëîâûõ õàðàêòåðè-
ñòèê ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ðàññìîòðåííûé âûøå ñïîñîá îöåíêè (ñ ïîìîùüþ ñòàòèñòè÷åñêèõ àíà-
ëîãîâ) ïðèãîäåí íå äëÿ âñåõ ïàðàìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ. Êðîìå
òîãî, îí íå âñåãäà ïðèâîäèò ê íàèëó÷øèì îöåíêàì. Âîçíèêàåò âîïðîñ � êàêóþ
îöåíî÷íóþ ôóíêöèþ (ñòàòèñòèêó) ñ÷èòàòü íàèëó÷øåé èëè ¾õîðîøåé¿?

2.1.2. Òðåáîâàíèÿ ê ñòàòèñòèêàì

Íåñìåùåííîñòü. Îöåíêà íàçûâàåòñÿ íåñìåùåííîé, åñëè ïðè ëþáîì θ

M
[
θ̂
]

= θ, ò. å. íåò ñèñòåìàòè÷åñêîé îøèáêè.

Ýôôåêòèâíîñòü Íåñìåùåííûå îöåíêè ðàçëè÷àþòñÿ ñâîèìè äèñïåðñèÿ-
ìè. Îöåíêà ñ íàèìåíüøåé äëÿ îöåíîê äàííîãî êëàññà îöåíîê äèñïåð-
ñèåé íàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíîé.

Ñîñòîÿòåëüíîñòü Îöåíêà ïàðàìåòðà íàçûâàåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé åñëè îíà
ïðè n → ∞ ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê îöåíèâàåìîìó ïàðàìåòðó :

θ̂ (x)
p−→ θ.
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Ãëàâà 2. Îöåíêà íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèé

Ïðèìåð 1.
Ïîêàæåì, ÷òî âûáîðî÷íîå ñðåäíåå (1.8) ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé è ñîñòîÿ-

òåëüíîé îöåíêîé ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ.

M
[
X̄
]

=
1

n

n∑
i=1

M [Xi] =
n ·mx

n
= mx, (2.7.)

òàê êàê {x i} � îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.

Ñîãëàñíî çàêîíó áîëüøèõ ÷èñåë X̄
p−→ M [ξ], ò. å. îöåíêà ñîñòîÿòåëüíà.

Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ñëó÷àå íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ýòà îöåíêà ê òîìó æå
è ýôôåêòèâíà. Ïîñêîëüêó âûáîðî÷íîå ñðåäíåå � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, òî îíà
îïèñûâàåòñÿ íåêîòîðûì çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ, êîòîðûé ïðè n → ∞ àñèìïòî-
òè÷åñêè ïðèáëèæàåòñÿ ê íîðìàëüíîìó ñ ïàðàìåòðàìè

mx̄ = mx

Dx̄ = D

(
1
n

n∑
i=1

xi

)
= 1

n2nσ
2 = σ2

n
,

(2.8.)

ò. å. â ïðåäåëå

L
(
X̄
) p−→ N

(
mx,

σ2
x

n

)
. (2.9.)

Ïðèìåð 2.
Ðàññìîòðèì îöåíêó äèñïåðñèè (1.9) è ïîêàæåì, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ ñìåùåí-

íîé îöåíêîé äèñïåðñèè. Ïðåîáðàçóåì ýòî âûðàæåíèå:

D̂x = S2 = 1
n

n∑
i=1

(xi − x̄)
2

= 1
n

n∑
i=1

(xi −mx − x̄+mx)
2

=

= 1
n

n∑
i=1

(xi −mx)
2

− 2·(x̄−mx)
n

n∑
i=1

(xi −mx) + (x̄−mx)
2 =

= 1
n

n∑
i=1

(xi −mx)
2

− (x̄−mx)
2 .

Òåïåðü ïîëó÷èì:

M
[
D̂x

]
= 1

n

n∑
i=1

M
[
(xi −mx)

2]−M[(x̄−mx)
2] =

=
1

n
· n · σ2 −D[x̄] = σ2 − σ2

n
= σ2 · n− 1

n
.

(2.10.)

Òàêèì îáðàçîì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îöåíêè äèñïåðñèè (1.9) íå ðàâíî
îöåíèâàåìîìó ïàðàìåòðó, ò. å. îöåíêà ñìåùåíà. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòà îöåíêà
ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé.

Èç (1.13) ëåãêî ìîæíî ïîëó÷èòü íåñìåùåííóþ îöåíêó äèñïåðñèè:

S∗2 =
n

n− 1
S2 (2.11.)
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2.1. Òî÷å÷íîå îöåíèâàíèå íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ

Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå âûáîðî÷íûõ õàðàêòåðèñòèê îáîñíîâûâàåò èõ
èñïîëüçîâàíèå â êà÷åñòâå îöåíîê íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ, ÷òî äàåò õîðîøèå ðå-
çóëüòàòû ïðè îöåíêå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè â ñëó÷àå âûáîðîê
áîëüøîãî îáúåìà. Ñóùåñòâóþò è äðóãèå ïðèíöèïû ïîñòðîåíèÿ îöåíîê.

2.1.3. Ìåòîä ìîìåíòîâ

Ïóñòü θ = (θ1, θ2, . . . , θr) � âåêòîð îöåíèâàåìûõ ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó íàáëþäàåìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ñóùåñòâóþò ïåðâûå r
ìîìåíòîâ αk = M[ξk], k = 1, . . . , r. Îíè ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè îò íåèçâåñòíûõ
ïàðàìåòðîâ θ: αk = αk(θ).

Ñóòü ìåòîäà ìîìåíòîâ 2 ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìû áåðåì çíà÷åíèÿ ñîîò-
âåòñòâóþùèõ âûáîðî÷íûõ ìîìåíòîâ ak = Ank(x) è ïðèðàâíèâàåì èõ òåîðåòè-
÷åñêèì. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ
ïàðàìåòðîâ:

αk(θ) = ak., k = 1, . . . , r. (1.(15)
Ðåøàÿ ýòè óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî θ1, θ2, . . . , θr, ïîëó÷àåì çíà÷åíèÿ îöå-

íîê ïàðàìåòðîâ ïî ìåòîäó ìîìåíòîâ. Îáîñíîâàíèåì ìåòîäà ñëóæèò íåñìåùåí-
íîñòü è ñîñòîÿòåëüíîñòü âûáîðî÷íûõ ìîìåíòîâ Ank(x).

Îòìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííûå ðàíåå îöåíêè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ (1.8)
è äèñïåðñèè (1.9) ñîâïàäàþò ñ îöåíêàìè ìåòîäà ìîìåíòîâ.

Îöåíêà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ
Ïî îïðåäåëåíèþ, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå � åñòü íà÷àëüíûé ìîìåíò ïåð-

âîãî ïîðÿäêà. Ïîýòîìó åãî îöåíêîé ïî ìåòîäó ìîìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ âûáîðî÷íîå
ñðåäíåå (1.8).

Îöåíêà äèñïåðñèè
Ïî îïðåäåëåíèþ, äèñïåðñèÿ � åñòü öåíòðàëüíûé ìîìåíò âòîðîãî ïîðÿäêà.

Ïîýòîìó åãî îöåíêîé ïî ìåòîäó ìîìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ (1.9).
Äîñòîèíñòâîì ìåòîäà ìîìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíàÿ ïðîñòîòà ðåøå-

íèÿ óðàâíåíèé (1.15). Ìåòîä íå ïðèìåíèì, êîãäà ìîìåíòû íóæíîãî ïîðÿäêà
íå ñóùåñòâóþò. Êðîìå òîãî, ýòè îöåíêè ÷àñòî íåýôôåêòèâíû, ïîýòîìó îáû÷íî
èõ èñïîëüçóþò â êà÷åñòâå ïåðâûõ ïðèáëèæåíèé äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîñëåäóþùèõ
ïðèáëèæåíèé ñ áîëüøåé ýôôåêòèâíîñòüþ.

2.1.4. Ìåòîä íàèáîëüøåãî ïðàâäîïîäîáèÿ

Ïóñòü x: x 1, x2, . . . , xn � ðåàëèçàöèÿ âûáîðêè èç ðàñïðåäåëåíèÿ p(x, θ),
çàâèñÿùåãî îò ïàðàìåòðà θ.

Ðàññìîòðèì ñîâìåñòíóþ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñèñòåìû íåçàâèñèìûõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X = (X 1, . . . , X n) ïðè ôèêñèðîâàííîì x êàê ôóíêöèþ
ïàðàìåòðà θ, íàçûâàåìóþ ôóíêöèåé ïðàâäîïîäîáèÿ :

2 Ìåòîä ìîìåíòîâ ïðåäëîæåí Ê. Ïèðñîíîì â 1894 ãîäó.
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Ãëàâà 2. Îöåíêà íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèé

L(x, θ) = p(x1, θ) · p(x2, θ)p(x1, θ) · · · p(xn, θ). (2.12.)

Îöåíêîé íàèáîëüøåãî ïðàâäîïîäîáèÿ íàçûâàåòñÿ îöåíêà, êîòîðàÿ îáðà-
ùàåò â ìàêñèìóì ôóíêöèþ ïðàâäîïîäîáèÿ :

L
(
x,θ̂
)

= max
θ
L (x,θ) . (2.13.)

Åñëè ôóíêöèÿ (1.17) äèôôåðåíöèðóåìà, òî îöåíêó ïàðàìåòðà ìîæíî íàé-
òè, ðåøèâ óðàâíåíèå ïðàâäîïîäîáèÿ :

∂ lnL (x,θ)

∂θ
= 0. (2.14.)

Îöåíêè íàèáîëüøåãî ïðàâäîïîäîáèÿ ÿâëÿþòñÿ ñîñòîÿòåëüíûìè è ýôôåê-
òèâíûìè, îäíàêî îíè ìîãóò îêàçàòüñÿ ñìåùåííûìè. Íà ïðàêòèêå, íàõîæäåíèå
îöåíîê ìåòîäîì íàèáîëüøåãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïðèâîäèò ê ñëîæíûì ñèñòåìàì
óðàâíåíèé.

Ïðèìåð. Îöåíêà çíà÷åíèÿ èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû â ñëó÷àå íåðàâ-
íîòî÷íûõ èçìåðåíèé.

Ïóñòü èìååì âûáîðêó: ñåðèþ íåçàâèñèìûõ èçìåðåíèé îäíîé è òîé æå âå-
ëè÷èíû, ïðîâåäåííûõ ñ ðàçëè÷íîé òî÷íîñòüþ. Ò. å. M[X i] = m, D[X i] = σ2

i .
Íåîáõîäèìî îöåíèòü íåèçâåñòíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå m. Ñîñòàâèì ôóíê-
öèþ ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ:

L (x, θ) =
∏
i

1√
2π · σi

· e
− 1

2

∑
i

(xi−m)2

σ2
i (2.15.)

Ïðèðàâíèâàÿ ïðîèçâîäíóþ (1.19) ïî m íóëþ, ïîëó÷èì:

n∑
i=1

xi
σ2
i

− m̂
n∑
i=1

1

σ2
i

= 0 ⇒ m̂ =

n∑
i=1

xi
σ2
i

n∑
i=1

1
σ2
i

=
n∑
i=1

gixi, (2.16.)

ãäå gi =
1

σ2
i

n∑
i=1

1

σ2
i

� âåñ i -ãî èçìåðåíèÿ.

Ñìûñë âåñîâîãî êîýôôèöèåíòà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ÷åì áîëüøå äèñïåðñèÿ
i -ãî èçìåðåíèÿ, òåì ìåíüøèé âêëàä ýòî èçìåðåíèå âíîñèò â îöåíêó èçìåðÿåìîé
âåëè÷èíû.

Ïîêàæåì, ÷òî äàííàÿ îöåíêà íåñìåùåííàÿ.

M [m̂] = M

[
n∑
i=1

gixi

]
=

n∑
i=1

giM [xi] = m
n∑
i=1

gi = m · 1 = m.
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2.1. Òî÷å÷íîå îöåíèâàíèå íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ

Äîêàæåì ñîñòîÿòåëüíîñòü îöåíêè. Íàéäåì äèñïåðñèþ îöåíêè:

D[m̂] =
n∑
i=1

g2
i σ

2
i = 1

n∑
i=1

1

σ2
i

n→∞−−−→ 0,

ïðè óñëîâèè, ÷òî σi > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, îöåíêà ñîñòîÿòåëüíàÿ. Ëåãêî äîêàçàòü,
÷òî îöåíêà (1.20) � ýôôåêòèâíàÿ â êëàññå ëèíåéíûõ îöåíîê.

2.1.5. Îöåíêà ÷èñëîâûõ õàðàêòåðèñòèê ïðè îòêëîíåíèè çà-
êîíà ðàñïðåäåëåíèÿ îò íîðìàëüíîãî

Ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû ïî÷òè íèêîãäà íå èìåþò �÷èñòî� ãàóññîâ-
ñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, â òîæå âðåìÿ ñóùåñòâóåò øèðîêèé êëàññ ðàñïðåäåëåíèé,
î÷åíü áëèçêèõ ê ãàóññîâñêîìó. 3 Äëÿ òàêèõ ðàñïðåäåëåíèé õàðàêòåðíà ïîâûøåí-
íàÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ ãàóññîâñêèì âåðîÿòíîñòü áîëüøèõ îòêëîíåíèé îò ñðåäíåãî,
ò.å. èõ ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè èìåþò óòÿæåëåííûå �õâîñòû�. Ìîäåëü òàêîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â ñëåäóþùåì âèäå:

W (x) = (1− ε) ·N(x, µx, σ
2
x) + ε ·W (x, µx, θ), (2.17.)

ãäå ε � äîëÿ àíîìàëüíûõ íàáëþäåíèé.

Ïðè÷èíû îòêëîíåíèÿ îò íîðìàëüíîñòè

Îñíîâíûå ïðè÷èíû ¾íåãàóññîâîñòè¿ (íå íîðìàëüíîñòè) èçìåðåíèé ÿâëÿ-
þòñÿ ñëåäóþùèå.

� Âíóòðåííå ïðèñóùèå èññëåäóåìîìó ÿâëåíèþ ôèçè÷åñêèå ïðè÷èíû, ôîð-
ìèðóþùèå ñèãíàëû ñ ðàñïðåäåëåíèåì, ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àþùèìñÿ îò
íîðìàëüíîãî.

Íàïðèìåð, øóìû íà âûõîäå àìïëèòóäíîãî äåòåêòîðà, ïðè ïîäà÷å íà âõîä
íîðìàëüíîãî øóìà ðàñïðåäåëåíû ïî çàêîíó Ðåëåÿ:

p(x) =

{
x
σ2 ∗ exp(− x2

2σ2 ), x > 0
0, x < 0

.

� Ñóùåñòâîâàíèå íåðåãóëÿðíûõ àíîìàëüíûõ îøèáîê èçìåðåíèé.

3 Äàæå êîãäà ìû, ïðîâåðÿÿ ãèïîòåçó î íîðìàëüíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ, è ïðèíèìàåì íóëåâóþ
ãèïîòåçó, âûâîä ìû äåëàåì î òîì, ÷òî ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå íå ïðîòèâîðå÷àò ãèïîòå-
çå. Ýòà ïðîâåðêà ñêîðåå âñåãî ìîæåò îòâåòèòü íà âîïðîñ, êàêîå ðàñïðåäåëåíèå íå îïèñûâàåò

íàáëþäàåìûå âåëè÷èíû, íî íå ïîçâîëÿåò îäíîçíà÷íî âûáðàòü èñòèííîå ðàñïðåäåëåíèå.
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Ãëàâà 2. Îöåíêà íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèé

Ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâî âîîáùå äåëàåò íåâîçìîæíûì èñïîëüçîâàíèå ïà-
ðàìåòðè÷åñêèõ îöåíîê òàê êàê àëãîðèòìû èõ ïîëó÷åíèÿ îñíîâûâàþòñÿ íà êîí-
êðåòíûõ ñâîéñòâàõ çàêîíîâ ðàñïðåäåëåíèé. Áîëüøèíñòâî îïòèìàëüíûõ ïàðà-
ìåòðè÷åñêèõ îöåíîê ðåçêî òåðÿþò ñâîè çàìå÷àòåëüíûå ñâîéñòâà � íåñìåùåí-
íîñòü è ýôôåêòèâíîñòü äàæå ïðè íåçíà÷èòåëüíûõ îòêëîíåíèÿõ îò ñòàíäàðòíûõ
óñëîâèé.

Ïîíÿòèå î ðîáàñòíûõ îöåíêàõ

Äëÿ ïîâûøåíèÿ êà÷åñòâà îöåíîê â ðåàëüíûõ óñëîâèÿõ ïðèìåíÿþò òàê íà-
çûâàåìûå ðîáàñòíûå îöåíêè.

Îïðåäåëåíèå 1.1 Ïîä ðîáàñòíîñòüþ ïîíèìàåòñÿ ñëàáàÿ ÷óâñòâè-
òåëüíîñòü ê îòêëîíåíèÿì îò ñòàíäàðòíûõ óñëîâèé è âûñîêàÿ ýôôåê-
òèâíîñòü äëÿ øèðîêîãî êëàññà ðàñïðåäåëåíèé.

Îöåíêè ïàðàìåòðà ñäâèãà

Âûáîðî÷íàÿ ìåäèàíà. Ýòà ñòàòèñòèêà áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíà ÷åì âûáîðî÷-
íîå ñðåäíåå ïðè íåáîëüøèõ çàñîðåíèÿõ ðàñïðåäåëåíèé (ω ∼= 0.1 - 0.9).
âûáîðî÷íàÿ ìåäèàíà îòíîñèòñÿ ê êëàññó âçâåøåííûõ ïîðÿäêîâûõ ñòàòè-
ñòèê, îïðåäåëÿåìûõ ñîîòíîøåíèåì:

x̄n =
n∑
i=1

wixi, (2.18.)

ãäå

w i - âåñ i -ãî ÷ëåíà âàðèàöèîííîãî ðÿäà.

Äëÿ âûáîðî÷íîé ìåäèàíû âåñà wi = 0 äëÿ âñåõ ÷ëåíîâ, êðîìå îäíîãî ñðåä-
íåãî, êîãäà n - íå÷åòíîå è äâóõ ñðåäíèõ, êîãäà n - ÷åòíîå:

wn/2 = wn/2+1= 1 , n - ÷åòíîå,

w (n+1)/2 = 1 , n - íå÷åòíîå..

Öåíçóðèðîâàííûå îöåíêè ñäâèãà 1-é òèï.

wi =

{
w0 > 0, a 6 xi 6 b
0, xi < a, xi > b

(2.19.)

w0 � îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî ÷èñëó ýëåìåíòîâ âàðèàöèîííîãî ðÿäà, ïî-
ïàâøèõ â çàäàííûé èíòåðâàë çíà÷åíèé [a, b] � îïðåäåëÿåòñÿ ïîñëå çàâåð-
øåíèÿ ýêñïåðèìåíòà.

2-é òèï.
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2.1. Òî÷å÷íîå îöåíèâàíèå íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ

wi =

{
1

k−m+1
, (m 6 i 6 k)

0, (n− k < i < n)
. (2.20.)

×àñòíûé ñëó÷àé - óñå÷åííîå ñðåäíåå, êîãäà îòáðàñûâàåòñÿ r íàèáîëüøèõ
è r íàèìåíüøèõ ÷ëåíîâ âàðèàöèîííîãî ðÿäà.

Åñòü è äðóãèå âèäû îöåíîê. Êàê ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ îöåíîê äàííîãî òèïà
- ñïîðòèâíîå ñóäåéñòâî.

Îöåíêà ïàðàìåòðîâ ìàñøòàáà ðàñïðåäåëåíèé Íàðÿäó ñî ñðåäíåêâàäðà-
òè÷íûì îòêëîíåíèåì σx èñïîëüçóþò ñðåäíåå àáñîëþòíîå îòêëîíåíèå

δx =

+∞∫
−∞

|x− µx|w(z)dx, (2.21.)

êîòîðîå ñâÿçàíî ñ σx ñîîòíîøåíèåì:

σx =
√
π/2 · δx (2.22.)

Îöåíêà

Sx =

√
π

2
· 1

n
·
∑
i

|xi −mx| (2.23.)

ÿâëÿåòñÿ áîëåå ýôôåêòèâíîé, ÷åì âûáîðî÷íîå ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå.
Îöåíêà ïàðàìåòðîâ ñâÿçè ïðè íàëè÷èè àíîìàëüíûõ îòêëîíåíèé.

19
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2.2. Èíòåðâàëüíîå îöåíèâàíèå íåèçâåñòíûõ ïàðà-

ìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèé

Ìû îöåíèâàëè íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû îäíèì ÷èñëîì, ò. å. îäíîé òî÷êîé
èç îáëàñòè âîçìîæíûõ çíà÷åíèé îöåíèâàåìîãî ïàðàìåòðà. Â ðÿäå çàäà÷ òðåáó-
åòñÿ íàéòè íå òîëüêî ÷èñëîâîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà, íî è îöåíèòü åãî òî÷íîñòü
è íàäåæíîñòü. Ò. å. íàäî çíàòü, êàêàÿ îøèáêà ïîÿâèòñÿ ïðè çàìåíå íåèçâåñò-
íîãî ïàðàìåòðà θ åãî îöåíêîé θ̂ è êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ýòè îøèáêè íå
âûéäóò çà èçâåñòíûå ïðåäåëû. 4

Ïîíÿòèå äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà

Òî÷íîñòü è íàäåæíîñòü îöåíêè çàäàþòñÿ òàê íàçûâàåìûìè äîâåðè-
òåëüíûìè èíòåðâàëàìè è äîâåðèòåëüíûìè âåðîÿòíîñòÿìè.

Èíòåðâàë lγ, ñîäåðæàùèé, ñ âåðîÿòíîñòüþ γ, òî÷íîå çíà÷åíèå îöåíèâàåìîãî
ïàðàìåòðà, íàçûâàåòñÿ äîâåðèòåëüíûì èíòåðâàëîì.

Âåðîÿòíîñòü γ òîãî, ÷òî èñòèííîå çíà÷åíèå θ ëåæèò â èíòåðâàëå
lγ íàçûâàåòñÿ äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ (êîýôôèöèåíòîì äîâåðèÿ) èëè
íàäåæíîñòüþ, ñîîòâåòñòâóþùåé äàííîìó äîâåðèòåëüíîìó èíòåðâàëó.

Äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë è äîâåðèòåëüíàÿ âåðîÿòíîñòü (ñì. ðèñ. 1.3) ñâÿ-
çàíû ñîîòíîøåíèåì:

P
(∣∣∣θ − θ̂∣∣∣ < ε

)
= γ (2.24.)

èëè

P
(
θ̂ − ε < θ < θ̂ + ε

)
= γ.

Îòñþäà

lγ = (T1 (x) , T2 (x)) =
(
θ̂ − ε, θ̂ + ε

)
. (2.25.)

Èíòåðâàë (1.30) íàçûâàþò γ-äîâåðèòåëüíûì èíòåðâàëîì ïàðàìåòðà θ.
T 1(x ), T 2(x ) � íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ äîâåðèòåëüíûå ãðàíèöû.

Òàêèì îáðàçîì, äèàïàçîí âîçìîæíûõ îøèáîê ïðè çàìåíå ïàðàìåòðà θ åãî
îöåíêîé θ̂ áóäåò ðàâåí ±ε; áîëüøèå îøèáêè ïîÿâëÿþòñÿ ñ ìàëîé âåðîÿòíîñòüþ
α = 1− γ.

4 Ëþáàÿ òî÷å÷íàÿ îöåíêà ïàðàìåòðà åñòü ôóíêöèÿ âûáîðêè, ò. å. ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíîé è ñîäåðæèò îøèáêè, êîòîðûå ñòàíîâÿòñÿ î÷åíü áîëüøèìè ïðè ìàëûõ îáúåìàõ âûáîðêè.
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2.2. Èíòåðâàëüíîå îöåíèâàíèå íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ

Ðèñ. 2.1. Ê ïîíÿòèþ äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà

2.2.1. Ïîñòðîåíèå äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ ñ ïîìîùüþ
öåíòðàëüíûõ ñòàòèñòèê

Ïóñòü èìååì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, îïèñûâàåìóþ íåïðåðûâíûì ðàñïðåäå-
ëåíèåì è ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ îò âûáîðêè (ñòàòèñòèêà) G(X;θ), çàâèñÿùàÿ îò
θ òàêàÿ, ÷òî: ðàñïðåäåëåíèå G(X;θ) íå çàâèñèò îò θ; ïðè êàæäîé ðåàëèçàöèè
âûáîðêè x ôóíêöèÿ G(X;θ) íåïðåðûâíà è ñòðîãî ìîíîòîííà ïî θ (ñì. ðèñ. 1.4
).

Òàêóþ ñòàòèñòèêó íàçûâàþò öåíòðàëüíîé ñòàòèñòèêîé äëÿ θ.

Ðèñ. 2.2.

Ïóñòü f G(g) � ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàòèñòèêè G (íàïîìíèì, ÷òî îíà
íå çàâèñèò îò îöåíèâàåìîãî ïàðàìåòðà!). Âûáåðåì âåëè÷èíû g1 < g2 òàê, ÷òîáû
5

P0 (g1 < G (X;ϑ) < g2) =

∫ g2

g1

fG (g) dg =γ. (2.26.)

Òåïåðü ìû ìîæåì íàéòè ñîîòâåòñòâóþùèå èì ÷èñëà T 1 < T 2. Òîãäà íåðà-
âåíñòâà g1 <G(x,θ) < g2 áóäóò ýêâèâàëåíòíû íåðàâåíñòâàìT 1 < θ <T 2 (ñì. ðèñ. 1.4).
Óðàâíåíèå (1.31) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:

5 Ñïîñîá âûáîðà ýòèõ âåëè÷èí óòî÷íèì äëÿ êîíêðåòíûõ ñëó÷àåâ. ×àùå âñåãî èñïîëüçóþò
ñèììåòðè÷íûå èíòåðâàëû.
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P0 (T1 (X) < θ < T2 (X)) = γ, (2.27.)

ïðè ëþáîì θ.

Ïîñòðîåííûé èíòåðâàë (T1;T2 ) ÿâëÿåòñÿ γ-äîâåðèòåëüíûì èíòåðâàëîì
äëÿ θ.

Ìû ðàññìîòðèì ðÿä ïðèìåðîâ ïîñòðîåíèÿ äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ äëÿ
ïàðàìåòðîâ íîðìàëüíûõ ìîäåëåé.

2.2.2. Ðàñïðåäåëåíèå íåêîòîðûõ ôóíêöèé îò âûáîðêè èç
íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

Îñîáàÿ òðóäíîñòü ïðèìåíåíèÿ ðàññìîòðåííîé ìåòîäèêè ñîñòîèò â ðåøåíèè
óðàâíåíèé (1.31, 1.32). Äëÿ ýòîãî íàì â ïåðâóþ î÷åðåäü íåîáõîäèìî çíàòü ïëîò-
íîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ èñïîëüçóåìîé ñòàòèñòèêè è çíà÷åíèÿ êâàíòèëåé ýòèõ
ðàñïðåäåëåíèé.

Êâàíòèëè ðàñïðåäåëåíèé

Êâàíòèëü � îäíà èç ÷èñëîâûõ õàðàêòåðèñòèê ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíî-
ñòåé. Åñëè ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x ) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X íåïðåðûâíà è
ñòðîãî ìîíîòîííà, òî äëÿ ëþáîãî p, 0 < p < 1,

êâàíòèëü ïîðÿäêà p ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X îïðåäåëÿåòñÿ êàê
êîðåíü x p óðàâíåíèÿ F(x p) = p èëè, èíà÷å, êàê çíà÷åíèå (ïðè äàííîì p)
ôóíêöèè F−−1(p), îáðàòíîé ê F(x).

Íàïðèìåð, êâàíòèëü x 1/2 � åñòü ìåäèàíà X (ñì. ðèñ. 1.5).

Ðèñ. 2.3. Êâàíòèëè ðàñïðåäåëåíèÿ
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Äëÿ âûáîðî÷íûõ ðàñïðåäåëåíèé òàêæå ââîäÿò ïîíÿòèå êâàíòèëåé. Äëÿ
íåêîòîðûõ âàæíûõ âèäîâ ðàñïðåäåëåíèé ñóùåñòâóþò òàáëèöû êâàíòèëåé 6 .
Íèæå ìû ðàññìîòðèì ðàñïðåäåëåíèÿ íåêîòîðûõ ôóíêöèé îò âûáîðêè èç ñòàí-
äàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Îñîáåííîñòüþ ðàñïðåäåëåíèé ýòèõ ôóíê-
öèé ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíè çàâèñÿò íå îò íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ, à ëèøü îò îáú-
åìà âûáîðêè. ïîýòîìó äàííûå ôóíêöèè âûáîðêè ÷àñòî ïðèìåíÿþòñÿ â êà÷åñòâå
ñòàòèñòèê ïðè äîâåðèòåëüíîì îöåíèâàíèè ïàðàìåòðîâ.

Ñòàíäàðòíîå ðàñïðåäåëåíèå

Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ïîä÷èíÿåòñÿ íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñ
ïàðàìåòðàìè m, σ2: L(X ) = N (m, σ2). Ïåðåéäåì ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîãî ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ ê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå

Y =
X −m
σ

, (2.28.)

èìåþùåé íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è
åäèíè÷íîé äèñïåðñèåé: L(Y ) = N (0,1 ). Òàêîå ðàñïðåäåëåíèå íàçûâàåòñÿ ñòàí-
äàðòíûì. Ïëîòíîñòü ñòàíäàðòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíà

f (x) =
1√
2π
e−

x2

2 . (2.29.)

Ôóíêöèÿ ñòàíäàðòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íàçûâàåòñÿ èíòåãðàë âåðîÿòíî-
ñòè Ãàóññà :

Φ (x) =
1√
2π

x∫
−∞

e−
t2/2dt. (2.30.)

Äëÿ äàííûõ ôóíêöèé ñîñòàâëåíû ïîäðîáíûå òàáëèöû.

Ðàñïðåäåëåíèå õè-êâàäðàò

Ïóñòü èìååì âûáîðêó ξ = {ξi, i = 1,2, . . . , n}, ãäå ξi � íåçàâèñèìûå ñëó-
÷àéíûå âåëè÷èíû, èìåþùèå ñòàíäàðòíîå ðàñïðåäåëåííûå. Ââåäåì ôóíêöèþ
îò âûáîðêè, íàçûâàåìóþ õè-êâàäðàò :

χ2
n =

n∑
i=1

ξ2
i . (2.31.)

6 Â ñðåäå MATHCAD, â âåðñèè 6.0 è âûøå, êâàíòèëè âàæíåéøèõ ðàñïðåäåëåíèé ðåàëèçîâàíû
â âèäå ôóíêöèé.
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Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà (1.36) îïèñûâàåòñÿ õè-êâàäðàò ðàñïðåäåëåíèåì ñ n
ñòåïåíÿìè ñâîáîäû 7 . Ïëîòíîñòü õè-êâàäðàò ðàñïðåäåëåíèÿ îáîçíà÷àþò ÷åðåç
kn(x ). Îíà èìååò âèä

8 :

kn (x) =
x
n/2−1

2
n/2Γ

(n/2)e−
x/2, x > 0. (2.32.)

Çäåñü Γ (x) =
∞∫
0

e−ttx−1dt� ãàììà ôóíêöèÿ Ýéëåðà. Ïåðâûå äâà ìîìåíòà äàííîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíû: M[χ2] = n, D[χ2] = 2n 9 .
Âàæíûì ñâîéñòâîì ðàñïðåäåëåíèÿ õè-êâàäðàò ÿâëÿåòñÿ åãî âîñïðîèçâî-

äèìîñòü ïî ïàðàìåòðó n, êîòîðîå îçíà÷àåò, ÷òî ñóììà íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí, ðàñïðåäåëåííûõ ïî çàêîíó õè-êâàäðàò, ðàñïðåäåëåíà òàêæå ïî çàêîíó
õè-êâàäðàò ñ ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû, ðàâíûì ñóììå ñòåïåíåé ñâîáîäû ñëàãà-
åìûõ.

Ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà (t ðàñïðåäåëåíèå)

10

Ðàñïðåäåëåíèåì Ñòüþäåíòà ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû S(n) íàçûâàåòñÿ
ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

t =
ξ√
χ2
n

n

, (2.33.)

ãäå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è χ2
níåçàâèñèìû è ïðè ýòîì ξ èìååò ñòàíäàðòíîå

ðàñïðåäåëåíèå. Ïëîòíîñòü t-ðàñïðåäåëåíèÿ sn(x ) èìååò âèä

sn (x) =
1√
πn

Γ
(

(n+ 1)/2

)
Γ
(n/2) 1(

1 + x2
/n

)(n+ 1)/2

, −∞ < x <∞. (2.34.)

Ðàñïðåäåëåíèå Ôèøåðà-Ñíåäåêîðà

Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû χ2
n è χ

2
m íåçàâèñèìû è

7 ×èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû � ýòî ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñëàãàåìûõ â ñóììå (1.28).
8 Çäåñü è äàëåå, ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ïðàâèëàì âû÷èñëåíèÿ ïëîòíîñòè

ðàñïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè îò ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ èçâåñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì.
9 Â ñîîòâåòñòâèå ñ öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìîé L(χ2

n) ∼ N (n, 2n) ïðè n → ∞.
10 Ñòüþäåíò (Student) � ïñåâäîíèì àíãëèéñêîãî ñòàòèñòèêà Â. Ãîññåòà, âïåðâûå èñïîëüçîâàâ-

øåãî ýòî ðàñïðåäåëåíèå (1908).
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2.2. Èíòåðâàëüíîå îöåíèâàíèå íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ

F =
χ2
n

n
:
χ2
m

m
=
m

n

χ2
n

χ2
m

. (2.35.)

Ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû F íàçûâàþò ðàñïðåäåëåíèåì Ñíå-
äåêîðà ñ n è m ñòåïåíÿìè ñâîáîäû è îáîçíà÷àþò S(n, m). Èíîãäà ýòî ðàñ-
ïðåäåëåíèå íàçûâàþò F-ðàñïðåäåëåíèåì èëè ðàñïðåäåëåíèåì äèñïåðñèîííîãî
îòíîøåíèÿ Ôèøåðà.

Ïîñòðîåíèå äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ

Äèñïåðñèÿ èçâåñòíà.
Ïóñòü ïî âûáîðêå X = ( X 1, X 2, . . . , X n) èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëå-

íèÿ N (θ, σ2)òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ íåèçâåñòíîãî
ñðåäíåãî θ ïðè èçâåñòíîé äèñïåðñèè σ2.

Â äàííîì ñëó÷àå öåíòðàëüíîé ñòàòèñòèêîé äëÿ θ áóäåò

G (X; θ) =
√
n
X̄ − θ
σ

, (2.36.)

èìåþùàÿ, êàê ëåãêî óáåäèòüñÿ, ñòàíäàðòíîå ðàñïðåäåëåíèå. Ãðàíèöû äîâåðè-
òåëüíîãî èíòåðâàëà îïðåäåëÿòñÿ âûðàæåíèÿìè:

T1 (x) = X̄ − σ√
n
g2; T2 (x) = X̄ − σ√

n
g1. (2.37.)

Çíà÷åíèÿ ÷èñåë g1 è g2 îïðåäåëåíû íå îäíîçíà÷íî. Èçâåñòíî òîëüêî, ÷òî
îíè äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ñîîòíîøåíèþÔ(g1) � Ô(g2) = γ. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî
äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë áóäåò êðàò÷àéøèì, åñëè äîâåðèòåëüíûå ãðàíèöû ðàñ-
ïîëîæèòü ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî îöåíèâàåìîãî ïàðàìåòðà, ò. å. ïîëîæèòü
g1 = � g2. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî Ô(�x ) = 1 � Ô(x ), ïîëó÷àåì

Φ (g2) =
1 + γ

2
,

ò. å. g2 åñòü
1+γ

2
− êâàíòèëü ñòàíäàðòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ:

g2 = cγ = Φ−1

(
1 + γ

2

)
.

È îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë:

∆γ (X) =

(
X̄ − σ√

n
cγ, X̄ +

σ√
n
cγ

)
. (2.38.)

Äèñïåðñèÿ íåèçâåñòíà.
Ïóñòü èìååì îáùóþ íîðìàëüíóþ ìîäåëü ñ íåèçâåñòíûìè ïàðàìåòðàìè:

N (θ1,θ2).
Öåíòðàëüíîé ñòàòèñòèêîé äëÿ îöåíèâàíèÿ ñðåäíåãî ÿâëÿåòñÿ
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Ãëàâà 2. Îöåíêà íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèé

G (X; θ1) =
√
n− 1

X̄ − θ1

S (X)
, (2.39.)

ãäå S 2(X ) � âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ. Äàííàÿ ñòàòèñòèêà îïèñûâàåòñÿ ðàñïðåäå-
ëåíèåì Ñòüþäåíòà S(n-1) ñ n -1 ñòåïåíüþ ñâîáîäû 11 Ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà
ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ñâîåé ñðåäíåé òî÷êè, ïîýòîìó ðàñ÷åò äîâåðèòåëüíî-
ãî èíòåðâàëà ïðîèçâîäèòñÿ òàê æå, êàê â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå.

γ − äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ ñðåäíåãî ïîëó÷èì â âèäå:

(
X̄ − S (X)√

n− 1
t
′

γ,n−1, X̄ +
S (X)√
n− 1

t
′

γ,n−1

)
, (2.40.)

ãäå t
′
γ,n−1� (1 + γ)/2-êâàíòèëü ðàñïðåäåëåíèÿ S(n - 1).

Ïîñòðîåíèå äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà äëÿ äèñïåðñèè

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå èçâåñòíî.
Ïóñòü èìååì âûáîðêó èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ N (m, θ 2). Íàõîäèì

öåíòðàëüíóþ ñòàòèñòèêó äëÿ τ = τ(θ) = θ 2:

G (X; τ) =
1

τ

n∑
i−1

(Xi −m)2, (2.41.)

êîòîðàÿ ïîä÷èíÿåòñÿ õè-êâàäðàò ðàñïðåäåëåíèþ ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.
Åñëè g1 è g2� ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ äëÿ ñòàòèñòèêè, òî ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ

γ-äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà äëÿ äèñïåðñèè çàïèøóòñÿ êàê

T1 (x) =
1

g2

n∑
i=1

(xi −m)2, T2 (x) =
1

g1

n∑
i=1

(xi −m)2. (2.42.)

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå, êàê âûáèðàþòñÿ g1 è g2. Íåîáõîäèìî, ÷òîáû âû-
ïîëíÿëèñü óñëîâèÿ: g1 < g2 è

∫ g2
g1
kn (x) dx = γ. Íà ïðàêòèêå äîâîëüñòâóþòñÿ

ñèììåòðè÷íûì12 èíòåðâàëîì, ò.å. âûáèðàþò ñèììåòðè÷íîå ïîëîæåíèå èí-
òåðâàëà íà øêàëå âåðîÿòíîñòåé:

g1∫
0

kn (x) dx =
1− γ

2
,

∞∫
g2

kn (x) dx =
1− γ

2
. (2.43.)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî

11 Äàííàÿ ôóíêöèÿ ñîäåðæèò äðóãóþ ñòàòèñòèêó � âûáîðî÷íîå ñðåäíåå, ÷òî óìåíüøàåò ÷èñëî
íåçàâèñèìûõ ñëàãàåìûõ íà åäèíèöó.

12 Ñèììåòðè÷íûé èíòåðâàë íå ÿâëÿåòñÿ íàèêðàò÷àéøèì, íî ñ íèì óäîáíåå ðàáîòàòü.
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2.2. Èíòåðâàëüíîå îöåíèâàíèå íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ

g1 = χ2
(1−γ)/2,n , g2 = χ2

(1+γ)/2,n , χ
2
p,n � p�êâàíòèëè ðàñïðåäåëåíèÿ õè-

êâàäðàò.
Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå íåèçâåñòíî.
Öåíòðàëüíîé ñòàòèñòèêîé äëÿ äèñïåðñèè â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ

G
(
X; θ2

2

)
=
nS2 (X)

θ2
2

, (2.44.)

çäåñü S2 (X)� âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ. Äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ äèñïåð-
ñèè íàõîäèì ïî ðàññìîòðåííîé âûøå ñõåìå. Ïîëó÷àåì öåíòðàëüíûé äîâåðè-
òåëüíûé èíòåðâàë äëÿ íåèçâåñòíîé äèñïåðñèè ïðè íåèçâåñòíîì ìàòåìàòè÷åñêîì
îæèäàíèè: (

nS2 (X)

χ2
(1+γ)/2,n−1

,
nS2 (X)

χ2
(1−γ)/2,n−1

)
. (2.45.)

27



Ãëàâà 3.

Ïðîâåðêà ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç

3.1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è òåðìèíîëîãèÿ

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ñòàòèñòè÷åñêîé ãèïîòåçîé íàçûâàþò ëþáîå óòâåð-
æäåíèå î âèäå èëè ñâîéñòâàõ ðàñïðåäåëåíèÿ íàáëþäàåìûõ ñëó÷àéíûõ âå-
ëè÷èí.

Åñëè äëÿ èññëåäóåìîãî ÿâëåíèÿ ñôîðìóëèðîâàíà òà èëè èíàÿ ãèïîòåçà
(åå íàçûâàþò îñíîâíîé èëè íóëåâîé è îáîçíà÷àþò H0), òî çàäà÷à ïðîâåðêè
ãèïîòåçû ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ñôîðìóëèðîâàòü è îáîñíîâàòü òàêîå ïðàâèëî,
êîòîðîå ïîçâîëèëî áû ïî ðåçóëüòàòàì íàáëþäåíèé ïðèíÿòü èëè îòêëîíèòü ýòó
ãèïîòåçó.

Îïðåäåëåíèå 3.2. Ïðàâèëî, ñîãëàñíî êîòîðîìó ïðîâåðÿåìàÿ ãèïîòå-
çà ïðèíèìàåòñÿ èëè îòâåðãàåòñÿ, íàçûâàåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêèì êðèòå-
ðèåì ïðîâåðÿåìîé ãèïîòåçû H0.

Ïðèìåðû ôîðìóëèðîâîê ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç

Ïðèìåð 1.
Ãèïîòåçà î âèäå ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü ïðîèçâîäèòñÿ n íåçàâèñèìûõ íà-

áëþäåíèé íàä ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ξ ñ íåèçâåñòíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ
F ξ(x ). Ãèïîòåçîé, ïîäëåæàùåé ïðîâåðêå ìîæåò áûòü óòâåðæäåíèå òèïà

H 0: F ξ(x ) = F (x ), ãäå ôóíêöèÿ F (x ) ïîëíîñòüþ çàäàíà, ëèáî òèïà
H 0: F ξ(x ) ∈Φ 0, ãäå Φ 0� çàäàííîå ñåìåéñòâî ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ.
Ïðèìåð 2.
Ãèïîòåçà îäíîðîäíîñòè. Ïðîèçâåäåíî k ñåðèé íåçàâèñèìûõ íàáëþäåíèé:

(x 1,. . . , xn1)1, (x 1,. . . , xn2)2, . . . , (x 1,. . . , xnk)k.

Ìîæíî ëè ñ äîñòàòî÷íîé íàäåæíîñòüþ ñ÷èòàòü, ÷òî çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ
íàáëþäåíèé îò ñåðèè ê ñåðèè íå ìåíÿëñÿ? Åñëè ýòî òàê, òî ãîâîðÿò, ÷òî ñòàòè-
ñòè÷åñêèå äàííûå îäíîðîäíû.

Ïóñòü F i(x ) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íàáëþäåíèé i-é ñåðèè, i=1, 2, . . . , k.
Òîãäà çàäà÷à ñòîèò â ïðîâåðêå ãèïîòåçû îäíîðîäíîñòèH 0: F1 (x) ≡ . . . ≡ Fk (x) .

Ïðèìåð 3.
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3.2. Îáùèå ïðèíöèïû ïîñòðîåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ êðèòåðèåâ

Ãèïîòåçà íåçàâèñèìîñòè. Â ýêñïåðèìåíòå íàáëþäàåòñÿ äâóõìåðíàÿ ñëó-
÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ = (ξ 1, ξ 2) ñ íåèçâåñòíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F ξ(x, y)
è åñòü îñíîâàíèÿ ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êîìïîíåíòû ξ 1 è ξ 2íåçàâèñèìû. Â ýòîì
ñëó÷àå íàäî ïðîâåðèòü ãèïîòåçó íåçàâèñèìîñòè H 0: F ξ(x, y) = F ξ 1(x )·F ξ2(
y), ãäå F ξ 1(x ) è F ξ2( y) � íåêîòîðûå îäíîìåðíûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.
Â îáùåì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàþò k-ìåðíóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξ è ïðîâåðÿþò
ãèïîòåçó íåçàâèñèìîñòè åå êîìïîíåíò.

Ïðèìåð 4.

Ãèïîòåçà ñëó÷àéíîñòè. Ðåçóëüòàò ýêñïåðèìåíòà îïèñûâàåòñÿ n−ìåðíîé
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé X = (X1, . . . , Xn) ñ íåèçâåñòíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëå-
íèÿ Fx(x), x = (x1, . . . , xn). Ìîæíî ëè ðàññìàòðèâàòü X êàê ñëó÷àéíóþ âû-
áîðêó èç ðàñïðåäåëåíèÿ íåêîòîðîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ (ò. å. ÿâëÿþòñÿ ëè
êîìïîíåíòû Xi íåçàâèñèìûìè è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûìè)? Â äàííîì ñëó-
÷àå òðåáóåòñÿ ïðîâåðèòü ãèïîòåçó ñëó÷àéíîñòè H0 : Fx(x) = Fξ(x1)·. . .·Fξ(xn),
ãäå Fξ(x) � íåêîòîðàÿ îäíîìåðíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ.

Â ðàññìîòðåííûõ ïðèìåðàõ íóëåâûå ãèïîòåçû ôîðìóëèðóþòñÿ êàê óòâåð-
æäåíèÿ î ïðèíàäëåæíîñòè ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ íåêîòîðîé ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû îïðåäåëåííîìó êëàññó ðàñïðåäåëåíèé Φ0 ∈ Φ: H0: Fx ∈ Φ0. Ðàñïðåäåëåíèÿ
èç äîïîëíèòåëüíîãî êëàññà Φ1 = Φ\Φ0 íàçûâàþòñÿ àëüòåðíàòèâíûìè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿìè. À ãèïîòåçû âèäà H1 : Fx ∈ Φ1, êîíêóðèðóþùèå ñ îñíîâíûìè
ãèïîòåçàìè, íàçûâàþòñÿ àëüòåðíàòèâíûìè ãèïîòåçàìè.

Â ýòèõ òåðìèíàõ çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ êàê çàäà÷à ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0

ïðîòèâ àëüòåðíàòèâû H1. Ëþáàÿ ãèïîòåçà íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé, åñëè ñîîòâåò-
ñòâóþùèé êëàññ ðàñïðåäåëåíèé ñîäåðæèò ëèøü îäíî ðàñïðåäåëåíèå, â ïðîòèâ-
íîì ñëó÷àå ãèïîòåçû íàçûâàþòñÿ ñëîæíûìè.

Ïàðàìåòðè÷åñêèìè íàçûâàþò ãèïîòåçû î çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ðàñïðå-
äåëåíèé.

3.2. Îáùèå ïðèíöèïû ïîñòðîåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ

êðèòåðèåâ

Íà ïðàêòèêå, äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû âûáèðàåòñÿ êàêàÿ-ëèáî ôóíêöèÿ âû-
áîðêè (ñòàòèñòèêà) T (X). Çíà÷åíèå ýòîé ñòàòèñòèêè äëÿ çàäàííîé âûáîðêè è
ñëóæèò îñíîâàíèåì äëÿ ïðèíÿòèÿ èëè îòêëîíåíèÿ îñíîâíîé ãèïîòåçû.

Ôóíêöèÿ T (X) ∈ τ íàçûâàåòñÿ ñòàòèñòèêîé êðèòåðèÿ, à ïðàâèëî, êî-
òîðîå äëÿ êàæäîé ðåàëèçàöèè x âûáîðêèX äîëæíî ïðèâîäèòü ê îäíîìó èç äâóõ
ðåøåíèé: ïðèíÿòü ãèïîòåçó H 0 èëè îòêëîíèòü åå (ïðèíÿòü H 1) � íàçûâàåòñÿ
ñòàòèñòè÷åñêèì êðèòåðèåì.

29



Ãëàâà 3. Ïðîâåðêà ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç

Ðèñ. 3.1. Ê ïîíÿòèþ êðèòè÷åñêîé îáëàñòè.

Êàæäîìó êðèòåðèþ îòâå÷àåò ðàçáèåíèå îáëàñòè çíà÷åíèé t ñòàòèñòèêè τ
íà äâå íåïåðåñåêàþùèõñÿ ÷àñòè τ0 è τ1 (ðèñ.3.1).

Åñëè çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè ïîïàäàåò â îáëàñòü τ0, òî ïðèíèìàåòñÿ íóëåâàÿ
ãèïîòåçà H0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå H0 îòâåðãàåòñÿ (ïðèíèìàåòñÿ H1). Ìíîæåñòâî
çíà÷åíèé ñòàòèñòèêè τ0 íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ ïðèíÿòèÿ íóëåâîé ãèïîòåçû,
ìíîæåñòâî τ1 � ýòî îáëàñòü îòêëîíåíèÿ íóëåâîé ãèïîòåçû èëè êðèòè÷åñêàÿ
îáëàñòü.

Íóëåâàÿ ãèïîòåçà H0 ìîæåò êîíêóðèðîâàòü ñ íåñêîëüêèìè àëüòåðíàòèâ-
íûìè ãèïîòåçàìè. Êàæäîé ïàðå H0 � H1 ñîîòâåòñòâóåò ñâîå ðàçáèåíèå îáëàñòè
çíà÷åíèé ñòàòèñòèêè êðèòåðèÿ íà τ0 è τ1.

Ðàçëè÷àþò îäíîñòîðîííèå è äâóõñòîðîííèå êðèòè÷åñêèå îáëàñòè. Íà ðè-
ñóíêå (3.1) ïîêàçàíà ïðàâîñòîðîííÿÿ êðèòè÷åñêàÿ îáëàñòü.

Òàêèì îáðàçîì, çàäàòü êðèòåðèé ýòî çíà÷èò

� çàäàòü ñòàòèñòèêó êðèòåðèÿ;

� çàäàòü êðèòè÷åñêóþ îáëàñòü.

Â õîäå ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0 ìîæíî ïðèéòè ê ïðàâèëüíîìó âûâîäó ëèáî
ñîâåðøèòü äâà ðîäà îøèáîê.

Îøèáêà ïåðâîãî ðîäà � îòêëîíèòü H0, êîãäà îíà âåðíà.
Îøèáêà âòîðîãî ðîäà � ïðèíÿòü H0, êîãäà îíà íå âåðíà.
Âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïåðâîãî ðîäà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ôóíêöèþ ìîùíî-

ñòè êðèòåðèÿ � âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â êðèòè÷åñêóþ îáëàñòü ïðè óñëîâèè,
÷òî F � èñòèííîå ðàñïðåäåëåíèå: W (F ) = P (t ∈ τ1|F ) :

α = W (F0)

Âåðîÿòíîñòü îøèáêè âòîðîãî ðîäà � âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â îáëàñòü
ïðèíÿòèÿ íóëåâîé ãèïîòåçû ïðè óñëîâèè, ÷òî F1 � èñòèííîå ðàñïðåäåëåíèå
(âåðíà àëüòåðíàòèâíàÿ ãèïîòåçà):

β = 1−W (F1).

Ïðîâåðêó ãèïîòåçû æåëàòåëüíî ïðîâåñòè òàê, ÷òîáû ñâåñòè ê ìèíèìóìó
îøèáêè îáîåãî ðîäà. Îäíàêî îäíîâðåìåííî ìèíèìèçèðîâàòü îáå îøèáêè íåâîç-
ìîæíî.
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3.2. Îáùèå ïðèíöèïû ïîñòðîåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ êðèòåðèåâ

Ðèñ. 3.2. Ðàñïðåäåëåíèå ñòàòèñòèêè êðèòåðèÿ äëÿ íóëåâîé è àëüòåðíàòèâíîé ãèïîòåç

(îäíîñòîðîííèé êðèòåðèé)

Ðàöèîíàëüíûé ïðèíöèï âûáîðà êðèòè÷åñêîé îáðàñòè ôîðìóëèðóåòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

ïðè çàäàííîì ÷èñëå èñïûòàíèé n óñòàíàâëèâàåòñÿ ãðàíèöà (α) äëÿ
âåðîÿòíîñòè îøèáêè ïåðâîãî ðîäà è ïðè ýòîì âûáèðàåòñÿ òà êðèòè÷å-
ñêàÿ îáëàñòü, äëÿ êîòîðîé âåðîÿòíîñòü îøèáêè âòîðîãî ðîäà ìèíèìàëü-
íà.

Ãðàíè÷íîå çíà÷åíèå α íàçûâàåòñÿ óðîâíåì çíà÷èìîñòè êðèòåðèÿ. Ñî-
áûòèÿ ñ òàêèìè âåðîÿòíîñòÿìè ñ÷èòàþòñÿ ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíûìè. Äîïó-
ñòèìàÿ âåëè÷èíà óðîâíÿ çíà÷èìîñòè îïðåäåëÿåòñÿ òåìè ïîñëåäñòâèÿìè, êîòî-
ðûå íàñòóïàþò ïîñëå ñîâåðøåíèÿ îøèáêè.

Íà ïðàêòèêå äëÿ α âûáèðàþò îäíî èç ñëåäóþùèõ ñòàíäàðòíûõ çíà÷åíèé:
0.05, 0.01, 0.005, . . . , äëÿ ýòèõ çíà÷åíèé ðàññ÷èòàíû òàáëèöû êâàíòèëåé îñíîâíûõ
ðàñïðåäåëåíèé, èñïîëüçóåìûå ïðè ïðîâåäåíèè ðàñ÷åòîâ äîâåðèòåëüíûõ èíòåð-
âàëîâ è ïîâåðêå ãèïîòåç.

Ñðåäè êðèòåðèåâ âûäåëÿþò òàêèå, êîòîðûå óëàâëèâàþò ëþáûå îòêëîíåíèÿ
îò íóëåâîé ãèïîòåçû, áåç êîíêðåòèçàöèè âèäà îòêëîíåíèÿ. Òàêèå óíèâåðñàëüíûå
êðèòåðèè ÷àñòî íàçûâàþò êðèòåðèÿìè ñîãëàñèÿ.Ìû ðàññìîòðèì äâà íàèáîëåå
èçâåñòíûõ: êðèòåðèé Êîëìîãîðîâà è êðèòåðèé õè-êâàäðàò (χ2).

Ïÿòü øàãîâ ïðîâåðêè ãèïîòåçû

Ñôîðìóëèðîâàííûå âûøå ïðèíöèïû ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç
âïîëíå ìîæíî óëîæèòü â ñëåäóþùèå ¾ïÿòü øàãîâ¿:

1. Ñôîðìóëèðîâàòü íóëåâóþ H0 è àëüòåðíàòèâíóþ H1 ãèïîòåçû.

2. Âûáðàòü ñòàòèñòèêó êðèòåðèÿ T (X) è óÿñíèòü å¼ çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ.
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3. Çàäàòü óðîâåíü çíà÷èìîñòè êðèòåðèÿ.

4. Ïî òàáëèöàì êâàíòèëåé ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàòèñòèêè íàéòè êðèòè÷åñêèå
òî÷êè è óêàçàòü êðèòè÷åñêóþ îáëàñòü.

5. Ïîäñ÷èòàòü çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè êðèòåðèÿ è ïðîâåðèòü óñëîâèå ïîïàäàíèÿ
â êðèòè÷åñêóþ îáëàñòü.

6. Ñäåëàòü âûâîä î ïðèíÿòèè íóëåâîé èëè àëüòåðíàòèâíîé ãèïîòåçû.

3.3. Êðèòåðèé ñîãëàñèÿ Êîëìîãîðîâà

Êðèòåðèé ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû î âèäå ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè
óñëîâèè, ÷òî òåîðåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíàÿ è ïîëíîñòüþ
îïðåäåëåíà.

Ïóñòü X = (X 1,. . . , X n) � âûáîðêà èç íåèçâåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
F ξ (x), î êîòîðîì âûäâèíóòà ïðîñòàÿ ãèïîòåçà H0 : Fξ(x) = F (x). Ñòàòèñòè-
êîé êðèòåðèÿ ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíà

Dn = Dn(X) = sup
−∞<x<∞

|Fn (x)− F (x)|, (3.1.)

ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé ìàêñèìàëüíîå îòêëîíåíèå ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ Fn(x) îò ãèïîòåòè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F (x).

Ðèñ. 3.3. Òåîðåòè÷åñêàÿ è ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.
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Îñîáåííîñòüþ ñòàòèñòèêè Dn ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî åå ðàñïðåäåëåíèå ïðè ãè-
ïîòåçå H0 íå çàâèñèò îò âèäà ôóíêöèè F (x) è ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n (óæå
ïðè n > 20) ïðàêòè÷åñêè îò n íå çàâèñèò è ïðèíèìàåò âèä:

lim
n→∞

P
(√

nDn 6 t
)

= K (t) =
∞∑

j=−∞

(−1)j e−2j2t2 . (3.2.)

Ðèñ. 3.4. Ðàñ÷åòíûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè Êîëìîãîðîâà

Êðèòè÷åñêóþ ãðàíèöó ïðè çàäàííîì óðîâíå çíà÷èìîñòè α ðàññ÷èòûâàåì
ñëåäóþùèì îáðàçîì:
èç ñîîòíîøåíèÿ:

P
(√

nDn > λα|H0

)
≈ 1−K (λα) = α (3.3.)

íàõîäèì çíà÷åíèÿ λα, êîòîðûå ïðîòàáóëèðîâàíû (ñì. òàáë. 2.1).

Òàáëèöà 2.1

α 0.05 0.01
λα 1.3581 1.6276

Çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè (3.1.) t = Dn äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü íåðàâåíñòâó:

√
nt > λα. (3.4.)

Îòñþäà íàõîäèì êðèòè÷åñêóþ îáëàñòü t > λα√
n
.

Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì ïðàâèëî ïðîâåðêè ãèïîòåçû � êðèòåðèé ñîãëàñèÿ
Êîëìîãîðîâà:

åñëè íàáëþäàâøååñÿ çíà÷åíèå t = Dn ñòàòèñòèêè 3.1. óäîâëåòâî-
ðÿåò íåðàâåíñòâó 3.4., òî ãèïîòåçó H0 îòâåðãàþò; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
äåëàþò âûâîä î òîì, ÷òî ñòàòèñòè÷åñêèå äàííûå íå ïðîòèâîðå÷àò ãè-
ïîòåçå.

Ñëåäóÿ ýòîìó ïðàâèëó, ìîæíî îøèáî÷íî îòêëîíèòü ãèïîòåçó H0 ñ âåðîÿò-
íîñòüþ, ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíîé α.
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3.4. Êðèòåðèé ñîãëàñèÿ õè-êâàäðàò Ê. Ïèðñîíà

Äàííûé êðèòåðèé ïåðâîíà÷àëüíî ðàçðàáîòàí äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà íàáëþäà-
åìàÿ äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ïðèíèìàëà N ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé, ïðè-
÷åì çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ áûë ïîëíîñòüþ çàäàí (ïðîñòàÿ ãèïîòåçà). Îäíàêî åãî
ìîæíî ïðèìåíÿòü è äëÿ íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, åñëè ïðåäâàðèòåëü-
íî ñãðóïïèðîâàòü èñõîäíûå äàííûå è ïåðåéòè ê èõ ÷àñòîòíîìó ïðåäñòàâëåíèþ
(Ôèøåð).

Ïóñòü v = v1, . . . , vN � íàáëþäàåìûé âåêòîð ïîïàäàíèÿ âûáîðî÷íûõ òî÷åê
â èíòåðâàëû ãðóïïèðîâêè, à p = p1, . . . , p N � âåêòîð òåîðåòè÷åñêèõ (îæèäàå-
ìûõ) çíà÷åíèé âåðîÿòíîñòåé ïîïàäàíèÿ â ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåðâàëû ãðóïïè-
ðîâêè, çäåñü v1 + . . . + vN = n. Â ýòîì ñëó÷àå âåêòîð v èìååò ïîëèíîìèàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå è ãèïîòåçà H0 ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå ãèïîòåçû î òîì, ÷òî âåðîÿòíî-
ñòè ïîëèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåêòîðà ÷àñòîò v èìåþò çàäàííîå çíà÷åíèå
pj, j = 1, . . . , N.

Â êà÷åñòâå ñòàòèñòèêè, õàðàêòåðèçóþùåé îòêëîíåíèå âûáîðî÷íûõ (íàáëþ-
äàåìûõ) ÷àñòîò νj îò ñîîòâåòñòâóþùèõ ãèïîòåòè÷åñêèõ (îæèäàåìûõ) çíà÷åíèé
ïðèíèìàåòñÿ âåëè÷èíà

X2
n = X2

n (v) =
N∑
j=1

(vj − npj)2

npj
, (3.5.)

èìåþùàÿ ïðè áîëüøèõ n ðàñïðåäåëåíèå õè-êâàäðàò ñ (N �1) ñòåïåíüþ ñâîáîäû,
êîãäà çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëíîñòüþ çàäàí è ðàâíî N − 1 − r, ãäå r � ÷èñëî
íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ, äîïîëíèòåëüíî îöåíèâàåìûõ ïî âûáîðêå.

Êðèòåðèé ñîãëàñèÿ õè-êâàäðàò ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ïóñòü çàäàíû óðîâåíü çíà÷èìîñòè α è îáúåì âûáîðêè n è íà-
áëþäàâøèåñÿ çíà÷åíèÿ âåêòîðà ÷àñòîò v1, . . . , vN óäîâëåòâîðÿ-
þò óñëîâèÿì n > 50, vj > 5, j = 1, . . . , N ; òîãäà, åñëè íàáëþ-
äàâøååñÿ çíà÷åíèå t = X2

n (v) ñòàòèñòèêè (3.5.) óäîâëåòâîðÿåò
íåðàâåíñòâó t > χ2

1−α,N−1−r, òî ãèïîòåçó H0 îòâåðãàþò; â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå ãèïîòåçà H0 íå ïðîòèâîðå÷èò ðåçóëüòàòàì èñ-
ïûòàíèé.

Äîñòîèíñòâîì äàííîãî êðèòåðèÿ ÿâëÿåòñÿ åãî óíèâåðñàëüíîñòü è òî, ÷òî
åãî ìîæíî ïðèìåíÿòü è â ñëó÷àå, êîãäà äàííûå íîñÿò íå÷èñëîâîé õàðàêòåð.

Íà ïðàêòèêå, ïðîâåðêà ñòàòèñòè÷åñêîé ãèïîòåçû, êàê ïðàâèëî, ÿâëÿåòñÿ
ñîñòàâíîé ÷àñòüþ ðåøåíèÿ áîëåå îáùåé çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ ðàçíîãî ðîäà çà-
âèñèìîñòåé. Â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ ìû ðàññìîòðèì ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåðû
ïðîâåðêè ãèïîòåç â ðàìêàõ ïðîâåäåíèÿ ôàêòîðíîãî, êîððåëÿöèîííîãî è ðåãðåñ-
ñèîííîãî àíàëèçà.
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Ãëàâà 4.

Îäíîôàêòîðíûé àíàëèç

4.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.

Ïðè èññëåäîâàíèè çàâèñèìîñòåé ìåæäó ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè îäíîé èç
íàèáîëåå ïðîñòûõ ÿâëÿåòñÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà ìîæíî óêàçàòü òîëüêî îäèí ôàêòîð
(âåëè÷èíó), âëèÿþùóþ íà êîíå÷íûé ðåçóëüòàò, è ýòîò ôàêòîð ìîæåò ïðèíèìàòü
ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî çíà÷åíèé (óðîâíåé). Òàêèå çàäà÷è è ÿâëÿþòñÿ çàäà÷àìè
îäíîôàêòîðíîãî àíàëèçà.

Ïðèìåð. Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ íåñêîëüêèõ ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ äåéñòâèÿ,
íàïðàâëåííûõ íà äîñòèæåíèå îäíîé öåëè. (Íåñêîëüêèõ øêîëüíûõ ó÷åáíèêîâ,
íåñêîëüêèõ ëåêàðñòâ, íåñêîëüêèõ ñïîñîáîâ îáðàáîòêè è ò.ä.).

Òåðìèíîëîãèÿ ôàêòîðíîãî àíàëèçà

Òî, ÷òî, êàê ìû ñ÷èòàåì, äîëæíî îêàçûâàòü âëèÿíèå íà êîíå÷íûé ðåçóëü-
òàò, íàçûâàþò ôàêòîðîì (èëè ôàêòîðàìè, åñëè èõ íåñêîëüêî).

Êîíêðåòíóþ ðåàëèçàöèþ ôàêòîðà (îïðåäåëåííûé ó÷åáíèê, ëåêàðñòâî) íà-
çûâàþò óðîâíåì ôàêòîðà, èëè ñïîñîáîì îáðàáîòêè.

Çíà÷åíèå èçìåðÿåìîãî ïàðàìåòðà (ò.å. âåëè÷èíó ðåçóëüòàòà) íàçûâàþò îò-
êëèêîì.

Ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå.

Äëÿ ñðàâíåíèÿ âëèÿíèÿ ôàêòîðîâ íà ðåçóëüòàò íåîáõîäèì ñòàòèñòè÷åñêèé
ìàòåðèàë. Åãî ïîëó÷àþò ñëåäóþùèì îáðàçîì: êàæäûé èç k ñïîñîáîâ îáðàáîò-
êè ïðèìåíÿþò íåñêîëüêî ðàç (íå îáÿçàòåëüíî îäíî è òî æå) ê èññëåäóåìîìó
îáúåêòó è ðåãèñòðèðóþò ðåçóëüòàòû. Â èòîãå èìååì k âûáîðîê íå îáÿçàòåëüíî
îäèíàêîâîãî îáúåìà. Ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëÿþòñÿ â òàáëèöå.

Óðîâíè ôàêòîðîâ 1 2 . . . k
X1,1 X1,2 . . . X1,k

Ðåçóëüòàòû X2,1 X2,2 . . . X2,k

èçìåðåíèé . . . . . . . . . . . .
Xn1,1 Xn2,2 . . . Xnk,k

Òàáëèöà 4.1. Äàííûå: òàáëèöà ñ îäíèì âõîäîì. n1, n2 . . . nk � îáúåìû âûáîðîê,

N = n1 + n2 + . . . + nk� îáùåå ÷èñëî íàáëþäåíèé.
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4.2. Ñòàòèñòè÷åñêèå ïðåäïîëîæåíèÿ è ñòðàòåãèÿ

ôàêòîðíîãî àíàëèçà

Ïðè îðãàíèçàöèè èññëåäîâàíèé è ïîñëåäóþùåì ñòàòèñòè÷åñêîì àíàëèçå
íàäî ó÷èòûâàòü òàêèå õàðàêòåðèñòèêè ñòàòèñòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà êàê øêàëà
èçìåðåíèé è õàðàêòåð ñëó÷àéíîé èçìåí÷èâîñòè íàáëþäåíèé � ò.å. çàâèñè-
ìîñòü çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ îò ñïîñîáîâ îáðàáîòêè.

Ðàçëè÷àþò ñëåäóþùèå âèäû øêàë:

ÊÎËÈ×ÅÑÒÂÅÍÍÛÅ øêàëû ïîäðàçäåëÿþò íà øêàëû îòíîøåíèé è èíòåð-
âàëüíûå:

� èíòåðâàëüíîé øêàëîé íàçûâàþò òàêóþ øêàëó ñ íåïðåðûâíûì ìíî-
æåñòâîì çíà÷åíèé, â êîòîðîé î äâóõ ñîïîñòàâëÿåìûõ îáúåêòàõ ìîæíî
ñêàçàòü íå òîëüêî, îäèíàêîâû îíè èëè ðàçëè÷íû, íå òîëüêî â êàêîì
èç íèõ ïðèçíàê áîëåå âûðàæåí, íî è íà ñêîëüêî áîëåå ýòîò ïðèçíàê
âûðàæåí;

� øêàëîé îòíîøåíèé íàçûâàþò òàêóþ øêàëó ñ íåïðåðûâíûì ìíîæå-
ñòâîì çíà÷åíèé, â êîòîðîé î äâóõ ñîïîñòàâëÿåìûõ îáúåêòàõ ìîæíî
ñêàçàòü íå òîëüêî, îäèíàêîâû îíè èëè ðàçëè÷íû, íå òîëüêî â êàêîì
èç íèõ ïðèçíàê áîëåå âûðàæåí, íî è âî ñêîëüêî ðàç áîëåå ýòîò ïðè-
çíàê âûðàæåí.

ÏÎÐßÄÊÎÂÛÅ (îðäèíàëüíûå). Â äàííûõ øêàëàõ ñóùåñòâåíåí ëèøü ïî-
ðÿäîê ñëåäîâàíèÿ ýëåìåíòîâ, ò.å. â êàêîì èç íèõ ïðèçíàê áîëåå âûðàæåí.

ÍÎÌÈÍÀËÜÍÛÅ. Â íèõ ÷èñëà ñëóæàò ëèøü äëÿ ðàçëè÷åíèÿ îòäåëüíûõ
âîçìîæíîñòåé, çàìåíÿÿ íàçâàíèÿ è èìåíà. Ò.å. î äâóõ ñîïîñòàâëÿåìûõ îáú-
åêòàõ ìîæíî ñêàçàòü òîëüêî, îäèíàêîâû îíè èëè ðàçëè÷íû.

Îïûò ïîêàçûâàåò, ÷òî èçìåí÷èâîñòè áîëüøå ïîäâåðæåíî ïîëîæåíèå ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû ìåäèàíà èëè ñðåäíåå.

Ðèñ. 4.1. Ñäâèãîâîå ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé
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Ò.å. ïðåäïîëàãàåòñÿ ÷àñòî, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå âûáîðîê � îäíîãî âèäà (ñäâè-
ãîâîå ñåìåéñòâî âûáîðîê).

Äëÿ îïèñàíèÿ äàííûõ, ïðåäñòàâëåííûõ â òàáëèöå â áîëüøèíñòâå ñëó÷àå
ïðèåìëåìîé îêàçûâàåòñÿ àääèòèâíàÿ ëèíåéíàÿ ìîäåëü:

xi j = aj + ei j , j = 1...k, i = 1 ... n. (4.1.)

Çäåñü aj �íåñëó÷àéíûå íåèçâåñòíûå âåëè÷èíû, ÿâëÿþùèåñÿ ðåçóëüòàòîì äåé-
ñòâèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ îáðàáîòîê.
eij � íåèçâåñòíûå, íåçàâèñèìûå, îäèíàêîâî íåïðåðûâíî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àé-
íûå âåëè÷èíû, îòðàæàþùèå èçìåí÷èâîñòü, âíóòðåííå ïðèñóùóþ íàáëþäåíèÿì.

Åñëè ðàñïðåäåëåíèå eij íîðìàëüíîå, òî â äàëüíåéøåì èñïîëüçóþò ìåòîäû
äèñïåðñèîííîãî àíàëèçà, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðèìåíÿþòñÿ íåïàðàìåòðè÷å-
ñêèå ìåòîäû � íàïðèìåð, ðàíãîâûå ìåòîäû àíàëèçà.

Ñòðàòåãèÿ ôàêòîðíîãî àíàëèçà ïðåäïîëàãàåò äâå ñòàäèè.

� Âûÿñíåíèå íàëè÷èÿ âëèÿíèÿ ôàêòîðà.

� Êîëè÷åñòâåííàÿ îöåíêà ýôôåêòà îáðàáîòêè.

Â íà÷àëå ñëåäóåò îòâåòèòü íà âîïðîñ: ñóùåñòâóåò ëè âëèÿíèå ôàêòîðà íà
èçìåðÿåìûé ïðèçíàê?

Äëÿ ýòîãî ïðîâîäèòñÿ ñðàâíåíèå èçìåí÷èâîñòè ïðèçíàêà âíóòðè êàæäîé
âûáîðêè è èçìåí÷èâîñòü ìåæäó âûáîðêàìè.

Íà ñòàòèñòè÷åñêîì ÿçûêå ýòî ôîðìóëèðóåòñÿ â âèäå ãèïîòåçû îäíîðîäíî-
ñòè H0: âñå äàííûå ïðèíàäëåæàò îäíîìó è òîìó æå ðàñïðåäåëåíèþ.

Åñëè ãèïîòåçà ïðèíèìàåòñÿ, òî àíàëèç íà ýòîì è çàêàí÷èâàåòñÿ (íåò âëè-
ÿíèÿ ôàêòîðîâ), åñëè H0 îòâåðãàåòñÿ, òî âîçíèêàåò ñëåäóþùàÿ çàäà÷à êîëè÷å-
ñòâåííîé îöåíêè âåëè÷èíû ýôôåêòîâ îáðàáîòêè è âûÿñíåíèå êà÷åñòâà ïîëó÷åí-
íûõ îöåíîê.

Ïðèìåðíàÿ ñõåìà ïðîâåäåíèÿ îäíîôàêòîðíîãî àíàëèçà ïðèâåäåíà íà ðè-
ñóíêå (4.2). Íà ýòîé ñõåìå îñîáî îòìå÷åíû óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè äèñïåðñèîí-
íîãî ôàêòîðíîãî àíàëèçà:

1. Êîëè÷åñòâåííàÿ øêàëà èçìåðåíèé.

2. Íîðìàëüíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ èññëåäóåìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

3. Îäíîðîäíîñòü äèñïåðñèé.

Ïîñêîëüêó ýòè òðè îáÿçàòåëüíûõ óñëîâèÿ ÷àñòî íàðóøàþòñÿ, íåîáõîäèìî
îáðàòèòü âíèìàíèå íà ïðèìåíåíèå è äðóãèõ, àëüòåðíàòèâíûõ ìåòîäîâ ïðîâåð-
êè îäíîðîäíîñòè ñòàòèñòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà: íåïàðàìåòðè÷åñêèõ è ðàíãîâûõ
ìåòîäîâ.
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Ðèñ. 4.2. Ñõåìà ôàêòîðíîãî àíàëèçà
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4.3. Äèñïåðñèîííûé ôàêòîðíûé àíàëèç

Â àääèòèâíîé ìîäåëè xi j = aj + ei j ìû ïðåäïîëàãàëè, ÷òî ei j� íåïðåðûâ-
íûå, îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. ×àñòî î ðàñïðåäåëåíèè
ei j ìîæíî ñêàçàòü áîëüøå L(ei,j ∼ N(0, σ2, ãäå σ2)- íåèçâåñòíàÿ äèñïåðñèÿ.

Äîïîëíèòåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ î çàêîíå ðàñïðåäåëåíèÿ ei j ïîçâîëÿåò èñ-
ïîëüçîâàòü áîëåå ñèëüíûå ìåòîäû â ìîäåëè îäíîôàêòîðíîãî àíàëèçà êàê äëÿ
ïðîâåðêè ãèïîòåç, òàê è äëÿ îöåíêè ïàðàìåòðîâ. Ñîâîêóïíîñòü ýòèõ ìåòîäîâ
íîñèò íàçâàíèå îäíîôàêòîðíîãî äèñïåðñèîííîãî àíàëèçà

Ñóòü ýòîãî ìåòîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñîïîñòàâëÿþòñÿ äâå íåçàâèñèìûå
îöåíêè äèñïåðñèè σ2. Îäíà îöåíêà äåéñòâóåò âíå çàâèñèìîñòè îò êàêîé-ëèáî
ãèïîòåçû îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà aj. Äðóãàÿ îöåíêà σ

2 îñíîâûâàåòñÿ íà íóëåâîé
ãèïîòåçå: H0 : a1 = a2 = . . . = ak.

Åñëè äâå îöåíêè çàìåòíî (çíà÷èìî) ðàçëè÷íû, òî H0 ñëåäóåò îòâåðãíóòü.

Âíóòðèãðóïïîâàÿ äèñïåðñèÿ.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàæäûé ñòîëáåö â (òàáë. 4.1) êàê îòäåëüíóþ âûáîðêó
(ãðóïïó äàííûõ). Äëÿ êàæäîãî ñòîëáöà (âûáîðêè) íàéäåì âûáîðî÷íîå ñðåäíåå
xj è âûáîðî÷íóþ äèñïåðñèþ S2

j .

Ââåäåì âûáîðî÷íîå ñðåäíåå

xj =
1

nj

nj∑
i=1

xi j (4.2.)

ñòàòèñòèêà, ïîñòðîåííàÿ íà âûáîðî÷íîé äèñïåðñèè

njS
2
j

σ2
=

nj∑
i=1

(
xi j − xj

σ

)2

(4.3.)

èìååò õè-êâàäðàò ðàñïðåäåëåíèå ñ nj − 1 còåïåíÿìè ñâîáîäû.

Îáúåäèíåííàÿ (äëÿ âñåé òàáëèöû) ñòàòèñòèêà

K∑
j=1

njS
2
j

σ2
(4.4.)

òàêæå áóäåò èìåòü ðàñïðåäåëåíèå õè-êâàäðàò ñ ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû R1

R =
K∑
j=1

(
nj − 1

)
= N −K (4.5.)

1Âîñïîëüçóåìñÿ ñâîéñòâîì âîñïðîèçâîäèìîñòè ïî ïàðàìåòðó õè-êâàäðàò ðàñïðåäåëåíèÿ.
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Èñïîëüçóÿ ñòàòèñòèêó (4.4.) ñ ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû N − K ïîñòðîèì
íåñìåùåííóþ îöåíêó äèñïåðñèè:2

σ2
1 =

1

N − k

K∑
j

njS
2
j (4.6.)

êîòîðàÿ íå çàâèñèò îò ãèïîòåç î ðàñïðåäåëåíèè (îò H0). Ýòó îöåíêó åù¼ íàçû-
âàþò âíóòðèãðóïïîâîé äèñïåðñèåé.

Ìåæãðóïïîâàÿ äèñïåðñèÿ

Ðàññìîòðèì ñîâîêóïíîñòü âûáîðî÷íûõ ñðåäíèõ {xj}. Ñîãëàñíî íóëåâîé ãè-

ïîòåçå îíè èìåþò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè

{
a,
σ2

nj

}
. Ââåäåì

âûáîðî÷íîå ñðåäíåå äëÿ âñåé ñîâîêóïíîñòè äàííûõ

x =
1

N

K∑
j=1

njxj. (4.7.)

Èñïîëüçóÿ ñîâîêóïíîñòü ãðóïïîâûõ ñðåäíèõ ïîñòðîèì ñòàòèñòèêó, èìåþ-
ùóþ õè-êâàäðàò ðàñïðåäåëåíèå ñ K − 1 ñòåïåíüþ ñâîáîäû:

K∑
j=1

(
xj − x
σxj

)2

=
K∑
j=1

nj ·
(
xj − x
σ

)2

. (4.8.)

Èñïîëüçóÿ (4.8.) ââåä¼ì åùå îäíó íåñìåùåííóþ îöåíêó äèñïåðñèè

σ2
2 =

1

K − 1

k∑
j=1

nj · (xj − x)2. (4.9.)

Åå íàçûâàþò ìåæãðóïïîâîé äèñïåðñèåé. Îñíîâàííàÿ íà ãèïîòåçå îá îä-
íîðîäíîñòè ñîâîêóïíîñòè, äàííàÿ îöåíêà ðåçêî óâåëè÷èâàåòñÿ ïðè íàðóøåíèè
íóëåâîé ãèïîòåçû.

Äèñïåðñèîííîå îòíîøåíèå Ôèøåðà (F - îòíîøåíèå)

Òàê êàê ìû èìååì äâå íåçàâèñèìûå íåñìåùåííûå îöåíêè äèñïåðñèè, òî èõ
îòíîøåíèå

F =
σ2

2

σ2
1

(4.10.)

èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ôèøåðà-Ñíåäåêîðà ñ K − 1 è N −K ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.
Ýòà ñòàòèñòèêà óæå íå çàâèñèò îò íåèçâåñòíîé äèñïåðñèè σ2 è èñïîëüçóåòñÿ êàê

2Ýòî ñëåäñòâèå äðóãîãî ñâîéñòâà õè-êâàäðàò ðàñïðåäåëåíèÿ: ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñòà-
òèñòèêè (4.4.) ðàâíî ÷èñëó ñòåïåíåé ñâîáîäû N −K
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ñòàòèñòèêà êðèòåðèÿ äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû îá îäíîðîäíîñòè âñåé ñîâîêóïíî-
ñòè äàííûõ, ïðåäñòàâëåííûõ â òàáëèöå.

×åì ñèëüíåå âîçäåéñòâèå ôàêòîðà íà ãðóïïîâûå ñðåäíèå, òåì áîëüøå ìåæ-
ãðóïïîâàÿ äèñïåðñèÿ, òåì áîëüøå çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè F . Åñëè çíà÷åíèå ñòà-
òèñòèêè êðèòåðèÿ ñòàíîâèòñÿ áîëüøå êðèòè÷åñêîé òî÷êè äëÿ çàäàííîãî óðîâíÿ
çíà÷èìîñòè α, òî íóëåâàÿ ãèïîòåçà îòâåðãàåòñÿ.

Äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû

Åñëè íóëåâàÿ ãèïîòåçà îòâåðãàåòñÿ, òî èìååò ñìûñë ãîâîðèòü î ðàçëè÷-
íûõ çíà÷åíèÿõ a j. Èõ îöåíêàìè ìîãóò ñëóæèòü âíóòðèãðóïïîâûå ñðåäíèå xj, à
îöåíêîé äèñïåðñèè � íåñìåùåííàÿ îöåíêà âíóòðèãðóïïîâîé äèñïåðñèè σ2

1

Ïîñòðîåíèå äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà äëÿ aj ïðîâîäÿò ïî ñòàíäàðòíîé
ìåòîäèêå ñ ïîìîùüþ ñòàòèñòèêè

t =
xj − aj
σ1

√
nj,

èìåþùåé ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà ñ N − k ñòåïåíüþ ñâîáîäû.

Ïðîâåðêà ãèïîòåçû îäíîðîäíîñòè äèñïåðñèé

Íåîáõîäèìîñòü òàêîé ïðîâåðêè âîçíèêàåò, êàê óæå îòìå÷àëîñü, íà íà÷àëü-
íîé ñòàäèè ïðîâåäåíèÿ äèñïåðñèîííîãî ôàêòîðíîãî àíàëèçà. Ïóñòü S2

1 , S
2
2 , . . . S

2
K

� âçàèìíîíåçàâèñèìûå íåñìåùåííûå îöåíêè äèñïåðñèé σ2
1, σ

2
2, . . . σ

2
K ñîîòâåò-

ñòâåííî è ïóñòü
vjS

2
j

σ2
j

ïîä÷èíÿþòñÿ õè-êâàäðàò ðàñïðåäåëåíèþ ñ vj ñòåïåíÿìè

ñâîáîäû è ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî σ2
1 = σ2

2 = . . . = σ2
K , òî äëÿ ïðîâåðêè òàêîé

ãèïîòåçû âîñïîëüçîâàòüñÿ êðèòåðèåì Áàðòëåòòà, îñíîâàííîãî íà ñòàòèñòèêå:

M =N ln

(
1

N

K∑
j=1

vjS
2
j

)
−

K∑
j=1

vi ln S2
j

N =
K∑
j=1

vj

(4.11.)

Åñëè ãèïîòåçà H0 : σ2
1 = σ2

2 = . . . = σ2
K âåðíà è âñå vj > 3, òî îòíîøåíèå

M

[
1 +

1

3(K − 1)

( K∑
j=1

1

vj
− 1

N

)]−1

(4.12.)

ðàñïðåäåëåíî ïðèáëèæåííî êàê õè-êâàäðàò ñ K − 1 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Ì-
êðèòåðèé Áàðòëåòòà î÷åíü ÷óâñòâèòåëåí ê îòêëîíåíèÿì îò íîðìàëüíîñòè èñ-
õîäíûõ âåëè÷èí.
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Ãëàâà 4. Îäíîôàêòîðíûé àíàëèç

Åùå îäèí êðèòåðèé (Êîêðåíà) ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ïðîâåðêè îäíîðîäíîñòè
äèñïåðñèé äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà îáúåìû âñåõ âûáîðîê îäèíàêîâû: v1 = v2 = . . . =
vk = v. Ñòàòèñòèêà êðèòåðèÿ Êîêðåíà G âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

G =
S2
max

S2
1 + S2

2 + · · ·+ S2
K

S2
max = max

{
S2

1 , S
2
2 , · · · , S2

K

} (4.13.)

Çíà÷åíèÿ ïðîöåíòíûõ òî÷åê ïðèâåäåíû â òàáëèöàõ [7].
Ïðîâåðêó ãèïîòåçû î ðàâåíñòâå äèñïåðñèé äëÿ äâóõ âûáîðîê ïðîùå âñåãî

ïðîâåñòè ñ ïîìîùüþ êðèòåðèÿ Ôèøåðà. Ïóñòü S2
0,1 èS

2
0,2 � èñïðàâëåííûå äèñïåð-

ñèè äëÿ ïåðâîé è âòîðîé âûáîðîê ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà èõ îòíîøåíèå F =
S2

0,1

S2
0,2

áóäåò èìåòü ðàñïðåäåëåíèå Ôèøåðà-Ñíåäåêîðà ñî ñòåïåíÿìè ñâîáîäû R1 = n1−1
è R2 = n2 − 1, ãäå n1, n2 � îáúåìû ïåðâîé è âòîðîé âûáîðîê. Ïðè èñïîëüçîâà-
íèè äàííîãî êðèòåðèÿ ðåêîìåíäóåòñÿ ïðèìåíÿòü îäíîñòîðîííèé êðèòåðèé è â
êà÷åñòâå ñòàòèñòèêè êðèòåðèÿ áðàòü îòíîøåíèå áîëüøåé äèñïåðñèè ê ìåíüøåé
(äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå F > 1).

Êðèòè÷åñêóþ òî÷êó íàõîäèì êàê (1− α)-êâàíòèëü F -ðàñïðåäåëåíèÿ:

C = qF (1− α,R1, R2). (4.14.)

Íóëåâàÿ ãèïîòåçà ïðèíèìàåòñÿ, åñëè F < C, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ãèïîòåçà î
ðàâåíñòâå äèñïåðñèé îòâåðãàåòñÿ íà óðîâíå çíà÷èìîñòè α.

4.4. Ðàíãîâûé îäíîôàêòîðíûé àíàëèç

Äàííûé âèä àíàëèçà ïðèìåíÿåòñÿ, êîãäà íàðóøàþòñÿ óñëîâèÿ ïðèìåíè-
ìîñòè äèñïåðñèîííîãî àíàëèçà (ñì. ñõåìó íà ðèñóíêå 4.2), åñëè ðàñïðåäåëåíèå
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íå èçâåñòíî èëè èçìåðåíèÿ ñäåëàíû â ïîðÿäêîâîé øêàëå
(òåñòîâûå áàëëû, ýêñïåðòíûå îöåíêè).

Ðàçáåðåìñÿ, â ÷åì ñîñòîèò ñóòü ðàíãîâûõ ìåòîäîâ. Ñîãëàñíî íóëåâîé ãèïî-
òåçå, äàííûå ïðåäñòàâëåííûå â òàáëèöå 4.1 ïîëó÷åíû èç îäíîé è òîé æå ãåíå-
ðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè. Ïðåäñòàâèì ýòè äàííûå êàê îäíó áîëüøóþ óïîðÿäî÷åí-
íóþ âûáîðêó (âàðèàöèîííûé ðÿä). Â ýòîì ðÿäó êàæäûé ýëåìåíò ïîëó÷èò ñâîé
ïîðÿäêîâûé íîìåð (ðàíã). Çàìåíèì âåëè÷èíû, ïðåäñòàâëåííûå â òàáëèöå 4.1 èõ
ðàíãàìè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ òàáëèöó ðàíãîâ.

Óðîâíè ôàêòîðîâ 1 2 . . . k
r1,1 r1,2 . . . r1,k

Ðàíãè ðåçóëüòàòîâ r2,1 r2,2 . . . r2,k

èçìåðåíèé . . . . . . . . . . . .
rn1,1 rn2,2 . . . rnk,k

Òàáëèöà 4.2. Òàáëèöà ðàíãîâ.
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4.4. Ðàíãîâûé îäíîôàêòîðíûé àíàëèç

Ïðè âûïîëíåíèè íóëåâîé ãèïîòåçû H0 ëþáûå âîçìîæíûå ðàñïðåäåëåíèÿ
ðàíãîâ ïî ìåñòàì â òàáëèöå 4.2 ÿâëÿþòñÿ ðàâíîâåðîÿòíûìè.

Íóëåâàÿ ãèïîòåçà H 0 ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: âñå K âûáîðîê
îäíîðîäíû, ò.å. ÿâëÿþòñÿ âûáîðêàìè èç îäíîãî è òîãî æå ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ñîãëàñíî îáùåé ìåòîäèêå ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç, íåîáõîäèìî
ñêîíñòðóèðîâàòü òàêóþ ñòàòèñòèêó (â äàííîì ñëó÷àå ôóíêöèþ îò ðàíãîâ � ðàí-
ãîâóþ ñòàòèñòèêó) êîòîðàÿ èìåëà áû ðàñïðåäåëåíèå, çàìåòíî îòëè÷àþùååñÿ
ïðè H0 è àëüòåðíàòèâíûõ ãèïîòåçàõ3 è ñôîðìóëèðîâàòü ïðàâèëî (ðàíãîâûé
êðèòåðèé), ñîãëàñíî êîòîðîìó ïî çíà÷åíèþ ñòàòèñòèêè êðèòåðèÿ ìîæíî áûëî
áû ëèáî ïðèíÿòü, ëèáî îòêëîíèòü íóëåâóþ ãèïîòåçó.

Êðèòåðèé Êðàñêåëà-Óîëëèñà

Åñëè íè÷åãî íåëüçÿ ñêàçàòü îá àëüòåðíàòèâàõ, òî ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ
äàííûì êðèòåðèåì, ò.ê. îí íå çàâèñèò îò ðàñïðåäåëåíèÿ àëüòåðíàòèâ.

Ïðè îáðàáîòêå òàáëèöû ðàíãîâ (òàáë. 4.2) ïîëó÷àþò ñëåäóþùèå ñòàòèñòè-
êè:

Ñðåäíèé ðàíã, ïðèõîäÿùèéñÿ íà îäèí ýëåìåíò j-ãî ñòîëáöà

Rj =
1

nj

nj∑
i=1

ri j, (4.15.)

Ñðåäíèé ðàíã äëÿ âñåé ñîâîêóïíîñòè {ri j}

R =
1 + 2 + . . .+N

N
=
N + 1

2
. (4.16.)

Åñëè ìåæäó ñòîëáöàìè íåò ñèñòåìàòè÷åñêèõ ðàçëè÷èé, òî ñðåäíèå ðàíãè
Rj íå äîëæíû îòëè÷àòüñÿ îò ñðåäíåãî ðàíãà R, ðàññ÷èòàííîãî ïî âñåé ñîâîêóï-
íîñòè {ri j}.

Ñòàòèñòèêà Êðàñêåëà-Óîëëèñà ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

H =
K∑
j=1

(
Rj −R
σRj

)2

=
12

N(N + 1)

K∑
j=1

nj

(
Rj −

N + 1

2

)2

=

=
12

N(N + 1)

∑
nj ·R

2

j − 3(N + 1)

(4.17.)

3Ñòàòèñòè÷åñêèé êðèòåðèé äîëæåí áûòü íàïðàâëåí ïðîòèâ îïðåäåëåííîé ñîâîêóïíîñòè àëü-
òåðíàòèâ
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Òàáëèöû è àñèìïòîòèêà

Äëÿ ìàëûõ nj åñòü òàáëèöû êâàíòèëåé, çà ïðåäåëàìè òàáëèö ìîæíî âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì:

L(H) ≈ χ2
K−1, (4.18.)

åñëè H > χ2
1−α, òî ãèïîòåçà îòâåðãàåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ îøèáêè α.

4.5. Ïðîâåðêà ãèïîòåçû îäíîðîäíîñòè äëÿ äâóõ

âûáîðîê

Ïðîâåðêà ãèïîòåçû î ðàâåíñòâå ìàò. îæ. äëÿ äâóõ âûáîðîê èç íîðì. ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ (íåçàâèñèìûå âûáîðêè)

Ïðîâåðêà ãèïîòåçû î ðàâåíñòâå ìàò. îæ. äëÿ äâóõ âûáîðîê èç íîðì. ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ (çàâèñèìûå âûáîðêè)

Êðèòåðèé çíàêîâ
Çàäà÷à ïðîâåðêè îäíîðîäíîñòè ñòàòèñòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà ñîñòîèò â ñëå-

äóþùåì.
Ïóñòü èìåþòñÿ äâå íåçàâèñèìûå âûáîðêè X =( X 1, . . . , X n) è Y = (Y 1,

. . . , Y m), îïèñûâàþùèå îäèí è òîò æå ïðîöåññ, ÿâëåíèå è ò. ä., íî ïîëó÷åííûå
â ðàçíîå âðåìÿ èëè â ðàçíûõ óñëîâèÿõ. Òðåáóåòñÿ óñòàíîâèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè îíè
âûáîðêàìè èç îäíîãî è òîãî æå ðàñïðåäåëåíèÿ èëè æå çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ îò
âûáîðêè ê âûáîðêå èçìåíÿëñÿ.

Òàêàÿ çàäà÷à ìîæåò âîçíèêíóòü, íàïðèìåð, ïðè êîíòðîëå êà÷åñòâà íåêî-
òîðîé ïðîäóêöèè, êîãäà ïî êîíòðîëüíûì âûáîðêàì èç ðàçëè÷íûõ ïàðòèé íàäî
óñòàíîâèòü, íå èçìåíèëîñü ëè êà÷åñòâî ïðîäóêöèè îò ñìåíû ê ñìåíå â ðåçóëüòàòå
íàðóøåíèé â òåõíîëîãè÷åñêîì ïðîöåññå.

Â îáùåì âèäå çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü èìåþòñÿ
äâå íåçàâèñèìûå âûáîðêè

X =( X 1, . . . , X n) è Y = (Y 1, . . . , Y m)

ñ íåèçâåñòíûìè ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ F 1(x ) è F 2(y).
Òðåáóåòñÿ ïðîâåðèòü ãèïîòåçó îäíîðîäíîñòè H 0: F1 (x) ≡ F2 (x) .
Êðèòåðèé îäíîðîäíîñòè Ñìèðíîâà.
Äàííûé êðèòåðèé ïðèìåíÿåòñÿ â ñëó÷àå íåïðåðûâíûõ ðàñïðåäåëåíèé. Îí

îñíîâàí íà ñòàòèñòèêå

Dnm = sup
−∞<x<∞

|F1n (x)− F2m (x)|, (4.19.)

ãäå F1n (x) è F2m (x)� ýìïèðè÷åñêèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîñòðîåííûå ïî
âûáîðêàì X è Y ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè ñïðàâåäëèâà íóëåâàÿ ãèïîòåçà, òî ýòè
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4.5. Ïðîâåðêà ãèïîòåçû îäíîðîäíîñòè äëÿ äâóõ âûáîðîê

ôóíêöèè îöåíèâàþò îäíó è òó æå ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîýòîìó ñòàòèñòèêà
(4.19.) íå äîëæíà ñóùåñòâåííî îòêëîíÿòüñÿ îò íóëÿ (ïî êðàéíåé ìåðå ïðè áîëü-
øèõ îáúåìàõ âûáîðîê). Ïðè ðàñ÷åòå êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé ñòàòèñòèêè Dn m

èñïîëüçóþò åå ïðåäåëüíîå ïðè n,m→ ∞ ðàñïðåäåëåíèå. Â ýòîì ñëó÷àå

P

(√
nm

n+m
Dnm > λα|H0

)
≈ 1−K (λα) = α, (4.20.)

ãäå K(x) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Êîëìîãîðîâà (3.2.).
Ñôîðìóëèðóåì êðèòåðèé îäíîðîäíîñòè Ñìèðíîâà:
åñëè îáúåìû âûáîðîê äîñòàòî÷íî âåëèêè, òî, âû÷èñëèâ ïî âûáîðî÷-

íûì äàííûì çíà÷åíèå t ñòàòèñòèêè Dn m, ïðèíèìàþò ðåøåíèå îòâåðã-
íóòü ãèïîòåçó H 0 â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà

t >

√
n+m

nm
λα. (4.21.)

Âåðîÿòíîñòü îøèáî÷íî îòâåðãíóòü ïðè ýòîì èñòèííóþ ãèïîòåçó ïðèìåðíî
ðàâíà α.

4.5.1. Ðàíãîâûå êðèòåðèè

Èíîãäà èñõîäíàÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ èíôîðìàöèÿ ìîæåò áûòü çàäàíà íå ÷èñ-
ëîâûìè çíà÷åíèÿìè íàáëþäåíèé, à îòíîøåíèåì ïîðÿäêà ìåæäó íèìè (òèïà
¾áîëüøå � ìåíüøå¿). Îáû÷íî ýòî èìååò ìåñòî â ñîöèîëîãè÷åñêèõ èññëåäîâà-
íèÿõ. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ íàáëþäåíèÿ ðàíæèðóþòñÿ, ò. å. óïîðÿäî÷èâàþòñÿ ïî
ñòåïåíè èõ ïðåäïî÷òåíèÿ. Íîìåð ìåñòà, êîòîðîå çàíèìàåò íàáëþäåíèå â òàêîì
óïîðÿäî÷åííîì ðÿäó íàçûâàþò ðàíãîì ñîîòâåòñòâóþùåãî íàáëþäåíèÿ.

Ñòàòèñòè÷åñêàÿ èíôîðìàöèÿ ñ ñàìîãî íà÷àëà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà
ðàíãàìè íàáëþäåíèé. Ñòàòèñòè÷åñêèå ìåòîäû, êîòîðûå ïðèìåíÿþò â òàêèõ ñëó-
÷àÿõ, íàçûâàþò ðàíãîâûìè ìåòîäàìè, à èñïîëüçóåìûå ñòàòèñòèêè � ðàíãî-
âûìè ñòàòèñòèêàìè; êðèòåðèè, îñíîâàííûå íà òàêèõ ñòàòèñòèêàõ � ðàíãî-
âûìè êðèòåðèÿìè.

Ðàíãîâûå ìåòîäû ìîæíî ïðèìåíÿòü è â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà çàäàíû ÷èñëî-
âûå çíà÷åíèÿ íàáëþäåíèé., òàê êàê ïðè ýòîì âñåãäà ìîæíî óïîðÿäî÷èòü ýëå-
ìåíòû âûáîðêè, ïîñòðîèâ ñîîòâåòñòâóþùèé âàðèàöèîííûé ðÿä. Â ýòîì ñëó÷àå
ðàíãîì i-ãî íàáëþäåíèÿ (X i) ÿâëÿåòñÿ íîìåð ìåñòà Ri, êîòîðîå çàíèìàåò X i â
âàðèàöèîííîì ðÿäóX(1) 6 X(2) 6 . . . 6 X(n).

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ ðàíãîâûõ ìåòîäîâ.
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Ãëàâà 5.

Êîððåëÿöèîííûé àíàëèç

Âî ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ èññëåäóþòñÿ îáúåêòû, îáëàäàþùèå íåñêîëü-
êèìè ïðèçíàêàìè, è íåîáõîäèìî âûÿñíèòü, íàñêîëüêî ýòè ïðèçíàêè ñâÿçàíû
ìåæäó ñîáîé. Íàïðèìåð, ó êàæäîãî ÷åëîâåêà åñòü âîçðàñò è ìåñòî ðîæäåíèÿ,
óðîâåíü îáðàçîâàíèÿ è ãîäîâîé äîõîä, ïîë è ñîöèàëüíàÿ ïðèíàäëåæíîñòü, è ò.ï.

Èíòåðåñ ñîñòîèò â òîì, ìîæíî ëè ïî ñòåïåíè âûðàæåííîñòè îäíîãî ïðè-
çíàêà ñóäèòü î âûðàæåííîñòè äðóãîãî, èëè æå ýòè ïðèçíàêè ñëåäóåò ñ÷èòàòü
ïðîÿâëÿþùèìèñÿ íåçàâèñèìî (ñ âåðîÿòíîñòíîé òî÷êè çðåíèÿ).

Ïðàêòè÷åñêóþ öåííîñòü òàêèõ èññëåäîâàíèé ìîæíî ïîÿñíèòü òàêèì ïðè-
ìåðîì: åñëè ìû óñòàíîâèì, ÷òî ïðèçíàêè ¾ïðîôåññèÿ¿ è ¾ïîëèòè÷åñêèå óáåæ-
äåíèÿ¿ íåçàâèñèìû, òî ñîöèîëîãè÷åñêèå îïðîñû ïî ïðåäñêàçàíèþ ðåçóëüòàòîâ
ïàðëàìåíòñêèõ âûáîðîâ ìîæíî ïðîâîäèòü áåç ó÷åòà ïðîôåññèè îïðàøèâàåìûõ,
÷òî ïîçâîëèò óìåíüøèòü ðàçìåð ïðåäñòàâèòåëüíîé âûáîðêè.

Êàê è â ñëó÷àå ôàêòîðíîãî àíàëèçà, íà âûáîð ìåòîäîâ îáðàáîòêè ðåçóëü-
òàòîâ èçìåðåíèé ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå îêàçûâàåò øêàëà èçìåðåíèé.

Âîïðîñ î íåçàâèñèìîñòè ïðèçíàêîâ, ïðåäñòàâëåííûõ â ðàçíûõ èçìåðèòåëü-
íûõ øêàëàõ (íîìèíàëüíîé, ïîðÿäêîâîé è êîëè÷åñòâåííîé) ðåøàþòñÿ ñâîèìè
ìåòîäàìè.

5.1. Âèäû ñâÿçåé ìåæäó ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè

Ìîæíî âûäåëèòü äâà âèäà çàâèñèìîñòåé ìåæäó íàáëþäàåìûìè âåëè÷èíà-
ìè: ôóíêöèîíàëüíûå è ñòàòèñòè÷åñêèå (ñòîõàñòè÷åñêèå, ñëó÷àéíûå, êîððåëÿöè-
îííûå).

Ôóíêöèîíàëüíûå ñâÿçè ÿâëÿþòñÿ ðåçóëüòàòîì ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííûõ îò-
íîøåíèé ìåæäó âåëè÷èíàìè è, îáû÷íî, âûðàæàþòñÿ â ôîðìå ôèçè÷åñêèõ
çàêîíîâ, êðîìå òîãî, íà èõ ôîðìèðîâàíèå âëèÿþò ñëó÷àéíûå ôàêòîðû;

Êîððåëÿöèîííûå ñâÿçè âîçíèêàþò, êîãäà ñðåäè ñëó÷àéíûõ ôàêòîðîâ, âëè-
ÿþùèõ íà ôîðìèðîâàíèå âåëè÷èí X è Y åñòü îáùèå.
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5.1. Âèäû ñâÿçåé ìåæäó ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè

Ðèñ. 5.1. Ïðè÷èíû êîððåëÿöèè â îòñóòñòâèå ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè ìåæäó âåëè-

÷èíàìè

Ðèñ. 5.2. Ïðèìåð ôîðìèðîâàíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ñâÿçè ìåæäó äâóìÿ âûáîðêàìè

Îïðåäåëåíèå 5.1. Êîððåëÿöèÿ � ýòî ñòàòèñòè÷åñêàÿ (âåðîÿòíîñò-
íàÿ) çàâèñèìîñòü ìåæäó âåëè÷èíàìè, íå èìåþùèìè ñòðîãî ôóíêöèî-
íàëüíîãî õàðàêòåðà, ïðîÿâëÿþùàÿñÿ â òîì, ÷òî èçìåíåíèå çíà÷åíèé îä-
íîé âåëè÷èíû âëèÿåò íà çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ äðóãîé âåëè÷èíû.

Ñòðàòåãèÿ èññëåäîâàíèÿ çàâèñèìîñòåé, òàêèì îáðàçîì, äîëæíà ñîäåðæàòü
äâà ýòàïà.

� Íà ïåðâîì ýòàïå íåîáõîäèìî âûÿâèòü íàëè÷èå è ñèëó ñâÿçè ìåæäó âåëè-
÷èíàìè. Ýòè çàäà÷è ðåøàþòñÿ êîððåëÿöèîííûì àíàëèçîì.

� Íà âòîðîì ýòàïå èññëåäîâàíèÿ íåîáõîäèìî âûÿñíèòü êîíêðåòíûé âèä
ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè ìåæäó âåëè÷èíàìè. Ýòè çàäà÷è ðåøàþò-
ñÿ ðåãðåññèîííûì àíàëèçîì.

47



Ãëàâà 5. Êîððåëÿöèîííûé àíàëèç

Â ñëó÷àå ëèíåéíîé ôóíêöèîíàëüíîé ñâÿçè êîððåëÿöèîííûé àíàëèç ïîë-
íîñòüþ çàìåíÿåò ðåãðåññèîííûé àíàëèç.

5.2. Ïðèåìû êîððåëÿöèîííîãî àíàëèçà

Ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå. Èñõîäíûå äàííûå ïðåäñòàâëÿþò âûáîðêó èç
ìíîãîìåðíîé ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå � ýòî ìíîæåñòâî
ïàð: {(x1, y1) , . . . , (xn, yn)}. Ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ýòèõ äàííûõ íàçûâàåòñÿ
êîððåëÿöèîííûì ïîëåì (ðèñ. 5.3).

Ïî õàðàêòåðó ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê ïîëÿ ìîæíî ñîñòàâèòü ïðåäâàðèòåëüíîå
ìíåíèå î íàëè÷èè è ôîðìå çàâèñèìîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Äëÿ ÷èñëåííîé îáðàáîòêè ðåçóëüòàòû îáû÷íî ãðóïïèðóþò è ïðåäñòàâëÿþò
â ôîðìå êîððåëÿöèîííîé òàáëèöû. Ãðóïïèðîâêà äàííûõ ïðîèçâîäèòñÿ ñëåäó-
þùèì îáðàçîì.

� Êîððåëÿöèîííîå ïîëå ïîêðûâàåòñÿ êâàäðàòíîé ñåòêîé ñî ñòîðîíîé, ðàâíîé
âûáðàííîìó èíòåðâàëó ãðóïïèðîâêè (ñì. ðèñ.5.3).

� Â êà÷åñòâå íîâûõ êîîðäèíàò âûáèðàþò öåíòðû ãðóïïèðîâêè: ñåðåäèíû
ÿ÷ååê (xi, yi).

� Ïîäñ÷èòûâàåòñÿ ÷èñëî òî÷åê vi j, ïîïàâøèõ â â ij -òóþ ÿ÷åéêó êîððåëÿ-
öèîííîãî ïîëÿ, è ýòî ÷èñëî çàíîñèòñÿ â ij -òóþ êëåòêó êîððåëÿöèîííîé
òàáëèöû.

à: Îòñóòñòâèå êîððåëÿöèè á: Íàëè÷èå ëèíåéíîé êîððåëÿöèè

Ðèñ. 5.3. Ïðèìåðû êîððåëÿöèîííûõ ïîëåé â îòñóòñòâèè è ïðè íàëè÷èè ëèíåéíîé êîððå-

ëÿöèè
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5.2. Ïðèåìû êîððåëÿöèîííîãî àíàëèçà

Y
X

y1 y2 . . . ym
x1 v11 v12 . . . v1m

x2 v21 v22 . . . v2m

. . . . . . . . . . . . . . .
xn vn1 vn2 . . . vnm

Òàáëèöà 5.1. Êîððåëÿöèîííàÿ òàáëèöà

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå ãðóïïèðîâêè ÷èñëî òî÷åê, ïîäëåæàùèõ äàëüíåéøåé
îáðàáîòêå çíà÷èòåëüíî óìåíüøàåòñÿ, ÷òî ñîêðàùàåò îáúåì âû÷èñëåíèé áåç çà-
ìåòíîé ïîòåðè òî÷íîñòè.

Ïðàêòè÷åñêè, ïðîâåäåíèå êîððåëÿöèîííîãî àíàëèçà ðàçáèâàåòñÿ íà ýòàïû
ñî ñâîèìè ñïåöèôè÷åñêèìè ïðèåìàìè è ìåòîäàìè îáðàáîòêè ïåðâè÷íûõ äàí-
íûõ.

Ýòàïû êîððåëÿöèîííîãî àíàëèçà. Ìîæíî ïðåäëîæèòü ñëåäóþùèé àëãî-
ðèòì ïðîâåäåíèÿ êîððåëÿöèîííîãî àíàëèçà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ äëÿ
äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí:

� Ïîñòðîåíèå êîððåëÿöèîííîãî ïîëÿ è êîððåëÿöèîííîé òàáëèöû

� Âû÷èñëåíèå âûáîðî÷íûõ êîýôôèöèåíòîâ êîððåëÿöèè è (èëè) êîððåëÿöè-
îííûõ îòíîøåíèé.

� Ïðîâåðêà ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç î çíà÷èìîñòè ñâÿçè.

Óñòàíîâëåíèå êîíêðåòíîãî âèäà ñâÿçè, êàê óæå îòìå÷àëîñü, � ýòî çàäà÷à
äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ ìåòîäàìè ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà è åãî ðàçíîâèä-
íîñòåé.

Ðàñ÷åò âûáîðî÷íûõ ÷èñëîâûõ õàðàêòåðèñòèê ñèñòåìû ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí (îöåíêà ñèëû êîððåëÿöèîííîé ñâÿçè).

Áîëåå òî÷íóþ èíôîðìàöèþ î õàðàêòåðå è ñèëå ñâÿçè äàþò îöåíêè êîýô-
ôèöèåíòà êîððåëÿöèè è êîððåëÿöèîííîãî îòíîøåíèÿ.

Âûáîðî÷íûé êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè r îöåíèâàåòñÿ ïî ôîðìóëå:

r =

n∑
i=1

m∑
j=1

(xi − x̄) (yj − ȳ) vi j√
n∑
i=1

ni • (xi − x̄)2

√
m∑
j=1

m• j (yj − ȳ)2

, (5.1.)
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Ãëàâà 5. Êîððåëÿöèîííûé àíàëèç

ãäå

ni • =
m∑
j=1

vi j, m• j =
n∑
i=1

vi j,

x̄ =
1

N
·
n∑
i=1

ni •xi, ȳ =
1

N
·
m∑
j=1

m• jyj, N =
n∑
i=1

m∑
j=1

vi j
.

Èñïîëüçîâàíèå âûáîðî÷íîãî êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè â êà÷åñòâå ìåðû
ñâÿçè ìåæäó ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè èìååò ÷åòêî îïðåäåëåííûé ñìûñë òîëüêî
äëÿ íîðìàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé è ðàñïðåäåëåíèé, áëèçêèõ ê íèì.

Âî âñåõ äðóãèõ ñëó÷àÿõ â êà÷åñòâå õàðàêòåðèñòèêè ñèëû ñâÿçè ðåêîìåí-
äóåòñÿ èñïîëüçîâàòü êîððåëÿöèîííîå îòíîøåíèå η, èíòåðïðåòàöèÿ êîòîðîãî
íå çàâèñèò îò âèäà èññëåäóåìîé çàâèñèìîñòè. Âûáîðî÷íîå êîððåëÿöèîííîå îò-
íîøåíèå η̂Y |X âû÷èñëÿåòñÿ ïî äàííûì êîððåëÿöèîííûõ òàáëèö:

η̂2
Y |X =

1

N
·
n∑
i=1

ni • (ȳi − ȳ)2

1

N

m∑
j=1

m • j (ȳj − ȳ)2
, (5.2.)

ãäå ÷èñëèòåëü õàðàêòåðèçóåò ðàññåÿíèå óñëîâíûõ ñðåäíèõ îêîëî áåçóñëîâíîãî
ñðåäíåãî.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå η̂X|Y . Âåëè÷èíà η̂
2
Y |X − ρ̂2

èñïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå ìåðû îòêëîíåíèÿ çàâèñèìîñòè îò ëèíåéíîé.

Ïðîâåðêà ãèïîòåçû î çíà÷èìîñòè ñâÿçè

Îñíîâûâàåòñÿ íà çíàíèè çàêîíîâ ðàñïðåäåëåíèé âûáîðî÷íûõ êîððåëÿöè-
îííûõ õàðàêòåðèñòèê. Â ñëó÷àå íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíà âûáî-
ðî÷íîãî êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè ñ÷èòàåòñÿ çíà÷èìî îòëè÷íîé îò íóëÿ, åñëè
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

(ρ̂)2 >
[
1 + (n− 2) /t2α

]−1
, (5.3.)

ãäå tα åñòü êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå êâàíòèëè t-ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà ñ n− 2
ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, ñîîòâåòñòâóþùåå âûáðàííîìó óðîâíþ çíà÷èìîñòè α.

Ïðè ìàëûõ âûáîðêàõ èñïîëüçóþò z−ïðåîáðàçîâàíèå Ôèøåðà: z = 1
2

ln 1+ρ̂
1−ρ̂ ,

â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî ïîëó÷àåòñÿ ñòàòèñòèêà, íå çàâèñÿùàÿ îò ρ è n è èìåþùàÿ
ðàñïðåäåëåíèå, áëèçêîå ê íîðìàëüíîìó. Èñõîäÿ èõ ïðèáëèæåííîé íîðìàëüíî-
ñòè z ìîæíî îïðåäåëèòü äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ èñòèííîãî êîýôôèöè-
åíòà êîððåëÿöèè ρ.

Ðàíãîâûå êðèòåðèè ïðîâåðêè ãèïîòåçû íåçàâèñèìîñòè

Íà ïðàêòèêå äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû íåçàâèñèìîñòè ÷àñòî èñïîëüçóþò ðàí-
ãîâûå êðèòåðèè. Íàèáîëåå èçâåñòíûì ñðåäè íèõ ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèé Ñïèðìåíà.
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5.2. Ïðèåìû êîððåëÿöèîííîãî àíàëèçà

Êðèòåðèé Ñïèðìåíà.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ri, ðàíã X i, ñðåäè ýëåìåíòîâ ñîîòâåòñòâóþùåãî âàðèàöè-

îííîãî ðÿäà; àíàëîãè÷íî, ââåäåì S i � ðàíã Y i ñðåäè ýëåìåíòîâ âàðèàöèîííîãî
ðÿäà Y(1) 6 Y(2) 6 . . . 6 Y(n).

Òàêèì îáðàçîì, èç èñõîäíîé âûáîðêè ìû ïîëó÷àåì ìíîæåñòâî ïàð ðàíãîâ
(R1, S1), . . . , (Rn, Sn).

Ïåðåñòàâèì òåïåðü ýòè ïàðû â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ïåðâîé êîìïîíåíòû.
Ïåðåîáîçíà÷èì ïîëó÷åííîå ìíîæåñòâî ïàð ÷åðåç (1, T1), . . . , (n, Tn).

Ââåäåì ðàíãîâóþ ñòàòèñòèêó

ρ =

n∑
i=1

(
Ri − R̄

) (
Si − S̄

)
√

n∑
i=1

(
Ri − R̄

)2
n∑
i=1

(
Si − S̄

)2
, (5.4.)

ïðåäñòàâëÿþùóþ ñîáîé êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè äâóõ ìíîæåñòâ ðàíãîâ (R1, . . . , Rn)
è (S1, . . . , Sn). ×àñòî ïðèìåíÿþò ñëåäóþùóþ ôîðìó ïðåäñòàâëåíèÿ ñòàòèñòèêè:

ρ = 1− 6

n (n2 − 1)

n∑
i=1

(i− Ti)2. (5.5.)

Êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ïî ìîäóëþ íå ïðåâûøàåò åäèíèöû. Åñëè åãî
çíà÷åíèÿ áëèçêè ê åäèíèöå, òî ýòî ñâèäåòåëüñòâóåò ïðîòèâ íóëåâîé ãèïîòå-
çû, ïîýòîìó êðèòè÷åñêóþ îáëàñòü êðèòåðèÿ Ñïèðìåíà çàäàþò â âèäå τ1α =
{|ρ| > tα (n)}.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÷èñëåííîãî çíà÷åíèÿ ãðàíèöû êðèòè÷åñêîé îáëàñòè ïðè
çàäàííûõ îáúåìå âûáîðêè n è óðîâíå çíà÷èìîñòè α èñïîëüçóþò òàáëèöû òàáó-
ëèðîâàííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàòèñòèêè ρ, ðàññ÷èòàííûå äëÿ n = 2, . . . , 30. Ïðè
áîëüøèõ n ñòàòèñòèêà

√
nρ ñòðåìèòñÿ ê ñòàíäàðòíîìó ðàñïðåäåëåíèþ.
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Ãëàâà 6.

Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ êëàññè÷åñêîãî

ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ãëàâíàÿ çàäà÷à ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà � ñîçäàíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè
îáúåêòà èëè ÿâëåíèÿ íà îñíîâå ýêñïåðèìåíòîâ èëè íàáëþäåíèé.

Ïîä ìàòåìàòè÷åñêèìè ìîäåëÿìè ìû ïîíèìàåì, â äàííîì ñëó÷àå, îïðå-
äåëåííûå ìàòåìàòè÷åñêèå îòíîøåíèÿ ìåæäó ïîêàçàòåëÿìè ðàáîòû îáúåêòà
y1, y2, . . . yl è îáóñëîâëèâàþùèìè èõ âåëè÷èíàìè x1, x2, . . . , xm.

Â ñïåöèàëüíîé ëèòåðàòóðå ñîâîêóïíîñòü âåëè÷èí yi íàçûâàþò ïî-ðàçíîìó:
çàâèñèìûå ïåðåìåííûå, âûõîäíûå õàðàêòåðèñòèêè, îòêëèêè îáúåêòîâ è ò.ä. Ñî-
âîêóïíîñòü âåëè÷èí xi íàçûâàþò: âõîäíûå ïåðåìåííûå, íåçàâèñèìûå ïåðåìåí-
íûå, ôàêòîðû.

Ëþáàÿ ìîäåëü îòðàæàåò òîëüêî íåêîòîðûå õàðàêòåðíûå ÷åðòû îáúåêòà è
íèêîãäà íå áûâàåò åãî òî÷íîé êîïèåé. Â çàâèñèìîñòè îò öåëåé èññëåäîâàíèÿ
îäèí è òîò æå îáúåêò ìîæåò îïèñûâàòüñÿ ðàçëè÷íûìè ìîäåëÿìè.

Ïðèáëèæåííîñòü ìîäåëåé îáóñëîâëåíà ðÿäîì ïðè÷èí: íå ó÷åòîì íåêîòî-
ðûõ íåèçâåñòíûõ ôàêòîðîâ èëè ñëó÷àéíûì èçìåíåíèåì íåêîòîðûõ ôàêòîðîâ
ïîä äåéñòâèåì ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé.

Ñëåäîâàòåëüíî, íåëüçÿ ãîâîðèòü îá ¾èñòèííîé¿ ìîäåëè â ïîëíîì ñìûñëå
ñëîâà. Òåì íå ìåíåå ìîäåëè ñ óñïåõîì èñïîëüçóþòñÿ íà ïðàêòèêå.

Îáû÷íî ïîä èñòèííûì çíà÷åíèåì ïîíèìàþò óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå çàâèñèìîé ïåðåìåííîé ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè ôàêòîðîâ (íåçàâè-
ñèìûõ ïåðåìåííûõ)

η (x1, x2, . . . , xm) = M [y|x1, x2, . . . , xm]. (6.1.)

Ôàêòè÷åñêè, èçìåðÿåìàÿ âûõîäíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê
ñóììà äâóõ ñîñòàâëÿþùèõ:

y (x1, x2, . . . , xm) = η (x1, x2, . . . , xm) + ε , (6.2.)

ãäå ε - ñëó÷àéíîå âîçìóùåíèå ñ íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì è äèñïåðñèåé σ2,
çàìåíÿþùàÿ äåéñòâèå íà îáúåêò ìíîæåñòâà ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé.

Îñíîâàíèåì òàêîé çàìåíû ñëóæèò öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà
òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.
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6.1. Êëàññèôèêàöèÿ ðåãðåññèîííûõ ìîäåëåé

6.1. Êëàññèôèêàöèÿ ðåãðåññèîííûõ ìîäåëåé

Êîíêðåòíûé âèä ôóíêöèè η (x1, x2, . . . , xm), ò.å. âèä ìîäåëè, îïðåäåëÿåòñÿ
õàðàêòåðîì ðåøàåìîé çàäà÷è. Ýòè ôóíêöèè ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ íàáîðîì
ïàðàìåòðîâ β1, β2, . . . , βk, êîòîðûå íàäî íàéòè ïî ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì.

Â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàê ýòè êîýôôèöèåíòû âõîäÿò â óðàâíåíèå ðåãðåñ-
ñèè, ìîäåëè äåëÿòñÿ íà ëèíåéíûå è íåëèíåéíûå (ïî ïàðàìåòðàì).

Ïðèìåðû.
η = β0 + β1x1 + β2x2 � ëèíåéíàÿ ïî ïàðàìåòðàì.
η = β1e

β2x1 + β3e
β4x2 � íåëèíåéíàÿ ïî ïàðàìåòðàì.

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü îáùóþ ëèíåéíóþ ìîäåëü:

y = η + ε =
n∑
i=1

βifi (x1, x2, . . . , xm) + ε (6.3.)

Çäåñü, fi � íàáîð ïðîèçâîëüíûõ èçâåñòíûõ ôóíêöèé ôàêòîðîâ, íå ñîäåð-
æàùèõ íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ. Ôóíêöèè fi íàçûâàþò ðåãðåññîðàìè.

Âûáîð òîãî èëè èíîãî íàáîðà ðåãðåññîðîâ çàâèñèò îò òîãî, êàêîé èíôîð-
ìàöèåé ìû ðàñïîëàãàåì î ïîâåäåíèè èññëåäóåìîé ôóíêöèè.

Òàê, åñëè èññëåäóåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèé ïðîöåññ, òî åãî íàèëó÷øèì ïðèáëè-
æåíèåì ñëóæèò ðàçëîæåíèå â òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä Ôóðüå, åñëè ôóíêöèÿ
äèôôåðåíöèðóåìà, òî å¼ ìîæíî ïðåäñòàâèòü îòðåçêîì ðÿäà Òåéëîðà è ò.ï.

6.2. Îñíîâíûå ïðåäïîëîæåíèÿ êëàññè÷åñêîãî ðå-

ãðåññèîííîãî àíàëèçà

Ñòàíäàðòíàÿ ïðîöåäóðà ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà ïîëó÷èëà øèðîêîå ïðàê-
òè÷åñêîå ïðèìåíåíèå, ïîñêîëüêó îíà ñïðàâåäëèâà ïðè íåêîòîðûõ, äîñòàòî÷íî
÷àñòî âûïîëíÿåìûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìîäåëè ëèíåéíîãî êëàññà, äëÿ êîòîðûõ âûõîäíàÿ
õàðàêòåðèñòèêà ïðåäñòàâèìà â âèäå:

yu =
k∑
i=1

βifi u + ε , (6.4.)

ãäå u = 1, 2, . . . , N � íîìåð íàáëþäåíèÿ.
Ïðåäñòàâèì ñîâîêóïíîñòü âñåõ çíà÷åíèé fi â ôîðìå ìàòðèöû F :

F =


f1 1 f2 1 · · · fk 1

f1 2 f2 2 · · · fk 2

· · · ·
f1N f2N · · · fkN

 . (6.5.)
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Ãëàâà 6. Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ êëàññè÷åñêîãî ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà

Äàííóþ ìàòðèöó íàçûâàþò ìàòðèöåé ðåãðåññîðîâ. Ïðè ïëàíèðîâàíèè ýêñ-
ïåðèìåíòà îíà åùå íàçûâàåòñÿ ðàñøèðåííîé ìàòðèöåé ïëàíà ýêñïåðèìåíòà. Â
êàæäîé ñòðîêå F çàïèñàíû çíà÷åíèÿ fi èç ìîäåëè ïðè äàííîì íàáëþäåíèè. Äëÿ
N íàáëþäåíèÿ èñõîäíûå äàííûå ïðåäñòàâëÿþò â âèäå ñëåäóþùåé òàáëèöû:

� u x 1x 2 . . . xu . . . xm y

1 x 11 x 21 . . . x i1 . . . xm1 y1

2 x 12 x 22 . . . x i2 . . . xm2 y2

...

...
...

...
...

...

u x 1ux 2u...x iu. . . xmu yu

...

...
...

...
...

...

N x 1Nx 2N...x iN . . . xmN yN

Òàáëèöà 6.1.

Â ìàòðè÷íîé ôîðìå óðàâíåíèå ðåãðåññèè ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

y = h+ e = F · b+ e. (6.6.)

Çäåñü
y = (y1, y2, . . . , yN)T � N - ìåðíûé âåêòîð-ñòîëáåö èçìåðåííûõ çíà÷åíèé

îòêëèêà.
β � âåêòîð-ñòîëáåö êîýôôèöèåíòîâ ìîäåëè.
Â êëàññè÷åñêîì ðåãðåññèîííîì àíàëèçå äåëàþò ñëåäóþùèå îñíîâíûå ïðåä-

ïîëîæåíèÿ.

1. Âåëè÷èíà εu, u = 1, 2, . . . , N åñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà.

2. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ε èìååò íóëåâîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå.

3. Çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû εu, u = 1, 2, . . . , N íå êîððåëèðîâàíû è èìå-
þò îäèíàêîâûå äèñïåðñèè σ2.

4. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà εu, u = 1, 2, . . . , N èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

5. Ìàòðèöà F íå ñëó÷àéíà.
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6.3. ÌÍÊ-îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ ðåãðåññèè

6. Íà çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè βi â ìîäåëè íå íàëàãàåòñÿ íèêàêèõ îãðà-
íè÷åíèé.

7. Ðàíã ìàòðèöû F ðàâåí ÷èñëó êîýôôèöèåíòîâ â ìîäåëè k.

Êëàññè÷åñêèì ðåãðåññèîííûì àíàëèçîì íàçûâàþò ïðîöåäóðó îöåíè-
âàíèÿ ðåãðåññèîííûõ êîýôôèöèåíòîâ è ñòàòèñòè÷åñêèé àíàëèç ìîäåëè,
êîãäà âûïîëíÿþòñÿ âñå ñåìü ïðåäïîëîæåíèé.

6.3. ÌÍÊ-îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ ðåãðåññèè

Ïîñêîëüêó ðåçóëüòàòû íàáëþäåíèé åñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, òî ïîëó÷èòü
�èñòèííûå� çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ β1,β2, . . . , β ìîäåëè íåëüçÿ. Âìåñòî ýòîãî
íà îñíîâå äàííûõ (Òàáëèöà 4.1) ìîæíî ïîëó÷èòü èõ îöåíêè b1, b2, . . . , bk.

Îöåíêîé ðåãðåññèè ñëóæèò âåëè÷èíà

ŷu =
k∑
i=1

bifi u. (6.7.)

Âåëè÷èíà ŷu íàçûâàåòñÿ ïðåäñêàçàííûì çíà÷åíèåì îòêëèêà.
Èç-çà äåéñòâèÿ ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé ïðåäñêàçàííîå çíà÷åíèå ŷu áóäåò

îòëè÷àòüñÿ îò ðåçóëüòàòà èçìåðåíèé yu.
Ðàçíîñòè eu = yu�ŷu, u=1, 2, . . . , N íàçûâàþò îñòàòêàìè.
Â äàëüíåéøåì èçëîæåíèè ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü â îñíîâíîì ìàòðè÷íóþ

(âåêòîðíóþ) ôîðìó çàïèñè.
Îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ ðåãðåññèè åñòåñòâåííî èñêàòü òàê, ÷òîáû îáåñïå-

÷èòü íàèìåíüøèå âîçìîæíûå îñòàòêè. ×òîáû ó÷åñòü âñå îñòàòêè, ââîäÿò ôóíê-
öèþ ïîòåðü:

Q =
N∑
u=1

(yu − ŷu)2 (6.8.)

Èëè â âåêòîðíîé ôîðìå:

Q = eTe = (y − ŷ)T (y − ŷ)

Îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ ðåãðåññèè íàõîäèì èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà ñóììû
Q. Ìèíèìóì ñóììû Q íàõîäèì, ïðèðàâíÿâ íóëþ åå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî
íåèçâåñòíûì îöåíêàì b1, b2, . . . , bk.

Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:

FTFb = FTy. (6.9.)

Ðåøåíèåì äàííîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ b - âåêòîð îöåíîê êîýôôèöèåíòîâ
ìîäåëè:
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Ãëàâà 6. Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ êëàññè÷åñêîãî ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà

b =
(
FTF

)−1
FTy. (6.10.)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:
G = FTF � èíôîðìàöèîííàÿ ìàòðèöà.

C =
(
FTF

)−1
� äèñïåðñèîííàÿ ìàòðèöà.

Îöåíêè, ïîëó÷åííûå ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, ñîêðàùåííî íàçû-
âàþò ÌÍÊ-îöåíêàìè.

6.4. Îñíîâíûå ñâîéñòâà ÌÍÊ-îöåíîê

Îöåíêè ðåãðåññèîííûõ êîýôôèöèåíòîâ, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ÌÍÊ, �
ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ïîñêîëüêó îíè îñíîâàíû íà ñëó÷àéíûõ íàáëþäåíèÿõ.

Ñâîéñòâà, íå çàâèñÿùèå îò âèäà ðàñïðåäåëåíèÿ
ÌÍÊ-îöåíêè íå ñìåùåíû, ò.å. èõ ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ðàâíû èñòèí-

íûì çíà÷åíèÿì: M [b] = β.
Äèñïåðñèè è êîâàðèàöèè îöåíîê ðåãðåññèîííûõ êîýôôèöèåíòîâ îïðåäåëÿ-

þòñÿ ïî ôîðìóëàì:

D[bi] = ciiσ
2, (6.11.)

cov(bibj) = cijσ
2 (6.12.)

ãäå cii, cij � ýëåìåíòû äèñïåðñèîííîé ìàòðèöû Ñ.
Îöåíêè, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ÌÍÊ, ýôôåêòèâíû, ò.å. èìåþò íàèìåíü-

øèå äèñïåðñèè ñðåäè âñåõ âîçìîæíûõ ëèíåéíûõ íåñìåùåííûõ îöåíîê.
ÌÍÊ-îöåíêè ñîñòîÿòåëüíû.
Äèñïåðñèÿ ïðåäñêàçàííîãî çíà÷åíèÿ îòêëèêà ŷ îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

D[ŷ (x)] = fTx
(
FTF

)−1
fxσ

2, (6.13.)

ãäå
fx = [f1x, f2(x), . . . , fk(x)]T

� âåêòîð ôóíêöèé fi(x), âû÷èñëåííûé äëÿ ñîâîêóïíîñòè ôàêòîðîâ, çàäàííîé
âåêòîðîì X.

Åñëè ðåãðåññèîííàÿ ìîäåëü âûáðàíà ïðàâèëüíî, òî íåñìåùåííàÿ îöåíêà
äèñïåðñèè çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì:

s2 =
1

N − k

N∑
u=1

(yu − ŷu)2 . (6.14.)

Ñâîéñòâà, ñâÿçàííûå ñ ïðåäïîëîæåíèåì î íîðìàëüíîì ðàñïðåäåëå-
íèè.
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6.5. Ñòàòèñòè÷åñêèé àíàëèç êà÷åñòâà ðåãðåññèîííîé ìîäåëè

Åñëè ñëó÷àéíûå âîçìóùåíèÿ ε1, ε2, . . . , εN � íåçàâèñèìûå íîðìàëüíî ðàñ-
ïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è
îäèíàêîâûìè äèñïåðñèÿìè σ2, òî âåêòîð îöåíîê ðåãðåññèîííûõ êîýôôèöèåíòîâ
b èìååò ìíîãîìåðíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì
β è ìàòðèöåé äèñïåðñèé-êîâàðèàöèé Cσ2.

Îòíîøåíèå χ2 = Q/σ2 èìååò ðàñïðåäåëåíèå χ2 ñ ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû,
ðàâíûì N − k.

Âåêòîð îöåíîê b è îöåíêà äèñïåðñèè s2 ðàñïðåäåëåíû íåçàâèñèìî äðóã îò
äðóãà.

6.5. Ñòàòèñòè÷åñêèé àíàëèç êà÷åñòâà ðåãðåññèîí-

íîé ìîäåëè

Ïîëó÷åííûå îöåíêè ïàðàìåòðîâ ðåãðåññèîííîé ìîäåëè îáåñïå÷èâàþò âûñî-
êîå êà÷åñòâî îöåíêè ðåãðåññèè òîëüêî ïðè óñëîâèè, ÷òî åå ñòðóêòóðà Fβñîîòâåòñòâóåò
èñòèííîé ñòðóêòóðå F0β0. Íî íà ïðàêòèêå èñòèííàÿ ìîäåëü çàðàíåå íå èçâåñòíà.
Ïîýòîìó ïðèõîäèòñÿ ïåðåáèðàòü ðàçëè÷íûå ìîäåëè, íàõîäÿ òó, êîòîðàÿ ëó÷øå
âñåãî ñîãëàñóåòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè. Òàêóþ ìîäåëü íàçûâàþò
àäåêâàòíîé . Îíà äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ:

M{y} = F · βS.

Àäåêâàòíàÿ ìîäåëü íå îáÿçàòåëüíî äîëæíà ñîâïàäàòü ñ èñòèííîé. Áîëåå
òîãî, àäåêâàòíàÿ ìîäåëü íå åäèíñòâåííàÿ. Îáùèì äëÿ âñåõ àäåêâàòíûõ ìîäåëåé
ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî äëÿ êàæäîé èç íèõ ñóùåñòâóåò íåîñîáåííîå ëèíåéíîå ïðåîáðà-
çîâàíèå, ïðèâîäÿùåå åå ê èñòèííîé ìîäåëè.

Ïðè âûáîðå ñòðóêòóðû ìîäåëè âîçìîæíû äâà âèäà îøèáîê.
Ìîäåëü ñîäåðæèò ìåíüøå ïàðàìåòðîâ, ÷åì èñòèííàÿ � òàê íàçûâàåìûé

íåäîáîð ïàðàìåòðîâ.
×èñëî ïàðàìåòðîâ â ìîäåëè áîëüøå, ÷åì â èñòèííîé � ïåðåáîð ïàðàìåò-

ðîâ.
Ïðè íåäîáîðå ïàðàìåòðîâ îöåíêè ïàðàìåòðîâ ðåãðåññèè îêàçûâàþòñÿ ñìå-

ùåííûìè (ïîÿâëÿåòñÿ ñèñòåìàòè÷åñêàÿ îøèáêà) è íåñîñòîÿòåëüíûìè.
Ïðè ïåðåáîðå ïàðàìåòðîâ îöåíêè ÿâëÿþòñÿ íåñìåùåííûå è ñîñòîÿòåëüíûå,

íî ïðè ýòîì òåðÿåòñÿ òî÷íîñòü.
Òàêèì îáðàçîì, íåäîáîð ïàðàìåòðîâ � áîëåå ñåðüåçíûé íåäîñòàòîê

ðåãðåññèîííîé ìîäåëè, ÷åì ïåðåáîð, íî ÷ðåçìåðíîå óñëîæíåíèå ìîäåëè
ñíèæàåò ýôôåêòèâíîñòü (òî÷íîñòü) îöåíèâàíèÿ, óâåëè÷èâàÿ äèñïåð-
ñèþ.

Ïðè àíàëèçå êà÷åñòâà ðåãðåññèîííîé ìîäåëè ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîâåðÿåò-
ñÿ äâà âèäà ãèïîòåç: ãèïîòåçà îá àäåêâàòíîñòè ìîäåëè, ò.å. ïðîâåðÿåòñÿ ñîîò-
âåòñòâèå âûáðàííîãî êëàññà ôóíêöèé ðåãðåññèè èñòèííîé ôóíêöèè ðåãðåññèè;
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ïðîöåäóðà ïðîâåðêè èñïîëüçóåò ìåòîäû äèñïåðñèîííîãî àíàëèçà. ãèïîòåçà î
çíà÷èìîñòè ïàðàìåòðîâ ìîäåëè, ò. å. î ðàâåíñòâå íóëþ ñîîòâåòñòâóþùåãî ïà-
ðàìåòðà; ïðîöåäóðà ïðîâåðêè ïîçâîëÿåò óáðàòü èç ìîäåëè �ëèøíèå� ïàðàìåòðû,
÷òî ïðèâîäèò ê ïîâûøåíèþ òî÷íîñòè îöåíîê îñòàëüíûõ.

6.6. Íåëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿ

Íà ïðàêòèêå î÷åíü ÷àñòî âèä ôóíêöèè ðåãðåññèè áûâàåò èçâåñòåí, íà-
ïðèìåð, ïðè èññëåäîâàíèè çàâèñèìîñòåé, âûðàæàåìûõ ôèçè÷åñêèìè çàêîíàìè.
Ïðè ýòîì âèä ôóíêöèè ðåãðåññèè ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ íàáîðîì ïàðàìåò-
ðîâ, ÷àñòü èç êîòîðûõ âõîäèò â óðàâíåíèå ðåãðåññèè íå ëèíåéíî. Ðàññìîòðèì
íåëèíåéíóþ ìîäåëü ðåãðåññèè âèäà

y = η + ε = f (β1, β2, . . . , βr, x1, x2, . . . , xm) + ε. (6.15.)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè (6.15.) íåëèíåéíóþ ôóíêöèþ ðåãðåñ-
ñèè çàìåíÿþò ëèíåéíîé (ëèíåàëèçàöèÿ ôóíêöèè), ñ ïîñëåäóþùèì ïðèìåíåíèåì
àïïàðàòà êëàññè÷åñêîãî ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà.

Ñïîñîáû ëèíåàëèçàöèè
Ëèíåàëèçàöèþ ôóíêöèé ïðîâîäÿò äâóìÿ ñïîñîáàìè:

1. ââåäåíèåì íîâûõ ïåðåìåííûõ;

2. çàìåíîé ôóíêöèè ëèíåéíîé ÷àñòüþ îòðåçêà ðÿäà Òåéëîðà.

Çàìåíà ïåðåìåííûõ

Ôóíêöèÿ Ëèíåéíàÿ ôîðìà

η (x) = β0x
β1 ln η (x) = ln β0 + β1 lnx

η (x) = β0e
β1x ln η (x) = ln β0 + β1x

η (x) = β0e
β1x + β2

ln (η (x)− β2) = ln β0 + β1x

Òàáëèöà 6.2. Ïðèìåðû íåëèíåéíûõ ôóíêöèé è èõ ëèíåéíûõ ôîðì

Èòåðàöèîííûå ìåòîäû, èñïîëüçóþùèå ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà
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Ïîëàãàåì, ÷òî ôóíêöèÿ ðåãðåññèè åñòü äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ íåèç-
âåñòíûõ ïàðàìåòðîâ. Òîãäà, îãðàíè÷èâàÿñü ëèíåéíîé ÷àñòüþ ðàçëîæåíèÿ ôóíê-
öèè â ðÿä Òåéëîðà ïî íåèçâåñòíûì ïàðàìåòðàì, ìû ïîëó÷èì ëèíåéíóþ ïî ïà-
ðàìåòðàì ôóíêöèþ:

η (x, b) = η (x, b0) +
∂η (x, b)

∂b

∣∣∣∣
b0

(b1 − b0) ,

ãäå

b0� íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå ïàðàìåòðà;

b1 � ñëåäóþùåå ïðèáëèæåíèå ïàðàìåòðà.

Çàäàâàÿ íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå, íàõîäèì ïîñëåäóþùåå ïðèáëèæåíèå,
ïðèìåíÿÿ ïðîöåäóðó êëàññè÷åñêîãî ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà. Èòåðàöèîííûé
ïðîöåññ ìîæíî ïðîäîëæàòü äî òåõ ïîð ïîêà íå âûïîëíèòñÿ íåêîòîðîå óñëî-
âèå îñòàíîâêè.

Ðèñ. 6.1. Áëîê-ñõåìà îðãàíèçàöèè èòåðàöèîííîãî öèêëà

6.7. Íåïàðàìåòðè÷åñêèé ðåãðåññèîííûé àíàëèç

Ïðè àíàëèçå çàâèñèìîñòåé ÷àñòî ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ íå ñàìà ôóíêöèÿ
ðåãðåññèè, à åå ïðîèçâîäíûå èëè äðóãèå ôóíêöèîíàëû èëè íåêîòîðûå åå ñâîé-
ñòâà: ìîíîòîííîñòü, íàëè÷èå ýêñòðåìóìîâ, ðàñïîëîæåíèå íóëåé èëè âåëè÷èíà
ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé.

Ïðè áîëüøîì ÷èñëå ïàð äàííûõ êàðòèíà êîððåëÿöèîííîãî ïîëÿ íå âñåãäà
ïîçâîëÿåò âûÿâèòü êàêóþ-ëèáî ðåãðåññèîííóþ çàâèñèìîñòü. Âîçìîæåí ïðîñòî
îáìàí çðåíèÿ èç-çà áîëüøîãî ÷èñëà òî÷åê èëè èç-çà íå÷åòêèõ ñòðóêòóð.

Öåëü ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà ñîñòîèò â ðàçóìíîé àïïðîêñèìàöèè íåèçâåñò-
íîé ôóíêöèè îòêëèêà. Çà ñ÷åò óìåíüøåíèÿ îøèáîê íàáëþäåíèé ñòàíîâèòñÿ âîç-
ìîæíûì ñîñðåäîòî÷èòü âíèìàíèå íà âàæíûõ äåòàëÿõ ñðåäíåé çàâèñèìîñòè Y
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îò X ïðè åå èíòåðïðåòàöèè. Ýòà ïðîöåäóðà àïïðîêñèìàöèè îáû÷íî íàçûâàåòñÿ
¾ñãëàæèâàíèåì¿.

Àïïðîêñèìàöèÿ ðåãðåññèè ìîæåò áûòü âûïîëíåíà äâóìÿ ñïîñîáàìè.
Ïðèìåíåíèåì ïàðàìåòðè÷åñêèõ ìîäåëåé, äëÿ êîòîðûõ âàæåí òîëüêî àíà-

ëèòè÷åñêèé âèä è íå èìååò çíà÷åíèÿ ôèçè÷åñêèé ñìûñë ïàðàìåòðîâ èëè ìîäåëè,
ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ôèçè÷åñêèå çàêîíû. Ïàðàìåòðû ìîäåëè èìåþò îïðåäå-
ëåííûé ôèçè÷åñêèé ñìûñë 1

Íåïàðàìåòðè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ. Â äàííîé ìîäåëè íå ââîäèòñÿ íèêàêèõ ïà-
ðàìåòðè÷åñêèõ (àíàëèòè÷åñêèõ) çàâèñèìîñòåé ìåæäó âõîäíûìè è âûõîäíûìè
õàðàêòåðèñòèêàìè. Ôóíêöèÿ ðåãðåññèè èùåòñÿ â âèäå òàáëèöû äàííûìè.

6.7.1. Öåëè íåïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà

Íåïàðàìåòðè÷åñêèé ïîäõîä ê îöåíèâàíèþ ðåãðåññèîííîé êðèâîé ïðåñëå-
äóåò 4 öåëè:

� îí ïðåäñòàâëÿåò ãèáêèé ìåòîä èññëåäîâàíèÿ ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó äâóìÿ
ïåðåìåííûìè;

� îí ïîçâîëÿåò ïðåäñêàçûâàòü íàáëþäåíèÿ, êîòîðûå åùå òîëüêî äîëæíû
áûòü ñäåëàíû áåç ïðèâÿçêè ê ôèêñèðîâàííîé ïàðàìåòðè÷åñêîé ìîäåëè;

� îí äàåò íàì ñðåäñòâî íàõîæäåíèÿ ëîæíûõ íàáëþäåíèé ïóòåì èçó÷åíèÿ
âëèÿíèÿ èçîëèðîâàííûõ òî÷åê;

� îí ïîðîæäàåò ãèáêèé ñïîñîá ïîäñòàíîâêè ïðîïóùåííûõ çíà÷åíèé èëè èí-
òåðïîëÿöèè ìåæäó ñîñåäíèìè çíà÷åíèÿìè ïåðåìåííîé x.

Ãèáêîñòü ìåòîäà ïîëåçíà ïðè ïðåäâàðèòåëüíîì èññëåäîâàíèè äëÿ îïðåäå-
ëåíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêîé çàâèñèìîñòè.

6.7.2. Îñíîâíàÿ èäåÿ ñãëàæèâàíèÿ

Óæå ïðè âèçóàëüíîì èçó÷åíèè ìíîæåñòâà òî÷åê íà êîððåëÿöèîííîì ïîëå,
ìû ìûñëåííî ïûòàåìñÿ çàìåíèòü åãî ïëàâíîé êðèâîé, ïðîõîäÿùåé ïî öåíòðàì
ãðóïï ñêîïëåíèÿ òî÷åê ïåðåìåííîãî ðàçìåðà. Â êà÷åñòâå òàêèõ öåíòðîâ åñòå-
ñòâåííî áðàòü óñðåäíåííûå ïî íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè x çíà÷åíèÿ Y.

Ýòà ïðîöåäóðà ¾ëîêàëüíîãî óñðåäíåíèÿ¿ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê îñíîâíàÿ
èäåÿ ñãëàæèâàíèÿ.

Ôîðìàëüíî, ïðîöåäóðà ñãëàæèâàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì âûðàæåíè-
åì:

1 Ïðèìåð ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïîäõîäà � ðàññìîòðåííûé íàìè êëàññè÷åñêèé ðåãðåññèîííûé
àíàëèç.
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m(x) = M [Y |X ] = n−1

n∑
i=1

Wn i (x)Yi, (6.16.)

ãäå {Wn i (x)}ni=1 îçíà÷àåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåñîâ, êîòîðûå ìîãóò çàâèñåòü îò
âñåãî âåêòîðà {Xi}ni=1; m(x) � ÌÍÊ-îöåíêà ðåãðåññèè.

Îñíîâíàÿ èäåÿ ëîêàëüíîãî óñðåäíåíèÿ ýêâèâàëåíòíà ïðîöåäóðå íà-
õîæäåíèÿ îöåíêè ëîêàëüíî âçâåøåííûõ íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.

6.7.3. Ìåòîäû ñãëàæèâàíèÿ

Ïðîñòåéøàÿ ïðîöåäóðà ñãëàæèâàíèÿ ñîñòîèò â ïðåäñòàâëåíèè äàííûõ â
âèäå ¾ðåãðåññîãðàììû¿2 . Â ýòîì ñëó÷àå âåñà Wni(x) áåðóòñÿ ïîñòîÿííûìè íà
áëîêàõ ïîñòîÿííîé äëèíû.

Ðèñ. 6.2. Ñãëàæèâàíèå ðåçóëüòàòîâ ñ ïîìîùüþ ¾ðåãðåññîãðàììû¿

Ìû ðàññìîòðèì äàëåå äâà ìåòîäà: ÿäåðíîå ñãëàæèâàíèå è ñãëàæèâàíèå ïî
k− áëèæàéøèì ñîñåäÿì.

ßäåðíîå ñãëàæèâàíèå
Èäåÿ ìåòîäà: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåñîâ Wni(x) îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé

ïëîòíîñòè ñî ñêàëÿðíûì ïàðàìåòðîì, êîòîðûé ðåãóëèðóåò ðàçìåð è ôîðìó
âåñîâ îêîëî x. Ýòà ôóíêöèÿ ôîðìû íàçûâàåòñÿ ÿäðîì K. ßäðî � ýòî íåïðå-
ðûâíàÿ, îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ K ñ åäèíè÷íûì èíòåãðàëîì∫

X

K (u) du = 1 .

Âåñà îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

Wn i (x) =

1
hn
Khn

(
x−xi
hn

)
1
hn

n∑
i=1

Khn

(
x−xi
hn

) , (6.17.)

2 Ïîñòðîåíèå ¾ðåãðåññîãðàììû¿ ïîõîæå íà ïîñòðîåíèå ãèñòîãðàììû, îòñþäà è íàçâàíèå.
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ãäå hn � ïàðàìåòð ìàñøòàáà (øèðèíà îêíà).
Îáû÷íî, ÿäðîì áåðóò òàêèå ôóíêöèè, êîòîðûå ðàâíû íóëþ âíå îêíà. Â

êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåì ôîðìóëó òàê íàçûâàåìîãî ÿäðà Åïàíå÷íèêîâà

K (u) = 0.75
(
1− u2

)
, |u| 6 1. (6.18.)

Ðèñ. 6.3. ßäåðíîå ñãëàæèâàíèå ñ ÿäðîì Åïàíå÷íèêîâà

Îöåíêè k-áëèæàéøèõ ñîñåäåé
Ýòè îöåíêè äàþò ñðåäíåå âçâåøåííîå çíà÷åíèå â èçìåíÿþùåéñÿ îêðåñò-

íîñòè. Ýòà îêðåñòíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî òåìè çíà÷åíèÿìè ïåðåìåííîé X,
êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ k áëèæàéøèìè ê x ïî åâêëèäîâîìó ðàññòîÿíèþ.

mk (x) =
1

n

n∑
i=1

Wk iYi. (6.19.)

Ââåäåì ìíîæåñòâî èíäåêñîâ Jx = {i : Xi îäíî èç áëèæàéøèõ k íàáëþäåíèé
x }. Òîãäà äëÿ âåñîâ ïîëó÷èì:

Wki (x) =

{
n/k, i ∈ Jx
0, i /∈ Jx

Ðèñ. 6.4. Ñãëàæèâàíèå ïî 5 áëèæàéøèì ñîñåäÿì
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Ïðèëîæåíèå A

Ïðèëîæåíèÿ

A1. Ñòàòèñòè÷åñêèå ôóíêöèè, âñòðîåííûå â MathCad

cvar(A, B) Returns the covariance of the elements of A and B given by
where the overbar indicates the complex conjugate.
corr(A, B) Returns the Pearson's r correlation coe�cient of the elements in A

and B.
Arguments: A and B are real or complex arrays of the same size.

63



Ñîäåðæàíèå

Îáùèå ñâåäåíèÿ 3

1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè 5
1.1. Ïåðâè÷íûå äàííûå è èõ ïðåäñòàâëåíèå . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.2. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü âûáîðêè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
1.3. Ãèñòîãðàììà è ïîëèãîí . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

2. Îöåíêà íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèé 11
2.1. Òî÷å÷íîå îöåíèâàíèå íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ . . . . . . . . . . . 11

2.1.1. Òðåáîâàíèÿ ê îöåíêàì . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
Ïðèíöèï íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. . . . . . . . . . . . . . . 11
Îöåíêà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ . . . . . . . . . . . . . 13
Îöåíêà äèñïåðñèè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2.1.2. Òðåáîâàíèÿ ê ñòàòèñòèêàì . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
2.1.3. Ìåòîä ìîìåíòîâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
2.1.4. Ìåòîä íàèáîëüøåãî ïðàâäîïîäîáèÿ . . . . . . . . . . . . . . 15
2.1.5. Ðîáàñòíûå îöåíêè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

Ïðè÷èíû îòêëîíåíèÿ îò íîðìàëüíîñòè . . . . . . . . . . . 17
Ïîíÿòèå î ðîáàñòíûõ îöåíêàõ . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

Îöåíêè ïàðàìåòðà ñäâèãà . . . . . . . . . . . . . . . 18
Îöåíêà ïàðàìåòðîâ ìàñøòàáà ðàñïðåäåëåíèé . . . . 19

2.2. Èíòåðâàëüíîå îöåíèâàíèå íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ . . . . . . . . 20
Ïîíÿòèå äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà . . . . . . . . . . . . . 20

2.2.1. Öåíòðàëüíûå ñòàòèñòèêè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
2.2.2. Ðàñïðåäåëåíèå íåêîòîðûõ ôóíêöèé îò âûáîðêè . . . . . . 22

Êâàíòèëè ðàñïðåäåëåíèé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
Ñòàíäàðòíîå ðàñïðåäåëåíèå . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
Ðàñïðåäåëåíèå õè-êâàäðàò . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
Ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà (t ðàñïðåäåëåíèå) . . . . . . . . 24
Ðàñïðåäåëåíèå Ôèøåðà-Ñíåäåêîðà . . . . . . . . . . . . . . 24
Äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ 25
Ïîñòðîåíèå äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà äëÿ äèñïåðñèè . . . 26

3. Ïðîâåðêà ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç 28
3.1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è òåðìèíîëîãèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

Ïðèìåðû ôîðìóëèðîâîê ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç . . . . . 28
3.2. Îáùèå ïðèíöèïû ïîñòðîåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ êðèòåðèåâ . . . . . 29

64



ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ

Ïÿòü øàãîâ ïðîâåðêè ãèïîòåçû . . . . . . . . . . . . . . . . 31
3.3. Êðèòåðèé ñîãëàñèÿ Êîëìîãîðîâà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
3.4. Êðèòåðèé ñîãëàñèÿ õè-êâàäðàò Ê. Ïèðñîíà . . . . . . . . . . . . . 34

4. Îäíîôàêòîðíûé àíàëèç 35
4.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

Òåðìèíîëîãèÿ ôàêòîðíîãî àíàëèçà . . . . . . . . . . . . . . 35
Ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå. . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

4.2. Ñòàòèñòè÷åñêèå ïðåäïîëîæåíèÿ è ñòðàòåãèÿ ôàêòîðíîãî àíàëèçà 36
4.3. Äèñïåðñèîííûé ôàêòîðíûé àíàëèç . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

Âíóòðèãðóïïîâàÿ äèñïåðñèÿ. . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
Ìåæãðóïïîâàÿ äèñïåðñèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
Äèñïåðñèîííîå îòíîøåíèå Ôèøåðà (F - îòíîøåíèå) . . . . 40
Äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
Ïðîâåðêà ãèïîòåçû îäíîðîäíîñòè äèñïåðñèé . . . . . . . . 41

4.4. Ðàíãîâûé îäíîôàêòîðíûé àíàëèç . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
Òàáëèöû è àñèìïòîòèêà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

4.5. Ïðîâåðêà ãèïîòåçû îäíîðîäíîñòè äëÿ äâóõ âûáîðîê . . . . . . . . 44
4.5.1. Ðàíãîâûå êðèòåðèè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

5. Êîððåëÿöèîííûé àíàëèç 46
5.1. Âèäû ñâÿçåé ìåæäó ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè . . . . . . . . . . . . 46
5.2. Ïðèåìû êîððåëÿöèîííîãî àíàëèçà . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

Ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå. . . . . . . . . . . . . . . 48
Ýòàïû êîððåëÿöèîííîãî àíàëèçà. . . . . . . . . . . . 49

6. Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ êëàññè÷åñêîãî ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà 52
6.1. Êëàññèôèêàöèÿ ðåãðåññèîííûõ ìîäåëåé . . . . . . . . . . . . . . . 53
6.2. Îñíîâíûå ïðåäïîëîæåíèÿ êëàññè÷åñêîãî ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà 53
6.3. ÌÍÊ-îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ ðåãðåññèè . . . . . . . . . . . . . . . 55
6.4. Îñíîâíûå ñâîéñòâà ÌÍÊ-îöåíîê . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
6.5. Ñòàòèñòè÷åñêèé àíàëèç êà÷åñòâà ðåãðåññèîííîé ìîäåëè . . . . . . 57
6.6. Íåëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
6.7. Íåïàðàìåòðè÷åñêèé ðåãðåññèîííûé àíàëèç . . . . . . . . . . . . . 59

6.7.1. Öåëè íåïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà . . . . . 60
6.7.2. Îñíîâíàÿ èäåÿ ñãëàæèâàíèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
6.7.3. Ìåòîäû ñãëàæèâàíèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

A Ïðèëîæåíèÿ 63
A1. Ñòàòèñòè÷åñêèå ôóíêöèè, âñòðîåííûå â MathCad . . . . . . . . . 63

65



Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

1. Èâ÷åíêî Ã.È., Ìåäâåäåâ Þ.È. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà � Ì.: Âûñø. Øê.,
1992.�304 ñ.

2. Ãìóðìàí Â.Å. Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà. Ì.� 1972,
1998.

3. Ãìóðìàí Â.Å. Ðóêîâîäñòâî ê ðåøåíèþ çàäà÷ ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå. Ì. � 1975.

4. Âó÷êîâ È., Áîÿäæèåâà Ë., Ñîëàêîâ Å. Ïðèêëàäíîé ëèíåéíûé ðåãðåññèîííûé
àíàëèç.�Ì.: �Ôèíàíñû è ñòàòèñòèêà�, 1987 ã.�239 ñ.

5. Õàðäëå Â. Ïðèêëàäíàÿ íåïàðàìåòðè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ.� Ì.: Ìèð, 1993.�347
ñ.

6. Òþðèí Þ.Í., Ìàêàðîâ À.À. Àíàëèç äàííûõ íà êîìïüþòåðå.�Ì.: ÈÍÔÐÀ-Ì,
�Ôèíàíñû è ñòàòèñòèêà�, 1995 � 384 ñ.

7. Áîëüøåâ Ë.Í., Ñìèðíîâ Í.Â.�Ì.: Íàóêà. Ãëàâíàÿ ðåäàêöèÿ ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðû, 1983.�416 ñ.

66



Ó÷åáíîå èçäàíèå

ÃÀËÀÍÎÂ Þðèé Èâàíîâè÷

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÑÒÀÒÈÑÒÈÊÀ

Ó÷åáíîå ïîñîáèå

Íàó÷íûé ðåäàêòîð
äîêòîð ôèç.-ìàò. íàóê,
ïðîôåññîð Ê.Ï. Àðåôüåâ

Ðåäàêòîð Í.ß. Ãîðáóíîâà

Âåðñòêà â ñèñòåìå MikTeX 2.7
ñ èñïîëüçîâàíèåì øðèôòîâ
èç ïàêåòà LHFONTS 3.5. Þ.È. Ãàëàíîâ

Äèçàéí îáëîæêè È.Î. Ôàìèëèÿ

Ïîäïèñàíî ê ïå÷àòè 00.00.2008. Ôîðìàò 60õ84/8.
Áóìàãà ¾Ñíåãóðî÷êà¿. Ïå÷àòü XEROX.
Óñë.ïå÷.ë. 000. Ó÷.-èçä.ë. 000. Çàêàç ÕÕÕ. Òèðàæ ÕÕÕ ýêç.

Òîìñêèé ïîëèòåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò
Ñèñòåìà ìåíåäæìåíòà êà÷åñòâà

Òîìñêîãî ïîëèòåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà
ñåðòèôèöèðîâàíà

NATIONAL QUALITY ASSURANCE ïî ñòàíäàðòó
ISO 9001:2000

634050, ã. Òîìñê, ïð. Ëåíèíà, 30.


	Titlepage
	Общие сведения 
	Основные понятия математической статистики
	Первичные данные и их представление
	Математическая модель выборки
	Гистограмма и полигон

	Оценка неизвестных параметров распределений
	Точечное оценивание неизвестных параметров 
	Требования к оценкам
	Принцип наименьших квадратов. 
	Оценка математического ожидания
	Оценка дисперсии

	Требования к статистикам
	Метод моментов
	Метод наибольшего правдоподобия
	Робастные оценки
	Причины отклонения от нормальности
	Понятие о робастных оценках
	Оценки параметра сдвига
	Оценка параметров масштаба распределений



	Интервальное оценивание неизвестных параметров
	Понятие доверительного интервала
	Центральные статистики
	Распределение некоторых функций от выборки
	Квантили распределений
	Стандартное распределение
	Распределение хи-квадрат
	Распределение Стьюдента (t  распределение)
	Распределение Фишера-Снедекора
	Доверительные интервалы для математического ожидания
	Построение доверительного интервала для дисперсии



	Проверка статистических гипотез
	Основные понятия и терминология
	Примеры формулировок статистических гипотез

	Общие принципы построения статистических критериев
	Пять шагов проверки гипотезы

	Критерий согласия Колмогорова
	Критерий согласия хи-квадрат К. Пирсона

	Однофакторный анализ
	Постановка задачи.
	Терминология факторного анализа
	Экспериментальные данные.


	Статистические предположения и стратегия факторного анализа
	Дисперсионный факторный анализ
	Внутригрупповая дисперсия.
	Межгрупповая дисперсия
	Дисперсионное отношение Фишера (F - отношение)
	Доверительные интервалы
	Проверка гипотезы однородности дисперсий


	Ранговый однофакторный анализ
	Таблицы и асимптотика

	Проверка гипотезы однородности для двух выборок
	Ранговые критерии


	Корреляционный анализ
	Виды связей между случайными величинами
	Приемы корреляционного анализа
	Экспериментальные данные.
	Этапы корреляционного анализа.



	Основные положения классического регрессионного анализа
	Классификация регрессионных моделей
	Основные предположения классического регрессионного анализа
	МНК-оценки коэффициентов регрессии 
	Основные свойства МНК-оценок
	Статистический анализ качества регрессионной модели
	Нелинейная регрессия
	Непараметрический регрессионный анализ
	Цели непараметрического регрессионного анализа
	Основная идея сглаживания
	Методы сглаживания


	Приложения
	Статистические функции, встроенные в MathCad

	Содержание

