
Приложения двойного интеграл  
 
1. Вычисление площади в Д.С.К.:   ∫∫=

D
dxdyS . 

2.Вычисление массы в Д.С.К.: ( )∫∫=
D

dxdyyxm ,γ , где  

( )yx,γ  − плотность. 

3. Вычисление площади в П.С.К.: ∫∫=
D

ddS ϕρρ . 

4. Вычисление массы в П.С.К.: ( )∫∫=
D

ddm ϕρρϕρϕργ sin,cos . 

Приложения тройного интеграла 
 
1. Вычисление объёма тела в Д.С.К.: ∫∫∫=

G
dxdydzV . 

2. Вычисление массы тела в Д.С.К.: ( )∫∫∫=
G

dxdydzzyxm ,,γ . 

3. Вычисление объёма тела в Ц.С.К.:  ∫∫∫=
G

dzddV ϕρρ . 

4. Вычисление массы тела в Ц.С.К.:  
( )∫∫∫=

G
dzddzm ϕρρϕρϕργ ,sin,cos . 

Полярная система координат 
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 , ϕρρ dddxdy = , 222 ρ=+ yx . 

Цилиндрическая система координат 
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 , dzdddxdydz ϕρρ= , 222 ρ=+ yx . 

 

Вычисление криволинейных интегралов по длине дуги 
 
1. L : ( )xyy = , bxa ≤≤ , 

( ) dxydl x
21 ′+= , 

( ) ( )( ) ( )∫∫ ′+=
b

a
x

L
dxyxyxfdlyxf 21,, . 

 
2. L : ( )yxx = , bya ≤≤ , 

( ) dyxdl y
21 ′+= , 

( ) ( ) ( )∫∫ ′+=
b

a
y

L
dyxyyxfdlyxf 21),(, . 

3. L : ( )txx = , ( )tyy = , 21 ttt ≤≤ , 

( ) ( ) dtyxdl tt
22 ′+′= , 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )∫∫ ′+′=
2

1

22,,
t

t
tt

L
dtyxtytxfdlyxf . 

4. L : ( )txx = , ( )tyy = ,  ( )tzz = , 21 ttt ≤≤ , 

( ) ( ) ( ) dtzyxdl ttt
222 ′+′+′= , 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )∫∫ ′+′+′=
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ttt

L
dtzyxtztytxfdlzyxf . 

5. L : ( )ϕρρ = , βϕα ≤≤ , 

( ) ϕρρ ϕ ddl 22 ′+= , 

( ) ( ) ( ) ( )∫∫ ′+=
β

α
ϕ ϕρρϕρϕρ dfdlyxf

L

22sin,cos, . 

 



 
Вычисление криволинейных интегралов по координатам 

 
1. L : ( )xyy = , bxa ≤≤ , 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )∫∫ ′+=+
b

a
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L
dxyxyxQdxxyxPdyyxQdxyxP ,,,, . 

2. L : ( )yxx = , bya ≤≤ , 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )∫∫ +′=+
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a
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L
dyyyxQdyxyyxPdyyxQdxyxP ,,,, . 

3. L : ( )txx = , ( )tyy = , 21 ttt ≤≤ , 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )∫∫ ′+′=+
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dtytytxQxtytxPdyyxQdxyxP . 

4. L : ( )txx = , ( )tyy = ,  ( )tzz = , 21 ttt ≤≤ , 

( ) ( ) ( ) =++∫
L

dzzyxRdyzyxQdxzyxP ,,,,,,  
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Приложения криволинейных интегралов 
 
1. Длина дуги кривой находится по формуле  ∫=

L
dll . 

2. Масса дуги кривой находится по формуле ( )∫=
L

dlzyxm ,,γ , 

где γ(x, y, z) − линейная плотность вещества. 
3. Работа находится по формуле ∫ ++=

L
RdzQdyPdxA , 

где { }RQPF ,,=  − переменная сила. 

 
Теория поля 

 
1. Поток векторного поля { }RQPF ,, вычисляется по формуле 

∫∫ ++=
σ

RdxdyQdxdzPdydzП  

или 
( )∫∫ ++=

σ
σγβα dRQPП coscoscos . 

2. Дивергенция векторного поля { }RQPF ,,  вычисляется по 

формуле 
z
R
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x
PFdiv
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3. Ротор векторного поля { }RQPF ,,  вычисляется по формуле 

{ }ZYX
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Frot ,,=
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∂
∂

∂
∂

= . 

4. Теорема Остроградского-Гаусса 

∫∫∫∫∫ =++
G

divFdxdydzRdxdyQdxdzPdydz
σ

. 

5. Формула Стокса  

∫∫∫ ++=++
σ

ZdxdyYdxdzXdydzRdzQdyPdx
L

. 

6. Если =divF 0, то векторное поле F называется соленоидальным 
7. Если =rotF 0, то векторное поле F называется потенциальным. 
8. Формула Грина 

( ) ( )∫ ∫∫ 
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