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ГЛАВА 1. ЭЛЕМЕНТЫ ЛИНЕЙНОЙ АЛГЕБРЫ 

1.1. Матрицы и операции над ними 
Определение  1.  Прямоугольная таблица, составленная из 

каких-либо элементов, имеющая m строк и n столбцов, называ-
ется матрицей размера m ×  n.  

Приняты следующие обозначения матриц: 

( ) ,

321

2232221

1131211

nmji

mnmmm

n

n

a

aaaa

aaaa
aaaa

A =























=











 

,

321

2232221

1131211

nmji

mnmmm

n

n

a

aaaa

aaaa
aaaa

A ==











 

где ai j  называются элементами матрицы;  это могут быть числа, 
функции, векторы и т. д. Первый индекс i  –  номер строки 
(i  =  1, 2, … ,  m), второй  j  –  номер столбца (j  =  1, 2, … , n).  

Пример 1. Укажите размерность матриц:   
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Решение. 1.1. Матрица имеет 3 строки и 4 столбца, значит, −  
это матрица размерности (3×4), элементами которой являются 
действительные числа. 

1.2. Матрица имеет 2 строки и 2 столбца, значит, − это мат-
рица размерности (2×2), элементами которой являются функции. 

Рассмотрим некоторые виды матриц: 
•  Если m =  n  (т. е. число строк матрицы равно числу столб-

цов), то матрица А называется квадратной  порядка  n:  
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Элементы ai j ,  i  =  j ,  а именно  nnaaa ,,, 2211  , образуют так 
называемую главную диагональ матрицы. 
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•  Если в квадратной матрице все недиагональные элементы 
равны нулю (т. е. ai j  =  0 при  i  ≠  j  ), то такая матрица называется 
диагональной:  
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•  Диагональная матрица, у которой 

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ется единичной  и обозначается Е (на множестве матриц играет 
роль единицы): 
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•  Квадратная матрица называется треугольной , если все её 
элементы, стоящие по одну сторону от главной диагонали, равны 
нулю: 
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 –  верхняя треугольная матрица, 
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 –  нижняя треугольная матрица. 

•  Матрица, у которой только один столбец, называется 
столбцовой:  
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•  Матрица, у которой только одна строка, называется 
строчной:  

( ) njn aaaa 1111211 )(= . 
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•  Матрица, все элементы которой равны 0, называется нуле-
вой (на множестве матриц играет роль нуля). 

К линейным  операциям  над матрицами относятся: сложе-
ние, вычитание матриц и умножение матрицы на число. 

Определение  2.  Суммой (разностью)  двух матриц А и В 
одинакового размера (т ×  п)  называется матрица С того же 
размера, элементы которой ci j  равны сумме (разности)  соот-
ветствующих элементов матриц А и В :  

( ) ( ) .
nmjijinmji bac

××
±=  

Определение  3.  Произведением матрицы А на число α  
называется матрица В, которая получается из матрицы А 
умножением на α  всех её элементов, т. е. В =  ,Aα  где jiji ab α= .  

Определение  4.  Матрицы А и В одного размера т ×   п 
называются равными (А =  В) ,  если каждый элемент ai j  матрицы 
А равен соответствующему элементу bi j матрицы В (ai j  =  bi j ,  

mi ,,3,2,1 = ,  nj ,,3,2,1 = ) .  
 
 

Свойства линейных операций 
1. Сумма матриц подчиняется следующим законам:  

•  Переместительному:  
ABBA +=+ ,  если А и В –  матрицы одного размера т ×  п .  

•  Сочетательному:  
)()( CBACBA ++=++ . 

2. Добавление нулевой матрицы не меняет матрицы А:  
AA =+ 0 . 

3. Существует единственная матрица AA −=⋅− )1(  такая, 
что 0)( =−+ AA .  

4.  При умножении матрицы на константу, равную нулю, 
получим нулевую матрицу 

0=⋅β A , если 0=β . 
5.  Произведение суммы матриц на число равняется сумме 

произведений каждой матрицы на это число:  
BABA β+β=+β )( ,  const=β . 

Пример  2.  Найти матрицу Q = 2А − 3В +  5,  
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если 
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Решение. На множестве матриц роль единицы играет еди-

ничная матрица, следовательно, Q =  2А − 3В +  5 =  2А − 3В +  5E:  
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Рассмотрим нелинейные операции над матрицами. 
Определение 5. Если матрица А имеет размеры (т ×  р)  и 

матрица В имеет размеры (р ×  п) ,  то произведением  матри-
цы А на матрицу В называется матрица С(т ×  п) ,  элементы ко-
торой 

,
1

2211 ∑
=

=+++=
p

k
kjikpjipjijiij babababac   

где i  = 1, 2, …, m,  j  = 1, 2, …, n. 
Обозначается:  .nppmnm BAC ××× ⋅=  

Таким образом, чтобы получить элемент с i j  матрицы С , 
необходимо найти сумму произведений элементов i-той строки 
матрицы А на соответствующие элементы j–го столбца матрицы 
В, т. е. умножение матриц возможно тогда, и только тогда, когда 
число столбцов матрицы А равно числу строк матрицы В. 

Пример 3. Найти произведение А ⋅  В, если 

,
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
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=A   .
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−−
=B  

Решение. Проверяем размерность матриц: 32 ×A , 43×B  ⇒ 
можно перемножать. Умножаем элементы первой строки матрицы 
А на элементы первого столбца матрицы В, сложив результаты, 
получаем элемент с1 1 = 2 ⋅  2 + 3 ⋅  1 + 1 ⋅  0 = 7.  
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Затем снова первую строку матрицы А умножаем на следую-
щий (второй) столбец матрицы В поэлементно, вычисляем 

с12 = 2 ⋅ 1 + 3 ⋅ 3 + 1 ⋅ 2 = 13. 
Снова первую строку матрицы А умножаем на третий стол-

бец матрицы В:  с1 3 = 2(−1) +3(−2) + 1 ⋅  1 = −7. 
Наконец, чтобы получить с1 4, находим сумму произведений 

элементов той же, первой, строки матрицы А на элементы четвёр-
того столбца матрицы В:  с1 4 = 2(−3) +3 ⋅  4 + 1 ⋅  0 = 6. 

Таким же образом вычисляем элементы второй строки мат-
рицы С , а именно, перемножая элементы второй строки матрицы 
А поочерёдно на элементы столбцов матрицы В, пока не перебе-
рём все столбцы матрицы В:  

С2 1 = −1 ⋅  2 + 0 ⋅  1 + 1 ⋅  0 = −2, 
С2 2 = −1 ⋅  1 + 0 ⋅  3 + 1 ⋅  2 = 1, 
С2 3 = −1 ⋅  (−1) +0 ⋅  (−2) + 1 ⋅  1 = 2, 
С2 4 = −1 ⋅  (−3) +0 ⋅  4 + 1 ⋅  0 = 3. 

Итак, .
3212
67137








−

−
=⋅= BAC  

Размерность матрицы С  –  (2 × 4). 
Обратите внимание: для запоминания правила проверки раз-

мерностей перемножаемых матриц и результирующей рекоменду-
ем записать эти размерности рядом таким образом: 2 × 3 ⋅  3 × 4, 
тогда внутренние цифры, если они равны, доказывают возмож-
ность перемножения, а внешние (2 × 4) –  дают размер результи-
рующей матрицы. 

Из определения действия умножения видно, что в общем 
случае А ⋅  В ≠  В ⋅  А. Как в приведённом примере из существова-
ния произведения А ⋅  В совершенно не следует существование 
произведения В ⋅  А. Если же окажется, что АВ = ВА, то матрицы 
А, В называются перестановочными . Например: 

;
cossin
sincos









αα
α−α

=A   ;
cossin
sincos









ββ
β−β

=B  

( ) ( )
( ) ( ) .

cossin
sincos









β+αβ+α
β+α−β+α

== BAAB  

 
 



 8 

Основные свойства произведения матриц 
1 .  Произведение матрицы на нулевую есть нулевая матри-

ца:   А ⋅  0 = 0 .  
2.  Произведение матрицы А на единичную не меняет мат-

рицы А:  А ⋅  Е = Е ⋅  А = А. 
3.  Действие умножения подчиняется распределительному и 

сочетательному законам:  
 
•  дистрибутивность  

(А + В)  ⋅  С = А ⋅  С + В ⋅  С,     А(В + С)  = А ⋅  В + А ⋅  С; 
•  ассоциативность  (А ⋅  В)  ⋅  С = А ⋅  (В ⋅  С) . 
 
Определение 6. Транспонированием  матрицы называется 

операция замены строк матрицы её столбцами. Матрица, полу-
ченная таким образом из матрицы А, называется транспониро-
ванной по отношению к исходной матрице и обозначается АТ, 
причём если ( ) ,nmijaA

×
=  то ( ) mn

T
ij

T aA
×

= , где .ji
T
ij aa =  

Например, если ,
65
43
21
















=A  то .

642
531








=TA  

Операция транспонирования обладает следующими свойствами: 
•  Транспонированная матрица от суммы матриц равняется 

сумме транспонированных матриц: 

( ) TTT BABA +=+ . 
•  Действия умножения матриц на число и транспонирова-

ние матрицы перестановочны: 

( ) TT AA α=α . 
•  Транспонированная матрица от произведения матриц 

А на В равняется произведению транспонированных матриц ВТ 
на АТ:  

( ) TTT ABAB ⋅= . 
Определение 7 .  Степень квадратной матрицы. Так как 

две любые квадратные матрицы одного размера можно пере-
множать, то всякую квадратную матрицу можно умножить 
саму на себя, т. е найти её степень: 
А ⋅  А = А2  –  эта матрица называется квадратом матрицы А;  
А2  ⋅  А = А3  –  эта матрица называется кубом матрицы А;  
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А (n−1) ⋅ А = Аn – эта матрица называется n-й степенью матрицы 
А. 

Исходная матрица А называется первой степенью матрицы  
А1 = А. 

Нулевая степень матрицы является единичной матрицей:  
А0 = Е. 

Отрицательную степень определим позже, т. к. А−1 называет-

ся обратной  матрицей  и ( ) ( ) 11 −−−− =⇒= nnnn AAAA . 
 

Свойства операции возведения матрицы в степень 
1. Возведение матрицы А в степень k  + m равносильно про-

изведению матриц Аk  и Ат ,  т. е. 
mkmk AAA +=⋅ , 

где k, m  –  целые положительные числа. 
2. Возведение матрицы А в степень km равносильно возве-

дению в степень m  матрицы  Аk 

( ) kmmk AA = . 

Пример 4. Найти куб матрицы .
13
21








−

=A  

Решение. Последовательно находим 
( )
( ) ,

70
07

11233113
12213211

13
21

13
212









=








−⋅−⋅⋅−⋅
−+⋅⋅+⋅

=







−

⋅







−

=⋅= AAA  

( )
( ) =








−+⋅⋅+⋅
−+⋅⋅+⋅

=







−

⋅







=⋅=

17203710
10273017

13
21

70
0723 AAA .

721
147








−

 

Упражнение. Найдите А5, где 







−

=
13
21

A  (см. пример 4). 

Ответ: 







− 49147

9849
. 

Пример 5. Найти преобразование, выражающее 321 ,, xxx ′′′′′′  че-
рез 321 ,, xxx .  









++−=′
−+=′
+−=′

;53
,52
,43

3213

3212

3211

xxxx
xxxx
xxxx

 








′+′=′′
′−′−′=′′

′−′+′=′′

.47
,

,354

313

3212

3211

xxx
xxxx

xxxx
 

Решение. Перейдём к матричной записи данных систем: 
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,AXX =′   .XBX ′=′′  
Подставив первое равенство во второе, получаем искомое 

решение  
,XABX ⋅⋅=′′  

где ,
407
111
354
















−−
−

=B   .
153
512
431

















−
−

−
=A  

 
Вычисляем: 

( )
( )
( )

,
145047541037342017
115141511131312111
135544531534332514

















⋅+⋅−⋅⋅+⋅+−⋅−⋅+⋅
⋅−⋅+⋅⋅−⋅−−⋅+⋅−⋅
⋅−⋅−⋅⋅−⋅+−⋅⋅+⋅+⋅

=⋅ AB  

,
3215

892
122223

3

2

1
















⋅
















−−
−

−−
=⋅⋅=′′

x
x
x

XABX   








+−−=′′
+−=′′
−−=′′

.325
,892

,122223

3213

3212

3211

xxxx
xxxx

xxxx
 

Искомое преобразование найдено. 
 
 

1.2. Определители, их свойства и вычисление. 
Минор и алгебраическое дополнение 

Рассмотрим квадратную матрицу п-го порядка 



















=

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

A









21

22221

11211

. 

Сопоставим этой матрице А определённое число, которое 
назовём определителем этой матрицы и обозначим его одним из 
символов: 

nnnn

n

n

A

aaa

aaa
aaa

DAA









21

22221

11211

det ===∆= . 

Определение 8. Определителем, или детерминантом, п-го 
порядка называется число , полученное из элементов матрицы 
Ап×п по следующему правилу: 
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•  определитель п-го порядка равен алгебраической сумме п! 
слагаемых 1;  

•  каждое слагаемое есть произведение п элементов, взятых 
по одному из каждой строки и каждого столбца матрицы А;  

•  слагаемое берётся со знаком плюс, если перестановки, 
образованные первыми и вторыми индексами элементов а i j ,  вхо-
дящими в произведение, одинаковой чётности (либо обе чётные, 
либо обе нечётные)  и со знаком минус –  в противном случае.  

Определение 9. Перестановкой  п чисел 1, 2, …, п называ-
ется любое расположение этих чисел в определённом порядке. 
Число всевозможных перестановок из п чисел равно п!  

Определение 10. Два числа в перестановке образуют ин-
версию ,  если большее из них стоит впереди меньшего. Число пар 
в перестановке, образующих инверсию, называется числом  ин-
версий .  

Перестановка  называется чётной ,  если число её инверсий 
–  чётное, и нечётной ,  если число её инверсий –  нечётное. 

Пример 6. Выяснить характер перестановки 5, 2, 3, 1, 6, 4. 
Решение. Считаем число инверсий: 
5, 2; 5, 3; 5, 1; 5, 4;  ⇒ 4, 
2, 1    ⇒ 1, 
3, 1    ⇒ 1, 
6, 4    ⇒ 1. 
Итого: 7 инверсий, следовательно, перестановка –  нечётная.  
Пример 7. Классифицировать произведения элементов: 
7.1.  5412352143 aaaaa ;  7 .2. 43341231 aaaa . 
Решение .  7.1. Данное произведение входит в состав опреде-

лителя пятого порядка. Проверяем количество инверсий первых 
индексов: 

4, 2; 4, 3; 4, 1; 2, 1;  3, 1. 
Итого 5 инверсий. 
Количество инверсий из вторых индексов: 
3, 1; 3, 2; 5, 2; 5, 4 ⇒ 4 инверсии. 
Инверсии разной чётности, следовательно, данное слагаемое 

входит в состав определителя со знаком минус. 
7.2 . Данное произведение не входит в состав какого-либо 

определителя, т. к. индексы 31 и 34 обозначают, что из третьей 
строки взяты сразу два элемента. 

Как Вы видели на примерах 6 и 7, пользоваться определени-
ем для вычисления определителя не совсем удобно. На практике 
                                                      
1 п! = 1 ⋅ 2 ⋅ 3 ⋅ 4 ⋅ … ⋅ п. Читается: п факториал. 
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существуют методы вычисления определителей разных порядков, 
позволяющие быстро находить величину определителя, и, меняя 
методы, выполнять проверку вычислений. 

Вычисление определителей 

•  Определитель второго порядка равен разности произведе-
ний элементов главной диагонали и правой диагонали: 

.12212211
2221

1211 aaaa
aa
aa

−==∆  

 
Пример 8. Вычислить определители: 

8.1. 26818)2(463
64
23

=+=−−⋅=
−

;  

8.2. ( ) aaaaaa
aa

a 211
=+=⋅−−⋅=

− . 

•  Определитель третьего порядка  можно вычислить не-
сколькими способами (методами), один из которых − метод тре-
угольника (звездочки): 

−−++==∆ 132231312312133221332211

333231

232221

131211
aaaaaaaaaaaa

aaa
aaa
aaa

 

112332331221 aaaaaa −− ,  
где первое слагаемое –  это произведение элементов главной диа-
гонали, второе и третье –  произведения элементов, стоящих в 
вершинах треугольников, с основаниями, параллельными главной 
диагонали (рис. 1.1), последние три слагаемых берём с противо-
положными знаками, составляем произведения из трёх элементов, 
но теперь –  относительно правой диагонали (рис. 1.2). 







  







 

 +  − 
Рис. 1.1   Рис. 1.2 

•  Правило Саррюса вычисления определителей третьего 
порядка  

Вариант 1. Дописываем к определителю первые 2 строки, 
отмечаем главную диагональ и параллельные ей (содержащие 3 
элемента). Сумму произведений их элементов берём со знаком 
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плюс. Произведение элементов правой диагонали и ей параллель-
ных берём со знаком минус (рис. 1.3): 

−
−
−

+
+
+

232221

131211

333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa
aaa
aaa

 

Рис. 1.3 

.331221233211132231231231133221332211 aaaaaaaaaaaaaaaaaa −−−++=∆  
Вариант 2. Дописываем к определителю два первых столб-

ца. Составляем сумму произведений элементов главной диагонали 
и ей параллельных (по 3 элемента), все произведения элементов 
правой диагонали и ей параллельных берём со знаком минус 
(рис. 1.4): 

3231333231

2221232221

1211131211

aaaaa
aaaaa
aaaaa
−−−+++

 

Рис. 1.4  

.122133112332132231322113312312332211 aaaaaaaaaaaaaaaaaa −−−++=∆  

Вычисление определителей высших порядков рассмотрим 
позже. 

Пример 9.  Вычислить определитель 
112

121
173

−−
. 

Решение. Применим метод треугольника: 

( ) ( ) ( ) .13)171311122(217111123
112
121
173

=−⋅⋅+⋅⋅−⋅⋅−⋅⋅+⋅−⋅+−⋅⋅=
−−

 

Проверим результат, вычислив определитель методом Сар-
рюса: 

.137341146
12112
21121
73173

=++−−+−=

+++
−−−

−−−

 

Определение  11.  Минором Mi j  элемента ai j  определителя п-
го порядка называется определитель (п −  1)-го порядка, полу-
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ченный из данного определителя путём вычёркивания элементов 
i -той строки и j -того столбца.  

Определение 12. Алгебраическим дополнением Ai j  элемента ai j  
определителя ∆  называется число Ai j  = (−1) i  +  jMi j .  

Таким образом алгебраическое дополнение Aij  элемента ai j  –
 это соответствующий минор Mij , умноженный на ji+− )1( . 

Пример 10.  Найти алгебраические дополнения A3 1, A3 2 для 

определителя 
214
320
173

−

−
=∆ . 

Решение. Найдём сначала минор M3 1, вычеркнув в определи-
теле третью строку и первый столбец, а затем минор M3 2, вычерк-
нув в исходном определителе третью строку и второй столбец: 

23221
32
17

31 =+==
−М , 9019

30
13

32 =⋅+==
−М .  

Вычислим соответствующие им алгебраические дополнения 
23)1( 31

13
31 =−= + MА ,   9)1( 32

23
32 −=−= + MA . 

В общем виде для 

333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

=∆  выполненные действия 

выглядят так: 

22132312
2322

1312

2322

131213
31 )1( aaaa

aa
aa

aa
aa

А −==−= + ;  

23111321
2321

1311

2321

131123
32 )1( aaaa

aa
aa

aa
aa

А −=−=−= + . 

 
Перечислим основные свойства определителей. 
Свойство 1 .  Определитель равен сумме произведений эле-

ментов какой-либо i-строки на их алгебраические дополнения 

∑
=

=∆
n

j
jijin Aa

1
)( . 

Говорят: разложить определитель по элементам i–ой строки. Это свой-
ство даёт ещё один метод вычисления определителя, причём лю-
бого порядка, –  метод понижения порядка . 

Обратимся к частным случаям, разложив каждый из опреде-
лителей по элементам первой строки: 

•  п  =  2, 
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( ) ∑
=

=∆
2

1
112 ,

j
jj Aa  

( ) 12121111
2221

1211
2 АaАa

aa
aa

+==∆ . 

Из определения алгебраического дополнения следует: 

2222
11

11 )( 1 aaА =−= + ,   2121
21

12 )( 1 aaА −=−= + . 
 

В итоге ( ) 21122211
2221

1211
2 aaaa

aa
aa

−==∆ ;  

•  n =  3, 

( ) ∑
=

=∆
3

1
113 ,

j
jj Aa  

( ) =+−==∆
3231

2221
13

3331

2321
12

3332

2322
11

333231

232221

131211

3 aa
aa

a
aa
aa

a
aa
aa

a
aaa
aaa
aaa

 

( ) ( ) ( ).223132211333212331122332332211 aaaaaaaaaaaaaaa −+−+−=  
Вычисление определителя третьего порядка свелось к вы-

числению трёх определителей второго порядка. 
•  п = 4, 

( ) ∑
=

=∆
4

1
114 ,

j
jj Aa  

( )

44434241

34333231

24232221

14131211

4

aaaa
aaaa
aaaa
aaaa

=∆ ( ) 11
11 1 +−= a

444342

343332

242322

aaa
aaa
aaa

+  

+ 21
12 )1( +−a

444341

343331

242321

aaa
aaa
aaa

+ 31
13 )1( +−a

444241

343231

242221

aaa
aaa
aaa

+  

+ 41
14 )1( +−a

434241

333231

232221

aaa
aaa
aaa

. 

Вычисление определителя 4-го порядка свелось к вычисле-
нию определителей третьего порядка.  
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Совершенно аналогично вычисляются определители 5-го по-
рядка. Они сводятся к вычислению определителей 4-го порядка, а 
вычисление определителя п-го порядка –  к вычислению опреде-
лителей (п  − 1)-го порядка. 

Свойство 2 .  Сумма произведений элементов i–той строки 
на алгебраические дополнения любой другой строки равняется 
нулю.  

Свойство 3 .  Если в определителе элементы какой-то стро-
ки записаны в виде суммы двух слагаемых, определитель можно 
представить в виде суммы двух определителей, отличающихся 
только одной строкой ;  в первом из них в указанной строке запи-
саны первые слагаемые, во втором определителе данная строка 
содержит вторые слагаемые: 

=+=
+++

= 21
333232131

232221
131211

DD
bababa

aaa
aaa

D  

.
321
232221
131211

333231
232221
131211

bbb
aaa
aaa

aaa
aaa
aaa

+=  

Свойство 4 .  Величина определителя не изменится, если его 
строки и столбцы поменять местами, т. е.  

332313
322212
312111

333231
232221
131211

aaa
aaa
aaa

aaa
aaa
aaa

= . 

Это свойство называется транспонированием определителя  
и читается так: транспонирование определителя не меняет его 
величины.  

Следствие.  Правила (свойства), сформулированные для 
строк, верны и для столбцов (и наоборот). 

Свойство 5 .  Перестановка двух строк (или двух столбцов)  
определителя равносильна умножению его на (−1) .  

Например, 
333132
232122
131112

333231
232221
131211

aaa
aaa
aaa

aaa
aaa
aaa

−= . 

Свойство 6.  Умножение всех элементов одного столбца (или 
одной строки)  определителя на любое число λ  равносильно 
умножению определителя на это число λ .  Иначе, если все эле-
менты какого-либо столбца содержат общий множитель, его 
можно вынести за знак определителя.  
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Например, 
333231
232221
131211

333231
232221
131211

aaa
aaa
aaa

aaa
aaa
aaa

λ=
λ
λ
λ

. 

Свойство 7 .  Если к элементам некоторого столбца (стро-
ки)  определителя прибавить соответствующие элементы друго-
го столбца (строки) ,  умноженные на любой общий множитель 
λ ,  то величина определителя не изменится.  

Например, 
333231
232221
131211

33323231
23222221
13121211

aaa
aaa
aaa

aaaa
aaaa
aaaa

=
λ+
λ+
λ+

. 

Свойство 8 .  Если определитель имеет два одинаковых 
столбца (или две одинаковых строки) ,  то он равен нулю. 

Свойство 9 .  Если все элементы некоторого столбца (или 
некоторой строки)  определителя равны нулю, то и сам опреде-
литель равен нулю.  

Свойство 10 .  Если элементы двух столбцов (или двух 
строк)  определителя пропорциональны, то определитель равен 
нулю.  

Доказывается с помощью свойств 6 и 8. 

Например, 02
333
011
122

363
021
142

=⋅=
−−

, т. к. первый и второй 

столбец определителя пропорциональны. 
Свойство 11 .  Если в определителе какой-либо столбец 

(строка)  является линейной комбинацией других столбцов 
(строк) ,  такой определитель равен нулю:  

0

32313231

22212221

12111211
=

β+λ
β+λ
β+λ

aaaa
aaaa
aaaa

. 

Доказывается с помощью свойств 3 и 6. 

Пример 11. Вычислить определитель .

4531
2332
4321
2753

−−
−−−−

=∆  

Решение. Вариант 1. Вынесем из четвёртого столбца общий 
множитель 2 и разложим определитель по элементам первой 
строки (см. свойства 1, 6): 



 18 

==
−−

−−−−
=∆ ∑

=
j

j
j Aa 1

4

1
12

2531
1332
2321
1753

2  

( ) ( ) +−
−−−

−+







−

−−−
−⋅= ++

251
132
231

15
253
133
232

132 2111

( ) ( ) .
531
332
321

1
231
132
221

17 4131








−−

−−−
−+−−

−−−
−+ ++  

Каждый из определителей найдем методом треугольника: 
( ) ( )[ +−++−+−−−++−+−=∆ 1256320651810189301232  

( ) ( )]=−+−−+−−+−−++ 20996181583621267 ( ) .7073550572 =−+−  
Теперь вычислим определитель также с помощью свойств 1 

и 6, но предварительно преобразуем его. 
Вариант 2. Вынесем общий множитель 2 из последнего 

столбца и воспользуемся свойством 7, чтобы получить нули в 
первом столбце: 

1,2,3,2
2531
1332
2321
1753

4531
2332
4321
2753

−⋅==∆ −−
−−−−

−−
−−−− . 

 
Цифры и стрелки справа от определителя обозначают следу-

ющие преобразования: вторую строку умножим на 3 и прибавим к 
первой строке (результат запишем на месте первой строки). Затем 
вторую строку, умножив на (−2), прибавим к третьей (результат 
запишем на месте третьей строки) и, наконец, вторую строку 
прибавим к четвёртой. Получаем 

.22 1
4

1
1

0210
5910
2321
5210

j
j

j Aa∑
=

==∆ −−−−
−−−

 

Теперь воспользуемся свойством 1, разложим определитель 
по элементам первого столбца: 

[ ] ( ) =−−=⋅+⋅+⋅−⋅=∆
−−−

+

021
591
521

12
41312111 1200102 AAAA  
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=== ∑
=

−−−

j
j

j Aa 2
3

1
222

021
070
521

 

( ) .70
01
51

720702 232221 =
−−

⋅⋅=⋅++⋅= AAA  

Очевидно, второй вариант более компактный, т. к вычисле-
ние определителя четвёртого порядка свелось к вычислению 
только одного определителя третьего порядка, который также 
преобразовали, прибавив первую строку ко второй, а затем раз-
ложили по элементам второй строки. 

Определение 13. Если определитель D квадратной матрицы 
А отличен от нуля, то матрица А называется невырожденной . 

Замечание .  Если квадратные матрицы А, В –  одного поряд-
ка, то ( ) .detdetdet BAAB ⋅=  

Упражнения. Доказать справедливость равенств, пользуясь 
перечисленными выше свойствами определителей. 
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1. ;0
933

1522
1711

=    2. ;0
2coscossin
2coscossin
2coscossin

22

22

22

=
γγγ
βββ
ααα

 

3. ;
1154
232
723

354
232
123

−−=−  4. .
283
132
001

723
512
321

−
−−=−−

−
 

1.3. Ранг матрицы. Элементарные преобразования матрицы 

Рассмотрим прямоугольную матрицу А (т × п): 



















=

mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

A









21

22221

11211

. 

Пусть в матрице А выбраны произвольно k-строк и k-столбцов 
)),(min( nmk ≤ . Элементы, стоящие на пересечении выбранных строк и 

столбцов, образуют квадратную матрицу порядка k, определитель которой 
называется минором k-порядка матрицы А. 

Определение 14. Рангом матрицы А называется порядок 
наибольшего минора этой матрицы, отличного от нуля.  

Ранг обозначают:  rang A = k , если  0≠kM , 01 =+kM , 
02 =+kM , … . 

Приведём два основных метода вычисления ранга матрицы.  
Метод окаймляющих миноров 

Пусть в матрице А найден минор М k-го порядка, отличный 
от нуля. Рассмотрим лишь те миноры (k + 1)-го порядка, которые 
содержат в себе (окаймляют) минор Мk;  если все они равны нулю, 
то ранг матрицы равен k . В противном случае среди окаймляю-
щих миноров найдётся ненулевой минор (k + 1)-го порядка, и вся 
процедура повторится.  

Пример  12. Найти ранг матрицы


















=

−−
−

−−
−

54474
13110
24121
01342

A . 

Фиксируем минор второго порядка, отличный от нуля: 

012
34

2 ≠−
−=M , следовательно, rangA ≥ 2. 
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Вычисляем минор третьего порядка, окаймляющий М2, 
например,  

1420304
110
121
342

3 =−−−++=
−

−
−

=М . 

Минор M3 также отличен от нуля, значит, rangA ≥ 3. Однако 
оба минора 4-го порядка, окаймляющие M3 , равны нулю:  

0

4474
3110
4121
1342

=

−−
−

−−
−

,   0

5474
1110
2121
0342

=

−
−

−
−

, 

поэтому ранг матрицы  равен 3: rangA = 3. 
З  а  м  е  ч  а  н  и  е. Нахождение ранга матриц методом окайм-

ляющих миноров требует вычисления определителей. Поэтому 
этим методом удобней пользоваться для вычисления ранга матриц 
небольшого размера. Для вычисления ранга матрицы, у которой 
число строк и столбцов больше трёх, рациональней использовать 
метод элементарных преобразований.  

 

Метод элементарных преобразований 

Определение 15. Элементарными преобразованиями матри-
цы называют:  

1. Перестановку строк (столбцов) . 
2. Умножение строки (столбца)  на число, отличное от нуля. 
3. Прибавление к элементам строки (столбца)  соответ-

ствующих элементов другой строки (столбца) , предварительно 
умноженных на некоторое число.  

4. Вычёркивание строки (столбца) , все элементы которой 
равны нулю. 

 
З  а  м  е  ч  а  н  и  е   
1. Элементарные преобразования не меняют ранга матрицы. 
2. Матрицы, полученные одна из другой путём элементарных 

преобразований, называются эквивалентными  (обозначаются 
A~ В). 

Чтобы вычислить ранг матрицы А, путём элементарных пре-
образований сводим её к ступенчатому виду (в частности, к тре-
угольному), выделяя наибольший минор, отличный от нуля:  
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A~ 1,0,0

0000

0000
00

22220
111211

≥=≠⇒



























= + rMMB rkkknbkkb

nbkbb
nbkbbb















, 

rang A = rang B = k .  

Пример  13. Найти ранг матрицы 





















−

−−
−

=

032
1050

713
541
420

А . 

Решение. С помощью элементарных преобразований приве-
дём матрицу к ступенчатому виду.  

•  Запишем матрицу, эквивалентную данной, поменяв места-
ми ее строки, чтобы элемент а1 1 ≠  0 (лучше на это место выбрать 
1 или (−1)):  

А ~ 



















−
−

−−

420
1050

713
032
541

. 

•  Получим нули в первом столбце под элементом а1 1 = −1, 
первую строку умножим на 2 и сложим со второй,  первую строку 
умножим на 3 и сложим с третьей, из последних двух строк выне-
сем общие множители 5 и 2 соответственно:   

А ∼ 





















−
−

−
−
−−

210
210

22110
1050

541

. 

•  Сократим вторую строку на 5, а  третью сократим на −11. 
Затем вторую строку прибавим к трём последним. Получив нуле-
вые строки, вычеркнем их:  

А ~ 







−
−−

210
541 . 

Ранг последней матрицы, а значит и исходной, равен двум: 
rang A = 2. 
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Кратко вышеизложенные действия над матрицей можно сим-
волически записать следующим образом:  

















−
−

−−

420
1050
713
032
541 3,2

∼ 



















−
−

−
−
−−

210
210

22110
1050
541

 ∼ 
1,1,1

210
210
210
210
541



















−
−
−

−
−−

∼ 

∼ 






−
−−

210
541 .  

Пример 14. Найти ранг матрицы   












−
−

−−
=

28112
71524
42312

A   
a
∼















−
−−

−−

28112
15100
42312

∼ 

б
∼















−−
−−

−−

210200
15100
42312

  
в
∼














−−

−−

00000
15100
42312

∼ 

д
∼ 








−−
−−

15100
42312 , rang A = 2. 

Над матрицей А были проведены следующие преобразова-
ния:  

а) первая строка матрицы А умножается на (−2) и прибавля-
ется ко второй;  

б) первая строка матрицы А умножается на (−1) и прибавля-
ется к последней;  

в) вторая строка матрицы А умножается на (−2) и прибавля-
ется к третьей;  

д) нулевая строка вычёркивается.  
Оставшаяся матрица содержит миноры второго порядка, отличные от 

нуля. Строки такой матрицы называются линейно независимыми, их число 
равно рангу матрицы. 

 

1.4. Решение систем линейных уравнений методом Крамера 
(метод определителей) 

Рассмотрим метод Крамера на примере системы трёх уравнений с тре-
мя неизвестными 









=++
=++
=++

.
,

,

3333232131

2323222121

1313212111

dxaxaxa
dxaxaxa

dxaxaxa
    (1.1) 



 23 

Здесь x1, x2, x3  – неизвестные, ai j , di  – действительные числа, 
d1, d2, d3 – свободные члены. 

Определение  16. Решением системы (1.1) называется сово-
купность чисел x1 = α ,  x2 = β, x3 = γ , которые обращают в тож-
дество каждое из уравнений системы.  

Определение  17. Система (1.1)  называется совместной , 
если она имеет хотя бы одно решение, в противном случае  она 
называется несовместной .  

Совместная система может иметь одно решение, может 
иметь бесконечное множество решений. В первом случае говорят, 
что система определена ,  во втором  – не определена . 

Определение  18. Матрица, составленная из коэффициентов 
при неизвестных, называется матрицей системы (1.1) , или ос-
новной  матрицей:  














=

333231
232221
131211

aaa
aaa
aaa

A . 

Если к основной матрице присоединить столбец свободных 
членов, то получим расширенную матрицу  системы (1.1), кото-
рая обозначается  














=

3333231
2232221
1131211~

daaa
daaa
daaa

A . 

Теорема 1.  Система уравнений (1.1)  имеет единственное 
решение тогда, и только тогда, когда определитель основной 
матрицы системы  отличен от нуля, т. е. основная матрица − 
невырожденная. 

В этом случае решение находят по правилу  Крамера:  

A
A

x x
∆

∆
= 1

1 , 
A

A
x x

∆

∆
= 2

2 , 
A

A
x x

∆

∆
= 3

3 ,   (1.2) 

где матрицы 1xА ,  2xА ,  3xА  равны соответственно  














=

33323
23222
13121

1
aad
aad
aad

Ax ,  













=

33331
23221
13111

2
ada
ada
ada

Ax , 













=

33231
22221
11211

3
daa
daa
daa

Ax , 

т. е. эти матрицы получаются из основной матрицы А системы за-
меной соответственно первого, второго, третьего столбцов столб-
цом свободных членов.  
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Пример  15.  Решить систему уравнений 








=−
=+
=+

.105
,163

,52

zy
zx
yx

 

Решение. Выпишем для данной системы уравнений матрицы 
А, 1xА , 2xА ,  3xА :  











=

−150
301
012

A ,  









=

−1510
3016
015

xA , 











=

−1100
3161
052

yA ,  









=

1050
1601

512
zA . 

Вычислим их определители, например, методом треугольника:  

−⋅⋅−⋅⋅−⋅⋅+⋅⋅+−⋅⋅==∆
−

235000051031)1(02
150
301
012

A   

−1 ⋅  1 ⋅  (−1) = 1 − 30 = −29, 

−⋅⋅−⋅⋅−⋅⋅+⋅⋅+−⋅⋅==∆
−

535001005161031)1(05
1510
3016
015

xA   

−16 ⋅  (−1) ⋅  1 = 30 − 75 + 16 = 46 −  75 = −29,  

−⋅⋅−⋅⋅−⋅⋅+⋅⋅+−⋅⋅∆ ==
−

231001600110035)1(162
1100

3161
052

yA   

=−⋅⋅− )1(51 8756032 −=+−− , 

−⋅⋅−⋅⋅−⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅==∆ 162550055101611002
1050
1601
512

zA   

−1 ⋅  1 ⋅  10 = 25 − 10 − 160 = −145.  
Тогда по формулам (1.2) имеем  

1
29
29 ==

−
−x , 3

29
87 ==

−
−y , 5

29
145 ==
−
−z . 

Делаем проверку , подставив найденное решение в каждое 
уравнение системы:  

2 ⋅  1 + 3 = 5,   1 + 3 ⋅  5 = 16,   5 ⋅  3 – 5 = 10. 
В случаях, когда ∆A = 0, система уравнений (1.1) может либо 

вовсе не иметь решений (когда хотя бы один из определителей Ax, 
Ay, Az  не равен нулю), либо может иметь множество решений (ко-
гда Ax = Ay = Az = 0). 
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Пример  16 .  Решить систему уравнений 








=++
=++

=++

.4334
,1223

,2

zyx
zyx

zyx
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Решение. Так как 0
334
223
111
==∆A  (проверьте самостоятель-

но), а 01
344
213
121

≠==∆ yA , то данная система не имеет решений, 

т. е. является несовместной.  
В случае, когда система не определена или число уравнений 

системы больше трёх, решение можно найти методом  Гаусса . 
 

1.5. Решение системы линейных уравнений методом Гаусса 
(метод исключения неизвестных) 

Рассмотрим систему т линейных уравнений с п  неизвестны-
ми общего вида:  











=++++

=++++
=++++

.
,

,
,

332211

22323222121

11313212111

mnmnmmm

nn

nn

dxaxaxaxa

dxaxaxaxa
dxaxaxaxa









  (1.3) 

Для решения такой системы уравнений необходимо:  
1. Определить, является система совместной (имеет реше-

ние) или несовместной (не имеет решения). 
2. Если система совместна, то выяснить, является ли она 

определённой (т. е. имеет единственное решение) или неопреде-
лённой (т. е. имеет множество решений).  

3. Если совместная система определена, то требуется найти 
её единственное решение.  

4. Если совместная система не определена, то надо найти 
общее решение, а  затем частное, если требуется по условию за-
дачи. 

На первый вопрос ответ даёт следующая теорема.  
Теорема 2 (Кронекера-Капелли). Система линейных уравне-

ний (1.3) совместна тогда, и только тогда, когда ранг основной 
матрицы этой системы равен рангу её расширенной матрицы. 

Метод Гаусса позволяет исследовать систему уравнений и 
одновременно искать её решение.  Он  является наиболее удобным 
для практического решения любых систем и заключается в после-
довательном исключении неизвестных. С помощью элементарных 
преобразований, проводимых над строками расширенной матри-
цы, приводим матрицу к ступенчатому (треугольному) виду, по-
сле чего получим один из следующих результатов:  
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• Система совместна и определена. Матрица приняла вид  
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Знак (*) означает, что 
здесь и далее элементы мат-
рицы пересчитаны путём 
элементарных преобразова-
ний; 011 ≠

∗a . 

В этом случае nAA == ~ rang rang  (т. е. ранг основной матрицы 
равен рангу расширенной и равен числу неизвестных) и система 
(1.3) будет иметь единственное решение. По матрице A* необхо-
димо восстановить систему уравнений и из последнего найти xn , 
из предпоследнего xn−1   и т. д. И, наконец, из первого уравнения 
системы находят х1 , подставив в него найденные ранее значения 
неизвестных  x2 ,  x3 ,  …, xn . 

•  Система несовместна:  
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, где k  ≤ n . 

В этом случае ранг основной матрицы не равен рангу расши-
ренной матрицы и система уравнений (1.3) является несовмест-
ной, т. е. не имеет решений.  

•  Система совместна и не определена:  
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В этом случае ранг основной матрицы равен рангу расши-
ренной и равен r (r  < n). Cистема (1.3) будет иметь множество 
решений. Для того чтобы их найти, необходимо выбрать минор 
порядка  r , отличный от нуля, который называется базисным . Не-
известные, соответствующие столбцам базисного минора, назы-
ваются базисными ,  остальные  – свободными . Уравнения, соот-
ветствующие строкам базисного минора, называем базисными 
уравнениями. Оставляем базисные уравнения системы, остальные 
отбрасываем. В итоге получается система r  уравнений с r  неиз-
вестными. Решая её, находим общее  решение системы, в котором 
r  неизвестных выражаются через (n−r) свободных неизвестных.  
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Придавая свободным неизвестным произвольные числовые 
значения, вычисляем соответствующие значения базисных неиз-
вестных. В результате получаем множество решений, которые 
называются частными  решениями.  

Пример 17. Найти общее и одно частное решения системы  








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Решение. Поскольку число уравнений меньше числа неиз-
вестных, система может быть либо совместной и неопределённой, 
либо несовместной. Составим  расширенную матрицу системы  
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Приведём матрицу к ступенчатому виду. Cначала получим 
нули в первом столбце, для чего  умножим первую строку на (−1) 
и сложим со второй и третьей, умножим на (−3) и сложим с чет-
вёртой. Получим  
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Умножим вторую строку на (−1) и сложим с последней, при 
этом первые три переписываем без изменения:  

.
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A  

Последняя строка одинакова с предыдущей, её отбрасываем, 
т.к. если третью строку умножить на (−1) и прибавить к четвёр-
той, на месте четвёртой строки получим нулевую. Остаётся три 
линейно независимых строки. Ранг матрицы, а значит и системы, 
равен 3, при этом 3~ rang rang == AA . Следовательно, система сов-
местна и имеет множество решений. 

В качестве базисного выбираем минор в первых трёх столб-
цах и тогда x1 ,  x2 ,  x3  – базисные неизвестные, x4 , x5 , x6 –свободные 
неизвестные. 

Так как элементы матрицы являются коэффициентами при 
неизвестных, выписываем систему, эквивалентную исходной, 
оставляя базисные неизвестные слева, а свободные неизвестные 
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перенося в правую часть (меняя знаки коэффициентов при них на 
противоположные):  
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Ищем решение системы, начиная с нижнего уравнения, под-
ставляя найденные неизвестные в вышестоящие уравнения:  











+++=

+−+=

−++=

.1
,2

3
2
12

,2
1

2
33

6541

6542

6543

xxxx
xxxx

xxxx

 

Мы нашли общее решение системы (выразили базисные не-
известные через свободные).  

Найдём какое-либо частное решение, придавая свободным 
неизвестным числовые значения. Пусть 14 −=x , 25 =x , 46 =x . То-
гда частное решение будет  

.
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


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



−=C  

Сделаем проверку, подставив найденное частное решение в 
каждое уравнение исходной системы  

1)  6 + 6 + 3 + 3 − 4 − 8 ≡ 6, 

2)  6 − 6 + 3 + 1 −  6 + 4 ≡  2, 

3)  6 + 6 − 3 + 1 + 2 −  12 ≡ 0, 

4)  18 + 6 + 3 + 5 − 8 − 16 ≡ 8. 
Следовательно, система решена верно.  
 

1.6. Обратная матрица. 
Матричный метод решения систем линейных уравнений 

Определение 19. Если А –  квадратная матрица, то матри-
ца В, отвечающая условию АВ = ВА = Е, называется обратной 
относительно матрицы А и обозначается А−1  .  

Таким образом, по определению,  

EAAAA =⋅=⋅ −− 11 .    (1.4)  
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Теорема 3. Чтобы матрица А имела обратную матрицу, 
необходимо и достаточно, чтобы она была невырожденной  
(detA ≠  0). 

Доказательство. Докажем сначала необходимость. Пусть 
матрица А имеет обратную матрицу, тогда выполняется равенство 
(1 .4) и соответственно  

( ) ( ) 1detdetdet 11 ==⋅=⋅ −− EAAAA , 
а это означает, что detA ≠  0 и detA−1  ≠  0, т. е. матрица А – невы-
рожденная.  

Докажем достаточность. Пусть detA ≠  0. Покажем, что в этом 
случае найдётся такая матрица В, что будет выполняться равенство 

АВ = ВА = Е.     (1.5)  
Обозначим А = (а i j), B = (bi j), где bi j  необходимо определить 

так, чтобы выполнялось равенство (1.5). Поскольку  

,
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=
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то, используя равенство АВ = Е, можем решить систему п2 урав-
нений с п2 неизвестными bi j:  
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ij
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k
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=
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ij  

где i  = 1, 2, …, n;   j  = 1, 2, …, n . 
При фиксированном j  имеем систему п  уравнений с п неиз-

вестными:  
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Так как ,0det ≠= AA  то решение системы можем найти по 
формулам Крамера  

A
A

b k
kj = , 

где kA  получается из A  заменой k–го столбца на столбец сво-
бодных членов, среди которых все элементы равны нулю, кроме j-го. 

Раскрывая определитель kA  по элементам k–го столбца, по-
лучаем равенство  
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jkk AA = , 
где А j k – алгебраическое дополнение элемента а j k. 
 

Покажем эти определители:  

,

21

21

222221
111211

nnnknn

jnjkjj

nk
nk

aaaa

aaaa

aaaa
aaaa

A













=     .

0

1

0
0

21

21

22221
11211

nnnn

jnjj

n
n

k

aaa

aaa

aaa
aaa

A













=  

Итак, мы нашли 
A

A
b k

kj = . 

Очевидно, что эта формула верна для всех j , поскольку, хотя 
мы и фиксировали j , но брали его произвольным. 

Таким образом, мы показали, что обратная матрица суще-
ствует и определяется равенством  
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1 1 ,  (1.6)  

или      ( )TijA
AA

det
11 =− . 

Из доказательства следует, что обратная матрица – един-
ственная и может быть определена одним из равенств  

А ⋅  В = Е,      или     В ⋅  А = Е. 
Теорема даёт правило  для отыскания обратной матрицы:  

надо построить вспомогательную матрицу (её ещё называют 
союзной) , составленную из алгебраических дополнений А i j  к эле-
ментам а i j  основной матрицы А, транспонировать её и умно-
жить на число  

Adet
1 .  

Пример 18. Найти обратную матрицу для матрицы А:  

18.1. 




 −= 13

12A ;  18.2. 









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210
123
021

A . 

Решение. 18.1. Вычисляем определитель 

.053213
12det ≠=+=−=A  

Убеждаемся, что данная матрица  – невырожденная. Вычис-
ляем алгебраические дополнения:  
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( ) ,111 11
11 =⋅−= +A   ( ) ,331 21

12 −=⋅−= +A  

( ) ( ) ,111 12
21 =−⋅−= +A  ( ) .221 22

22 =⋅−= +A  

Вспомогательная матрица .21
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.23
11

5
1

5
2

5
3

5
1

5
1

1













=






−=

−
−A  

18.2. Вычисляем определитель (методом треугольника)  
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Проверим результат, используя определение:  
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Обратная матрица найдена верно. 
Отметим некоторые свойства обратной матрицы:  
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1. Из определения (формула  1.4)  следует, что матрицы А и 

А−1 являются взаимообратными, т. е.  ( ) AA =
−− 11  и  .

det
11det

A
A =−  

2 . Произведение обратных матриц ( ) ,111 −−− ⋅=⋅ ABBA  где А, В 
–  невырожденные матрицы одного порядка.  

Действительно, воспользуемся свойствами произведения:  

( ) ( ) ,111111 EAAAEAABBAABBA =⋅=⋅⋅=⋅⋅⋅=⋅⋅⋅ −−−−−−  

а значит, матрица 11 −− ⋅ AB  является обратной для матрицы (А ⋅  В). 
3. Целая отрицательная степень матрицы определяется как  

( )nn AA 1−− = , или ( ) ,
1−− = nn AA  

где матрица А−1 – обратная для матрицы А. 
 

Решение систем линейных уравнений матричным методом 
Мы не нарушим общности, если для краткости записи рас-

смотрим систему трёх линейных уравнений с тремя неизвестными: 
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Пусть основная матрица А – невырожденная. Тогда система 
имеет единственное решение, т. е. при этом предположении си-
стема определена. Составим матричное уравнение нашей систе-
мы, обозначив  
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тогда А ⋅  Х = В.  
Умножим последнее выражение слева  на матрицу А−1:  

А−1  ⋅  А ⋅  Х = А−1  ⋅  В. 
Поскольку справедливы равенства А−1  ⋅  А = Е и Е ⋅  Х = Х, то 

окончательно имеем  
Х = А−1  ⋅  В. 

Это и есть искомое решение. 
В развёрнутом виде для системы (1.7) эта запись выглядит 

так:  
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   (1.8)  

Из последнего равенства непосредственно вытекают форму-
лы Крамера  
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Пример 19. Решить систему уравнений 








=−+
=+−

=++

.872
,1353

,42

321

321

321

xxx
xxx

xxx
 

Решение. Вычислим определитель системы  

.03353
213

372
053
021

172
353
121

≠=−−=
−

−=
−

−=A  

Поясним выполненные действия: чтобы упростить определи-
тель, первый столбец вычли из последнего, затем разложили 
определитель по третьему столбцу:  

( ) .33300 332313 =⋅−+⋅+⋅= AAAA  
Определитель основной матрицы не равен нулю, следова-

тельно, эта матрица не вырожденная и существует ей обратная.  
Вычисляем алгебраические дополнения, располагая их в та-

ком порядке, как того требует правило записи обратной матрицы:  

,1617
35

11 −=−
−=A  ,917

12
21 =−−=A  ,1135

12
31 =−=A  

,912
33

12 =−−=A  ,312
11

22 −=−=A  ,031
31

32 =−=A  

,3172
53

13 =−=A  ,372
21

23 −=−=A  .1153
21

33 −=−=A  

Составляем обратную матрицу 

.
11331
039

11916

33

11














−−
−

−
=−A  
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Ищем решение по формуле (1.8)  

=













⋅



















=⋅=












=

−−

−

−
−

8
1
4

0

33
11

33
3

33
31

33
3

33
9

33
11

33
9

33
16

1

3
2
1

BA
x
x
x

X  

.
1
1
1

33
81113431

33
801349

33
81119416














=





















⋅−⋅−⋅

⋅+⋅−⋅

⋅+⋅+⋅−

=  

Проверка. Подставляем найденное решение в каждое урав-

нение системы: 








=−+
=+−
=++

.8172
,1353
,4121
 

Система решена верно.  
Пример 20. Решить систему уравнений матричным методом:  









=+−
=−+

=−−

.11423
,11243

,42

321

321

321

xxx
xxx

xxx
 

Решение. Найдём решение системы, используя матричную 
символику:  

АХ = В,    А−1  ⋅  А ⋅  Х = А−1  ⋅  В,   Х = А−1  ⋅  В, 

где 














−
−
−−

=
423
243
112

A ,  ,
11
11
4













=B  .

3
2
1














=

x
x
x

X  

Убедимся, что основная матрица невырожденная, вычисляем 
её определитель 

⇒≠=
−

−
−−

= 060
423
243
112

A  обратная матрица существует!  

Переходим к вычислению алгебраических дополнений мат-
рицы А:  

,1242
24

11 =−
−=A  ,642

11
21 =−

−−−=A  ,624
11

31 =−
−−=A  

,1843
23

12 −=−−=A  ,1143
12

22 =−=A  ,123
12

32 =−
−−=A  
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,1823
43

13 −=−=A  ,123
12

23 =−
−−=A  .1143

12
33 =−=A  

Составляем обратную матрицу 

.
11118

11118
6612

60
11















−
−=−A  

Ищем решение, умножая  обратную матрицу на свободный 
столбец:  














=





















=













⋅



















=⋅=
⋅+⋅+⋅−

⋅+⋅+⋅−

⋅+⋅+⋅

−

−−

1
1
3

11
11
4

60
1111111418

60
1111111418

60
116116412

60
11

60
1

60
18

60
1

60
11

60
18

60
6

60
6

60
12

1 BAX . 

Итак, х1  = 3, х2  = 1, х3  = 1. Проверку выполните самостоя-
тельно. 

Пример 21. Решить матричные уравнения:  

21.1. ;
521
234
311

111
012
111















−

−
=















−

−
⋅X  21.2. .10

01
12
12 





=⋅





 X  

Решение. 21.1. Введём обозначение Х ⋅  А = В,  

где ,
111
012
111














−

−
=A  ,

521
234
311














−

−
=B  .

3
2
1














=

x
x
x

X  

Умножим обе части равенства справа  на А−1:  
Х ⋅  А ⋅  А−1   = В ⋅  А−1 , 

т.к. А−1  ⋅  А = Е и Е ⋅  Х = Х,  то Х = В ⋅  А−1 . 
Вычислим определитель, чтобы убедиться в невырожденно-

сти матрицы А:  

.0201
112

002
012
111

111
012
111

≠=−⋅=
−

=
−

−
=A  

Найдём обратную матрицу, для чего вычислим алгебраиче-
ские дополнения:  

,111
01

11 =−=A  ,011
11

21 =−
−−=A  ,101

11
31 =−=A  

,211
02

12 −=−=A  ,211
11

22 =−=A  ,202
11

32 −=−−=A  

,311
12

13 −=−=A  ,211
11

23 =−−=A  .112
11

33 −==A  
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Проверяем  правильность  найденных  алгебраических  допол-
нений, используя  свойство 1 определителя. Умножаем  первый  
столбик  (А11, А12, А13) на  соответствующие  элементы  (а11, а12, а13): 

,2312111
3

1
11 =⋅+⋅−⋅=⋅= ∑

=j
jj AaA  

второй столбик: ,2202102
3

1
22 =⋅+⋅+⋅=⋅= ∑

=j
jj AaA  

третий столбик: .2112111
3

1
33 =⋅−⋅+⋅=⋅= ∑

=j
jj AaA  

Таким образом, разложив определитель по трём разным 
строкам, мы получили один и тот же результат: А  = 2. Состав-
ляем обратную матрицу, затем находим решение:  

,
123
222
101

2

11














−−
−−=−A      =

















−−⋅














−

−
=

−− 2
1

2
3

2
1

2
1

1
111

0

521
234
311

X  

,

51211512015121

2134121304234

31111311013111

2
1

2
1

2
3

2
1

2
1

2
1

2
3

2
1

2
1

2
1

2
3

2
1



















⋅−⋅+⋅+⋅−⋅⋅⋅+⋅

⋅−⋅−⋅⋅+⋅+⋅⋅−−⋅

⋅−⋅+⋅⋅+⋅−⋅⋅−⋅+⋅

=

⋅−

 

Ответ:  .
035
254
023














−
−−

−
=X  

21.2. Введём обозначение А ⋅  Х = В. Умножим обе части ра-
венства слева  на А−1:     

,111 BAXBAXAA ⋅=⇒⋅=⋅⋅ −−−  

где ,12
12 




=A   .10

01 




=B  

Вычислим определитель 

.012
12 ==A  

Вывод:  матрица А – вырожденная, данное уравнение не име-
ет решения.  
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1.7. Однородные системы линейных уравнений 
Рассмотрим систему линейных уравнений, когда все свобод-

ные члены равны нулю:  











=+++

=+++
=+++

.0

,0
,0

2211

2222121

1212111

nmnmm

nn

nn

xaxaxa

xaxaxa
xaxaxa









   (1.9)  

В этом случае расширенная матрица A~  отличается от основ-
ной лишь нулевым столбцом. Следовательно, AA ~ rangrang =  и, по 
теореме Кронекера–Капелли, система (1.9) всегда совместна. Од-
но из её решений (x1 = x2 = … = xn  = 0)  называется нулевым, или 
тривиальным. Исследуем вопрос о существовании нетривиального 
решения системы (1.9). Если rang A = n  (числу неизвестных), то 
система имеет единственное решение  – нулевое.  

Теорема 4. Для того чтобы однородная система уравнений 
имела решения, отличные от нулевого, необходимо и достаточ-
но, чтобы ранг матрицы системы был меньше числа неизвестных 
(rang  A < n) .   

Из этого утверждения вытекает три  следствия:  
Следствие 1 .  Если число уравнений т равно числу неиз-

вестных п ,  то система (1.9) имеет ненулевые решения только то-
гда, когда det A = 0, rang A < n . 

Следствие 2 .  Если m = n  и det A ≠  0, то система имеет толь-
ко тривиальное решение, rang A = n . 

Следствие 3 . Если n  > m, то система имеет ненулевые реше-
ния.  

Решения системы обладают следующими свойствами:  
1)  если  α1 ,  α2 ,  … ,  αn  – решения системы (1.9), то 

λα1 , λα2 , … ,  λαn  (λ –  произвольное число) также являются ре-
шениями системы; 

2)  если  α1 ,  α2 ,  … ,  αn    и β1 , β2 , … , βn  – какие-либо два реше-
ния системы,  то α1 + β1 ,  α2 + β2 , … , αn  + βn  – также будет её  
решением .  

Общее решение системы (1.9) можно записать в виде  
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,

,

,

,

,

1
1

,

1
,2

1
,1

1

2

1



































β

β

β

=





























=

+
+=

+=

+=

+ ∑

∑

∑

n

r

n

rk
kkr

n

rk
kk

n

rk
kk

n

r

r

x

x

x

x

x

x

x
x

x
x

X









 

где r  = rang A,  nrrkxk ,,2,1( ++= )  – свободные неизвестные.  
Чтобы получить частное решение, достаточно придать сво-

бодным неизвестным произвольные значения. Например, если од-
ному из nrr xxx ,,, 21 ++  придавать поочерёдно значения 1, а 
остальным  – значения 0, то получим частные решения системы в 
виде  





























β

β
β

= +

+

+

0
...
0
0
1

1,

1,2
1,1

1
rr

r
r

C



,   





























β

β
β

= +

+

+

0
...
0
1
0

2,

2,2
2,1

2
rr

r
r

C



,  





























β

β
β

=−

1
...
0
0
0
,

,2
,1

nr

n
n

rnC



. 

Эта система решений называется фундаментальной. Это 
один из способов получения фундаментальной системы решений. 
На практике для нахождения фундаментальной системы решений 
(ФСР) удобно пользоваться таблицей (см. пример 22).  
 

Общая схема решения однородной системы уравнений 
1. Составить основную матрицу А. 
2. Найти её ранг. Если r  = n , то система имеет единственное 

решение  
=1x 02 === nxx  . 

Если r  < n , то система имеет нетривиальное решение (мно-
жество решений). 

3. Выделить базисный минор Mr , базисные уравнения и ба-
зисные неизвестные. 

4. Решить систему, т. е. найти общее решение. 
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5. Если требуют условия задачи, найти какое-либо частное 
решение и любую фундаментальную систему решений.  

Пример 22 . Найти общее решение, какое-либо частное ре-
шение и любую фундаментальную систему решений системы ли-
нейных уравнений  









=++−
=++−
=++−

.0111784
,02463
,03542

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

 

Решение . Число уравнений меньше числа неизвестных, сле-
довательно, система имеет множество решений. Найдём сначала 
общее решение системы. Основную матрицу 















−
−
−

=
111784
2463
3542

A  

приводим к ступенчатому виду методом элементарных преобразо-
ваний. Предварительно получим в первой строке элемент а1 1 = −1, 

1
111784
2463
3542

−














−
−
−

=A   ∼
43

111784
2463
1121















−
−

−
 ∼ 

∼ 3
152100

5700
1121

−












−
 ∼ 






−

5700
1121 ,  

rang A = 2.  

За базисный минор можно взять минор 70
12

2 =M , который 

состоит из элементов, стоящих на пересечении первых двух ли-
нейно независимых строк второго и третьего столбцов. Тогда  
x2 , x3 – базисные неизвестные, x1 , x4 – свободные неизвестные. 
Последней  матрице соответствует система, эквивалентная данной. 
Коэффициенты системы – это элементы последней матрицы:  

⇒




=+
=+++−

,057
,02

43

4321
xx
xxxx







−=

−=

.

,

412

43

7
1

2
1

7
5

xxx

xx
 

Общее решение:  























−
=

−

4

47
5

47
1

12
1

1

x

x

xx

x

X ,   
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где x1 , x4 – любые действительные числа. 
Пусть,  например,  21 =x , 74 =x .   

Тогда  02 =x ,  53 −=x  и 



















=
−

7
5
0
2

C – частное решение.  

Найдём фундаментальную систему решений, придавая сво-
бодным неизвестным поочерёдно значения 1 и 0. Результат офор-
мим в виде таблицы:  

1x  2x  3x  4x  

1 
2
1  0 0 

0 
7
1−  

7
5−  1 





















=

0
0

1

2
1

1C ,  























=
−

−

1

0

7
5
7
1

2C – фундаментальная система решений.  

Проверку выполните самостоятельно.  
Задачи для самостоятельного решения 

1. Решите методом Крамера систему уравнений  









=++
−=+−

=++

.7223
,22

,932

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

2. Найдите ранг матрицы 
















−−−

−

=

1123
6414
7531
5317

A . 

3. Вычислите определитель  

1113
1113
1111
1112

−−
−−
−−

−

=∆ . 

4. Определите, является ли совместной данная система урав-
нений:  
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









=++
=+++
=+++
=++−

.0
,14323
,642113
,38756

321

4321

4321

4321

xxx
xxxx
xxxx
xxxx

 

5. Определите, при каком значении параметра α  система 
имеет единственное решение:  









−=−α+
=+−
=++

.2
,2
,332

321

21

321

xxx
xx
xxx

 

6. Является ли данная система определённой?  











−=−++
−=+−−
−=−−+
−=−++−

.10622
,1232
,522
,2

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx
xxxx

 

7. Решите системы уравнений методом Гаусса:  

7.1.  











=++
=++
=++
=++

;235
,114
,153

,82

421

431

432

321

xxx
xxx
xxx
xxx

  7.2.  








=+++
=−+−
=+++

.1835
,022
,1345

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx

 

8. Вычислите произведения матриц:  

8.1. ;46
69

64
32 







−
−⋅







−
−  8.2. .

69
14

23
596
485














−⋅







−
−  

9. Даны матрицы А и В. Найдите (А ⋅  В)−1:  






 −= 530

112A ,    .
31
21

21













−=B  

10. Решите систему матричным методом:  









=−+
=+−
=−+

.23
,542
,032

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

11. Найдите фундаментальную систему решений:  









=++
=++

=−−

.0373
,024

,0

zyx
zyx

zyx
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Вопросы для самоконтроля 
1.  Как вычисляются определители второго, третьего поряд-

ков? Как вычислить определитель высшего порядка?  
2.  Что такое минор и алгебраическое дополнение элемента 

определителя?  
3.  Чем матрица отличается от определителя?  
4.  Когда можно применять метод Крамера для решения си-

стемы? Запишите формулы для нахождения неизвестных. Что та-
кое основной определитель системы?  

5.  Когда система линейных уравнений:   
а) имеет единственное решение?  
б) имеет множество решений?     
в) несовместна?     
г) не определена?  
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ГЛАВА 2. ВЕКТОРНАЯ АЛГЕБРА 

2.1. Основные понятия 
При изучении естественных наук (физики, механики, астро-

номии и т.д.) мы встречаемся с величинами двух родов. С одной 
стороны, такие величины, как температура, время, масса, пло-
щадь, объём и т.д., вполне характеризуются одним числовым зна-
чением и называются скалярными . Другие величины, такие, как 
сила, скорость, ускорение, характеризуются числом и направле-
нием и называются векторными . Для геометрического изображе-
ния физических векторных величин служат векторы . 

Определение 1. Вектором  назовём направленный отрезок , 
т.е. отрезок прямой, ограниченный двумя точками, одна из ко-
торых называется начальной , а другая конечной .  

Обозначение векторной величины отличается от скалярной 
наличием черты или стрелки над величиной. 

В геометрическом изображении при конечной точке вектора 
ставится стрелка (рис 2.1). 

                                        
                                    В 
 
 
  А            вектор АВ 

    

                                       
                 а                    
 
 
            вектор а     

                                        
                  b                   
 
 
              вектор b  

Рис. 2.1 
Определение 2. Модуль вектора есть положительное чис-

ло, равное длине вектора, т. е. расстоянию между его начальной 
и конечной точками.  

Обозначение модуля: AB , a , b . 
Вектор, у которого конечная точка совпадает с начальной, 

называется нуль-вектор и обозначается 0 . Направление нулево-
го вектора не определено . 

Определение 3. Векторы равны , если они одинаково 
направлены и длины их равны. 

Определение 4. Вектор, длина которого равна единице , 
называют единичным  вектором. 

Определение 5. Векторы называются коллинеарными , если 
они расположены на одной или на параллельных прямых.  

Два коллинеарных вектора называются одинаково  направ-
ленными , если их концы В и D лежат по одну сторону от прямой 
АС, содержащей их начала  (см. рис. 2.2). В противном случае они  
называются противоположно  направленными . 
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Два вектора, противоположно направленные, но имеющие 
одинаковые длины, называются противоположными . 

Так, в параллелограмме AВСD (рис.  2.3)  векторы 
AD  и  CB  противоположные, а векторы DC  и AB  – равные: 
DC = AB . 

Если у вектора поменять местами начальную и конечную 
точки, получим вектор, противоположный исходному.   Так,  на   
рис.  2.3   векторы   AD = BC , или DA= .CB  

 
    
 А                      В 
 
 
   С      D 

Рис. 2.2 

      D                     C 
 
 
 
 A                      B 

Рис. 2.3  
 
 
Определение 6. Векторы, лежащие в одной плоскости (или 

в параллельных плоскостях) , называются компланарными . 
Из определения равных векторов следует, что каков бы ни 

был вектор a  и точка А в пространстве, всегда можно построить 
путём параллельного переноса единственный вектор AB = a  (гово-
рят: перенести вектор a  в точку А).  

Вектор, точка приложения которого может быть выбрана 
произвольно, называют свободным . 

В дальнейшем мы будем преимущественно рассматривать 
свободные векторы. 

Если же точка приложения вектора фиксирована,  вектор 
называют связанным .  

Примером является радиус-вектор (связывающий начало ко-
ординат и точку в системе координат). 

 
 

2.2. Линейные операции над векторами 
К линейным операциям относятся операции умножения век-

тора на число, сложения и вычитания векторов. 
Умножение вектора на число. Произведением вектора a  на 

число λ называется вектор c , коллинеарный вектору a , имеющий 
длину ac λ= , одинаково направленный с вектором a  при λ  > 0 и 
противоположно направленный  при λ < 0. 
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Таким образом, векторы a , c  коллинеарны  тогда, и только 
тогда, когда .ac λ=  

Сложение векторов.  Отложим вектор ABa =  от некоторой 
точки А (рис. 2.4), затем от точки В отложим вектор b = BC .  

Вектор AC , соединяющий начало первого вектора и конец 
второго, называется суммой и обозначается a + b . Эту же сумму 
можно получить другим способом.  Пусть точка  А – общее нача-
ло векторов, AB = a   и bАC = . Построим на этих векторах как на 
сторонах  параллелограмм  (рис. 2.5). 

 
                                             b 
         a                      B                    C   
                                 
                        a 
   b                  A       a + b 
                

Рис. 2.4    

                   B                 D 
                           
          a              
                     
   A                     C 
               b 

 Рис. 2.5  
 

 
Диагональ  параллелограмма  – вектор  

baAD +=






+

+
=

CDAC

BDAB ,
 

является суммой векторов a  и b , т. к. вектор в пространстве 
можно переносить параллельно самому себе и, значит, 

.abba +=+  
З  а  м  е  ч  а  н  и  е. Операция сложения векторов распространя-

ется на любое конечное число слагаемых векторов. Чтобы сло-
жить три вектора a , b  и c  (рис. 2.6), распо-
ложим их так, чтобы конец первого служил 
началом второго, а конец второго  – началом 
третьего, т. е. ABa = , BCb = ,   CDc = .  Сум-
мой векторов a , b  и  c  является вектор AD , 
соединяющий начало первого и конец послед-
него вектора (метод замыкающей) 

.cbaAD ++=  
Вычитание векторов. Разностью двух векторов a  и b назы-

вается третий вектор  ,bac −=  равный сумме векторов a  и 
( )b− , если cba +=  (см. рис 2.7). 

               b            C 
      B 
                                    c 
 a    
                                  D 
A  

Рис. 2.6 



 45 

Если на векторах a  и b , отложенных из общей точки А, по-
строить параллелограмм  AВСD, то вектор, соединяющий концы 
векторов a ,  b , совпадающий с диагональю DB , равен их разно-
сти, т. е. baDB −=  и, наоборот, abBD −=  (рис.  2.8). 

 
Свойства линейных операций над векторами 

1. Переместительный закон  (коммутативности):  
.abba +=+  

2. Сочетательный закон  (ассоциативности):  
( ) ( ).cbacba ++=++  

3. Нулевой вектор играет роль нуля на множестве векторов:  
.0 aa =+  

4. Сумма противоположных векторов равна нуль-вектору:  
( ) .0=−+ aa  

5. Если  каждый из векторов умножить  на число α , то и 
сумма этих векторов умножится на число  α:  

( ) .baba α+α=+α  
6. Модуль суммы векторов не больше суммы модулей этих 

векторов:  
.baba +≤+  

7. Модуль суммы векторов не меньше разности модулей 
этих векторов:  

.baba −≥+  

 
2.3. Проекция вектора на ось 

Возьмём на плоскости ось l  и произвольный вектор AB  
(см.  рис. 2.9).  

 
 a                        a             c 
    
           b                   b 

 
Рис. 2.7  

                               
                              
                   
             

                   

   

                               
                              
                   
             

                   

   
                               
                              
                   
             

                   

   

           B                                  C 
                              
    a                    a − b 
             
A                b            D 

Рис. 2.8 
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Из точек А и В опустим перпендикуляры на ось l . Точки x1  и 
x2 пересечения перпендикуляров с осью  – это координаты начала 
А и конца В вектора.  

 
Определение 7. Разность x2  – x1   называется проекцией  

вектора  AB  на  ось l .   
При этом:  
1)  если угол ϕ  между осью и вектором  – острый, то x1  <  x2 и 

проекция положительна (рис. 2.9);  
2)  если угол ϕ  между осью и вектором   – тупой, то x1  > x2  и 

проекция отрицательна (рис. 2.10);  
3)  если угол ϕ  = 90° , то x1  = x2 и проекция равна нулю 

(рис.  2.11). 
 

                               B 
 
            A           
  
       ϕ 
            x1                  x2       l 

Рис. 2.9     

B 
 
                      A           
    
                                    ϕ 
x2                  x1                    l 

Рис. 2.10      

               B 
 
                 A           
    
       
               x1 = x2           l 

Рис. 2.11  
 
Проекция вектора AB  на ось l  обозначается символом ABlпр . 

Приведём без доказательства три теоремы, полезные для практи-
ческого применения.  

Теорема 1. Проекция вектора a  на ось l  равна произведению 
модуля вектора a  на косинус угла  ϕ  между вектором и осью:  

alпр ),cos(cos
∧

=ϕ= laaa . 

Теорема 2. Проекция суммы двух векторов на ось равна 
сумме проекций слагаемых векторов на ту же ось:  

)(рп bal + = alрп + blрп . 
Следствие. )(рп bal − = alрп − blрп . 
Теорема 3. Если вектор a  умножить на число λ > 0 , то его 

проекция на ось l увеличится в  λ раз:  
)(рп al λ  =  alрпλ . 
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2.4. Линейная зависимость векторов. Аффинный базис 
Определение 8. Система векторов kaaa ,,, 21   называется 

линейно  зависимой , если существуют числа kααα ,,, 21  , не все 
равные нулю, для которых справедливо равенство   

02211 =α++α+α kk aaa  .    (2.1)  
При этом левая часть  равенства  (2.1) называется линейной 

комбинацией векторов kaaa ,,, 21  . 
Векторы kaaa ,,, 21   называются линейно независимыми, ес-

ли равенство (2.1)  выполняется только при 021 =α==α=α k . 
Теорема 4. Если система векторов линейно зависима, то 

хотя бы один из векторов всегда можно представить в виде ли-
нейной комбинации остальных . 

Действительно, пусть в равенстве (2.1) 01 ≠α . Тогда  

k
k aaa
1

2
1
2

1 α

α

α

α
−−−=   

или, обозначив i
i β=

α

α
−

1
,  

=β++β+β= kk aaaa 33221 ∑
=
β

k

i
iia

2
.  (2.2)  

Справедливо и обратное утверждение: если один из векторов 
представлен в виде линейной комбинации остальных, то эта си-
стема векторов линейно зависима.  

Следствие. Коллинеарные векторы a  и b  линейно зависи-
мы, т. к.  

.ab λ=      (2.3)  
Справедливо и обратное утверждение: два линейно зависи-

мых вектора коллинеарны.  

Теорема 5. Всякие три вектора a , b  и c , принадлежащие 
одной плоскости, линейно зависимы.  

Доказательство. Векторы линейно зависимы, поэтому (см. 
теорему 4) один из них является линейной комбинацией других. 
Рассмотрим два случая.  

1. Среди векторов два, например, a  и b  коллинеарны, т. е. 
ba α= , тогда cba ⋅+α= 0 ,   векторы линейно зависимы. 
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2. Среди векторов a , b , c  колли-
неарных нет. Поместим начала всех 
векторов в одну точку (рис. 2.12). Че-
рез точку С (конец вектора a ) проведём 
прямые, параллельные векторам b  и c . 
Построим параллелограмм AВСD, у ко-
торого cAB 1α= , bAD 2α= .  

 
По правилу сложения векторов 

ADABa += , т. е. bca 21 α+α= , следова-
тельно, векторы a ,  b  и c  линейно зависимы.  

Следствие. Для того чтобы три вектора в трёхмерном про-
странстве были компланарны, необходимо и достаточно, чтобы 
они были линейно зависимы. Если три вектора не компланарны, 
то они линейно независимы.  

 
Пример 1. Даны точки А, В, С . Показать, что вектор 

BACBABm 2++=  коллинеарен вектору ACp 2= . 
 
Решение. Преобразуем сумму:  

BACBAB 2++ = )()( CBBABAAB +++ = 
 = ,CACAO =+    ( ) ACCA 22

1 ⋅= − , pm 2
1−= , 

следовательно, векторы pm,  коллинеарны. 

Пояснения 
OBAAB =+ , 

=+CBBA  
= САBACB =+ . 

 
Пример 2. В параллелограмме 

АВСD (рис.  2.13) aAB = , bAD = , точка 
О – точка пересечения диагоналей. Раз-
ложить векторы AO ,  CD ,  BD ,  OB  по 
векторам a  и  b . 
 
 

Решение. По определению операции сложения двух векто-
ров:  

•  baADABAC +=+= , как известно, диагонали параллело-
грамма, пересекаясь, делятся пополам, значит, 

baACAO 2
1

2
1

2
1 +== ; 

              B 
                                          C 
                      a 
    c 
A 

       b                   D 
 

Рис. 2.12 

           B                                C 
 
     a                     O  
                      b 

A                                  D 

Рис. 2.13 
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•  векторы AB  и CD  коллинеарны, они расположены на па-
раллельных прямых AB и CD, противоположно направлены, моду-
ли их равны, следовательно, AB  CD−= , aCD −= ;  

•  по определению операции вычитания векторов  
BD  ab −= ;  

•  вектор OB  противоположно направлен вектору BD , 
BDOB 2

1= , следовательно, BDOB 2
1−= ;   baOB 2

1
2
1 −= . 

Определение 9. Базисом  на плоскости  (в двухмерном про-
странстве, которое будем обозначать Е2) называются любые 
два линейно независимых вектора .  

Пусть a – любой вектор на плоскости, b  и c – базис. По тео-
реме 5 следует: cba 21 α+α= . Говорят, что вектор a  разложен  по 
базису b ,  c ;  числа 1α и 2α  называются аффинными координатами  
вектора a  на плоскости (или в пространстве Е2): },{ 21 αα=a . 

Определение 10. В трёхмерном пространстве  (будем обо-
значать Е3)  базисом называются любые три линейно независи-
мых вектора, т. е. всякие три некомпланарных вектора . 

Пусть a ,  b , c – базис. Тогда любой четвёртый вектор можно 
представить в виде их линейной комбинации (см. формулу 2.2)  

cbad 321 α+α+α= ,   или   },,{ 321 ααα=d , 

где 321 ,, ααα –  координаты вектора d  в базисе a , b , c . 
Если векторы a ,  b ,  c , d  имеют общее начало в точке О и 

точка М является концом вектора d , то вектор  

d  = cbaOM 321 α+α+α=  

называется радиус-вектором точки М в базисе  a , b , c , при этом 
числа 321 ,, ααα  называются аффинными координатами точки М. 
 
 

2.5. Прямоугольный декартов базис 
Рассмотрим прямоугольную систему координат в простран-

стве Е3 , образованную тремя взаимно перпендикулярными осями 
с общим началом в точке О (рис. 2.14). Одну из 
осей называют осью абсцисс  и обозначают Ох , 
вторую – осью ординат  и обозначают Оу , тре-
тью – осью аппликат  и обозначают Оz . На 
каждой из осей выберем единичный вектор, 

           z 
 
 
         k 
         O     
       i          j            y 
  
    x 

Рис. 2.14 
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направление которого совпадает с положительным направлением 
оси:  

xOi ∈ , yOj∈ , zOk ∈ ; 1=== kji . 

Эти векторы называются ортами. Так как орты некомпла-
нарны, то они образуют базис, который называется декартовым 
ортогональным базисом. Орты можно записывать i , j , k , ввиду их 
единственности, без черты. 

Рассмотрим вектор a  в пространстве Е3 . Перенесём его парал-
лельно самому себе в точку О (см. рис. 2.15). 

Получим OMa =  – радиус-вектор 
точки М. Спроектируем точку М на 
плоскость хОу:  МР ⊥  хОу  и проведём 

xOPM ⊥1 , OyPM ⊥2 , OzMM ⊥3 , где М1  – 
проекция точки М на ось Ох , М2 – про-
екция точки М на ось Оу , М3 – проекция 
точки М на ось Оz .  Обозначим отрезки: 

xaOM =1 , yaOM =2 , zaOM =3 ;  ОР –
 диагональ прямоугольника 21PMOM . По 
определению операции сложения векто-

ров 21 OMOMOP += , или jaiaOP yx += . В прямоугольнике MPOM3  

ОМ – диагональ, OPOMOMa +== 3 . Итак, kajaiaa zyx ++= , или 
},,{ zyx aaaa = , где числа zyx aaa ,, – проекции вектора a  на коор-

динатные оси; kajaia zyx ,,  – составляющие или компоненты  век-
тора  a . 

Зная представление вектора через его проекции на коорди-
натные оси, можно найти длину вектора как длину диагонали па-
раллелепипеда (рис. 2.15):  

2
3

2
2

2
1

22 OMOMOMOMa ++== , 

или, учитывая, что  
xaOM =1 ,     yaOM =2 ,     zaOM =3 , 

222
zyx aaaa ++= .    (2.4)  

Читается: модуль вектора равен корню квадратному из сум-
мы квадратов его проекций на оси координат. 

Пусть вектор AB  имеет начальную точку ),,( 111 zyxA  и конеч-
ную ),,( 222 zyxB .  Найдём его длину. 

             M3    z 
          
 
                               М 
                k 
             i    O    j             М2      y 
   M1                  
                                            P 
   x       

Рис. 2.15 
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Из определения проекции вектора на ось 

12пр xxABOx −= ,  12пр yyABOy −= ,  12пр zzABOz −= , 

т. е. 12 xxax −= ,  12 yyay −= , 12 zzaz −= ;  

kzzjyyixxAB )()()( 121212 −+−+−=  и по формуле (2.4)  

2
12

2
12

2
12 )()()( zzyyxxAB −+−+−= .  (2.5)  

Формула (2.5) позволяет найти длину вектора  AB  или, что 
то же самое, расстояние  между точками А и В. 

З  а  м  е  ч  а  н  и  е 1. На плоскости (т. е. в пространстве E2) имеем две 
оси Ох  и Оу  с ортами i  и j , следовательно, jaiaa yx += . 

Если же  заданы точки А(х1, у1), В(х2 , у2) – соответственно 
начало и конец вектора AB , то проекции вектора на оси  

ах  = х2  – х1, ау  = у2  – у1      (рис. 2.16);  
вектор ( )1212 , yyxxAB −−= . 

Найдём длину вектора, используя теоре-
му Пифагора (квадрат гипотенузы в прямо-
угольном треугольнике равен сумме квадра-
тов катетов). Отсюда искомая формула  

( ) ( )212
2

12 yyxxAB −+−=   (2.6)  

или         .22
yx aaa +=     (2.7)  

Замечание 2. Если известны разложения векторов по осям 
координат, то линейным операциям  над векторами соответству-
ют арифметические операции над их проекциями (см. теоремы 2 и 
3). 

Пусть даны два вектора  
,kajaiaa zyx ++=   ,kbjbibb zyx ++=  

тогда:  
•  два вектора равны, если равны их одноимённые проекции  

,xx ba =  ,yy ba =  ;zz ba =  

•  чтобы умножить вектор на число, достаточно умножить 
каждую его проекцию на это число:  

kajaiaa zyx α+α+α=α , 

где α  = const;  

      y                       B 

  ay {  
      j        A 

       0    i            ax        x 

Рис. 2.16 
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•  чтобы найти сумму (разность) двух векторов, надо сложить 
(вычесть) их одноимённые проекции:  

kbajbaibaba zzyyxx )()()( ±+±+±=± . 

•  Теорема 6. Для того чтобы векторы a  и b  были коллине-
арны, необходимо и достаточно, чтобы их проекции были про-
порциональны.  

Доказательство. Пусть векторы kajaiaa zyx ++=  и 

kbjbibb zyx ++=  коллинеарны, тогда ba α= . Так как при умноже-
нии  вектора  на  число его проекции на координатные оси также 
умножаются на это число, то xx ba α= , yy ba α= , zz ba α= . Исклю-
чая α , получим условие коллинеарности  двух векторов, записан-
ное через координаты векторов  

=
x
x

b
a

=
y

y
b
a

=
z
z

b
a

α .    (2.8)  

Пусть теперь выполняется условие (2.8), т.  е. координаты 
векторов пропорциональны, можно записать следующие линей-
ные зависимости: xx ba α= , yy ba α= , zz ba α= , т. е. ba α= . Послед-

нее равенство и означает, что векторы a ,b  коллинеарны.  
Пример 3. Даны точки А(5, 0) и В(2, 4) на плоскости. Найти 

длину вектора  AB .  
Решение. Используем формулу (2.7), для этого найдём коор-

динаты вектора AB :  
AB  = {2 – 5, 4 – 0} = {–3, 4}, 

тогда ( ) .543 22 =+−=AB  

Пример 4. Даны три последовательные вершины параллело-
грамма А(1, −2, 3), В(3, 2, 1), С(6, 4, 4). Найти его четвёртую 
вершину D.   

Решение. Сделаем схематический чертёж (рис. 2.17). Рас-
смотрим векторы BC  и AD , которые  одинаково направлены, па-
раллельны и одинаковой длины как противоположные стороны 
параллелограмма. По определению 3 такие векторы равны: 
BC = AD . У равных векторов соответствующие координаты равны. 
Найдём их, обозначив координаты точки D(xD , yD, zD):  
 

{ } { },3,2,314,24,36 =−−−=BC    

{ }.3,2,1 −+−= DDD zyxAD  

        B                     C 
 
 
 
 A                      D 

Рис. 2.17 



 53 

Приравняем соответствующие координаты  









=−
=+
=−

,33
,22

,31

D

D

D

z
y
x

 

откуда xD  = 4, yD  = 0, zD  = 6. 
Ответ: D(4, 0, 6). 

Проверка. Сравним длины противоположных сторон парал-
лелограмма, которые должны быть равными по определению па-
раллелограмма .CDAB =  Считаем по формуле (2.5)  

( ) ( ) ( ) ,244164312213 222 =++=−+++−=AB  

( ) ( ) ( ) .244164464064 222 =++=−+−+−=CD  

Точка D найдена верно.  
 
 

2.6. Направляющие косинусы вектора 

Направление вектора в пространстве определяется углами α , 
β и  γ  между вектором и положительным направлением соответ-
ствующих осей координат ОХ, ОУ, ОZ;   cos  α , cos β и  cos γ  назы-
ваются направляющими косинусами вектора. Выведем формулы 
для вычисления направляющих косинусов.  

Возьмём вектор kajaiaa zyx ++= , где zyx aaa ,, – проекции 
вектора на оси. По теореме 1 проекции вектора на оси найдутся 
как  

,cos

cos

cos

cos

a
a

aa

aa

aa
x

z

y

x

=α⇒










γ=

β=

α=

a
ay=βcos , 

a
az=γcos . 

По формуле (2.4) найдём длину вектора 222
zyx aaaa ++= . 

Окончательно запишем  

222
cos

zyx

x

aaa

a

++
=α ,  

222
cos

zyx

y

aaa

a

++
=β , 

222
cos

zyx

z

aaa

a

++
=γ . (2.9)  

Получим ещё одно важное соотношение.  
Возведём в квадрат равенства (2.9) и сложим  

1coscoscos 222 =γ+β+α .   (2.10)  
Читается: сумма квадратов направляющих косинусов любого 

вектора равна единице .  
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Введём единичный вектор  0a  по направлению a , тогда  

0aaa = , 
где 10 =a ,  

==
a
aa0  i

a
ax + j

a
ay

+ k
a
az , 

γ+β+α= coscoscos0 kjia ,   (2.11)  
т. е. проекции единичного вектора  по направлению вектора a  
совпадают с его направляющими косинусами .  

Пример 5. Найти единичный вектор по направлению вектора 
AB , если известны точки А(2, −2, 3), В(0, 2, 5). 

Решение. Найдём сначала вектор AB  и его длину. Тогда 
единичный вектор по данному направлению будет играть роль 
масштабной единицы:  

{ },cos,cos,cos1
0 γβα=⋅= AB

AB
a  

{ } { }2,4,2,35,22,20 −=−+−=AB , 

.6224242 222 ==++=AB  

Вычислим направляющие косинусы по формулам (2.9)  

,
6

1
62

2cos −=−=α    ,
6

2
62

4cos ==β   .
6

1
62

2cos ==γ  

Проверим выполнение равенства (2.10)  

.1coscoscos
2

6
12

6
22

6
1222 ≡





+





+





=γ+β+α −  

Единичный вектор данного направления найден верно. Запи-

сываем его координаты по формуле (2.11): { }
6

1
,

6
2

,
6

1
0 −a . 

 
2.7. Деление отрезка в данном отношении 

Разделить отрезок 21MM  в данном отношении λ > 0 − значит 
найти такую точку М,  что  

λ=
2

1
MM

MM
, или 21 MMMM λ= . (2.12)  

Пусть координаты точек 1M  и 2M  из-
вестны:  

                              M2 

                   M 

                                            r2 
                      r 
         
M1              r1 

                         O 
 

Рис. 2.18 
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),,( 1111 zyxM , ),,( 2222 zyxM . 
Соединим все точки с началом координат, построив их ради-

усы-векторы (рис.  2.18):  
{ }1111 ,, zyxr  – радиус-вектор точки М1, 
{ }2222 ,, zyxr  – радиус-вектор точки М2 , 
{ }zyxr ,,  – радиус-вектор точки М. 

 
Тогда  ,11 rrMM −=  rrMM −= 22  и согласно равенству (2.12)  

( )rrrr −λ=− 21 ,  или ( ) .1 12 rrr +λ=λ+  
Отсюда получаем искомую формулу 















λ+
λ
λ+
λ
λ+
λ

=

⇒
λ+
λ+

=

+
=

+
=

+

,

,

,

1

1

1

1
21

21

21

21

zzz

yyy

xxx

rrr

M

M

M

   (2.13)  

где хМ, уМ, zM – координаты точки деления отрезка М1М2 в отно-
шении λ.   

Если точка М(х, у, z)  – середина отрезка М1М2 , т. е. λ = 1, то-
гда формулы деления отрезка пополам примут вид  

⇒
+

=
2

21 rrr
2

21 xxx +
= , 

2
21 yyy +

= , 
2

21 zzz +
= . (2.14)  

 
 

2.8. Полярная система координат 
До сих пор положение точки на плоскости, а следовательно, 

уравнения прямой и кривых мы рассматривали в прямоугольной 
декартовой системе координат, основными постоянными элемен-
тами в которой являются две взаимно перпендикулярные пря-
мые  – две оси координат: ось Ох  (ось абсцисс) и ось Оу  (ось ор-
динат), точка О – начало координат.  

В полярной системе координат  основными постоянными 
элементами, по отношению к которым определяется положение 
точки на плоскости, являются точка О –  полюс и ось р, называе-
мая полярной осью (рис. 2.19) . 

Итак, из произвольной точки О на плоскости проведём полу-
прямую р . Положение любой точки М на плоскости, не совпада-
ющей с полюсом О,  определим заданием двух чисел:  
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ρ – расстояние от точки до полюса, вы-
раженное в единицах масштаба ,  

ϕ  – угол, на который нужно повернуть 
полярную ось против часовой стрелки, чтобы 
она совпала с лучом ОМ . 

Числа ρ и ϕ  называются полярными коор-
динатами точки  М;  ρ – полярный радиус  (или 
радиус-вектор),  ϕ  – полярный угол . 

 

                           М 
                  
           ρ 
                  ϕ     
 
      О                     р 
 

Рис. 2.19 
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Полярный радиус ρ – величина всегда положительная 
(ρ ≥ 0), т. к. под ρ понимается расстояние, т. е. длина. Полярный 
угол ϕ  считается положительным, если он отсчитывается от по-
лярной оси против часовой стрелки, и отрицательным, если от-
счёт ведётся по часовой стрелке. 

Однако на практике удобнее пользоваться системой, в кото-
рой радиус ρ может принимать и отрицательные значения. Такая 
система называется обобщённой системой полярных координат . 

Найдём связь между декартовой  и полярной  системами ко-
ординат. Для этого поместим полюс в начало прямоугольной си-
стемы координат, а полярную ось совместим  с  положительной 
полуосью  Ох , ось  Оу   перпендикулярна полярной оси и состав-
ляет с ней угол 

2
π=ϕ .  

Из точки М опустим на полярную ось 
(ось Ох) перпендикуляр 1MM  (рис.  2.20). Из 
треугольника 1OMM  по известным поляр-
ным координатам ρ и ϕ  найдём её декарто-
вы координаты х  и у  (соотношения в прямо-
угольном треугольнике):  

х  = ρ cosϕ ,       y  = ρ sinϕ .     (2.15)  
Если же известны прямоугольные ко-

ординаты х  и у  точки М, то её полярные координаты определяют-
ся по формулам  

22 yx +=ρ ,  
22

sin
yx

y

+
=ϕ , 

22
cos

yx

x

+
=ϕ , 

x
y

=ϕtg . (2.16)  

Чтобы по известным прямоугольным координатам точки М 
определить её полярные координаты, нужно сначала найти её по-
лярный радиус ρ, затем установить четверть, в которой находится 
угол ϕ  (по значениям х  и у), и затем вычислить значение угла ϕ . 

Пример 6.  Построить в полярной системе координат точку 
)

4
3,2( πM  и найти её декартовы координаты.  

Решение. Проведём через полюс О 
луч ОР под углом 

4
3π=ϕ  к полярной оси 

и отложим на нём отрезок ОМ, равный 
двум единицам масштаба (рис. 2.21). 
Конец М этого отрезка  – искомая точка. 
Для определения декартовых координат 
воспользуемся формулами (2.15)  

 y 
                        M 
          ρ 
               ϕ 
 O             M1       x 

Рис. 2.20 

       P   
                  
   M 
                   ϕ                     
 
                    O               p 

Рис. 2.21 
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2
2
22

4
3cos2cos −=−=π=ϕρ=x , 

22
224

3sin2sin ==π=ϕρ=y . 

Итак, точке )
4

3,2( πM  в полярной системе координат соответ-

ствует точка )2,2(−M  в декартовой системе координат.  

Пример 7.  Записать уравнение окружности 222 Ryx =+  в по-
лярной системе координат.  

Решение. Воспользуемся формулами (2.15), подставив их в 
уравнение окружности  

( ) ( ) ,sincos 222 R=ϕρ+ϕρ    ( ) .sincos 222222 RR =ρ⇒=ϕ+ϕρ  
Окончательно уравнение окружности в полярной системе 

координат примет вид  
ρ = R, 

что выражает сущность определения этой линии: геометрическое 
место точек, равноудалённых от одной, называемой центром . 

Пример 8.  Построить в полярной системе координат график 
функции, заданной уравнением ρ = 2ϕ . 

Решение.  Чтобы построить линию, угол ϕ  будем задавать в 
радианной мере, т. к. отрезок ρ выражается через этот угол. За 
единицу масштаба принимаем произвольный отрезок. Составляем 
таблицу, считая значение π = 3, 14. 

ϕ  0 
6
π  3

π  2
π  π 2

3π  2π 2
5π  3π 

ρ 0 1,05 2,09 3, 14 6,28 9,42 12,56 15,7 18.84  
Построенная кривая (см. рис.  2.22) называется спиралью Ар-

химеда. Из уравнения видно, что с возрастанием угла полярный 
радиус ρ тоже растёт. 

Пример 9.  Построить в полярной системе координат линию 
ρ = 3(1 − sin ϕ), записать её уравнение в декартовых координатах.  

Решение. Чтобы построить линию, составим таблицу значе-
ний (шаг таблицы выбираем произвольно):  

ϕ  0 6
π  2

π  6
5π  π 6

7π  2
3π  2π 

ρ 3 
2
3  0 

2
3  3 

2
9  6 3 

Строим точки в полярной системе координат, затем соединя-
ем их плавной линией (см. рис.  2.23). Полученная кривая называ-
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ется кардиоидой. Переведём уравнение линии в декартову систе-
му координат с помощью формул (2.16):  

                              π 
                              2              
                                                             
                                                                
5π                                            π 
 6                                             6 
 
 
π                                                                                         ρ 
 
                                             3          7 
 
 
 
  7π                                                          
   6                                                              
                                       3π                        
                                        2 

 
 
 

Рис. 2.22 

                            π 
                            2              
                                                             
                                                                
5π                                    π 
 6                                     6 
 
 
π                                                          ρ 
 
                                             3      
 
 
   7π                                                          
     6 
                                                                 
                                     3π                        
                                      2 

 
Рис. 2.23 

 
 

,22 yx +=ρ   ,sin
22 yx

y

+
=ϕ  

,13
22

22














+
−=+

yx

yyx        ,
3

22

22
22

yx

yyx
yx

+






 −+

=+  

.33 2222 yxyyx +=++  
Возведём в квадрат обе части равенства:  

( ) ( ).93 22222 yxyyx +=++  

Как видим, в декартовых координатах уравнение кривой за-
писывается более громоздко и для построения непригодно (слиш-
ком сложно подсчитывать точки таблицы).  

 
2.9. Скалярное произведение 

Определение 11. Скалярным произведением двух векторов 
a  и b  называется скаляр  – число, равное произведению модулей 
этих векторов на косинус угла между ними.  

Скалярное произведение обозначается  

=⋅= baba ),( 











 ∧
⋅⋅ baba ,cos ,   (2.17)  
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или ϕ⋅⋅=⋅ cosbaba ,  где ϕ  – угол между векторами. 

Свойства скалярного произведения 

1. Коммутативность:  ),( ba ),( ab= . 
Доказательство.  Пусть ϕ  – угол между векторами a  и b  

(рис.  2.24):  
),( ba ϕ⋅⋅= cosba ),()2cos( abab =ϕ−π⋅= , 

т. к. )2cos(cos ϕ−π=ϕ .  
2. Скалярный множитель можно выносить за знак скаляр-

ного произведения: 

),(),(),( bababa λ=λ=⋅λ . 

3. Скалярное произведение подчиняется сочетательному за-
кону:  

( ) cbcacba ⋅+⋅=⋅+ . 

4. Если скалярное произведение  
двух векторов равно нулю, то либо один 
из векторов равен нулю, либо равен нулю 
косинус угла между ними, т. е. векторы 
перпендикулярны . Обратно: если ba ⊥ , 
то 0cos =ϕ  и  0),( =ba . 

 
5. Скалярный квадрат вектора равен квадрату его модуля: 

20cos),( aaaaa =⋅= ,    2aa = . 

Равенство 2aa =  используется для отыскания длины век-
тора в аффинной системе координат.  

6. Группируя в формуле  (2.17) первый и третий множители  
(или второй с третьим), получим формулу для вычисления проек-
ции вектора на вектор  

( ) ,прпр, baabba ab ⋅=⋅=  

( ) ,,пр
b
baab =   или ( ).,пр

a
baba =  

 

  
                  b 
                        ϕ 
                                   a 
 2π−ϕ      

Рис.2.24 
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Пример 10.  Найти длину вектора ,32 bac −=  если ,3=a  

,1=b  .
3

2, π
=












 ∧
ba  

Решение.  По свойству 5 скалярного произведения имеем  

( ) ,2912242322 bbaabacc +⋅−=−==  

.73639
2
1363619

3
2cos131294 ==+





−−=⋅+π⋅⋅⋅−⋅=c  

Можно придать скалярному произведению физический 
смысл . Пусть материальная точка  М  движется по прямой от 

точки С   к точке В под действием силы F , 
постоянной по величине и направлению 

(рис.  2.25). Пусть 
∧

=α ),( CBF – угол между 
направлением движения и силой F . Тогда ра-
боту А, совершаемую на участке СВ  можно 
посчитать: α⋅⋅= cosCBFA , .CBFA ⋅=  

 
Работа постоянной силы на прямолинейном участке пу-

ти равна скалярному произведению силы на вектор перемеще-
ния. 

Получим формулу для вычисления скалярного произведения  
векторов { }zyx aaaa ,,  и { }zyx bbbb ,,  в декартовой системе коор-
динат . Предварительно рассмотрим скалярные произведения 
единичных векторов:  

,10cos2 ==⋅ iii   ,1=⋅ jj   ,1=⋅ kk  

,0
2

cos =π⋅=⋅ jiji   ,0=⋅ ki   .0=⋅ kj  

Теперь вычислим скалярное произведение, воспользовав-
шись его  свойствами:  

=⋅ ba )( kajaia zyx ++ =++⋅ )( kbjbib zyx +⋅+⋅+⋅ kibajibaiiba zxyxxx  

+⋅+⋅+⋅+ kjbajjbaijba zyyyxy .kkbajkbaikba zzyzxz ⋅+⋅+⋅  

Все слагаемые, кроме подчёркнутых, обращаются в ноль, 
окончательно получаем  

zzyyxx babababa ++=⋅ .     (2.18) 

  
        F 
 
        C             B 

Рис. 2.25 
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Формула (2.18) для вычисления скалярного произведения 
двух векторов в декартовой системе координат читается так: cка-
лярное произведение двух векторов равно сумме произведений их 
одноимённых проекций. 

 
Используя эту формулу, запишем ещё две (как следствие  

определения скалярного произведения):  

,cosϕ⋅⋅=⋅ baba где ,, 









=ϕ

∧
ba  

,cos
222222
zyxzyx

zzyyxx

bbbaaa

bababa

ba
ba

++++

++
=

⋅
⋅

=ϕ  (2.19)  

222
пр

zyx

zzyyxx
b

bbb

bababa

b
baa

++

++
=

⋅
= .  (2.20)  

Пример 11.  Найти внутренний угол при вершине С  тре-
угольника АВС ,  если А(−2, 3, 1), С(−2, −4, 0) В(−2, −1, 4). 

Решение. Обозначим ∠АСВ = ϕ  (рис.  2.26). Что-
бы воспользоваться формулой (2.19), найдём 
векторы, исходящие из одной точки, CB  и CА :  

kjkjiCA +=−++++−= 7)01()43()22( , или },1,7,0{CA
kjkjiCB 43)04()41()22( +=−++−++−= , или  

}4,3,0{CB ,  
 

=
⋅

⋅
=ϕ

CBCA
CBCAcos =

++

⋅+⋅

169149
4137

=
⋅

+

2550
421

=
225

25
2

1 , 

2
1cos =ϕ ,  следовательно, 

4
πϕ= . 

Пример 12.  Построить и найти величину равнодействующей 
сил ,21 iF −=  ,32 jF =  .453 jiF +=  

Решение. Построим все 
силы в декартовой системе ко-
ординат (рис.  2.27). Как из-
вестно, равнодействующая 

равна сумме сил .
3

1
∑=
=i

iFR   

Построим сначала сумму 
первых двух сил  

                  y 
                                               R 
 
 
 
                                                        F3 
     R1       F2 
 
 
     F1 
        -2        0              2                 5        x 

 
Рис. 2. 27 

          B 
 
 
             ϕ 
 A                   C 

Рис. 2.26 
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,32211 jiFFR +−=+=  
а затем равнодействующую всех сил как диагональ параллело-
грамма  

,31
3

1
FRFR

i
i +=∑=

=
         .734532 jijijiR +=+++−=  

Величину равнодействующей вычисляем по формуле (2.7)  

.5873 22 =+=R  

Пример 13.  Даны точки А(3, 2, −1), В(1, 4, 5), С(0, −2, 2). 
Вычислить скалярное произведение векторов AB  и AC . Найти 
проекцию вектора AC  на вектор AB . Точки и векторы изобразить 
в системе координат.  

Решение. Составим векторы  
( ) ( ) ( ) ,622152431 kjikjiAB ++−=++−+−=  

( ) ( ) ( ) .343122230 kjikjiAC +−−=++−−+−=  
Векторы заданы декартовыми координатами (рис. 2.28). По-

этому можно воспользоваться формулой (2.18) и вычислить ска-
лярное произведение  

( ) .161886632423 =+−=⋅+⋅−−⋅−=⋅ ABAC  
Используя формулу (2.20), определяем проекцию 

.пр
AB

ABACACAB
⋅

=  

Числитель дроби уже найден, вы-
числяем длину вектора  

( ) .1129112622 222 =++=++−=AB  
Окончательно  

.
11

118
11
8

112
16пр ===ACAB  

 
Чтобы построить точки А, В в системе координат, строим 

сначала проекцию каждой точки  на плоскость ху , а именно: А1 – 
проекция точки А на плоскость ху , В1 – проекция точки В на 
плоскость ху . Затем из точки А1 опускаем перпендикуляр А1А 
длиной, равной аппликате точки А, параллельно оси z . Строим 
перпендикуляр В1В длиной 5 ед. параллельно и по направлению 
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оси z. Точка С  расположена в плоскости уz . Отрезок АK  – проек-
ция вектора AC  на вектор AB . 

 
2.10. Векторное произведение 

Определение 12. Векторным произведением вектора a  на 
вектор b  называется вектор c , который подчиняется следую-
щим условиям: 

•  вектор c  перпендикулярен плоско-
сти перемножаемых векторов  (рис.  2.29), 
т. е. ,ac ⊥  ;bc ⊥  

•  вектор c  направлен так, что если 
смотреть c его конца вдоль вектора, то 
поворот от a  к b  совершается против 
часовой стрелки (т. е. ориентирован так 
же, как вектор k относительно векторов 
i  и j );  

•  модуль вектора c  численно равен площади параллелограм-
ма, построенного на перемножаемых векторах a  и b  как на его 
сторонах:  

.,sinр.параллелог 











 ∧
⋅== babacS       (2.21)  

Обозначается векторное произведение символами  
a × b  или [ a , b ]. 

 
Основные свойства векторного произведения 

1. При перемене мест сомножителей векторное произведе-
ние меняет знак на противоположный: 

],[],[ abba −= . 
2. Константу можно выносить за знак векторного произве-

дения, т. е. векторное произведение подчиняется сочетательно-
му закону относительно числового множителя:  

],[],[],[ bababa λ=λ=λ . 
3. Векторное произведение подчиняется распределительно-

му закону:  
.)( cbcacba ×+×=×+  

     
              c  
 
 
        a                       b 
 
           
            -c  

Рис. 2.29 
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4. Если векторное произведение двух векторов равно нулю, 
то либо один из векторов равен 0 , либо 0sin =ϕ , т. е. векторы 
коллинеарны. В частности, 

.00sin =⋅⋅=× aaaa  
Таким образом, для того чтобы два ненулевых вектора 

a  и b  были коллинеарны, необходимо и достаточно, чтобы их 
векторное произведение равнялось нуль-вектору 0],[ =ba . 

Найдём выражение векторного произведения  через проек-
ции векторов сомножителей в декартовой системе  координат. 
Пусть даны два вектора  

kajaiaa zyx ++= ,  kbjbibb zyx ++= . 

Из определения 12 следует, что векторные произведения 
единичных векторов (рис.  2.30) будут соответственно  

[i  , i] = [j  , j] = [k  , k] = 0, 
но [i  , j] = k , т. к. этот вектор отвечает всем 
требованиям определения векторного произ-
ведения:  

ik ⊥  и jk ⊥  и .1
2

sin =π⋅⋅=×= jijik  

Аналогично ikj =],[ , ijk −=],[ , jik =],[ , 
jki −=],[ , kij −=],[ . 

Учитывая данные равенства и используя 
свойства векторного произведения, найдём  

ba × )( kajaia zyx ++= =++× )( kbjbib zyx ++ ],[],[ ijbaiiba xyxx  
+ ++++ ],[],[],[],[ jkbajjbajibaikba yzyyyxxz  

+++ ],[],[ kjbakiba zyzx =],[ kkba zz  
= =−+−−− kbabajbabaibaba xyyxxzzxyzzy )()()(  

kbb
aa

jbb
aaibb

aa
yx
yx

zx
zx

zy
zy +−=  

(данная запись представляет собой разложение определителя тре-
тьего порядка по элементам первой строки).   

Итак, 

[ a  ,  b ] 
zyx
zyx

bbb
aaa
kji

= .    (2.22)  

Используя формулу (2.22), легко доказать свойства вектор-
ного произведения, например, свойство 1:  

 
            k 
 
 
 
     i                               j 
 
                  

Рис. 2.30 
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],[],[ abba −= . 
Действительно, если в определителе поменять местами две 

строки, определитель изменит знак на противоположный.  
Далее проверим выполнение свойства 2:  

],[],[],[ bababa λ=λ=λ . 
На самом деле, если в определителе все элементы какой-

либо строки умножить на  число λ, то определитель так же умно-
жится на λ.  

С помощью определения векторного произведения можно 
решать задачу о вычислении площади треугольника , построен-
ного на векторах как на сторонах (рис 2.31).  

По определению модуль векторного произведения равен 
площади параллелограмма, построенного на этих векторах как 
на сторонах: 

Sпараллелогр. =  a  × b = a ⋅ b sinϕ , 

где 





=

∧
ba ,ϕ .  

Из школьной программы известна  
теорема синусов, по которой площадь 
треугольника АСВ вычисляется по фор-
муле ϕ⋅⋅=∆ sin2

1 baS , следовательно, 

∆=× Sba
2
1 .   (2.23)  

 
Площадь треугольника равна половине модуля векторного 

произведения. 
Пример 14.  Даны точки А(1, −1, 2);  В(2, 1, −3); С(1, 2, −1). 
Найти площадь и высоту треугольника АВС , опущенную на 

сторону АС .  
Решение. Для вычисления площади треугольника и его вы-

соты, используем формулы  

,
2
1

ABACS ×=
∆

  ,
2
1 AChS =

∆
 

где h  – высота, АС  – основание (рис. 2.32). 
Приравнивая правые части равенств, 

получим формулу для определения высо-
ты   

,
2
1

2
1

AChABAC =×     .
AC

ABAC
h

×
=  

                 B 
 
 
                   h 
 

  A                                C 
Рис. 2. 32 

             B 
 
      b 
                 ϕ 

  A            a               C  
Рис. 2.31 
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Сначала составим векторы  
kjikjiAB 52)23()11()12( −+=−−+++−= , 
kjikjiAC 330)21()12()11( −+=−−+++−= . 

Вычислим векторное произведение  

=+
−
−

−
−
−

=
−
−=× kji
kji

ACAB
30
21

30
51

33
52

330
521  

kjikji 339)03()03()156( ++=−+−−−+−= . 
Найдём величину векторного произведения и площадь тре-

угольника, построенного на векторах AB  и AC :  

1139981 =++=× ACAB ,           11
2
3=

∆
S . 

Вычисляем длину основания треугольника  

.23330 22 =++=AC  

Теперь находим высоту 

.
2
22

23
113

==h  

Пример 15.  Даны векторы ,32 pma +−=  ,47 pmb −=  где 

,2=m  ,3=p  .30, °=




 ∧

pm  Найти площадь параллелограмма, по-

строенного на векторах ., ba  
Решение. Констатируем: векторы ba , , на которых построен 

параллелограмм, заданы в аффинном базисе ., pm  По определе-
нию 12 площадь этого параллелограмма равна модулю векторного 
произведения векторов ba , :  

.baS ×=  

Мы не можем непосредственно воспользоваться формулой 
(2.21), т. к. не знаем угла между векторами ., ba  Для вычисления 
площади применим определение и свойства векторного произве-
дения, учитывая, что ,0=×mm  ,0=× pp  mppm ×−=× , 

( ) ( ) =−×+−=×= pmpmbaS 4732  

=×−×+×+×−= ppmppmmm 1221814  

=°⋅=×=×−×= 30sin1313218 pmpmpmpm  
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= .).кв.ед(39
2
1

3213 =⋅⋅⋅  

Ответ:  39кв. ед. 
 

2.11. Смешанное произведение трёх векторов 
Определение 13.  Смешанным произведением трёх векторов 
cba ,,  называется число , равное скалярному произведению век-

тора a на векторное произведение векторов [ ]cb , . 
Обозначается оно  так: [ ]=⋅ cba , ( )cba . 
З  а  м  е  ч  а  н  и  е. Смешанное произведение  (ещё называется 

векторно-скалярным) обозначается чаще cba , т. е. знаки умноже-
ния между векторами опускаются.  

Найдём выражение смешанного произведения  через проек-
ции векторов в прямоугольной системе координат . 

Пусть даны векторы  
kajaiaa zyx ++= ,    kbjbibb zyx ++= ,  kcjcicc zyx ++= . 

Найдём [ ] ., cba ⋅  
Вычислим предварительно векторное произведение  

=+−== kbb
aa

jbb
aaibb

aa

bbb
aaa
kji

ba
yx
yx

zx
zx

zy
zy

zyx
zyx],[ kdjdid zyx ++ , 

где ],[ bad = .  
Теперь вычислим скалярное произведение  

zzyyxx cdcdcdcd ++=),( . 

Окончательно смешанное произведение равно  

.),,( z
yx
yx

y
zx
zx

x
zy
zy cbb

aa
cbb

aacbb
aa

cba +−=  

Последнее равенство можно интерпретировать как разложе-
ние определителя третьего порядка по элементам третьей строки 

∑
=

=∆
3

1
333

j
jj Aa .  Тогда  

( ) .,,
zyx
zyx
zyx

ccc
bbb
aaa

cba =        2.24)  
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Выясним геометрический смысл смешанного произведе-
ния. Пусть векторы a , b  и c  не компланарны. Перенесём векторы 
так, чтобы начала их находились в одной точке О. 

 
Построим на этих векторах как на рёбрах параллелепипед 

(рис.  2.33). Найдём вектор 
bad ×= , модуль которого 

равен площади параллело-
грамма ОВЕА:  

d  = Sba =],[ . 

Далее, умножив скаляр-
но ,cd ⋅  вычислим смешанное 
произведение векторов  

 
,coscos ϕϕ cbacdcdcba ⋅×=⋅⋅=⋅=  

где ϕ  – угол  между  векторами d  и c , 
( ) hcc =−⋅=⋅ ϕϕ 90sincos , 

где – h  высота параллелепипеда.  
Итак, мы вычислили объём параллелепипеда, построенного 

на векторах cba ,, :  
.оснпар cbahSV ±=⋅=  

•  Если угол ,2
π<ϕ  то  ,0cos >ϕ⋅c  .Vcba =  

•  Если  угол ,2
π>ϕ  то  ,0cos <ϕ⋅c  .Vcba −=  

Итак, вывод: модуль смешанного произведения трёх векто-
ров равен объёму параллелепипеда, построенного на этих векто-
рах как на рёбрах.  

З  а  м  е  ч  а  н  и е. Объём пирамиды , построенной на векторах 
 a , b и c , равен шестой части объёма параллелепипеда, следова-
тельно,  cbaV

6
1

пир. = .  

Свойства смешанного произведения 

•  При перемене мест двух сомножителей смешанное произ-
ведение меняет знак на противоположный: 

.cabcba −=  
•  Циклическая перестановка векторов не меняет знака сме-

шанного произведения:  

 
 
  d        c 
        ϕ       
                   h 
                                   b 
    O                                          B 
          a 
                      A                                          E 

Рис 2.33 
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.bacacbcba ==  
• Операции векторного умножения и скалярного переставимы: 

=⋅× cba cba ×⋅ . 
 

Все свойства смешанного произведения доказываются с по-
мощью свойств определителя. 

Теорема 6.  Чтобы векторы cba ,,  были компланарны, необ-
ходимо и достаточно, чтобы их смешанное произведение равня-
лось нулю. 

Доказательство. Необходимость.  Пусть смешанное произ-
ведение 0=cba . Надо доказать, что векторы компланарны. Пред-
положим противное, но тогда на трёх векторах, не лежащих в од-
ной плоскости, можно построить параллелепипед и вычислить его 
объём  

,0пир. ≠= cbaV  

т.е. наше предположение неверно.  
Достаточность.  Пусть векторы cba  компланарны. Не нару-

шая общности, можно считать, что они лежат в одной плоскости. 
Тогда, перемножив два вектора, например ba , , векторно, получим 
третий вектор bad ×= , который перпендикулярен плоскости пе-
ремножаемых векторов, а следовательно и вектору :c  

,0=⋅⇒⊥ cdcd  т. к. скалярное произведение перпендикулярных 
векторов равно нулю. Но это и  обозначает, что выполняется ра-
венство .0=⋅× cba  Теорема доказана.  

Пример 16.  Вершины пирамиды находятся в точках 
А(2, 3, 1), В(4, 1,−2), С(6, 3, 7), D(−5, −4, 8). Найти длину h  − вы-
соты, опущенной из вершины D на грань АВС  (рис.  2.34). 

Решение. Воспользуемся формулой из 
элементарной геометрии  

S
VhhSV 3

3
1

.осн.пир =⇒= . 

С другой стороны,  
ACABADV ,,

6
1

.пир = , ACABS ABC ×=
2
1 . 

Найдём векторы ABAD,  и AC :  

kjiAD )18()34()25( −+−−+−−= kji 777 +−−= , 

kjiAB )12()31()24( −−+−+−= kji 322 −−= , 

kjiAC )17()33()26( −+−+−= ki 64 += . 
Вычислим смешанное произведение  

           D 
 
             h  
                   B 
           
 A                          C 

Рис. 2.34 
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( ) 3082214
302
322
111

27
604
322
777

,, =⋅=−−
−−

⋅=−−
−−

=ACABAD . 

Подсчитаем объём пирамиды  

3
154

6
308

.пир ==V . 

Далее, чтобы найти высоту, необходимо знать площадь ос-
нования, т. е. треугольника АВС . Найдём её с помощью векторно-
го произведения по формуле (2.22)          

kji
kji

ACAB 82412
604
322 +−−=−−=× , 

14784
2
18)24()12(

2
1 222 ==+−+−=ABCS ,        11

14
154 ==h . 

Пример 17.  Даны векторы { },1,3,2a  { },2,4,5b  { },2,7,3c  
{ }5,20,7d  в некотором базисе. Показать, что векторы cba ,,  обра-

зуют базис, найти координаты вектора d  в этом базисе. 
Решение. Базис в трёхмерном пространстве образуют любые 

три некомпланарных (линейно независимых) вектора. Смешанное 
произведение таких векторов отлично от нуля. Проверим это 
условие, составив определитель третьего порядка из координат  
векторов cba ,, , причём координаты можно записать либо в стро-
ки, либо в столбцы (см. свойство транспонирования):  

2

.0112
11

001
123
112

221
743
352 3

1
33

−

≠−=−
−==−

−
==∆ ∑

=j
jj Aa

 

Определитель отличен от нуля, значит, векторы cba ,,  не-
компланарны и их можно рассматривать в качестве базиса, тогда 
любой четвёртый вектор можно разложить по этому базису, иначе 
вектор d  можно представить как линейную комбинацию  

.cbad γ+β+α=  
Запишем это равенство через компоненты векторов  

( ) ( ) ( ).273245325207 kjikjikjikji ++γ+++β+++α=++  
Два вектора равны, когда равны их одноимённые проекции. 

Приравнивая коэффициенты при одинаковых ортах в правой и ле-
вой частях равенства, получаем систему уравнений, решая кото-
рую, найдём неизвестные  α , β, γ:  
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i  
j  
k  

,7352 =γ+β+α  
,20743 =γ+β+α  

.522 =γ+β+α  
Решим методом Гаусса, предварительно поменяв местами 

уравнения:  

3,2

20743
7352
5221

−−























∼ 2
5120
3110
5221

















−
−−







∼ .
1100
3110
5221

















−−
−−







 

Последняя матрица соответствует системе уравнений  









=α
−=β

=γ
⇒









=γ
−=γ−β

=γ+β+α

;7
,2

,1

1
,3

,522
 

cbad +−= 27  − разложение вектора d  в базисе cba ,, . 
Проверим ответ:  

2 ⋅  7 − 2 ⋅  5 + 3 ≡  7, 
3 ⋅  7 − 2 ⋅  4 + 7 ≡  20, 
7 − 2 ⋅  2 + 2 ≡  5. 

Решение верно. 
 

Задачи для самостоятельного решения  
 
1. Векторы ( )0,3,8 −АB  и ( )1,5,2−АC  совпадают со сторонами 

треугольника АВС . Найдите векторы, направленные по медианам 
АM, BN , CP.   

2. Определите, при каких значениях α  и β векторы 
kjia +α+= 2  и kjib β+−= 63  коллинеарны.  

3. Найдите проекцию вектора kjia 44 ++−=  на вектор 
.236 kjib ++=  

4. Модуль векторного произведения векторов a и b  равен  48. 
Найдите скалярное произведение этих векторов, если 

13,4 == ba ,  ( ) π<
∧

<π ba ,2 .  

5. Принадлежат ли точки A(2, −1, 1), B(5, 5, 4), C(3, 2, −1) и 
D(4, 1, 6) одной плоскости?  

6. CFBEАD ,, − медианы треугольника АВС . Докажите, что 
0=++ CFBEАD .  
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7. В параллелограмме ABCD aAB = , bAD = . Выразите через 
a  и b  векторы ,MA  ,MB  ,MC  ,MD  где М – точка пересечения диа-
гоналей параллелограмма.  

8. Векторы a  и b  взаимно перпендикулярны, вектор c  со-

ставляет с ними углы, равные 3
π . Зная, что ,2== ba  1=c , 

найдите:  

8.1.  ( )( )acba −−2 ;   8.2.  ( ) .2cba ++  
9. Вершины треугольника находятся в точках А(1, 2, 3), 

В(−2, 4, 1), С(7, 6, 3). Найдите длину высоты BD.  
10. Объём тетраэдра V = 5, три его вершины находятся в 

точках А(2, 1, −1), В(3, 0, 1), С(2, −1, 3). Найдите координаты 
четвёртой вершины D,  если известно, что она лежит на оси Оу . 

11. Найдите момент силы kjiF 765 −+=  относительно начала 
координат и направляющие косинусы момента, если точка при-
ложения силы А(1, 1, 1).  
 

Вопросы для самоконтроля 
 

1. Какие векторы называются равными, коллинеарными, 
компланарными?  

2. Как найти координаты вектора АB  и его длину, если из-
вестны координаты точек А и В?  

3. Сформулируйте признак коллинеарности двух векторов, 
используя: а) понятие линейной зависимости векторов, б) вектор-
ное произведение.  

4. Запишите формулы деления отрезка пополам. 
5. Дайте определение скалярного произведения двух векторов. 
6. Сформулируйте условие перпендикулярности двух векто-

ров. Как это условие запишется через координаты векторов?  
7. Дайте определение векторного произведения двух векторов.  
8. Каков геометрический смысл модуля векторного произве-

дения двух векторов?  
9. Сформулируйте определение смешанного произведения 

трёх векторов и правило его вычисления в декартовых координа-
тах. 

10. Запишите формулу для вычисления векторного произве-
дения ba ×  в декартовой системе координат. 
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11. Запишите формулу для вычисления объёма пирамиды, 
построенной на трёх векторах как на рёбрах, если известны де-
картовы координаты векторов. 
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ГЛАВА 3. АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ 

3.1. Прямая на плоскости и в пространстве 
Задача 1  (общее уравнение прямой на плоскости). Даны: 

точка ),( 000 yxM  и вектор },{ BAN . Требуется найти  уравнение 
прямой α , проходящей через точку M0  и перпендикулярной век-
тору N . 

Решение. Построим схематический чертёж (рис.  3.1), на ко-
тором α  − искомая прямая. Введём в рас-
смотрение любую (текущую) точку М(х, у) 
прямой α  и радиусы-векторы  

{ },, 0000 yxrOM ==  { }., yxrOM ==  
Составляем вектор  

{ },, 0000 yyxxrrMM −−=−=  
он коллинеарен прямой и, следовательно, 

перпендикулярен вектору N , который назовём нормальным  для 
прямой α . Кратко можно записать 

,0 α⊂MM  .0 NMM ⊥  

Скалярное произведение перпендикулярных векторов равно 
нулю:  

( ) 0,0 =NMM , или ( ) 0,0 =− Nrr . 

Последнее равенство представляет собой уравнение прямой в 
векторной форме. 

Вычисляя скалярное произведение, получаем  
0)()( 00 =−+− yyBxxA .       (3.1) 

Выражение (3.1) – уравнение прямой, содержащей точку 
),( 00 yx  и перпендикулярной вектору },{ BAN  (координатная фор-

ма). 
Воспользовавшись свойствами скалярного произведения, 

можно записать ещё один вид уравнения прямой  
( ) 0,0 =− Nrr ,  ( ) ( ) 0,, 0 =− NrNr , или ( ) .0, =+CNr  

Подставляя координаты векторов, получаем общее  уравне-
ние  прямой  

Ах  + Ву  + С  = 0,        (3.2) 

  y                          N 
            α          
                 M0 
                                      M  
                                      
       O                                  x 
                   Рис. 3.1            
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где ( ) .const,000 =−=−−= NrByAxC  

Преобразуя уравнение (3.2), можем получить ещё один вид 
уравнения прямой в Е2 .  Разделив на (−С  ), имеем  

1=
−

+
− B

C
A
C

yx , или 1=+
b
y

a
x .       (3.3) 

Выражение (3.3)  – уравнение прямой в отрезках,  
где A

Ca −=  – отрезок, отсекаемый прямой по оси Ох  (рис.  3.2), 

B
Cb −=  – отрезок, отсекаемый прямой по оси Оу. 

Легко строить прямую, приведённую к виду (3.3). 
Пример 1. Дано: точка K(−5, 4), вектор { }.5,2N  Записать 

уравнение прямой, проходящей через точку K  и перпендикуляр-
ной вектору N . Найти отрезки, отсекаемые прямой на осях коор-
динат. Сделать чертёж. 

Решение. Найдём сначала уравнение прямой в виде (3.1), 
подставляя начальные условия:  

2(х  + 5) + 5(у  − 4) = 0,  или   2х  + 5у  − 10 = 0. 
Теперь преобразуем найденное уравнение к виду (3.3). 
Перенесём свободный член вправо и разделим на него всё 

уравнение:  

2х  + 5у  = 10 ⇒ 1
25
=+

yx . 

Откладывая по Ох от-
резок а  = 5, по Оу − отрезок 
b = 2, проводим прямую че-
рез две точки М (5,0) и 
Т  (0,2) (рис.  3.2) . Очевидно, 
что точка K  принадлежит 
этой прямой:  

.1
2
4

5
5

≡+−  

Продолжая преобразование формулы (3.2), найдём следую-
щий вид уравнения прямой в двухмерном пространстве. Уединим  
у , оставив его в левой части и поделив всё уравнение на коэффи-
циент В:   

bkxy
B
Cx

B
Ay +=⇔−−= .        (3.4) 

                                       y 
            
                K 
                                      2       T 
                                            b   
                                                                         M 
           -5                        O                 a           5        x 

Рис. 3.2 
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Выражение (3.4)  – уравнение прямой с угловым коэффициен-
том, где ϕ=−= tgB

Ak  – угловой коэффициент, ϕ  – угол между Ох и 

прямой, B
Cb −=  – отрезок, отсекаемый прямой по оси Оу. 

Пример 2. Построить прямую 01=+− yx . Найти угол накло-
на этой прямой к оси х .   

Решение. Перепишем уравнение прямой в виде (3.4), выде-
лив угловой коэффициент  

1+= xy . 
Делаем вывод:  1,451tg =°=ϕ⇒==ϕ bk . 
Отложив на оси у  отрезок b , получаем точку 

(0, 1). Теперь строим прямую через эту точку под 
углом 45°  к оси х (рис.  3.3). 

 
Пример 3. Найти уравнение прямой, прохо-

дящей через начало координат под углом 60°  к оси Ох . 
Решение. Воспользуемся уравнением (3.4), в котором пара-

метр b = 0, т.к. прямая содержит точку О(0, 0), и значит, искомая 
прямая будет иметь вид у = kx . Остаётся вычислить угловой ко-
эффициент k = tgϕ  = tg60°  = .3  Итак, уравнение прямой .3xy =  

Задача 2. Дано:  точка ( )0000 ,, zyxM  и вектор l {m, n, p}. 
Найти  уравнение прямой α  ∋ M0 и α  | | l . 

Решение. Делаем схематический чер-
тёж (рис. 3.4).  Пусть α  – искомая прямая 
и  М(х ,  у, z) – её любая (текущая) точка; 

rr ,0 – радиусы-векторы соответствующих 
точек. По условию  MM 0 | | l  (вектор l  назо-
вём направляющим). По теореме 4 гл.  2 
коллинеарные векторы линейно зависимы, 

т.е. MM 0 = lt ,  где t  = const (параметр); ltrr =− 0 – уравнение ис-
комой прямой. Найдём его координатную запись в Е3  

⇒+= 0rltr








+=
+=
+=

.
,
,

0

0

0

ztpz
ytny
xtmx

        (3.5) 

Равенства (3.5) – параметрические уравнения прямой в 
трёхмерном пространстве, 

                                   
                                l 
                  M0 
                                M  
     r0                                 
                   r                       α  
    O                                             
                   Рис. 3.4  

       y 
 
         1 
               ϕ          

O                  x 

 Рис. 3.3 
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Исключив параметр  t  из уравнений (3.5), получим канониче-
ские  уравнения  прямой  

p
zz

n
yy

m
xx

t 000 −
=

−
=

−
= .        (3.6)  

Здесь m, n, p – координаты направляющего вектора прямой, 
x0, y0, z0 – координаты фиксированной точки М0 , принадлежащей 
прямой α .  

 Если одна из координат вектора равна нулю, то прямая (как 
и вектор) перпендикулярна соответствующей оси. 

З  а  м  е  ч  а  н  и  е . В двухмерном пространстве Е2 задача 2 
имеет решением прямую 





+=
+=

.0

0 ,
ytny
xtmx

        (3.7) 

Выражение (3.7)  – параметрическое уравнение прямой в 
двухмерном пространстве  (т.е. на плоскости);  

n
yy

m
xx

t 00 −
=

−
= .        (3.8) 

Выражение (3.8) – каноническое уравнение прямой в двух-
мерном пространстве. 

В формулах (3.7) и (3.8) { } lnm =,  – направляющий вектор 
прямой, ( )00 , yx  – координаты фиксированной точки, принадле-
жащей прямой, (х ,  у) – координаты любой точки прямой. 

Пример 4. Найти канонические уравнения прямой α1 , про-
ходящей через точку Т(7, 8, 9), 

а)  параллельно прямой 
4

3
3
2

2
1: −

=
−
−

=
−

α
zyx , 

б)  параллельно вектору 21MM , M1(3, −1, −2), M2(−3, 2, −2). 

Решение. а)  Из уравнения  α находим  направляющий  вектор  
l {2,−3,4}, этот вектор по условию коллинеарен искомой прямой. 

Используя формулу (3.6), запишем ответ: 
4

9
3
8

2
7 −

=
−
−

=
− zyx . 

б)  Составим вектор 21MM  = {−6, 3, 0}, он является  направляю-
щим  для искомой прямой; подставляя  координаты  этого  вектора и 

точки Т  в формулу (3.6), записываем  ответ: 
0

9
3

8
6
7 −

=
−

=
−
− zyx . Эта 

прямая перпендикулярна оси Oz. 

Задача 3.  Найти уравнение прямой α , проходящей через две 
точки ),,( 1111 zyxM ,  ),,( 2222 zyxM . 
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Решение. Делаем схематический чертёж (см. рис.  3.5): точка 
О – начало координат, α  – искомая прямая, М – её текущая точка. 
Тогда векторы  21MM  и MM1  коллинеарны, значит, линейно за-
висимы.  

Обозначив 21MMl = 12 rr −= , сводим 
нашу задачу к предыдущей. Согласно по-
строению (рис.  3.5)  

1rr − MM1= | | ⇒21MM ltrr =− 1 .  
Исключая параметр t  и подставляя 

координаты точек, получаем искомое 
уравнение прямой 1rr − ( )12 rrt −= . Координаты  коллинеарных век-
торов пропорциональны:  

12

1

12

1

12

1
zz

zz
yy

yy
xx

xx
−
−

=
−
−

=
−
− ,      (3.9) 

12

1

12

1
yy

yy
xx

xx
−
−

=
−
− .      (3.10) 

Выражение (3.9)  – уравнение прямой, проходящей через две  
фиксированные  точки М1(х1, у1, z1), М2(х2, у2, z2), в трёхмерном 
пространстве .   

Выражение (3.10)  – уравнение прямой, проходящей через две 
фиксированные точки М1(х1, у1), М2(х2, у2), в двухмерном про-
странстве .   

Из формулы (3.10) можно получить ещё один вид уравнения 
прямой на плоскости  –  уравнение пучка   

( )11 xxkyy −=− ,      (3.11) 

где 
12

12
xx
yy

k
−
−

= – угловой коэффициент прямой. 

Меняя угловой коэффициент k в уравнении (3.11), получаем 
множество прямых, проходящих через точку М1(х1, у1), т.е. пучок 
прямых. С другой стороны, меняя координаты точки M1 , а коэф-
фициент k оставляя неизменным, получаем множество параллель-
ных прямых с одинаковым углом наклона к оси Ох . 

Нормальное уравнение прямой 

Вернёмся к выводу уравнений прямой (3.1) и (3.2), а именно 
к их векторной записи  

( ) 0,0 =− Nrr , или ( ) ( ) .0,, 0 =− NrNr  

             M1                                   
                       M2 
                                     M  
     r1         r2                           α   
                        r                 
  O                                             
                   Рис. 3.5                         
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Разделим последнее равенство на длину вектора N  (говорят, 
нормируем):  

( ) ( )
0

,, 0 =−
N

Nr
N
Nr ,    или  ,0

2222
=

+
+

+

+

BA

C

BA

ByAx    (3.12) 

где ,cos
22

α=
+ BA

A  β=
+

cos
22 BA

B  − направляющие косинусы 

вектора { },, BAN  ( ).,0 NrC −=  

Выражение (3.12) и есть нормальное уравнение прямой .  

Обозначив последнее слагаемое уравнения (3.12)  

,
22

000 p
BA

ByAx
N

Nr
=

+

+
=

⋅
   (3.13) 

получаем ещё одну запись нормального уравнения прямой  
хcosα  + ycosβ − p = 0.      (3.14) 

Выясним смысл слагаемого р  в уравнении (3.14). По свой-
ству скалярного произведения (см. формулу 2.20)  

,пр
b

baab
⋅

=  т. е. ,пр 0
0 p

N
Nr

rN =
⋅

=  

где 0r  – радиус-вектор точки М0 , принадлежащей прямой α , N  – 
нормальный вектор прямой (см. рис. 3.1).  

Значит, по формуле (3.13),  prN =0пр  или ( )αρ= ,0p  есть рас-
стояние прямой α  до начала координат. Далее уравнение (3.14) 
можно использовать при решении задачи о вычислении расстоя-
ния какой-либо точки K(x1 , y1) до прямой α . 

Теорема 1. Расстояние от точки K(x1 , y1)  до прямой α  с 
уравнением  Ах + Ву + С= 0 равно  

( ) .
22

11,
BA

CByAx
dK

+

++
==αρ      (3.15) 

Доказательство. Пусть точка K(x1, y1) не принадлежит пря-
мой α  и точка М0 – проекция K  на прямую α  (рис.  3.6), 

,00 rOM =  1rOK =  – радиус-векторы точек М0  и K . По правилу сло-
жения векторов  

,прпрпр 001 rKMr NNN +=  
         y                 N 
 
                           Q       
                                     r1        K     
                  p                         d     
                                 
                            r0    M0        
         O                               α        x 
              Рис.3.6     
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где dKMN =0пр  – расстояние точки K  до прямой α , 

N
Nr

N pr ⋅== 0
0пр  – расстояние точки O до прямой α , 

.пр
22
111

1
BA

ByAx
N

Nr
rN

+

+
=

⋅
=  

Выражая явно искомую величину d  и учитывая обозначения, 
введённые в (3.2) и (3.13), ( )NrC ,0−= , имеем  

,прпрпр 010 rrdKM NNN −==  

N
CNr

d
+⋅

= 1 ,    или   .
22

11

BA

CByAx
d

+

++
=  

Теорема доказана.  
Заметим, что расстояние (или отклонение) точки от прямой 

α  получаем со знаком плюс, если точка и начало координат лежат 
по разные стороны от прямой, и со знаком минус, если они рас-
положены по одну сторону от прямой. Поэтому, если знак откло-
нения нас не интересует, берём результат вычисления по модулю  

22
11

BA

CByAx
d

+

++
= ,  или .coscos 11 pyxd −β+α=  

Сформулируем правило:  чтобы найти расстояние точки 
K(x1, y1) до прямой Ах + Ву + С= 0, надо нормировать уравнение, 

разделив его на 22 BA + , и подставить в полученное уравнение 
координаты х1, у1. 

Пример 5. Найти расстояние точки K(−7, 3) до прямой 
4x + 3y − 11 =0. 

Решение. Нормируем уравнение прямой  

.0
34

1134
22

=
+

−+ yx  

Подставляем координаты точки K  в нормальное уравнение 
прямой  

.6
5

30
5

113374
−=−=

−⋅+⋅−
=d  

Отрицательный знак для d  указывает на то, что точка K  и 
начало координат расположены по одну сторону от прямой. Ис-
комое расстояние .6=d  
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Все выведенные уравнения прямой внесены в табл. 1, кото-
рая находится в конце главы (стр.  122−123). В ней вы можете 
быстро найти уравнения, необходимые для решения задач. 

3.2. Уравнение плоскости 
Задача 4. Дано: точка ( )0000 ,, zyxM  и вектор N {A, B, C}. 

Найти уравнение плоскости, содержащей точку M0 и перпендику-
лярной N .  

Решение. Сделаем  схематический  чертёж  (рис . 3.7). Пусть р  –
 искомая плоскость. Возьмём любую её точку M(x , y , z), тогда 
векторы MM 0  и N  перпендикулярны по теореме геометрии: если 
прямая перпендикулярна плоскости, то она перпендикулярна лю-

бой прямой, лежащей в этой плоско-
сти . Скалярное произведение перпен-
дикулярных векторов равно нулю, т. 
е.  

 
MM 0 ⊥ N ⇒ ( MM0 , N ) = 0, 

MM 0 0rr −=  ⇒ ( 0rr − , N ) = 0. 
Последнее равенство представля-

ет собой  векторное уравнение плоско-
сти (сравните с задачей 1). Зная координаты векторов N {A, B,  C} 
и 0rr − kzzjyyixx )()()( 000 −+−+−= , можно вычислить их скаляр-
ное произведение  

0)()()( 000 =−+−+− zzCyyBxxA .      (3.16)  
Выражение (3.16)  – уравнение плоскости, содержащей точ-

ку 0M  и перпендикулярной вектору N . 
Отделим переменную часть уравнения и сгруппируем все 

константы, тогда  
Ах  +  By  +  Cz +D  = 0.     (3.17) 

Выражение (3.17)  – общее уравнение плоскости, где 
А, В, С  – координаты вектора нормали N , 000 CzByAxD −−−= . 

Исследуем , как влияют коэффициенты уравнения (3.17) на 
расположение плоскости в  системе координат:  

1) пусть в уравнении плоскости Ах  +  By  +  Cz + D  = 0 все ко-
эффициенты отличны от нуля:  А ≠  0, В ≠  0, С  ≠  0, D ≠  0. Разделим 
всё уравнение на (−D) и  обозначим  

A
Da −= , 

B
Db −= , 

C
Dc −= . 

         z                           N 
 
                            M0         p 
                                   
               r0                              M 
                                       r           
                               
                                                     y 
 x                   Рис.3.7    
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Тогда                           1=++
c
z

b
y

a
x                               (3.18) 

Выражение (3.18)  – уравнение плоскости в отрезках  (срав-
ните с задачей 1, уравнение (3.3)) (см. рис. 3.8);   

2) А ≠  0, В ≠  0, С  ≠  0, D = 0 ⇒ Ах  +  By  +  Cz = 0 . Точка 
О(0, 0, 0) удовлетворяет уравнению, т.е. плоскость содержит 
начало координат (рис.  3.9);   

3) А ≠  0, В ≠  0, С  = 0, D ≠  0 ⇒  Ах  +  By  +D = 0 – плоскость 
параллельна оси Oz (р  | |  Oz) и уравнение принимает вид (сравните 

с формулой (3.18)):  1=+
b
y

a
x , (рис. 3.10);   

 4) А ≠  0, В = 0, С  ≠  0, D ≠  0 ⇒  Ах  +  Cz + D = 0, 
р  | |  Oу  ⇒ 1=+

c
z

a
x  (рис.  3.11);  

 
         z 
               M(0,0,c)  
 
 
                   T(0,b,0) 
            O                  y 
         K(a,0,0) 
    x 

Рис.3.8 

         z 
 
 
 
 
            O                 y 
 
    x 

Рис.3.9 

          z 
 
 
 
 
            О           b    y 
 
x     a 
         Рис.3.10 

         z 
 
         c 
 
 
             O                y 
 a 
    x 

Рис.3.11 
 

5) А = 0, В ≠ 0, С ≠ 0, D ≠ 0 ⇒  By + Cz + D = 0,  р | | Oх, 

1=+
c
z

b
y (рис. 3.12); 

6) А ≠ 0, В ≠ 0, С = 0 = D ⇒ Ах + By = 0 ⇒ p ⊃ Oz (рис. 3.13); 
7) А ≠  0, В = 0, С ≠ 0, D = 0 ⇒ Ах + Cz = 0 ⇒ p ⊃ Oy 

(рис. 3.14); 
8) А = 0, В ≠ 0, С ≠ 0, D = 0 ⇒  By + Cz = 0 ⇒ p ⊃ Ox 

(рис. 3.15); 
         z 
                c 
 
 
 
             O             b    y 
 
   x 

Рис.3.12 

          z 
 
 
 
 
            O                 y 
 
    x 

Рис. 3.13 
 

          z 
 
 
 
 
            O                 y 
 
    x 

Рис. 3.14 
 

          z 
 
 
 
 
             O                y 
 
    x 

Рис. 3.15 
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9) А = B = 0, С ≠ 0, D ≠ 0 ⇒  z = const = c ⇒ p | | xOy 
(см. рис. 3.16); 

10) А = C = 0, В ≠ 0, D ≠ 0 ⇒ y = const = b ⇒ p | | xOz 
(см. рис. 3.17); 

11) А ≠ 0, В = C = 0, D ≠ 0 ⇒ x = const = a ⇒ p | | yOz 
(рис. 3.18); 

12) А ≠ 0, В = C = D = 0 ⇒ x = 0, координатная плоскость yOz 
(рис. 3.19); 

13) В ≠ 0, A = С = D = 0 ⇒ y = 0, координатная плоскость xOz 
(рис. 3.19); 

14) С ≠ 0, A = B = D = 0 ⇒ z = 0, координатная плоскость xOy 
(рис. 3.19). 

          z 
          c 
 
                  
                                             
                                   y                     
      
   x                                    

Рис. 3.16 

          z 
 
 
 
 
             O        b         y 
                      
    x 

Рис. 3.17 

          z 
 
 
 
 
              O                  y 
 a                  
     x      

Рис. 3.18 

          z 
 
                      12 
     13 
                     x = 0    
    y=0  O                   y 
            z = 0 14 
   x 

Рис. 3.19  
Пример 6. Найдите уравнение плоскости, параллельной оси 

Оу  и содержащей точки Т(1; −8, 4), K(−2; 0,3).  
Решение. Плоскость параллельна оси Оу , значит, в общем 

уравнении Ах + Ву + Cz + D = 0 коэффициент В = 0. Запишем 
оставшееся уравнение, разделив его на свободный член D:  

Ах + Cz + D = 0,    .01=++ z
D
C

x
D
A  

Обозначив ,q
D
A
=  ,pD

C =  получим уравнение, в котором не-

известны два коэффициента  
qx + pz  + 1 = 0. 

Из условия известны две точки, принадлежащие плоскости. 
Подставив их координаты в уравнение, получим систему уравне-
ний, решив которую, найдём коэффициенты q , p:  





=++−
=++

.0132
,014

pq
pq

 

Решим, например, методом Гаусса  
2

132
141~







−−
−=



A ∼ ,
3110
141








−
−




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11р = −3, ,
11
3

−=p  .
11
1

=q  

Записываем уравнение плоскости  

01
11
3

11
1

=+− zx ,   или    х − 3z  + 11 = 0. 

Нормальное уравнение плоскости 
Для получения уравнения используем алгоритм, применён-

ный для вывода нормального уравнения прямой в двухмерном 
пространстве. Распространим этот алгоритм на трёхмерное про-
странство. Не делая подробных выкладок, по аналогии с уравне-
ниями (3.12) и (3.14), запишем нормальное уравнение плоскости  

,0
222

=
++

+++

CBA

DCzByAx       (3.19) 

или  
хcosα  + ycosβ + zcosγ  − q = 0,     (3.20) 

где А, В, С – координаты нормального вектора ,N  

222
1

CBA ++
– нормирующий множитель,  

,cos
N
A

=α  ,cos
N
B

=β  ,cos
N
C

=γ  ,222 CBAN ++=  

( )pq ,0ρ=  – расстояние начала координат до плоскости р . 
Чтобы найти расстояние точки  М1(х1, у1, z1) до плоскости  

Ах + Ву + Cz + D = 0, надо подставить координаты х1, у1, z1 в нор-
мальное уравнение плоскости. Результат взять по абсолютной ве-
личине  

222
111

CBA

DCzByAx
d

++

+++
= , 

или  
d = х1cosα  + y1cosβ + z1cosγ  − q . 

Если величина d = х1cosα  + y1cosβ + z1cosγ  − q  окажется от-
рицательной, то начало координат и точка М1 находятся по одну 
сторону от плоскости; если d  > 0, то начало координат и точка М1 
находятся по разные стороны от плоскости.  

Пример 7. Найти расстояние точки K(3, 1, 1) до плоскости 
5x − 6y + 8z  = 2. 

Решение. Из уравнения плоскости выписываем координаты 
нормального вектора { }8,6,5 −N  и находим его длину 
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( ) .125865 222 =+−+=N  

Нормируем  уравнение  

.0
55

2865
=

−+− zyx  

Подставляя в нормальное уравнение плоскости координаты 
точки K , вычисляем расстояние точки до плоскости  

.
5

53
55

15
55

2181635
==

−⋅+⋅−⋅
=d  

Задача 5. Даны точки ),,( iiii zyxM , i  = 1, 2, 3, не лежащие на 
одной прямой.  Найти уравнение плоскости р , содержащей эти 
точки.  

Решение. Сделаем схематический чертёж (рис. 3.20). Пусть 
р  – искомая плоскость, содержащая точки M1, M2, M3 . Введём в 
рассмотрение произвольную точку M(x , y , z) этой плоскости, по-

строим радиусы-векторы точек. Найдём коор-
динаты векторов, лежащих в плоскости р:  

},,,{ 1212121221 zzyyxxrrMM −−−=−=  

},,,{ 1313131331 zzyyxxrrMM −−−=−=  

}.,,{ 11111 zzyyxxrrMM −−−=−=  

Три вектора  компланарны, а значит, их 
смешанное произведение  обращается в ноль (см.  п. 2.11, теоре-
ма  6). Запишем векторную и координатную формы уравнения 
плоскости р:  

( ) ,0,, 13121 =−−− rrrrrr  

0
131313
121212

111
=

−−−
−−−
−−−

zzyyxx
zzyyxx
zzyyxx

.            (3.21) 

Выражение (3.21)  – уравнение плоскости, содержащей три 
фиксированные точки.  

Пример 8. Даны точки А1(2, 1, −1), А2(4, 2, −3), А3(−1, 4, 3). 
Составьте уравнение плоскости р , содержащей точки А i  , i  =  1, 2, 
3, и уравнение прямой, перпендикулярной плоскости р  и прохо-
дящей через точку А3. 

Решение. Введя в рассмотрение произвольную точку плос-
кости М(х ,  у ,  z), сделаем схематический чертёж (см. рис.  3.21) и, 
повторяя рассуждения, приведённые в задаче 5, запишем условие 

     p 
      M1                  M2 
               
    r1    r2  r3            M3 
                                         M  
   O            r    

Рис. 3.20  
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компланарности трёх векторов, которое равносильно равенству 
нулю смешанного произведения этих векторов. Найдём координа-
ты этих векторов, взяв за их начало точку 1A :  

{ },1,1,21 +−−= zyxMA  

{ },2,1,221 −=AA  { }.4,3,331 −=AA  
Записываем уравнение плоскости по формуле (3.21)  

.0
433
212
112
=

−
−
+−− zyx

 

Вычисляя определитель, получаем  
10х − 2у + 9z − 9 = 0. 

Это и есть уравнение плоскости р . 
Её вектор нормали { }9,2,10 −=N  параллелен прямой α , кото-

рая по условию перпендикулярна плоскости р. Записываем кано-
нические уравнения прямой, содержащей точку А3 и параллельной 
вектору N :  

.
9

3
2
4

10
1 −

=
−
−

=
+ zyx  

 
3.3. Взаимное расположение прямых и плоскостей 

Задача 6. На плоскости заданы всевозможными способами 
две прямые α1 и α2:  

00),(: 111111 =++⇔=+α CyBxACNr , 

11 ltrr += ⇒




+=
+=

⇒
11

11 ,
ntyy
mtxx

1

1

1

1
n

yy
m

xx −
=

− , 11 bxky += ;  

00),(: 222222 =++⇔=+α CyBxACNr , 

22 ltrr += ⇒




+=
+=

⇒
22

22
ntyy
mtxx

2

2

2

2
n

yy
m

xx −
=

− ,  22 bxky += , 

где },{ iii nml  – направляющий вектор прямой α i  при i  = 1, 2; 
{ }iii BAN ,  – нормальный вектор прямой α i  при i  = 1, 2. 

Найти:  1) угол ϕ  между α1, α2;  
2) условие α1  | | α2;  
3) условие  α1  ⊥  α2;  

            N                                  α 
                             A2 
 
           A1                 M(x,y,z) 
 
                      p               A3 
 
 

Рис. 3.21 
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4) точку пересечения прямых α1, α2 , если они не па-
раллельны.  

Решение. Векторы  1l  и  2l  расположим соответственно на 
прямых α1, α2  для компактности чертежа (см. рис.  3.22).  

1. Рассмотрим угол между прямыми как угол между векто-
рами, а именно:   

∧∧∧
==αα=ϕ )(),(, 212121 NNll . 

Используем определение и свойства 
скалярного произведения (см. формулу 
(2.19)):  

21

21

21

21cos
NN
NN

ll
ll ⋅

=
⋅

=ϕ , 

=
++

+
=ϕ

2
2

2
2

2
1

2
1

2121cos
nmnm

nnmm
2

2
2

2
2

1
2

1

2121

BABA

BBAA

++

+ .         (3.22) 

Если же прямые заданы через угловой коэффициент, исполь-
зуем известную тригонометрическую формулу 

=ϕ−ϕ=ϕ )(tgtg 12
21

12

21

12
1tgtg1

tgtg
kk
kk

+
−

=
ϕϕ+
ϕ−ϕ ,    (3.23) 

где 11tg k=ϕ ,  22tg k=ϕ – угловые коэффициенты прямых α1 и α2. 
Формулы (3.22), (3.23) позволяют найти угол между прямы-

ми при любом известном способе их записи. 
2. Далее из выражений (3.22) и  (3.23) находим ответ на во-

прос об условии параллельности прямых α1 и α2:  
α1 | | α2 1l⇔ | | 12 Nl ⇔ | | 2N , 

коллинеарные векторы линейно зависимы:  

tll 12 =  и 12 NN λ= , 

а значит, их координаты пропорциональны:  

1

2

1

2

12

12 ,
n
n

m
m

tnn
tmm

=⇒




=
=

  и  
1

2

1

2

12

12
B
B

A
A

BB
AA

=⇒




λ=
λ=

. 

При  этом угловые коэффициенты параллельных   прямых 
равны:  k1 = k2. 

Докажите t  = λ.  
3. Из выражения (3.22) следует ответ на вопрос об условии 

перпендикулярности прямых α1 и α2:  
α1⊥  α2 1l⇔ ⊥ 12 Nl ⇔ ⊥ 2N . 

    y                  
              N2              l1 
 l2                       ϕ 
              M0                   N1 
                     ϕ1      ϕ2 
   O                                   x 

Рис. 3.22 
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Векторы перпендикулярны, следовательно, их скалярное 
произведение равно нулю:  

,00),( 212112 =+⇔= nnmmll  

00),( 212121 =+⇔= BBAANN . 
Из выражения (3.23) находим зависимость между угловыми 

коэффициентами перпендикулярных прямых (знаменатель дроби 
при этом условии обращается в ноль):  

1
2

1
k

k −= , 

что читается:   угловые коэффициенты перпендикулярных прямых 
обратно пропорциональны и противоположны по знаку. 

4. Так как  прямые  α1 и α2 не  параллельны, то 1l   2l  и 1N  2N  
и система  





=++
=++

0
,0

222

111
CyBxA

CyBxA
 

имеет единственное решение, его можно найти, например, мето-
дом Крамера, т. к.  









−
−

=
222

111~
CBA
CBA

A ,  2~ rangrang == AA  или 0det
22

11 ≠=
BA
BA

;  

найденные х, у  и есть координаты точки пересечения (см. п. 1.4, 
формулы 1.2)  

Задача 7 (о взаимном расположении  прямых  в трёхмер-
ном пространстве) .  Дано:  уравнения двух прямых  

tlrr 111 : +=α ,  },,{ 1111 pnml = , 

tlrr 222 : +=α ,  },,{ 2222 pnml = . 

Найти:  1)  угол ϕ  между α1, α2;   
2) расстояние между прямыми ),( 21 ααρ ;  
3) условие пересечения;  
4) условие перпендикулярности (α1⊥α2);  
5) условие параллельности  (α1 || α2).  

Решение. 1. Нахождение угла между двумя прямыми сводит-
ся к вычислению угла между их направляющими векторами  

),(, 2121
∧∧

=αα=ϕ ll . 
Используем определение и свойства скалярного произведения 
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=
⋅

=ϕ
21

21cos
ll
ll

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121

pnmpnm

ppnnmm

++++

++ . 

2. Пусть вектор 1l  направлен по прямой α1 и вектор 2l  – по 
прямой α2 . На каждой из прямых произвольно выберем точки 

( ) 11111 ,, α∈zyxM ,  ( ) 22222 ,, α∈zyxM .  
Построим параллелепипед на векторах 
21MM , 1l , 2l  (рис.  3.23). Пусть точка О –

 начало координат, обозначим радиусы-
векторы точек  

11 rOM = , ,22 rOM =  

тогда 21MM  = =− 12 rr },,{ 121212 zzyyxx −−− . 

Пусть 1l | | 2l  (прямые не параллельны), тогда их векторное 
произведение 021 ≠× ll . Ищем расстояние ),( 21 ααρ , равное высоте 
построенного параллелепипеда. 

Используем определения смешанного произведения трёх 
векторов и векторного произведения двух векторов:  

),( 21 ααρ ===
основания

ипедапараллелеп
S

V
h

21

2112 ,,

ll

llrr

×

−
.             (3.24) 

3. Чтобы две прямые пересеклись, необходимо и достаточно, 
чтобы расстояние между ними равнялось нулю, т. е. ρ(α1, α2) = 0, 
а значит, числитель дроби формулы (3.24) равен нулю:  

0),,( 2112 =− llrr .              (3.25) 

Таким образом, найдено  условие пересечения двух прямых в  
трёхмерном пространстве . 

Подставив координаты векторов в выражение (3.25), вычис-
лим это смешанное произведение:  

0

222

111

121212
=

−−−

pnm
pnm

zzyyxx
.     (3.26)  

Выражение (3.26)  – условие пересечения прямых  (в коорди-
натной форме), или уравнение плоскости, содержащей эти две 
прямые . 

Поясним последнее утверждение.  Пусть прямые  α1 и α2 располо-
жены в плоскости р, 1l  и 2l  – их направляющие векторы 

 
        l1  
              α1 
   M1                          
     r1                             α2   l2 
                         M2 
        O      r2      

Рис. 3.23 
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(см.  рис.  3.24). Составим ещё один вектор MM1 , где M1(x1, y1, z1) – какая-то 
точка прямой α1, M(x, y ,z) – произвольная точка плоскости р , век-
торы 1l , 2l ,  MM1  – компланарны, следовательно, их смешанное 
произведение равно нулю:  

0),,( 211 =− llrr . 
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Задача  8 (о взаимном расположении плоскостей) . Даны 
уравнения двух плоскостей  

00),(: 1111111 =+++⇒=+ DzCyBxADNrp , 
00),(: 2222222 =+++⇒=+ DzCyBxADNrp , 

где },,{ 1111 CBAN ,  },,{ 2222 CBAN  – векторы нормалей к плоскостям 
p1 и p2. 

Найти: 1)  угол ϕ=
∧

),( 21 pp  между p1 и p2 ;  
2) условие p1 | |  p2;  
3) условие p1 ⊥  p2; 
4) условие пересечения двух плоскостей  p1 p2. 

Решение. 1.  Угол между плоскостями (см.  рис.  3.25) найдём 
как угол между их нормальными векторами, для чего используем 
скалярное произведение (см. формулу (2.19))  

⇒==ϕ
∧∧

),(),( 2121 NNpp  

21

21cos
NN
NN ⋅

=ϕ⇒
2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121

CBACBA

CCBBAA

++++

++
= . 

2. Если плоскости  параллельны, их нор-
мальные векторы также параллельны, а значит их 
векторное произведение равно нулю, координаты 
нормальных векторов пропорциональны:  

p1 | |  p2 ⇒ 1N | | 2N ⇒ 021 =× NN ⇒
2

1

2

1

2

1
C
C

B
B

A
A

== ;  

3. Если плоскости перпендикулярны, их нормальные векторы 
также перпендикулярны, скалярное произведение таких векторов 
равно нулю:  

21 pp ⊥  ⇒ ⇒=⇒⊥ 0),( 2121 NNNN  
0212121 =++ CCBBAA . 

4. Чтобы выяснить условия пересечения двух плоскостей, 
исследуем систему уравнений  





=+++
=+++

.0
,0

2222

1111
DzCyBxA

DzCyBxA
       (3.28) 

Составим матрицу из коэффициентов при неизвестных  









=

222

111
CBA
CBA

A . 

Если плоскости параллельны, их нормальные векторы также 
параллельны и строчки матрицы пропорциональны или равны.  

 
    l                p1 
 

 
  M0 
                 p2 

      α 

Рис. 3.25  
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Если плоскости не параллельны (p1 p2), то 1N 2N  и матри-
ца А системы имеет ранг 2=Ar , т. е. какой-то минор второго по-
рядка отличен от нуля.  

Пусть 0
22

11
2 ≠=

BA
BA

M . Перепишем систему в виде  





−=+
−=+

zCDyBxA
zCDyBxA

2222

1111 ,
 

и найдём решение по формулам Крамера или методом Гаусса, вы-
разив базисные неизвестные х , у  через свободное неизвестное z . В 
этом случае система (3.28) геометрически представляет прямую с 
направляющим вектором (рис.  3.25) 

[ ]21, NNtl = , 
где t  – любая константа, т. е. l  коллинеарен вектору [ ],, 21 NN   
и  уравнение прямой можно записать в параметрическом виде 
(см.  задачу 2)   

],[ 210 NNtrr += ,       (3.29)  
где 00 OMr = ,  ),,( 0000 zyxM –  фиксированная точка прямой.  

Чтобы найти какую-либо точку прямой, задаём произвольно 
z0 , а x0, y0 найдём из системы.  

Здесь выражение (3.28)  – уравнение прямой в общем виде 
(как пересечение двух плоскостей).  

Выражение (3.29)  – уравнение прямой в параметрической 
форме (см. задачу 2), направляющий вектор которой равен  

[ ]21, NNtl = ,  

222

11121
CBA
CBA
kji

NN =× . 

Пример  9.  Представить в каноническом виде уравнение 
прямой  





=−+−
=+−+

α
.032
,013

:
zyx
zyx

 

Решение. Из уравнения каждой плоскости найдём векторы 
нормалей  }1,3,1{1 −N ,  }1,1,2{2 −N  и подсчитаем координаты 
направляющего вектора прямой α  

[ ],, 21 NNl λ=  где kji
kji

NN 732
112
13121 −−=

−
−=× , 0const ≠=λ . 
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Теперь найдём какую-либо точку на данной прямой, зафик-
сировав любую из координат. Положив х  = 0, получаем систему 





=−+−
=+−

.03
,013

zy
zy

 

Решая эту систему, вычисляем координаты у  = 1, z  = 4, в ре-
зультате получаем точку М0(0, 1, 4). Зная фиксированную точку и 
направляющий вектор, записываем канонические уравнения дан-
ной прямой α ,  выбрав λ = 1: 

.
7
4

3
1

2 −
−

=
−
−

=
zyx  

Пример  10.  Составить уравнение плоскости, проходящей 
через точки М1(1, 2, −3), М2(3, 1, −5), перпендикулярно плоскости  

.02:1 =+−− zyxp  
Решение. Сделаем схематический чертёж, построив две пер-

пендикулярные плоскости (см. рис. 3.26). Пусть р  –искомая плос-
кость, на ней  – две данные точки M1, M2.  

Введём текущую точку М и составим три вектора: MM1 , 

21MM , 1N , которые компланарны.  Первые два вектора лежат в 
плоскости, а 1N  коллинеарен плоскости р , поскольку является 
нормальным вектором плоскости р1 . Значит, смешанное произве-

дение этих векторов равно нулю. 
Находим координаты векторов и вы-
числяем их смешанное произведение:  

MM1 = },,{ 111 zzyyxx −−− , 

21MM = },,{ 121212 zzyyxx −−− , 

1N {A, B, C} = {1, –1, –1}, 

( MM1 , 21MM , 1N ) = 0 ⇒ 
111

352113
321

−−
+−−−
+−− zyx

 = 0. 

Определитель можно вычислить, разложив его по элементам 
первой строки  

( ) ( ) ( ) ,0
11
12

3
11
22

2
11
21

1 =
−
−

++
−
−

−−
−−
−−

− zyx  

x +  z + 2 = 0 – искомая плоскость (р). 
Проверка.  Поскольку плоскости перпендикулярны, то пер-

пендикулярны их нормальные векторы, скалярное произведение 
которых равно нулю, т. е.  

 
                                             N1 
       p1        
                                        M                p             

                             
              M1                M2 

 

Рис. 3.26 
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р  ⊥p1⇒ 0),( 11 =⇒⊥ NNNN . 
Проверим последнее равенство, зная нормальные векторы 

обеих плоскостей, т. е. N {1,0,1}, 1N {1,−1,−1}:    
1 + 0 −1 ≡ 0 – условие перпендикулярности векторов выполняет-
ся.  

Можно проверить принадлежность найденной плоскости 
каждой из точек M1, M2 , подставив в уравнение плоскости коор-
динаты точек:  

M1(1, 2, −3) ⇒ 1 − 3 + 2  ≡  0;   М2 (3,1,– 5) ⇒ 3 – 5 + 2 ≡  0. 
Условие выполняется,   задача решена верно. 
Пример  11.  Найти уравнение прямой, проходящей через 

точку А(2,7) и а)  параллельно прямой α;  б)  перпендикулярно пря-
мой α , если прямая α  задана уравнением  0653 =+− yx . 

Решение. а)  Поскольку искомая прямая параллельна данной, 
то к этим двум прямым можно построить один вектор нормали 
(см. рис. 3.27). Найдём его из уравнения прямой α .  

Координатами этого вектора являются ко-
эффициенты при неизвестных в уравнении пря-
мой, значит,  N {3, −5}. Используя уравнение 
(3 .1), записываем ответ:  

029530)7(5)2(3 =+−⇒=−−− yxyx . 

б)  Прямые перпендикулярны и, следовательно, их угловые 
коэффициенты подчиняются условию 11 −=⋅ kk  (см. задачу 6). 

Приведём уравнение α  к виду 
5
6

5
3 +=⇒+= xybxky . Значит, угло-

вой коэффициент  искомой прямой 
3
5

1 −=k . Используя уравнение 

пучка (3.11), записываем ответ:  

03135)2(
3
57)( 00 =−+⇒−−=−⇒−=− yxxyxxkyy . 

Задача  9 (о взаиморасположении прямой и плоскости) . 
Дано:  в Е3 плоскость 00),(: =+++⇒=+ DCzByAxDNrp , прямая  

q
zz

n
yy

m
xx

ltrr 000
0:

−
=

−
=

−
⇒+=α , 

где N  = {A, B, C ,} – вектор нормали плоскости р , },,{ qnml =  – 
направляющий вектор прямой α , ),,( 0000 zyxM – фиксированная 
точка прямой.   

Найти: 1)  угол
∧

α=ϕ )p,( , 

 
                               N 
                                       α1 
                                       α 

Рис. 3.27 
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2) условия параллельности (α  | | р) и перпендикуляр-
ности (α  ⊥  р), 

3) условия принадлежности прямой плоскости 
(α  ⊂ р), 

4) условие пересечения ( pα ). 

Решение. 1. Найдём угол 
∧

α=ϕ ),( p  как угол между прямой и 
её  проекцией на плоскость (рис. 3.28). Рассмотрим  дополнительный  

угол ),(
∧

=θ Nl  между нормалью плоскости и 
направляющим  вектором  прямой  (пусть он рас-
положен вдоль прямой) ϕ  + θ  = 90 ⇒ θ  = 90 − ϕ . 
Используя формулу (2.19), находим  

ϕ=ϕ−=θ=
∧

sin)90cos(cos),cos( lN ⇒ 

==θ=ϕ⇒
lN
lN ),(cossin  

222222 qnmCBA

CqBnAm

++++

++ . 

2. Условие параллельности прямой и плоскости сводится к 
условию перпендикулярности векторов l  и ,N  т. е. α  | | р  ⇒ Nl ⊥  
⇔  Nl ⋅  = 0 ⇔  Am + Bn + Cq = 0 – условие параллельности прямой 
и плоскости (рис. 3.29).  

Условие перпендикулярности прямой и плоскости сводится к 
условию параллельности векторов l  и ,N  т. е. 

α  ⊥  р  ⇒ l | | N  ⇒ 
q
C

n
B

m
A ==  – условие перпендикулярности прямой 

и плоскости (рис. 3.30). 
              N  
                                              l 
                                             α 
                                        p 
 
 

 
Рис. 3.29 

    

              N  
                                    l 
                                 
                                         p 
 
 

   α 
Рис. 3.30  

3. Прямая принадлежит плоскости, значит, любая её точка, 
например M0 , находится в плоскости и векторы  l  и N  перпенди-
кулярны:  

           N  
 
                   θ         l                
                            ϕ 

       p                      прpα 
             α 

Рис.3.28 
 



 94 





=++
=+++

.0
,0000

qCnBmA
DzCyBxA

 

4. Чтобы найти точку  пересечения  прямой  и плоскости , 
надо решить систему их уравнений  







=
−

=
−

=
−

=+++

.

,0

000 t
q

zz
n

yy
m

xx
DCzByAx

 

Записав уравнения прямой в параметрической форме, реша-
ем систему 











+=
+=
+=

=+++

.
,
,

,0

0

0

0

zqtz
ynty
xmtx

DCzByAx

 

Подставляя последние три равенства системы в уравнение 
плоскости, получаем линейное уравнение относительно параметра t  

( ) ( ) ( ) 0000 =++++++ DzqtCyntBxmtA . 
Подсчитав значение параметра  t  =  t0 , находим координаты 

точки  
.,, 000000 zqtzyntyxmtx +=+=+=  

Пример  12.  Найти точку пересечения прямой 

4
2

7
2

2
1 +

=
−

=
− zyx  и плоскости 3x + y − 5z − 1 = 0. 

Решение. Записываем уравнения прямой в параметрическом 
виде и решаем систему уравнений  










−=
+=
+=

=−−+

24
,27

,12
,0153

tz
ty
tx

zyx

 ⇒  
.2

,01)24(527)12(3
=

=−−−+++
t

ttt
 

Подставляя t  = 2 в последние три уравнения системы, вы-
числяем координаты точки пересечения Q(5, 16, 6). 

Пример  13.  Дано: точка А (−1, 2, −8) и прямая 

1
4

32
3: −

==
−

α
zyx .  Найти: а)  точку, симметричную А относительно 

прямой α;  б)  расстояние точки А до прямой α . 
Решение. Сделаем схематический чертёж (рис.  3.31); напра-

вим вектор l {2, 3, 1} вдоль прямой α  так, чтобы плоскость и 
прямая были перпендикулярны,  т. е. р⊥α ,  р  ⊥ l . Плоскость со-
держит данную точку А. Воспользуемся  уравнением (3.16) и за-
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пишем уравнение плоскости р , для которой вектор l  является 
нормальным:  

2(x + 1) + 3(y − 2) + z + 8 = 0 ⇒ 
2x + 3y + z + 4 = 0. 

Чтобы ответить на первый вопрос задачи, 
надо найти сначала точку пересечения Q пря-
мой α   и плоскости р . По условию симметрии 
точка Q является серединой отрезка  АВ⊥α . 
Используя формулы деления отрезка пополам, 
найдём точку В. Ответом на второй вопрос 

будет длина отрезка AQAQ = , т. к. мы строили плоскость р , пер-
пендикулярную прямой, а значит, α⊥AQ . 

1. Решаем систему уравнений (см. задачу 9 и пример 12):  

)3,3,1(
1

4
32

3
0432

−⇒






−
==

−
=+++

Qzyx
zyx

. 

Проверьте.  
2. Используем формулы (2.14) деления отрезка пополам  

⇒−=⇒
+

= AQB
B

Q rrr
rAr

r 2
2

)14,8,3(

2

,2

,2

−⇒










−=

−=

−=

B

zzz

yyy

xxx

AQB

AQB

AQB

, 

где В – точка, симметричная А относительно α . 
3. Ищем расстояние от точки А до прямой α   как длину век-

тора }11,5,2{ −=AQ :  
65150121254),( ==++=αρ= AAQ . 

Последний ответ можно проверить, найдя 
расстояние методами векторной алгебры, 
(рис.  3.32). Предварительно возьмём на прямой 
любую фиксированную точку M0 . Для этого до-
статочно параметр t  в параметрических уравне-
ниях прямой приравнять какому-то числу. 
Пусть  

t  = 0 ⇒ 
1

4
32

3 −
==

− zyx = 0 ⇒ M0(3, 0, 4). 

Опустим перпендикуляр из точки А на прямую. Тогда  

ϕ⋅=αρ= sin),( 0AMAAC , }12,2,4{0 −=AM . 

      A 
                         l 
                             α 
     ϕ         C 

 M0 

Рис. 3.32 
 

                        
                 p 
          A        
                                  l 
               Q                   α 
        B 
       

Рис. 3.31 
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  y           Y 
 
  T     T1                         M 
 
         O1                        P1           X 
 
  O     K                 P       x 
 

Рис. 3.33 

Вспоминая определение векторного произведения, найдём 
искомую величину 

lAM

lAM
lAMlAM

⋅

×
=ϕ⇒ϕ⋅=×

0

0
00 sinsin ⇒ 

l

lAM
A

×
=αρ

0
),( , 

},8,10,19{2162038
132

12240 −=++−=−=× kji
kji

lAM

65150
194

641003612
),( ==

++

++
==αρ CAA . 

Как видим, ответы совпали.  
Все уравнения прямых, плоскостей и условия их взаиморас-

положения внесены в табл.  1 (см.  стр. 122−123). Она поможет 
быстрее ориентироваться в выборе нужной формулы или уравне-
ния для решения задач. 

3.4. Преобразование системы координат. 
Параллельный перенос осей 

Задача преобразования системы координат состоит в том, 
чтобы, зная координаты точки в одной системе координат, найти 
её координаты в другой системе. 

Рассмотрим случай, когда новая система координат отлича-
ется от прежней только местонахождением начала координат, 
направление же осей остаётся неизменным.  

Пусть имеем две прямоугольные системы хОу и ХО1Y, где 
О(0, 0), О1(х0, у0) (рис.  3.33). Возьмём произвольную точку плос-
кости. Её координаты (х ,  у) – в старой си-
стеме координат, (Х,  Y) – в новой системе 
координат. Найдём связь между этими чис-
лами, спроектировав точку М на каждую из 
осей:  

ОР = х ,   ОK  = x0,  O1P1 = X,  x = x0 + X;  
OT = y,   O1T1  = Y,  KO1 = y0,  y  = y0 + Y . 

Итак, координаты точки М в новой си-
стеме координат выражаются через коор-
динаты старой системы по формулам  





−=
−=

,
,

0

0
yyY
xxX

    (3.30) 

где х0, у0 – координаты начала новой системы,  
х , у  – координаты точки в старой системе координат.  
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Поворот системы координат 
Пусть теперь две системы координат имеют общее начало 

О(0, 0), но система ХОY повёрнута на угол ϕ  относительно систе-
мы хОу (рис.  3.34). Найдём связь координат точки М в системах 
хОу и ХОY ,  если ОР = х ,  РМ = у , ОР1 = Х, МР1 = Y . 

Рассмотрим подобные треугольники с взаимно перпендику-
лярными сторонами (∆ОР1В ∼ ∆СМР1): 

∠  СМР1  = ∠  Р1ОВ = ϕ , 
OP = OB – BP = OB − CP1= OP1cosϕ  – 
− MP1sinϕ  = Xcosϕ  – Ysinϕ , 
MP = PC + CM = P1B + CM = OP1sinϕ  + 
+ MP1cosϕ  = Xsinϕ  + Ycosϕ . 
Мы получили формулы  





ϕ+ϕ=
ϕ−ϕ=

,cossin
,sincos

YXy
YXx

        (3.31) 

которые и дают связь между координатами точки М в двух систе-
мах координат. 

Пример 14. Выполнить поворот осей на (−45°) и найти урав-
нение линии х2 − у2 = а2  в новой системе координат.  

Решение. Используем формулы (3.31), подставив в них 
ϕ  = −45°:  










π
+

π
−=

π
+

π
=

,
4

cos
4

sin

,
4

sin
4

cos

YXy

YXx
    или      

( )

( )









−=

+=

.
2

1

,
2

1

XYy

YXx
 

Подставляем последние два равенства в уравнение кривой  

( ) ( ) ,
2
1

2
1 222 aXYYX =−−+       2XY = a2, 

2

2aXY =  − уравнение гиперболы в 

новой системе координат, оси которой 
являются её асимптотами.  

Гипербола, данная в условии за-
дачи, называется равносторонней, от-
несённой к осям симметрии 
(рис.  3.35). 

 
 

          y               M         
Y                
                                          ϕ           X 
                       C          P1  
                         
                     ϕ 
          O              P     B     x 
 

Рис. 3.34 

                        y                          Y 
 
                      
                        a 
 
 
               -a    O             a               x 
                      -a 
                     

 
                                                     X 

Рис. 3.35 
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Рассмотрим теперь общий случай, когда даны две прямо-

угольные системы координат с разными направлениями осей и 
разными началами. Обозначим в старой системе координат нача-
ло новой системы О1(х0, у0) и угол поворота через ϕ  (рис.  3.36). 
Используя опыт, полученный при выводе формул (3.30) и (3.31), 

запишем формулы перехода от системы хОу 
к системе ХО1Y   







+ϕ+ϕ=

+ϕ−ϕ=

,0cossin

,0sincos

yYXy

xYXx
 

где х, у  и Х, Y являются координатами про-
извольной точки плоскости соответственно 
в старой и новой системах координат. 

3.5. Кривые второго порядка 
Определение  1.  Линией на плоскости, т. е. в пространстве  

Е2, назовём  множество точек (х, у), удовлетворяющих уравнению  
F(x, y) = 0. 

Мы изучаем два частных случая:  
1) линейное уравнение F(x, y) = Ax + By +  C , где А, В, С  –

 константы. Это уравнение прямой (см. п. 3.1); 
2) уравнение второго порядка  

F(x, y) = 00020112
2

22
2

11 ayaxayxayaxa +++++ ,    (3.32) 
которое является уравнением кривой второго порядка.  

Рассмотрим некоторые из них. 
Определение  2.  Окружность  – это множество точек (х, у), 

равноудалённых от одной, называемой центром. 
Пусть С(x0 ,  y0) – центр окружности, R – радиус окружности, 

М(х, у) – текущая (любая) точка окружности. По определению 
22 CMRCMR =⇒= , 

2
0

2
0

2 )()( yyxxR −+−= – каноническое уравнение 
окружности радиуса R с центром в точке  
С(x0, y0) (рис.  3.37). В частности, если центром 
является начало координат, уравнение упрощает-
ся: 222 Ryx =+ . Общее уравнение окружности 

  y 
                         M(x,y) 
            C 
 
  O                             x 

Рис. 3.37 
 

    y      Y          M         
                                         X 
                                  
                                 P1 
                              O1             
            ϕ 
          O              P   B       x 
 

Рис. 3.36 
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типа  (3.32) не содержит произведения координат (в отличие от 
уравнений эллипса, гиперболы, параболы):  

022 =++++ KyDxCyBxA , 
где А = В.  

Из него легко можно получить канонический вид методом 
выделения полного квадрата, воспользовавшись алгебраическими 
формулами  

222 2)( axaxax ++=+ ,  222 2)( bbyyby ++=+ ;  

⇒=++++ 022 KyDxCyAxA 022 =++++
A
Ky

A
Dx

A
Cyx . Здесь 









=⇒=

=⇒=⇒=

.
2

2

,
2

22

A
Dbbyy

A
D

A
Caa

A
Caxx

A
C

 

Добавляем недостающие a2, b2 (столько же вычитаем, чтобы 
уравнение не изменилось):  

( ) ( ) ( ) ( ) 0
2

2
2

2
2

2
22

2
2

2
=+−−+++++ A

K
A

D
A

C
A

D
A

C
A

D
A
C yyxx , 

( ) ( ) 22
2

2
2 Ryx A

D
A

C =+++ .    Здесь ( ) ( ) A
K

A
D

A
CR −+=

2
2

2
2

2 . 
Если в правой части получили число отрицательное, то 

окружность мнимая; если это число равно нулю, окружность 

вырожденная ,  т.е. ( ) ( ) 0
2

2
2

2 =+++ A
D

A
C yx  – это точка с координата-

ми A
Cx 2−= ,  A

Dy 2−= .  

Пример  15. Построить окружность 
018633 22 =−+−+ yxyx . 

Решение. Выделяем полный квадрат для х  и у , предвари-
тельно разделив всё уравнение на первый коэффициент  

⇒=−




−





+++−+− 0

3
1

3
4

3
4

3
8112

2222 yyxx ( )
9
28

3
41

22 =




 ++− yx , 






 −

3
4,11O  – центр окружности, 

9
282 =R , 

3
28=R ≈ 1,76 – радиус окружности. Вы-

полним параллельный перенос системы ко-
ординат в точку О1 и построим окружность 
радиуса R  (рис. 3.38). В системе XO1Y  
уравнение окружности примет вид  

     y       Y 
 
 
          O       1                   x 
   −1 
                     O1                          
X 
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.
9
2822 =+ YX  

 
Определение  3.   Эллипс  – это множество точек (х , у), сумма 

расстояний каждой из которых до двух данных точек, называемых 
фокусами, есть величина постоянная, равная 2а . 

Чтобы получить уравнение эллипса, воспользуемся чертежом 
(рис.  3.39), расположив фокусы эллипса F2(−c , 0), F1(c , 0) на оси 
ох  симметрично относительно начала ко-
ординат. Введём произвольную точку ис-
комой линии М(х ,  у) и составим векторы  

{ },,11 ycxMFr −==  

{ }.,22 ycxMFr +==  
По формуле (2.6) вычислим их длины:  

( ) ,22
11 ycxMFr +−==  ( ) .22

22 ycxMFr ++==  
По определению 3 выполняется равенство  

,221 arr =+        (3.33) 
где а  > c .   

Подставив  длины  радиусов, получим  эквивалентное  равенство  

( ) ( ) .22222 aycxycx =++++−  
Это и есть уравнение эллипса в выбранной системе коорди-

нат. Преобразуем его:  

( ) ( ) .2 2222 ycxaycx +−−=++  
Возводим обе части равенства в квадрат:  

( ) ,4242 222222222 ycxaycxcxaycxcx +−−++−+=+++  

или ( ) .222 xcaycxa −=+−  
Ещё раз возводим в квадрат, предварительно разделив на а  

обе части равенства:  

( ) ,22
a
c

xaycx −=+−     ,22
2

2
22222

a
cxxcaycxcx +−=++−  

откуда следует  

,1 222
2

2
2 cay

a
cx −=+










−     1

22

2

2

2
=

−
+

ca

y

a
x . 

                
                   
                
 
                   

         
   

                
                   
                
 
                   

         
   

                
                   
                
 
                   

         
   

                
                   
                
 
                   

         
   

                
                   
                
 
                   

         
   

                
                   
                
 
                   

         
   

                
                   
                
 
                   

         
   

                   y 
                             M(x,y) 
                
 
     F2(−c,0)              F1(c,0)          x  

Рис. 3.39 
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Поскольку а  > c , обозначим а2 − с2 = b2 и запишем канони-
ческое  уравнение эллипса  

1
2

2

2

2
=+

b

y

a
x . 

Теперь можно построить эллипс 
по его уравнению (рис.  3.40). Найдём 
точки, называемые вершинами эллип-
са, пересечения линии с  осями коор-
динат:  

если у = 0, то х = ± а ,  
если х = 0, то у = ± b. 

Приняты названия:  
2а  – большая ось эллипса, на ней расположены фокусы;  
2b  – малая ось эллипса, b  < a;  

)0,(1 cF  ,  )0,(2 cF − – фокусы эллипса;  
2c  – расстояние между фокусами, с < a ,  с2 = а2 − b2; 

MFr 22 = ,  MFr 11 =  – фокальные радиусы-векторы (по опреде-
лению r1 + r2 = 2a); 

ε=
a
c  называется эксцентриситетом , 1<

a
c . 

Для фокальных радиусов можно найти ещё одну зависи-
мость, рассмотрев разность 

( ) ( ) ,
2

22
2

222
1

2
2 





 +−−





 ++=− ycxycxrr  

( ) ( ) ,22222
1

2
2 ycxycxrr −−−++=−     ( )( ) .41212 cxrrrr =+−  

Учитывая равенство (3.33), находим ,2
12 x

a
crr =−  где .ε=

a
c  

Решая систему 




ε=−
=+

,2
,2

12

12
xrr

arr
 получаем ,1 xar ε−=  .2 xar ε+=  

Прямые 
ε

±= ax , указанные на рис.  3.40, называются дирек-

трисами эллипса и которые находятся на расстоянии 
ε
a  от центра 

эллипса. Они обладают следующим свойством: отношение рас-
стояний любой точки эллипса до фокуса и соответствующей ди-
ректрисы есть величина постоянная, равная ε. 

                     y 
                     b       M(x,y) 
                    r2        r1               
 
   -a        F2            F1       a     a/ε   x 
 
                  − b 

Рис. 3.40 
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Подставляя в уравнение директрисы значение ,ε=
a
c  получа-

ем .
2

c
ax ±=  

З  а  м  е  ч  а  н  и  е  1. Если центр эллипса смещён в точку 
( 00 , yx ), его уравнение таково:  

1
)()(

2

2
0

2

2
0 =

−
+

−

b

yy

a

xx
. 

З  а  м  е  ч  а  н  и  е 2. Фокусы эллипса всегда расположены на 

большой оси, поэтому если b  > a , то 22 abc −= . 
Пример 16. Найти эксцентриситет и директрисы эллипса 

.1
34

22
=+

yx  

Решение. Из уравнения находим а2 = 4, b2 = 3, a = 2, .3=b  
Вычислим фокусное расстояние  

.13422 =−=−= bac  

Находим эксцентриситет .
2
1

==ε
a
c  

Уравнения директрис: .4
2

±=±=
c

a
x  
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Пример  17. Построить 091664 22 =+−++ yxyx . Найти коор-
динаты фокусов.  

Решение. В уравнении отсутствует произведение координат, 
поэтому достаточно выполнить параллельный перенос. Методом 
выделения полного квадрата приводим уравнение к каноническо-
му виду 

( ) ( ) ,01644496 22 =−+−+++ yyxx  

.1
4

)2(
16

)3(16)2(4)3(
22

22 =
−

+
+

⇒=−++
yxyx  

Строим основную систему хОу. Выполняем параллельный 
перенос осей в точку О1(−3, 2) и строим в системе ХО1Y  эллипс 

1
4

2

16

2
=+

YX  с полуосями а = 4, b  = 2 

(рис.  3.41). 
Вычисляем фокусное расстояние  

5,33212416 ≈==−=c . 
Так как  b  < a , фокусы расположе-

ны на оси ОX в точках ( )0,32±  в систе-
ме ХО1Y . В старой системе хОу правый 

фокус находится в точке ( )2,3231 +−F , левый фокус находится в 

точке ( )2,3232 −−F .  
Пример  18. Найти фокусы и построить  

018623 22 =−−++ yxyx . 
Решение. Методом выделения полного квадрата приводим 

уравнение к каноническому виду 

01)444(2)112(3 22 =−−+−+−++ yyxx , 

.1
6

)2(
4

)1(12)2(2)1(3
22

22 =
−

+
+

⇒=−++
yxyx  

Выполняем параллельный перенос си-
стемы хОу в точку О1(−1, 2) (рис.  3 .42) и 

строим в системе ХО1Y  эллипс 1
64

22
=+

YX , где 

а  = 2, 6=b , .24622 =−=−= abc  Фокусы 
F1 ,  F2 расположены на оси O1Y  в точках 
( )2,0 ± . В системе хОу фокусы имеют коор-
динаты ),22,1(1 +−F  )22,1(2 −−F . 

            Y    y     
                    
        F1 
                                
                O1             X 
        F2  
                    O            x 

Рис. 3.42 

                  Y            y    
                    
                                 
      F2                     F1 
                O1                                X 
                  
                                O                  x 

Рис. 3.41 
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Пример 19. Записать в каноническом виде уравнение  
5х2 + 8ху + 5у2 + 36х + 36у + 63 = 0. 

Решение. Уравнение содержит произведение координат. 
Необходимо прежде всего избавиться от этого слагаемого с по-
мощью поворота системы координат. Подставим формулы (3.31) в 
уравнение кривой  

( ) ( )( ) +ϕ+ϕϕ−ϕ+ϕ−ϕ cossinsincos8sincos5 2 YXYXYX  

( ) ( ) ,63cossinsincos36cossin5 2 −=ϕ+ϕ+ϕ−ϕ+ϕ+ϕ+ YXYXYX  

( )+ϕ+ϕϕ+ϕ 222 sin5sincos8cos5X  

( )+ϕ+ϕϕ−ϕ+ 222 cos5sincos8sin5Y  

( )+ϕϕ+ϕ−ϕ+ϕϕ−+ sincos10sin8cos8sincos10 22XY  
( ) ( ) .63sincos36sincos36 −=ϕ−ϕ+ϕ+ϕ+ YX  

Выбираем угол поворота из условия, что коэффициент при 
ХY  равняется нулю:  

( ) ,0sincos8 22 =ϕ−ϕ   ,02cos =ϕ   .
4
π±=ϕ  

Возьмём .
4
π

=ϕ  Тогда .sincos
2
2=ϕ=ϕ  Подставим выбранное 

значение в уравнение, одновременно преобразуя его с учётом из-
вестных тригонометрических формул 

,1sincos 22 =ϕ+ϕ     .cossin22sin ϕϕ=ϕ  
Итак, 

,63
2
2

2
2

36
2
2

2
2

85
2
2

2
2

85 22 −=







++








⋅−+








⋅+ XYX  

.632369 22 −=++ XYX  
Получили уравнение эллипса в системе ХОY , повёрнутой на 

45°  относительно старой системы хОу . Остаётся выполнить па-
раллельный перенос. Воспользуемся методом выделения полного 
квадрата:  

( ) 63728249 22 −=+−++ YXX   или  ( ) .9229 22
=++ YX  

Выполняем параллельный перенос системы координат ХОY  в 

точку ( )0,221 −O  (см. рис.  3.43) и строим эллипс 1
91

2
1

2
1 =+

YX
 в 

системе Х1О1Y1. 
Заметим, что если выбрать  
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,
4
π

−=ϕ  ,cos
2
2=ϕ  ,sin

2
2−=ϕ  

то получим уравнение эллипса, оси которого перпендикулярны 
осям предыдущего эллипса  

( ) ( ) +++− 4545 22 YX

,63
2
2

2
2

36 −=







++ Y  

632369 22 −=++ YYX  или 
( ) ,63728249 22 −=−+++ YYX

( ) ,9229 22 =++ YX   

( ),22,01 −O   .1
19

2
2

2
2 =+

YX
 

 
 
 

Определение  4. Гипербола  – это множество точек, раз-
ность расстояний каждой из которых от двух данных точек –
фокусов есть величина постоянная, равная 2а , т. е.    

122 rra −= , 
где MFr 11 = ,    MFr 22 =  − фокальные радиусы-векторы.  

Вывод уравнения гиперболы аналогичен выводу уравнения 
эллипса. 

Каноническое уравнение гиперболы  

1
2

2

2

2
=−

b

y

a

x , 

где а  – действительная полуось, b  – мнимая полуось, 
)0,(1 cF ,  )0,(2 cF −  – фокусы, 222 bac += , 

1>ε=
a
c − эксцентриситет, 

ε
±= ax – уравнения директрис (на рис. 3.44 одна из них обо-

значена символом d),    
x

a
by ±=  – асимптоты гиперболы. 

Для построения гиперболы используем прямоугольник со 
сторонами 2а ,  2b , продолжая его диагонали “до бесконечности”. 
Строим гиперболу с вершинами в точках (а , 0), (−а , 0), прибли-

               Y                y          
                                                               X(X1) 
                                        
 
      Y1 
       
                -3                 O                            x 
 

 
                       O1 
                                         -3 
 
                                               
                                  

Рис. 3.43 
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жая её ветви к асимптотам по мере удаления точки от начала ко-
ординат (см. рис.  3.44). 

                                      y 
 
 
 
                                                                      M(x, y) 
                                           b 
 
 
                   F2                O               a   F1              x 
 
                                                  d 
                                   
 
 

Рис. 3.44  

З  а  м  е  ч  а  н  и  е   1. Гипербола 1
2

2

2

2
=+−

b

y

a

x , где а  – мнимая 

полуось, b  – действительная полуось, называется сопряжённой по 
отношению к предыдущей. Её фокусы расположены на оси  Оу  
(рис. 3.45).  

З  а  м  е  ч  а  н  и  е   2. Если центр кривой смещён в точку 
(x0 , y0), то уравнение принимает вид  

1
)()(

2

2
0

2

2
0 =

−
−

−

b

yy

a

xx
. 

При раскрытии скобок получаем уравнение вида  
0000201

2
22

2
11 =++++ ayaxayaxa , где a1 1 , a2 2 разных знаков. 
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                                     y 
 
                                            F1 
                                               
                                            b 
 
 
                                        O             a                  x 
 
 
                                  F2                                
 
                       

 
 

Рис. 3.45 
 

Пример  20. Построить 056522 =−++− yxyx . 
Решение. Чтобы найти параметры кривой, выделим полный 

квадрат для каждой переменной:  

( ) ( ) 05)996(2
5

2
55 2222 =−−+−−−++ yyxx , 

,
4
9)3(

2
5 22

=−−




 + yx  

запишем уравнение в каноническом виде  

( )
1)3(2

5

4
9

2

4
9

2

=
−

−
+ yx

;  






− 3,

2
5  – центр гиперболы,  

2
3== ba – полуоси гиперболы.  

Такая гипербола называется 
равнобочной (рис.  3.46). 

Выполняем параллельный пе-
ренос системы координат в точку 
О1 ( )3,2

5−  и строим квадрат со сто-

роной 3 ед., диагонали квадрата продолжаем за его пределы. Те-
перь можно строить гиперболу в системе ХО1Y . 

Пример 21. Привести уравнение 4ху + 3у2 = 36 к канониче-
скому виду. Построить кривую. 

                         Y               y 
 
 
 
 
 
                                                  3 
                               O1                            X 
                                             
 
 
                 −4                 −1  O                 x 
 

Рис. 3.46 
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Решение. Поскольку уравнение содержит произведение ко-
ординат, воспользуемся формулами (3.31). Выполним поворот 
осей, чтобы в уравнении исчезло слагаемое с произведением ху:  





ϕ+ϕ=
ϕ−ϕ=

,cossin
,sincos

YXy
YXx

 

( )( ) ( ) .36cossin3cossinsincos4 2 =ϕ+ϕ+ϕ+ϕϕ−ϕ YXYXYX  
Группируем слагаемые:  

( )+ϕ+ϕϕ 22 sin3sincos4X ( )+ϕ+ϕϕ− 22 cos3sincos4Y  

( ) .36sincos6sin4cos4 22 =ϕϕ+ϕ−ϕ+ XY  
Приравниваем нулю коэффициент при ХY :  

.0sincos6sin4cos4 22 =ϕϕ+ϕ−ϕ  
Разделив  на 2cos2ϕ ,  имеем  

,02tg3tg2 2 =−ϕ−ϕ ,
4

53
4

1693tg ±
=

+±
=ϕ  ,2tg =ϕ  .

2
1

tg −=ϕ  

Выберем 
2
1

tg −=ϕ  и используем формулу .
cos

1tg1
2

2

ϕ
=ϕ+  

Тогда ,
5

2
cos =ϕ ,

5
1

sin −=ϕ  т. е. выполняем поворот осей коорди-

нат на угол .6326 ′°−≈ϕ  Строим в системе ХОY  (рис.  3.47)  гипер-
болу:  

,36
5
128

5
38 22 =






 +

+





 +− YX  

364 22 =+− YX   или  ,1
936

22
=+−

YX  

где а = 6 – мнимая полуось,  b  = 3 –действительная полуось. 
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                                                y          Y 
 
 
 
 
                                                       b 
                                                                                            x 
                                                                   

                          
 
                                                                a                    
                                                                                   X 
 
 
 

Рис. 3.47 

 
Пример 22. Выполнить поворот системы координат. Клас-

сифицировать кривую ху + 2х − 2у − 4 = 0. 
Решение. Подставляем формулы (3.31) в уравнение линии  

( )( ) ( ) −ϕ−ϕ+ϕ+ϕϕ−ϕ sincos2cossinsincos YXYXYX  
( ) ,04cossin2 =−ϕ+ϕ− YX  

( ) ( ) ( ) −ϕ−ϕ+ϕ−ϕ+ϕϕ− sincos2sincossincos 2222 XXYYX  
( ) .4sincos2 =ϕ+ϕ− Y  

Приравниваем нулю коэффициент при произведении  

,0sincos 22 =ϕ−ϕ  .1tg ±=ϕ  

Возьмём ϕ  = 45° ,  ,
2
2

sincos =ϕ=ϕ ( ) .422
2
122 =−− YYX  

Выделим полный квадрат для переменной Y :  

( ) ,8882422 =+++− YYX  ( ) .022 22 =+− YX  
Выполнив параллельный перенос системы в точку 

( )22,01 −O ,  получим уравнение  

,02
1

2
1 =−YX  ( )( ) ,01111 =+− YXYX  

которое определяет пару пересекающихся прямых.  
Определение  5. Парабола –  это множество точек, равно-

удалённых от данной точки –  фокуса и от прямой, называемой 
директрисой.  
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Сделаем схематический чертёж  
(рис.  3.48), выбрав прямоугольную си-
стему координат, расположив на оси ох  
фокус F и директрису симметрично нача-
ла координат на  расстоянии р  друг от 
друга. Тогда любая точка М(х, у) парабо-
лы подчиняется условию 

КМ =  МF. 
По формуле расстояния между двумя 

точками запишем  

( ) ( ) .0 22

2
22

2 yxyyx pp −+




 −=−+





 +  

Возводя в квадрат обе части равен-
ства, имеем  

2
4

2
2

4

2
2 yppxxppxx ++−=++ ,   или   у2  = 2рх. 

Это и есть каноническое уравнение параболы с фокусом 







 0,

2
pF  и директрисой 

2
px −= ,  О(0,0)  – вершина параболы, 

2р  – длина главного диаметра TL , проведённого через фокус, 
перпендикулярно оси, т. е. параметр р  задаёт раствор параболы. 

З  а  м  е  ч  а  н  и  е  1. Парабола   
ypx 22 =  (рис.  3.49) называется со-

пряжённой  по отношению к преды-
дущей, изображённой на рис. 3.48. 
Её ось симметрии – ось Oу , 








2,0 pF  – фокус параболы,  

2
py −= – директриса параболы. 

З  а  м  е  ч  а  н  и  е  2. Если верши-
на параболы смещена относительно 

начала координат в точку (x0 , y0), уравнение примет вид  
)(2)( 0

2
0 xxpyy −=−  

или  
)(2)( 0

2
0 yypxx −=− . 

Раскрывая скобки, получим общее уравнение такой параболы:  
0000201

2
22 =+++ ayaxaya ,  или   0000201

2
11 =+++ ayaxaxa , 

                 y 
 
         K 
                                       M(x,y) 
                      L  
 
 
     –p/2   O        F(p/2, 0)       x 
 
                     T 
                                                 
 

Рис. 3.48 

                       y 
 
             
                                         
                              p/2     
 
              −p   O              p         x 
                            –p/2 
                                                 

Рис. 3.49 
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т. е. общее уравнение параболы содержит квадрат только одной 
из переменных.  

Пример  23. Построить 05432 =−−+ yxy . 
Решение . В уравнении отсутствует произведение координат, 

поэтому достаточно выполнить параллельный перенос осей.  
Выделим полный квадрат для переменной у:   

0534442 =−+−+− xyy . 
Запишем уравнение в каноническом виде  

)3(3)2( 2 −−=− xy . 
Тогда O1(3, 2) – вершина параболы,   

2р = −3,  2
3−=p ,  4

3−=c  – фокусное расстояние.  
Перенесём начало системы в точку 

O1(3, 2), построим параболу в новой системе 
координат XY . (TL  –главный диаметр) 
(рис.  3.50).  

Проверим правильность наших преобразо-
ваний, непосредственно воспользовавшись фор-

мулами (3.30):  
х = Х + х0 ,   у = Y  + y0 , 

( ) ( ) ( ) ,0543 00
2

0 =−+−+++ yYxXyY  

( ) .543423 2
00

2
00 YyxyyYX −=−−++−+  

Положим 




=−+−
=−

.0534
,042

00
2
0

0
xyy

y
  Найдём у0 = 2, х0 = 3. 

Следовательно, в новой системе координат  XО1Y уравнение 
параболы имеет вид  

Y2 = −3X. 
В старой системе хОу  ему соответствует уравнение  

( ) ( )332 2 −−=− xy . 
Пример 24. Привести к каноническому виду уравнение  

4х2 + 4ху + у2 + 14х − 8у + 4 = 0. 
Построить кривую.  
Решение. Поскольку уравнение содержит произведение ко-

ординат, прежде всего выполним поворот осей, воспользовавшись 
формулами (3.31)  

( ) ( )( )+ϕ+ϕϕ−ϕ+ϕ−ϕ cossinsincos4sincos4 2 YXYXYX  

( ) ( ) ( ) ,04cossin8sincos14cossin 2 =+ϕ+ϕ−ϕ−ϕ+ϕ+ϕ+ YXYXYX  

    y             Y 
                       
               L 
     2               O1     X  
 
     1        T                x 
    O                 3  
                                   

Рис. 3.50 
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( )+ϕ+ϕϕ+ϕ 222 sinsincos4cos4X ( )+ϕ+ϕϕ−ϕ+ 222 cossincos4sin4Y  

( )+ϕϕ+ϕ−ϕ+ϕϕ−+ sincos2sin4cos4sincos8 22XY  

( ) ( ) .4cos8sin14sin8cos14 −=ϕ−ϕ−+ϕ−ϕ+ YX  
Приравниваем нулю коэффициент при ХY :  

( ) .0sincos6sincos4 22 =ϕϕ−ϕ−ϕ  
Разделив на ( )ϕ− 2cos2 , получаем ,02tg3tg2 2 =−ϕ+ϕ    

,
4

1693tg +±−
=ϕ  

,2tg −=ϕ   .
2
1tg =ϕ  

Выберем tgϕ  = −2. Тогда  

,
5

1
41

1
cos =

+
=ϕ  

.
5

2sin −=ϕ  

Угол поворота (см.  рис.  3.51) 
.6263 ′°−=ϕ  

Пересчитываем коэффи-
циенты:  

,4
5

828
5
1614

5
142442

5
44242 −=





+





+





+





 −++⋅+⋅+⋅− YXYX

4
5

20
5

305 2 −=++ YXY  или 454565 2 −=++ YXY , 

,4564
5
4

5
545 2 −=+−








++ XYY  .56

5
2

5
2

XY −=






 +  

Выполнив параллельный перенос системы ХОY  в точку 

,,0
5

2
1 





 −O  cтроим в системе Х1О1Y1 параболу 

,
5

56
1

2
1 XY −=    где  .7,0

10
53

2
≈=

p  

3.6. Квадратичные формы 
Уравнение вида  

а1 1х2 + 2а1 2ху  + а2 2у2 + а0 1х  + а0 2y  + а0 0 = 0 
представляет собой кривую второго порядка. Первые три слагае-
мых представляют функцию 

                                         y 
 
 
                                                                                
                                       
                                                          Y(Y1) 
 
 

 
                                         O                          x 
                                    O1 
 
                                          
                                                            X 
                                                        X1 

Рис. 3.51 
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F(x ,  y) = а1 1х2 + 2а1 2ху  + а2 2у2 , 
которая называется квадратичной формой  от двух переменных.  

Матрица коэффициентов (предполагается, что а1 2 = а2 1) 









=

2221

1211
aa
aa

A  

называется матрицей квадратичной формы. Мы будем использо-
вать квадратичную форму для преобразования кривой к канони-
ческому виду. Выполняя поворот  осей, мы переходим от одного 
базиса i , j  к другому базису 21, ll . Значит, достаточно составить 
матрицу перехода, чтобы выразить векторы 21, ll  через базис i , j . 
Сделаем это с помощью теории квадратичных форм.  

Определение 6. Квадратичная форма называется канониче-
ской, если она содержит только члены с квадратами неизвест-
ных , т. е. а1 2 = а2 1 = 0. 

Методы приведения квадратичной формы к каноническому 
виду применяются при решении задач аналитической геометрии 
для преобразования уравнений кривых второго порядка к канони-
ческому виду. Не приводя теоретического обоснования, покажем 
применение этого метода на примере. 

Пример 25. Привести уравнение 4ху  + 3у2 = 36 к канониче-
скому виду и классифицировать. 

Решение. Имеем квадратичную форму с матрицей  

.
32
20








=A  

Составим характеристическое уравнение  

0
32

20
=

λ−
λ−

, или (3 − λ) (−λ) − 4 = 0. 

Находим корни уравнения, называемые характеристически-
ми числами:  

λ2  − 3λ − 4 = 0,  ,
2

1693 +±
=λ   λ1 = 4,  λ2 = −1. 

Квадратичная форма примет вид 4х2 − у2. 
Соответственно кривая примет вид 4Х2 − Y2 = 36. 

Уравнение линии найдено. Это гипербола .1369

22
=− YX  

Чтобы найти базис, в котором уравнение имеет такой вид, 
запишем систему, соответствующую матрице А:  
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( )
( )




=λ−+
=+λ−

,032
,020

nm
nm

 

где m, n  − координаты базисных векторов 21, ll . 
Подставляя в систему характеристические числа, получим 

две однородные системы:  





=−
=+−
,02

,024
nm

nm
 

,
2
1

=
n
m   m = t ,    n  = 2t . 

Составляем единичный век-
тор {cos α ,  cos β} 







=

5
2

,
5

1
1l ;  





=+
=+

,042
,02

nm
nm

 

,2−=
n
m   m = −2t ,   n  = t . 

Составляем единичный 
вектор {cos α , cos β} 

.
5

1,
5

2
2







−=l  

Таким образом, координаты базисных векторов 21, ll  в ста-
ром базисе i ,  j   найдены.  

Изменяя нумерацию характеристических чисел λ1= −1, 
λ2 = 4, соответственно поменяем местами базисные векторы  

,
5

2,
5

1
2







=l  .

5
1,

5
2

1






−=l  

Уравнение примет вид    

−X2  + 4Y2 = 36, или .1
369

22
=−

XY  

Сравните с примером 21, где выполнен поворот осей. Пре-
образуя квадратичные формы, мы получили пару сопряжённых 
гипербол в разных системах координат, соответствующие оси ко-
торых перпендикулярны друг другу.  

Таким образом, запись уравнения кривой полностью зависит 
от выбора  системы координат. Но от этого выбора также зависит, 
как быстро Вы сможете построить эту кривую. 

Вернёмся к равносторонней гиперболе  
х2 − у2 = а2 , 

рассмотренной в примере 14. Как выглядит её уравнение в поляр-
ной системе координат?  

Подставим в уравнение формулы (2.15)  
х = ρcosϕ ,  y  = ρsinϕ ,  ρ2cos2ϕ  − ρ2sin2ϕ  = a2 , ρ2(cos2ϕ  − sin2ϕ) = a2 , 

ϕ
=ρ

2cos

2
2 a , или .

2cos ϕ
=ρ

a  
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Вы можете выбирать вид уравнения, более удобный для по-
строения. В декартовых координатах данную гиперболу можно 
построить очень быстро, зная схему построения: сначала строят 
асимптоты, отмечают вершины, затем саму линию. В полярной 
системе надо посчитать точки таблицы для ϕ  ∈ [0, 2π], нанести 
их на плоскость, строя радиусы-векторы этих точек, затем соеди-
нить плавной линией. Но иногда только полярная система позво-
ляет увидеть линию на плоскости, чаще это кривые более высо-
ких порядков: третьего, четвёртого и т. д. Или вообще их уравне-
ния не являются алгебраическими. Как, например, спираль Архи-
меда с уравнением ρ = ϕ . 

3.7. Кривые в полярной системе координат 
Понятие полярной системы введено в главе 2. В отличие от 

декартовой системы координат здесь только одна ось – полярная, 
на которой указываем масштаб. Чтобы построить точку с коорди-
натами (ϕ ,  ρ), сначала строим луч под углом  ϕ  (можно с помощью 
транспортира), затем на этом луче откладываем длину радиуса-
вектора ρ.  Уравнение кривой обычно задаётся в виде функции 
ρ = ρ (ϕ), чаще всего это комбинации синуса и косинуса. Чтобы 
построить такую кривую, сначала выбирается шаг таблицы,  он 
может быть постоянным или переменным, при этом аргумент 
должен принять значения ϕ  ∈ [0, 2π]. 

Пример  26. Построить кривую  ρ  = 2sin2ϕ . Записать уравне-
ние в декартовых координатах.  

Решение. Подсчитываем таблицу значений, выбрав постоян-
ный шаг 

4
π=h , из расчёта 42212sin ππ =ϕ⇒=ϕ⇒=ϕ .  

ϕ  0 4
π  

2
π  

4
3π  π 4

5π  
4

6π  
4

7π  2π 

ρ 0 2 0 −2 0 2 0 −2 0 
Строим лучи согласно верхней  строчке таблицы и на каждом 

откладываем соответствующее значение радиуса. Отрицательные 
значения ρ  откладываются по указанному лучу, но в противопо-
ложную сторону от начала координат (см. рис. 3.52). 

Кривая называется четырёхлепестковой розой.  
Получим уравнение этой кривой в декартовых координатах, 

подставив формулы (2.16)  
222 ρ=+ yx ,   

22
cos

yx

xx

+
=

ρ
=ϕ , 

22
sin

yx

yy

+
=

ρ
=ϕ . 



 116 

Чтобы воспользоваться этими формулами, необходимо пред-
варительно преобразовать уравнение  

.cossin222sin2 ϕϕ⋅=ϕ=ρ  
Теперь можно подставлять формулы перехода  

=+ 22 yx
2222

4

yxyx

yx

++

⋅
⇒ ( )2322 yx + = 4ху . 

Как видим, в декартовой системе эту кривую построить 
очень сложно. 

Пример  27. Построить кривую ρ = 2sinϕ . Записать уравне-
ние в декартовых координатах.  

Решение. Для кривой ρ = 2sinϕ  можно взять максимальный 
шаг 

2
π=h , из расчёта ,

2
1sin π=ϕ⇒=ϕ  но, чтобы уточнить линию, 

удобнее ввести переменный шаг, см. таблицу. 

ϕ  0 6
π  

2
π  

6
5π  π 6

7π  
2

3π  
6

11π  2π 

ρ 0 1 2 1 0 −1 −2 −1 0 
Строим лучи согласно верхней строчке таблицы и на каждом 

откладываем соответствующее значение радиуса. Отрицательные 
значения ρ откладываются по указанному лучу, но в противопо-
ложную сторону от начала координат (рис.  3.53). 

                        π/2 

3π/4                                                                               π/4 
 
 
 
 
 
  π                                                          ρ 
 
 
 
  5π/4                      3π/4                                        7π/4  
 

Рис. 3.52 
    

                          π/2 
       

 
 5π/6                                                                              π/6 
 
 
 
 
  π                                                            ρ 
 
 
7π/6                                                             11π/6 
                                      3π/2

                        

Рис. 3.53 
  

Получим уравнение этой кривой в декартовых координатах, 
подставив формулы перехода:  

222 ρ=+ yx ,  
22

sin
yx

yy

+
=

ρ
=ϕ ;  
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ρ = 2sinϕ  ⇒  =+ 22 yx  
22

2
yx

y

+
, или 22 yx + = 2у  – это уравне-

ние окружности, смещённой по оси Оу, с центром в точке (0, 1) 
и радиусом R = 1 (см. рис.  3.53);  

1)1( 22 =−+ yx – её каноническое уравнение . 

Пример 28.  Построить кривую ρ = 2cos3ϕ . Записать уравне-
ние в декартовых координатах.  

Решение. Подсчитываем таблицу значений, выбрав постоян-
ный шаг 

6
π  из расчёта 

62
303cos π=ϕ⇒π=ϕ⇒=ϕ . 

ϕ  0 6
π  

3
π  

2
π  

3
2π  

6
5π  π 6

7π  
3

4π  
2

3π  
3

5π  
6

11π  2π 

ρ 2 0 −2 0 2 0 −2 0 2 0 −2 0 2 
 
Строим лучи согласно верхней строчке таблицы и на каждом 

откладываем соответствующее значение радиуса. Отрицательные 
значения ρ  откладываются по указанному лучу, но в противопо-
ложную сторону от начала координат (рис.  3.54). 

                         π/2 
              2π/3                                                    π/3 

 5π/6                                                                            π/6 
 
 
 
 
  π                                                           ρ 
 
 
  7π/6                                                                11π/6 
               4π/3                           3π/2        5π/3                
 

Рис. 3.54  
Чтобы воспользоваться формулами (2.14), необходимо пре-

образовать уравнение ρ = 2cos3ϕ  = 2(4cos3ϕ  − 3 cosϕ). 
Теперь можно подставлять формулы перехода  











−

++
=+ 342

22

2

22
22

yx
x

yx

xyx , или ( ) ( ).32 22222 yxxyx −=+  
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3.8. Параметрическое задание кривых 
Начнём с канонического уравнения окружности радиуса R с 

центром в начале координат  
x2 + y2 = R2. 

Выберем в качестве параметра угол накло-
на радиуса вектора произвольной точки М(х, у) 
линии к оси ох  (рис.  3.55). Тогда  





=
=

.sin
,cos

tRy
tRx

 

Это и есть параметрические уравнения  
окружности. 

 
Пусть теперь окружность радиуса r  катится по прямой без 

скольжения. Примем за ось Ох (рис.  3.56) прямую, по которой ка-
тится окружность радиуса r .  

        y 
 
 
 
           M              C 
                     t      N 
 
         O  K        Q                                                                            x 

Рис. 3.56  
Пусть началом О координат будет та точка оси Ох , с которой 

совпадала текущая точка М в начальный момент движения 
окружности. Составить сразу декартово уравнение циклоиды, 
связывающее между собой текущие координаты х  и у  её текущей 
точки  М,  трудно. Применять полярные координаты оказывается 
нецелесообразным. Попробуем составить параметрические  урав-
нения циклоиды. За параметр примем угол t , образуемый радиу-
сом МС  катящейся окружности с перпендикуляром СQ, опущен-
ным из центра C  круга на ось Ох . Определим координаты х  и у  
точки М:  

x  = OK = OQ − KQ, 

y  = KM = QC − NC. 
Сразу видно, что  

MC = r,   KQ = r sint ,   QC = r,   NC = r cost . 

          y 
                      M(x,y) 
            
                 t 
         O               R     x 

 
 

Рис. 3.55 
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Отрезок OQ найти сложнее. Мы говорили, что в начальном 
положении круга точка М совпадала с началом координат.  

Это значит, что если покатить круг влево, то, когда он прой-
дёт по оси Ох путь OQ, точка М совместится с точкой О. Таким 
образом, этот путь OQ будет равен дуге МQ круга. Итак, 
OQ = ∪  МQ. Но дуга круга МQ равна rt . Следовательно, OQ = rt . 
Подставляя полученные значения отрезков в выражения для х  и у , 
находим:  

( )
( )




−=
−=

.cos1
,sin

try
ttrx

 

Это и есть параметрические уравнения циклоиды. Заставляя 
параметр t  принимать различные значения, мы заставляем точку 
М описывать циклоиду. При желании можно построить циклоиду, 
составив таблицу значений координат х  и у  её текущей точки М в 
зависимости от значений параметра t . Исключение параметра t  
приводит к декартову уравнению циклоиды. Из второго уравне-
ния имеем  

,arccos
r

yr
t

−
=  

откуда получаем  















 −

−
−

=
r

yr
r

yr
rx arccossinarccos , 

или окончательно  

.1arccos
2




















 −

−−
−

=
r

yr
r

yr
rx  

Пусть имеем две окружности разных радиусов. Точка М 
окружности, катящейся без скольжения по внешней стороне дру-
гой окружности описывает эпициклоиду (“эпи” значит “на”) 
(см.  рис.  3.57), уравнения которой в параметрической форме 
имеют вид  

( ) ,coscos t
r

rRrtrRx +
−+=  

( ) ,sinsin t
r

rRrtrRx +
−+=  

где R – радиус неподвижного круга, r  – радиус катящегося круга, 
r  < R;  t  – угол между прямой, соединяющей центры окружностей, 
и осью х . 

Пусть окружность радиуса r  катится по внутренней стороне 
окружности радиуса R,  где r < R. Кривая, описываемая точкой М, 
опишет гипоциклоиду (“гипо” значит “под”) (см. рис.  3.58). Что-
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бы записать её урвнения, надо в уравнениях эпициклоиды заме-
нить r на − r. 

                          y 
 
                                    R 
                                             r  
                                    R            M 
                                      t 
                             O                             x 
 
 
 

Рис. 3.57 

                          y 
 
                                  
                                           
                         R                 r       
                                        t            M 
                          O                               x 
 
 

 
Рис. 3.58 

 
Примечательна сама по себе история кривой, называемой 

циклоидой, сыгравшей исключительную роль в развитии матема-
тики на заре становления анализа бесконечно малых. На циклоиде 
в числе других кривых испытывался аппарат нового исчисления. 
Эта кривая описывается любой фиксированной точкой окружно-
сти, катящейся без скольжения по прямой. Можно сразу же ска-
зать, что таких кривых мы в жизни наблюдаем бесконечное мно-
жество: где есть катящееся колесо (а оно сейчас есть почти всю-
ду), там и циклоиды. Удивляться приходится, почему весьма 
наблюдательные и пытливые древние математики не открыли 
циклоиду. 

Циклоиду открыл, назвал и начал изучать Галилей: он пы-
тался определить взвешиванием площадь между аркой циклоиды 
и прямой, по которой катится образующая циклоиду окружность. 

Хр. Гюйгенс изобрёл циклоидальный маятник и применил 
его в часах. Идею использования  маятника для регулирования хо-
да часов в 1641 г. выдвинул Галилей, но реализовать не смог вви-
ду наступившей потери зрения. Гюйгенсу удалось доказать, что 
период колебаний маятника не зависит от амплитуды (такой ма-
ятник называется изохронным), когда маятник  будет описывать 
циклоиду. Для этого требуется, чтобы регулирующие пластинки 
были также циклоидальной формы. Так, в связи с решением прак-
тических задач в математике возник раздел об эволютах и эволь-
вентах 2. С этими понятиями вы встретитесь при дальнейшем обу-
чении.  

                                                      
2 Эволюта – геометрическое место центров кривизны данной кривой.  

Эвольвента – кривая по отношению к эволюте. 
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Задачи для самостоятельного решения 
1. Запишите уравнение кривой в каноническом виде и по-

стройте линию:  

0663 22 =+−+ yxyx . 
2. Даны точки ( )3,21 −P ,  ( )1,42P . Найдите:  

а) уравнение диаметра окружности 21 PP ;  
б) уравнение окружности, проходящей через точки 21,PP ;  
в) уравнение диаметра, перпендикулярного 21,PP . 
Сделайте чертёж.  

3. Проверьте, какие пары прямых параллельны, перпендику-
лярны, либо найдите угол между ними:  

3.1.  




=−−
=+−

;013104
,0152

yx
yx

   3.2.  




=+−
=−+

;0562
,073

yx
yx

 

3.3.  




=−−
=−+

;03
,062

yx
yx

    3.4.  




=+−
=−+

.034
,014

xy
yx

 

4. Найдите точку пересечения прямой 
12

3
3

2 zyx
=

+
=

−  и плос-

кости 0452 =−−+ zyx .  
5. Найдите:  

а) уравнение плоскости Р, содержащей точки А(2, 0, 1); 
В(−1, 2, 3); С(−2,  −1,  1); 

б) уравнение прямой AK , перпендикулярной Р. 
6. Даны три плоскости  

,0785:1 =−−+ zyxP  

,0132:2 =−++ zyxP  

.09232:3 =−+− zyxP  
Найдите:  

а) точку пересечения трёх плоскостей,  
б) прямую α  пересечения плоскостей P2  и P3 в канониче-

ском виде. 
7. Приведите уравнение к каноническому виду и классифи-

цируйте кривую:  

7.1 . ;1631026 22 =++ yxyx  

7.2 . .01622 22 =+−−+− yxyxyx  
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8. Провести плоскость р1 , перпендикулярную плоскости р: 
6х  + у − 2z  = 0, через линию пересечения плоскостей  





=−+−
=+−+

.0432
,032

zyx
zyx

 

9. Провести прямую, параллельную прямой α  :  х + 6у − 8 = 0, 
через точку пересечения прямых  

α1 :  х + 3у  + 2 = 0, 
α2 :  2х + 4у  + 5 = 0. 

 
 

Вопросы для самоконтроля 
1. Какой геометрический смысл имеет система двух уравне-

ний  





=+++
=+++

?0
,0

2222

1111
DzCyBxA

DzCyBxA
 

2. Какой геометрический смысл имеют коэффициенты при 
неизвестных в уравнении прямой на плоскости Ax  +  By  +  C = 0?  

3. Каково положение плоскости в системе координат, если в 
уравнении плоскости отсутствует: 1) свободный член, 2) одна пе-
ременная, 3) две переменных, 4) одна переменная и свободный 
член? Приведите примеры, постройте эти плоскости в системе 
координат. 

4. Запишите уравнение прямой, проходящей через две точки:  
а) в двухмерном,  б) в трёхмерном пространствах.  

5. Как найти угол между прямой и плоскостью? Объясните с 
геометрической точки зрения и приведите формулу, проиллю-

стрируйте её применение для прямой 
3

1
1
5

4
+

=
−
−

=
zyx  и плоскости 

085 =+− yx .  
6. Сформулируйте условия параллельности и перпендику-

лярности двух прямых на плоскости. 
7. Сформулируйте условия перпендикулярности прямой и 

плоскости.  
8. Запишите каноническое уравнение гиперболы. Объясните 

геометрический смысл его параметров. Запишите уравнения 
асимптот. Найдите координаты фокусов. Запишите уравнение со-
пряжённой гиперболы.  
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 Прямая на плоскости 

 
Общее уравнение 

Ax + By + C = 0 , 
( ) 0, =+ CNr , 

{ }BAN ,  – нормаль   

 
Параметрическое 
уравнение  

⇒+= tlrr 0 ,0 mtxx +=  ntyy += 0  

 
Пучок 

A1x  + B1y  + C1+ λ(  A2x  + B2y  + C2) = 0 
через точку пересечения прямых 
A1x  + B1y  + C1 = 0, 
A2x  + B2y  + C2 = 0  
 

Канонические  
уравнения ,00

n
yy

m
xx −

=
−

  { }nml ,  

 
С угловым  
коэффициентом 

y = kx + b,  k = tgϕ ,    k – угловой коэффициент 
 y                         ϕ 
 0                               x 
 b 

 
 
Через две точки ,

12
1

12
1

yy
yy

xx
xx

−
−

=
−
−

 ( )121 rrtrr −+=  

 

Через три точки  
 
Нормальное 

( )
,0

,
=

+
N

CNr       xcosα  + ysinα – p  = 0 

 
В отрезках 

1=+
b
y

a
x

             

     y 
b 
0             a                 x 

 

 
Условие  
параллельности 

[ ] ⇒=⇒ 0, 2121 NNNN NN
B
B

A
A

λ=⇒= 2
2
1

2
1 , 

k1 = k2 ,  12 ll  
Условие  
перпендикулярности 
 

21 NN ⊥ , ( ) 0, 21 =NN ,      k1 ⋅  k2 = –1,  21 ll ⊥     

 
Угол ϕ 

21
12

1
tg

kk
kk

+
−

=ϕ ,  
( ) ( )

21
21

21
21 ,,

cos
ll
ll

NN
NN

==ϕ  

Через точку, 
перпендикулярно  
вектору 

( ) 0,0 =− Nrr ,    A(x – x0) + B(y – y0) =0 
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Таблица 1 

Прямая в пространстве Плоскость в пространстве 

 A1x  + B1y  + C1z  + D1 = 0,  
 A2x  + B2y  + C2z  + D2 = 0, ⇒  

( )
( )



=+

++
⇒

.0,

.0,

22

11
DNr

DNr
 

Ax  + By  + Cz  + D = 0, 
( ) ,0, =+ DNr   

{ }CBAN ,, –нормальный вектор  

tlrr += 0 , l  –  направляющий вектор   

 A1x  + B1y  + C1z  + D1 + 
+ λ(  A2x  + B2y  + C2z  + D2)= 0 
через прямую  
  A1x  + B1y  + C1z  + D1 = 0,  
  A2x  + B2y  + C2z  + D2 = 0  

,000
p
zz

n
yy

m
xx −

=
−

=
− { }pnml ,,  

 

 
 
 
 

 

,
12

1
12

1
12

1
zz

zz
yy

yy
xx

xx
−
−

=
−
−

=
−
−

 

( )121 rrtrr −+=  

 

 ( ) 0rr,rr,rr 13121 =−−−  

 xcosα  + ycosβ + zcosγ  – p= 0  

 1=++ c
z

b
y

a
x

 

 
 

⇒λ=⇒ 2121 llll  

⇒ λ===
2
1

2
1

2
1

p
p

n
n

m
m

 

[ ] ⇒=⇒ 0, 2121 NNNN 12 NN λ= , 

2
1

2
1

2
1

C
C

B
B

A
A

==  

21 ll ⊥  02121 =⋅⇒⊥ NNNN  

 

( )
21

21,
cos

ll
ll

=ϕ  
( )

21
21,cos

NN
NN

=ϕ  

 ( ) 0,0 =− Nrr , 

A(x – x0) + B(y – y0) + C(z – z0) = 0 
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ГЛАВА 4. ВВЕДЕНИЕ В МАТЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ 

4.1. Множества и операции над ними 
Под «множеством» понимают семейство, совокупность, 

набор конечного или бесконечного числа объектов произвольной 
природы: 

•  множество всех натуральных чисел;  
•  множество звёзд созвездия Большой Медведицы; 
•  множество всех векторов, ортогональных данной плоскости; 
•  множество картин Третьяковской галереи; 
•  множество студентов в данной аудитории. 
Объекты, из которых состоят множества, называют их эле-

ментами и обозначают малыми латинскими буквами. Сами мно-
жества обозначают большими латинскими буквами. Чаще всего 
множества задают следующими способами: 

•  перечислением всех его элементов  
{ };,,, 21 naaaA =  

•  как совокупность тех, и только тех элементов некоторого 
множества Т , которые  обладают общим свойством α: 

( ){ }xTxA α∈= . 

Символ α(х) означает, что элемент х  обладает свойством α . 
Например, числовое множество – интервал (a , b) = А, содер-

жащий точки оси, исключая сами точки х = а , х = b:  
(a ,  b) = А= {x  ∈ Ta < x < b}. 

К основным операциям над множествами относятся: объеди-
нение множеств, пересечение множеств, разность множеств.  

Объединением множеств А и В называется множество, со-
стоящее из тех, и только тех элементов, которые принадлежат 
хотя бы одному из множеств А, В (см. рис.  4.1)  

{ }.  или BxAxxBA ∈∈=  

Пересечением множеств А и В называется множество, состо-
ящее из тех и только тех элементов, которые принадлежат  и 
множеству А, и множеству В (см. рис. 4.2): 
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{ }BxAxxBA ∈∈=   и . 

Разностью множеств В и А называется множество всех эле-
ментов множества В, которые не принадлежат множеству А (см. 
рис.  4.3): 

{ }AxBxxAB ∉∈=   и\ . 

 
 
A 
                                     B 

Рис. 4.1   

 
 
A 
                                    B 

Рис. 4.2   

 
 
A 
                                    B 

Рис. 4.3  

4.2. Функция. Основные определения,  
способы задания и классификация 

Пусть даны два множества Х и Y .  
Определение 1. Если каждому элементу х из множества Х  

по определённому правилу или закону f ставится в соответствие 
один элемент у из множества Y, то говорят, что на множестве Х 
задана функция f и пишут  

YfX → , или у = f(x).  

При этом величина х  называется аргументом функции  f , а 
множество Х – областью определения  функции f . Величина х 
называется также независимой переменной , а величина у  – за-
висимой переменной . Множество Y  называется областью значе-
ний функции f . Область определения функции f  обозначается че-
рез D(f), а область значений – через E(f).  

Функция, соответствующая определению 1, называется од-
нозначной . Если же одному значению аргумента соответствует 
не одно, а несколько значений функции, в этом случае функция 
называется многозначной . 

К простейшим областям определения функции относятся от-
резок, интервал. Например, для функции 24 xy −=  областью 
определения является отрезок [−2, 2], областью её значений  –

 отрезок [0,  2]. Функция 
x

y
−

=
2

1   определена для всех х  из ин-
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тервалов (−∞,  2) ∪  (2, ∞); областью её значений будут интерва-
лы (−∞,  0) ∪  (0, ∞).  

Задать функцию – значит указать область её определения и 
правило, по которому по данному значению независимой пере-
менной можно найти соответствующее ему значение функции.  

Существует три основных способа задания функции:  
•  аналитический, 
•  табличный,  
•  графический. 
Аналитический способ  заключается в том, что зависимость 

между переменными величинами задаётся с помощью формулы, 
указывающей, какие действия надо выполнить над аргументом, 
чтобы получить соответствующее ему значение функции.  

При этом функция может быть задана как одной формулой, 
например 24)( xxf −= , так и несколькими формулами, например  









>−
=
<−

=
.0  если,1
,0  если,0
,0  если,1

)(

2

x
x

xx
xg  

Табличный способ  заключается в том, что зависимость 
между переменными задают с помощью таблицы. Хорошо из-
вестны, например, таблицы логарифмов, тригонометрических 
функций.  

Графический способ  состоит в том, что соответствие между 
переменными х  и у  задаётся с помощью графика функции. Гра-
фиком функции y  = f(x) называется множество всех точек (х , у) 
плоскости XOY , координаты которых связаны соотношением 
y  = f(x). Так, графики вышеназванных функций: f(x) (рис.  4.4) 
g(x) (рис.  4.5). 

               y                                               y 
                      2                                                1 
    
                                                                        0                x 
                                                                 
    −2             0        2       x 
               Рис. 4.4                                   Рис. 4.5  
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Прежде чем перейти к классификации функций, приведём 
несколько определений. 

Определение 2. Пусть функция z = g(x) определена на мно-
жестве Х, а функция y = f(z) определена на множестве Z , причём 
область значений функции g содержится в области определения 
функции f . Функция y = f(g(x)) называется сложной функцией, 
или функцией от функции, или суперпозицией функций z = g(x) 
и y = f(z). Переменная х называется независимой переменной 
функции у, а функция z = g(x) – зависимой переменной, или 
промежуточным аргументом функции y = f(x).  

Различаются элементарные и неэлементарные функции. К 
основным элементарным функциям относятся: 

•  степенная функция у = хп , n  ∈ R;  
•  показательная функция у = ах, а > 0, a  ≠  1; 
•  логарифмическая функция y  = logax , а > 0, a  ≠  1; 
•  тригонометрические функции y  = sinx , y  = cosx , y  = tgx ,  

y  = ctgx ,  y  = secx ,  y  =  cosecx; 
•  обратные тригонометрические функции y  = arcsinx , 

y  = arccosx ,  y  = arctgx ,  y  = arcctgx . 
Элементарными функциями называются функции, получен-

ные из основных элементарных  функций и констант с помощью 
четырёх арифметических действий и операций формирования 
функции от функции, применённых конечное число раз.  

Примеры  элементарных функций:  

( )xy cosln= , ( )xxy tgcos2 += . 

Примером неэлементарной функции является модуль дей-
ствительного числа  

( )




<−
≥

==
.0  если,

,0  если,
xx

xx
xxf  

График этой функции − две полупрямые (рис.  4.6).  
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                y 
                 2 
 
            
 
     −2         0          2     x 

Рис. 4.6  

 
Определение 3. Функция у = f(x) называется чётной, если 

f(−x) = f(x) для всех х из области определения функции. 
График чётной функции расположен симметрично относи-

тельно оси Оу .  Например, функции 24)( xxf −=  (см. рис.  4.4) и  
( ) xxf =  (рис.  4.6) являются чётными. Функция у  = cosx  является 

чётной, поскольку выполняется равенство cos(−x) = cosx 
(рис.  4.7). 

Определение 4. Функция у = f(x) называется нечётной, если 
f(−x) = −f(x) для всех х из области определения функции.  

График нечётной функции расположен симметрично относи-
тельно начала координат. Например, функция у  = sinx  – нечёт-
ная, т. к. справедливо равенство sin(−x) = −sinx  (рис. 4.8). 
                              y 
 
                              1 
 
           −π    −π/2      0      π/2       π   3π/2    x       
 

Рис. 4.7 

                               y 
 
                               1 
 
          −π      −π/2        0      π/2     π     3π/2  x       
 

Рис. 4.8  

Определение 5. Функция у = f(x) называется периодической, 
если существует число Т, отличное от нуля, такое, что выполня-
ется равенство f(x ± Т) = f(x) для всех х из области определения 
функции. При этом наименьшее из положительных Т является 
периодом функции f(x). 

Например, функция у  = sinx  имеет период Т = 2π, т.е. 
 у(х + 2πn) = y(x), где n  = 0, ±1, ±2, … (рис. 4.8). 
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4.3. Предел числовой последовательности 
Определение 6. Числовой последовательностью (или после-

довательностью) называется функция хn  = f(n), определённая на 
множестве натуральных чисел, т. е. функция дискретного аргу-
мента. Каждое значение xn(n  = 1, 2, 3,…) называется элементом 
(членом) последовательности, а число n  – его номером. 

Существует два способа задания последовательности:  
• перечислением её элементов;  

формулой общего члена. 
Примеры последовательностей: 
•  { } { };,,,3,2,1  nn =  

•  






=









 ,
1

,,
3
1

,
2
1

,1
1

nn
;  

•  ( ){ } { };,1,1,1,11 −−=− n  

•  ( )






 −−=











 − +

,
16
1

,
9
1

,
4
1

,11
2

1

n

n
;  

•  { };,0,1,0,1,0,1,0,1
2

sin −−=






 π

n  

•  { } { }.,1,1,1,1cos −−=πn  
Последовательность можно изобразить геометрически, по-

строив на числовой оси точки, соответствующие членам после-
довательности или на плоскости в прямоугольной системе коор-
динат. 

Пример 1. Изобразить геометрически последовательность 







=









,
4
1

,
3
1

,
2
1

,1
1
n

. 

Решение. Наносим члены последовательности как точки оси 
(рис.  4.9). 

                                                                  1/3
 

                    
                                0            1/4             1/2                           1                 x 

Рис. 4.9 
 

Пример 2. Изобразить геометрически последовательность 
( ) .,

5
1,

4
1,

3
1,

2
1,11







 −−−=











 −



n

n
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Решение . Наносим члены последовательности как точки оси  
(рис.  4.10). 
                                                                 −1/5

                               1/4
 

                    
 −1                                         −1/3                  0        1/6                1/2                          1   x 

Рис. 4.10 
 

Пример 3. Изобразить геометрически последовательность 

( ){ } { },1,1,1,11 −−=− n , или ( ) ( ) .1 nnf −=  

Решение. Наносим члены последовательности как точки 
плоскости (рис. 4.11). 

Пример 4. Изобразить геометрически последовательность 

{ },0,1,0,1,0,1,0,12sin −−=






 πn , или ( ) .2sin π=nf  

Решение. Наносим члены последовательности как точки 
плоскости (рис.  4.12). 

   f 
 
 
  1       
 
  0             2                                                n 
 

Рис. 4.11 
  

  f 
 
 
  1 
 
  0        1                                                     n 
  

Рис. 4.12 
 

Вместо слов «найдётся», «существует» будем использовать 
логический символ ∃, носящий название квантор существова-
ния , вместо слов «для любого», «для каждого», «для всякого» – 
символ ∀, носящий название квантор общности , вместо слова 
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«принадлежит» – символ ∈, множество натуральных чисел обо-
значается N.  

Определение 7. Последовательность {xn} называется огра-
ниченной , если существует число М > 0 такое, что для любого 
номера n выполняется неравенство Mnx ≤ , иначе, последова-
тельность {xn} называется ограниченной , если все её члены 
принадлежат некоторому замкнутому промежутку [a ,  b]:  ∀n ,    
xn ∈ [a ,  b].  

Определение 8. Последовательность {xn} называется огра-
ниченной сверху , если существует число М такое, что для лю-
бого номера n выполняется неравенство xn ≤ М (или последова-
тельность {xn} называется ограниченной сверху , если ∃М, 
∀n ∈ N  ⇒ xn ≤ М). 

Здесь N – множество натуральных чисел. 
Определение 9. Последовательность {xn} называется огра-

ниченной снизу ,  если существует число т такое, что для любого 
номера n выполняется неравенство xn≥т (или последовательность 
{xn} называется ограниченной снизу , если ∃т, ∀n ⇒ xn≥т).  

Например, последова-

тельность { }






=

nnx 1  огра-

ничена, т. к. ∀n  ∈ N  спра-
ведливо  

10 ≤< nx , где 
n

xn
1

=  

На рис. 4 .13 видно, что 
все точки плоскости, изоб-
ражающие члены этой по-
следовательности, находят-
ся внутри полосы 0 < ϕ  ≤  1, 
где  ϕ(n) = xn . 

 
 
 
 

Определение 10. Число а называется пределом  последова-
тельности {xn}, если для всякого как угодно малого ε > 0 суще-

         xn = ϕ(n) 
 
  1 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
ε 
 
  0      1                                                   n 
−ε 

Рис. 4.13 
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ствует такое число N, что для всех n > N выполняется неравен-
ство a − xn  < ε.  При этом пишут  

axn
n

=
∞→

lim ,  или   хп  → а при п → ∞.  

Краткая запись определения 10 в математических символах 
выглядит так: 

axn
n

=
∞→

lim ,  если  ∀ε > 0 ∃N,   ∀n > N  ⇒ a  − xn  < ε.  

Неравенство a  − xn  < ε можно записать в виде  
− ε < xn  − а < ε, а  − ε  < xn  < а + ε.  

Определение 11. Интервал (а  − ε, а  + ε) называется ε-  
окрестностью точки а. 

Определение 12. Число а называется пределом  последова-
тельности {xn}, если, какова бы ни была окрестность точки а, 
начиная с некоторого номера N, все члены последовательности 
{xn} попадут в эту окрестность. 

Определение предела последовательности имеет следующий 
геометрический смысл:  число а называется пределом последо-
вательности {xn} ,  если в любой ε-окрестности  числа а  содержат-
ся почти все члены последовательности {xn} , т. е. вне её нахо-
дится лишь конечное число членов данной последовательности, 
поэтому такую точку х = а  часто называют точкой сгущения  
(см.  рис.  4.14). 
                  x3   xN−1        xN+2                               xN+1       xN    x5       x4 

             •  •   • • •  (   •   ••••••••••••••••   •   )    •   •••    •    •                 
               x1              a − ε                     a           xN+3   a + ε                     x2             x 
 

Рис. 4.14  
Определение 13. Последовательность, имеющая предел, 

называется сходящейся ,  а последовательность, предел которой 
не существует или равен бесконечности, − расходящейся.  

Пример 5. Доказать, что последовательность 












n
1  является 

сходящейся.  
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Решение. Докажем, что предел 
nn

1
lim

∞→
 существует и равен 

нулю. Действительно, возьмём произвольное положительное 
число ε и определим соответствующий номер N  так, чтобы при 
n  > N  выполнялось неравенство  

,0 1 ε<−
n

 

т. е. чтобы ε<
n
1 . Это неравенство выполняется при 

ε
>

1n , поэтому в каче-

стве N можно взять целую часть числа 
ε
1 . Тогда для любого номера n > N 

будет выполняться неравенство  

,0 1 ε<−
n

 

а это и означает, что предел последовательности { }












= nnx
1  равен нулю, т. е. 

0lim 1 =
∞→ nn

.  

Зададим произвольное ε > 0 ,   например, 1,01 =ε . Нужно, 
пользуясь определением предела последовательности, указать 
такой номер N1 ,  что при 1Nn >∀  будет выполняться неравенство  

1,001
1 =ε<−

n
. 

Из рис.  4.13 видно, что при 110 Nn =>  все элементы последовательности 













n
1  попадают в полосу  )0,0( 11 ε+ε− . Таким образом,  для заданного 

1,01 =ε  мы нашли число N1 = 10. 
Положив, например, ε = 0,001, найдём N  = 1000, т. е.  

с 1001-го номера все члены последовательности попадут в ε-  
окрестность точки а .  

Пример 6. Доказать, что последовательность {xn} расходится: 
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








−

+
=

чётно.  если,
1

2

,нечётно  если,
1

1

n
n

n
nxn  

Решение. Действительно, последовательность не имеет пре-
дела. Введём обозначения: ( ) ,11

n
n +=ϕ  если п нечётно; 

( )
n

n 12 −=ψ . Используя результаты исследования примера 5, де-

лаем вывод, что последовательность ϕ(п) → 1, а последователь-
ность ψ(п) → 2 при п → ∞. При этом ни одно из чисел 1 и 2 не 
является пределом последовательности, т. к.,  какую бы доста-
точно малую окрестность точки 1 (или точки 2) ни взять, вне её 
содержится бесчисленное множество членов последовательно-
сти. 

Сформулируем теперь важные теоремы о пределе последова-
тельности. 

Теорема 1. Если последовательность имеет предел, то этот 
предел единственный.  

Доказательство. Предположим противное: пусть существу-
ют конечные пределы ,lim axn

n
=

∞→
 ,lim bxn

n
=

→∞
 где a  ≠  b . Фиксиру-

ем число ε > 0. Из того, что хп→ а , следует, что 
2
ε

<− nxa  при n 

> N1 . Из того, что хп  → b , следует, что 
2
ε

<− nxb  при n  > N2 . 

Тогда для n  > N ,  где N  – большее из чисел N1 и N2 , выполня-
ются  оба неравенства. Оценим разность 

( ) ( ) .
22

ε=
ε

+
ε

<−+−≤−+−=− bxxabxxaba nnnn  

Таким образом, разность между числами a  и b  по абсолют-
ной величине меньше любого положительного числа, следова-
тельно, остаётся принять a  = b . Теорема доказана. 

Теорема 2. Если последовательность {xn} сходится, то она 
ограничена.  

Доказательство. Последовательность сходится, значит, су-
ществует конечный предел. Пусть .lim axn

n
=

∞→
 Положим, ε  = 1,  
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тогда найдётся номер N  такой, что  ∀n  > N  имеет место неравен-
ство  a  − xn  < 1.  

Следовательно,  xn  = (xn  − a) + a  ≤ xn  − a  + a  < 1 + a . 
Итак, xn  < a  + 1 ∀n  > N.  
Обозначим через М  наибольшее из чисел x1 ,  x2 , …, xN ,  

a  + 1. Тогда для любого номера п  будет иметь место xn  ≤ M.  
Это означает, что последовательность {xn} ограничена. Тео-

рема доказана. 
Заметим, что обратная теорема не верна. Из ограниченности 

последовательности не следует её сходимость.  
Последовательность из примера 6 является ограниченной: 

∀n  ∈ N  ⇒ xn  ≤ 2, но предела не имеет. Ограниченная последо-

вательность { }






 π

=
2

sin nxn , принимающая значения 1,  0, −1, 0, 1, 

0, −1, 0, …, тоже не имеет предела (см. рис. 4.12). 
Определение 14. Последовательность {xn} называется:  
•  возрастающей, если  x1 < x2 < … < xn  < xn +1 < …;  
•  неубывающей, если  x1 ≤ x2 ≤ … ≤ xn  ≤ xn +1 ≤  …;  
•  убывающей, если  x1 > x2 > … > xn  > xn +1 > …;  
•  невозрастающей, если  x1 ≥ x2 ≥ … ≥ xn ≥ xn +1 ≥ …. 
Все такие последовательности называются монотонными. 
Теорема 3. Всякая ограниченная сверху монотонно возрас-

тающая последовательность имеет предел. Всякая ограниченная 
снизу монотонно убывающая последовательность имеет предел. 

Эта теорема во многих случаях позволяет установить суще-
ствование предела последовательности.  

Применим эту теорему для доказательства сходимости по-
следовательности, имеющей различные применения, в частно-
сти, при вычислении пределов. 

Рассмотрим важный пример. 
Теорема 4. Последовательность 

{ }n

n
x

n
=



















 +

11  

сходится, и её предел заключён между числами 2 и 3. 
Доказательство. Воспользуемся формулой, известной  под 

названием бинома Ньютона,  
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( ) ( ) ( )( )
++

−−
+

−
++=+ −−−



33221
!3

21
!2

1 xannnxannxnaaxa nnnnn

( ) ( )( ) .
!

11 nkkn xxa
k

knnn
++

−−− −
+ 

  

В частности, при а  = 1 бином Ньютона примет вид 

( ) ( ) ( )( )
++

−−
+

−
++=+ 

32
!3

21
!2

111 xnnnxnnnxx n  

 ( ) ( )( ) .
!

11 nk xx
k

knnn
++

−−−
+ 

    (4.1)  

Положив nx 1= ,  запишем  

( ) ( )( ) +++++=




 + −−−

32
1

!3
211

!2
111 11

n
nnn

n
nn

n
n

n

n
 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) .11
!

11
!

11
nk nn

nnnn

nk
knnn −−−−−− +++



  

Или, что то же самое, 

++




 −




 −+





 −++=





 + 

nnn

n

n
2111 11!3

11!2
1111  

 ;111!
1111!

1 121121





 −⋅⋅





 −




 −+





 −⋅⋅





 −




 −+ −−

n
n

nnn
k

nn nk   (4.2) 

n
n

n
x=





 + 11 – п-ый член заданной последовательности. Докажем, что по-

следовательность {xn} возрастает. Для этого запишем по формуле бинома 
Ньютона (п + 1)-й член этой последовательности хп+1: 

++





 −





 −+






 −++=






 +=

+++

+

++ 

1
2

1
1

1
11

1
1

1 11!3
11!2

1111
nnn

n

nnx  

+





 −⋅⋅






 −





 −+

+
−

++ 1
1

1
2

1
1 111!

1
n
k

nnk   
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( )

( )( ) ( ).111!
1

11
2

1
1

1 ++++
−⋅⋅−−+

n
n

nnn
    (4.3) 

Теперь сравним хп  и хп +1 по величине. 
Каждое слагаемое в выражении (4.3) больше соответствую-

щего слагаемого в выражении (4.2) и, кроме того, в разложении 
хп +1 добавлено одно положительное слагаемое. Следовательно, 
хп +1 > xn  для всех номеров n   и последовательность {xn} возрастает. 

Далее докажем, что последовательность {xn} ограничена 
сверху. В равенстве (4.2) отбросим дробное слагаемое внутри 
каждой скобки, тем самым увеличив правую часть:  

=+++++<+++++< nnnx
2

1
22

1
2
1

!
1

!3
1

!2
1 1111   

(напомним формулу суммы п членов геометрической прогрессии 

,
1

1
1 q

nq
n bS

−
−

=  где q – знаменатель геометрической прогрессии, q ≠ 1, b1 – её 

первый член) 

 
( )

.32111
1

1
1

2
1

2
1

2
1

1 =+=+<
−

−
+=

n

b  (4.4) 

Таким образом, последовательность {xn} монотонно возрас-
тает и ограничена сверху.  

Следовательно, по теореме 4 она имеет конечный предел. Из 
формулы (4.2) следует, что этот предел больше 2. Из неравен-
ства (4.4) вытекает, что он меньше трёх, т. е.  

.31lim2 1 <




 +<

∞→

n

nn
 

Обычно этот предел называют вторым  замечательным  пре-
делом  и обозначают через е = 2,7182818284… : 

.1lim 1 e
n

nn
=





 +

∞→
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Функцию 

n

n 



 + α1

 впервые ввёл Якоб Бернулли3, решая задачу о сложных 
процентах. Он предвосхитил открытие показательной функции своим во-
просом: пусть заимодавец платит кредитору некоторое число процентов от 
занятой суммы в год; сколько он должен уплатить за год на каждую едини-
цу занятой суммы, если проценты нарастают непрерывно?  

Предположим, что выплачивается k  процентов в год, и, по-
ложим, α  = k/1 00. Если вычислить долг в конце года, то он соста-
вит первоначальную сумму, умноженную на 1 + α . Будем счи-
тать для простоты, что первоначальная сумма равна единице. 
Пусть теперь долг подсчитывается раз в полгода; тогда через 
полгода он равен ,1 2

α+  а через год, следовательно, 

.
2

222 111 




 +=





 +




 + ααα  

Если долг подсчитывается раз в три месяца, то при каждом 

подсчёте он возрастает в 
4

1 α
+  раз, а к концу года – в 

4

4
1 






 α
+  

раз.  

Ежемесячный подсчёт даёт .
12

1
12






 α
+  В общем случае, если 

разбить год на п равных частей и вычислить долг в конце каж-
дой части, то в течение года долг, равный 1, вырастет до 

.1
n

n 





 α
+  

Естественно считать, что при большом п  число .1
n

n 



 + α  бу-

дет близко к истинному результату, т. е. к величине долга при 
непрерывном  наращении процентов.  

Итак, ответ на вопрос Бернулли гласит:  

                                                 
3 Бернулли. Эта семья из Базеля (Швейцария) породила в течение трёх поколений ряд 
выдающихся математиков. Самыми знаменитыми из них были Якоб (1654 – 1705), его 
брат Иоганн (1667 – 1748) и сын Иоганна Даниэль (1700 – 1784). Два старших Бернулли 
были первыми учёными, понявшими, применившими и развившими дифференциальное 
и интегральное исчисление Лейбница. 
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.1lim αα

∞→
=





 + e

n

nn
       (4.5) 

Можно доказать, что формула второго замечательного пре-
дела верна и для непрерывного аргумента х:  

.1lim 1 e
x

xx
=





 +

∞→
 

Выполнив замену t
x
=1 , где t  →  0 при х  → ∞,  получим ещё 

одну запись второго замечательного предела  

( ) ( ) .)(1lim
1

0
ex x

x
=α+ α

→
       (4.6) 

И вообще: 
•  если α(х) → 0 при х  → а ,  то  ( )( ) ( ) ;1lim 1 ex x

ax
=α+ α

→
  

•  если α(х) → ∞ при х  → а , то  

( )

( )
.1lim 1 e

x

xax
=






 +

α

α→
     (4.7) 

 
4.4. Предел функции. 

Бесконечно малые и бесконечно большие функции 
Пусть функция y  = f(x) определена в некотором интервале, 

содержащем точку а . В самой  точке а  функция может быть и не 
определена. 

Определение 15. Число А называется пределом функции f(x) 
при х → а, если для любого ε > 0 существует такое δ  > 0, что для 
всех х, отвечающих условию x – a  < δ выполняется неравен-
ство f(x) − A  < ε.  При этом пишут  

( ) ( ) .,0,0  если,lim ε<−⇒δ<−>δ∃>ε∀=
→

AxfaxAxf
ax

 

Краткая запись определения 15 в математических символах 
выглядит так: 

( ) ( ) .,0,0  если,lim ε<−⇒δ<−>δ∃>ε∀=
→

AxfaxAxf
ax

 

Условие x  –  a  < δ можно записать так:  
–δ < x – a < δ,     а – δ < x <  a + δ. 

Интервал (а –  δ,  a  + δ) называется δ-окрестностью числа а . 
Неравенство f(x) − A  < ε  равносильно следующим:  
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− ε < f(x) − A  < ε ,      или    А − ε  < f(x) < A + ε.  
Интервал (А − ε ,  A + ε) называют ε–окрестностью точки А. 
Учитывая это, можно дать следующее определение  предела  

функции  в точке  х  = а: число А называют пределом функции 
y = f(x) в точке а, если для любой сколь угодно малой ε-  окрест-
ности точки А найдётся такая δ–окрестность точки а, что если 
х  ∈ (а −  δ, а + δ), то f(x) ∈ (А −  ε, A + ε) (рис.  4.15). Подчерк-
нём, что δ зависит от ε,  т. е. δ = δ(ε).  

Сформулируем теперь определение предела функции при 
стремлении аргумента к бесконечности. 

Определение 16. Число А называется пределом функции   
y = f(x)  при х → +∞, если для любого ε > 0 существует число М 
такое, что из условия х  > М вытекает, что f(x) − A  < ε.   

Пишут: ( ) Axf
x

=
+∞→

lim  (рис.  4.16).  

        y                            y = f(x) 
  A+ε 
    f(x) 
       A 
  A−ε 
 
                             a−δ             a+δ   
        0                              a  x                  x 

Рис. 4.15 

        y                      
 
  A + ε                         y = f(x) 
       A                         
   
 A − ε 
 
 
        0                                                        x 

Рис. 4.16 
 

Краткая запись определения 16 математическими символами 
такова: 

( ) ( ) .,,0  если,lim ε<−⇒>∃>ε∀=
+∞→

AxfMxMAxf
x
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Отметим, что предельное значение функции не следует сме-
шивать со  значением f(a) функции в точке а. Возможные вариан-
ты:  

1) предельное значение А существует, тогда как функция в 
точке а  не определена (см. рис. 4.17); 

2) предельного значения может и не быть, а f(a) существует 
(см.  рис.  4.18); 

3)   нет ни предельного значения при  х → а , ни значения  f(a) 
(см. рис.  4.19); 

4)  А = f(a) (см. рис.  4.20); 
5) существуют и значения функции f(a), и предел А, но не равные 

друг другу  f(a) ≠  А (см. рис. 4.21). 
 

  y                                                 f(x)                      
                                                                
                   ε                                                
  A               ε                                               
                                                               
                          δ             δ                                
                                                                 
               p                   a              b      x                

Рис.4.17    

   y 
                          f(x)               
                     
              
                     
           
                                             
                  p a     b       x 

 
Рис. 4.18 

   y 
                   f (x)               
                     
              
                     
           
                                             
           p        a           b     x 

 
Рис.4.19 

 

         y                                               f(x) 
                  
                          ε 
        A               ε 
                    
                                 δ            δ 
                     
                     p                   a              b       x 

Рис.4.20    

        y            f (a)                            f (x) 
                  
                         ε 
        A              ε 
                     
                                δ             δ 
                     
                     p                   a              b      x 

Рис.4.21  

Пример 7. Вычислить  
2
4lim

2

2 −
−

→ x
x

x
.  

Решение. Рассмотрим дробно-рациональную функцию 

( ) 2
42

−
−= x

xxf . Она не определена в точке  х  = 2, во всех же других 

точках она совпадает с функцией ϕ(x) = x  + 2, т. к. если  х ≠  2, то   
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2
2

)2)(2(
2
42

+=
−

+−
=

−
− x

x
xx

x
x , ϕ(2) = 4. При вычислении предела нас 

интересует поведение функции только при х → 2 (но не в самой 
точке), поэтому, сокращая, вычисляем  

( )2lim
2
4lim

2

2

2
+=

−
−

→→
x

x
x

xx
= 4. 

Подчеркнём, что ( ) 2
42

−
−= x

xxf  и ϕ(x) = x  + 2 – разные функции, 

они имеют разные области определения: первая из них опреде-
лена для х ≠  2, а вторая определена для всех ),( ∞−∞∈x , но 

( ) ( ) ( )2limlim
22

ϕ=ϕ=
→→

xxf
xx

.  

Многие свойства пределов f(x) при х → а, где а  –  конечное 
число или бесконечность, являются аналогичными. Поэтому в 
дальнейшем под а будем понимать или конечное число, или бес-
конечность. 

Определим теперь бесконечный предел функции f(x) при 
х → а , где а  – число.  

Определение 17. Предел функции y = f(x) при х  → а, где а  – 
конечное число, равен +∞, если для любого числа М существует 
такое ε > 0, что из условия x – a  < ε вытекает f(x) > М  
(рис.  4.22). 

Пишут ( ) .lim +∞=
→

xf
ax

 

Краткая запись определения 17 математическими символами 
такова: 

( ) ( ) .,0,  если,lim MxfaxMxf
ax

>⇒ε<−>ε∃∀+∞=
→

 

Аналогично определяется бесконечный предел функции 
( ) −∞=

→
xf

ax
lim  (рис.  4.23). 
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Рис. 4.22 
        

                                   y                                  
  a − ε       a           a + ε       x 
 
 
                                y = f(x) 
 
 
 
 
      
               
                   

Рис. 4.23 
 

Упражнение. Сформулировать определения пределов:  
•  ( ) ;lim −∞=

−∞→
xf

x
 •  ( ) ;lim +∞=

−∞→
xf

x
 •  ( ) ;lim −∞=

+∞→
xf

x
 

•  ( ) ;lim +∞=
+∞→

xf
x

 •  ( ) .lim ∞=
∞→

xf
x

 

Перейдём к рассмотрению бесконечно больших и бесконеч-
но малых функций, которые играют в математическом анализе 
важную роль.  

Определение 18. Функция y = f(x) называется бесконечно 
большой при х  → а, где а – число или один из символов –∞, +∞,  
∞, если ( ) ∞=

→
xf

ax
lim  (или ( ) ,lim −∞=

→
xf

ax
 или ( ) +∞=

→
xf

ax
lim ). 

Например, функция 
x

y
−

=
2

1  является бесконечно большой 

при х → 2 (но она не является бесконечно большой, например, 
при х → 3) (см. рис.  4.24).  

Функция 
2

2xy =  является бесконечно большой при х → ∞ (но 

она не является бесконечно большой, например, при х → 2) 
(рис.  4.25). 
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Рис. 4.24 
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Рис. 4.25 
 

Определение 19. Функция y  = f(x) (или последователь-
ность {xn})  называется бесконечно малой при х →  а, где а – 
число или один из символов –∞ , +∞ , ∞ , если ( ) 0lim =

→
xf

ax
 (или 

( ) 0lim =
∞→

nf
n

). 

Слова “функция”, “последовательность”, “величина” обычно 
в названии опускаются и говорят “бесконечно малая”.  

Например, функция у  = х3  является бесконечно малой при 
х  → 0, т. к. 0lim 3

0
=

→
x

x
;  функция у  = sinх  является бесконечно ма-

лой при х  → π,  т.  к. .0sinlim =
π→

x
x

 

Связь между бесконечно малыми и бесконечно большими 
выражает следующая теорема.  

Теорема 5 
•  Если функция y  =  f(x) –  бесконечно малая при х →  а и 

f(x)  ≠  0 в некоторой окрестности точки а, то функция ( )xf
y 1=  

–  бесконечно большая при х →  а. 
•  Если функция y  = f(x) –  бесконечно большая при х →  а, 

то функция ( )xf
y 1=  –  бесконечно малая при х →  а. 

Прежде чем перейти к рассмотрению свойств бесконечно 
малых функций, введём понятие ограниченной функции. 

Определение 20. Функция y = f(x) называется ограничен-
ной в данном  интервале , если существует число М > 0 такое, 
что для любого х, принадлежащего этому интервалу, выполняет-
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ся условие f(x)  ≤ M . В противном случае функция y = f(x) 
называется неограниченной на  интервале . 

Например, функция 
x

y
1

=  ограничена в интервале (1, +∞), т. к. 

∀х ∈  (1, +∞) имеет место ( ) 1
1
<=

x
xf   (рис.  4.26). Эта же функ-

ция не ограничена в интервале (0, 1). Функция у  = tgх  ограниче-

на в интервале 





 π

4,0  и не ограничена в интервале 





 π

2,0  (рис.  4. 

27). 
З  а  м  е  ч  а  н  и  е . Всякая постоянная величина является 

ограниченной функцией.  

 y 
 
 
 
 
 0        1    2     3       x 

Рис. 4.26 
       

                           y 
 
 

    
2
π3

−      
2
π

−    0     
2
π        

2

3π
       x 

 
Рис. 4.27 

 

 
Свойства бесконечно малых 

Свойство 1. Сумма двух бесконечно малых является беско-
нечно малой. 

Доказательство. Пусть α(х) → 0 при х → а , β(х) → 0 при 
х → а . Докажем, что α(х) + β(х) →  0 при х → а . 

Пусть ε  > 0. Поскольку α(х) → 0 при х → а ,  то для 
2
ε  

найдётся такая δ1-окрестность точки  а , что для любого х  из этой 
окрестности имеет место соотношение 

 ( ) ( ) .
2

0 ε
<α=−α xx   (4.8)  

Поскольку β(х) → 0 при х → а, то для 
2
ε  найдётся такая  

δ2-окрестность точки  а , что для любого х  из этой окрестности 
имеет место неравенство  
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 ( ) ( ) .
2

0 ε
<β=−β xx  (4.9) 

 Положим δ = min(δ1 , δ2). Для х  из δ-окрестности точки а  
выполняются оба неравенства (4.8) и (4.9). Поэтому для х  из  
δ-окрестности точки а  имеем 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .
22

0 ε=
ε

+
ε

<β+α≤β+α=−β+α xxxxxx  

Свойство доказано. 
Свойство 2. Произведение бесконечно малой α(х) при 

х →  а на функцию и(х), ограниченную вблизи а, есть беско-
нечно малая при х →  а. 

Доказательство. Требуется доказать, что ( ) ( )[ ] .0lim =α⋅
→

xxu
ax

 

Поскольку функция и(х) ограничена вблизи а , то существует 
такая δ1-окрестность точки  а , что и(х)  ≤ М для любого х  из 
этой δ1-окрестности, где М – положительное число.  

Поскольку ( ) ,0lim =α
→

x
ax

 то существует такая δ2-окрестность 

точки  а , что для любого х  из этой окрестности имеет место  

( ) .
M

x ε
<α  

Положим δ = min(δ1 ,  δ2). Тогда ∀х ∈ (а  −  δ, а  + δ) выполня-
ются оба неравенства и имеем  

( ) ( ) ( ) ( ) .0 ε=⋅
ε

<⋅α=−⋅α M
M

xuxxux  

Свойство доказано. 
Свойство 3. Произведение двух бесконечно малых есть бес-

конечно малая. 
Свойство 4. Произведение бесконечно малой функции на 

постоянную величину есть бесконечно малая функция. 
Свойства 3 и 4 являются непосредственными следствиями 

свойства 2 с учётом тех фактов, что бесконечно малая и посто-
янная являются ограниченными функциями.  

З  а  м  е  ч  а  н  и  е . Свойства 1 и 3 справедливы для любого 
конечного числа бесконечно малых функций.  
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4.5. Основные теоремы о пределах 
Поскольку числовая последовательность есть функция, 

определённая на множестве натуральных чисел, то все доказан-
ные в этом пункте утверждения справедливы и для последова-
тельностей.  

Все предложения этого пункта доказываем, рассматривая 
функции аргумента х  и считая, что х  →  а , где а  – число. Однако 
если а  – один из символов ∞,  −∞, +∞, то доказательства этих 
предложений могут быть проведены аналогично. 

Почти все основные теоремы о пределах легко вытекают из 
так называемых прямой и обратной теорем и свойств бесконечно 
малых функций.  

Теорема 6 (прямая теорема). Если функция имеет предел, 
то её можно представить как сумму постоянной, равной этому 
пределу, и бесконечно малой функции. 

Доказательство. Пусть ( ) .lim Axf
ax

=
→

 Это означает, что для 

любого ε > 0 существует такое δ  > 0, что из условия х − а< δ  
вытекает выполнение неравенства f(x) −  A  < ε.  Тогда величина 
f(x) − A → 0 при х  → а , т. е. является бесконечно малой при 
х  → а . Обозначив её через α(х), получим α(х) = f(x) − A , откуда 
f(x) = А + α(х).  Теорема доказана. 

Теорема 7 (обратная теорема). Если функцию можно пред-
ставить как сумму постоянной величины и бесконечно малой 
функции, то постоянное слагаемое есть предел функции. 

Доказательство. Пусть  f(x) = А  + α(х), где А  – постоянная, 
α(х) – бесконечно малая при х  → а. Покажем, что ( ) .lim Axf

ax
=

→
 

Пусть ε > 0. Так как α(х) – бесконечно малая при х  → а , то для 
этого ε ∃δ  > 0 такое, что из условия х −  а<δ  вытекает α(х) < 
ε. Но α(х) = f(x) − A.  Значит, ∀ε > 0 ∃δ > 0 такое, что из условия 
х − а< δ  следует f(x) − A  < ε .  Это означает, что ( ) .lim Axf

ax
=

→
 

Теорема доказана. 
Теорема 8. Функция у = f(x) не может иметь более одного 

предела при х  → а. 
Непосредственно из определения предела вытекает следую-

щая теорема.  
Теорема 9. Предел постоянной равен этой постоянной. 
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Если функции f(x)  и g(x)  имеют конечные пределы при х  → 
а , то справедливы следующие теоремы. 

Теорема 10. Предел суммы (разности) двух функций равен 
сумме (разности) пределов этих функций: 

( ) ( )( ) ( ) ( )xgxfxgxf
qxqx

limlimlim ±=±
→→

. 

Доказательство. Пусть существуют конечные пределы  
( ) ,lim Axf

ax
=

→
 ( ) .lim Bxg

ax
=

→
 Тогда согласно прямой теореме  

f(x) = А + α(х),    g(x) = B + β(x),  

где α(х), β(x) – бесконечно малые при х → а.  
Имеем  
f(x) + g(x) = А + α(х) + B + β(x) = (А + В) + (α(х) + β(x)).  

По свойству 1 сумма бесконечно малых (α(х) + β(x)) →  0 
при х  → а. Следовательно, по обратной теореме 

( ) ( )( ) ( ) ( )xgxfBAxgxf
axaxax →→→

+=+=+ limlimlim . 

Теорема доказана.  
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Теорема 11. Предел произведения двух функций равен произ-
ведению пределов этих функций: 

( ) ( )( ) ( ) ( ).limlimlim xgxfxgxf
axaxax →→→

⋅=⋅  

Доказательство. Пусть существуют конечные  пределы  
( ) ,lim Axf

ax
=

→
 ( ) .lim Bxg

ax
=

→
 По прямой теореме имеем  

f(x) = А + α(х),     g(x) = B + β(x),  
где α(х) → 0, β(x) → 0 при х → а.  

Далее имеем f(x) ⋅  g(x) = АВ  + Вα(х) + Аβ(x) + α(х)β(x). По 
свойствам 2 и 3 бесконечно малых (Вα(х) + Аβ(x) + α(х)β(x)) → 0 
при х  → а .  Осталось применить обратную теорему:  

( ) ( )( ) ( ) ( ).limlimlim xgxfBAxgxf
axaxax →→→

⋅=⋅=⋅  

Теорема доказана. 
Замечание. Теоремы 10 и 11 справедливы для любого конеч-

ного числа функций, имеющих при х  → а конечные пределы. 
Из теоремы 11 вытекают следствия.  
Следствие 1. Постоянный множитель можно выносить за 

знак предела 
( ) ( ) const.,limlim ==

→→
CxfCxCf

axax
 

Следствие 2. Для любых п  ∈Ν  справедливо равенство  

( )[ ] ( ) .limlim
n

ax
n

ax
xfxf 



=
→→

 

Теорема 12. Предел частного двух функций равен частному 
пределов этих функций: 

( )
( )

( )

( )xg

xf

xg
xf

ax

ax
ax

→

→
→

=
lim

lim
lim  

при условии, что ( ) .0lim ≠
→

xg
ax

 

Доказательство. Пусть существуют конечные пределы  
( ) ,lim Axf

ax
=

→
 ( ) .lim Bxg

ax
=

→
 По прямой теореме имеем  

f(x) = А + α(х),     g(x) = B + β(x),  
где В ≠ 0, α(х) → 0, β(x) → 0 при х  → а.  

Оценим разность 
( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( )( ) .
xBB

xAxB
B
A

xB
xA

B
A

xg
xf

β+
β⋅−α⋅

=−
β+
α+

=−  
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По свойствам 1 и 2 числитель последней дроби есть беско-
нечно малая, т.  е. (Вα(х) −  Аβ(x)) → 0 при х  → а ,  а знаменатель 
дроби соответственно В(B + β(x)) → В2. Следовательно, сама  
дробь есть бесконечно малая. Тогда по обратной теореме 

( )
( )

( )

( ) .
lim

lim
lim

xg

xf

B
A

xg
xf

ax

ax
ax

→

→
→

==  

Теорема доказана.  
Теорема 13. Если функция f(x) при  х  → а  имеет конечный 

предел, то она ограничена в некоторой окрестности точки а. 
Доказательство. Пусть ( ) Axf

ax
=∃

→
lim . Выберем ε > 0, тогда 

по определению предела ∃δ > 0 такое, что для  всех точек х  из  
δ-окрестности точки а  имеет место неравенство f(x) − A  < ε . 
Выполним тождественное преобразование и оценим результат:  

f(x)= (f(x) − A) + А ≤ f(x) − A  + А < ε + А  .  
Это означает, что для любого х  ∈(а  −  δ , а  + δ) справедливо 

неравенство f(x)  < М,  где М = ε + А , т.е. функция  f(x) ограни-
чена в δ-окрестности точки а . Теорема доказана. 

Теорема 14. Если для функций  f(x), f1(x) и f2(x) в некоторой 
окрестности точки а выполняется неравенство 

f1(x) ≤ f(x) ≤ f2(x)    (4.10) 
и ( ) ( ) ,limlim 21 Axfxf

axax
==

→→
, то ( ) Axf

ax
=

→
lim . 

Доказательство. Зададим ε > 0. Из определения предела 
следует, что существует δ-окрестность точки а , в которой одно-
временно выполняются неравенства  

f1(x) − A  < ε,     f2(x) − A  < ε.  
Запишем эти неравенства в виде  

А − ε <  f1(x) < A + ε, 
А − ε <  f2(x) < A + ε.    (4.11) 

Из неравенств (4.10) и (4.11) имеем соответственно 
А − ε <  f1(x) ≤ f(x), 

откуда   А − ε <  f(x). 
Аналогично из неравенств (4.10) и (4.11) следует  

f(x) < f2(x) <  А + ε   или   f(x) < А + ε.  
Объединяя результаты, получаем  

А − ε <  f(x) < А + ε,  
или f(x) − A  < ε, т. е. ( ) Axf

ax
=

→
lim . Теорема доказана. 



 146 

Теорема 15. Если функция f(x) ≥ 0 (или  f(x) ≤ 0) для всех х из 
некоторой окрестности точки а, кроме, быть может, самой 
точки а, и в точке а имеет предел, то  ( ) 0lim ≥

→
xf

ax
 (соответ-

ственно  ( ) 0lim ≤
→

xf
ax

). 

Доказательство. Пусть, например, f(x) ≥ 0 и ( ) Axf
ax

=
→
lim . 

Предположим противное: А < 0, тогда для 
2
A

=ε  неравенство 

f(x) − A  < ε  при x  − а  < δ  невозможно ни при каком δ > 0, т. к. 

влечёт за собой отрицательность f(x): ( ) 2
AAxf +< . 

Теорема доказана. 
 

4.6. Замечательные пределы.  Натуральные логарифмы 
Теорема 16. Предел отношения sinx  к своему аргументу ра-

вен единице, когда аргумент стремится к нулю, т. е.  

.1sinlim
0

=
→ x

x
x

    (4.12) 

Доказательство. Предварительно заметим, что, во-первых, 

функция 
x

xsin  не определена в точке х  = 0. Во-вторых, функция 

является чётной. В самом деле, для любого х  ≠  0 имеем  

( ) ( ) ( ).sinsinsin xf
x

x
x

x
x

xxf ==
−

−
=

−
−

=−  

По условию х  →  0, следовательно, достаточно рассмотреть 

значения х ,  удовлетворяющие неравенству 
2

0
π

<< x . Возьмём дугу 

окружности радиуса R и угол, радиан-
ная мера которого равна х  (рис.  4.28);  

R = OA = OM,  ,sin
R

MK
x =  ,tg

R
AT

x =  

где   АТ – касательная к окружности,  
АМ – хорда. 
Сравним площади треугольников 

и сектора.  
Очевидно, что   
S∆OAM < Sс екто р а  ОА М < S∆OAT .  
Вычисляя эти площади, имеем 

                                          T 
                                 M 
                           
 
                            x 
                 O              K     A   
 
 
 

Рис. 4.28 



 147 

,2
1

2
1

2
1 ATOAAMOAMKOA ⋅<

∪
⋅<⋅  или  

.tgsin 2
2
12

2
12

2
1 xRxRxR <<  

Сокращая на общий положительный множитель, получаем 
важное тригонометрическое неравенство: 

sin x < x  < tg x .     (4.13) 
Разделим последние неравенства на sinx  (sinx  > 0 для 

)/,0( 2π∈x ):  

xx
x

cos
1

sin1 <<  или .cos1 sin xx
x >>    (4.14) 

Но cosx  → 1 при х  → +0. Следовательно, для ( )2,0 π∈x  значе-

ние 
x

xsin  заключено между 1 и cosx  → 1. Тогда по теореме 14 

.1lim sin

)0,0(
0

=

>→
+→ x

x

xx
x

 Неравенство (4.13) установлено для  20 π<< x , од-

нако нетрудно видеть, что замена х  на –х  не нарушает этого нера-
венства. В силу чётности функции 

x
xy sin=  имеем  

.1sinlim

)0,0(
0

=

<→
−→ x

x

xx
x

 

Окончательно .1lim sin
0

=
→ x

x
x

 Теорема доказана. 

Предел (4.12) обычно называется первым  замечательным  
пределом. 

Покажем примеры его применения.  
Пример 8. Вычислить пределы: 

8.1. 
x

x
x 2

6sinlim
0→

;      8.2. ( )
( )( )xx

x
x −+

−
→ 32

3sinlim
3

. 

Решение. 8.1. Чтобы воспользоваться формулой (4.12),  в 
знаменателе дроби выделим величину, равную аргументу синуса:  

.3
6

6sinlim33
6

6sinlim
2

6sinlim
000

==⋅=
→→→ x

x
x

x
x

x
xxx

 

8.2. Воспользуемся теоремой 11 произведения пределов, вы-
делив формулу первого замечательного предела: 

( )
( )( )

( ) .
5
1

5
11

2
1lim

3
3sinlim

32
3sinlim

333
=⋅=

+
⋅

−
−

=
−+

−
→→→ xx

x
xx

x
xxx

 

С помощью первого замечательного предела докажем следу-
ющие равенства: 
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1) ,1arcsinlim
0

=
→ x

x
x

    2) ,1
tg

lim
0

=
→ x

x
x

    3) .1
arctg

lim
0

=
→ x

x
x

 

Доказательство. 1.  Введём переменную t  = arcsinx, где t  → 0 
при x  → 0. Тогда sint  = x  и 

.1
sin

1lim
sin

limarcsinlim
000

===
→→→

t
tt

t
x

x
ttx

 

Итак,                       .1arcsinlim
0

=
→ x

x
x

                               (4.15) 

2. Воспользуемся определением тангенса и теоремой 11: 

.111
cos

1limsinlim
cos
sinlimtglim

0000
=⋅=⋅==

→→→→ xx
x

xx
x

x
x

xxxx
 

Итак,                         .1tglim
0

=
→ x

x
x

                                   (4.16) 

3. Перейдём к новой переменной t  = arctgx . Тогда х = tgt , где 
t  → 0 при x  → 0. Выполняем замену переменной под знаком 
предела: 

.1coslim
sin

lim
tg

lim
arctg

lim
0000

=⋅==
→→→→

t
t

t
t

t
x

x
tttx

 

Итак,                       1arctglim
0

=
→ x

x
x

.                                (4.17) 

З  а  м  е  ч  а  н  и  е  1 . Легко показать, что если α(х) → 0 при 
х  → а , то  

( )
( ) ;1sinlim =

α
α

→ x
x

ax
 ( )

( ) ;1arcsinlim =
α

α
→ x

x
ax

 

( )
( ) ;1 tglim =

α
α

→ x
x

ax
 ( )

( ) .1 arctglim =
α
α

→ x
x

ax
 

Вернёмся ко второму замечательному пределу. Не доказывая 
справедливость формулы (4.5) для непрерывного аргумента, вос-
пользуемся готовой формулой  

,1lim λ
∞→

=





 λ
+ e

x

x

x
 где λ = const    (4.18) 

и введём следующее понятие, связанное с числом е: понятие нату-
рального логарифма. 

Определение 21. Логарифм по основанию е называется 
натуральным . 

В теоретических исследованиях пользуются исключительно 
натуральным логарифмом, который обозначают lnx.  
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Связь этого логарифма и логарифма с любым другим осно-
ванием осуществляется по формуле  

e
x

x
a

a
log
log

ln =    или  .lnloglog xex aa ⋅=  

Полезно знать модуль перехода от десятичного логарифма к 
натуральному:  

,ln
10ln

lnlg xMxx ==  или  ,lg1
lg
lgln x

Me
xx ==  

где ,3026,210ln1
==M  .434294,0

10ln
1lg === eM  

Выведем следующую полезную формулу:  
( ) .11lnlim

0
=

+
→ x

x
x

     (4.19) 

Полагая yx =1  (у →  ∞), находим 

( ) ( ) ( ) =





 +=+=+=

+
∞→→→→

y

x
x

xxx yxx
xx

x 11lnlim1lnlim1ln1lim1lnlim 1
000

.1ln1limln 1 ==












 +=

∞→
e

y

yy
 

Аналогичную формулу можно получить для логарифма с 

произвольным основанием 
( )

.
1log

lim
0 x

xa
x

+

→
 

Выполним переход к натуральному логарифму:  

( ) ( )
.

ln
1ln1log

a
xxa

+
=+  

Учитывая (4.19), записываем ответ:  
( ) ( )

.
ln

11lnlim
ln

11log
lim

00 ax
x

ax
x

x
a

x
=

+
=

+

→→
 

Пример 9. Вычислить пределы: 

9.1. ;51lim
x

x x 




 +

∞→
  9.2. ;

3
2lim

6x

x x
x









−
+

∞→
   9.3. ( )[ ].ln2lnlim xxx

x
−+

∞→
 

Решение. 9.1. По формуле (4.18) можно сразу записать ответ: 

.51lim 5e
x

x

x
=






 +

∞→
 

Проверим ответ, воспользовавшись формулой (4.6) и выпол-
нив замену ,5 tx =  ,5 tx =  где t  → 0 при х → ∞.  Имеем   

( ) .1lim51lim 5
5

1
0

etx
t

t

x

x
=



 +=






 +

→∞→
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9.2. Выделив единицу внутри скобки, приведём выражение к 
виду (4.7) и затем воспользуемся формулой второго замечатель-
ного предела 

=







−
+=








−
++−

==







−
+

∞→∞→
∞

∞→

666
3

51lim
3

233lim1
3
2lim

x

x

x

x

x

x xx
x

x
x  

( )
( ) ( ) .

3
51lim 6 56

5
36

5lim
63

5
5

3

eee
x

x
xx

x
x

x
x ===








−
+= −

⋅
−

⋅
−

∞→
∞→  

9.3. Воспользуемся свойствами логарифма и преобразуем 
выражение, затем применим формулу (4.18)  

( )[ ] .2ln21limln2lnlimln2lnlim 2 ==





 +=






 +

=−+
∞→∞→∞→

e
xx

xxxx
x

x

x

xx
 

 
4.7. Сравнение бесконечно малых 

Пусть α(х), β(х) – бесконечно  малые  при х → а , где 
а  конечно или бесконечно. 

Бесконечно малые часто сравнивают между собой по “быст-
роте” стремления к нулю. Например, при х  → 0 бесконечно малая 
α(х) = х1 0 стремится к нулю быстрее, чем бесконечно малая 
β(х) = х .  

Уточним, какой смысл вкладывается в слово “быстрее”.  

Определение 22 .  Если 
( )
( ) 0lim =

β
α

→ x
x

ax
, то говорят, что α(х)  –  

бесконечно малая более  высокого  порядка , чем β(х)  при х → а, 
или что β(х)  –  бесконечно малая низшего  порядка относительно 
α(х) . 

Определение 23. Если 
( )
( ) ∞=

β
α

→ x
x

ax
lim , то говорят, что α(х)  –  

бесконечно малая низшего  порядка  относительно β(х)  при х → а  
или β(х)  –  бесконечно малая более высокого  порядка , чем α(х) . 

Определение 24. Если 
( )
( ) ,lim c
x
x

ax
=

β
α

→
 где с = const ≠  0 , то α(х)  

и β(х)  называют бесконечно малыми одного  порядка . 
Определение 25. Бесконечно малая α(х)  называется беско-

нечно малой порядка k  относительно бесконечно малой β(х) , если 
( )
( )( )kax x

x

β

α
→
lim  конечен и не равен нулю.  
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Пример 10. Сравнить бесконечно малые: 
10.1. α(х) = arcsinx, β(х) = 2x; 10.2. α(х) = х2sinх, β(х) = tgх. 
Решение. 10.1. При х  → 0 функции α(х)  = arcsinx  и β(х)  = 2x  

являются бесконечно малыми одного порядка. Убедимся в этом, 
вычислив предел их отношения:  

( )
( ) 2

1arcsin
lim

2
1

2
sinarc

limlim
000

===
β
α

→→→ x
x

x
x

x
x

xxx
. 

Предел конечен и не равен нулю (см. формулу 4.15). 
10.2. Найдём предел отношения функций, воспользовавшись 

теоремами о пределах и формулой (4.16) 

( )
( ) .0coslimlim

sin
cossinlim

tg
sinlimlim

0
2

0

2

0

2

00
=⋅=

⋅
==

β
α

→→→→→
xx

x
xxx

x
xx

x
x

xxxxx
 

Следовательно, α(х) = х2sinх – бесконечно малая более высо-
кого порядка, чем β(х) = tgх при х  → 0. 

Пример 11. Определить порядок бесконечно малой 
α(х) = х2sinх относительно переменной х  при х  → 0. 

Решение. Обозначив β(х) = х ,  сравним бесконечно малые, 
используя первый замечательный предел  

( )
( )( )

,1sinlimsinlimlim
03

2

030
===

β

α
→→→ x

x

x

xx

x

x
xxx

 

откуда следует, что α ∼ (β)3, т.е. порядок бесконечно малой 
α(х) равен 3.  

Не всякие бесконечно малые можно сравнивать друг с другом. 
Определение 26. Пусть α(х)  и β(х)  –  бесконечно малые при 

 х → а. Если предел 
( )
( )x
x

ax β
α

→
lim  не существует, то бесконечно малые 

α(х)  и β(х)  называются несравнимыми .  

Например, при х → 0 бесконечно малые ( )
x

xx 1sin⋅=α  и β(х) = х 

несравнимы, т. к.  

( )
( ) ,1sinlim

1sin
limlim

000 xx
x

x

x
x

xxx →→→
==

β
α  

последний предел не существует. 
Теорема 17. Если α(х) и β(х)  –  бесконечно малые при х → а, 

причём β(х)  –  бесконечно малая более высокого порядка, чем α(х) , 
то функция γ(x) = α(х) + β(х)  –  бесконечно малая того же поряд-
ка, что и α(х) (говорят: γ(x) и α(х)  –  эквивалентные бесконечно 
малые) . 
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Доказательство. Вычислим предел отношения бесконечно 
малых: 

( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( ) .101limlimlimlim =+=

α
β

+
β
α

=
α

β+α
=

α
γ

→→→→ x
x

x
x

x
xx

x
x

axaxaxax
 

В этом случае говорят, что α(х) – главная часть  бесконечно 
малой γ(x). 

Для примера рассмотрим бесконечно малые функции α(х) = х  
и β(х) = х3  при х → 0. Тогда α(х) = х  – главная часть суммы бес-
конечно малых γ(x) = α(х)  +  β(х) = х  + х3 .  

 
4.8. Эквивалентные бесконечно малые 

Это частный случай бесконечно малых одного порядка.  
Определение 27. Пусть  α(х)  и β(х)  –  бесконечно малые при 

х → а. Если 
( )
( ) ,1lim =

β
α

→ x
x

ax
 то бесконечно малые α(х)  и β(х)  называ-

ются эквивалентными  бесконечно малыми. 
Например, по теореме 16 бесконечно малые функции 

α(х)  = sinx  и β(х) = x  при х  → 0 являются эквивалентными, т. к. 
( )
( ) .1

sin
limlim

00
==

β
α

→→ x
x

x
x

xx
 

То обстоятельство, что бесконечно малые α(х)  и  β(х) эквива-
лентны, обозначают через α(х)  ∼ β(х). 

Сформулируем простой признак эквивалентности двух бес-
конечно малых функций α(х)  и  β(х) при х  → а . 

Теорема 18. Если α(х)  и β(х)  –  бесконечно малые при х → а, 
то α(х) ∼ β(х)  тогда, и только тогда, когда их разность 
γ(x) = α(х) – β(х)   есть бесконечно малая более высокого порядка, 
по сравнению с α(х)  и β(х).  

Доказательство. Необходимость . Пусть α(х)  ∼  β(х), т. е.  
( )
( ) .1lim =

β
α

→ x
x

ax
 Найдём  

( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( ) =α

β
−=








α
β

−=
α

β−α
=

α
γ

→→→→ x
x

x
x

x
xx

x
x

axaxaxax
lim11limlimlim

( )
( ) .011lim1

1
=−=







β
α

−=
−

→ x
x

ax
 

Следовательно, γ(x) – бесконечно малая более высокого по-
рядка, чем α(х). Аналогично можно  показать, что γ(x) – бесконеч-
но малая более высокого порядка, чем β(х).  
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Достаточность .  Пусть 
( )
( ) .0lim =

α
γ

→ x
x

ax
  

Подставив γ(х) = α(х) − β(х),  имеем  
( ) ( )

( )
( )
( )

( )
( ) .lim11limlim0
x
x

x
x

x
xx

axaxax α
β

−=







α
β

−=
α

β−α
=

→→→
 

Отсюда 
( )
( ) 1lim =

α
β

→ x
x

ax
 и  α(х) ∼  β(х). Теорема доказана. 

Свойства эквивалентных бесконечно малых 
•  Если  α(х)  ∼ β(х), то  β(х) ∼ α(х);  

действительно, 
( )
( ) ( )

( )
.1limlim 1 =

β
α

=
α
β

→→
x
xx

x
axax

 

•  Если  α(х)  ∼ β(х), β(х) ∼  γ(х),  то  α(х) ∼ γ(х);  

в самом деле, 
( )
( )

( )
( )

( )
( ) .111limlim =⋅=
γ
β
⋅

β
α

=
γ
α

→→ x
x

x
x

x
x

axax
 

•  Теорема 19 .  Если α(х)  ∼ α1(х), β(х)  ∼ β1(х)  и 
( )
( ) ,lim k
x
x

ax
=

β
α

→
 то 

( )
( ) ,lim

1
1 k

x
x

ax
=

β
α

→
 т. е. предел отношения бесконечно малых не меня-

ется при замене их эквивалентными бесконечно малыми: 
( )
( )

( )
( ) .

1
1limlim

x
x

x
x

axax β
α

=
β
α

→→
 

Доказательство. Вычислим предел  правой части равенства, 
умножив и разделив каждую из бесконечно малых на эквивалент-
ную:   

( )
( )

( )
( ) ( )
( )
( ) ( )

( )
( )
( )
( )

( )
( )

( )
( ) ,limlimlimlim

1

1

1

1

1
1

x
x

x
x

x
x
x
x

x
x
x

x
x
x

x
x

axaxaxax β
α

=
β
α
⋅

β
β
α
α

=
β

β
β

α
α
α

=
β
α

→→→→
 

поскольку 
( )
( ) 1lim 1 =

α
α

→ x
x

ax
 и 

( )
( ) .1lim 1 =

β
β

→ x
x

ax
 Свойство доказано. 

Последнее свойство часто используется при вычислении 
пределов для раскрытия неопределённости вида ,0

0  когда одну 
или обе бесконечно малые заменяют эквивалентными им беско-
нечно малыми, которые имеют более простой вид. При этом 
удобно пользоваться табл. 2 эквивалентных бесконечно малых. 
Эквивалентность почти всех пар бесконечно малых этой таблицы 
уже доказана с помощью замечательных пределов. 
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Таблица 2 

Эквивалентные бесконечно малые (α(х) → 0) 

sin α(х)  ∼ α(х) ln (1 + α(х))  ∼ α(х) 
arcsin α(х)  ∼ α(х) loga (1 + α(х)) ∼ ( )

a
x

ln
1

α  

tg α(х)  ∼ α(х) eα (x )  – 1  ∼ α(х) 
arctg α(х)  ∼ α(х) aα ( x )  – 1  ∼ α(х)lna  

1 – cos α(х)  ∼ ( )
2

2 xα  ( ) 11 −α+n x
( )
n
xα

∼  

Докажем некоторые соотношения, вошедшие в табл.  2, но 
ранее не доказанные. Для простоты записи вместо аргумента 
α(х) → 0  возьмём х → 0. Тогда:  

1) 2

2
cos1 xx ∼− ,           2) ах − 1  ∼ хlna ,             3) ех − 1  ∼ х .     

Алгоритм доказательства уже применялся при выводе фор-
мул (4.16, 4.17, 4.19).  

1. Рассмотрим предел отношения двух бесконечно малых  

α(х) = 1 − cosx ,  ( ) 2

2xx =β  при х → 0: 

( )
( ) .1

sin
lim

sin
lim

sin2
limcos1limlim

2

2
0

2

2
0

2
2

2
2

0
2
200

=⋅==−=
β
α

→→→→→ x

x

x

x

x

x

x
x

x
x

xxxxx
 

Предел отношения бесконечно малых равен единице, значит, 

α(х)  ∼ β(х),  или 2

2
cos1 xx ∼− . 

2. Для доказательства следующего соотношения введём но-
вую переменную t  = ax − 1, где t  → 0 при х → 0, т.к. а0 = 1. Тогда 
ax = t  + 1. Логарифмируя последнее равенство по основанию а , 
получаем x  = loga  (t  + 1). Выполняя замену под знаком предела и 
используя формулу (4.19), имеем 

( )
( ) ( ) ( ) ==

+
=

−
β
α

+→→→→
=

t
tatat

x

xx at
t

aax
a

x
x

1log0000

1lim
ln1log

lim
ln
1

ln
1limlim 1

,1
ln
ln

log
1

ln
1

=⋅ ==
a
a

ea a
 

откуда следует: α ∼ β.  
3. Доказательство этого соотношения аналогично предыду-

щему: введём переменную t  = еx − 1, где t  → 0 при х → 0, откуда 
еx = t  + 1.  
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Логарифмируя последнее равенство по основанию е , имеем  
x = ln(t  + 1). 

Тогда 
( )
( ) ( ) .1

1ln
lim1limlim

000
=

+
=

−
β
α

→→→
=

t
t

x
e

x
x

t

x

xx
 

Следовательно, бесконечно малые эквивалентны:   ех − 1 ∼ х. 
З  а  м  е  ч  а  н  и  е .  Можно показать, что все эти эквивалент-

ные равенства справедливы и в более общем случае, т. е. когда  
аргументом является бесконечно малая α(х) при х  → х0 , т.  е.  

( )( )
( ) ,

ln
1log

1log
lim

0 a
e

x
x

a
a

xx
==

α
α+

→
 ( )( )

( ) ,11lnlim
0

=
α
α+

→ x
x

xx
 

( )

( ) ,ln1lim
0

aa
x

x

xx
=

−
α

α

→
   

( )

( ) .11lim
0

=
−

α

α

→ x

x

xx

e  

Теорема 20. Обобщим теорему 17. Алгебраическая сумма 
конечного числа бесконечно малых функций эквивалентна беско-
нечно малой низшего порядка. 

Доказательство. Докажем, что если α(х)  – бесконечно малая 
низшего порядка по сравнению с бесконечно малыми β1(х), β2(х), 
β3(х), …, βk(х) при х → а ,  то  

α(х)  + β1(х) + β2(х) + β3(х) + …, + βk(х) ∼  α(х)  при х → а .  

По условию 
( )
( ) ,0lim 1 =

α
β

→ x
x

ax
 

( )
( ) ,0lim 2 =

α
β

→ x
x

ax
…, 

( )
( ) .0lim =

α
β

→ x
xk

ax
 

Вычислим предел отношения: 
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )
( )

( )
( ) +α

β
+

α
α

=
→→α

β++β+β+α

→ x
x

x
x

axaxx
xkxxx

ax
121 limlimlim



( )
( )

( )
( ) ,1limlim 2 =

α
β

++
α
β

+
→→ x

x
x
x k

axax
  

следовательно, по определению эквивалентных бесконечно малых, 
α(х) ∼ α(х)  + β1(х) + β2(х) + β3(х) + …, + βk(х).  

Теорема доказана. 

Пример. 12. Вычислить предел .
arcsin3

tg2sin6lim
4

32

0 xx

xxx
x +

++
→

 

Решение. Определим порядки каждого из слагаемых числи-
теля и знаменателя дроби относительно бесконечно малой х . Ис-
пользуя табл. 2, заменим каждую бесконечно малую эквивалент-
ной бесконечно малой (при х → 0):  

β1  = sin2  2x  ∼ (2x)2, т.е. порядок β1 равен 2; 
β2  = tg3x  ∼ x3, т.е. порядок β2  равен 3; 
β3  = x4  ,  т.  е. порядок β3  равен 4; 
β4  = arcsinx  ∼ x ,  т.е. порядок β4 равен 1. 
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Тогда по теореме 20 
6х + sin22x + tg3x ∼ 6x, 

x4 + 3arcsinx ∼ 3arcsinx. 
Вычисляем предел, заменив сумму бесконечно малых разных 

порядков бесконечно малой низшего порядка:  

.2
arcsin3

6lim
arcsin3

tg2sin6lim
04

32

0
==

+

++
→→ x

x

xx

xxx
xx

 

 
 

4.9. Определения непрерывной функции.  
Основные теоремы о непрерывных функциях 

Существует несколько определений непрерывной функции в 
точке х0 . В этом пункте мы сформулируем два из них. Первое свя-
зано с понятиями приращения аргумента и приращения функции. 

Рассмотрим функцию у = f(x). Пусть  х  – некоторое значение 
аргумента. Перейдём от этого значения аргумента к другому, 
равному х1 .  Разность х1 – х  называется приращением  аргумента  в 
точке  х  и обозначается через ∆х  = х1 – х . Ясно, что новое значе-
ние аргумента равно х1 = х  + ∆х ,  ему соответствует и новое зна-
чение функции f(x1) = f(x  + ∆х). Разность f(x  + ∆х) − f(x)  называ-
ется приращением функции в точке х , соответствующим прира-
щению аргумента ∆х  и обозначается через  

∆f(x) = f(x1) − f(x)  или  ∆у = у(х  + ∆х) − у(х).  
Приращение функции, как и приращение аргумента, может 

быть положительным, отрицательным или равным нулю.  
Определение 28. Функция у = f(x)  называется непрерывной  

в точке  х0 ,  если выполняются условия: 
•  функция у = f(x)  определена в точке х0; 
•  справедливо  равенство  ( ) ( )( ) ,0limlim 00

00
=−∆+=∆

→∆→∆
xfxxfy

xx
 

т. е. если бесконечно малому приращению аргумента в этой точке 
соответствует бесконечно малое приращение функции. 

Когда устанавливалось понятие предела функции при х  → х0, 
неоднократно подчёркивалось, что значение х0 переменная х  не 
принимает, это значение могло даже не принадлежать области 
определения функции, а если и принадлежало, то значение f(x0) 
при образовании упомянутого предела не учитывалось. Однако 
особый интерес представляет именно случай, когда  

( ) ( )0
0

lim xfxf
xx

=
→

.  
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Определение 29. Функция у = f(x)  называется непрерывной 
в точке  х0 ,  если выполняются условия: 

•  функция у = f(x)  определена в точке х0; 
•  справедливо равенство 

( ) ( ),lim 0
0

xfxf
xx

=
→

    (4.20) 

т.е. предел функции у = f(x)  в точке х0  равен значению функции в 
точке х0.  

Если же равенство  (4.20) нарушено, то говорят, что при 
значении х = х0  функция терпит разрыв. 

Из определения 29 следует, что если функция непрерывна в 
точке, то она непрерывна и в некоторой её окрестности.  

Покажем, что определения 28 и 29 равносильны, т.к. выте-
кают одно из другого. 

Доказательство. Пусть выполняется равенство (4.20). Тогда 
по теореме 6 справедливо равенство  

( ) ( ) ( )xxfxf α+= 0  или ( ) ( ) ( ),0 xxfxf α=−  
где α(х) – бесконечно малая при х → х0. 

Введём обозначения: 
( ) ( ) ,0 yxfxf ∆=−    и   ,0 xxx ∆=−  

где ∆х → 0 при х → х0. 
Вычислим предел приращения функции 

( ) ( )[ ] ( ) ,0limlimlim
00

0
0

=α=−=∆
→→→∆

xxfxfy
xxxxx

 

что соответствует определению 28. Это и требовалось доказать. 
Замечания к вычислению пределов.  
З  а  м  е  ч  а  н  и  е  1. Из равенства (4.20) следует, что для 

нахождения предела при х  → х0  непрерывной в точке х0 функции 
достаточно вычислить значение функции в точке х0. 

З  а  м  е  ч  а  н  и  е  2. Очевидно, что .
0

lim0 xx
xx→

=  Подставив это 

равенство в (4.20), получим  

( ) .limlim
00









=

→→
xfxf

xxxx
 

Это означает: если функция у = f(x) непрерывна в точке х0,  
то знаки предела и функции переставимы.  

Можно доказать свойство перестановочности сложной функ-
ции f(x) = f(ϕ(t)) и предела  

( )( ) ( ) ,limlim
00









ϕ=ϕ

→→
tftf

tttt
 

которое справедливо для непрерывной функции ϕ(t) такой, что 
ϕ(t) → x0 при t → t0. 
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Определение 30. Функция у = f(x)  называется непрерывной  
на интервале  (а, b) ,  если она непрерывна в каждой точке это-
го интервала. 

Теорема 21.  Всякая элементарная функция непрерывна в 
любой точке своей области определения. Или, что то же са-
мое, всякая элементарная функция непрерывна на интервале, 
который является её областью определения. 

Так, основные элементарные функции: 
1) показательная функция y  = ax  (а > 1) непрерывна и мо-

нотонно возрастает ∀х ∈  (−∞ , ∞). Её значения положительны и 
принадлежат множеству Y  = (0, ∞);  

2)  логарифмическая функция  y  = logax  (a  > 1) непрерывна и 
возрастает на множестве Х = (0, + ∞);  

3)  степенная функция  y  = xn  (n  − целое, неотрицательное) 
определена и непрерывна ∀х  ∈ (−∞, ∞);  

4) тригонометрические функции  y  = sinx , y  = cosx ,  
y  = arctgx ,  y  = arcctgx  непрерывны на множестве Х  = (−∞ ,  ∞); 
y  = arcsinx ,  y  = arccosx  непрерывны на промежутке [−1, 1];  

5) тригонометрическая функция  y  = tgx  непрерывна в 
каждом из интервалов 





 π+ππ+π− kk

2
;

2
. График  функции y  = tgx   

терпит разрыв в точках ( )
2

12 π+= kkx  (k  = 0, ±1, ±2,…) 

(см.  рис.  4.27). 
Терема 22.  Сумма, произведение конечного числа 

непрерывных на интервале (а, b)  функций, есть функция, 
непрерывная на интервале (а, b) . Частное от деления двух 
непрерывных на интервале (а, b)  функций есть функция, 
непрерывная во всех точках интервала (а, b)  в которых 
знаменатель отличен от нуля.  

Доказательство этой теоремы непосредственно следует из 
определения 29 функции, непрерывной в точке х0 , основных тео-
рем о пределах (теоремы 10, 11, 12) и определения функции, не-
прерывной на интервале.  

Теорема 23.  Непрерывная функция от непрерывной функции 
есть функция непрерывная. Более точно, если функция u =  ϕ(x) 
непрерывна в точке х0,  а функция y = f(u)  непрерывна в точке u0  
= ϕ(х0) , то сложная функция y = f(ϕ(x))   непрерывна в точке х0 . 

Доказательство.  Так как функция u = ϕ(x) непрерывна в 
точке х0 ,  то ( ) ( ) ,lim 00

0
uxx

xx
=ϕ=ϕ

→
 т. е. при х → х0 имеем u → u0.  
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Поэтому, в силу непрерывности функции f(u) получаем  
( )( ) ( ) ( ) ( )( )00

00
limlim xfufufxf

uuxx
ϕ===ϕ

→→
. 

Теорема доказана. 
 

4.10. Вычисление пределов 
Вычисление предела функции f(x) при x  → х0  начинают с 

нахождения значения f(х0), подставляя предельное значение аргу-
мента в выражение, стоящее под знаком предела. Если f(х0) = а ,  
где а  – число или один из символов −∞, +∞ , ∞,  то 

( ) ( ) .lim 0
0

axfxf
xx

==
→

 Если f(х0) является одним из выражений вида 

,1,,0,,0,
0
0, 00 ∞∞∞−∞∞⋅

∞
∞  которые будем называть неопреде-

лённостями , то для нахождения предела используют специаль-

ные приёмы. Неопределённости вида 
0
0  или 

∞
∞  являются основ-

ными, к которым необходимо привести прочие неопределённости. 
Процесс преобразования обычно называют раскрытием   неопре-
делённостей .  

Рассмотрим несколько наиболее часто встречающихся типов 
функций, вычисление пределов которых сводится к раскрытию 
неопределённостей. 

1. Неопределённость вида 
∞
∞  возникает при вычислении 

предела отношения многочленов 
( )
( ) ,lim
xQ
xP

m

n
x ∞→

 

где ( ) ,2
210

n
nn xaxaxaaxP ++++=   

( ) .2
210

m
mm xbxbxbbxQ ++++=   

Поскольку при х →  ∞  многочлены стремятся к бесконечно-
сти как сумма бесконечно больших. Неопределённость раскрыва-
ется посредством вынесения за скобки высшей степени в каждом 
многочлене: 

( )
( ) =









++++









++++

=
−

−

−
−

∞→∞→
m

m
mm

m

n
n

nn
n

xm

n
x

b
x

b

x

b

x

b
x

a
x

a

x

a

x

a
x

xQ
xP

1
1

10

1
1

10

limlim

















>∞
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. если,

, если,0
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a

m
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Например, 

•  ;

3

3

2
3

2

3
lim
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51003lim
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51003

3
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

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x
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3
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5
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2
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7
2
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=






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
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•  .1lim
1

1
lim

56
136lim

3
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1365

2

45

2

5
∞=






 ++






 −+

=
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x
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Пример 13. Вычислить предел ( ) .
1
132lim

3 34

5 106

−+

++
∞→ nnn

nnn
n

 

Решение. Здесь имеем неопределённость 
∞
∞ . Обозначив ис-

комый предел А,  вынесем в числителе и в знаменателе за скобку 
старшую степень п2: 

( )
=







 −+







 ++

=
∞→ 3 3
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106/7

3
4/1 11

132
lim

n
nnn

n
nn

A
n

.2
1
32lim

1111

1321

lim 3

5

32

52

34/3

106/5
==

−





 +







 ++

∞→∞→ nn

nn
n

nn
n

 

2. Неопределённость вида 0
0  возникает при вычислении пре-

дела  
( )
( ) ,lim
xQ
xP

m

n
ax→

 где Pn(а) = 0, Qm(а) = 0, предельное значение ар-

гумента х = а конечно и является корнем каждого  из многочле-
нов.  

В этой ситуации в обоих многочленах можно выделить мно-

житель (х  – а), затем сократить на него дробь 
( )
( ) ,xQ
xP

m

n  что позво-

лит раскрыть данную неопределённость 0
0 , т. е.  

( )
( ) .

)(
)(

lim
)()(
)()(

limlim
1

1

1

1
xQ
xP

xQax
xPax

xQ
xP

m

n
axm

n
axm

n
ax −

−
→−

−
→→

=
−
−

=  

Если при этом  0)(1 ≠− anP  и 0)(1 ≠− amQ , то x  = a  – простой 
корень каждого из многочленов. Сокращая общий множитель, по-
лучаем ответ:  
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)(
)(

)(
)(

lim
1

1
aQ
aP

xQ
xP

m

n

m

n
ax −

−
→

= . 

Если же  

0)(1 =− aPn ,  0)(1 ≠− aQm ,  то 0
)(
)(

lim =
→ xQ

xP

m

n
ax

,  

0)(1 ≠− aPn ,  ⇒=− 0)(1 aQm ∞=
∞→ )(

)(
lim

xQ
xP

m

n
x

. 

Например, найдём предел 

( )( )
( )( ) .

3
7

32
4lim

323
43lim

0
0

992

12lim
332

2

3
=

−
+

−−
+−

=





=

+−

−+
→→→

=
x

x
xx

xx

xx

xx
xxx

 

3. Избавиться от неопределённости 0
0  при вычислении пре-

делов, содержащих иррациональные выражения, позволяют сле-
дующие приёмы: 

•  введение новой переменной для получения рационального 
выражения; 

•  перевод иррациональности из знаменателя в числитель и 
наоборот, что достигается домножением на сопряжённое  выра-
жение  числителя и знаменателя.  

Продемонстрируем это на примерах .  

Пример 14. Найти предел .
10

31lim
10 −

−−
→ x

x
x

 

Решение. Вычисляя значение функции в точке х  = 10, полу-
чаем неопределённость 0

0 .  

Способ 1. Введём новую переменную .1−= xy  Тогда 
y2  = x  − 1, x  = y2  + 1, при этом если х → 10, то у → 3. Выполняем 
замену переменной под знаком предела: 

( )( ) .
6
1

3
1lim

33
3lim

9
3lim

10
31lim

332310
=

+
=

+−
−

=
−

−
=

−
−−

→→→→ yyy
y

y
y

x
x

yyyx
 

Способ 2. Умножим числитель и знаменатель на выражение 
( )31 +−x  (говорят “умножить на сопряжённое выражение”), та-
ким образом, переведём иррациональность из числителя в знаме-
натель:  

( )( )
( )( ) =

+−−
+−−−

=





=

−
−−

→→ 3110
3131lim

0
0

10
31lim

1010 xx
xx

x
x

xx

( )( ) ( ) .
6
1

31
1lim

3110
91lim

1010
=

+−
=

+−−
−−

=
→→ xxx

x
xx
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4. При раскрытии неопределённости 0
0  используют также 

табл. 2 (эквивалентных бесконечно малых), поскольку можно рас-
сматривать функцию как отношение бесконечно малых. 

Пример 15. Найти предел .

2
tg

2arcsinlim
0 





 π→ x

x
x

 

Решение. Вычисляя числитель и знаменатель дроби в точке 
х  = 0, получаем неопределённость вида 0

0 , т. е. отношение двух 
бесконечно малых. Воспользуемся табл.  2, заменив  

arcsin2x  ∼ 2x  при x  → 0, 

22
tg

xx ππ
∼






    при  x  → 0. 

Тогда 

=





=






 π→ 0

0

2
tg

2arcsinlim
0 x

x
x

.
4

2

2lim
0 π

=
π→ x

x
x

 

5. Неопределённость вида ∞ − ∞ раскрывают либо приведе-
нием разности дробей к общему знаменателю, либо умножением 
на сопряжённое выражение. 

Пример 16. Вычислить предел ( )xx
x

−+
+∞→

2lim . 

Решение. Подставив под знак предела х = ∞,  получаем раз-
ность двух бесконечно больших ( ) ( ).2lim ∞−∞=−+

+∞→
xx

x
 Это не-

определённость.  
Умножим и разделим разность слагаемых, стоящую под зна-

ком предела, на сумму тех же слагаемых ( ):2 xx ++   
( )( )

=
++
−+

=
++

++−+
+∞→+∞→ xx

xx
xx

xxxx
xx 2

2lim
2

22lim

.0
2
1lim2 =
++

=
+∞→ xxx

 

Пример 17. Найти предел 
( )

.
23

1

2

1lim
222 











+−
−

−→ xxxxx
 

Решение. Подставив в функцию предельное значение аргу-
мента х  = 2, получаем неопределённость вида (∞ − ∞), т. е.  

( )
( )∞−∞=











+−
−

−→ 23

1

2

1lim
222 xxxxx

. 
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Приведём дроби к общему знаменателю. Предварительно 
найдём корни квадратного трёхчлена и разложим его на множители:  

х2 – 3х + 2 = (х – 2)( х – 1), 

( )( )
.

0
1

21

21lim
2

2

2
∞==

−−

+−−
→ xxx

xxx
x

 

6. Неопределённость вида 0 ⋅  ∞ сводится к неопределённо-
стям 

0
0  или 

∞
∞  с помощью преобразований 

( ) ( ) ( )
( )[ ]

( )
( )[ ]

.
11 −−

ϕ
=

ϕ
=ϕ⋅

xf

x

x

xfxxf  

Пример 18.  Вычислить предел .3ctglim
0

xx
x→

 

Решение. При подстановке х  = 0 получаем произведение 
бесконечно малой на бесконечно большую. По определению это 
обратные величины. Поэтому, переведя одну из них в знамена-

тель, получим отношение 0
0  или 

∞
∞ .  В данной  ситуации проще 

перейти к отношению бесконечно малых, а затем воспользоваться 
табл. 2:  

( ) 




==∞⋅=

→→ 0
0

3tg
lim03ctglim

00 x
xxx

xx
, 

по таблице эквивалентных бесконечно малых tg3x ∼ 3x при x → 0; 
производя замену, получаем  

.
3
1

3
lim

0
=

→ x
x

x
 

Пример 19. Найти предел .1lim
1














−

∞→
x

x
ax  

Решение. При подстановке х  = ∞ получаем произведение 
бесконечно большой на бесконечно малую. Перейдём к отноше-
нию бесконечно малых, опустив первый множитель в знамена-
тель, т. е.  

( ) ;0
01lim01lim 1

1
1







=

−
=⋅∞=














−

∞→∞→ x

x

x
x

x

aax  

производим замену (см. табл. 2, стр. 154): aa x
x ln1 11

∼−    при х → ∞, 

.lnlim 1
ln1

a
x

ax
x

=
∞→
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7 . При вычислении пределов выражений вида ( )[ ] ( ) ,xvxu  где 
( ) ,1lim

0
=

→
xu

xx
 ( ) ,lim

0
∞=

→
xv

xx
 используется второй замечательный пре-

дел. 

Пример 20 .  Найти предел .
2
3lim

12 +

∞→








−
+ x

x x
x  

Решение. Исследуем основание степени 

=
−
+

∞→ 2
3

lim
x
x

x
.1

21

31
lim =






 −






 +

∞→
x

x

x
x

x
 

Учитывая, что показатель степени 2х  + 1 → ∞ , получаем не-
определённость 1∞.  Выделяем формулу второго замечательного 
предела. Прежде всего, основание степени надо представить в ви-
де суммы единицы и бесконечно малой: 

12

2
3lim

+

∞→








−
+ x

x x
x ( ) .

2
51lim

2
52lim

1212 +
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+

∞→








−
+=








−
+−

=
x

x

x

x xx
x  

Введём переменную 25
5

2
+=⇒

−
= yx

x
y , 51012 +=+ yx ;  при 

этом ∞→y ,  если ∞→x .  Выполним замену:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =+⋅




 +=



 +⋅+=+

∞→∞→∞→

+
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1511015101 1lim1lim11lim1lim yy

y
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y
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y
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= 1010 1 ee =⋅ . 

4.11. Односторонние пределы функции в точке. 
Классификация точек разрыва. 

Свойства функции, непрерывной на замкнутом промежутке 
В п. 4.9 сформулированы два определения функции, непре-

рывной в точке х0 . Третье определение функции, непрерывной в 
точке х0 , связано с понятием “односторонний предел”. Определе-
ние одностороннего предела функции в точке полезно сравнить с 
определением предела функции в точке. Напомним это определе-
ние: число  А называется пределом  функции  f(x) при  х  → а , если  
для любого  ε > 0 существует δ > 0 такое , что из  условия 
х − а  < δ вытекает f(x) − A< ε). 

Определение 31. Число А называется пределом функции f(x)  
справа при  х  → а (в точке x=a  справа), если для любого  как угод-
но малого ε>0 существует δ>0 такое, что из условия 0<х−а<δ 
следует f(x)−A<ε (см. рис. 4.29). 
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Используют одно из обозначений: 
( ) ( ) ( ).0limlim

0
+===

+→
>
→

afxfxfA
ax

ax
ax

 

Краткая запись определения 31 в 
математических символах выглядит так:  

( )xfA
ax 0

iml
+→

= , если ∀ε>0 ∃δ>0, 0<х−а<δ⇒ 

⇒ f(x) − A< ε. 
Под символом х→а+0 понимают, что 

х  стремится к а , оставаясь больше  а . 
Определение 32. Число А называется пределом слева функ-

ции f(x)  при х → а (в точке а) , если для любого ε >  0  существует 
δ > 0  такое, что из условия 0  < а −  х < δ следует, что  
f(x) − A< ε .  

Его обозначают через ( ) ( ) ( ).0limlim
0

−===
−→

<
→

afxfxfA
ax

ax
ax

 

Краткая запись определения 32 в математических символах 
выглядит так: 

( ),lim
0

xfA
ax −→

=  если ∀ε > 0 ∃δ > 0, 0 < а − х  < δ  ⇒f(x) − A< ε. 

Под символом х → а  − 0 понимают, что х  стремится к а , 
оставаясь меньше а . Пределы f(a  − 0) и f(a  + 0)  называются одно-
сторонними пределами  функции f(x) в точке а . 

Следующие две теоремы выражают связь между пределом 
функции в точке и односторонними пределами этой функции в 
этой точке.  

Теорема 24. Если функция f(x)  имеет предел при х → а, то 
она имеет и односторонние пределы в этой точке, причём спра-
ведливо равенство  

( ) ( ) ( ).00lim −=+=
→

afafxf
ax

   (4.21) 

Доказательство непосредственно следует из определения 
предела и определения односторонних пределов.  

Теорема 25. Если односторонние пределы функции f(x)  в 
точке а существуют и равны f(a  + 0)  = f(a  − 0) , то существует и 

( )xf
ax→

lim  и справедливо равенство ( ) ( ) ( ).00lim −=+=
→

afafxf
ax

 

Доказательство. Обозначим A = f(a  + 0) = f(a  − 0). Надо до-
казать, что ( ),lim xfA

ax→
=  т. е. для любого ε > 0 существует такое 

δ > 0, что х − а  < δ  влечёт  f(x) − A< ε.  
Выберем  ε > 0.  

       у 
 
 А + ε 
      А 
 А − ε 
                                  y = f(x) 
 
      0          а   а+δ          х 

Рис. 4.29 
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Поскольку f(a  + 0) = А,  то для этого ε существует такое 
δ1 > 0 , что из условия 0 <  х − а  < δ1 следует, что  f(x) − A< ε.  

Поскольку f(a  − 0) = А,  то для выбранного ε существует та-
кое δ2  > 0, что из условия 0  < а − х  < δ2  следует, что f(x) − A< ε .  

Положим δ = min(δ1, δ2). Тогда из условия х −  а  < δ  следу-
ет, что f(x) − A< ε.  Tеорема доказана. 

Определение 33. Функция называется непрерывной  в  точке  
а, если она определена в этой точке и оба её односторонних пре-
дела в этой точке совпадают с её значением в этой точке, т. е. 

( ) ( ) ( ).limlim
00

xfxfaf
axax +→−→

==    (4.22) 

З  а  м  е  ч  а  н  и  е .  В пункте 4.9 было сформулировано ещё два 
определения функции, непрерывной в точке. Можно доказать, что 
эти три определения эквивалентны.  

Равенства (4.22) больше известны под названием условия  
непрерывности функции  в точке. Ими удобно пользоваться для 
классификации точек разрыва. Сформулируем определение точки 
разрыва. 

Определение 34. Если функция у = f(x)  определена в некото-
рой окрестности точки а, но не определена в самой точке а, то 
она называется разрывной  в точке  а. При этом сама точка а , не 
являясь точкой непрерывности, называется точкой разрыва 
функции у = f(x).  

Существует несколько типов точек разрыва.  
Определение 35. Точка х = а называется точкой  разрыва  

первого  рода , если оба односторонних предела функции в этой 
точке существуют и конечны, но не равны между собой   

f(a − 0) ≠  f(a + 0)   или   ( ) ,lim
0

Axf
ax

=
−→

  ( ) ,lim
0

Bxf
ax

=
+→

 

где  А ≠ В – некоторые числа.  
Определение 36. Если х = а –  точка разрыва первого рода, 

то число  δ  = В  – А  = f(a  + 0) − f(a  −  0)  называется скачком  
функции  f(x)  в точке  а.  

Определение 37. Точка х = а называется точкой  устранимого  
разрыва, если односторонние пределы существуют и равны меж-
ду собой, но не равны значению функции в точке а, поскольку в 
самой точке функция не определена, т е. выполняется равенство 

f(a  − 0) = f(a  + 0) ≠  f(а) . 
Скачок функции в точке устранимого разрыва равен нулю.  
Если доопределить функцию, положив f(а) =  f(a−0) = f(a+0), 

можно восстановить непрерывность функции в точке ax = . 
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Пример 21. Исследовать точки разрыва функции 
( ) x

xxf sin= . 

Решение. Функция ( )
x

xxf sin=  определена на промежутке 

(−∞,  0) ∪  (0, +∞) и, являясь элементарной, может иметь разрыв 
только в тех точках, где она не определена, т. е. точка х  = 0 явля-
ется её единственной точкой разрыва. Найдём односторонние 
пределы функции в этой точке: 

( ) ( ) ,1
sin

limsinlim0
00

=
−
−=−

−→−→
=

x
x

x
xf

xx
 

( ) ,1
sin

lim0
0

==+
+→ x

x
f

x
 

f(−0) = f(+0). 
Односторонние пределы конечны и равны  между собой в си-

лу чётности функции.  
Используя первый замечательный предел, доопределим 

функцию в точке х  = 0, положив значение функции в этой точке 
равное единице. Таким образом, точка х  = 0 является точкой 
устранимого разрыва.  

Определение 38. Точка а называется точкой  разрыва  вто-
рого  рода , если хотя бы один из односторонних пределов функции 
в ней не существует или равен бесконечности. 

Пример 22. Исследовать функции на непрерывность:  

22.1. ( )
x

xf π= sin ;     22.2. ( ) 32 −= x
x

xf . 

Решение. 22.1. Функция ( ) xxf π= sin  определена всюду кроме 
точки х  = 0. Функция является элементарной, следовательно, мо-
жет иметь разрыв только в тех точках, где она не определена. 
Найдём односторонние пределы функции в точке х  = 0: 

( )∞+=π

+→
sinsinlim

0 xx
 не существует;  

( )∞−=π

−→
sinsinlim

0 xx
 не существует. 

Поэтому х  = 0 – точка разрыва второго рода.  

22.2. Функция ( ) ( ) x
x

xf −= 3
2
1  является элементарной и опреде-

лена на всей вещественной оси кроме точки х  = 3. Чтобы опреде-
лить род (тип) разрыва,  найдём односторонние пределы функции:  

,022lim 13
03

===
∞

∞−−
−→

x
x

x
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.22lim 3
03

+∞== ∞−
+→

x
x

x
 

Один из односторонних пределов равен +∞, следовательно, 
точка х0 = 3 есть точка разрыва второго рода (рис. 4.30). 

Сформулируем свойства функции, непрерывной на замкну-
том  промежутке.  

Теорема 26 (Больцано-Коши о нуле функции). Пусть 
функция f(x)  непрерывна на замкнутом промежутке  [a , b] и на 
концах этого промежутка принимает значения разных знаков. 
Тогда внутри промежутка  [a , b] найдётся по крайней мере одна 
точка с, в которой функция f(x)  обращается в нуль (рис.  4.31). 

Эта теорема может быть использована для установления 
факта существования корней уравнения f(x) = 0. Способа нахож-
дения корней она не даёт. Ясно, что в условиях теоремы уравне-
ние f(x)  = 0 может иметь несколько  корней. 

Теорема 27 (Больцано-Коши о промежуточном значении).  
Пусть функция у = f(x)  непрерывна на   [a , b] и f(a)  ≠  f(b). Тогда, 
каково бы ни было число С ∈ [f(a), f(b)], внутри промежутка 
[a , b] найдётся такая точка с, что f(c)  = C . Или, что тоже са-
мое, непрерывная на  [a ,  b] функция, переходя от одного своего 
значения f(a)  к другому f(b), принимает все промежуточные зна-
чения (рис.  4.32). 

                y 
 
               4 
 
         
                            3        6        x 
 

Рис. 4. 30 
   

   y 
 
 
 
   a 
               c            b     x 
 

Рис. 4. 31 
 

   y 
 f(b) 
   C 
 f(a) 
         
            a          c          b       x 
   

Рис. 4. 32 
  

Теорема 28 (Вейерштрасса об ограниченности функции) 
Непрерывная на замкнутом промежутке функция ограничена на 
этом промежутке. 

Теорема 29 (Вейерштрасса о наибольшем и наименьшем 
значениях). Непрерывная на замкнутом промежутке функция 
принимает на этом промежутке наибольшее и наименьшее зна-
чения. 

Сформулированные здесь теоремы Больцано-Коши и теорема 
Вейерштрасса о наибольшем и наименьшем значениях относятся к 
так называемым теоремам существования. Эти теоремы гаранти-
руют существование того или иного элемента, но не дают способа 
его нахождения . 
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Задачи для самостоятельного решения   
1 . Вычислить пределы: 

1.1.  ( ) ( )
( ) ( )44

44

112
112lim

−++

−−+
∞→ nn

nn
n

;   1.2.  
1

lim
3 2

+
+

∞→ n
nn

n
;  

1.3.  ( )n
nn

++++
∞→

3211lim
2

;   1.4 










+
−

−∞→ 1212
lim

2

2

3

x
x

x
x

x
;  

1.5.  x
x

x
3sinlim

0→
;     1.6.  





 −−+

∞→
11lim 22 xx

x
;   

1.7.  
( )3 2sin1

coslim
2 x

x
x −π→

;    1.8.  x
x

x 3
arcsin2lim

0→
;  

1.9.  
xa

x x
k 




 +

∞→
1lim ;    1.10.  

x

x x
x









−
+

∞→ 1
12lim . 

2. При каком значении числа а  будет непрерывной функция 

( )






>−

≤+
=

?1,3

,1,1
2 xax

xx
xf  

 
3. Сколько точек разрыва (и какого рода) имеет функция 

x
y

lg
1= ? 

Вопросы для самоконтроля 
 

1. В чём состоит геометрический смысл неравенства 
ε<− ax ? 

2. Дайте определение предела числовой последовательности 
и его геометрическую иллюстрацию.  

3. Дайте определение и геометрическую иллюстрацию поня-
тия предела функции при 0xx → .  

4. Что означает запись +∞=
→

)(lim
0

xf
xx

?  

5. Сформулируйте теоремы о пределах (арифметические 
операции).  

6. Сформулируйте основные свойства функции, непрерывной 
в точке и на интервале.  

7. Дайте классификацию точек разрыва и приведите их 
геометрическую иллюстрацию.  
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РЕШЕНИЯ И ОТВЕТЫ К ЗАДАЧАМ 
ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ 

Глава 1 
1. Вычисляем основной ( )∆  и вспомогательные ( )321 ,, ∆∆∆  

определители данной системы: 13
223
121
312
==∆ − , 

13
227
122
319

1 −==∆ −− , 26
273
121
392

2 ==∆ − , .39
723
221
912

3 ==∆ −−  

Вычисляем неизвестные:  

1
13
131

1 −=== −
∆

∆
x ,           2

13
262

2 == =
∆

∆
x ,           3

13
393

3 == =
∆

∆
x . 

Ответ:  11 −=x , 22 =x , 33 =x .  
2. Для вычисления ранга матрицы приведём её к треугольному виду 














=

−−−

−

1123
6414
7531
5317

A ∼














−−−

−

1123
6414
5317
7531

∼ 













−−−
−−−
−−−

2216110
2216110
4432220
7531

∼ 

∼ 













−−−
−−−
−−−

2216110
2216110
2216110

7531
∼ 2 rang

0000
0000

2216110
7531

=⇒













−−− A . 

Ответ:  rang A = 2. 

3. Для вычисления определителя 
1113
1113
1111
1112

−−
−−
−−

−
=∆  четвёр-

того порядка получим  во второй строке три нуля, прибавив к ней 
первую строку, а затем проведём разложение по элементам этой 
строки: 

1113
1113
1111
1112

−−
−−
−−

−
=∆ =

1113
1113
0003
1112

−−
−−

−
= ( ) 2113 +−⋅ 0

111
111
111
=

−−
−−

−
⋅ , 

первые два столбца последнего определителя пропорциональны .  
Ответ:  0=∆ .  

4. Для того чтобы ответить на вопрос о совместности данной 
системы, необходимо найти ранги основной (А) и расширенной 

)~(A  матриц.  
Если эти ранги равны, то система совместна, в противном 

случае −  несовместна: 
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













 −
=

00111
14323
642113
38756

~









A ∼















−

14323
642113
38756
00111









∼
















−
−

−

14010
64180
381110
00111









∼  

∼
















−
−
−

64180
381110
14010
00111









∼
















−
−−

−

1436100
836100
14010
00111









∼
















−−
−

60000
836100
14010
00111









⇒ 

4~rang =⇒ A , 3 rang =A , 

где 
















−
−∼

0000
36100

4010
0111

A .   Следовательно, система несовместна.  

Ответ:  система несовместна. 
5. Данная система имеет единственное решение, когда ос-

новной определитель этой системы (∆) отличен от нуля:  

α−−=−−α−−=
−α

−=∆ 6312
11
011
132

, 0≠∆  при 6−≠α . 

Ответ:  система имеет единственное решение при любом α , 
не равном (−6). 

6.  Система имеет единственное решение, когда ранг основ-
ной матрицы (А) равен рангу расширенной матрицы ( )A~  и равен 
числу неизвестных. Найдём ранги: 

















−−
−−−
−−−
−−−

=
106221

12312
51221
21111

~









A ∼
















−−
−−
−−−
−−−

127330
50110
72130
21111









∼ 

∼
















−−
−−−
−−
−−−

127330
72130
50110
21111









∼
















−
−

−−
−−−

37600
82200
50110
21111









∼
















−−
−

−−
−−−

211000
41100
50110
21111









. 

Следовательно, 4~ rangrang == AA  и число неизвестных тоже 4. 
Система имеет единственное решение.  

Ответ:  система определена.  
7.1.  Составим расширенную матрицу этой системы и приве-

дём её к треугольному виду:  
















=

235011
111104
151310
80121

~









A ∼
















−−
−−−

155110
211380
151310

80121









∼
















306200
9992100
151310
80121









∼  
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∼
















153100
333700
151310
80121









∼
















333700
153100
151310

80121









∼ .
7218000
153100
151310
80121

















−− 







 

Система совместна и имеет единственное решение. Восста-
новим систему по последней матрице 









−=−
=+

=++
=++

.7218
,153

,153
,82

4
43

432
321

x
xx

xxx
xxx

  ⇒ 









=
=−=

=−−=
=−−=

.4
,3315

,2315
,128

4
43

432
321

x
xx

xxx
xxx

 

Ответ:  11 =x , 22 =x , 33 =x , 44 =x .  
7.2.  Составим расширенную матрицу А~  и приведём её к тре-

угольному виду:  
5,2

11835
01212
13451~ −−

−−= 
















А  ∼ 2
41412220
276110
13451

−
−−−−
−−−− 

















 ∼ 

∼ 









−−−−

00000
276110
13451







⇒ 2rang~rang == AA , 

где основная матрица, 









−−−∼

0000
76110
3451

А .  

В качестве базисных неизвестных возьмём x1, x2  






 ≠−=− 011110

51 ,  а x3, x4 −  свободные.  

Восстановим систему по последней матрице, эквивалентной A~  

⇒




−=−−−
=+++

,27611
,1345

432

4321
xxx

xxxx
⇒







−−=

−−−=

,

,3451

411
7

311
6

11
2

2

4321

xxx

xxxx
 

⇒








−−=

+−=

.

,

411
7

311
6

11
2

2

411
2

311
14

11
1

1

xxx

xxx
 

Ответ:  411
2

311
14

11
1

1 xxx +−= ,  411
7

311
6

11
2

2 xxx −−= .  

8.1. Квадратные матрицы одного размера можно перемножать: 

.00
00

46646694
43626392 





=







⋅+⋅−⋅−⋅
⋅+⋅−⋅−⋅=⋅BA  

8.2. Проверяем размерность матриц 2332 ×× ⋅ DC . Произведение 
возможно: 

( ) =






⋅−⋅−⋅⋅−⋅+⋅
⋅−⋅−⋅⋅−⋅+⋅=








⋅=⋅ −−

−
651926954936
641825944835

69
14
23

596
485DC  
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.279
2211

30912453618
24810363215 







−
−=







−−−+
−−−+=  

9. Найдём произведение матриц, обозначив :222332 ××× =⋅ CBA  

( ) =






⋅+⋅−⋅⋅+⋅+⋅
⋅−⋅−⋅⋅−⋅+⋅=








⋅=⋅ −−

353220151310
311222111112

31
21
21

530
112BA  

,98
12 C=




= −            .02681898

12 ≠=+==⋅= −BAC  

Ищем алгебраические дополнения 

( ) ,991 2
11 =⋅−=C  ( ) ( ) ,111 3

21 =−⋅−=C  

( ) ,881 3
12 −=⋅−=C   ( ) .221 4

22 =⋅−=C  
Составляем обратную матрицу 

( ) .28
19

26
1

13
1

13
4

26
1

26
9

11















=






−=⋅=

−

−− BAC  

10. Вычисляем определитель системы  

.010
113
412
321

≠=
−

−
−

=A  

Матрица системы невырожденная, можно составлять обрат-
ную матрицу. Вычисляем алгебраические дополнения: 

,311
41

11 −== −
−A             ,111

32
21 −=−= −

−A                     ,531 =A  

,1413
42

12 =−= −A           ,813
31

22 == −
−A                     ,1032 −=A  

,513
12

13 == −A                ,513
21

23 =−=A                      .533 −=A  

Записываем обратную матрицу 

.
555

10814
513

10
11









=

−
−

−−−A  

Согласно матричной записи системы  
АХ = В,      А−1 ⋅  А ⋅  Х = А−1 ⋅  В,    или   Х = А−1В.  

Находим ответ: 

.
5,1

2
5,0

10
10250

10
20400

10
1050

2
5
0

555
10814

513
10
1














=





















=















=

−+

−+

+−

⋅
−
−

−−
X  
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Проверка.  Подставим найденные xi,  i  = 1, 2, 3 в исходную 
систему уравнений 







=−+
=+−

=−+

.25,125,1
,5621

,05,445,0
 

Решение верно.  
11. Поскольку однородная система всегда совместна, т. к. 

имеет по крайней мере нулевое решение x = y = z  =0, выясним, 
имеет ли она и другие решения. Преобразуем матрицу системы:  









=

−−

373
241
111

A ∼ .
000
350
111

6100
350
111









∼







 −−−−
 

Так как rangA = 2, что меньше  числа неизвестных, система 
имеет бесконечно много решений. По последней матрице записы-
ваем эквивалентную систему и находим её общее решение: 





=+
=−−

.035
,0

zy
zyx

 

Если z  − свободное неизвестное, то ,5
3 zy −=  .5

2 zx =  

Общее решение: .6,0
4,0









= −

z
z

z
X  

Придавая z  любые значения, получим частные решения. 
Фундаментальная система будет содержать только одно ре-

шение: 

.
1

6,0
4,0








= −C  

 
Глава 2 

1 .  Вершину А примем за начало координат. Тогда 
координаты вершин треугольника: A(0, 0, 0), 
B(8, −3, 0), C(−2, 5, 1) (рис.  1). Координаты точек 
M, N, P найдём по формулам  

,
2

21 xxx +
=  ,

2
21 yy

y
+

=  
2

21 zz
z

+
=  

(см. п. 2.7);  

4
2

08 == +
px  ,

2
3

2
03 −== +−

py  0=pz , т. е .  




 − 0,,4

2
3P . 

Аналогично a  




−

2
1

,
2
5,1N . Векторы ,AM  ,BN  CP  найдём, исходя 

из записи 

               B 
 
      
       P     O         M 
     
             
  A            N           C 

Рис.1 
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( ) ( ) ( )kzzjyyixxa 121212 −+−+−= . 

,3
2
1 kjiAM ++=  ,9

2
1

2
11 kjiBN ++−=  kjiCP −−=

2
136 . 

2. Для того чтобы векторы a  и b  были коллинеарными, 
необходимо и достаточно, чтобы их координаты были пропорцио-
нальны: 

1
6

2
3 β

=
α
−

= ,  отсюда 
α
−

=
6

2
3  и 

12
3 β
= ;  ,4−=α  

2
3=β . 

3. Пусть ϕ  − угол между векторами a  и b , тогда один из ва-
риантов решения −  

( )
ba
ba
⋅
⋅

=ϕcos =
( )

222222
zyxzyx

zzyyxx

bbbaaa

bababa

++⋅++

++
, 

( )
443611

260121cos
+++
⋅+⋅−−⋅−

=ϕ =
838

122
⋅

+ =
194

14 =
192

7 , 

76
492 1cos1sin −±=ϕ−±=ϕ = 

76
27

76
4976 ±=± − .  

4. [ ] ϕ⋅⋅= sin, baba ,  отсюда 
[ ]

13
12

134
48,

sin =
⋅

=
⋅

=ϕ
ba

ba
; 

169
1442 1sin1cos −−=ϕ−−=ϕ =

13
5

169
25 −=− ; 

( ) ϕ= cosbaba ;   ( ) 20134
13
5 −=




−⋅⋅=⋅ba .  

5. Составим векторы ADACAB ,, :   
( ) ( ) ( ) kjikjiAB 363141525 ++=−+++−= , 

( ) ( ) ( ) kjikjiAC 23111223 −+=−−+++−= ,            kjiAD 522 ++= .  
Если точки А, В, С  и D лежат в одной плоскости, то векторы 

ADACAB ,,  компланарны и их смешанное произведение равно нулю:  

( )ADACAB ,, 0933
320
310
121

522
231
121

522
231
363

≠−=⋅=⋅==
−

−−− , 

следовательно, точки А, В, С  и D не лежат в одной плоскости. 
6. По правилу сложения векторов (рис. 2) 

CBACCDACAD
2
1+=+= , 

BACBBFCBCF
2
1+=+= , 

ACBAAEBABE
2
1+=+= , 

( )BACBACBACBACBECFAD +++++=++
2
1 . 

            B 
 
       F                    
                         D  
 A 
                  
           E                  C 

Рис. 2 
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Но 0=++ BACBAC ,  т. к. CBACAB += ,    т.  е.  ( )CBACBA +−= . 
Следовательно, 0=++ BECFAD .  

7. baADABAC +=+=   (рис.  3), 
 

( )baACMA +−=−=
2
1

2
1 , ( )baACMC +==

2
1

2
1 , 

abBD −= , ( )baBDMB −=−=
2
1

2
1 . 

( )abBDMD −==
2
1

2
1 . 

8. 8.1. ( )( ) ( ) ( ) ( )abacbcaacba ⋅+−⋅−⋅=−− 2222 =  

= 7812042
3

cos12
3

cos122 −=−−=+⋅−
π

⋅−
π

⋅⋅ , 

8.2. ( ) ( ) ( ) ( )cacbbacbacba ⋅+⋅+⋅+++=++ 2222222 = 

= 13
3

cos22
3

cos220144 =
π

⋅⋅+
π

⋅++++ . 

9. Площадь треугольника ACBDS ⋅=
2
1 , (рис. 4),  

AC
S

BD
2

= ,  с другой стороны, ACABS ×=
2
1 , 

( ) ( ) ( ) kjikjiAB 223312412 −+−=−+−+−−= , 
jiAC 46 += ;  

kjikjiACAB
kji

2412846
23

06
23

04
22

046
223 −−=−+−−−−==× −− ,

286324 222 =++=× ACAB ,    282 =S ; 

521636426 2 =+=+=AC ;        
13

1314
134

28
52

28
=

⋅
==BD . 

10. Так как точка D лежит на оси OY , её координаты (0,  y ,  0); 
kjiAB 2+−= ,  kjAC 42 +−= , ( ) kjyiAD +−+−= 12 .  

Объём тетраэдра ADACABV ,,
6
1= . 

( )
( ) 112

420
211

,,
−−
−
−

=
y

ADACAB = ( ) =+−−=−−−+− 44214882 yy = 2 − 4у;  

y425
6
1 −= ,    1) y4230 −= ,    71 −=y ⇒ ( )0,7,01 −D , 

2) 2430 −= y ,  )0,8,0(8 22 Dy ⇒= . 

           B 
 
 
 

 A           D      C 

Рис. 4 
 

          B             b          C 
 
     a              M 
              
A                             D 

Рис. 3 
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11. Момент силы относительно начала координат равен век-
торному произведению радиуса-вектора точки А на силу 

][)(: 0 FrFmF ×= .  Радиус-вектор точки А:  kjir ++= , 

kjikji
kji

Fm ++−=−+−−−−−=
−

= 1213)56()57()67(
765
111)(0 .  

Модуль момента 3141144169222 =++=++= zyx mmmm . 

Направляющие косинусы вектора )(0 Fm  равны 

314
13cos −=α ,    

314
12cos +=β ,   

314
1cos =γ . 

Глава 3 
1. Выделим полный квадрат для каждой переменной, а затем 

всё уравнение разделим на свободный член: 
( ) 03123996 22 =−+++−+− yyxx ;  

( ) ( ) 1
4
1

12
3 22

=+
+

− yx – это уравнение эллипса с полуосями 

12=a ,  2=b  и центром в точке (3, −1), 
(рис.  5). 

2.  а)  Чтобы найти уравнение диаметра 
или прямой P1P2 (рис.  6), используем стандартное уравнение пря-
мой, проходящей через две точки (см. табл. 1):  

073
2
3

6
2

12

1

12

1 =−+⇒
−
−

=
+

⇒
−
−

=
−
− yxyx

yy
yy

xx
xx − это и есть уравнение диаметра 

P1P2;  
б)  диаметр окружности равен длине вектора 21 PP = (6, −2): 

10243621 =+== PPd ,  соответственно радиус 10
2
== dR , центр 

окружности находится на середине отрезка 
P1P2 . Находим его:  

,1
2

42
2

21 === +−+ xx
cx  

2
2

13
2

21 === ++ yy
cy , 

точка С(1,2)⇒(x−1)2+(y−2)2=10 − урав-
нение искомой окружности, (рис. 6); 

в) NPP =21  − вектор нормали ко 
второму диаметру. Используем соответствующее уравнение (см. п. 3.1) 

A(x − x0) + B(y − y0) = 0  ⇒ 6(x − 1) − 2(y − 2) = 0, 
где С(1, 2) – центр окружности. 

           y 
 
        P1 
                          C 
           1                     P2  
 
    2             1           4                  x 
 

Рис.6 

   у 
 
   0 
                    3                х 
   1 
                                             
   3 

Рис. 5 
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Окончательно 
013 =−− yx  − уравнение диаметра, перпендикулярного P1P2. 

3. Коэффициенты при неизвестных – это координаты вектора нормали 
к данной прямой (см. табл. 1), поэтому достаточно проверить условия парал-
лельности или перпендикулярности  каждой пары векторов:  

3.1.  { }5,21 −N ,  { }10,42 −N ;  их координаты пропорциональны: 

2
1

10
5

4
2

=
−
−

= , прямые параллельны;  

3.2.  { }1,31N ,  { }6,22 −N , 0612321 =⋅−⋅=⋅ NN , векторы перпен-
дикулярны, как и прямые; 

3.3.  { }1,21N ,  { }1,12 −N , векторы не параллельны и не перпен-
дикулярны, найдём угол между ними:  

10
1

1114
1112

21

21cos =
++
⋅−⋅

=
⋅
⋅=ϕ
NN
NN , 

10
10arccos=ϕ ; 

3.4.  Прямые перпендикулярны. 
4. Предварительно перейдём к  параметрическому заданию 

прямой, а затем решим систему уравнений прямой и плоскости:  

⇒








=−−+
=

−=
+=

,0452
,

,32
,23

zyx
tz

ty
tx

( ) 04532223 =−−−++ ttt , 82 =t , ⇒= 4t  

⇒ искомая точка (14, 5, 4). 
5. а)  Введём произвольную точку M(x, y, z) плоскости Р и 

составим условие комплaнарности трёх векторов (см. табл. 1):  
{ }1,,2 −− zyxAM ,  { }2,2,3−AB , { }0,1,4 −−AC , 0=×⋅ ACABAM , 

0
014
223

12
=

−−
−

−− zyx
. 

Ответ: 151182 =+− zyx ; 
б)  используем канонические уравнения прямой АК 

p
zz

n
yy

m
xx 111 −

=
−

=
− , 

где (x1, y1, z1) – координаты точки А(2, 0, 1), 
},,{ pnml  | |  }11,8,2{ −N ,  N  – вектор нормали плоскости Р.  

Ответ: 
11

1
82

2 −
=

−
=

− zyx . 

6. а) Решив систему трёх уравнений (методом Крамера, или Гаусса, 
или матричным), найдём точку пересечения плоскостей Т (3, −1, 0); 

    б) 




=−+−
=−++

09232
,0132

zyx
zyx

− общее уравнение прямой α .  
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Найдём её направляющий вектор l | | [ ]21 NN × .  
{ }3,2,11 =N ,  { }2,3,22 −N − векторы нормалей плоскостей; 

232
32121

−
=×

kji
NN = kji 7413 −+  .  

Этот вектор и возьмём в качестве направляющего. Все плос-
кости проходят через точку Т  (3,  −1, 0). Используя её, можем за-
писать уравнение прямой 

74
1

13
3

−
=

+
=

− zyx . Но лучше взять другую 

точку. Найдём общее решение нашей системы методом Гаусса:  








−= 9232
1321~



A ∼ 






−− 7470
1321











−=

−−=
⇒

.3

,1

7
13

7
4

zx

zy
 

Любое частное решение и есть координаты  точки, принадле-
жащей прямой: пусть z=7, тогда у=−5, х=−10 ⇒ К(−10, −5, 7) –
 искомая точка и соответственно уравнение прямой 

7
7

4
5

13
10

−
−

=
+

=
+ zyx .  Проверьте: точка  Т  (3, −1, 0) также удовлетворяет 

этим уравнениям.  
Ответ:  

74
1

13
3

−
=

+
=

− zyx − уравнение прямой α . 

7.1. Используем преобразование квадратичной формы. Со-
ставляем характеристическое уравнение 

,0
310

106 =
λ−

λ−   ,0892 =+λ−λ   ,11 =λ   .82 =λ  

Записываем уравнение кривой 

168 22 =+ yx , или .1
216

22
=+

yx  

Это уравнение эллипса в системе ХОY . 
7.2. Выполним поворот осей по формулам (3.31)  

( ) ( )( ) +ϕ+ϕϕ−ϕ−ϕ−ϕ cossinsincos2sincos 2 YXYXYX  
( ) ( ) ( ) .1cossin6sincos2cossin 2 −=ϕ+ϕ−ϕ−ϕ−ϕ+ϕ+ YXYXYX  

Соберём коэффициенты при одинаковых степенях  
( )+ϕ+ϕϕ−ϕ 222 sinsincos2cosX ( ) +ϕ−ϕ cos6sin2Y
( )+ϕ+ϕϕ+ϕ+ 222 cossincos2sinY ( ) +ϕ−ϕ− sin6cos2X  
( ) .1sincos2sin2cos2sincos2 22 −=ϕϕ+ϕ+ϕ−ϕϕ−+ XY  

Приравниваем нулю коэффициент при ХY: 
,0cos2sin2 22 =ϕ−ϕ  ,02cos =ϕ  .4

π±=ϕ  

•  Выберем ,4
π=ϕ  ,sincos

2
1=ϕ=ϕ  
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,111

2
6

2
2

2
6

2
2

2
1

2
12

2
1

2
12 −=





 −−+





 −+





 +++





 +− XYYX  

( ) ( )
12 22 2

28

2

242 −=−− ⋅⋅ XYY  или .222 2
12 −=−− XYY  

Выделяем полный квадрат для Y: 

,222 2
1

2
12

2
2

2
22 XYY +−=−
















+−  ,22

2

2
2 XY =





 −  .,0 2

2
1 






O  

Итак, выполнив параллельный перенос системы XOY в точку О1, 
получаем каноническое уравнение параболы в системе Х1O1Y1 

.22 1
2

1 XY =  
•  Теперь повернём систему координат xOy  на угол ,4π−=ϕ  

,21cos =ϕ  :21sin −=ϕ  

,1222
2

31
2
312 −=





+





− −−− YXX      ,4 2

1
2
2

2
222 −=−+ YXX  

,222 2
1

2
12

2
2

2
22 YXX +−=−






++   ,22

2

2
2 YX =





 +   .0,2

2
2 






−O  

Каноническое уравнение: .22 2
2
2 YX =  

8. Используем уравнение пучка плоскостей (см. табл.  1). За-
пишем искомую плоскость в виде  

2х − 3у + z − 4 + λ(x + y −  2z + 3) = 0. 
Последнее уравнение линейно относительно переменных х, 

у, z, следовательно, при любом λ определяет плоскость. Кроме 
того, это уравнение является следствием системы, данной в усло-
вии, которая представляет собой прямую, и, значит, каждая точка 
этой прямой удовлетворяет уравнению нашей плоскости. 

При различных значениях λ мы будем иметь уравнения раз-
ных плоскостей, проходящих через прямую, т. е. мы имеем дело с 
пучком плоскостей. 

Выпишем из уравнения координаты вектора нормали – это 
коэффициенты при неизвестных: 

(2 + λ)х + (−3 + λ)у + (1 − 2λ)z − 4 + 3λ = 0, 
{ }.21,3,21 λ−λ+−λ+N  

Искомая плоскость перпендикулярна плоскости р , у которой 
вектор нормали { }2,1,6 −N .  По условию NN ⊥1 , значит, 01 =⋅ NN ,  

6(2 + λ) − 3 + λ −  2(1 − 2λ) = 0. 
Откуда .11

7−=λ  
Запишем уравнение плоскости р1 
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04132 11
21

11
14

11
7

11
7 =−−





 ++





 −−+





 − zyx . 

Подсчитывая коэффициенты, получаем 
15х − 40у + 25z − 65 = 0,   или   3х − 8у + 5z − 13 = 0. 

Проверка. •  Проверим принадлежность пучку нашей плоскости. 
Плоскость должна содержать любую точку данной прямой – линии пересе-
чения всех плоскостей. Выберем на прямой какую-либо точку, решив систе-

му 




=−+−
=+−+

,0432
,032

zyx
zyx  например, при х = 2. Система примет вид 





=+−
−=−

,03
,52

zy
zy  

её решение следующее:  y = 1, z = 3. 
Полученную точку (2, 1, 3) подставляем в уравнение найденной плос-

кости р1: 3 ⋅ 2  − 8 ⋅ 1 + 5 ⋅ 3 − 13 ≡ 0. 
• Проверим условие перпендикулярности плоскостей:  

,21 pp ⊥  ,21 NN ⊥  где { },5,8,31 −N  { }:2,1,6 −N  3 ⋅ 6  − 8 ⋅ 1 − 5 ⋅ 2 ≡ 0. 
Задача решена верно. 
9. Используем уравнение пучка прямых (см. табл. 1), которое получим, 

записав линейную комбинацию:  
2х+4у+5+λ(х+3у+2)=0  или  х(2+λ)+у(4+3λ)+5+2λ=0. 

Поскольку уравнение линейно относительно переменных х, у, то оно 
представляет прямую в двухмерном пространстве. Кроме того, при любом 
значении λ мы будем иметь пучок прямых, проходящих через точку пересе-
чения прямых α1 и α2. Наша прямая принадлежит этому пучку. Чтобы её вы-
делить, воспользуемся условием параллельности прямых, нормальные векто-
ры которых будут параллельны: 

{ } { },6,134,2 1NN λ+λ+  
их координаты пропорциональны: 

6
34

1
2 λ+λ+ =  или 8 + 3λ = 0, .3

8−=λ  

Тогда ( ) 025842 3
8

3
8 =





−++−+





 − yx , 

или 2х + 12у + 1 = 0 – это искомая прямая. 
Проверка  • Найдём точку пересечения прямых α1 и α2, решив систему  





=++
=++

0542
,023

yx
yx  ⇒ .2

1,2
7






−  

Подставим её координаты в уравнение найденной прямой 

( ) .01122 2
1

2
7 =++




−  

•  Проверим выполнение условия параллельности. Вектор { }6,11N  и 
вектор { }12,2N  должны быть параллельны: 



 182 

.26
12

1
2 ==  

Прямая найдена верно. 
Вопросы для самоконтроля 

5. 
26
9

2519116
05114sin =
+++

+⋅+⋅
=

⋅

⋅
=ϕ

Nl
Nl ;  

{ }3,1,4 −=l  − направляющий вектор прямой, 
{ }0,5,1 −=N  − вектор нормали к плоскости. 

 
Глава 4 

1.1. ( ) ( )
( ) ( )44

44

112

112lim
−++

−−+
∞→ nn

nn
n

=








∞
∞−∞

. Вынесем за скобки высшую 

степень в числителе и знаменателе дроби. После сокращения в 
каждой скобке остаётся дробь 01 →

n
 при п → ∞. Неопределён-

ность исчезает: 














 −+





 +














 −−





 +

∞→ 41414

41414

12

12
lim

nn

nn

n
n

n
= 

12

12
4

4

+

− = 17
15 . 

1.2.  
1

lim
3 2

+
+

→∞ n
nn

n
=








∞
∞ = ( ) ( )n

nn

nn

nn

n n

n

1

3 1

1

3 13

1

1

lim
1

1

lim
22

+







 +

=
+







 +

∞→∞→
=









1
0 =0. 

Сократив дробь на п , получили сумму бесконечно малых в 
числителе. Неопределённость исчезла.  

1.3.  ( )n
nn

++++
∞→

3211lim
2

= 







∞
∞ = ( )

2

1lim
2 ⋅

+
∞→ n

nn
n 2

1=  

(используется формула суммы арифметической прогрессии с раз-

ностью d = 1, nS naa
n 2

1+= ). 

1.4. 











+
−

−∞→ 1212
lim

2

2

3

x
x

x
x

x
= 









∞
∞

−
∞
∞ .  

Приведя дроби к общему знаменателю, приходим к отношению двух 
многочленов, каждый из которых стремится к бесконечности. Сократив на 
высшую степень х3, избавляемся от неопределённости: 
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( )12)12(
)12()12(lim 2

223

+−

−−+
∞→ xx

xxxx
x

=
1224

lim 23

23

−+−

+
∞→ xxx

xx
x

=
( )









−+−

+

∞→
32

3

12243

11
lim

xxx
x

xx

x
=

4
1 . 

1.5.  
x

x

x

3sin

0
lim
→

= { }
0
0 . Выполняем замену: sin3x  ∼  3x при x→  0. 

Вычисляем предел 3lim 3 =
∞→ x

x

x
 (см. табл. 2).  

1.6.  ( )11 22lim −+
∞→

− xx
x

= { }∞−∞ =
11

11
22

22
lim

−+

+−+

∞→ + xx

xx

x
=








∞
2 =0. 

Домножив (и разделив) на сопряжённое выражение, избавляемся от ир-
рациональности в числителе, после чего неопределённость исчезает. 

1.7.  
( )3 2sin12

coslim
xx

x

−π→
= { }

0
0 . Перейдём к новой переменной 

;
2
π−= xt  ;

2
π+= tx  0,

2
→π→ tx ;  .cos

2
sinsin ttx =





 π+=  Произведём 

замену под знаком предела: 
( )
( )[ ]3 2

2

2
0 sin1

cos
lim

π

π

→ +−

+

t

t

t
=

( )3 20 cos1

sinlim
t

t
t −

−
→

. 

Затем воспользуемся табл.  2, где 1 − cost  ∼ 
2
2t , tsin ∼ t ,    при 

0→t . Вычисляем предел 

3
2

0 22
lim









−

→ tt

t =

3
4

3

0
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t

t
t

⋅
−

→
= 











−

0
43

= ∞− . 

1.8.  






=

→ 0
0

3
arcsin2lim

0 x
x

x
. По табл. 2 xarcsin ∼x , при 0→x . Вы-

числяем предел 3
2

3
2

0
lim =
→ x

x

x
.  

1.9.  { }∞
∞→

=




 + 11lim

ax

x x
k .  Записываем ответ по формуле (4.5): 

( ) =



 +

α

∞→

x
x
k

x
1lim ake . 

1.10.  ( )







∞
∞=








−
+ ∞
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x x
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1
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
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
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x
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Сократили числитель и знаменатель дроби на х  и вычислили 
предел с учётом того, что  01lim =

∞→ xx
. 

2. На каждом из интервалов (−∞,  1) ∪  (1, ∞) функция  f(x) 
непрерывна при любом значении а , разрыв возможен только  в 
точке   1=x .  Чтобы функция была непрерывна, необходимо вы-
полнение равенства:  

( ) ( )xfxf
xx 0101

limlim
−→+→

=  = f(1). 

Вычисляем односторонние пределы  
( ) ( ) aaxxf

xx
−=−=

+→+→
33limlim 2

0101
,      ( ) ( ) 21limlim

0101
=+=

−→−→
xxf

xx
.  

Приравнивая пределы, получаем ,23 =− a  1=a .  
Значение f(1) = 1 + 1 = 2, т. к. по условию 

точка 1=x  включена в область задания функции 
у1  = х  + 1. 

Итак, получили функцию  

( )




>−

≤+
=

,1,3
,1,1

2 xx
xx

xf  

непрерывную на всей оси х  (рис.  7). 

3. 
x

y
lg

1
= , найдём всевозможные точки разрыва. Очевидно, 

они находятся в области, где функция не определена, т. е. когда 
знаменатель дроби не существует или равен нулю: при 1±=x , ко-
гда 0lg =x  и при 0=x , когда xlg   не существует. Исследуем эти 
точки разрыва.  

1) xlg  не существует при 0=x ,  

,0
lg

1lim 1
00lg

1
00

=







==
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   .0
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00lg
1

00
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
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
=

∞−
=

++→ xx
 

Таким образом, при x = 0 разрыв функции устранимый; 
2) 0lg =x  при 1±=x ;   
•  исследуем х = +1: 

,
lg

1lim
0
1

01lg
1

10
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•  исследуем х  = − 1:  

,
lg

1lim
0

1
01lg

1
01

−∞=




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=
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Ответ: Функция имеет три точки разрыва. При х  = 0 – раз-
рыв устранимый, при х  = ±1 – разрыв второго рода (бесконечный).  

        у 
              2 
 
              1 
 
         0        1           х 

Рис. 7 
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